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PROBLEME DU MOUVEMENT

MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE

FORME ELLIPSOIDALE DONT LES PARTIES S'ATTIRENT

SUIVANT LA LOI DE NEWTON;

Par M. W. STEKLOFF.

I )

Introduction.

[. Le probleme a été posé par Dirichlet en 1860.

Supposant que les coordonnées o, y, = de chagque point de la masse
(faide sotent des fonetions lincaires et homogénes de leurs valeurs
initiales vy, vy, =, correspondant aw moment initial 7 = o, il a déduit
les ¢quations géneérales d'un cas possible dumouvement, ou la surface
extérieure de la masse fluide incompressible conserve, sous la pres-
sion constante, la forme d'un ellipsoide dont les axes changent, pen-
dant Ie mouvement, la direction ainsi que leur grandeur.

Dirichlet a déecouvert et ¢tudic certains cas les plas simples du mou-
vement; par exemple, le eas on la surface extérieure du liquide con-
serve toujours fa forme d'un ellipsoide solide de révolution ainsi que
le cas ot le mouvementse compose de deux mouvements simples : d’un
mouvement relatif parrapportd un corps solide (-1.) et d’un mouvement
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d’entrainement se réduisant a la rotation du corps (-4.) autour de axe
de révolution de ellipsoide.

Un an apres, en 1861, Riemann a repris le probleme dans son Mé-
moire connu : Kin RBeitrag zu den Untersuchungen iiber die Bewegung
etnes flissigen glecchartigen Ellipsoides (Werke, 1876, Leipzig, p. 168 ).

Il a employé une mdéthode dillérente de celle de Dirichlet, en se
servant des ¢quations dumouvement du liquide dans Ta forme d’Buler,
tandis que Dirichlet a pris pour le point de départ de ses recherches
les équations de Lagrange.

Riemann décompose le mouvement du liquide en deux mouvements
particuliers : 1° ¢n mouvement relatil par rapport aux axes mobiles £,
1, ¢, qui se tournent autour du centre de Pellipsoide, pris pour I'ori-
gine commune de coordonnées mobiles Z, 1, Cetde coordonnées fixes
dans I'espace x, y, z, et 2° en mouvement d’entrainement se rédul-
sant au mouvement du teicdre &, 7, .

En supposant ensuite (ue les coordonnées relatives £, 1, Cde chaque
point du liquide soient des fonctions homogenes et linéairves de valeurs
initiales x,, v,, 5, des coordonnées absolues 2, v, 5 du point %, 7, €,
il obtient, d’une maniere artificielle, les équations du mouvement
d'une masse luide ellipsoidale, qui permettent de déterminer le mou-
vement intérieur du liquide ainsi que Ja loi, suivant laquelle les axes
de Uellipsoide changent lear direction et leur grandeuar.

Ricmann a ¢twdié ensuite le cas ot les demi-axes a, b, ¢ de Pellipsoide
restent constants pendant le mouvement; il a indique deux cas diffe-
rents du mouvement de Uespéce considérce et ilba énoncee, sans démon-
stration detaillée, la proposition que ces cas sont les seuls possibles
dans hypothise faite sur a, b et c.

“Si nous citons encore, outre ces travaux fondamentaux, les re-
cherches de Dedekind (Crelle’s Journ., BA. LV, 1861 ); Brioscur, 1bdd.
Bd. LIX) ainsi que celles de MM. Greenhill (Proceed. of Cambr. plilos.
Soc., LA e 1Y) el Bassel ( Proceed. of Lond. mathem. Society, t. XVII)
consacrées a Pétude plus détaillée de divers cas particuliers, nous
épuisons, sije ne we (rompe pas, presque tout le plus essentiel que
nous savons, en ce moment, dans la question dont il s’agit.

2. Je me permets, dans le Mémoire qui va suivre, de publier cer-
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tains résultats de mes recherches sur ce sujet, qui me semblent nou-
veaux el non dénués dlintéret.

Dans le premier Chapitre, Pindique une méthode générale pour deé-
duire les équations du mouvement d'une masse fluide incompressible
contenue dans une membrane ellipsoidale.

En y ajoutant la condition que la pression reste constante en tous
les points de cette membrane, on obtient les équations du mouvement
d'un ellipsoide fluide libre sous une forme (res commode pour étude
de diverses questions qui se rattachentau probleme de Dirichlet et de
Ricmann.

En supposant, dun autre coté, que la membrane se reduit & une
avite appartenant & un corps solide, on en déduit les ¢quations du
mouvement d'un corps solide avant la cavite de la forme ellipsoidale,
remplic par le liquide incompressible, ce qui nous conduit i un pro-
bleme d"hydrodynamique dont Le cas particulier (pour Pellipsoide de
révolution ) a ¢t¢ etudié par M. Joukowsky en 1878.

Moyennantles equations obtenues dans le premier Chapitre, je donne
ensuite, dans le Chapitre I asolution complete du pmhlbnm suivant :

Trousver tous les cas possibles du mouvenment d’un ellipsoide [luide lors-

quil conserve pendant le mougement le forme dun ellipsoide de révolution.

analyse détaillee de ce probleme m’a conduitaux cas nouveaux du
mouvement non stationnaire, ot la surface libre de Pellipsoide ne
change pas sa forme pendant le mouvement.

Ce résultat ne s’accorde pas avee Passertion de Riemann que « mit
der Bestindigkeit der Gestalt notwendig eine Bestindigkeit des Bewe-
gungszustindes verbunden sty (Werke, p. 187), Enoncée sans aucune
restriction.

Ce désaccord et le manque danalyse détaillée de ce probleme chez
Ricmann m’ont pouss¢ de le reprendre.

Apres avoir résolu le probléme du mouvement de Pellipsoide de
revolution (Chap. 1), je me borne, dans le Chapitre I, au cas ot le

produit
0= (b —c)le ~a)yla =)

est différent de zéro.
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Je retrouve, sous cette supposition, le théoreme de Riemann qui
perd, cependant, son sens, lorsque s sannule, ce qui a lieu toujours
dans le cas de ellipsoide de révolution.

Apres la discussion plus détaillée de tous les mouvements possibles,
ou ellipsoide & trois axes inégaux se tourne, comme un corps solide,
autour de son centre, je résous ensuite les questions suivantes :

1° Trouver tous les cas possibles, ot le mouvement de translation
du liquide se réduit & la rotation de ellipsoide, comme s’il était un
corps solide, autour d’un de ses axes principaux;

2° Trouver tous les mouvements possibles, ot Pellipsoide luide ne
change pas la direction de ses axes pendant le mouvement.

Je termine mes recherches par quelques remarques sur certaines
propriétés générales des ¢quations différenticlles du probleme.

Quant au probleme du mouvement d’un corps solide ayant une cavité
de la forme ellipsoidale, remplie par un liquide incompressible, il fera
Pobjet d'un Mémortre particulier.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS DU MOUVEMENT D UNE MASSE FLUIDE  [MCOMPRESSIBLE
DE LA FORME ELLIPSOTDALE DONT LES MOLECULES S’;\'I"I'II’.I'IN'I‘
SUIVANT LA LOI DE NEWTON.

1. Envisageons une masse du liquide parfait et incompressible
remplissant un domaine (D) de I'espace, limité par une surface ().

Supposons, pour plus de simplicite, que la densité du liquide soit
égale a Punité.

Désignons par 2, v, z les coordonnées d'un point quelconque p. du
liquide par rapport & un systéme (A1), flixe dans Uespace, par u, o, w
les composantes suivant les axes @, y, = de la vitesse absolue du
point p, par P la pression du liquide au point @, par ¢ le temps.

Supposons enfin que les forces, rapportées a Uunité de masse, dé-
rivent d’une fonction Uz, v, =) de forces.

Les équations du mouvement du liquide parfait peuvent s’éerire sous
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la forme suivante (équations d’Euler) :

R A N AT e U}
Jet o Jdy Js
(1) (—)S +l/£i'— +v-(—}‘—' »~}—u'g—‘—‘ -
al or Ay ds
as dw i dw
W+ur);+v;}; 4—&1'})—3 o ’
(2) du | Ov v,

o oy U os

ou il faut ajouter encore certaines conditions aux limites dont nous
allons parler plus loin.
S nous posons

(3) A e e e SR UL
ey v
0y — o2

K Jy Jz’

Ju s

(4) Oy PR
de Jdu
(1) "7 e e e

LT o t)_y’

les équations (1) deviennent
| .

F 98 du
= -+ My Y 0y 0y

dr T ot
. )S )o
(5) :—)—y o (i)—l A=ty lL -y vy
I8 e
g i gty U,
ot
. . v
(6) S—=U--P - T

Invisageons un triedre mobile (w) avee les axes %, 7, € dont ori-
gine coincide avee celle du systéme fixe (1),

Désignons par p, ¢, rles composantes suivant les axes £,m, Cdela
vitesse angulaire de la rotation du tricdre (a ) autour de Porigine des
coordonnées.

Désignons ensuite par £, 1, Cles coordonnées relatives du point

Aun. Fe. Norm., (3), XXV, — OQurosie 1GoS. 60
) ?)
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w(x, ¥, z) du liquide, par «/, ¢, @' les composantes suivant les
axes , v, {de lavitesse V| Uégalite (3)] du point ., par o, o), o} les
composantes suivant les mémes axes du tourbillon au point p. du
liquide et, enfin, par

Oy ﬁl‘y
les cosinus directeurs de trois axes @, y, 5 par rapport aux axes mo-
biles Z, 7, 5 il est aisé de s’assurer que

Vi ({==1,2,3)

o aw'’ de!
), T —— — ——
i o a’
ou' o'
i
)y = ——
(7) T 174 JE ’
. 0! ou’
TR d
Posons
. a5
Ny == 0y 0 — ), 0, S, = —,
o
s
N ==ty 1t — 6y 13, S_,. - (7; 5
. \ S
Ny = g0 — oy, S, — —-.
J3

En considérant oie,, o, o, et S, S,, S, comme les projections sur

les axes ., v, z de certains vecteurs o0 et S, el en désignant leurs pro-
jections sur les axes £,

7, 4 par dit ¢l S avee les indices COITespon-
dants &, 7, ¢, on trouve

. 98

B = f(—)z 5
"WLE i
My i
Ny =

Quant aux équations (5), elle

. S g s
Sy S =
! Jn g 1714

!
0y 17 =t ol
I T U
/
wy e e mal

s se remplacent par (rois suivantes :

a8 du Je ns .
G a g g My
JS  u Ay dw

(8) = G B S,
s du de e -
AP TRC BT TR RS
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Il ne nous reste qu’i exprimer w, ¢, 9w en o', ¢, ' et substituer au
licu de @, y, = leurs expressions en &, 7, { pour transformer les Cqua-
tions du mouvement aux variables £, 1, C.

On a

(¢ du /o <()w" («)u'“
0 gr = o) () (g ) =

/ N /

g () —riey oy r(e) —p(a') o[ pCe')y  q(a') oy,

‘ . v A
et encore deux formules analogues pour g el ou les symboles
€ ‘ ( -

/ !

désignent qu’on considere les fonctions entre les crochets comme
fonctions des vartables a, v, =.
Les mémes quantites, exprimées en variables 5, 1, 7, nous les dési-
. ' , ,
gnerons simplement par e W

I est aise de sTassurer que
e’ du’ du' du' ) D’ .
\ (4)/) 7y ()E(’/g.-ll')v ()'n‘(,"‘ ~rt) 7?)i5-(l)llw—//h’,’
1c € .
(10) ( I 7 ( dJdu’ A
0l ) a7 \Jt ) Ji
Les relations () donnent

Ju Jve ()w‘ ‘ (()I,/". , o
o o 21 gl X ()l) A (s

g 9 g ! o ""(()U" () — p(w')
% ar ol 1t 4)1) ) " ’

du Jde v <1)u"

7] . —_. " . ~ Ni B ! .
PTSITR Y ) ) ale)

Moyennant ces ("qu:ll,i()ns el celles de (vo), on trouve

Js du’ du' . dJdu’ .
— S f' - .. —— o - — r
Y] or (g&--ra) da (rée—=r%)

du’ . y o b .,
J’r—(/'T‘ L) T = T e ), Yy
El
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et encore deux équations qu’on en déduit par la permutation circu-
laire des lettres

. . 1 ! /. .
gv 1, C, u, v, v Py s T

et des indices 1, 2, 3.
En remarquant que

1 , A adw’ ,
= — e L gy
on 9 "w o o TP

on peut écrire I'équation précédente sous la forme

5()—:- = %’ZI - (f;:: — (g8 —ran)— '();(— (r&—pk)— f{%(/m—vi)
+wqg— ey (W —phgl) — o, (¢ g+ pl),
d’ou, en posant
(101) T8+ ' (qC—ra)+ ' (r£—pl)+w'(pn—qé),
on tire linalement

. JaT ou’ , . ,
(rr) JE i o d oy (W —pn - gl) — wy (o' —ré - pl).

On trouvera de méme

JrT v’ L , , .
T =ty (U — gl ) @) (W pa 4 g E),

on Jt

(12) .
o'l o' ., . , Vo p \
-(E - T + o) (¢ —reA-pl) — o, (' — gl ).

En appliquant enfin la méme transformation a 'équation (2), on
obtient

u’ , 00’ }_()m’
3 o oC

= 0.

(13)

Soit,
/(E, ', C, t) =0

'équation de la surface (S) qui limite la masse {luide.
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On doit avoir pour tout point 2, 7, Tde cette surface

Af di of da Of AL Of

gbdt Tondr Tura ol T
ou
d/' P ()f ., ()f . ()/-

A s 'l Lo ek Y o oL S e = Y
(14) ‘)E(“ 748 +—In)+()n(« ré - pt) dg(u P+ q3) -+ S =o,
car

dE ) )
& T — &+ ra,

- l .

(1) ' {[/7 = V' —ri v pg,
124 , .
i =W = P = g

Le probléme se raméene & la détermination de quatre fonctions P,
w, ¢, w' de variables indépendantes 2, v, Cet 2a Paide des ¢quations
dilferentielles (1v), (r2) et (13) jointes i la condition (14) qui doit
étre satisfaite en tout point 2, 7, Cde la surface (S).

Les composantes «, ¢, " dépendentdes quantités p, ¢, r qui déter-
minent le mouvement du tricdre ().

Connaissant «’, ¢, o’ en fonction de %, 1, et ¢, nous obtiendrons, a
Paide de (15), les expressions des composantes suivant les axes €, 7, L
de la vitesse relative, par rapport au tricdre (vw), du point g, 0, ¢ du
liquide.

Le mouvement de la masse fluide se compose de deux mouvements
suivants : du mouvement relatif par rapport au tricdre mobile () et
du mouvement d’entrainement se réduisant i la rotation du triedre ()
autour de origine des coordonnées.

Les composantes o', ¢, @ ¢lant déterminées en fonctions de £, v,
C, ¢, les composantes p, ¢, r en fonction de ¢, nous trouverons ensuite
£, 7, Cen fonction de ¢ en intégrant le systéme de trois équations
differentielles ordinaires (15).

Pour achever la solution du probléme, il ne reste qu’a intégrer les
équations connues de Cinématique

JVY

(/0(,

=IOy Y U
l[[ 2 / 3y »
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ce quidonneralesexpressions de cosinus directeurs o, B,v,(1=1, 2,3)
en (.

Les coordonnées relatives &, 7, T et cosinus o, By, v, ¢tant déter-
minés, les formules de transformation de coordonnées fourniront enfin
les expressions de coordonnées absolues a, y, s de chaque point du
liquide en fonction du temps ¢.

2. Remplacons maintenant o/, ¢/, &', @', ), 0, paru, ¢, ¢, ®,, 0,, 0,
en omettant, pour plus de simplicité, I'indice ().
Supposons que u, ¢, w soient les fonctions lin¢aires et homogénes

des variables £, 1, { et posons

s w= af -+ y,n-+2,g

(16) v =yl 4+ Lo+, C,
a W=yl wyn - y%,
d’ou
o Jy )
oy Jn Ug’ =y Vo
Jdu iy ;
)y ';‘)Z - Dé_ e S 1)
Jy du
Wy == ;)—C:— - - J-!T T Ty YV

o, B, v, vy yi(i=1, 2, 3) ¢tant des fonctions d’une seule variable ¢.
Substituant ces expressions de w, ¢, w el w;(¢==1, 2, 3) dans les
¢quations (11) et (12), on trouve

1 dT ,
===t | FRpp - B R SR B
) 11¢ - 12711 135>
J'T . )
(17) G = A - il
T . .
\ i == gy & = gy A= WMy, 2,
ou on a posé
[ e
oy = T 4 (g = Yo) (wg—yu) — (xy— r) (s ¥3),
) _dry ) . o
(|8) QR:.”,_ ‘;7[ -+ ('ll——/))('l‘.‘l— .72) - !)(-",'3. yii)‘l

dr,
Aoy =22 by (e ya) = (Vo ) (23— a)
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Quant aux cocefticients -V, Ly Ay, ~bys by, -1y, on déduira
leurs expressions des formules éerites par i permutation circulaire
des lettres

ay By Yy Pyl 1

et des indices 1, 2, 3.

Les ¢quations (17) exigent (qu’on ait
(r9) A T b by, g == gy
et conduisent a U'intégrale suivante,
(20) T-r s,
ott Pon a posé
(21) R U P L T TR/ S PP SR RPR /I S P WP IS W

quant a /(¢), ¢’est une fonction arbitraive de (.
Substituant enfin (16 ) dans (13 ), on trouve

(29) A TR S R

3. Transformons maintenant P'équation (20).
On a, cu cgard 4 (6) et (ro,),

i)

A\ . »
T-—-U P , + w(qG-—=ra) A-o(rf—pl) 4+ ow(pn—qt).

Les ¢quations (16) donnent

\E

! 2 W2 2

e 5 (0 0 )
Ny, Ny, T, o o, ,
CORE e Rty R Ol D A DT £ A e,

ott Pon a posé

S MOy oo A= eyl Moy 2y ¥y -+ By —+ 7y,

(23) Mgy == y2op- rd - 32, Ny == a2y + X3 Y1+ Y Vo

B
Mgy — 2=yt 0 P My o)y + By - 2y
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D’autre part,

w(ql—ra)+o(ré—pl)+w(pn—qs)
= ( @yl — Vo )Er (X p — yar )0t (2 — yy p)EE
+yaq — s+ ply—p) )08
[y —ayp (e —)EE+ [yop — xq + 1 (B — a)]én.

On a done
I\, ~ Moy . Mgy
T=U- P4 [0, 20 )c’_‘»{— <.u,“. ! f‘-)'rr-i— (Jm- - g
\ 2, 2 \ 2
4 (90yy— Mgy ) Lt =4 (g — My )EL 4= (T, — O yy) £,
en posant, pour simplifier I'écriture,

Wy =xyr — ¥, Wogy = yuqg — a3+ p(y — P,
(24) Ny Ty p— Y3l Wouy =y r— 23 p + q(a—7),
Vogy== a0 — Y12, Dopg =y, p— £, =+ r(p— o).

L’équation (20) peut done s’éerire comme il suit :

(35) P=U—f(0+ (70— T

2

Mogy ~= Ny, Mo - DI,
<m22_ sha e “> 0* - <)‘(33.;‘— -"l’_‘) ”> g

A (Mg — Mgy — gy ) &0
o (Woyy = Ny~ Mgy YEC 4 (Mogg - Mgy — Aigy ).

4. Remarquons qu’a tout systéme de fonctions de ¢
oy (—J)v )2 Ly Ly, Xy, Yo Yoo Yss P ¢4 ct r,
satisfaisant aux ¢quations (1), (22) et & la condition

(26) ()f{o'c—k(w ) (2y— )L ]
r)/

F o @ —=r) e+ (i p) =+ f ]

-+ wl(’l”/’)n“ (14 '—(/)" '"‘/’:I—l‘%[[i‘:(),

a laquelle se reduit I'equation (14), correspond un mouvement possible
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du liquide, limité par la surface (8) ayant pour équation

(27)

f(‘E’ -nv :’ /) = 0.

La pression hydrodynamique en tout point %, 7, T du liquide sera
déterminée par I'équation (25).

Supposons que la surface (8) soit un ellipsoide.

L’ ¢quation (27) devient

(28)

a, b, ¢ ¢tant les carrés de demi-axes.
Supposant que a, b, ¢ soient des fonctions de ¢, on trouve, en vertu

de (26),

2 . \ . 2 ., - P
—Lag - (st r)n = (re—q) T )b =L - (o — ) g = O+ p) T

= dda 0% b {2 de

o7
e 2 e (i — ) A (Vo -t~ ) F
t P [/’ f (11 /)>{‘ 1 (.)- i ’/)‘.,l e

Péquation qui sera satisfaite pour toutes les valeurs d
pose

NANY

, et silon

e

(29) R A ((—//%, 25b ’(_//IZ” apc = %’
S (bh—c)p by -t oy,

(30) (¢ —a)g = cay-t vy,
) (et~ b)yr = «a.ur, /’,"::'

Supposons maintenant que les molécules du liquide, contenu dans
la membrane ellipsoidale (28), s’attirent suivant la loi de Newton.
On a

U= — 22— whn— 263,

olu, comme on sait,

»

J == ™ /tl/—l(,' / p—
v J \/ A(w) ’

’ b ;Tr\/n//(;/
0

()

du

(b+ w)VA(u)

i

P e 14 T —_—
ati [

/oy

dre
(¢ -+ u)\/A(u)’

3]
=

Alu)y=(a-+u)(b+ u)(c+ u).
Ann. FEe. Norm., (3), XXV. — Noveanrs 1goB.

61
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Dans ce cas, I'équation (25), qui détermine la pression hydrodyna-
mique en tout point du liquide, devient

2

RIANEE) SN
(31) 1’::Il+<,)t,,‘,~hl,,—~'—ﬂjf—-ﬂ>:j‘-’

gy 4 Moy
s 2)'/1"‘*‘(9.(’:13—‘3—
\

Aoy == My, ) v

) 2

-+ <-)t123 — )y —
A= (Mg — Mgy — gy ) Ini
(%

-+ 1= Mgy — gy )2 A= (I — Mpy—~boyy) £,
ot l'on a posé
H=— /(¢).

Les variables a, b, e; p, g et r, qui déterminent le mouvement de la
membrane, et les variables o, B, v; 2, 2., 245 ¥i, ¥ar ¥y, qui déter-
minent le mouvement du liquide y contenu, doivent satisfaire aux
¢quations (22), (29), (30) elaux suivanl(es,

r . dy
“(7'/:1‘ + G =) —(ys+ 1) (ry "‘.V-:)V = T/ZI Ay — ) (g —yy) — Ly —
dr, ‘ dy,

] - ./(.,.2 _‘).2) — (),’ “+p) (.1‘,,—~y3) s = - (g —- 1) (2, —-}’1) — oy -

dr, dy,
7[—;‘ Halaey— ) —(ya+q) (w0p—yy) = T);‘ A (= p) (2= y2) — plry—

qui résultent des équations (1) du n® 2.

5. Laméthode que nous avons employée conduit a la solution de
divers problémes du mouvement du liquide, limité par une surface
cllipsoidale.

1 On peut donner & Navance le mouvement de la membrane ellip-
soidale, ¢’est-a-dire on peut donner les quantités

a, b, c; Py g, T
en fonctions arbitraires de ¢, assujetties & une scule condition
abe = consl.

Les ¢quations (29), (30) et (32) détermineront complétement e
mouvement du liquide.

RERE

SN

Vs
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lation du probleme se ramene, evidemment, a lintégration de
puations différentielles du premier ordre.

yosant, en particulier, que «, b, ¢ soient des constantes, nous
un cas du mouvement du liquide contenu dans un vase solide
ne cllipsoidale, animé d'un mouvement de rotation autour de
1re.

upposons que (28) représente équation de Tasarface dune
remplic par le liquide, etCappartenant aoun corps solide, qui se
autour de Porigine fixe des coordonnées Jou, cequi revient au
awtour du centrede Pellipsoide (28)] sous Paction de certaines
appliquées aux divers points du corps.

veut poser le probléme suivant :

forces appliquces auw corps solide ctant donnces, trowver le mou-

du corps et du liquide remplissant la cagité.

1, en lermes généraux, laométhode de Tasolution du probleme
ous ajoutons aux forces données les forees de la pression hydro-
fque, agissant aux divers points de la surlace de la cavite, e
me se ramene an probleme connu de la Dynamique générale du
ment d’un corps solide, sous Paction des forces donndées, autour
omt fixe.

moments des forees de pression par rapport aux axes 2, 7, £

| .
\ DG /l’[: cos(n,n)—ncos(n, £)]ds,
OOy, — /l’[_ cos(n, Z)- Zeos(n, £)|ds,

My o /I’[-z, cas(n, Z)— Zeos(n,n)|ds,

rarales etant ¢lendues i la surface de Pellipsoide (28 ), n dési-
la normale extéricure i cette surface au point £ 7, L.

stituant au licu de Pson expression (31), nous obtiendrons sans
les expressions déterminées des moments o, o, on;.

ignant par ditz, ML, Mty les moments des forces données, appli-

aw corps solide, par A, B, Cles moments d'inertie du corps cor-
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respondant au point fixe, on obtient les ¢quations du mouvement sous
[a forme

/ / ,
A ‘;{’_/' — (B = C)qr + g + Ik,
1 . _ ,
(34) B ((—U{ = (= A)rp —+ Dy + DLy,
Ldr . _,
C —/_l_ franiag (\ — B)/)(I -+ ;)Ik.: -+ ,')]L:.
(

En y ajoutant les trois ¢quations connues de Cinémalique et les
équations (22), (29), (30) et (32) du mouvement du liquide, nous
aurons un nombre des équations suflisant pour déterminer (outes les
inconnues qui définissent le mouvement du corps et du liquide rem-
plissant la cavité.

3o Suppusons enfin que la pmssinn P reste constante en tous les
points de la surface (28).
Cette condition sera remplie, st nous posons

g Dyy— Ny~ gy~ 0,
(3‘.)) Moy — My — by =20,
? Dy = N y— Ay 0,
- Aoy = DIT 7
( 3y, e My A
2 44
(36 / -
) b’
2.
- =

Il 47 = const.—= p,,

A désignant un paramétre arbitraire.

Les équations (35) et (36), jointes aux équations (22), (29), (30)
et (32), forment un systéme de 15 Gquations, sullisantes pour deter-
IMINer 1 ineonnues

‘e ‘e I e . . T ’
a, b, c; 2R/ R %, 5, Vs T O Vv Ver D

On obtient ainsi le probleme du mouvement d'une masse fluide sous
la condition que sa surface libre conserve pendant le mouvement la
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forme d'un ellipsoide, ¢'est-a-dive le probleme de Divichlet et de
Ricmann dont nous avons parlé dans Ulntroduction.

L'étude de ce dernier probléme fera le but principal des recherches
qui vont suivre.

Quant au second des trois problemes que nous venons d'indiquer,
il fera Cobjet d'un Mémoire particulier.

6. Transformons les ¢quations (35) et (32) de la maniere sui-
vante :
La premicre des ¢quations (35) donne

gy == Mgy iy

En substituant au Lica de 9g,,, e, et -1, leurs expressions, qui
résultent des formules (273), (24) et (18), on trouve, en tenant compte
de (22),

(37) v v gy (= B).
!
Retranchons cette ¢quation de la premicere des équations (32).
I viendra

) ey
38 L b, =g vz () — ).
(38) o 5 R/ C Y Py —3)

La méme transformation, appliquée i la seconde et i la troisieme
des équations (32) et (35), conduira aux ¢quations analogues qu’on

peut deduire de (37) ¢ (38) par Ia permutation circulaive des lettres
“, B, s P o T

et des indices 1, 2, 3.

Substituons enfin, dans la premicre des cquations (36), au lieu
de oty Ly etoare,, leurs expressions (8), (23) et (21); on trouve,
apres des réductions simples,

O T A B S B O B A O B e e A s % A 0l

Les deux autres des équations (36) conduisent aux équations ana-

logues qu’on obtient, comme pr(f&c(‘d('mnmnl, par la permutation circu-
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laire des lettres
o, By oy Py 4 T
el des indices 1, 2, 3.
L’analyse précédente montre que le probleme se ramene i la déter-
mination de 15 inconnues

a, /-), c; P U s ., 167 ‘/: Xy, Ty, Ty yl» TR

a laide des ¢quations suivantes que nous allons écrire, pour plus de
clarté, dans un Tableau :

(39) o -+ (3 + oy =0,
(a) (b—c)yp=bux,+ cy,,
(0) (c —a)g = cxs-+ ay,,
(¢) (a—0)r=—ax;+ by,;

dr
(a) _Zl_tl b YaYsb PYe— gy — o ply — (),

dax,

() i Y pYs— Y- 2y == qg(o—1y),

S
dr,
{ (¢) — b Yt QY pye— ryy = (B —2)s

dt
dy, ,
(a) i THars e ray—qay— y o= ply = £),
/ dv, ) o
(42) 7 (b) i A xyryf pary— rey—y,p = q(et— ),
d
(¢) _53_,[1 A Ty X — Py Yy = (P —a);
(a) (3t 03) 5 — (Lot )0)§ — Xy Yy — Ty yy— o — o' = -)al = 2y,
. _ L, 2k
(43) 7 () (x4~ y ) p— Xyt y )5 — a3y, — iy y,— B — = k. b,
. 2. -
(¢) (s 4= yo) g — (21 Y ) p— 2y )1 — Xy Ya— P2— Y = ry -,
la b dc
44 newo = obhB == —, Qe = —
(4% 200 1a¢ T 2CY =

@', By v désignant les derivees du premier ordre de o, 3 et v par rap-
porti ¢, 2 un parametre arbitraire.
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7. Indiquons une transformation de ces équations (qui nous sera
utile plus loin.

Posons
s‘ sy=a2bry—p(h—c),

smocay,—g(c — a),

symoax,—r(a—Dh).

On obtient le systeme d’équations suivantes pour déterminer les

inconnues
51, :‘.'7 :‘:i; [)7 ’/1 ’.7 «a, l),C:
! s
~1
= - p—
dt Y
.
M6y =2 =5 s
(i ) ([[ [ 3 1
ds,
— TS S P33
P /51— P 323

ol :
ra [pb—c)]=2alzs—p(b-+c)](E—7)
— 55yt q(c —a)s,—r(a—0)sy+ pqr,
o .
) 'zl;(—l—tll/((: —a)]=2bls—qg(c+a)](y—a)
— 55+ r(a—0)s,—p(b—c)sy-+parp,
2¢ z(}/ [r(a—D)]=2c[z,—r(a+0)](«—f)
— 515y p(b—c)s,—q(c—a)s + pypyq;

cla—0)y(Sb v-a)yr—b(c—a)(a+3c¢)y?

>

)
+ob(c—a)gz,—ac(a-—byrs,+ bzt +cst—fo,(a?+0a')= 8(\,( + .L),

alb—ec)(Se+-bypt—c(a—>b)(b 4 2a)r?

2
(48) dac(a—b)rs,—aa(b—c)ps +cat+at— Lo (B +5) = 8‘"’(7} + 1|'.;>,

ble—a)(3a+c)y*—alb—c)(c+3b)p?

X
doalb—c)ps—nb(c—a)gs,4ast+ bzl — Lo (P +7')= 8;5(; -+ :’Z),

ot 'on a posé

Py = 3at—m, P 30—, Py = 3¢ — w,

(49)

w == e+ ca + ab, v, == abe.

A ces équations il faut encore ajouter les quations (39) et (44).
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8. Les équations du probléeme que nous avons données aux n" 6
et 7 different de celles de Riemann [ror son Mémoire, cité plus haut,
p- 174, les équations (a)].

Or, il suffit de remplacer, par exemple, dans les ¢quations dun® 7,
ay by e par a®, b* et ¢® et d'introduire au licu de p, ¢, r; 5, 5, et 5, les
nouvelles Inconnues e, w's ¢, o5 el en posant

p ==, g = ¢, 7=y o=

i

wlh— ) ' (b 4+ )2,

(A}

i
i

(e —a)—4 o (¢ - a)?,

1)

2

sy==v(a — b)) - w' (a4 b)?,

pour réduire les équations (46), (47) et (48) aux ¢quations (=) de
Riemann.

Il est ais¢ de trouver trois intégrales des ¢quations (41), (42), (415)
et (44).

Les équations (46) donnent tout de suite U'intégrale suivante,

e ]

-

[T

- 3% == A2 const.,

Q"o Pon tire, & Paide de (Go) et (45),
(50) (bry— ey )+ (cory—ay,) + (ary— by ) =Lk - const.
(Cest Ta premiere des (rois intégrales tout & Uheure mentionnées.
Retranchons de 'equation () (41) celle de (@) (42) et multiplions
le résultat par )—(l;;)i—), appliquons ensuite la méme transformation
aux equations (b) (41) et (b) (42) et, enfin, aux équations (¢) (41)

et (¢) (42) | en multipliantles résultats de soustraction respectivement

(2y—y,) |, 2(ax,— )
et .
b ¢ i
Additionnant les résultats ainsi obtenus, on trouve, en eflectuant
Pintégration,

2
par

(51) be(ry—y1 ) = ca(ay,— y, ) 4 ab (s — y3)* =L = conslL.

(Zestladeuxicme des (roisintégrales dont nousavons parlé plus haut.
La troisicme intégrale exprime la loi des forces vives et s’écrira
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comme 1l suit :

(59 vy [ da\? . Co (r//;\‘-‘ St de\?
oy ) ) o w )
H-sia(b ) pralh—c)(b+c)—apzalh — )

= sih(e +a)+qgh(ec —ay(c +a)y—aqgs,blc )

(4]

[

Ad-zice(a4-b)y 4 rre(a—by(a+b)y—ors,e(a—=Db)” 16, M - const,

ou, en introduisant au lieu de =, 54, 3, ¢l p, ¢, rles variables r, v,
Xy ¥y Ve e yy,

. v a2 1 fdh 2 1 de®
Goy (G A () S (S
o'\ dt hb '\ dt, e \dt
dbhaeteyiexlbay,varci+byliz D+,

A désignant une constante arbitraire.

CHAPITRE 1T,

MOUVEMENT D UNE MASSE FLUIDE, LIMITEE PAR UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION.

I. Apphiquons les équations générales, obtenues dans le Chapitre
precédent, au cas particulier, lorsque T surface libre du liquide est
un ellipsoide de révolution.

Proposons-nous de résoudre le probléme suivant :

Trouser tous les cas possibles dumnouscement du liquide parfait et incom-
pressible, dont les molécules s'attirent suivant la lot de Neswton, en suppo-
sant que sa surface libre conserve pendant le mowvenent, sous la pression
constante, la forme d’un cllipsoide de révolution.

Supposons, pour fixer les idées, que
(1) a=~0.
On ¢n tire, en différentiant,

(=) a =19,

Ann. Fc. Norm., (3), XXV. — Noveuenre 19o8. 62
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c¢’est-a-dire, en vertu de (44),

(2y) a=70,
’ott, en vertu de (39),

(3) Y =—20.

Les équations (40) deviennent

4 (a—c)p =ax, +cy,
(5) (¢ —a)g==cxy+ ay,
(G) .2'3—*-0')’3:0.

Les équations (¢) (41) et(¢) (42) duChapitre précédent conduisent,
en vertu de (6), 4 la relation suivante :

(7) V1Yot & @at g (24 )0) — p(224 ) = 0.
D’autre part, en remarquant que dans le cas considérs
Ao ==,
on obtient, eu é¢gard & (a) (43), (b) (43) (Chap. 1), (2) et (6),
(8) XyYo— 2y Y1+ g (La -+ Yu) -+ p (a4 )y) = o.

Substituant dans (7) les expressions de p et ¢, tirces de (4) et (H),
on (rouve

(9) xi(cxy =4 ay,) 4+ cy (ry+ yy) = 0,
ou, si l’on veut,
(91) cxy(xi+ y1) +yo(az, 4 cy,)=o.
La méme transformation de I'¢quation (8) donne ensuite

2¢(xyyo— a1 yy) Fexy+ayl—ari—cyt=o,
Fou

(10) @y a)'— (¢ —a)yl— (@4 3, )+ (¢ — a)at = o.

Supposons d'abord que la somme x,+ y, ainsi que les variables x,
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el y, sotenl différentes de zéro; le cas exceptionnel, ou Pune de coes
(quantités se reduit i zéro, nous le considérerons séparément plus tard.

En résolvant I'équation (o) par rapport & y, et en substituant la
aleur obtenue de y, dans (10), il viendra

(11) [e(ry4y,)P— (e —a)yi|[e(rs 4+ y2) 4+ (¢ —a)r}] = o.
Nous avons deux cas i distinguer :

1° Supposons d'abord que, pour le moment initial du temps,
(12) a > c.

Cette condition sera satisfaite pendant une durée de temps au moins
assez voisine du moment initial, en vertu de la continuité de mou-

vement.

Lea surface libre du liguide aura la forme d’un ellipsoide de révolution
aplate dont Uwre de récolution coincide avec U'axe des C.

Dans cette hypol]u‘-sv, on aura nécessairecment, cu égard a (I 1),
(13) c(ry b yy)t—~(a —c)ri=o,
car, d’apres la supposition faite plus haut et en vertu de (12),
expression
ey t-92) ¢ (0 = ¢)y?
reste toujours differente de zéro.
29 Suppusuns ensuile que

(14) c>a

pour le moment initial du mouvement.
Dans ce cas on aura nécessairement

(15) c(ry+ ) —(c—a)yi=o,

car le facteur
c(xy+y,)— (@ —c)x?

reste toujours positif, en vertu de (14), et différent de zéro.
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Nous avons ici le cas ot la surface libre conserve pendant le mou-
vement la forme d’un ellipsoide de récolution allonge.
Ltudions d’abord le premier de ces deux cas différents.

MOUVEMENT D UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION APLATI.

2. Les équations (ro) et (13) donnent
(a—c)y;=clr, - )y )%

Résolvant cette équation et (13) par rapport .z, ¢l y,, on trouve

Ty o (X ), Ja= o),
\ ’ 4
ot lon a posé
e
g, =1, gy, G o= |~\ —_—
a«—c

Substituant les valeurs trouvées de y, et x, dans (¢), il viendra
(-t yy) (&t &) == 0,
ce qui exige qu'on ait

i & - gy==o0,
c'est-a1-dire

gy =1, €y Tz — 1
ou
gy=—1, [y S I8
On peut donc éerire
. x
(16) x.z:-;'-—!r—a(.r,—l——y,),
(17) Ye=—0(x +)1),

en introduisant la nolation suivante:

: ~ ¢
(18) o":_t\/a__c-
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Substituant (15) et (17) dans (4) et (5), on trouve

It c N N B
(rg) J= v 2y A Py i (VA gty Ty et (L =¥,
(20) ¢ =— S 2y — L Yamm— Gty — (1) y, oy,

a— a ~— ¢ <0 v

La solution du problétme se raméne i la détermination des ineon-
nues y, v, 7, ay et vy en fonction de ¢ Paide des équations (1),

(12)s (43) et (44) (Chap. T).

3. Substituant (16), (17), (1g) et (20) dans (a) (41) et (@) (2
[ Chap. T, on trouve

(u1) g (e nyy) — oy yy)
e = B4 IR B L A S D I N
, 1ot r . Ly
(27) Yyt e &‘71 + (e )] =y
e Sop e S|y o gt (- )]

Transformons maintenant les équations (b)) (41) et (b) (42) du
Chapitre précedent.

On a, eu égard b (18),
(e =)y —cla — ') ac’—cal

0 GG o

(rt — C)* T (a—c)? ’

o, en se rappelant que, en vertu de (44) (Chap. T) et (3),

¢'z=aey =— o, a =vaa,
on tire
. Boe , .
(23) aq’ A,—(——-——————__a-:.—- 3a%(1 + o)
oH—0c)"

Substituant x,, y, et 5" dans (b) (41) et (b) (42) (Chap. T), on
trouve

! L 314 o®)
=t (b ) b o (b )

Ty oL

(U %) (b Y ) — 1y — ’:_" [y o (21 =+ )] = 3oy,

(24) — o' (i y, ) — a(x) -+ y)
gl 2w 4@ (e yy )] = vy A= (X = yy) = 3asyy,

bt

((;.
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d’ou 'on tire, en additionnant,

z' + 3a

(25) —O_’—-}—rs(x,-—yl)—r(x,-{—y,)—l—z-—-ocx,:6acyl.

g

Done les équations (a) et (b) (41) et (42) (Chap. T) se réduisent au
systéme d’¢quations (21), (22), (24) et (25).

4. La comparaison d’équations (21) et (25) conduit & celte relation
simple
(26) 3oy, (iey+3ag) =o.

Additionnons maintenant les équations (21) et (22).
On trouve, apres avoir multiplié le résultat par g,

o(2\+y)) + [ +20 (e + )|+ roey—oa(r -+ y,)
e 6&0’[.2’)1 - o (2 ~+ ‘)/1)]_

D'autre part, I'¢quation (24) donne, en vertu de (23),

—a(xy+ ) +az[ 2w+ e () + )]
—rayoa(r 4 y)+ 3601+t a(r 4 ) = dagy,.

Additionnant ces ¢quations, on trouve
(27) (y+ 3ag) x4+ @' (x4 y,)] == 0.

On voit donc que le systéme d’¢quations (21), (22), (24) el (25)
peut étre remplaceé par le systéme équivalent d’équations (21), (22),
(26) et (27).

Il est aisé de voir ensuite que les ¢quations (26) et (27) se réduisent
a une seule ¢quation
(28) Zy 4= doo =0,
sar, d’apres hypothese faite plus haut, =, et y, sont différents de
#¢ro.

Substituant enfin — 3as au lieu de oy dans (21) et (22), il viendra

(29) &y —or(z 4y + 20— 3asty;=o0,

(30) y'l+£['a:,+a-“(.r,—1—y,)]+(3a’-—-1)ay,::o.
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5. Transformons maintenant les équations (¢) (41) et (¢) (42)
(Chap. 1), qui se réeduisent a une seule, en vertu de () et (4), (5)

et (6).

In effet, la relation (9) donne
(31) CY\ Tyt Ay ry = — (L 2y ¥ )s).

D’autre part, les ¢cquations (¢) (41) et (¢) (42) (Chap. 1) peuvent
s’éerire, cu égard & (4) et (H),

o, ACY, Vet CY XA Ay
3 Y. Ve . ]

_ b

dt C—a

dy, 2 Ty Yy Ay o
de ¢c-—a -

dot, en vertu de (31),

3 dry el ya—miae)
(314) e c—a =
dy, clryary—yiys)
-5 — Y =T 0.
ot c—a

Ces équations se réduisent & une seule, car, en vertu de (6),
JaTE e Iy

Substituant dans Péquation (31,) les expressions de x,, y, (16)
et (17), on trouve, cu egard 4 (18), (2) et (3),

(32) a0 Q 4 arya = o,
ot Ton a posé
(32,) 20Q —ai+ (-t ¥i)t

I¢quation (32) montre, en outre, que a, c(, par suite, z ne peuvent
as ¢lre Ggaux i zéro, car la quantité Q ne s’annule que pour
) ’ <

"'1 == ,)’1 == 09

ee qui contredit Phypothese faite plus haut.
La différentiation de (32,) donne

Q'=x, 2} 4 * (- y1) (2 +y)) + ad' (zy 1 1),
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d’ot, en vertu de (23),
Q' =22, +c*(ry+y,) (2y+1)) =30+ o) a(r, 4+ 1)’

Substituons dans le second membre de cette égalité les valeurs des

dérivees &) et y,, tirces des équations (29) et (30).
On obtient, apres des réductions simples,
AR

ou, en vertu de (23),
a(2-+-3g%) , ag ag’ 25
T = T = -

g D2a(1 4 Tg%) T

Q
3o(t+a?) ’

Q

On en tire, en intégrant,
1 N3
logQ —loge? 4+ lu;.';(l = —;) -+ const.,
2 e

1
[‘7',(, e ,J.‘:”n,

el, enfin,
Q== I

A désignant une constante arbitraire.
Moyennant'expression (18) de 7, on peul présenter Q sous la forme
sulvante,

ait, désignantune autre constante arbitraire, car on a toujours, d’apres

la condition d’incompressibilité du liquide,
abe == a*c = ¢, = const.

L’équation (32) peut s’écrire maintenant

Xy = 200y -+

' = 30a + 51+ a¥)at.

Or, I'équation (28 ) donne, en vertu de (23),
'— Sag’ =

2y — Jon
. T

Sat) = — ! N
ala —c)

dar suite,
— 3o 3ot (14
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ou, plus simplement,

oo I
(33) (1 viA:ic")——a’:————L——,
a(a —c)
ot 'on a posé
Dl
I = ——-
Kn se rappelant, enfin, que’
/ o o
(3l) [ —_ Cmo—
20 o-

on peut donner i P'équation précédente fa forme suivante :

. £ . -
(35) 2 ( « - — ) @l Bt [T,
a?
Cest une ¢quation différentielle du second ordre dont Pintegration
détermine « en fonction de ¢; Pautre demi-axe Ve se déterminera par
la seconde des équations (37).

6. Le probleme est done ramend i la détermimation des variables
., v, ay ebad Palde des équations (28), (2q), (30), (34) et (35).

Quant i la composante r, on peut la donner i avance en fonction
arbitraire de ¢.

Remarquons, en passant, que ces ¢quations déterminent un mouve-
ment possible d’une masse fluide ellipsoidale sous la pression exté-

rieure qui s’exprime comme il suit
P mo= ngE,

moel e élant des fonetions de ¢,

Pour achever le probleme qui nous intéresse, il ne nous reste qu’a
satisfaire i la condition que la pression P oreste toujours constante en
tous les points de la surface

L3 2 re
¢? 1) 4
e e e =,
a b ¢
ou, ce qui revient au meéme, vérifier les équations (43) du Chapitre 1.

Ann. Fe. Norm., (3), XXV, — NoveMsre 1go8. 63
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Ces équations se roduisent, en vertu de (16), (17), (19), (20), (28),
(6) et (32), aux deux équations suivantes:

; 2l 300,
_7'(9 G*— 1) — ol = = + 2. =
. 174 a(a—c)

d’oli I'on tire, en ¢liminant la fonction inconnue %,

3G
(36) a*(gac*—a—+4e) — (a-+2¢)a'=2R — (—l’——,
—_— )

Re=Wha—Cc.

On voit que a doit satisfaire & la fois aux deux équations différen-
tielles (35) et (36), qui doivent étre compatibles.
Résolvant ces équations par rapport & a* et o', on (ro ve

P R
P 8o U
(37) = «(ct—c¢)(1—3a%) (et = c)(1— ‘»f:’)’
(38) o — o - Rv 1 3%
T ula—c)(1—356) (a—c)(1— 3at)’

ou P désigne une constante.
Pour que ces équations soient compatibles, il faut que la premicre
d’elles représente une intégrale de la seconde, ce qui est impossible.
On a, en ellet,

9 ‘ 9
Mo == (1 - o) arclang - - mo,
7
~ 9 9 !
S=oan(l-+o*)—oan(1-o%)garc lang -
T
LN}
d’ou
R At — Z2¢ 1
——— e — = me(1 +0o*) (1 4+ 3c?)arclang - — 3w a2 (14 o),
P PR mo(1 4+ o*)( —i—&cr)ar(,hnﬁg ST a(1-+ agY)

Les équations (37) et (38) peuvent s’éerire sous la forme

B p . I
(39) a*=8 4T arctang -,
T

A 1 N m |
(40) a' =8, 4 T,arc tang —,
T
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ot Fon a posé

(4o} T molt+a?) (1 + 3%
. -

ma(t-+a*) (1 3a%)*
Sar—

M b

2
bl l]””— 173
DGT— 1

quant & S et S, ils sont les fonetions algébriques en a.
La différentiation de Péquation (3¢) conduit & P'équation suivante:

. s da Ter ,  dT I
e e —— ' o are tang
e ol 1 gt 203 o

Ql -

Multipliant (10) par 2o et retranchant le résultat de cette équation,
on trouve la relation suivante,

S P , T I , 1
20— —3To*— 301+ %) —arclang =28, + 2T, arc tang -,
e ol T T

qui exige qu’on ait identiquement

AT

2Ty - 300 gty
o

ce qui est impossible, comme il est ais¢é de s"assurer en effectuant le
caleul.

Lanalyse précedente conduit & la conclusion suivante :
Lea supposition que les quantitcs
Ly, Yoo el by

restent différenies de zéro est incompatible avec U hypothése que la surface
libre du liquide conserye pendant le mouvement la forme d'un ellipsoide
de révolution aplati.

7. 1 ne nous reste qu’a ¢tudier les cas exceptionnels, ol certaines
des quantites z,, y, et o, + y, Sannulent.

Reprenons les équations fondamentales (o) [ou (g,)] et (10).

L’équation () sera satisfaite dans les cas suivants :

[ Ly b= YuTT 0, Xqp== 05
2° Y1== 0, Cry—+ ay,==0;
3o Y= 0, X703

he Ly Yot 0, Cly— AYy = 0,



500 W. STEKLOFF.

c’est-a-dire
Ty == ¥y 0.

Examinons chacune de ces quatre hypotheses.
Supposons que
(41) x, = 0, Ty Yy = 0.
L’équation (10) devient
(a —c)yt—cy?=o,

d’ou

/

(42) Xy==— OY, Y:=0Y1, o=zt \/d f_ -

et, en vertu de (g9) et (20),
(43) pP=0cyy, G = Zy=—0 V.

Les équations (41) et (42) du Chapitre I donnent alors, en vertu
de (42),

(44) ory,— 20y, &£;=— 3ag’y,,
(45) oYy + oy (Lot oy ry = hasyy,
(46) Y —roy,—yo=—>3acy,,
(47) Oy Y+ oty = — 2agyy,
(48) Xy~ yr - axya = 0.

La premicre de ces équations conduit & la relation
(49) 22— r = 3ao,

cary, est différent de zéro.
En retranchant ensuite (47) de (45), on obtient

(50) Z,+r =6ao.
On a donc, eu égard 4 (49) et (50),
(5r1) zy==r = 3as.

Les équations (45), (46) et (47) se réduisent, a I'aide de (23), &
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une seule,
.1',1—3/1&:(1
ou, en vertu de (34),

o ond
Rt
20
d’ou I'on tire, en intégrant,
(52) )q:;p\/;,

p désignant une constante arbitraire.
Substituant les expressions (H1) et (52) de @, et y, dans (48), on
obtient, eu égard a4 (23),

(53) o - o (14 3a%) == I gta,

ot Pon a posé
3T = .02'
8. Passons maintenant aux équations (43) du Chapitre précédent.
KElles se reduisent dans le cas considéré aux suivantes,

2 A b e
a*(gg?—1) —a' = = 4 2o — 3 g%y,
: a
2h ~
o N Y = - 25,

d’ou Von tire, en ¢liminant la fonction inconnue A,

(54) a’(gata —a -+ he)— (a+2c¢)a = 2R — 3N a*a?,

R—Ma-—Zc.

Done, lafonction a doit satisfaire i lafois i deux équations dilféren-
ticlles (53) et (H4), qui peuvent s écrire sous la forme (voir n° 6)

- 1
o P 4T arctang -,
ag

o =P+ T, arctang -,

1
23

ot P et P, sont les fonctions algébriques en a; T et T, s’expriment,
comme au n® 6, i 'aide des formules (4o, ).
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Nous avons déja vu (n° 6) que ces équations sont incompatibles.

Done, le mouvement correspondant & Phypotheése (1) est impossible
au moins, si z,, r et « sont différents de zéro.

Or, la dernitére supposition est aussi inadmissible, si v, est dilférent
de zéro, ce qui résulte immédiatement de I'équation (48 ).

Donc la premiére hypothese

v x, =0, Ly Ya=0

condwit au résultat négatif.

9. Considérons le second cas, ol

(55) yi=o, Xy + ay,=o.
On a

(55,) yo=— 1 a,
1 Vo= Fae

substituant cette expression de y, dans (10), il viendra

22 a” 9
T g(a—c)
d’ou 'on tire
a-ﬁ
(56) o I+ T,
-

en posant

(56,) o= \/aic.

Substituant ensuite (56) dans (55,), on trouve

(57) Yo =— 0 X.
Les équations (1g) et (20) donnent
(571) p=_(1+4+o,)r, ¢ =o.

Les équations (41) et (42) du Chapitre I se réduisent, a Paide de (56),
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(h7) et (H7,), aux suivantes :

LB (g,

(H8) X — g — 0 o
1+ gt
; ol
. A : 72 . 1 - g?
(H9) B oy g ! - G ) gy — I 2,
. 1 gt 1+ g ,
(60) ——ry e roay s —Sor (1 g%,
T ! f T i I
(61) guay—a (0 Gy — o g 2= 0,
(69) A - A L B LS - S R A F

10, Multiplions (5¢) par ié?’-’ et retranchons le resultat de (58).

On trouve

/ I -+a
f —
I -- o T N (1 K_)
DTy P T e e e T — o oy (1 P
v Z A ' '

dot, en tenant compte de (23) et en supprimant le facteur com-

mun 5.,
(63) auay— r = —baa.
D’autre part, l'équation (Go) peul s’éerire
Xy 1= — 30T,
car le facteur commun (1 + s*)a, est different de zéro.
Cette cquation et (63 ) montrent que

T o, Ay T

(64)

L’equation (58) devient alors

(65) al e agary T 0,
d’ou I'on tire, en intégrant,

Ve J
(66) P E;,

e désignant une constante arbitraire.
Quant a équation (61), elle se vérilie identiquement, en

de (64), (65) et (273).

vertu
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[l ne nous reste qu'a transformer I'équation (62).
On trouve, en tenant compte de (64) et (65),
IL(1 + a?)

(67) oc’—ot‘-’(1+30r‘2):—————-—~a >

ot l'on a posé
3N = g2,

[1. Passons maintenant aux équations (43) du Chapitre précedent.
On obtient, en tenant compte de (55), (56),(57), (57,), (64), (66)
et (6) (n° 1),
2A

g 0o e
— a9t —1)—a = —(-(— 4 2,

L
T

3aL

[ -
a

-

—fat o= — 4-2C,

d’ott, en éliminant A,

. INC(1 - *
(67)) o*(gac* —a-+4ec)— o' (a+ac)y—=aRk — iihe )

3

R-—1a-—Zec.

ln répétant presque textaellement les raisonnements des n™ 6 el 8,
on sassure que les équations (67) et (67,) ne peuvent pas etre com-
patibles, au moins si z, et « restent diflévents de zéro.

Or, cette derniére supposition est aussi impossible, si x, est dif-
ferent de zéro, ce qui résulte immédiatement de Péquation (62).

Done, Chypothése 2° du n® 7 est ausst inadmissible.

12. Passons enfin & Pctade de deux dernitres hypothéses faites au
début dune 7.

ILest évident qu'elles se réduisent & une seuale,
‘ ‘(l’.l - .’)'1 - (),

(68)

| Ly I Yy TZ O,

car une paire de ces quantités, par exemplez, et y,, ne peut s"annuler
sans qu'il en soit de meme de la seconde, 2, et y,, ce quirésulte imme-
diatement de Péquation (10), si a > c.

Or, sizy, v, , el y, sannulent & la fois, hypothése
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ne joue aucun réle, car les équations () et (10) se vérifient indépen-
damment de celte hypothese.

Le cas du mousement, defint par les conddtions (68 ). sera possible pour
Uellipsoide de révolution aplati aussi bien que pour ellipsoide ailongé.

Dans le cas considére, on trouve
p =0, o - 0.
Les équations (41) et (42) du Chapitre I se réduisent a une seuale,

/
Ly b RALCy T O,

qui donne
7]
N el
3 43 ’

2 ¢lant une constante arbitraire.
Quant aux équations (43) du Chapitre précedent, elles deviennent

, R p*
—~ “ i R Ve
« o
. Ll ~
— bty ay S 4D
-
oo . Sy .
d'ot Uon tire, en ¢himinant 7.,
" , . (1
a*(he—w) - Zila ) =aR =17,
a
ot il faut poser
¢ o'
R—M\a-—Ze¢, ¢ = =, o Tz
a 2a

(Cest une équation différentielle du second ordre admettant Pinté-

grale
Set oy v hat -~ (otat

)

“n PEUNS A
qui résulte de I'intégrale des forces vives ['équation (52) du Cha-
pitre I].
Les composantes «, ¢, o suivant les axes £, 1, Cde Vellipsoide (28)
de la vitesse absolue de chaque point %, 0, £ du liquide s’expriment

Ann. Ee. Norm., (%), YXV. Novesnre 1908, ()/1
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comme il suit :

, 0 .
¢ ! (':£’+a'n, = — 225,
e

u=—=ocg— ;l-'r),

Le mouvement d’entrainement se réduit a la rotation du corps (i)
autour de 'axe de rotation de I'ellipsoide avec une vilesse angulaire
qui peut étre donnée & 'avance en fonction arbitraire de ¢.

Nous avons ici le cas du mouvement, découvert et ¢tudié par Di-

richlet.
L’analyse des articles précédents nous conduit au résultat suivant

Un seul cas possible du mouvement, ot la surface libre de la masse
Jluide parfaite, homogéne, dont les molécules s'attirent swivant la loi de
Newton, conserve pendant le mouvement, sous la pression extérieure con-
stante, la forme d’unellipsoide de révolution aplati, est celud de Dirichlet.

MOUVEMENT »'UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION ALLONGE.

1. Etudions maintenant tous les cas possibles du mouvement d'un
ellipsoide de révolution allongé lorsque

(1) c>a.
Supposant d’abord qu'ancune des quantites
Xy, Yoo Cloay -y
2’4 aQ o 0 N 1 ) N
ne s’annule pas, on a (voir n” 1 de la Section précédente)
(2) Yi=0a' (a4 ya)t,

ou I’on a pos¢ maintenant

(3) o=
L’équation (10) donne

(4) 2l = (2 + yy )
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Par conséquent,

Y=g a( Xy ya), xy= e a(r+ V),

¢
0':;.:+\/ > g ==X, g, x.
CcC—a

On a done

Substituant ces expressions de v, et de y, dans (g) (n° 1 de la
Section précédente), on trouve

Cc —a

g, 01 —2¢&,7)

ey (1—eg &) = o,

ce qui exige quion ait
g€y 1.

Kn entendant maintenant pars

(%) t\/c_‘i“,

on peut cerre

(6) Y= l—-:—z‘r,l,
(7) et

Dans ce cas, les ¢quations (40) dua Ghapitre T donnent
(8) p=(1—o0o)ry, ( == — TXy.

Les équations (41) et (42) duChapitre I se réduisentaux suivantes :

(9) Ty T Ty Py = (30 —2)ax,

(10) aly— '—Q_z—/,w,‘ — ';U/ ry (10— 30) oy,

(rr) ) E'{f!'i;;l dy iy -4~ I—j-’{—E 1y, — o—_—(—l—g_l_}—) x, = (1—37)ax,
(12) )yt ():glg(l:——a’ﬁ) &y dy — —'——;E 1y - E"Gfil'—a} xy,= (30 —2)ax,,

(13) .'l"3 - 20ary T 0.
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La différentiation de 'équation (3) donne

ac—c'n 2ac(z—7) 2.3ac ,
207 == e T bl T e A T2 0,0 G (G 1) K

(c—a) — (c—a)  (¢c—a)

d’on
¢ 3o(a*—1)a.

Substituant cette expression de o” dans (x1) et (12), il viendra

o(t-o o
(11y) 2+ _(l___‘.a.l;nzxx T ray——oa(1+ 3o)a.ury,

Q

(2 —0o)(1 —07) | g—

&Ly XLy re = (1-+ 6a)a.x,.

(12) X, +

Retranchons maintenant (9) de (11,).

On trouve
Xy g+ 3(1— a)orxy = 0.

Iin retranchant ensuite (10) de (12), on obtient

(1 — o)z, x,— 3c*0ex, = O.

Ces équations conduisent & la relation suivante,

2

(1t —o)x, x,(x] +-gsta*) =0,

d’ou 'on conclut que

(13y) 2y 7= 0, =0,

car, d'apres Uhypothese faite plus haut, a, et .z, sont differents de
7610,

La seconde des équations (13,) montre que « et, par suite, ¢ doivent
rester constants pendant le mouvement.

Les équations (g), (10), (11), (12) et (13) se réduisent aux deux
sulvantes :

(14) ' -

- , I
(13) x, -+
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Chapitre precédent.

MOUVEMENT D' UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE.

lKn se r:nppvl:ml quon a loujours

Xy )30,

et en tenant compte de (6), (7), (8) et (13,), on trouve

A -, == o0
a 77
- a A
at- Tl -+ C:==o,
a [ a C
d’ot, en éliminant, 2,
. I — 0 o doa — 2¢
(16) Neh S — =,
o {—a ¢

D’autre part, il est aisé de
admettent I'intégrale

slassurer que les équations

g

(17) a}

= const.,
pt

s désignant une constante arbitraire, car on a toujours

1 — o < 0.

Hoq

2. 1 ne nous reste mainfenant qu'a satisfaire aux équations (473 du

(14) et (15)

3. Désignons maintenant par o la projection de la vitesse angulaire
O o
du mouvement d’entrainement sur le plan ¢équatorial de Uellipsoide.

On trouve, cu égard 4 (3),
(174)

d'ou, en vertu de (17),

wiz= pr+ gt= el (1— o)+ x)d?,

= -g(1—g)p*=0g(ag—1)p%
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[l s’ensuit que o reste constante pendant le mouvemnent, car il en est
de méme de o et de p.
[’équation (16) peut s’¢erire

w? Se¢c—.Ra
(18) - .
g(o—1) 4
Or, on a, pour ¢ > a,
,  o(g*—r1) T4 1]
bo=m| o2+ log )
2 g —1

g
@:——7‘:[2(02—-1)——0(02——1)log&——-—l—l;

ou I'on entend par o la valeur positive de racine carrée

On en tire

~ 2.2

Ce—JAa Jot—1 o1 ,
—————-::‘,ﬂ(d‘”—l) ———-————l(){.f -3 5
c 9 g—1

et équation (18) se réduit &

m? , 3o —1 T -1 .,
(19) ?:_‘EO‘(EO’——I)(O“’—I)< s logc___l——. ,

ot 'on a posé
' e==£1.

L'équation (19) montre que la composante suivant le plan équatoricd
de la vitesse angulaire du mouvement d’entrarnement ne dépend que du
nombre &, qui peut varier enire 1 el -+ .

A toute valeur donnée de o correspond une valeur bien déterminde
de o, c’est-a-dire 4 tout ellipsoide donn¢ correspond un mouvement
bien déterminé du liquide.

Il importe d’étudier la question inverse : la valeur de o étant donnée,
déterminer la forme de la surface libre de la masse fluide.

4. Nous allons montrer que » ne peut pas étre donné arbitrairement
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et qu’il doit étre compris entre certaines limites, pour que le mou-
vement considére soit possible.

Supposons d’abord que

E—-+1,
et posons

(20) §(a) = (e —n) (o' =0 (2T o T — 8) = 4u(o) — (o),

g —1

ou

)

Ui(5) :(O’-—'l)(0‘2—‘—])(30'2—1)'0{;;1—[

2

Yy(o) =3c(c—1) (a2 —1).

Il est évident que

, P2 (1) = o.
D’autre part,
. (g=41)(3c?—1) . g+ . a1
G (1) = lim c—12log—— —=alim(g —1)2log —— - 0.
bi(1) o > ( ) I —— 6_:1( ) T 0

On a done

BO) = () — b (1) =o.

Ecrivons maintenant Pégalité (20) sous la forme

1 R(a)
“IJ(U)’-“,; 5(0)7
en posant
. T 41 6c
l{(cr)__loga__l ~——-o—c_,:—1—’
1

S(a) = (g —1)*(o -+ 1)(.‘901—1)'

Chacune de ces fonctions s’annule pour o = =.
On a done

1. R(g)
“w)”—;l{gb’(a).
Or,
, _ 8
R(a)_-(a"--—l)(l‘io"—n)"
S () = 1503+ 302 — g0 — 1

T = (e r ) BE— )
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Par conséquent,

e Sle—1)e +1) 4
¥ (o) = 501-1:1 150 — 30t —qgo—1 1o

Cela posé, formons la dérivée de la fonction (7).
On trouve

— ot - 35— — 1)
Y(n= T DT gr =0y )
ou I'on a posé
’ o1 155 30 —
6(7)=log — 02— _ .
(7) ®g—1 100" 1= 304~ g -— 1
Il est évident que
(21) A(1) == -+ o, O(c0) == 0.
Dautre part, on a
9 (s)— g SRl 0) - 3 (0g 4 )
T gt— ) (po —1)? ’

ot l'on a posé
p-=150% 3 —q.

Remarquant que p. reste positif pour o > 1, on en conclut que 0'(x)
reste négatif pour toutes les valeurs de o, plus grandes que "unité.

Donc 0(s) va toujours en décroissant, lorsque o varie entre -+ 1
et + . Il s’ensuit, en vertu de (21), que O(a) reste positif, pourvu
(que o >1.

D’autre part, il est aisé de voir que la fonction

(g—1)(1Da* 4 Jo*—qgo—1)

3

reste aussi positive pour ¢ > 1.
Il s’ensuit que
Yi(s)-0 pour T 1.
Donc la fonction 4 (o) croit lorsque o croit de + 1 & + =.
En se rappelant que

YOy=z0,  Llm) ==L,
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on s'assure que Péquation (1g), qui peul s'éerire

o

m-

(rg) = = (),
devient impossible si
b AT
!n‘> b
o

St,oau contraire, on donne iw® une valeur quelconque positive,

A

. T , . ' .

plus petite que :m l’m[uullun (n)) déterminera une valeur COrrespon-
v ¢

dante de 5 et rien quiune.

Done, la constante o® détermine completement la forme de la surfuce
libre e Ucllipsoide fluide, pource que la valear donnde de o® soi plus

,
. T

wlile que — -
/ e

. hT , .
Pour les valeurs de o®, plus grandes que 255 le mouvement de l espece
¥

considerée est impossihle.

5. Supposons maintenant que

™

— I.

Dans ce cas, Péquation (1) devient

Yo (27 oy _>

Posons

G 1) (g2 —1) (35— a1
«_!J ( ’.J') - f_i,__,‘.__)___*___)__)_... _) |()g -
2 7o

— da(o 41) (o*—1).
On s’assure, comme précédemment, que

¢
Yy =o, Wl ) ‘A":T‘r‘)'

Formons ensuite la dérivée de la fonction 4 (o).
On trouve

g (1587 —35% — g 1) T -1 155 — 30— 4 3\
Yie) -~ ( Ve ’ ) )(log — > L

2

T -1 15 0% .’50"»90’—1:1)
Adnn. lic. Norm., (3), XXV, — Novemere 1goR. 65
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Considérons la fonction

o1 156
6(z) = log — 02— s
(<) S g—1 1ho!— 35°

On voit que
. G(1) =+ o, O(+ ) ==o.

Or, il est ais¢ de sassurer que

16(30 —5)

9e) = (*—1) (150" — 30t —go+1)*
On en conclut que
H' (o) <o pour |<a<g,
0'(s) >o0 pour a>%j

. \ ’ - N ] B N
Il s’ensuil que O(r:) décroit, lorsque o croit de a5, el décroit,
]

. 5 S,
lorsque o croit de 3, & Uinfini.
)

En se rappelant que 0(s) s'annule pour 5= -+ %, on en conclut

. .o D
(]l](} 0(’.7) 1“]“”)[ un mintmauim [)()l,ll' G = ,» lel(lll(‘l (Z(H'l'(_"h'l)()ll(l une
N bl

valeur négative de 0(s).
On voit en méme temps que 0(a) admet une seule racine positive et

),

(41

rien qu'une, comprise dans I'intervalle (l,

w

Désignons cette racine par o,
On aura
Y (7y) =0,
V(o) >o0 pour 1 <5< gy,

Yig)<o pour T > g,

On en conclut que la fonction (s), s"annulant pour 5 = 1, croit de
zéro a Y (s,), lorsque @ varie de 1 & o,, et décroit ensuite en lendant

. 4
asymptotiquement vers — -
| &3]
[équation

(22) 2 =4(o)
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n‘admet pas des racines reclles, guand

o

)

-

“: > '!J ('70 )

(8

el, dans ce cas, le mouvement de l ‘esplce considerée est impossihle.
Dans le cas de

\
- -
(23) 7 < L(a,)

nous avons deux cas a distinguer. Si

(24) 022

Péquation (23) n’admet qu'un(- seule racine réelle of rien quiune.

Adtoute valeur donnée deow, comprise dans Uinterealle (24, correspond
un seul cas possible du moucement o la surfuce libre de la masse fluide
conserce la forme d"un ellipsoide de récolution allonge dont les axres ine-
gawx ¢l asedéterminent complétement a ' aide des équations (22) el (34)
(vorr la Section précedente).

Si

h ot

(25) " < jl’ < 'IJ(O'U) (1)»

A toute valeur de o correspondent deux racines réelles de Péqua-
ton (23).

Done, a toute valeur donnée de oy, comprise dans Uinterealle (25),
correspondent dewx ellipsoides différents dont le mouvement o entraine-
ment aurala méme composante o (suivant le plan équatorial ) de la vitesse

angulaire ().

Revenons aux équations (6), (7),(8), (14), (1h) et (17,).

(1) 1 est évident que

Ylay) > w5
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On peut les écrive comme il suil :

(26) Y= = Ye= T
(27) p = —eT)r, ( ==—Eg.ary,
(28) o+ ;igw_l ry== 0,

(29) aly — li;” —

(30) P = (1 —eo)tarl 4 ot == w?,

en entendant par o la valeur positive de la racine carrée

et en posant

La valeur de o ¢tant donnée convenablement, Péquation (23 ) déter-
minera la forme de la surface libre de la masse [Tuide, siPon se rap-

l)(,‘“(} encore (1[](3
ot C 0y,

g, clanl une constante donnée i lavanee.

Nous pouvons ensuite donner en fonction arbitraire de ¢ la compo-
sante rsuivant Uaxe de révolution de Pellipsoide de la vitesse angu-
laire £ du mouvement d’entrainement de la masse Muide.

La solution du probleme se ramene & Pintégration des équa-
tions (28) et (29), ou 'on peut considérer o el r comme connus.

6. Moyennant I'intégrale connue (30) des ¢quations (28) et (2g),
on tire de (28)

dx 3
—_—— =,
Vol — (1 — &g )t I —eg

ol e, = =1.
On en tire ensuite, en ir1t<3;f1':1rlt,

|1 —eo]|.r, ’
A Cos ——————=¢, [ 1 dt + const.—=r,
1)
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d’ou

| — &0
(31) - I———;;c()sf

()
et, en différentiant,
' gy mr .
J’I - ~— ——— SINT.
|1 —zg|

Substituant cette expression de 2| dans (28), on (rouve

g, (t-—zg) m
e e I TTIEN
e |1—eg| @
ou, plus simplement,
5 ,ﬁ) . ’ L
(Ba) dy & —=sInt (e ===1).
o)

Les variables @, et a, ¢lant trouvées, on aura, en vertu de (26),

(33 - &g ) )
33 e 2 (OST SR — COST
) 2 el —eg| o c ’

car on a toujours

Substituant 2, eta, (31) et (32) dans (27), on trouve ensuite

- 1 — &7
(55) Y= -l——————-~— 6 COST == — E£6) COST,
1 — &g
car
1 — &g
-— — - E,
| 1 —¢o
of
(36) ¢ — &' msinT - — g msint.

G. La fonction r ¢tant donnée, les équations (35) el (36) déter-
minent le mouvement d’entrainement du liquide.
Les composantes p, g et rde la vitesse angulaire Q élant connues,
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nous déterminerons la loi de changement de la direction des axes de
Pellipsoide, en intégrant les ¢quations connues de Cinématique,
linéaires en =, 8, et v, (voir Chap. I).

Il ne nous reste qu’a déterminer les composantes w, ¢, w de lavitesse
absolue de chaque point £, 1, Cdu liquide.

Nous avons déja vu que dans le cas considére [voir les ¢qua-
tions (13,)]

XyT=— V3 =0, a=pF=o, Y= — 02z = 0.

On a done, en vertu de (16) du Chapitre I,

=%, ":.)'1C,
w=y,5 4 2,1,
d’ou Lon tire, en tenant compte de (31), (32), (33) et (31),
AT )
w=c¢7{~-sint, ¢ —=—U_ - COST,
ag a
1) . Ny ) " .
(=g ———— ESINT A e COST == ——— (&, £ SINT — &7 COST).
Y | 1—eo| [ — &0
De ces cquations on deéduit aisément les expressions des compo-
sanfes U, V, W, suivant les axes des coordonndées fixes, de la vitesse
absolue de chagque point du liquide.
Enintégrant enfin les ¢quations

U—=r'=/(1), Ve y'—fu(t), W=z [,(¢t),
nous obtiendrons les ¢équations du mouvement de chaque point de Ta
masse [luide en coordonnées fixes x, y, .
7. Nous avons supposé, jusqu’a présent, que les quantités
ST IE ST ¢ N

soient dillérentes de zéro.

Considérons maintenant les cas exceplionnels, ot certaines de ces
quantilés s’annulent.

Nous pouvons faire, comme aun®7 de la Section précédente, quatre
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hypothéses suivantes :

0 Ly 1y T 0, 2T 0 (9, ¥y Uy sontdifférents de zéro),
2° Y10, Cly =y, T==0 (g, oy ety sont différents de zéro),
3o YT, 2 =0 (s ety sont différents de zéro),

he Ty Yy o0, Cry - ay,=o,

ou, ce qui reviendra an méme,
a0, Y= o0 (x, et yy sont différents de zéro).
La premicre hypothese est impossible ; en effet, 'équation (1o) de fa
Scction precédente devient
(¢ —a )yj 4 c‘y‘f — 0
el exige, pour ¢ > a, (qu’on ail
Yi =)0,

ce qui contredit Phypothese faite.
Le seconde hypothese est ausst inadmissible, car, dans le cas considére,
Péquation (o) de Ta Section précedente devient

cle—a) R
e N S (Ve T
ce qui est évidemment impossible, si ¢ > a el 2,, x, sont différents

de zéro.
Il ne nous reste qu'a considérer les deux derniers cas.

8. Supposons que
Xy Y= O

L’¢quation (10) (Section précédente ) donne

(s}
. (e ==z1).

VR —
g
J 1 12

Il est évident que nous retombons ici &4 un cas particulier du mou-
vement ¢tudié plus haut.
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En posant dans les formules générales du numéro precédent

Xy = .)'1 - 0,

on trouve, en vertu de (28) et (29),

r-—o, 2y = CONnst.= p.

et puis, en vertu de (27),
P =0, (f == — 02X, == CONSL.== ) == — &g[L.

Dans le cas considéré, le mouvement d’entrainement du liquide se
reduit alarotation uniforme de Uellipsoide autour de son axe principal +
qut reste immobile dans U espace.

Tous les résultats obtenus plus haut, concernant les relations qui
existent entre les constantes o et o, s"appliquent sans changement au
cas considére.

Les projections u, ¢, o sur les axes £, 7, Cde la vitesse absolue de
chaque point du liquide s"expriment comme il suit :

, 2 2
=Pz, ¢TI0, e e T
1&g’
Quant a U, V, W, on trouve
U=wucoswt—wsinmt, V=o, W == usinmt - w cosmi,

en supposant, pour plus de simplicite, que les axes mobhiles £, 1, Cel
les axes lixes 2, y, 5 coincident au moment initial £== 0o du mou-
vement.

Toutes les molécules du liquide se meuvent dans des plans paralléles,
perpendiculaires a laxe des 1, et décrivent, dans le mouvement relatif par
rapport aw tricdre (W), des ellipses concentriques, ayant pour centre lori-
gine des coordonnées.

En se rappelant, en effe(, que

“i —ql - rn = (p—m)g,
=¢ —rf +pt =o,
W—pntql = (it o),

__ ET EaT
== [P ——[J.. f) == — EO‘(J.,

I — &g 1 — €T
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on trouve

1= const.o= .
Les équations linéaires
! e ” 1 EG"’ .
< Ubegjps, B el
donnent, apres Pintegration,
Y ) - ..
P o —(Beosit — Asinnt),

T
C Acosit o Bsinie,

Foiu Pon tire cette équation de L trajectoire relative du point %, 7, €

du ligquide -
K i a3 oy

oy P
o o 12 [
temargquons que le mouvement considére represente un cas parti-
culicr da mouvement stationnairve, indique par Ricmann dans son
Mémoire cité plus haut.
La derniere hypothese

conduit aux résultats analogues.
Dans ce cas, on trouve

—.ry, Ay eonste s,

Yz (1 —eT)p, o -0, =0,

Le movwsement dentrainement se réduit « o rotation wncforme diccorps
solide () antowr de U are £ e ( ‘ellipsoide; tous les pocnts du liquide se

S

mewvent, dans le mougcment relattf par rapport aw triédre (W), duns des
plans perpendiculaires &l axe des % et décrivent dans ces plans les ellipses
concentriques ayant pour centre Uorigine des coordonndes (le centre de
Uellipsoide fluvde ).

9. Nous avons va que les mouvements, correspondant aux suppo-

Ann. el Norm., (5), XXV, — Novexere 19oS. 66
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sitions
Ly+ Y2=0, 29=0

cu
Y1=o, Cry+ ay,=—=o,

sont impossibles, si nous admettons en méme temps que
(37) Zay Yo Y

dans le premier cas, et

(38) zy, @y Vs

dans le second, restent différents de zéro.
Pour compléter analyse, il ne nous reste qu’a considérer le cas ou
au moins 'une des quantités (37) ou (38 ) se réduit & zéro.
Chacunede ces suppositions conduit immédiatement aux suivantes:

R SN Lo T )y IOl

Il est évident que dans ce cas nous retombons au mouvement de
Dirichlet, dont nous avons parlé plus haut (voir n® 12 de la Section
précédente).

10. Rapprochons maintenant, pour plus de clarté, tous les vésultats
des recherches précédentes.

Envisageons une masse [luide parfaite, incompressible addensité un,
dont toutes les parties s’attirent suivant la foi de Newton.

Supposons qu’on exerce en tous les points de la surface, qui limite
la masse fluide, une pression constante.

Proposons-nous de trouver tous les cas possibles du mouvement du
liquide sous les suppositions suivantes :

a. Les composantes de la vitesse suivant les axes des coordonnées
de tout point du liquide sont les fonctions linéaires et homogenes
des coordonnées.

{. La surface libre, qui limite la masse {luide, conserve pendant le
mouvement la forme d’un ellipsoide de révolution.

Voici la réponse & la question proposée.

Soient
a, b(a=10) et ¢
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les carres de demi-axes de Pellipsoide, ef
abe == a*c == vy,

o, élant une constante donncée a Pavanee.
Nous avons denx cas & distinguer.

I. Supposons que la surface libre du liguide conserve pendant le
mouvement fa forme un ellipsoide de révolution aplati, ¢’est-a-dire

o> .

Dans ce cas, il n’existe qu'un seal eas possible du moavement ef
rien qu'un.

Le mouvement dont il s’agit se caractérise comme il suil.

Il se décompose en deux mouvements particuliers

a. En mouvement dentrainement qui se réduit o la rotation d’un
corps solide (an) [ du tricdre Cus)| autour dPaxe de révolution de Pellip-
soide, qui ne change pas sa direction, avee une vitesse angulaire o ;

h. Kn mouvenment relatil par rapport au systéme mvariable ().

La vitesse o peut étre donnée & Pavanee en fonction arbitraire de /.
Désignant par w,, ¢, o les projections sur les axes £, Cde Pellip-
soide [ Tes axes du tricdre mobile Ca) | de Ta vitesse relative d’un poinl

quelconque 2, 1, Cdu liguide, on a

o
W, == dg¢ — (- ~m)n,
7 y
r/
¢, LA »m)' - o,
N
o, TR
ol
a’
o ey
) a1

o designant une constante arbitraire.
La loi de changement avee Te temps de la grandeur des axes @ et ¢
de Pellipsoide fluide se détermine par Pintégration de Péquation difle-
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rentielle du second ordre

(A) aa”a(a? -+ 2v,) — a’* (8¢, a?)

— 30

=8Sa(vy - a)ma(1+ a?) -+ hptat,

Q=

(1 3g%) arc tang

a® — ¢,

a “
R VA Sy
Le probleme se raméne 4 une ([u:ul rature, car 'équation (A) admet
une intégrale qui exprime la loi de forces vives |[Péquation (52,) du
Chapitre I].
On aura, apres Pintégration,

a 'N:'AA/.( /s (:h :‘.!)’

G, et G, étant des constantes arbitraires qui se déterminent o Paide
des valeurs initiales a, et @) de a et o, données & Pavance.
La lot de la vibration de 'axe ¢ résalte de Péjuation

Yo o

i a* ::./‘2(l9 ‘:]7 “‘1!).

Le cas considére, indiqué par Dirichlet, est seul possible pour un
ellipsoide de révolution aplati.

B. Supposons maintenant que la surface libre du Liquide conserve
pendant le mouvement Ia forme d’un ellipsoide de révolution allongé,
¢ est=a-dire qu’on ait

a < ¢, o = b,

Dans ce cas, 1l existe trois cas différents du mouvement qui se carac-
terisent comme il suit :

Premuer cos. — Le mouvement se décompose en mouvement
dentrainement qui se reduit i la rotation de Pellipsoide, comme s'il
¢ait solide, autour de son centre, et en mouvement velatifl par rapport
an (riedre Cw ) dont les axes 2, 7, Ceoincident avee les axes de Cellip-
sotde, Cdésignant PFaxe de revolution.

Sotent p, g, rles projections sur les axes de Pellipsoide de Ta vitesse
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angulaire  de la rotation de elhipsoide antour de <on centre, o la

projection de Q sure le plan cquatorial.
On peut donner a0 Pavance, en foncetion arbitraire de 7, la COMpPO-

sante - de Q.
La composante o reste constante pendant e mouvement.
Le mouvement da liquide n’est possible que sous la supposition

que
m*

La valeur de la constante o = o, satisfaisant & la condition

I

ctant donnee, fa forme
determince,
[ équation

, (l;q" -1 | T b .
: 1 - — O e — .»)
) o T i 17

qui n"admet quiune seale racine reclle s dans Pintervalle
determinera lnovalear da rapport

Ty

Cette équation el Péquation

ateo ey,

¢, designant une constante, donnée a Pavance, déterminent les demi-

Les projections p, g, rosur Tes axes 2

axes ye et yade Pellipsorde.
Zors, Zde Pellipsoide de fa vitesse
angulaire Q@ de Ta rotation de Pellipsonde antour de son centre s’expri-

=

ment en fonction de 2 comme il suit :
g CO=T, 7] S Ea, SinT, fonct. donnde de ¢,

o1l
s i B / 1l oSt

B}
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Les composantes «,, ¢,, w,suivant les axes de I'ellipsoide de Ta
vitesse relative de chaque point %, v, { du liquide ont les expressions
suivantes :

o ( o, 2! ¢sint - ry
— = U, =— 0, S - r
dt ! 0 ’
J Cl‘l] Gy + 1 -
C I = me—tyy o L COST —— I'C
( ) dl I 220 ES C S
d? Towo , » .
— =z, ———— (EZ SINT ~— 17 COST).
dt ! I—-—G’(,( > )

Les formules (B) et (C) déterminent le mouvement considére de la
masse {luide.

Deuxiéme cas. — Les axes de I'ellipsoide fluide ne changent pas,
comme précédemment, lear grandeur pendant le mouvement.

Le mouvement d'entrainement se réduita larotation de Pellipsoide,
comme s'il était un corps solide, autour de son centre.

La composante r suivant Paxe de révolution de Pellipsoide de la
vitesse angulaire Q peut étre donnée arbitrairement en fonetion de ¢.

La projection o sur le plan ¢quatorial de Q reste constante pendant
le mouvement.

Désignons par o” la racine positive de 'équation

o 1 iha! — 3o —
log R >
Y g1 1H0" — 30— go— 1
- ) . . 4 .
qui n’admet qu'une seule racine réelle, plus grande que = el comprise
)

. 5
dans P'intervalle (l , 3>, el posons

9

g-~1)(6*—1)(36”—1) T+
log
2 g -1

q/(a):( —3o(o+1)(c*—1).
Pour que le mouvement soit possible, il faut que la composante o
satisfasse a incgalite
(1)2 /l

<Plo) >

)
a. Supposons que lavaleur donnée o, de o satisfasse a la condition

) o h
0 - ol — <),
10 ' ’
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Dans ce cas, 'équation

20 (o)

n“admet qu'une seule racine réelle o, et rien qu'une.
Résolvant cette Gquation, nous aurons
Ve
Op—= ———-
\/C——(l
Cette équation jointe @ la suivante
abe = a*c = ¢y,
v, ctant Ta constante donnée, détermine les demi-axes Va et ye de
Fellipsotde.

Les composantes p, g, rode Ta vitesse angulaire Q de la rotation de
Pellipsorde autonr de son centre s’expriment en fonetion de ¢ comme
1l suit

r == fonet. donnée de ¢,

(n) P g COST, q = &mysinT,

oQ
TToE /l'/lt - const, [l

Les composantes u,, o, o, sutvant les axes Z, 1, CdePellipsoide de
Fa vitesse relative de chaque point 2, v, T du liquide ont les expressions

sulvantes :

LTy,
—2Csint 4 ru,

[T p— TR
Ty
, ) Ty 1, .
(1) 7o, =m,———7Lcost- rg,
’ 0

M, Ty . . [aren [amen .

(W, e e ESIN T e o) COST 7= - ——— (g€ $I0T -+ 0 COST).
Loy “+- o, 1+ g,

Les formules (D) et () déterminent le mouvement de la masse

(Tuide.
Troisieme cas. — Le mouvement d’ellipsoide allongé est tout & fait
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analogue a celui de Pellipsoide aplati, dont les proprictés caractéris-
tiques ont déjivéte signalées au début de ce numéro.

I faut sealement remarquer que Péquation différentielle (A), dont
Pintégration détermine la loi de changement de Ta grandeur des axes
de Pellipsoide, doit étre remplacée, dans le cas de Pellipsoide de révo-
lution allongd, par la suivante:

8

(Ay) 2a"a(@+20)) — a(80y+ a)

g+ 1

- - '3> + hp*ad.

N 3671
=8¢, a*mw(cg*—1) ( Py log —

Cest le monvement indiqué par Dirichlet.

L’équation (A admetune intégrale (Pintégrale de forees vives) et le
probleme se raméne & une qnadrature,

Les cas du mouvement, indiqués dans ce numéro, sont les seuls
possibles pour Pellipsoide de revolution, de sorte qu’il wexiste pas
d"autres, différents de ceux-cl.

Les deux premiers cas du mouvement de Pellipsoide de révolution
allongé, que nous venons de signaler, meritent une attention particu-
liere. Ils representent les exemples du mouvement de Ta masse Muide
de La forme ellipsoidale, ou le mouvement n’est pas stationnaire,
tandis que la surface libre du liquide ne change pas sa forme pendant
le mouvement et Pellipsoide fluide se tourne autour de son centre,
comme un corps solide.

Ce résultat contredit Passertion de Riemann, déja mentionnée &
PIntroduction, mais cetie assertion n'est pas exacte en général, comme
nous avons déja dit plus hant,

Nous aurons oceasion de faire encore une remarque sur ce sujet
dans le Chapitre prochain.

(A suigre. )



