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l'liUBl.KMK 1 ) 1 1 MOIIVEMUNT

MASSE mi lDK I N C O M P l l E S S I B L I î

FORM.K E L L I P S O I D A L K DONT LKS PAHTIKS STITIBKNT

S U I V A N T LA 1.01 DE N K W T O N ;

P A I Î M. W. S T K K L O F F .

Introduction.

1 . Le p r r ) l ) l p î ï i c a c(,c [ ) ( ) s^ [)ar Dil ' ic is . l^ t en î<S(io .
Si!p|)osîuê(. ( | i se l^.s roordoinwes .'r, y, ^ (le c luHj i ie po in t de la masse

( l u i d e so ien l . îles i ' o î i c l i o n s l i n é a i r e s et I so rno^enes de leurs valeurs
i n i ( i ; i l e s .r,,, ;y,,, ^,, , r . o r r ï ^ s i ï o î K l î u i t a i l m o m e n t i n i t i a l / -— o, il a déduit
les é q u a t i o n s géné ra le s < l ' i s n cas [ ) o s s i l ) l e d u mouvement , où là surface
ex té r ieure de la masse f l u i d e i n c o m p r e s s i b l e conserve, sous la pres-
sion cons tan te , la forme d ' u n e l l i p s o ï d e doni les axes changent, pen-
dan t le m o u v e m e n î , la d i r e c t i o n a ins i que leur grandeur .

D i r i c h l e t a découve r l et, é t u d i é ce r t a in s cas les p l u s simples du mou-
v e m e n t ; par e x e m p l e , le cas où la su r face ex té r i eu re du liquide con-
serve tou jours la fo rme d ' u n e l l i p s o ï d e so l ide , de révolution ainsi que
le cas où le m o u v e m e n t se. compose de deux mouvemen t s simples : d^un
m o u v e m e n t r e l a l i f p a r rappor t a u n corps so l i de (4,) et d'un mouvement
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d/entramement se réduisant à la rotation du corps (^) autour de Faxe
d o r é v o 1 il t. i o n d eF e 1 1 i p s o ï d (>.

Un an après, en i8(,)i, Riemann a repris le problème dans son Mé-
moire connu : Ein Heitrag ^u den Viitcrsucimn^efi ùher ( l i e Sîe^'e^tif^
einesfiussi^en gleicharli^ea Ellipsoïdes (Wer/œ, [(S^G, Leipzig, p. i()8).

Il a employé une méthode dif Ïerente de celle de Dirichlet, en se
servant des équations du mouvement, du liquide dans la forme d'Kuler,
tandis que Dirichlet a pris pour le point de départ de ses recherches
les équations de Lagran^e.

Riemann décompose le mouvement du liquide en deux mouvements
particuliers : i° en mouvement relatif par rapport aux axes mobiles ^,
ïj, '(, qui se tournent autour du centre de Feliipsoïde, pris pour l'ori-
gine coînmune de coordonnées mobiles Ç, yj, '( et de coordonnées (ixes
dans l'espace .z*, y, s, et 2° en mouvement, d 'en t ra înement se rédui-
sant au mouvement du tr iédre ç, T), 'C.

En supposant ensuite que les coordonnées relat ives ^, "/], Ç de chaque
point du liquide soient des (onct ions homogènes d linéaires de valeurs
initiales .T(), Vo, z^ des coordonnées absolues .T, r, z du [ )o in t ,Ç, •/], 'C,
il obtient, d'une manière art i f ic iel le, les équat ions du mouvement
d'une masse Iluide ell ipsoïdale, qui permetteni de déterminer le mou-
vement intérieur du liquide ainsi que la loi, suivant laquelle les axes
de reliipsoïde changent leur direction et leur grandeur.

Hiemann a étudié ensuite, le cas où les demi-axes a, h, c de reliipsoïde
restent constants pendant le mouvement; il a indiqué deux cas diffé-
rents du mouvement de l'espèce considérée et il a énoncé, sans démon-
stration détaillée, la proposition que ces cas sont, les seuls possibles
dans l'hypothèse faite sur a, h et c.

Si nous citons encore, outre ces travaux fondamentaux , les re-
cherches de Dedekind (Crelles Journ^ Bd. LV1II, j8Gi.); BH!OS(;!U, Ihid.,
M. LIX^ ainsi que celles de MM. Greenhill {Proceed. of Camh/\ pldios.
Soc., t. . 1 1 , 1 et IV) et Basset ( Proced/. of l.orid. mafhem. Society, t. XV'II )
consacrées a Fétude plus détail lée de divers cas particuliers, nous
épuisons, si je ne me trompe pas, presque tout le plus essentiel que
nous savons, en ce moment, dans la question dont il s'agit.

2. Je me permets, dans le Mémoire qui va suivre, de publier cer-
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tains résultats de mes recherches sur ce sujet, qui me semblent nou-
veaux et non dénués d ' in térêt .

Dans le premier Chapitre. j' indique une méthode générale pour dé-
duire les é q u a t i o n s (In mouvement (l'une masse fluide incompressible
conîeruse dans une îneinlïralK^ ell i|)soïd;ile.

l.̂ n y a jo i i tan i la eondihnn (ine la pression reste cons tan te en ions
les points de ceite membrane, on ohlient les équat ions (In mouvement
d'un el l ipsoïde Unide libre sons nne l'orme Ires commode pour retnde
de d iverses ques t ions qui se rattachent au problème de Dirichlel et de
niemann.

En supposant, d'un aut re côte, que la membrane se réduit a une
cavité appar tenant à un corps solide, on en déduit, les équat ions du
mouvement, d'il n corps solide avant la cavité de la rorme el l ipsoïdale,
remplie par le liquide incompressible, ce qui nous condui t , a ian pro-
blème d 'hydrodynamique dont, le, cas par t i cu l ie r fpour l 'e l l ipsoïde de
révo lu t ion) a é t é é tud ié par M. joukowsky en ><S^ (S .

Moyennant, les équat ions obtenues dans le pré mie r Chapitre, je donne
ensuite, dans le Chapitre II, la so lu t ion complète du problème su ivant :

Trouver ions les cas possibles diî niouycnicfti d lui ellipsoïde jluule lors-
( j u i l conserve pendant le fnonvawnt la forme (l'un ellipsoïde de révolution.

L'analyse détai l lée, de ce problème m'a condui t , aux cas nouveaux du
mouvement non s ta t ion naire, ou la surlace libre de l 'el l ipsoïde rie
clian^'e pas sa l'orme pendant le mouvement.

Ce résu l ta t ne s'accorde pas avec l 'assert ion de Hiemann que « mit
der Bestandi^keit der Costa l t notwendi^ eine Bestandiiçkeit des Bewe-
a'un^s/ustîmdes verbunden ist.)) (Werke, p. 1^7^ énoncée sans aucune
rest r ic t ion.

Ce désaccord et le manque d 'analyse détai l lée de ce problème chez
Hiemann m^ont poussé de le reprendre.

Après avoir résolu le problème du mouvement de, l 'ellipsoïde de
révolulion (Chap. II), je me borne, dans le; Chapitre III, au cas où le
produit

o :" ( 1 > - e ) ( < ' </) (</ - f>)

est dill'érent de zéro.
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Je retrouve,, sons celle s u p p o s i t i o n , le théorème de R iemann qui
perd, cependant , son sens, lo r sque o s ' a n n u l e , ce qui a l i e u toujours
dans le cas de l 'e l l ipsoïde de révo lu t ion .

Après la discussion p lus déta i l lée de lous les snouvements possibles,
où l 'e l l ipsoïde a trois axes inégaux se tourne, comme un corps solide,
au tour de son centre, je résous ensu i te les ques t ions su ivantes :

î° Trouver tous les cas possibles, où le m o u v e m e n t de t r ans l a t i on
du. l iquide se rédu i t à la ro ta t ion de l ' e l l i p s o ï d e , comme s'il était un
corps solide, autour d'un de ses axes p r i n c i p a u x ;

2° Trouver tous les mouvements possibles, où. l ' e l l ip so ïde f l u i d e ne
change pas la direction de ses axes p e n d a n t le m o u v e m e n t .

Je termine mes recherches par quelques remarques sur certaines
propriétés générales des équations difl 'érentielles du problème.

Quant au problème du mouvement (l'un corps solide ayant une cavi té
de la forme el l ipsoïdale, remplie par un liquide incompressible, il fera
robjet d'un .Mémoire particulier.

(IIAPITIŒ I.

LQIIATIONS mi MOlIVl^ïKiVr D'USNM MASSE S''HIII)S-; i iVîeOM(>r,ESSIHLE

DE LA FOHME ELLIPSOÏDALE Î>ONT LES MOLS^;(ILI-:S ,S\\TTlHEiNT

SUIVANT LA LOI DE iNEWTON.

'1. Envisageons une masse du l i q u i d e p a r f a i t et i r K ^ o r n p r e s s i b I e
rempl issant un doma ine ( D ) de l'espace, l i m i t é p a r u n e sur face ("S).

Supposons, pour plus de s i m p l i c i t é , que la d e n s i t é d u l i q u i d e soi t
égale à l ' u n i t é .

Désignons par x, y, z les coordonnées ( l ' u n p o i n t q u e l c o n q u e (A du
l iqu ide par rapport il un système f4,), fixe dans l 'espace, par ^, e, w
les composantes s u i v a n t les axes .ï", y, z de la vitesse absolue du
p o i n t [s., par P la pression du. l i q u i d e au po in t p., par / le temps.

Supposons en f in que les forces , rapportées à l ' u n i t é de masse, dé-
rivent d ' u n e fonct ion LJ(;r, /y, z ) de forces .

Les équations du. m o u v e m e n t du l i q u i d e parfa i t peuven t s'écrire sous
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la forme s u i v a n t e ( e q u a j i o n s d 'Hu i l e r ) :

73

(a)

où il fané ajouter encore certaines condit ions aux limites dont nous
allons parler plus loin.

Si nous posons

V ^ — / / 2 ^ i-'2 i - (r2,(3)
^n' ^i'
^y < ) ^

on ô^
"ôz ~ JJ'(4) G) 2

ch' c^//.̂  ._ ,

les équations ( î ) dc^vieniK^nt

, <)S _ ̂
| <).r ~ <)(.

} ^S ()^

r»).,(ï' — G)., ( ,

-t- !'<»:( /z < f ) i n',

^S ^tT'— —— +r,),(' O)^,
(̂  ^/'

v2
( 6 ) s — l ] - ï» -

envisageons î in triedre mobile ('^l)) a v î ^ c l ( ts axes ?, y], 'C dont l'ori-
gine coïncide avec celle du système f ixe (^.).

Desig-nons par/.», y, /' les coini)osantes suivant les axes $, rj, t de la
vitesse angulaire de la rotation du triedre ('^ ) autour dt- l'origine des
coordonnées.

Désignons ensui t^ î j)ar ?, ^, '( les coordonnées relatives du point
Anit. l'.c. Ao / / / / . , ( 3 ) , X X V . — 0(/r>iutr; K)<^.
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;j.(.r,y,^) du l i qu ide , par u'\ v , w' les composantes suivant les
axes ^ Y), i: de la vitesse V [ l 'égal i té (3)J du po in t (JL, par oj^ œ;,, o^ les
composantes suivant les mêmes axes du tourb i l lon au po in t ^ du
l iqu ide et, e n f i n , par

^ Pô y. (^ - î ,2 ,3)

les cosinus d i rec teurs de trois axes x, y , z par rapport , aux axes
bi les Ç, Y], 'C; i l esl aisé de s'assurer que

axes mo-

(7)

Posons

()(V', , ' ——

• dn
, au'

û)2==^-
,, ' ^'
"s— ^

rfp'

<^
^lf'

' ^ ^^
Ou'
^

^IL.r = ̂ 2 ̂  -~ ^).-{ t^,

Sy=:.

011^ - r,), (' 0)2 //,

()S
ô^

r)S
^

^S
<)T*

erant r)i'iy, ;)JL^, ;)jL^ el S^,, S^, S^ conime les project ions sur
les axes .r, y, z de certains vecteurs ;)ÏL ( - 1 S, el en désignant leurs pro-
ject ions sur les axes ^ T), (̂  par OÏL el S avec les indices correspon-
dants Ç, y;, *(, ou trouve

En considérant ;)|'i,

S --.,. ^s e ^^^_^ , ^ -^ 5
^S
^ 3

^l^^r^H^-.-,)^/,

ÎLç =::: r,^(/ .,.̂ .,.. <,^^ /.

Quant aux équations (5), elles se remplacent par trois suivantes :

(8 )

^S
JE
()S
7h,

()S
jç

()n ()^ .-, ^iï'a ,+ -p , - , „ , , , ^^ç,^/ <^

^(ï^
^7-
r?(r

^a,-^p,,-^^.4-^,

^(1On
^ ^p3+^y3.,-jn,.



PKOULF.Mi^ S » U M O l ' V E M K I N T ï) [ I N K MASSIF 8 ' ' L 1 H I ) K . LNCOM1T»1':SSI !SU-;. ^7 : )

11 ne nous reste qu'a e x p r i m e r u, c, « ' o u ( / ' , e', n1' et s u b s t i h i e r au
lieu de /r, y, 5 leurs expressions eu E;, Y], ^ p o u r t r ans fo rmer les équa-
tions du mouvement a u x v a r i a b l e s $, T), C.

On a

^ / ^ / / / \ /'^'^ [ ( ) { v f \(9) ^--.^^^+(^)^+(^^-^3

+ [^/( i^) - / • ( t ^ l a i + L / ^ t ^ ) — / ^ ^ ' ' ) 1 ^ 2 - 1 - [ ^ ( ( ' / ) ^ ( / / / ) l | : ^ : t

et encore deiiîc fornsu^^s analo^iK^s pour — et -. ou les symboles

(^,.... i . , 1 , . . . . . ("••)
desi^uent ()U.'ou e^ons ides^ 1 les fonctions entre les crochels comme
fonc/ t ious des varial) les .z', y, ^.

l.es nienK^s < ( ( s a u t i t e s , (^x ix ' inK^^s en variables ^, •q, lC, nous les dcsi-
i < <^tl

^ïHU'ons sim^S^^iK1!!! | )a r—, ) . . . , / / . , . . . , (r .

Il est a ise de s'assurer que

1 [ ^ H ' \ < ^ / ' ^ ' f ' / ..- ^ l 1 ' / ;- y . ( ] " ' ( ;-- - ) -. ,.r ( 7 Ç — / • •i\ ) - . - ( r ' ̂  - - // 0 - -y^- ( /^ Ti — 7 ̂  ) ,
^ \ ^/ / <^ <îc <^ ()^

( l o } 1 / ^ \ <hl/ / ^ « • / ^ ^^
( \ < h ) ÛL ' " î \ / ^ y 01

IA^ { ' (dat ions ( ( ) ) donnent

on < ^ ' . ^^f ( ( ) n ' \ . / , / / .
^ i<•- l-^pl+ ^-y" ^7^ 1 ^"'^ / ( t )'
au. <)^ ,. <)^' ( à^ \ , / /-^a,+^^+-^y.^~(-^)+ / • ( / < ) - / - ( « - } ,

^^ c^' / ^f' /^n'' \ / / / /
^^^ . ï^ 1 - < H ' t - -(^r)-4-^^ ^ ( ' )•

M o y ï ^ n n a r î t ^ " ( ^ s équat ions el cel l(*s d( t C ' o ) , ou trouve

dS ^/// ^ / / / . - „ O i t ' •r ,^.^^^..-^(,Ç..-,..,^..^(.^

- ô— ( p-f} - • 70 -1- (ï-^/ — (/ /• 4- c,), iï'' - ^3 ^/
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et encore deux équa t ions qu 'on en dédu i t par la permuta t ion circu-
la i re des lettres

Ç, Y), Ç; / / / , ^, (T^; /^ y, r

et des indices i, 2, 3.
En remarquant que

au' __ ch'' , f)n'' _ àw'^._^._^ ^-^,4.^

on peut écrire l 'équat ion précédente sous la forme

^S ou' ou' ô^' ô^'^ ̂  ̂  _ .̂. _ (^ç „ ,.,) „ ...,̂  (,ç _^ _ .^(^^^)

-4- (ï/<y —— ( / / • .4- ̂  (((/ __ .̂̂  + y^) „ ̂  ( (/ ,,„.„, ,.̂  ̂  ̂  Ç ) ^

d'où, en posant

(lui) T-^ S + /^(yÇ-- / -^) 4- ^(r'^-p'Ç) 4" (^(^r, - yÇ) ,

on tire f i n a l e m e n t

/ . ()T <)u' , ,
( i l) —— r:=z -^- -^ G) , ( ̂  - p n 4" y ̂  ) - f.), ( ( '/ — r^ 4" /^ Ç ).

On trouvera de mémo

7^ ~ ^ ^ 6)3 ( ' / /~~7Ç "h /"rl ) " (^((ï/ " f^ ̂  ̂ ^( 1 2 ) /
()T (W , .

^ .̂,-, ̂ 4-.,^ ( ( /_„ . rÇ4"/.0 -r.)^//7 -.- c^ ^ r -n ) .

En a p p l i q u a n t enf in la même t r a n s f o r m a t i o n à l ' é q u a t i o n (2^) , on
obtient
/ ., ()u1 à^ (W( ï o ) —-. -^- —— 4.- __ — Q

à'c, à-ft ()'Ç ^"" 1 '

Soit
/(^ ï), Ç, Q =o

l ' équa t ion de la surface (S) qu i l i m i t e la masse (luide.
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On doi t avoir p o u r tout po in t ^, T], Ç de colle surface

ôf de ôf firi Of </Ç /)/• _
Jç ^7 + JY} 7/7 h Jç ^7 ' '" j7 " °'

ou

( ,4 ) ^(^^^Ç+,..,).+-^(,^^^^Ç)^^(<,/-,P^^^,)+^-O,

car

1 Ït -^-^-^•^

' ^^ / - ^( , : > ) / ^-^ .-,.,.,-/^,

1 Ta "={v -P-^^/^

Le problome se r a m e n é a la d e l e r m i n a l i o n de q u a t r e f o n c t i o n s P,
u\ v\ w1 de v a r i a b l e s i n d e i x ^ n d a n f - e s $, Y], Ç et / à l ' a i d e des é q u a t i o n s
d i H e r e n f c i e l l e s ( ' 1 1 ) , ( ï ' 2 ) ^i ( t3 ) j o i n l e s à la c o n d i t i o n ( ï / i ) ([11! d o i t
être s a t i s f a i t e en [ont p o i n t Ç, Y], '( de la sur face ( S).

Les composantes //, (/, w' d e p t ^ i d c n t d e s < | u a n t i t é s / ^ , y, / " q u i déter-
m i n e n t le m o u v e m e n t d u t r i e d r e (^P.)).

Connaissant ii\ v\ w' en f o n c l i o n de $, Y], ^ et /, nous ob t i end rons , à
l 'a ide de ( ï .^ i ) , les expressions de/s composantes suivant les axes Ç, •/)/(
de la vitesse re la t ive , par rapport au triedre (^), du p o i n t a , Y], ^ du.

[u ide .liq
Le mouvemen t de la masse f l u i d e se compose de deux mouvements

suivants : du m o u v e m e n t r e l a t i f par rappor t au tr iedre mob i l e (ilb) et
du m o u v e m e n t d ' e n t r a i n e m e n t se r é d u i s a n t a la rotat ion du t r iedre ( ̂ )
a u t o u r de l ' o r i g i n e des coordonnées .

Les composantes //, v\ w é t a n t déter minées en fonc t ions de £, YJ,
*(, /, les composantes p , y, r en fonc t ion de /, nous t rouverons ensuite
^, Y], '( en fonc l i on de i en i n t ég ran t le système de trois équat ions
d i 1 fé re n t i. e 11 e s o rd i n a i r(ï s ( 15 ).

Pour achever la so lu t ion du problème, i l ne reste qu'à intégrer les
é q u a i i o n s c o n n u e s de C i n é m a t i q u e

</C<i

~dï
: ra^-- <yû<3 ,
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ce qu i donnera les expressions de cos inus directeurs^, ̂ ,j,(i=ï, 2,3)
en t.

Les coordonnées relatives ^, Y], *( et cosinus a^, [ri/, y^ é tan t déter-
minés , les tb rmuJes de t ransformat ion de coordonnées f o u r n i r o n t e n f i n
les expressions de coordonnées absolues x, y , z de chaque point du
l i q u i d e en fonc t i on du temps t.

2. Remplaçons ma in tenan t //, ç'', w\ (D^, oj7,, a/., par^, ̂  ^, o^, oj^, 003,
en omettant, pour plus de simplici té , l ' indice ( /) .

Supposons que u, v, w soient les fonctions l inéa i res et homogènes
des variables ^, Y], '( et posons

( i6 j

d'où

a -=. a ̂ 4- y-,-f\ -1-^2^

c=:.r^4- (3-^ -h.riÇ,

(. ï - r r -^y^^ 4- x^f[ -\~ yÇ,

^(ï' 6/C

^ " <7ç
^^ ^n'

' ) 1 - ^ - ^ -...-,r.

"^ ~" 7^
()^ ()u

^=i:^-- ^---r-.r.

a, p, y, .z;^y/^==; 1, 2, 3) é t an t des fonct ions d ' u n e seule va r i ab le /.
S u b s t i t u a n t ces expressions de u, c, w et (.o,( '^r;r s , 2, 3) d a n s les

é q u a t i o n s ( î . 1 ) et ( 1 2 ) , on trouve

C 1 ? )

/ — .:=4.,n,;.+^i^ l+-.rtl:^
—s

(}T
-^ -==^^c -h-A.,,̂  -4- A^:,'^

Q

^T

^
= -,t,,i^+ <,a.,,,r; + oA,,,;,Ç,

où 1 on a pose

6/a
^ 1 1 == 777 + ( ̂  -+- y 2 ) ( •^â — y, ) -- (: ̂ 3 — ^ ) ( x,, - y,),

( 1 8 )
^»

^ 1 2 ̂  -7^ -H ( -^ — p ) ( ̂  - y 2 ) - p ( ••/•3 - y 3 ),

^ ̂  -= i_ 4. y ( .̂  _ ̂  ) . „.. ( _^^ ...̂  ^, ^ ( ̂ .̂  _ ^^ ) ^
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QuanI aux coefficients -l.^, 4>;^; - '1^:1, ^;n; ^ 2 1 » ^ ip j? °" déduira
leurs expressions des formules éc r i t es par la permutai ion circislair i^
des l< t t [^es

a» P» ' / î /^ 7» r

et des indices i, 2, 3.
Les equalions ( 1 7 ) exigeni (|(i\)n ail

( 1 9 ) ^,,2:(—— -l , :(y, -l.;{i --- -l. i3, .l,i2= ^ ' 2 1

et condisisenfc a l'inle^rale suivaiïhs

(^o) 'r - F - / ( / ) ,

où l'on a pose

(^ l ) ^ F — . 1 , 1 1 ^4- -l,^ï^-^- -V,:,;^2-!- •.>. A. ̂ n -4- '^ l - i iSÇ-h^^- isÇ^;

quanî a / ( / ), e/e-st iine (onc t i on arb i t ra i re de t.
Substi tuant, en f in ( i ^ ) ) dans 0.3), on tronve

( 9,9, ) a i - p -t- y — < > .

3. Transformons maintenant requation C'2o).
On a, eii e^-ard a ( ( ) ) e l C i o , ),

11 ".::- IJ - I» . ^ + u(//'Ç ~ r-n ) - I - c ( / • Ç -- /^) -4-- « '( /^-^ -- q't}.

Les équa t ions O^l) donnent

V^ i
- ( l i 1 \- ^ï \ U 1 ' - )

- ^^p.^ ^''^l-^ 1 ;)lc':î•^2+;)lL.,,ÇY) 4-;)11L:n^4^)Kn^,
2 '' •.-» '••t

où l'on a pose

/ ;)1L,, : ::- a2 -+- .r^ -t- .)^, JIL23 = .z-,y, -+- pyi -4- y x , ,

( 23 ) 5 ^IL^, ̂  y\ -\ - .r] + p2, ^IL^i =: 0.^2 .4- .rsj-i + y./s?

f ;)1L33 - ..r^ } - j f i y\, ;ïll,,- aj-,-h- 0,ra 4-.^1 y..
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D'autre part ,

u(qÇ— rn} 4- ( ' ( / • ? — p'C,) 4- w(p-f] —q'^)

=-- ( .y, /• — )-2 y ) 'y -h ( .z-i p — 73 r ) rj -2 4- ( ̂  2 y — 7, /^ ) Ç2

4- [ y., 7 - .^•2 /• 4 - p( y — (3 ) ] rj Ç
4- I. Yir — ^".f /^ -t - (] (a — 7 ) ] ̂  ~t- [ ja /> — ̂ i 7 4- /• ( 6 — a ) ] ÇYI .

On a donc

T ̂  u .„ ]> 4, f,::>4^X,-^^n^4-f.).,- ^-.).^-f^..^^
9. / • \ •2 ) \ ••" 2

4- (X,3—DR23)Çr j 4- (X,i- ;)ll.,i)cÇ 4- ( •X,,,- .•)ll „ ) ̂ 4

en posant, pour simplifier l'écriture,

(^
;)b, i == .r^ r —y^f, ^^ == y;, q—a^r 4- /? ( y - (3 ),

.%22== x^f—y^r, .)L3, -=yi/'—.2,'3^ 4- < 7 ( a — y ) ,

.X :̂-=: .r^^ —yi/;, Xia^yg/.; — .ri// 4- /•((3 --- a).

L'équation (20) peut donc s'écrire coinine i l su i t :

.Ji..,î4~;)ri,( 2 5 ) P= :U- / (Q+ X,

' ^2ii4-^11a2 » / .Ao,,4- ^11
,;G22— ——————— rr4- .•)b3 —— K2

2 / \ - 2

4- ( ^23—— ^23 —- .A..23 ) t:f\

+ ( OL;,, ~ ̂ ,, - .JU^ )ÇÇ 4- ( -X^ ;)11 i,—— ^,12 )^.

4. Remarquons qu'à tout système de fonct ions de t

<y-, P, y, ^;i, .r^ x^ ri, 72, 73; ^, q et /',

satisfaisant aux équat ions ( i<)) , (22) et à la cond i t ion

<y,^-[a£4- (73 4- r ) r ] 4~ ( . ra—y)? ](26)

+ ̂  1 ( ̂ '3 m r ) ^ ( y , 4- /^ ) Ç 4" pn J

4- ( K 1
^/"~ p ) -n 41- (,}', 4- 7 ) ̂  -̂h- y;] 4- ̂  :~ o,

à l a ( iue l l e se rédu i t l ' é q u a t i o n ( \ i / . i " ) , corresj)ond un mouvemen t possible
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( lu l iqu ide , l im i t é par la surface (S) ay;m( pour é q u a t i o n

( 2 7 ) /(^-^ ?, / ) = - o .

La pression hydrodynamique en tou t p o i n t î, Y], 'C du l i q u i d e sera
d é t e r m i n é e par 1 équat ion (2^).

Supposons que la surface (S) soi! u n e l l i p so ïde .
L ' é q u a t i o n (^7) d e v i e n i

w £-^-—
a, ^, c é t an t les carrés de demi-axes .

Supposant que a, h, c soient des fond ions de / , on t rouve, en v e r t u
de(26) ,

^ I; ̂  4- ( j, -4- /• ) 7i -h ( ./•, — 7 ) ï :1 - î - ^- L ̂ -^ -î- ( -^ - ^ ̂  + (,ri+/^)ï'l
9.Ç . . . x / ^ - i Ï ' ^f/ Y'2 <<//^ Ç2 ^c

-,- -^ [.̂  -,- (,.,-^)., -i. O',-l- y ) r j - - ^^ -^^ -^^ =o,

l ' é q u a t i o n q u i sera s a î i s f a i l e (xuir toules les v a l e u r s de ^ Y] c( 'C, si l 'on
pose

( 1 ( 1 ( i l ) ( l e

(9.9) "•^=777' ••^'-T^' ^y^ -^ '
/ ( ̂  _. c ) f ) I ) .r^ -\- < • » ' ! ,

f 3o) '' ( <" — a ) ( / -- c . /^- | - c / r -2 ,
! (^ _ - f/^ f :-, ^.^^ 4- ^^)";j.

Supposons m a i n î e n a n i (\\\c les n i io lécu les du l i q u i d e , c o n t e n u dans
la m e m h r a n e e l l i p s o ï d a l e ( ' 2 < S ) , s 'aêdreni s u i v a n t la loi de N e w t o n .
On a

|J -,; (0 _ A.c2— \^rr'— 3^,

o ù ^ co în rne on sa i t ,

. / , { -_^ /* ^///
__r=î A: = T:\ahc f ——————___.(D ---r T:\J ahc f —-__=? r.1., rr.-: T:\Jahc f

. /o \ /A ( / / ) ./o\ /A ( / / ) ./o (a-^-u)\/A(u)

—— /^* ^//^ .—— f fîff.( a ) /— /*^ du ^ ,— r dlt
j \\\) ~-T:\I a bc f ——————---—— •> 3 --:-=: n\/€fuc § ——————\\)—.-T:\I a bc f ——————---—— •> <^---=: nycfuc f ——————.__=;

Jo (// 4- / / ) \ /A( / / ) Jo (c* - l - /<) yA (^ )

A ( /< ) == ( a -{- / / ) ( / / -4" // ) ( c -+• z^ ).
61-•/////. A'c. A'o/7//., ( 3 ) , X X V . — I N o v K M n i t i ; i^oS.
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Dans ce cas, l'équation (25), qui détermine la pression hydrodyna-
mique en [oui point du liquide, devient

(3.) v=u^^-^-^±^y

-,f,X,,-,li,- ;hî± )̂,.+ fx,- 3- ̂ i±-^)^
\ •4 / \ •)' /

4- ( X^s— X^—J.^)^
+ ( ^31 - X:,i -- .1,31 )^ -4- ( •^i,- 'X,2—— ^12)^,

ou ! on a pose
I I ~ ( 0 ~ / ( 0 .

Les variables a, &, c;^, y et/', qui déterminent le mouvement, de la
membrane, el les variables a, [î, y; ,T,, ,% ,̂ .yaî.yi , y'^ y-^ ^ f 1 1 1 dél^r-
rninent le mouvement du liquide y contenu, doivent satisfaire aux
équat ions (22), (29), ( 3o) et aux suivanles,

^ l+^•/••--.n)-(^+/^^'--)^;•:^-^1 + P ( • /• i - .}•! ) — ( y " . + /• ) ( ̂ î -- V^ ) - -^1 • I - ( •r, - y ) ( ./•, - y, ) ~- y ( . /•, - y , ),

;3^) / C - ,̂  ^(,^ _^.^ _. (yi+//) (.^—y,) - - ̂  -(- (.r:r- ^) (.ri—yi)- c<(.^ -^ ),^ 4" y(,r, -j-,) - (y,+//) (.^-y.) - - ̂

^ -+- ̂ (.r,-r,) -(y,+ 7) (^i-Ji) - ̂  •i- (./•i-"/^) (;r,- y,) - ,6(,r,-,)•,),

qui résultent dt^s équalions (ï()) du n0 2.

5. La méthode que nous avons employée conduit a la solution de
divers problèmes du mouvement du liquide, limité par une surface
ellipsoïdale.

i° On peut d o n n e r à l 'avance le mouvemen t de la membrane e l l i p -
soïdale, c/est-à-dire on peut donner les quant i tés

a, b, c; p, 7, /',

en fonctions arbitraires de t^ assujett ies a une seule condition

abc =-- consl.

Les équations (29), (3o) et (32) détermineront complètement le
mouvement du liquide.
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dut iou (lu problème se ramené, év idemment , a r inîé^ral ion < 1 ( 1

[nat ions d i l ferenhelles du premier ordre.
)osanl, en par t icu l ie r , que <7, ^, c soient des conshui lcs, nous
lin r;ts <ln inouxct iK ' l î t d i s l iquide ('(mb'im d n î i s 1 1 1 1 vus^ sol ide

ne (d l i j î so ïd î i l e , a i î i i nc d'ini mouvement de roinhon aulodr
i(ro.

opposons ( J I K » ('i^) re i t r ^scn îc l^'^j i i^l ion d^ la s î i r l ' ^cc d'ni ic
mMjïl ic pîir \e \\i\\in\{^ ri iii)))^'^1!!^!!! h 1 1 1 1 corps sol ide, ( j i i i se
auloi i r de l 'or i^ ' i î le f i x e des coordonnées | on, <'e qui r e v i e n s au
anSonr du eent { • ( ^ d( k l^dli j ) so id ( k ( ^ ^ ( S ) ] sons r^edon d( t e t ^ r j î u n e s

i } [ ^ I ) l l < j ^ ^ e < k s ;HIX d ivers po in ts dn eo!' [)s.
)en( poser le problème s n i v < n i ( '.

i, en termes ^eneridix, l;t melhode de la solnlion d(i problème :
fuis î i | o i iS ons î i il x (ore,es données les forées de lu pression hvdro-
iqne, ;i^'iss;nit, i t i ix d i ve rs po in ts de la surface de la cavi té, le
me se ramené an problème connu de la Dynamique ^"enerale du
mené d^un corps sol ide, sous Fachon des lorces données, a n S o n r
oi ni f ixe.
moments des forces de pression par rapport anx axes ?, T], C,

;)ll ? :: - - / 1 > [ ; cos ( i t , r^ — r; cos ( ̂ , Ç ) "| ds,

j 1 ^ 1 ': c o s ( / / , Z ) - ^ cos ( / / , c ) | ^/s

^ I* | •([ cos ( / / , 'c ) — ,:' <'-os ( /f, rj ) ] c/.s-,

/ ̂

niir

f^'rales e ( a n ( eJendiK^s a la surface do Pell ipsoïde ( 2 ( S _ ) , n desi-
la normal t * e x S e r i e u r e a c / e ( ( e surface au point $, TJ, '(.
st i l uani au \\e\\ d( t I) son express ion ('\ ï), nons obt iendrons sans
les express ions déterminées des moments onç, OrL^, OÏL^.
ignant [)\\r ;)rip, OÏL^, XL?; les moments des fon^s donnî^ïs, ^ppli"
au cori)s solide, |)ar A, H, C les moments d'inortie du corps cor-
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respondan t an point f ixe, on obt ient les équations du mouvement sous
la for! lie

W)

i A ̂ ^(B---0)^4-^4-^,

/ B^^(C-A)^+.)IL^;)I^,

( I IC ^ (A — B)/^/ 4- ;)IL^ 4- ̂ i^.

En y a j o u t a n t les trois éq n a t i o n s connues de C i n é m a l i q u e et les
équat ions ('->2), (2()}, (3o) et (3'2) du m o u v e m e n t du l i q u i d e , nous
aurons un nombre des é q u a t i o n s suf f i san t pour d é t e r m i n e r ( o u t e s les
inconnues qui dé f in i s sen t le mouvement du corps et du l i q u i d e rem-
p l i s san t la cavité.

3° Supposons enfin que la pression P reste constante en tous les
points de la surface (2<S ).

Cet te c o n d i t i o n sera rempl ie , si nous posons

(35)
( X,,-

•)———( •^i;—
^,,--

/ .)r>3, —

•x,,,-

;)1U:;
;)rL,i
^12

.i, - -

,p, ,„

0

- ̂
—-,1 ,3 ,

•»

.z,,i -i-
' )

A..,. 4-
'>

.l,,, +-

•: 0,

--- 0,

:.:- 0,

;)rii,

l̂"

W-jn

.... À

</

/.

= ^

À

/•

r3())

II -4- A ""= COt lSl . :--:r /^,

À d é s i g n a n t u n paramètre a rb i t r a i re .
Les é q u a t i o n s (3;"Ï) et(3G), j o i n t e s aux é q u a t i o n s (22), ( i > < ) ) , ("5o^

et (3-2 ), f o r i f K ^ i t un système de i.') é q u a t i o n s , suf f i santes pou r d é t e r -
m i n e r ï ^ i n c o n n u e s

a, //, c; ^ r^ y; Jl^ .r^ .)-

On o b t i e n t a i n s i le p rob lème du m o u v e m e n t d 'une masse f l u i d e sous
la c o n d i t i o n que sa surface l ib re conserve p e n d a n t le m o u v e m e n t la
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forme d'un e l l ipsoïde, c 'est-à-dire le problème de Dirichlet (4 de
Kiemann dont lions avons parlé dans rintroduction.

1/élude de ce dernier problème (era le Inît i)î'incii)al des recherches
qui vont suivre.

Quant, au second des trois problèmes que lions venons d'indiquer,
il fera l 'ob je t d'uu Mémoire part icul ier.

(>. Transformons les équat ions (35) el (3'2) de la manière sui-
vante :

La première des équat ions (3:')) donne

.)r^,—;)ii,,--..v,^.

Ivi s u b s t i t u a n t au lieu de •X^.;,, 'X^ et -'l,̂  leurs expressions, qui
résu l ten t des formules ( ' i ' } ), ^ ' ->4^ et ( i<S), ou trouve, en tenant compte
de(22),

(37) ^1 ^.»',,r, l /•.)•,-- 7 r,— .^1 a ~^(y »- p).

Het rancJions < " e ( ( e e(|ua(ion de la première des équations (32).
l! v iendra

(38) —— - 1 .^.^i /•./•,-- ^.r,, y ^ y . : - - : / / ( y — ^).

I.a même transformât ion, a j ) ( ) l i ( [nee a la seconde et a la troisième
des équat ions ( ï ' i ) et 0)), conduira au\: équations analogues qu'on
peut déduire de C^"}) et C.W ) \r<\r la j |)erinu(a(ion circulaire des le t t res

y-. ^ y î î ) . 7 ^

et, des indices i, 2, 3.
Subst i tuons enf in , dans la première des équat ions ^3G), au lieil

de, > )b i , , - ( • i i et, ;)ri i , , l ( t ( l rs expressions f ï < S ) , ('2'ij ( k t ( 2 / | ) ; on trouve,
après des réduct ions simples,

( . / • ; ; - < • r;t) /• •- (.r^ i • y.^ ) y -- . /•„ »'.^— ./•;; r,^— y.'-' — ^ —- — -h ^"t».

Lt^s deux au t res des équations (3G} conduis tu ï t aux équations ana-
logues qu'on ol)tient, comme lu'ecédemment, ])ar la perumiution circu-
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laîre des lettres
y ' , p, y; p , 7» /l

et des indices i , 2, 3.
L'analyse précédente m o n t r e que le problème se ramène à la déter-

mina t ion de i5 inconnues

<7, h, c; />, /y, r; a, p, 7; .ri, .̂ , .r^; y,, ^-2, J';s

à l 'aide des équat ions su ivantes que nous a l l o n s écrire , pour p lus de
clar té , dans un Tableau :

(89) a 4- p4- y==o,

(a) ( b — c ) p = : ̂ i4- cy^

(4o) < (^) (c — a)q :-„: 6\r24- ^ys»

( c ) ( a — h ) /• = 6î .2-3 -h- by; ;

(a ) ^T + 7^ 73 " 1 - r y , -"- 7j-., — .r, a — /> ( y — p ),

r/r>
( 4 r ) ^ ( (̂  ) -^- 4- ,r;îj-i -1 -- py^ — r y , — .̂  p =„: /y ( a — y ),

(c) ^ 4 }\y^\~ q y . — p y ï — r , ^ -:: / - (p — a);

cl Y
( a ) ^ 41- .x'ï x^ -\- r x', — (f x^ — ji a = /^ ( y — ? ),

( 4 a ) ^ ( b ) ^ ^ - ̂  x, -t- p x, — rx, ~ y, p =r ,/ ( a — y ),

<'/Yi»
( c ) -^- 4- -ri ,2-2 4- //.ri-- /.» ̂ 2 ~- 73 •/ = r ( p ~ a ) ;

(a) (^4-J-3) / - —— (^2"i-J'2)7 —— -^2y2—— -^3.}^—— ^;i-— ^ / — — ——' -+- '•i^

( . /^3) / (^) (.Ti^j i)/ /-(^+j,)/«-.r3y,—.^ji—p^—^:^^4--^i>L,

(c) (^4-72)^ ~ (.z-i+7i)/;—.y,yi—.y;2,72~ y 2 — y^-r-:-^—^ ^,

/ ^. ^^ , ., r/h de
(4.) ^a:=:,77î ^?-^- ^Y^^r

y/, p', y7 dés ignant les dérivées du premier ordre de a, ^ et y par rap-
port à < f , A u n paramétre a rb i t ra i re .
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7. Indiquons une transformation de (•es équations qui nous sera
utile plus loin.

Posons
i ^ i— :îbx^ p ( b — c),

( 45 ) -=2 == 2 c1 ̂  — 7 ( c — u ),

( z^-=. -}.a3-s— r { a — h).

On obtient le système (Féquahons suivantes pour déterminer ks
inconnues

^ l » -, ^t; P , <î. /", ^ ^ C '•

(46) j^=:^--^,

^̂-=^-/^;

^ ̂  [^(/, _- c)] = 2a|>, -/;(^ 4- c ) ] (P - y)
^

— — ^t -4- </ ( c - ̂ . ) ̂ , — r(a — L>} z^ -l- ^.17/',

f ̂  ^ / ^ / / "771 '/( c -" '/ ) -I = ?- ^ 1 zî ~~ ^ (c ~1"" f/ ) 1 ( 7 — a )
\ '"' J ) \ f { ' v

z; 3 1 4- /•( a — b ) z i — p ( h — c ) z;^ -h ̂  rp,

d
20 ^ [ r ( a - /.)] = 2c [^ , - r ( a + ̂ )] (a - P)

\ — ^i .̂, 4- { ) { b — c) z^-— q ( c — a)zi 4- p.spq ;

c ( « — f^ ) ( ;î /^ i- </ ) r 1 ~ h ( c — a ) ( a 4- 3 c ) q 1

4- 'ï h ( c — a ) (f z^ — 9. c ( a — b ) rz.^ -(•- b ̂  4- c^ — 4 ^u ( a2 4- ^/ ) =- 8 Co ( -1 + ̂ - ) »

a ( l) — c1 ) ( 3 /; 4- ^ ) //2 — c ( f/ — b ' ) ( h 4- ^ ̂  ) /"'î

( 48 ) i + 2 c ( a ~ // ) rz , - 2 a ( // - c ) p z , 4- c^:i 4- a ̂  - 4 t 'o ( .S2 + ?') = 8 ('o {-^ + ̂ ^),

// ( c - - a ) ( 3 a 4- c ) ( { " — a { h — c ) ( c 4- 3 ̂  ) /^

-\- 9 . a ( h — c ) p z i ~ ^ ^ ( c — a )7^24-<^ î 4- bz}— 4 ^'o^/2 -+- 7 ' ) ̂  ̂ \j (-
1 V ^

où l'on a posé

( ^ :=: 3 a" — r,), p.^ — 3 b^ — o), p.:; == 3 c2 — c..),

( ^ -:: ^c 4- ça 4- a/^, {\,-=. ahc,(^9)

A ces équations il faut encore ajouter les équations (.39) et (44)-



4<^ ^T. STFKLOIT.

<S. Les équations du problème que nous avons données aux n*^ 6
et 7 di f fèrent <lc celles de Riemann [ r o i r s o n Mémoire, cite plus haut,
p. 1 7 4 » l^ équat ions (a')j.

Or, il suf f i t de remplacer, par exemple, dans les équat ions du 1 1 ° 7,
a, b, c par u\ Ir el c 1 et d ' inîroduire au lieu de /^ y, /•; ^i, ^^ et ^^ les
nouvelles inconnues //, u ; e, </ /; (F et (P' en posant

/^ :'r= ( ( -(- //, /y --= r 4- C', /• =- (F -+- (r',

,^— /^/,-- cY-\- t i ' ( b 4- r)2,

^^ -= c ( c — r/ }2 4- (/ ( c -I- a )2,

;̂,=: iv - ( r t — hY-\- n-'(rt + ^)'!,

pour réduire les équations (Y|(>), (/\j') et (.^(S) aux équal ious (a) d^
Hiernann.

1 1 est aisé de trouver trois intégrales des é<[na( ions (^r), C^^) , ('l'Q
e t ( 4 1 ) .

Les équaiions (/i()) donnent fou t de sui te rinté^rale suivaîi l^^

^ 4.... 3J 4... ^^ ̂  ^•2,— consl.,

d'où l'on tire, a Faide de (\o) et (^)^

(5o) (//.r i— ^y,)'-}- (^.r^~ nrj^)^-^ (a.r^-- ^j^)"^: /,•.:- . const.

C'est la première des trois intégrales tout à rhenre mentionnées.
Retranchons de réqiiî i t ion (a) (4?) celle de ( a ) (f\'i) et mulliplious

le résultat par ——1—— ; appliquons ensuite la même transformation

aux équations (I/) (4 s ) et ( h ) (/h.) et, enfin, aux équations ( c ) (4i)

et (c) (4^) en multipliant les résultats de soustraction rcspectivemenî

car ̂ _ÏlL et ^ •r.-.>':.)-pcU ^ Ll———^——— .

A d d i t i o n n a n t les résultats a ins i obtenus, on trouve, en eiïecluant
l ' i n t ég ra t i on ,

( r> l ) /}c(.ri —y^ y--[- ^/(.ra—yj2-^. ah{.f'.^- y^——. L -=: consL

(yest ia deuxiéim1 des trois intégrales dont nousavons {)arlé plusiiaut.
La troisième intégrale e xp rime la loi des forces vives et s'écrira
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comme il suit :

(•o 1 ( I r i . V ('„ frfh\1 ( - „ /^.-V(„) ^^y...^^y^(^

4- z \ a ( ̂  4- <" ) - •\ - //2 < / ( /> — c )2 ( h 4- c ) — '•>. / ) z i ̂  ( h — r ) t )

4- ^ ̂  h ( c -{- a ) 4- ff~ f> ( ̂  -- ^ )2 ( c -+- r/ ) — ° ({ z j ) ( c - « } " •

-\- ^ r(a 4- ^) -h /'" < " ( ^ — //)'2(</ -h ^) — ';>. /•^:t c(a — ^)'2 - i ( ) r , , (0 |- cniist.

ou, en inl,rodi..iisanl au lieu de :?,, G;^, r;;, (^l./^, y, r Ic^s v;n'ial)les T^ .r^;,

•^^.rojii ^^r,^
i /^- ^ , r / . / / / ^ i /^y

^^'^ ^bzj 'T ^(7/7,) -h ^ \ ^J
4- ^.r^ | - c r ] 4- <• • / • ; 4- ^,}^ 4- a œ\ 4- ^y^ ̂  4 CÛ -^- //,

A (.lési^nant une consl îs i i l i * în^ilraire.

CIIAPITHK II.

MOUVEMENT D'îlM'; MASSE I'mi)E, (JMl'S'EE i^Ul HN EIJ/II^SOÏDE DE SîEVOLUTîOIN.

1 . A j ) | ) l i ( j i î o î i s Ir^s e(p iaî ions ^('înéralcs, oblenuos dans lî1 Chapitre
précèdent, iin cas [)a^h(•ul i ( lr , lorsque la surface libre du liquide est
un el l ipsoïde de revolulion.

Proposons-nous de résoudre le problème suivant :

Trouver Ions les cas i ^ o s s i l ^ l c s du mouvement du liquide parfait ci incom-
ni 'ess i l ) l c , dont les molécules s au ire ni suiyant la loi de Newton., en suppo-
sant ( j u e sa surface libre conserve pendani le mouvernerd, sous la pression
constante, la forme d'un ellipsoïde de revolulion.

Supposons, pour f ixer les idées, que

( i ) a -=L b.

On en tire, en diderentiant,

(a) a' --=//,

j4nn. Kc. Nurnt., ( 3 ) , X X V . — NovKMnni; 1908. ^ï
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c'est-à-dire, en vertu de (44),

(••ii) a-=-:j3,

d'où, en verlu de (3<)),

(^ ) y ==— 2 a.

Les équat ions (4o) deviennent

( -/! ) (a — c ) p == a .2^ 4- cj'i,

(3 ) ( c — a ) q -= c.z"2 4- ay.^

(6) ^34-r3-=o.

Les équat ions (c) (4.i) et(c) (42) du Chapitre précédent c o n d u i s e n t ,
en vertu de (G), à la relat ion suivante :

( 7 ) y\ 7a -t- ^i '^2 + q ( «^i + j'i ) — /^ ( x^ 4- j'a ) ̂  o.

D'autre part, en remarquan t que dans le cas considéré
jl., =:: • i » 1 , ,

on ob t i en t , eu é^ard à (a) (4'î), ( h ) (43) (Chap. 1), (2) et ((;),

( 8 ) ^ajâ — ^\ y\ -+- q (^2 4" ./a ) 4- p (^i -i- J'i ) -•:-: 0.

S u b s t i t u a n t dans (7) les expressions de p et y, tirées de (4) et (:)),
on t rouve

( 9 ) ^i ( c x^ -{- ay^ ) -h- cji ( x\ -+- y^ ) -== o,

ou, si l 'on veut ,

(9i ) ^2 ( ̂ i -+• yi ) 4- ys. ( CT .%'i 4- cyi ) ==- o.

La même t rans format ion de l 'équation (8) dorme ensui te

2 c(.^j2—^^) 4- c^ 4- ay^ - a . r ^—cy? .-= o,
d où

( ï o ) c ( x^ 4- y. Y- — ( c — a )yJ — c ( ̂  4- 7i )2 -h ( c — a ) .r? = o.

Supposons d^abord que la somme ^•4"-.y, ainsi que les variables x,
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ei Y Î soient différentes de zéro; le cas e x c e p t i o n n e l , où F u n e de ces
q u a n t i t é s se r é d u i t à zéro, nous le considérerons séparément p lus t a r d .

En resolvant Féqual ion (()) par r appor t à Y ^ et en s u b s t i t u a n t la
valeur ob tenue deys dans (10), i l v i e n d r a

(n) IX^-I-J^— (c—f f )J^ | [ c ( . ^ • ,4 -y2 ) 2 +(c—^) , r ^ |= : o.

Nous avons deux cas à d i s j i n ^ ' u e r :

i° Supposons d'abord que , pour le m o m e n t , i n i t i a l du temps,

Cette condition sera s a t i s f a i t e pendant une durée de temps an moins
assez voisine- du moment initial, en vertu de la continuité de mou-
vement.

La sur/ace lilfre (lu liquide aura la forme d'un ellipsoïde de résolution
aplali do fit F a.re de revoliilion coïncide a^ec l'axe des '(.

Dans cette hypo ihése , on a u r a nécessa i rement , eu égard à ( ï i ) ,

( î 3 ) e ( .r, - 1 " y., )2 — ( a — c)a'] -=:. o,

car, d'après la s u p p o s i t i o n faite, p l u s l i an t et en vertu de (12),
l ' express ion

^( . / •2 i-J^)2-!- (u - c)v^

reste t o u j o u r s d i l l e r e n t o de zéro.

2° Supposons e n s u i t e ( |ue

( î 4 ) c>^

pour le momeni initial du mouvement.
Dans ce cas on aura nécessairement

( î 5 ) c ( .r, 4- }^ )2 ~ ( c — a )yj = o,

car le facteur
c(.ra-4-y,)2— (a — c ) x l i

reste toujours posit if , en vertu de (T/|), et différent de zéro.
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Nous avons ici le cas où la surface libre conserve pendant le mou-
vemeni la forme d'un ellipsoïde de révolution allonge,

Etudions d'abord le premier de ces deux cas di(Ieren(s.

M O U V E M E N T D'UN E L L I P S O Ï D E DE î l E V O L n ' I O N A P L A T f .

2. Les équa t ions (10) et (i3) d o n n e n t

( a — c ) j ^ = = c ( . / ; i - i - y , ) 2 .

Résolvant cette équation et ( i3) par r a p p o r t a ,r^ et y.., on ( r o u v e

^i ~ ̂  o-(.^2 -+- ./a )> .r^ =- £2 '7(^i -+- .T'i ),

où l'on a posé

£l=±:I, £,^±:I, G--.-4- i/———__.
y ^r — c;

On a donc , en ve r tu de ( i 3 ) ,

.^^^2 _^ç.(.,.^..,;..y^^

Substituant les valeurs trouvées dej^ et x^ dans (<)), il viendra

^(^i+yiKÊr---}^) =o,

ce qui exi^e qu'on ait
Êi-4-^^o,

c est-à-dire
£1^:4- ï , £3—: — i

ou
ÊI=: — ï , £^-=4- î .

Un peut donc écrire

(^} ^=:^+^(^+.yl),

07) j,=:—<7(.ri+j-J,

eu introduisant la notation suivante:

( 1 8 ) a=:±i/———.y ^ — c
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Subsl i inani (i,7) et (i^) dans (/i) et (,y^ on t rouve

( ' < ) ) /> - ^ ̂  .̂  4- ^——^ }-, — ( i -h ̂  ) .r, -l- cr^ ~ .r, -[- ^{.r, 4- y , ) ,

( ^o ) </ =: — ̂ ^ ,/-, — ̂ -^ y, -=_ — ̂  .r-, -- ( , 4- ̂  } y , - ŒI^.

S.;i so l i ihos i <ln i^roStIpnK1 se rampnc ;s l< t ( [ ( ' ' [ (^• l ï l i i i î i t io l i des i l icon-
niK^s .z-,, y,, cr, .r^ et y^ en l'onctioti ( l ( î / ;i S\ud(1 drs e<|ua( io i is ( / ( i ï ,
( t ^ ) , (/g'\) ot (/j/s; ( 'Chaj). I).

3. Subshtdiinl (i(^, ( 1 7 ) , ( î ( ) ) el (-j.<>) dans ( a ) (^i) el (a ) ( /s^ )
| ( ^hap . 1 [, on S r o u v t ï

( ' ^ ) .r, 4-cr../ ',(./ ' i4-- ••\ri) — cr / • ( , / • !+y , ) ~ .̂  a

^-: — 3 rj.p :- — 3 a | ,r, 4- cr' (,r^ 4- ./, )J,

(^) y\ -h l——^- ,7-, ./l;, }- ^ | .ri 4- ̂  (,r, 4- .>', );) -- yi a

-- :̂  a/^ ----^ - ^ a | ,ri 4- o-2 ( .?-i -h 4-1 )].

'rriHisforinons fiiaiiilcu^nt, les eqnî t f ions ( h ) (4 1 ) c^" (^) (42) ^i1

(^l iapi l re précèdent.
On ;i, en ('-^ani a 0 »S ),

, ( ; ' ( ( { -•- < • • ) — ( • { a 1 — (" /) _ { ( € ' — - caf
{a --- c) '^ "" {a — c)2 7

d'où, en se rappelani <j i ie, en vertu de (Zi/i) ('(^laji. ï) e[ (3),

C' r:-: '^ c y -=::: — ^ ça, «/ =•-: y ('/ ûî,
on [ i r t 1

r 23 ) <7^/ .;-..-. — —^— a ~. — 3 cr2 ( ï + c72 ) a.
• ; ( / / — c ^ ' /

a5

Subslidiatsl .r,, y^ ci, G"' dans (/>) (/li) el (^) (/|2) (Chap. I), ou
î l'olive

^•i / ^ / / ^ 3 ( ï -h cr2 )
--̂ L -4- cr ( .r, 4- J4 ) 4- ^(.x^ 4- y \ ) ~^- ———^—— x^ ̂

— ̂  {l 4- ^ ) ( .ri -h Ji ) — r y , — ^ [ ,t\ 4- ty' ( -TI 4" Ji )] === 3 acryi,

(2^) — a'Ç.c, 4-./i) — ^(^-i -h./i)

4- ^^[^^i -h o•2(./;l 4-.yi )] — /•^•i 4- ^ a(.z-i 4-yi) =-: 3a^yi,
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d'où l 'on lire, en add i t ionnan t ,

(25) ^ -+- ^3(^1 - Ji ) — r { x , 4- y, ) 4- l±î  a.r, =: 6 acy,.

Donc les équations (a) et (A) ( ^ i ) et (^ (Cliap. i) se rédu i sen t au
système d 'équat ions (21), (22), (24) et (2')).

4. La comparaison d'équations (21) et (2^») conduit à cette r e l a t i o n
simple

(26) 3o-7i(.r,4-3ac7);=o.

Addi t ionnons m a i n t e n a n t les équa t ions (21) et (22).
On trouve, après avoir m u l t i p l i é le résul ta t par o",

^(•^ •+- y\ ) -+- ^•t [-^1 + 2 cr" ( .ri + y, )'| + /-.r, — o- a (,r, -+- Ji )
== — 6 ac7 [.ri 4- o-2 (.ri -l- ji )].

D'autre part, l 'équat ion (24) d o n n e , en vertu de (2.3),

— (j{x\ -{-,/J 4- .T:,[9.x, -}- ^(.ri 4-7, )]

— r x , + cr a (.̂  4- ji ) + 3 ̂  ( i + ̂ ) a (.r, 4" yi ) :== 3 ao-ji.

Additionnant ces équations, on trouve

( ^7) (<,+ 3acr) [,z^+ ̂ (.r, -hji ) j ̂  o.

On voit donc que le système d 'équat ions (21), (22), (2/1) et (2.5)
peu t être remplacé par le système équ iva len t d 'équat ions (21), (22) ,
(26)01(27) .

Il e s t a i s é d e v o i r e n s u i t e q u c les équat ions (26) 01(27) se r é d u i s e n t
à une seule équat ion

(2 8 ) ^3 4-3^(7=0,

car, d'après l'hypothèse faite plus haut, x, et y , sont d i f l e ron t s de
zéro.

Subs t i t uan t ennn - Sac- au l i eu de x, dans (21) et (22), il v iendra

( ̂  ) ^'\ — a r ( x, 4- yi ) 4" a a .ri — 3 ao-^ == o,

(30) .yi + ̂  Oi + ̂ (-^i -4- y^ );1 -f- (3^~ i)ay, = o.
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5. Transfonnons maintenant les équations (c) (/ji) ci (c) (4-2')
(Chap. I), qui se réduisent à une seule, en verlu de ( {Oet^s) , (:"))
et(G).

En ellet, la relation (9) donne

( 3 1 ) cy i '̂  ~{- ay^ j^ -=. — c ( .r i .r^ -{- r i y.^ ).

D'autre i)art, les équations (^(/gï) et (r) (/s-ji) (Chap. 1) |)euvenl
s'écrire, eu égard à (4) et (r)),

<Y./":$ 9, ryi }'a -t- ( ' y \ .r., -(- a y.) ./•i
7/F "h " ^ c ^ a ' — — "̂  oî

^{ L ^^i.^-+- c.}^^^^- ^y^.r, ̂  ̂
^/y "' c -'-"a — ~ ' 7

d'où, en ver lu de ('^i),(,,„) ^,_^.^,^^^
^:! i- ^^^^r^^LZi) — c

(</// c — a

Ces équations se réduisent à une seule, car, en vertu de (G),

.y:»~-~^3-

Substi tuant dans réquaî ion Oi,) les expressions de x^, y^ (16)
( t t ( 1 7 ) , on trouve, eu é^-ard à ( i<S), (2) et (3),

( 3 '2 ) .r^ -h a cr Q -i- ^ .r.^ a -==- o,

où l'on a posé

(3^) ^Q-^^+cr^. '^-hjt)2 .

L'équation (32) rnonîre, en outre, que .T*;( et, par suite, a, ne peuvent
pas être é^aux à zéro, car la quant i té Q nïï s'annule que pour

.r,—j,-=o,

ce qui contredit l'hypothèse faite plus haut.
La dif lerenîiation de (32<) donne

Q^^^-o-2^^./,) (.z l/^+y,)4-" o-Œ^.r, 1 y,)2,
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d'où, en vérin de ('23),

(T— .rpT^ -+- ^(.^i +Ji) (^'i 4-.) ' i) —- 3 o-'( i + o"2) ^ ( • ^1 -f-.ri r.

Subs t i t uons dans le second membre de celle égalité les valeurs des
dérivées^ el y^ t irées des é q u a t i o n s (^f)) et, (''!()).

Oii ob t i en i , après des réduc t ions s imples ,

(y.-r=— ^ (2 -h 3^) [.r^ -}- o-(.^, -h-;)', )'] r=: - a af ':>. i- 3^) 0,

ou, en vertu de (2,3),

f)' ^ (3 -4 -3 (7 " ) , '2(7' 9.7' P.fJ' ^7

(J 3 (7( l -h O-'2) -"' CT 3 U( ï -i- CT' ) """" 0- „ ,/" 1 " \
of7 [^ - )

On en t i re , en i n t é g r a n t ,
/ ï \ ; t

lo^-Q -== lo^'o"2 4- lo^' ( ( -h — ) 4- cens t.,

e î , enfin,
Q==;) lL [c r^ ( i -h^)!^

."'Il dé s ignan t une cons l an le a r l ) i ( r a i r e .
M o y e n n a n t l 'expression (18) de cr, on peal presenler Q sous la forme

s u i v a n t e ,

^ 2 a ( a -- c )

;)tl i dés ig 'nant une au t re constante a rb i t r a i r e , car on a t o u j o u r s , d 'après
la cond i t i on d / incompress ib i l i t e du l i q u i d e ,

abc .:= a2 c == î'o--"-: consl.

l /equaiion (32) peut s'écrire m a i n t e n a n t

.X, o-
,̂ +^ .̂,.̂ ^ .̂,0.

Or, l 'équat ion (^S ) donne, en vertu de (23),

a'\ :-:-- — 3 w.' — 3 aa' .-:=: — 3 <T7/ 4- <) o- ( ï -r a 1 ) a".

Par s u i t C y
— 3 y' -i- 3 r^ ( i -h 3 a" ) ::= — ———-1— ,

a ( a - c )
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ou, pins simplement,
.)b

(33) ^(l -h 3(7') — a'rr
<:? ( a — c )

on 1 on a pose
x -= ̂

En se r.ipix'liml, enfin, ( juc

W) c < - . — , c -_- ï ,
9, ('/ ('/ -

on peni doniK1!' \\ l'e<jUidion precédejsîe la forme suivante :

( 3 5 ) :>Aa -^ \ ( ( " 3^^:- /s K..

(yest Uî ie é(inaêion (lill'erentielle <ln secoî id ordî^^ ( l on î . l'inte^ralion
deiernnne a en Coneî.ion de / ; l ' anS i^^ demi -ax f 1 \/c se dèlerrniiiera [>ar
la seconde des équat ions (''il).

6. Le problème esi donc ramené a la deiermmaS.ion des variables
.r,,j^, .r;( et a a l 'aide/ des équations (-2^), ('2<)), (3o), (34) et (35).

Quant a la composante /', on peut la donner a l 'avance en fonction
a ri ï i traire de /.

Hentarquons, en passant , que ces équations déterminent nn mouve-
ment possible d'une masse f lu ide ellipso'idale sous la pression exté-
rieure qui s'exprime comme il suit :

// -=: ni. -\- il Ç2 ,

ni et n é tant des ton riions de /.
Pour achever le problème qui nous intéresse, il ne nous reste qu'à

s a t i s f a i r e a la condition que la pression P reste toujours constante en
lous les points de la surface

'^ „ '̂  ç2 —
a h c

ou, ce qui revienî au même, vérifier les équations (43) du Chapitre I.
Ann. A'<". /Vo/"m., (3 ) , X X V . — N()\ I'.MISIIK 1908. W
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Ces é q u a t i o n s se .réduisent, en vertu de(i6), ('17), (19), (20), ( i > < S ) ,
6) et (32), aux deux équations suivantes :w

-(t^-O-a^^+^z.-.-i^L^
^ a ( a — c )

r o / '•>'^— /i a- -+- 2 a — --— --h. ••î 3c

d'où l'on tire, en é l i m i n a n t la fonct ion i n c o n n u e ?^

(36 ) aï ( 9 ̂  <72 — CL 4-- 4 c ) -- ( a -}- 2 c ) orJ -= 2 H .— ——)l!-,
^ — r;

OÙ

On voit que a doit satisfaire à la fois aux deux équations diiïéren-
tielles (35) et (3(5), qui. doivent être compatibles.

Résolvant ces équations par rapport à a2 et a', on êro ve

(37) a .̂ ———__IL.,,__^^^^^^^^^^^^^ „. _^,_,,H^
« ( a — c ) ( i — ?) o-' ) ( < i - c ) { i — ; o--' ) '

( 38 ) a' = ————l!!_____ .,..,.... _,J^ C 1 „.': ̂ J
a ( ̂  — c ) ( i — 3 o^ ) ( a --~7) '( r.-~ ;^1")ï

où P désigne un(.i constanl.e*
Pour que ces équations soient compatibles, il faut que la première

dalles représente une intégrale de la seconde, œ qui est impossihie.
On a, en edet,

JL> —r Tt ( î -4- cr2 ) o- 9 IT, î ;t tl^ -.- -.,.-.-..- -^^
'7

£ = 2 T C ( l + CT2) —— 2 7T( i 4- (J^o- ;(rc (;)ti^ 1,
U , ' C Td où

^ R ,i,^-«-3^
a'—^c =1' """"a — c'"" '" ^ 7T ^ ( 1 + o-' ) ( ' + 3 a2 ) arc î <i 1 1 ̂  - - 3 71 cr2 ( ï + ̂  ),

Les équations (37) et (38) peuvent s^écrire sous la forme

(3(?) ^=8 -i.-T arcl^^-i,
o"

1 0) ^^Si+Tiarct îu i^ .1 - ,
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où l 'o is a posé

,,, TT a( i 4-- o-4 ) { i -4- ^ cr2 ) ,,, TT cr( i -1- o-'2 ) ( t -+- 3 a'2 )2
( ̂  ) î , —————^____,——— , g , -, —————^^————— ;

qiian(, a S et S,, ils sont les fondions al^'^E)!'^)^^ SM'I ^.
I.a ( l i i r^rr . îs j . iat ioî i de l^ '^ juat ioss ("'!<)) <*()i î<.I. i . i i t . à l^^ination su iva is te :

^/S (ht 'Va"' , t/'V , i
•>.ay. - — -,-• •(- —..——o- t - ——7 ; î j - c î ;n i^ - -

<'/<'/ ^// i | 0" ^/'J 0'

Mullipinni ( lo) i);ir 2% et, îTJ.r;uinlKtni l ^ ^ résul ta t de c e t t e éqi.iation,
on trouve, l;i relatJori sr i ivante,

^ ^ L_ _- 3 'S' cr1 — 3 o- ( î 4- o-1' ) — ;8 î - ( • 1 ;H i ̂  •.:.-: •>. S i 4- '^ T i <» rc1 tan^- - )
</^ f!fj ' rj 0-

< l i i i exi^e ( j î l ' o n a i l i d e î î t ' K j i K ^ ï i e i s t ,
./11

•>. I i - | - 1 - ,-> crf i i o-' ) -.-11- ; ,;:; 0,
Urj

w qui est impossible, comme i! esl aisé de s'assurer en effectuant:, le
calcul.

L'analyse précédente conduit a la conclusion suivante :

Ijd supposilio/i c/uc les q{/.a/{.Ulr'!>

./•i, yi et, ^'a+.t 'a

r es l e / î l di/J'c finies de zcro est incompatible avec l'hypothèse que la surface
libre (lu fir/n/f/c conserve pendant, le mouvement la forme d'un ellipsoïde
de révoldl.i.on. ( t f ) l ( i l i .

7. Il ne, noos reste qu'à étudier les cas exceplionnels, où certaines
des quan t i t és ,r,, y, et •^-+-j^ s'anirulent.

Be[)renons les équations fondamenta les ( ( ) ) jou ([)^ ^t (1:0).
L'é(jualion ( < ) ) sera satisfait^1 dans les cas suivants :

1 ° .^4-jy—— 0, .̂ i == 0;

'r> ji := o, c ,r^ -t- ay^ == o ;
3° y, "--= o, 'TI ~== o;
/i" .r^ -4- Ja •— <>. ^2 -4" ^.ya ̂  0»
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c'esl-à-dire
^-=y^—-o.

Examinons chacune de ces quatre hypothèses.
Supposons que

(40 .r, — o, .'z-2 H- y^ == o.

L'équation (10) devient

• (a-c)y2,—cy2,=:o,
d ou

/——~
( 4s ) x^ ==:— oy,, 72 r= a ̂ i, or = ±: & / —r—

y a — c

ci, en vertu de (9) et (20),

( 4 3 ) p -=. cr^/i, (f —. x^. =- — crji.

Les équations ( / j i ) et ('4-2) du Chap i t r e 1 d o n n e n t alors , w v e r î u
de(42),

( 4 4 ) a- r y ^ — a cr/i .̂ 3 •=: — 3 ao-^r,,
( 4^ ) o"/, -h cr'y, + ( i + cr2 )j-, ,r, + /'y, -= /, aay,,

(4^ï) y, — rcrji —jia =— -'^o-yi,

( 47 ) CT,/! + o-'yi -+- ^\>\ .z'3 := — ->. a<7yi,
( 4 ̂  ) .r̂  — ^y\ + -;>. .r̂  a = o.

La première de ces équat ions condui t à la relation

(49) 2^3— r= 3ao-,

c'ary, est dilrérent de zéro.
En retranchant ensuite (47) de (45), on obtient

(5 0) ^34-r-^6a<7.

On a donc, eu égard à (4<)) et (5o),

( : ) î } x^ -=-: r -= 3 aa.

Les équations (4,5), (46) et (47) se réduisent, a Faide de (2.3), a
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une seule,
r ' i—yi^^o

on, en vertu de (34),
,'.. .^a'^,,,_^_,

d'où l 'on t ire, en i n t é g r a n t ,

(52) J,=;p^/,

p désignant une constante arbitraire.
Substituant les expressions (F)!) et ( 5 2 ) de x^ et y, dans Ç'W). o is

obtient, en égard à (^'^

( 53 ) y: - - a2 ( i 4- 3 o-2} =-r ;)l1 a2 a,

où l 'on a posé
3;)IL _ p2.

8. Passons n i n i n t e n a n f c aux équa t ions ( / i '^ ) du Chap i t r e précédent .
Elles se r é d u i s e n t dans le cas considéré aux s u i v a n t e s ,

^
a1 ( <) o-2 -— i ) — a' —: — + '2 -lo — 3 ̂ It a2 a,

...... ^ ^2 ...̂ .... '^yj-zz:: — -\~. 9,3^
c

d'où l'on tire, en él iminant la fonction inconnue A,

( 54 ) a" ( 9 a"''' ̂  — (̂  -i-- /j c ) — ( a ~\~ 9. c ) a' ~ 2 lî — 3 ̂ (L o"2 a2,

K r-: .Jl,^— 3c.

Donc, la f o n c t i o n a doit sa t i s fa i r e a la fois a deux équations dil leren--
t i e l l e s (5'i) et ( \/\ ), ( j u i peuvent s'écrire sous la forme {voir n° 6)

oç2 - - . - j > 4- 'g' ;n-c l ;u i^ -~5
C3'

a' ---= 1*1 ~\~ l'i ;u'c tan ̂ -5<j

où P et P, sont les fonct ions algébriques en a\ T et T, s 'expriment,
comme au n0 6, ii l ' a ide des formules (4o<) .
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Nous avons déjà vu (n° 6) que ces équations sont, incompat ibles .
Donc, le mouvement correspondant à l'hypothèse ( i ) est impossible

au inoins, si a^, r et a sont différents de zéro.
Or, la dernière supposition est aussi inadmiss ible , s ' i y ^ est dii ïéreni

de zéro, ce qui résulte immédiatement de l 'équat ion C.'^)*
D(nsc la première hypol/zêse

iu oc, •==. o, .r.̂  -4- y 2 •=- o

conduit au résultat négatif.

9. Considérons le second cas, où

( 55 ) y, -=- o, cx^ +- aya = o.

On a

(55 i ) .r2=~-^^

Subst i tuant cette expression d o y ^ dans (10 ), i l v i e n d r a

/y* <•• —— _______-_——, '•y '•

'"^~-- c (a-c) 1 ?

d'oa l'on tire

(56) .7;ai-=: ———-.Ti,
(7

en posant

(56.) a=±\/^•

Substituant ensaite (56) dans (-55/), on trouve

( 5 7 ) j3-=:—o-.r;i.

Les équations (19) et (20) d o n n e n t

(57i) p-=(i -.hîrj.y,,, y=o.

Les équations (4i) et (4^) du Chapitre 1, se réduisent, à l 'aide de (56),
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(57) et ( ^7 i L ^nx s u i v a n î e s :

( f)S ) ./''i •+- o'-r, . / • ; ; — r./'i G- — . / • , y. . — 3 a . / - i ( i -^- a 1 ),

//_L^
I _.L. f j î - ^ r7 I 4- C7-

( :)() ) —-.— .r^ -t- ./•i ————— — > i -i.- ^ ) .r , .r., . ——— .̂  a,
u /'/ /. •7

( 60) ——J— -r i .,/•;, I- - ——^- /•.ri =:r — 3 î< .r, ( i "l" c?'2 ),
o" cr

( 6 i ) - • 7 .r\ — fj' .ri - i- ( ••' 4- o-^ ) . / • i ,,/•;; — /"./•i 4- ^^'\ v. =— (),

( G'.-i ) ./•';; -i- cr ( i 4 - o'1 ) .r'\ 4- ^ ./ ':s ^ ~=" < > •

1 0 . Miilî. i|)l i<nis ( .^ î ) ) pîir —-—„ ^t, reiraitclions le resmll.^( (10(58) .

On (rouvc
^/i-L"

i - 1 - ̂  ^ .» / ,,•.'o-,r, ,r., - / • , r ic r— ———— ——.—.r, =: — .-xa.r^i 4- o"-),
0" !<//

<l\)ù, rn S c î î î u s l romi^lc de (''2.''!) ei en suppr insî înt ie lacieur rom-
in si 1 1 Gr.r,,

( 63 ) '-»./";{ — ^ = — G a a.

D'anire, j^ul, réquaiion (do) peul s'écrire

.y:.. 4- /' ^- — ^ aa,

car le f îsr ieur conininn ( " s -h cr).r, (^sl. didcreni de zéro.
OUc é( | ( i î t t , i o r î c-i (d'^) înonircni ( J Î K Ï

(6/i) r= o, .r:(==— 3aîr.

I/é(jî i;HJors (F^Sj dcvK^nl alors

(():)) ;r\ -I- 2a.Ti ~ o,

d'où l'on lire, en inlégnnil,

(66) .r^^

F dés i^na îê j , une consî^nto arbilr<iire.
Qilimi ia réqnfihon (61), e l f^ se vériiie identiquement, en vertu

de (G/s), ((;5) el r'23).



r)o^ W. STEKLOFF.

Il ne nous reste qu'à transformer l 'équation (62).
On trouve, en tenant compte de (64) et (65),

(67) a/-^(I+3^)=^Mi±^,
a

où l'on a posé
3;)1L=p2.

1 1. I^assons m a i n t e n a n t aux équat ions (4,3) du C h a p i t r e précédent .
On obtient , en tenant compte de (55), (56), (57), ( ̂ ,), (64), (66)

e t ( 6 ) ( n ° i ) ,

3 ,X -L±^7-' ^ a2 ( q ̂  ~ i ) — y.' =- -^ + '>. 4.,a- ' ' a
, ^ , 2 \

— i\ a" + 9. a' ---==. — -+" 2 C,
c

d'où, en éliminant À,

(67.) ^(9^—^+^)~^-4^c)=.H - ̂ li-̂ Lî!̂

j^ :1-::- .1.0 ~ 3c.

I^n répétant l î resqsK» textnellornent I t^s raisonnenn-nis des n*" 6 d, S,
O Î B s'assure que les équations (67) (-1 (67,) ne peuvent pus (- ( re com-
patibles, au moins si .ẑ  et % restent di(îeren(,.s de zéro.

Or, cette dernière supposition est aussi impossible, si .r, est dif-
férent de zéro, ce qui résulte immédiatement de l 'équation (in).

Donc, l'hypothèse 2° du n0 7 est aussi inadmissible.

1 2 . Passons enfin a l'étude de doux dernières hypothèses (ailes au
début du n0 7.

Il est évident qu'elles se réduisent à une seule,

( 6S ) t ^-:r^::o,
1 ,^=j, =:<),

car une^paire d(i cns quantilés, par exempic.y, e t y , , u e peut s'annuler
sans qu'il en soil de même de l;i seconde, x, (-iy^w qui résulte immé-
diatement de réqnalion ( 1 0 ) , si a > c.

Or, si .r,,ri, x^ ety, s'aunulcnf a la fois, l'hypothèse
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î le jonc aucun rôle, car les équat ions ( < ) ) el ( s o ) se vér i f ien î indcpen-
danirnent de celte hypothèse.

ê^e cas cl a rnonvcrnenî, défini par les conditions ( G8 ), sera possitîle pour
l'ellipsoïde c/e révolution aplati aussi bien que pour V ellipsoïde ( î t i o / i ^ ' e .

Dans le cas considère, on Irouve

p=-o, q - - o.

Les équat ions (/|i) et (42) du Chapi t re 1 se r e d u i s e n î a une seule,

.r̂  -\ - 2 a.r^ •=-=: o,
<iui donne

û,-,=^

c étant une coissiante aî^ i t ra is^^ .
Quant aux équations ( .^'i ) du (^liaji)!!!^^ |)^eced(knl, elles deviennent

^^^^,,,,iL,.^,^ ._...P:,(i aï

' Ï 1 . - ' -- lî^ . -•

r

d'où l'on t i?^ 1 , (^n éliminant /.,

a" ( I f •-- ( f ) - a' ( a \- '.> c ' ) -:= •:> 1^ — S

où il faut poser

R-^a-8c, c-r ^, a-^ -^ .
(f/.^ 9. Cl

C'est une équa t ion d i fFé ren t i e l l e du second ordre a d m e t t a n t l ' i n l é -
^rale

S f( * ( 0 1 '>, //r/'' — \ o* r/'1

•-•> t 'o 4 a-1

(jni résulte de l' intégrale des forces vives [ l 'équat ion (^a) du Cha-
pitre 1 1 .

Les composantes //, r, <r suivant les axes E, T], "( d t » ^ yel l ipsoïd< t (2<S^
de la vitesse absolue de chaque point ^ Y), ^ du liquide s'expriment

À un. Éc. A'crni., (3; , X X V . ?\OVIMI ÎUK i<)oB. G/l
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u=(x^—^--n, c =:-'Ï-4-a-ri, iv =-—20^.

Le mouvement d 'entraînement se réduit à la rotat ion du corps (n 'Q
autour de l'axe de rotation de l 'el l ipsoïde avec une vitesse angu la i re
qui peut être donnée à l'avance en fonct ion arbitraire de t.

Nous avons ici le cas du mouvement, découvert et é tudié par Ih-
richlet.

L'analyse des articles précédents nous condui t au résultat s u i v a n t :

Un seul cas possible du mouvement, où la surface libre de la masse
fluide parfaite, homogène, dont les molécules s'attirent suivant la loi de
Newton, conserve pendant le mouvement, sous la presdon extérieure con-
stante, la forme d'un ellipsoïde de révolution aplati, est celui de D i r i c / i l e t .

MOUVEMENT I> UN ELLIPSOÏDE DE HEVOUJ'nON ALLONGE.

L Etudions m a i n t e n a n t tous les cas possibles du m o u v e m e n t d ' u n
ellipsoïde de révolut ion allongé lorsque

( l ) C>Cf.

Supposant d'abord qu'aucune des q u a n t i t é s

:r;,, Vi eL ^-r-y 2

ne s 'annule pas, on a (voiriV 1 de la Section p r écéden t e )

(2) J|=^(.^4-7,)2,

où l'on a posé ma in tenan t

(3) ^=——>o.
• c — a

L'équati on ( i o ) don n e

(4) x\^^{x^y,Y.
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Par conséquen t ,

y^== £1 cr(.r,4-j2), ^i-^ £•2^(^1+71),

cr=--}-i /—6—^ £ i = : = ± î , £ ^ = = ± l .
y c — a

On a donc
i — g.,^-

yi=--^-.^
— _LL°_

Subslituant ces expressions de y^ et de y^ dans (<)) (n0 1 de lu

Sedion j ï récedenîe) , on trouve

c — c i
————————————————————————. ^J ^ ' Ï ' • ^ ^ 1 ——— £ 1 C^ ^ ———— Oy

£ ,> CT { 1 — & i 0' )

ce ()iii exi^'e ([n'on ait

l{n enl.endant inaintenanî par <7

^ ^Y/^'
on p e u l oer i re

(6) yi= L^?^,,

(7) ^T^^

Dans et* cas, les é q u a t i o n s (4°) du C h a p i t r e 1 d o n n e n t

(8) p— ( i — î7).ri, /y^—cr j^ .

Les é ( [ u a î i o n s (7ir) el (7|2)du Clia |) i tre 1 se redu i sen taux suivantes :

( 9 ) ^\ -— <J——-r!— x.^ .r;( 4- ——— r ./;2 == ( 3 rj — 2 ) a .r,,
l — çr l ---- cr

( i o ) .r^ ~- -'——'— .r i .r^ - ———^- /• .r i -r ( i — 3 a ) a .x.^,
'7 0"

o-f r -4- cr) cr cr'
( î ï ) • ^ - 1 - -^"rT---^-7-. -llli- ̂ ^r^- ^-_^-^,=(,-3cr)a.z,,

, ('•->, — cr ) { l — cr ) ï - - cr c^ / •> \(,,, ) ,,̂  _,- .,..._——^_——- ...,,., „ -^- ,. ,„ + ̂ —^y -r, -- ( .̂  - a ) a .r,,

( i 3 ) .̂  4- aa.-r,^- o.
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La di l fé rent ia t io î i de l 'équation (3) donne

, a' c — c.' a r» n c ( y. — y ) 2 .3 ne ,, , ,
'"» cry :•—: —————— — _——.-...—'_ —-1 ————— a == o..,) cr- ( ç" - • i ) ̂ ,

( < • — «y- { c — ̂  ( c — af-

d'où
^ ,_ ,37 (0 - '—s) a.

Subs t i tuan t celte expression de a ' dans (ï i ) el (12), 11 v iendra

o" ( i -)- a ) f / o
(iii) .r,4- —————--î'2-^:î -t" ———/\ZY~-::— 2 ( 1 4- 3cr)a.ri,

l — (J î — <7

( 'î — cr) ( î — <y) î — o- . /' \
(,i 2i ) .'̂  4- ————————— ^i ;̂{ — ——— r.Vi =....: ( i -h ha-) a .r^.

<7 CT

Retranchons maintenant (9) de (n<).
On trouve

.z'2^3 -h 3 ( î — a) a^i ~^^ o.

En retranchant ensui te (10) de (12), on obtient

( î — or ) ,z'i .r^ — 3 a'2 a .r;» •"::: o.

Ces équations conduisent à la relat ion suivante,

( t — a- ) ,Vi ,r, ( ̂  -1- 97^^ T:r o,

d'où l'on conclu t que

( ï3 , ) ,r:(:=.o, ^=-0,

car, d'après l'hypothèse faite plus haut, x^ et -r^ sont d i i ï e r e n ï s de
zéro.

La seconde des équations (i3i) montre q u e a ef, par suite, c doi^erH
rester constants pendant le mouvement.

Les équations fg), (10), ( ï î ) , (12) et ('i3} se réduisent a u x d e u x
suivantes :

( î (\ ) x\ -\- ——— rx^ - -- o,
î —~ y

, a- — î( ï 5 ) x^ + ——— rx^ :— o.
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^. 1 1 ne nous reste inainSenant qu'à sahsfaireaux équations (7|3 ) du

Chapitre précédent.

Kn se rappelant qu'on a Ion jours

^ 3 + J ' 3 — — 0,

et en t e n a n t compte de (6), (^), (8 ) et (i3,), on trouve

À
- -1- A; =-= o,
a

î — a , o- „ À .
——— ^.2 -^ ——— ,r2 4- - 4- 2 =- o,

o- i — a c

<l\)ù, en é l i m i n a î î t À,

o" , cr ^ a •— 3 c
( 1 6 ) .^———-i- .z^

D'autre f'àvi, i l est aisé de s'assurer que les équations ( i4 ) et ( i 5 ) ;k. oart, s! est aise de s ass
a ( 1 me t te n t 1 ^ i î 1 1 é^' ra 1 e

., i -•• o- , a./,•. ——— -.̂  ^^——— _--_• (;on.sl.,
o- -- ï -— a-

qu'on ()eut écrire coîâHïie il su i t :

(,7) ,.;'-^+,^^=_^

p dé s ignan t une cons tan te arbi t ra i re , car on a toujours

i — a << o.

3. Désignons main tenan t par QJ la projection de la vitesse angulaire
du mouvement (i /entraînenient sur le plan équatorial de l 'ellipsoïde.

On trouve, eu égard a (8),

(i7,) ^ = p^ 4- -y2 == -r2 ( i — or)2 4- x\ a\

d'où, en vertu de (17)?

^2 __ .. _ cr ( î — o- ) p^ -r: cr( cr — i ) p 2.
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II s^ensuit que CL) reste constante pendant le mowemeniy car il en est
de même de cr et de p.

L'équation (16) peut s'écrire

08) ^ ^-^.
• cr((7— 1 } c

Or, on a, pour c^> a,
. f , ^o- 2 —!) , CT4- i 1oJL=7r o-2^- ——-——lo^-:——_ ,

L -i cr — ! J

e=—7^[a((T2~I)—Œ(c72--l)Io^o ' --1-i ,L °" -•- *..

où l'on entend par or la valeur positive de racine carrée

On en tire
y c — a

Zc-^a /S^-ï o-4- ï ^—————— =:: TT ( a- — ï ) ———— 1 o^——— — 3c \ 2 cr n 17 — i ;

et l 'équation ( ïB) se réduit à

(,„) ^..(.<,-0(,.-0^1,,,^--3

où l'on a posé
e = :t: ï .

L'équation (19) montre que /a composante sidmnt le plan écjuatorial
de la mtesse angulaire du mouvement d9 entrainernent ne dépend (lue du
nombre a", qui peut varier entre i et 4- ce.

A toute valeur donnée de a correspond une valeur bien déterminée
de co, c'est-à-dire à tout ellipsoïde donné correspond un niouvemont
bien dé te rminé du l i q u i d e .

Il importe d'étudier la question inverse : la valeur de w étant donnée,
déterminer la forme de la surface libre de la masse jluide.

/!. Nous a l lons montrer que u ne peut pas être d o n n é arb i t ra i remenî
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et qu' i l doit être compris entre certaines l imi te s , pour que le mou-
vement considère soit possible.

Supposons d'abord que
£==+ I,

et posons

(20) ^(a)=^(c7~î)(o-2-ï)(3^^Io^^-3')=:^,(^-^(a),

OU

^)-^JLZZ^I=^^^^'
•A " a — i

^,(a)= 30^—1)^-1).

Il esl év ident que

D'à litre part,
^(')=0.

^ (, ) = lim ̂ ^^l ̂  - , )' los0-1-^- = 9. lim (a - , )' lo^—^ -. o.
(7 =: 1 2 0" —— 1 o- =: i • 0" —— I

On a donc
'HO=^i(i)-^(Q-o.

l îcr ivons m a i n t e n a n t l 'égali té (20) sous la forme

^'-^-
en posant

,. , , , a- 4- ï 6 cr
R ( c r ) = l o g o- — i ûo- — i

lS(a)=
(0-_^^0.+^( ; {^—I)

( .{ lacune de ces fonct ions s ' annule pour o' == ce.
On a donc

Or,

^^Hrn^
^a^-^S^O-)

8
tV(a)=-

S^a)^:-

(^_,) (3^- i ) -
1 5 o"3 •4- 3 o-2 — 9 o" — i

("o. _ jy(^~"]r"i )--< ( 3 a2 — i )2 <>
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Par conséquent ,
, / , s ,. S f c r — i H o - -h î ) /;^(oo) r-r -- Iim ——————————— == — -

2 (T :-ao 1 3 0" — 0 (7- — 9 (7 — î Ï ..)

Cela posé, formons la dérivée de la foncl ion '-p(cr).
On trouve

.y^) ̂  ̂ rLî iL îrr:̂ ^

où l'on a posé
., . , o- •+- î î 5 o-2 -h 3 <r — /i0 (a- ) =: log- ——— — î> ————^^,—————-.'—-.

0 0- — ^ S .̂  (7'' - t- ^ CT^ --1- 9 rf —— (

II est évident que

( 2 l ) 0 ( î ) :--r -^ CO, ^ ( CO ) ::--: 0.

D'autre l ) a r f , on a

e' ( a ) -,-, —î~ ^-. ^^Â^^^^^^^^^^^ ,v / ^~ï (^~,^
où l'on a posé

[î -= î 5 a2 -\- 3 a- —• 9.

Remarquant que [x reste pos i t i fpour o-> r, on en conclul q i K ï O^ cr^
reste négatif pour toutes les valeurs de o", plus grandes q u e P u n i t é .

Donc O(o-) va toujours eu décroissant, lorsque o- varie ent re + s
et -+- oo. Il s'ensuit, en vertu de ( ^ ï ) , que O(o-) reste positif , p o u r v i i
que G'> î .

D'antre part, i l est aisé de v o i r que la (onc t i on
C fj — ( ) ( 1 5 ç-3 ,^ 3 Q.2 — ^ ̂ . — , ^

'.>.

reste aussi positive pour Œ^> î .
Il s'ensuit que

^ ' (T) >• o |)our cr >- r .

Donc la fonclion '^(cr) croit lorsque c" croit < l e 4- î a 4 x.
En se ra ( ) j )e lan t q u e

d/( i)::::o, ^r^) -^ ^L,i ;>
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on s'assuiv que reqnaî ion (i<)), qui peut s'écrira

( 1 9 ) ^- -^'HO-),

d^vi^nl impossible si
^ ̂r,)-> -—•

Si, au contraire oî i îlom^ a o.2 î i n ( 1 valeur qiK^conque | )0s i< ivp ,

( > l i 2 S iK - l i i e qn^ 'L7r^ l^^inalion ( î ( ) ^ ) (le.l^rîninera inse valeur r /orr î^ iKni-

da i i î^ î l î 1 cr r,î s ' i t 1 ! ! ( i i i ^ i sK 1 .
D o î K 1 , /^ conslafUc ^r (^('>^(>rmi^e co/HpIc'terncfil la forme de la .s7//;/mr

///^'^ î l e r e l l i p s o ï d e , fluide, pou/va r/f/e la râleur donnée ( l e co2 s o i ! / f i n s
, 1 7T

n e l î f e ( / n e - - . - '

S^onr les râleurs de oA plus grandes r/f/e - ï -n , le inoif^efnenf. de l'espèce

considérée es! i / n p o s s i l d e .

5. S ( j | ) | ) < ) s o t s s mainh'naiil que

c 1"-'11 —— î •

Dans r̂ . cas, P^qual'Km (i()) d î î v i cn l

r,»" /3cr" — ï , 0- + î .A
-̂ - ̂ (^ + ,) (^- 0 ( - ,^- lo^-^ - 3J.

Posons

,î ) - (^1(-ÏL--1il(^^-.•) 10^-.- .̂ - .w. +,) (^-.).
•î / ^ /7 -.- î

On s'assuns conirne ^r^c^dcmmmi^ que

' [ ( î ) -=<), •W+-CO) -::: -^.

l^orrnons ensililt1 la dérivée de la, fonclion ^(cr).
On (ronve

^ , ( ̂  ^ I ̂  ) ( î ̂ :i - 3 a2 ~ 9 <T 4- î ) /. ^ ̂  î _ ^ ...î L̂ ẐL̂ .r:,. ^.•y ( <7 ) — ————------y-1-1—————- [ i ̂  y-:'r7 2 1 5 ̂  - ^ ̂  - 9 cr +1 /
Ann. Éc. A'orm., (3 ) , X X V . — iNovr^iKHi.; 190^. ^
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Cons idé rons la fonc t ion

o- + i 15 o-2 — 3 o- — 4
0(0-)=: lOg —————2—-————r——————————

' / ° CT — J 1 0 O"1 — .) 0-- -- (J 7 -4- i

On voit que
Ô ( r ) = = 4 - œ , i9(4-oc') ==0.

Or, i l est aise (le s'assurer que

ï 6 ( 3 c r — 5 )
Q ' ( a ) . ( cr1 — i ) ( 15 o-3 -— 3 o"2 — 9 a- 4- i )2

On en conclut que

^(o-) <; o pour i < o" -< •^î

©'(c r ) > 0 pOUr 0- > 7; •

I I s 'cnsui l q u e 0(cr) décroî l , lorsque a- croit de ï a -^ e(, dec , ro i f ,

lorsque a- croil de ^ à l'infini.* .>
l îu se r a [ ) ( ) c l a n l ( |ue 0(o") s ' a n n u l e [ )onr G" :-—-h ^, 011 en c o n c l u t

que O f c r ) a d n i e t un m i n i m u m pour cr === ^ a u q u e l correspond u n e
va l eu r négat ive de O f ^ ) .

On voit en même temps que Û ( Œ ) admet une seule racine pos i t ive e {

r ien q u ' u n e , comprise dans l ' i n t e r v a l l e ( ï , y ) ?\ <J./
Désignons cette racine par Œ(,.
On aura

'^(^o)-O,

<^(f7) >• 0 I)OUr î < 0"<, (7,>,

^'((7) «< 0 p0(ll' CT > '7o.

On en conclut que la fonct ion ''p^), s 'annulant pour cr — r , croi t de
zéro à ^(o\/), lorsque cr varie de i à a\,, et décroît ensu i te eu l e n d a n i

asymptot iquement vers — *
I/équation

(22 ) ^=^ (Œ)
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n'îulme! pas dos racines rrollos, (fiiand

^>^,,)
7T

ot, dans ce cas, le mouvement de l'espèce considérée e.sl /////^>v,v///A\
J)ans le c;i s de

( a 3 ) ^ < ' L ( a , . )
TT 1

nous avons (le,nx cas a (l islin^iKT. Si

(^) o< ̂ ^A ,
TT î ;>

reqnaS ion ('.^ï) s i 'adinej , ( j s s ' n n e scn le r î ic j iêc ("('TJI^ ( k f . rirji qsMNH1.
/) lolUc râleur donnée de ro, ('or np fi se, ( / ( ( / { s l' uHe.î^dlle ( 9/1 ), eorresDiunI

u/i seul ea s possible (lu mouyemeni où la siu'/'aee liMrc de la /nasse fluide
conserve la /W///Y' dnn e l l i p s o ï d e de résolution allongé dûjU les a.t'es nie'
^(mx e el (î se d e l e r f î ï i n e f ï ï eoninlêtetne.fità r aide des e(fnalions ('29.) el ( ' ' i /j)
(voir la S^n î ion i)!^^^^!^^^.^.).

Si

^<^ <'b(^) ( 1 ) ,
r . ) 7T

a l o ( i l ( 1 va leur d^ ro (^or ï^^s j ïond^.n l , ( l î ^ux . rac isK^s rcolles (IP. l 'cf iEia-
{ ion ('2.'} ).

Donc, à lonîe valeur donnée de co, comprise, dans V intervalle ( '25),
corres non déni den.x (d.dpsoïde.s différents dont le. rnoKvefneni d'entraîné-
meni aura la mmie. coniposanfe o) (saivant le. plan ef/na/o/'ial) (/e la vilesse
a nn'niaire il.

Hn vouons aux équa t ions ( (\ ), (7 ), ( ^ ), ( î !\ ), (î ^ ) ci ('^i)'

( 1 ) 1 1 csl cvidoril quo
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On peut les écrire comme il suit,, :

, „ . I ~ £0- £0-
( 3 f > ) ^-^./,, ^^^,

( 27 ) /? == ( i — £CT ) ..z'i, /y -r-:. — ScW,

(28) ^^!^,,^o,

, 1 — £0-( 29 ) ^ — —-— f\x\ -= o,
£0"

( 3o ) y?2 4- <72 =-= ( 1 — &C7)'2 .r'^ -\- (j'1 ,r^ =•-- Gj2,

en en t endan t par cr la valeur pos i t ive de la racine carrée

el en posant

La valeur de co étant donnée convenablement, l 'équation ( '23)déler~
minera la forme de la surlace libre de la, masse1 (luide, si l'oti se rap-
pelle encore que

v^ étant une constante donnée a. ravance.
Nous pouvons ensuite/ donner en (onction arbitraire de / la compo-

sante r suivant l 'axe de révolution de l 'ell ipsoïde de, la vitesse an^u-
laire Ûdu rnouvement d'entrainermust de la masse Huide.

La. solution du problème se ramène a l ' intégration des équa-
tions (28) et (2()), où l'on peut considérer cr et r comme connus.

6. Moyennant l'intégrale connue (3o) des équat ions (28) el (2<)),
on tire de (28)

V/f,)2 — (l -— £0-)^

OÙ £, === ±: I .

On en tire ensui te , en i n t ég ran t ,

- r d i .

î — £0- .Z-iarc cos -————•—- = e
G)

î j r dt -i- consl.=:= T,
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d'où

(3 i ) ^——,——COST

et, en diiïeïentiani,
£ l ^ ) / '

./• ^-.— ^————————SUIT.
1 i _ £0-

Siihs(i(uant celte expression de .r, dans (^3), on (rouve

e (i — ccr) ^ .
^^-, J ——.,..-. / - SUIT,

£ | B — £CT | (7

on, plus sirnpiemcît i ,

^ 3 ^ \ . r 2 - . c^sit iT (Er=± i).

l.cs vur i î ïh les ^, el.z1, eiani trouvées, on inira, en verlii de (^>),

I -• . £G- r,> C*)
. . > ' . » . .,/, - • • ——-__.-..——-- — COST •=-— — COST,
(•^^ •• 7 1 "• E | i — ccr a cr

r;îr on a loujours
- £0"

W) ^-T^^——-6.^—— ("'=£-=::±•)-

Siibsli(u;.i>l ,r, cl. .f, (:5.) < ' t (-^) d;>ns (27), on l,rouvc ensuite

• £0"
/ '^' .. p — ________- G) COST = — £C-') COST,
l'^J / ~ I —— £0-

(). L'A ronclion r élant donne(-, les e<i(sal ions (35) et (36) déter-
minent le mouvement d 'entraînement du liquide.

Les composantes /., y e t r d e la vitesse angulaire û é(ant connues,
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nous dé te rminerons la loi de changement de la direct ion des axes de
l 'e l l ipsoïde , en in tégran t les équat ions connues de C i n é m a t i q u e ,
l i néa i r e s en %/, ^- et y/ (voir Chap. I) .

I l ne nous reste qu'à d é t e r m i n e r les composantes //, f, wde la vitesse
absolue de chaque po in t $, y], *( du l i qu ide .

Nous avons déjà vu que dans le cas considéré [voir les é q u a -
t i o n s ( i 3 , ) j

.z'g —: — l'g -=-. o, c/. r= (3 =: o, y "=r — 2 a rr= ().

On a donc, en vertu de (16) du Chap i t r e I ,

// = ,r^, < ' ~:yiÇ,
(ï'r--y^+^^,

d'où l 'on t i re , en t e n a n t compte de (3î), (32), ('33) et (^.l),

/., <') . . < ^n == e ( - s m T, ( '--=—< -- COST,
(7 ' 0-

^ - . ^ (•> / - • '.

(P —z £ , ~———— ;: SI f l T -h -r--————- '̂  COST r:r-- ——— ( £ 1 ; SI 1 1 T —• £•/) COSï) .
f — EO' ' ( 1 -— £0" | 1 —— £(7 • '

De ces équations on déduit aisément les expressions des rompo-
santcs l.J, V, W, suivant les axes des coordonnée, s f ixes, de, la v i t e s s e
absolue de chaque point du liquide.

En intégrant enfin les équat ions

u^.r'-:/^/), v^y-y,(/), w--.^- /3( / ) ,

n o u s ohùern i rons les é ( )ua t i ons du mouvemen t de chaque p o i n t de la
masse f l u i d e en coordonnées f i xe s x , y , z.

7. Nous avons supposé, jusqu 'à présent, que les q u a n t i t é s

/z4, ji et ^+y.2

soient dilréren tes de zéro.
Cons idé rons m a i n t e n a n t les cas exc(q:)[ionnels, où certaines de ces

q u a n t i t é s s ' a n n u l e n t .
Nous pouvons (aire, comme au n" 7 de la Section précédente , q u a t r e
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hypothèses suivantes :

I 0 ./'y-4- r2=: 0, . , / • ( rr: 0 (•/ '^ / 2 Cl ,/;} SOIl l ( 1 1 iïèr^nts (le /Cl'o),

2° yi -:-; o, c . t ' ^ -\- rfy.^-=o ( ^ ' i ? •^•2 ^ } '2 sonî (lifÏÏ^'dlis de zéro),

30 yi "-:: o, ^'i-==o (./'.j el ;)'.^ sont d i f rércnts de /('T()),

.'i0 .7^ + ̂ r^ ==. o, r.r^ + r/y.^ =: (.),

oïl, c( t qui iTvi^î idra î i î i inense,

. / •y - o, y^r-i-o (.ri et }'i sorit (liiïei'cnis de ZPI 'O).

La pre.tmcrc IlYpolfirse esl impossildc ; en o f loê , l '( 'ï(j i ia(ioii ( lo^lo l;s
S^chon ( î réc^dt^ ï to , (levii.^il

( c — « )yï -l- cyf "== o

et exi^c, ixxir ^ ^> a, ( i i l ' o n a i e

y,--=y, -.- o,

r(ï (nii ( • onS . r tM i i î , l ' i iyi^ol l ipsc f';uîe.
La seconde fiyi>()(.hes(' estanssii/uidniissilde, car, dans le cas coDsidére,

l ' c^ jS ja l io r i f i o ) de la Scc î ion jtrd^'ulî^êlc devient

c { c — n } ,_....„..———„ ^'^ -|...... (( j " - —: (.>,
fi

ce ( i u i esl cv idemt i f ien j , i m p o s s i b l e , si c > a el ,2^, ̂  sont difrérents
d t 1 zéro.

I l ne no il s reste qu'à considère!1 les deux derniers cas.

<S. Supposons que
.z-i^yi:=o.

I /équa t ion ('10} (Section précédente) d o n n e

y, --:: —cç— .r^ ( £ = ± î ).
1 -- - £(7

I I est év iden t que nous retombons ici à un cas particulier du mou-
vement é t u d i é plus haut .
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En posant dans les formules générales du numéro précédent

^i==ri==-o,

on trouve, en vertu de (28) et ( 29),

/ • =: o, .z'a '."= c o n s t. == p.

et puis, en vertu de (27),

p ==0, q •-•=. — ea',T.^ ~= const.r.= ci) =::" — eo'̂ ..

Dans le cas considéré, le mouvement cF entraînement (In l i ( { u i d e se
réduit à la rotation uniforme de l'ellipsoïde autour de son axe pnrieipal "̂
(fui reste immobile dans l'espace.

Tous les résultats obtenus plus haul, concernant les relations <|ui
existent entre les constantes co et cr, s'appliquent sans chan^emeni \\\\
cas considéré.

I.^es |)rojections //, c, n' sur les axes £, TJ, '( de la vi tesse absolue de
chaque pointdu liquide s'expriment comme il suit :

., EVi l =:: ij.Ç^ c ::::: o. n' r:1:- —••-1-111-11-"- Lt-.1 i „ g ,7' -

Quant à I.J, V, W, on Irouve

[J =- a cos M t — w s in co ty V .-::;= o, W ~= // si n r/) ^ -i1- n1' (;os ̂  <',

en supposant, pour plus de simplicité, que les axes mobiles ?, Y], "C el
les axes fixes .T, y, /s coïncident an moment initial / :r,.-;::: o du mou-
vement.

Tontes les molécules du liquide se meuvent dnns des plans parallèles,
perpendiculaires à l'axe des Y], el décrivent, dans le mouvement relatifpar
rapport au tnedre(\\^), des ellipses concentriques, ayant pour centre l'or/--
gine des coordonnées.

En se rappelant , en e f le l , que

^ ̂  a -- r/Ç -h rn •=. (^ — w)'Ç,
^'^ç _..^ ,^^-ç ^o,

Ç' -= (ï.' —pri 4- y ̂  "-= (^i + ̂ )^,
£'7 £0-

^ :̂ —————————— .̂̂  -^- ———————_,.__ ^ ^ ^) ̂  ——— g,y,^

I ——— CçT - , _„ C(7 < • t /
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on trouve
TJ == COnsL^r Y),).

Les équations l inéai res

^ (I - l -SO-)^;, ^..-.- ̂ - :̂̂

donnent, âpres Finte^'ration,

'c ~ - ^——'-(I^cos/,/; — / V s i i i } . / ) ,
' <j '

Ç A C O S Â / ' -i- U si ii À / ,

d'où l 'o is (,irr, rp th 1 ^ ( j i s s U l o i s ( 1 1 1 1 ; ( ( nijrrioîi 'r r c l î ê l i v c du j)oinl, ^, T], (
d i S l i ( | ! l l< l ^ , :

c " '-i " ^ 1 1 ^ s o
»'/ ( ' < ( C "

i^'inarn ( K H S S ( i iK 1 le mouvement cons idère représente un e;îs p.His-
(-nl icr <iu m o l i v e m e s s i , s(<nion nuire, i i i d i < j s i e [);ir l^ ie,m;usis dans son
M émoi re r,i ( ('» pi us li;i n !..

L;i dernière hypothèse

condnij , aux r e s s s I l a S s analogues.
l)ans ee e.as, o î t ( r o i s v e

p .... (l •— £0")^., ''/ 1 - < > î I ' •— < ) -

i^imnwe.îtKmt (ï aîli'duu'meni se miaU à la, roluUon uniforme du corps
solide ( ili) ) (HUoisr (te l'a.re '^ de l " ' e l l i j ) S ( ) l ( l e ; l,(HiS les [ ) o i a ( s (lu liquide se
meuvent, dans le rnou^cnieuf, reldfifpn,r rapport an Iri.edre ( '\^), dans des
pla/is peri)e/^d ieulai.res à ^ axe des ç el décrwenL dans ces /}lcins les ellipses
eo/iee/Uriqaes ayafa. pour eefUre l'origine des coordonnées (le centre de

l . 1 ellipsoïde fluide ).

î). Nous avorss vu que les mouvements, correspondant aux suppo""
,- / / / / / . l':('. A 'o/- / / / . , (.">), X X V . — iNovr.Mmtt.; Kjo'S. ^)
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s il ion s
a;^-\-yî~=o, .ri==o

OU
yi=:o, cx^ay^-=o,

sont impossibles, si nous admettons en mémo temps que

(3?) x^ y^ ji»
dans le premier cas, et
(38) , î, ,z'2, y 2

dans le second, restent différents de zéro.
Pour compléter l'analyse, il ne nous reste qu'à considérer le cas où

au moins l'une des quantités (37) ou ( 38} se réduit à zéro.
Chacunede ces suppositions condoil, immédiatement aux su ivantes:

II est évident que dans ce cas nous retombons au mouvement de
Diricisiet, dont nous avons parlé plus liant (voir n° 12 de la Section
précédente}.

'lO. Rapprochons maintenant, pour pins de clarté, tous les résultats
des recherches précédentes.

Envisageons une masse fluide parfaite, incompressible à deusilé un,
dont toutes les parités s 'a t î i ren t su ivant la loi de Newîon.

Supposons qu'on exerce en tons les points de la surface, qui limite
la masse fluide, une pression constante.

Proposons-nous de trouver tous les cas possibles du mouvement du
liquide sous les suppositions suivantes :

a. Les composantes de la vitesse suivant les axes des coordonnées
de tout point du l iquide sont les fonct ions l i t séa i res et homogènes
des coordonnées.

p. La surface libre, q u i l imi t e la masse/ f l u i d e , conserve p e n d a n t le
mouvement la forme d'un e l l ipsoïde de r évo lu t i on .

Voic i la réponse à la question proposée.
Soient

a, b(a ̂  b) et c
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les carres de. demi-axes de FeUipsoide,, et

a f)C -^ c^c ~~ t 'o,

Co élant s ine constante donnée a l 'avance.
Nous avons deux cas a dist inguer.

I. Snp()osons que la sur face libre du l i< in ide conserve pendanl. l( t

mouveliKïiii la tonne d'un el l ipsoïde de revolulion ap la t i , c^-s l -a-dsre.

a > c.

Dans ce cas, il n 'ex is te qu'un seul cas possitde du mouvement eî
rien qu'i'ni.

Le inouveBnent dont il s'a.sit ̂  caractér ise comme il suit.
. 1 1 se décompose en deux mouvements part icul iers :

a. IKn mouvement d 'en(ra inement qui se redni.1, a la. rotation d'un
corps sol ide ( t ^ ) |du triedrc ( '1^)| ; iu(our d 'axe de révo lu t ion de l'ellip-
soïd^s ( j u i ne change [); !S sa dircc.t ion, avec sine, v i tesse angulaire co ;

h. lui mouvement relat i f par rapport au système, invar iable ( \ ^ ) .

La v i tesse o) peut être donnée a l 'avance en (onction arl)i(ra.î.re de /.
Désignant |)îU- u^ {>,, <rje,s | ) r ( ) j ( k ( k ( . ions sur les axes ç, r^ C de l 'el l ip-

soïde |ies axes du triedre mobile ( ^ )| de, la v i tesse r < - l a t i v e , d'un point,

/ P \n,.-=a^-- ( ^ - - ^ j r ^

< • / . -: ( p -- ^ \î h y.ri,
\ <f / ^

-,^Ç,

n 1
y „...,...,.. ,

'>, (I

p desi^nanî, une- cons tan te arbi traire.
La loi de changement avec le temps de la grandeur des axes a c t e

de rellipsoule f 1 u i d ( 1 se deîermine |)ar l'iuteKralion de l'équation dille-
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. ren l ie l le du second ordre

( A ) a a " a ( a-^ -\- 2 (\, ) — ^ / a ( 8 c,, -i- <r1 )

— Sûf,^ ( ' o — a- '^Tro-Ci 4- cr2) ( i 4- Scr2) arc î .an^-1- --- 3cr - t-^p2^3 ,

OU

Le prob lème se ramène H une q u a d r a t u r e , c;ir l ' équa t ion (A.) î ê d r n e t
u n e in légra le ( |u i expri ine la loi de forces vives [ l ' é q u a t i o n (5 i> / ) du
Chapi t re 11.

On ain'a, après l ' inlé^rat ion,

a ::=/(/, f^a),

Ci el C^ é îan i des constantes arhilraires qui se dèlerminenï, a l î a id ( t

des va leurs iniliales a,, el (/[ d^ <i (»(, a , d o n n è ï ^ s ù ravauce.
I.a loi. de la vibration de l'axe c rèsulle de rè.malion

^ ~ / ^ ( ^ ( : , , < ^ )

l.e cas considéré, indiqué par Dirichlet, est, seul possible pour un
ellipsoïde de révolulion aplali.

B. Supposons înaintenant ( jue la surface libre du liquide conserve
pendant le mouveineni la forme d'un el l ipsoïde de révolulion allongé,
c'esj,-a-dire qu'on ait

a <; c, a —: h.

• Dans ce cas, il existe trois cas dillerenis du. mouvement qui se carac-
térisent c oui nie il suit :

Prmzw cw\ •-- Le mouvement se décompose en mouvement
^'^^'îm'ierneni qui se réduil à la rolafion d(1 l'ellipsoïde, comme s'il
é îa i l so l ide1 , aulonr de son cen(:re, et en moslv( tmen(:, relalif [)ar ra.i)()orl
au Iriédre ( ^ ) doni les axes ^ r^ ^ coïncident, avec les axes de reIJip"
soi.dî^, Ç dési^nanî, l 'axe de révolu S ion.

SoK-nl/^ y, r l ( ^ p ro jec t ions s u r les axes de l \ d l i p s o ï d e de la vitesse
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angulaire. H de, i^ rolahon de. Fel l ipsoïde a i i lour do. son e.e.n ( re, co la
projeel i< m de 12 sur le. plan < ' < ! liai orial.

On prui ( lonncr à l ' î t V î t i K - ^ , cil l'oncS'ioii a r l ï i (r<n rc de ^, i< t < ; < n i > | ) < ) -

Sïl II ( < ' / ' d'S'' î  •

l^i (•(miix)^!!!! (^ co res(,<* cousin nl.t1 ix'udant. h1 mon v^mcnî .
!,<* mon veinent du ^( jd idc n^^si, |>oss i l> l ( . k qui1 sons la siijpposii 1 0 1 1

71: '" 1 5

La valeur de la r .onstan (.(*, co -,..-- ro<,, s;t(,isfa isan (, a la coud il ion

r ï \

( ' ' î a n î < ^ ( ) I i l l < ' k ( l , la J o r î > s < 1 < ! < ' la snriar.c libre du l'Kiilidc s^ra c o ï t » id^^iticit (

( ( ( ' • l ri" n» ilK'^».

I/^l naS lot i

^i. , .7 fer - i ) ( a"- \ ) ( '>'7,, ̂  - 10.^ ̂ -—^ - - - 3 ) »

( jd i i i^x l i iK-t ( i d ^ i iK - s ( l î l l < k racim- rrr.î 1 ( k T<, da us 1 "ml^rval l < t ( " ]•- i, -4---c),

d^t.crmi nora la v.dcl i r du rapport

_V^'
V^ </

r.̂ .n.r ^ (ma t i o l » (d, l'oq ua8 ion

r,, t l^si^-nai i l « i i ic . < • o ( l s l a l » ( - < t , don m^ a l 'ava lK-o , dr.h-rii) i iHïiil l^s d t - i i t i-

axcs v f rî, \ , -< ' /d<' . S ' c l li j ) s o i < l r.
L(-S i^-ojcr . i io l is /^ ^, r sur les a x e s S, T,, 'Cdc 5 ' < d li i)^^)^!^ de Sa v i tesse

anu-ula'in1 <2 de la roêa l io i i de 1 "'el 1 i psoide au tou r d » 1 son cent re s'exj»n-
î t M ' i i S , (^i î 'o iset . ion de / eosmue, il suit , :

où
•- ; •: 1 , T ï 1 r < f f \ cons ' .
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Les composantes ^., ^,, (^su ivant les axes do l ' e l l ipsoïde de la
vitesse relative de chaque po in t '^, T], Ç du l iqu ide ont les expressions
suivantes :

d'c, o-o 4- i . .— -==. u,. ==— c G ) ( » ——— Ç SUIT 4- /'rj,
€ï £ 0"()

/ p \ , ^ o-o 4- ï <„{^) .- :̂ l',. =:--—— ^o -.———— Ç COST— /^,
C<îfc (JQ

d^ o"oCx)o / .,. .
, == W/.= ————— (6^S1Î1T ~ Y] COSï).

Mi' J —— 0()

Les formules (B) et (C) dé lerminent le mouvement considéré de la
masse f lu ide .

Deuxième cas. — Les axes de l 'e l l ipsoïde f luide ne changent pas,
comme précédemment , l eur g r andeu r p e n d a n t le m o u v e m e n t .

Le mouvemen t d / e n h ' a i n e m e n t se r é d n i î a la rotat ion de reliipsoïde,
comme s'il était un corps solide, a u t o u r de son centre.

La composante r s u i v a n t l 'axe de r é v o l u t i o n de l ' e l l i p s o ï d e de la
vitesse angula i re Q p e u t être d o n n é e a r b i t r a i r e m e n t en fonc t ion de /.

La project ion co sur le p l a n é q u a t o r i a l de i2 reste cons tan te p e n d a n t
le m o u v e m e n t .

Désignons par cr' la racine pos i t ive de l ' équat ion
a -(- i r F) rj" — [-} <j .-..-. /,

i o g _ — — — = 2 .
a -— i i ;1') cr" — ,;:> o'" —- < ) rj— i

qui n 'admet qu 'une seule racine réel le, p l u s grande q u e 4 <^ comprise

dans l ' interval le ( ^ o ) ^ et posons

, / (o--r~ ï ) (o- 2 -—!) Ocr^-ï) cr •+-t „ ,^(o-) _ ———————^———————/ |o^__^ _ 3a((7 -4- i ) (a2 -- ï ) .

our que le mouveitKînt soit possible, il faut que la composante ro
sat is fasse à l'inégalité

Ï<^)>-it

a, Sni)posons que la valeur donnée oj, de œ sat is fasse a la condition

o< "-' < 4- <^^1}.
7T •ï.) ' •
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Dans ce cas, l'équation

Ï̂ .H.)

n'admet qu'iine seule racine réelle cr^ et rien qu'une.
Résolvant celle équation, nous aurons

^cr,= v__.
\/c — a

Celte é(|nalion jointe a la suivante

f/hc •= (r c ~=- ('o,

r,, é î a n ( , la eons lan îe donnée, ( lé l .ers i i isK^ I t^s demi-axes ^a ri ^c < le
l 'e l l ipsoïde.

Les composantes /^, y, /• de. la. v i l î ^sse , an^'î l laire il de la relation de
rel l ipsoïde autour de, son cenire s 'expr iment en fonction de / comme
il suit :

( I)) p -- r,)o cosTy 7 :: ~ £ ^ ) o si HT, r •-= foncl. doit née de l,

où
T •..::•: E I r dt 4- const.,, c -=~ -b: î .

I.es c -om jx t san î î ^ //,., e,., n',. su ivant les ax( ks ;, TJ, '( de l'ellipsoïde de
la v i lesse r<da t i v ( 1 dr chaque point E, TJ, '( dn li(|uid( t ont les expressions
suivantes :

î ~t- cr,, - .î //,, : „ — s f,) ̂  • - •——— Ç s î n T • t1- r-f^

'"
/ B - ^O" 1 ^( IL ) / e/. -= f,)o ——— C COST •- • / - c ,

1 CTo

ï r»»/, ^f» . ''»>o '̂ 'o ''*)(»'7(1 / v - ,î ( ï ' - r z — £ --..--i—iL ^ sin r — —"—"-r; COST,-= — ——— ( &E smï + •/î COST) .
î -4- o-o ' î 4- CT(, î +- CTo '

Les formules (I)) et (K) déSerminent le monvement de la masse
fluide.

Troisième cas. — Le m o u v e m e n t d 'el l ipsoïde allongé est tout à fait
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analogue à celui, de Pell ipsoïde aplali, dont les propriétés caractéris-
tiques ont déjà é(,é signalées ail déhiil de ce nninéro.

.11 faut SF.uIeisn^êt remarquor (ju^ I^'.^luafiols (lifrérenlieile (A), dont
l'infé^'i'alion détormi l îc Sa loi (le dian^HHTsl, d î 1 la ^rand^ur des ws
de l 'el l ipsoïde^ doi!- être remplacée,, dî ins le cas de l'eliipsoÏde de révo-
lution allongé, par la suivanl/e:

(A i ) 2rt / /a(a3+ % ( ' o ) —a / 2 (8^+^ ; t )

= 8^^7T(a2- i) f3^—^ |og°L±^ .- 3} + /ip2^.
\ 20" ' o " — ï y

C'esl. le monvemeni: indidiié par Diri.ehiel.
L'équalion (A.^adînel. uiie isi lé^ralof l ' is i lé^rale de forces v ives) ei le

problème se ramène à iin^ (piadralure.
Les cas du rnonvemeni,, indiqués daiis ce, isuméro, soî i l , les seuls

possibles pour rell ipsoïde de revolulion, de sori^ (jil'il n 'ex is te pas
d'aufres, dill'érenis de ceux-ci ,

Les deux. premiers cas du mouvcmen! de l 'e l l ipsoïde- de révohihon
allongé, que uous ve.uoîis de signaler, mérilî^il u î l î k a lh^is l ion parlicii-
liére. .Ils re[)réseiile!i l. \^ exemples du mouveme.nl de. la masse f lu ide
ai' la forme el l ipsoïdale, où le, moiivemenl. n'esl pas slaliounaire,
latudis que la surface libre dii li(jiiide, ne change ()as sa jorme [)endanl
le inouvemeni el l 'e l l i | )soïde llilide se tourne autour de son cenire,
comme un corps sol ide.

Ce résultai contredit rasserlion de Hieiïumn, déjà înen( ionné( 1 a
l'jniroduclion, rnaiscel fe assertion n'es(,i)as (.^xacl^ ni général, comme
nous avons déjà dit, plus haut.

Nous aurons l'occasion de faire encore une remarfîiie sur ce siijel
dans le Chapiire prochain.

( A suivre.)


