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LA BASE MINIMA

POUR LA TOTALITE

DES COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE ALGEBRIGUE:

Pan M. Francesco SEVERL, & padone.

Je me propose de poursuivee 1ei mes recherches sur la base des
courbes algéhriques tracées sur une surface algeébrique. Pour m’expli-
quer sur les questions dont je vais traiter, il faut que je rappelle Tes
resullats de mes travaux antéricurs parus dans les Comptes rendus (')
et dans les Mathematische Annalen (*).

Je dis que deax coarbes algéhriques A, B, (racées sur une surface
algehrique ¥, sont algébriquement équicalentes et Jéeris

A B,

lorsqu’elles sontrenfermées otalement dans un meme systéme, dont
les ¢léments (courbes) forment une variete algebrique irreductible.
Sotent Gy, Gy, ooy Gy leoconrbes tracees sur 1) telles que Pon ail

entre elles la relation
(1) s 1 G e 1€ ey Gy e G

oy wctant des entiers positifs non tous nuls. On dira alors que les A
courbes donnces sont algébriquement dépendantes. La relation (1)

(1) Séance du 6 féveier 1go5.
(%) Bd. LXI, 1906, p. 194,
: 1
Ann. Fieo Norm., (5), XXV, — Ocropre 1908, 27
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pourra s’¢erire pour plus de symétrie sous la forme symbolique

}_‘)\,C,- 0,

t
-
=1
ol lon @ posé Ay == — Wyyy «ony by = — [y

Eh bien, dans mes (ravaux cités tout a lheare, jat démontré qu’il
est toujours possible de fixer sur la surface Foun certain nombre fim
e de courbes Gy, Gy, ..., Gg, algébriquementindépendantes, telles que
toute autre courbe tracée sur Fdépende algébriquement des g courbes
[ixtes.

On peat done dire que toute courbe G ode Fest donnée par La rela-
tion

(2) PR D Y DA S P

ot les entiers A ont des valeurs convenables.

Le groupe des courbes €, Gy, o, (I(, se nommera, partant, une buse
des courbes tracées sur 1)) el o sera dit le nombre base.

Dans Lo demonstration de ce théoreme joue un role fondamental la
proposition remarquable, ¢tablic par M. Picard, au sujet des courbes
logarithmiques des integrales simples de troisieme espece altachees &
L surface (V). Gestainsi que le nombre g, envisage par M. Picard sous
le pointde vue fonctionnel, vient prendre une simple signification au
point de vae géométrique.

Mais une question importante se pose d’elle-meme ausujet de Ta re-
lation (2). Les g courbes de la base ne sont pas déterminées d'une
manicre unique, mais on les peut choisiv d'une infinité de manidres,
pourvu qu’il soit rempli une certaine condition arithmétique que jrai
donnée atllears (%),

Cela pose, est-il possible de choisir Tes o courbes mentionnées de
(elle facon que le coeflicient 7orésulte ¢gal & Munité en correspondanee
de toute courbe Gtracee sur F2 Une hase jouissant de cette propricté
sera dite une base minima.

Je démontre en ce Mémoire que, érant donnée une surface algébrique

(V) Preann eb Stawr, Théorie des fonctions algébriques, L1, p. w41,
() Math, Annalen, Bd. LXIH, p.oarg, n® 10,
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quelconque ¥, il est towjours possible de construire sur ¥V oune base ninime ;
mais & ce but il faut en général augmenter le nombre des courbes qui
donnent la base.

oene-

Sil'on ne veut pas augmenter le nombre de ces courbes, en
ralisant un procédé que fai employé autrefois pour des classes parti-
culieres de surfaces (1), on arrive & construire ¢e que je nomme une
base intermédiaire, ¢est-i-dive un groupe de g courbes G G0 €
telles quen correspondance de toute courbe Cexistantsar 19, Ventier 7,

de Tarelation (2) résulte un diviseur des entiers 70, 74, .., 7.

On voit que cette particulicre base se véduit 4 une base minima
forsque Ta relation

amene

cest=-d=dire lorsque Coperation de division appliquee awr courbes d'un
systéme algebrigue est univoque.

Celaarrive pour des surfaces particulicres, dont je donne quelques
exemples aun® 1 de ce Mémoire,

Je demontre en gencral que le nombre des systemes distinets qu’on ob-
tient en divcisant par un nombre entier koun systéme algebrigue donné,
admet un maximum fine s indépendant de ) el du sysiéme envisagé.

On en tire que :

Let base minima est formce par un groupe de o -+ a1 courbes.

Toute courbe de Lasurface I donnée sTobtient pourtant par les opeé-
rations Caddition et de soustraction appliquées aux courbes de fa base

minima.

§ 1. — Construction d'une base intermédiaire.

IooSoit (GG
fa surface U Stg 2, on peul supposer que deux (au moins ) des sys-

.o Gy une base des courbes algebriques tracées sur
\

temes lincaires
T R TP

jouissent des propri¢tés suivantes :

(V) Sulle corrispondenze [ra i punti di ane curva algebrica e sopra certe clussi di
superficie | Memorie della Ro Ace. delle Scienze i Torino, (»), 1 LIV, 1903 |.
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10 L'ordre de leurs courbes est plus grand que Povdre d'une courbe
canonique de F (y compris les courbes exceptionnelles).

20 La dimension virtuelle attachée a chacun de ces systémes est po-
sitive.

30 Leurs multiples d'ordre assez ¢levée renferment (partiellement)
tout systeme donné a Pavance.

Ces conditions sont ¢videmment satisfaites si Pon prend

C=A, Ci—A+D,

A ¢tant un multiple convenable d'une section plane (ou hyperplance )
de F, et B une courbe algébriquement indépendante de A.

Cela pose, rappelons-nous la définition du déterminant delabase (*).
Btant

nip=nz;=|C;Cs|

le nombre des points communs aux courbes G, G, (ou le degré vir-
tuel de G, lorsque £ ==1), le déterminant de la base est donné par la

maltrice
Myp Mgy e Ty
Mgy May ... Ty
Mgy Mgy oo T

On sail que ce determinant ne peat pas éire nel. Comme sa valear est
un nombre entier (positif ou négatil' ), on pourra envisager une base dont
le déterminant ait la valeur absolue minima. Eh bien, je dis g’ on ob-
tient ainst unce base intermédiacre.

Il suffiva de proaver qu’étant donnée une base non intermédiaire
(Cy Gy ent Gy de déterminant D, on peut toujours construire une
base nouvelle (I, 1,...1,) dont le déterminant A ait une valeur
absolue |A]<|D|.

En effe, Tabase (€, Gy Cy) n’¢lant pas intermédiaire, on pourra
choisir sur Fune courbe algéhrique C telle que le coelficient 2 de Ta
relation

¢

(3) L N P R L VP SR S P DS

(1) Math. dunalen, Mémoire cité, paragraphe VI.
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existantentre Cel les courbes dela base, ne divise pas tout coefficient
A(T=1, 2, ..., 9). Supposons, par exemple, que 2 ne divise pas le
coefficient A, et désignons par 0 le plus grand commun diviseur des
entiers A, A On pourra alors déterminer deux autres entiers p, u,
satisfaisant a 'équation

M Dap = 6.

Cela posé, supposons qu’il existe une courbe I'y répondant au sym-

bole
PG G,

et exprimons cette courbe au moyen des courbes (C,C,...€C)). Ona
tout d’abord
P2 W N7 O S N VA O

et, en comparant avee la (3),
AN 06, b+ padaCy bl [J.,).(,(:(,.
Considérons maintenant le groupe de g courbes
Py, B Gy Ty Gy oy Dy G

Entee le déterminant D ode Ta base (GG, Cp) el le déterminant A
de ce dernier groupe (1o 1), onca la relation (1)
") 1EA - 0RD.

Il s’ensuit que le déterminant A n’est pas nul et, par suite, que le
\ S ) . A .
groupe (I, 1, . ) forme une base (*). Comme 7 st un entier > 1,
A résultera un diviseur de D, et Ponaura par conséquent
&L D],
Lorsque le symbole G+ py G e représente pas des courbes effec-
tives, on posera

(5) Py Gy py G LGy,

(V) Math. Aunalen, Mémoire cité, formule (19).
(2) 1bid., \héoréme VI
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A ctantun entier postitif si grand qu'il existe le systéme
[ Gyt G- A0

Cela est toujours possible, car, par 'hypothese 3°, parmi les sys-
temes |Cy], ..., |G| on en trouve toujours un (au moins) dont les
multiples d'ordre assez ¢éleve renferment toute courbe donnée
I"avance.

Entre le déterminant A du groupe (', T, .. 1) et le déterminant D,
on aencore la relation (4), car, dans e déterminantformé par les coel-
ficients des équivalences qui ient I, 1y, oo, Ty aux courbes de Ta
base (€, C,...G), on doit changer seulement 'élément p 2, en
ey Ry~ .

Remarque 1. — Le procédé de la démonstration nous prouve aussi
que le déterminant d’une base intermédiaire est un diciseur commaun aure
determinants des différentes bases.

Remarque 11— Comme la courbe Iy coineide avee G, et 7 a cause
de lavelation (5) renferme un multiple arbitrairement fixé de €, les
deux courbes Ty, Uy de Tacbase (1 Py ) viennent satisfaire aux
hypotheses 10, 20 300 En poursuivant de proche en proche, on voil
que de telles hypotheses peuvent étree faites au moins par rapport a
deux courbes d'une hase infermadiaire.

Cette remarque nous sera utile dans Ta suite.

2. Envisageons maintenant le cas oi g == 1. On peut prendre alors
pour base toute courbe Gde Ta surface I Te déterminant relatif se re-
dutt an degrée virtuel 22 de G, qui résultera nécessairement un entier
> o.

Sl existe sur Foune base intermédiaive (), comme pour toule
courbe D de Ta surface on doit avoir

pbh o pod,

la conrbe Caura le degré virtuel mimimum parmi les courbes tracées
sur I, Le degré de toute courbe D résultera an multiple de n, et le
nombre [DE] des points ott D coupe une autre courbe quelconque 15
de lasurface, résultera un multiple du nombre [CE|. En particulier,
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en prenant pour courbe Boune section plane de F, on voit que Caaussi
Pordee mintmum parmi les courbes appartenant i F.

Mais peut-on affirmer qu’en prenant sur la surface ¥, dont le nombre
base a la valeur g = v, une courbe de degre (ow d’ordre) mintmem, on
obtient towjours une base intermediaire?

Malheareusement nous ne sommes pas en mesure de répondre i
cette demande s toutefors les exemples que nous connaizsons de sur-
faces ayant g ==1 (le plan, les surfaces hyperelliptiques de Jacobi et de
Picard, Ta surface Lo plus générale d'an ovdre donné, etel) tendent i
faire pencher vers Paflirmative.

Mais cette difficulte n’empeche pas de prouver Pexistence d'une hase
intermeédiaire sur la surface Fayant g == o5l suffic pour cela d'é¢lever
O deux Te nombre des courbes donnant la base.

St lon part, en effer, dune base (C) qui ne soit pas intermédiaire,
on pourra (oujours considerer une courbe D telle que dans Ta relation

\

b0

7one divise pas 7. B disant0 Te plus grand commun divisearde 7, 7.,
on construira, comme dans Te cas o >, la courbe virtuelle ou effee-
live
I N C L LI
[ Uy Clant deux entiors satislaisanta Ly condition 20 4+ 2, g = 0. On
en tire
/8 NI

4y

cest=h=dire que Ta courbe I peatetre victuelle, mais Te multiple 2.8 est
toujours une courbe elfective.

Comme D est un diviseur de 72, Pordee de P ovient ¢tre un diviseur
de Pordree de G0 En poursuivant de proche en proche on arrive a une
derneére courbe Cotrtuclle ou effeciioey dont Uordre deise ordre de toute
autre courbe de Vo ¢ est la une base inlermediaire.

Lorsque Lo derniére courbe est virtuelle, on pourrva toujours la re-
garder comme Lo difference A - Bode deax courbes effectives A, B ('),
de sorte que la base intermédiare sera formeée par ces dewx courbes effec-
Lives.

(V) Foir Severy, Rendiconti del K. Istituto lombardo, (0), Lo XXXV, 1905, p. 859.
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§ 2. L'opération de division appliquée aux systémes de courbes
d'une surface algébrique.

3. Lorsque entre deux courbes A, B d’une surface F existe la rela-

tion
2A =B (% entier positif),
on dit que le systtme [A| est oblenu en divisant par A le systeme [B{.

L’opération de division n’est évidemment toujours possible; et elle
n'est pas nécessairement univogue, comme nous le verrons plus tard sur
quelques exemples.

Maintenant nous nous proposons de (rouver en général une limite
supérieure, dépendante sealement de la surface, pour le nombre des
systemes distinets qu’on obtient en divisant un systéme continu quel-
conque par un nombre entier,

Soit m Pordre de la courbe composée d’une courbe canonique et des
courbes exceptionnelles de I, et soit A, une courbe dordre (> m,
tracée sur la surface I de genre numérique p,, et donnantlicu i une

dimension virtuelle
n T pPu+1 0,

ot n, © sont respectivement le degre el le genre virtuels de AL On
pourra alors parler du systéme complet bien déterminé AL ().
S'ily a sur I des systémes continus JA | distinets de JA 1, satisfai-
sant aux conditions
n=AA = [AA | =[AA],

un multiple convenable de A résultera algébriquement ¢quivalent au
méme multiple de A (%), el par suite les systémes JA | auront le méme
ordre et le méme genre de JA, |5 de sorte que tout systéme JA| sera
déterminé univoquement par une quelconque de ses courbes. Le
nombre des systemes JA} ¢tant ¢videmment fini, nous pouvons dé-
signer ces dillérents systemes par

!A'z:’ {A:'.\" feey ;Acz-

(V) Suvent, Aui del L Istieto vencto, LLXY, 1go6, [ 638,
(*) Math. Annalen, Mémoire cité, (héoréme 1.
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Soit }B,{ un systeme continu satisfaisant aux meémes conditions
de A, | (ordre > m, dimension virtuelle non négative). Alors les
courbes, a preord virtuelles,

Byt Ay — Ay, Bib Ar—Ay ..o, By Ay Al
auront Pordre £>> me et la dimension virtuelle non négative, de sorte
qu’on pourra envisager les systémes continus
“;i( ”;l;1+/\1“‘/\i; (Em 2,3, ey 0),
satisfaisant aux conditions
(BB, | =|B,B, | =[B,B].
On en tire que le nombre o des systemes | B, est oo En partant des
systemes [ By { on arrive analoguement & la conclusion o 2 g’ et 'on
deduit par suite o —= 5.

L0 nombre goresie done lvll( (" yerncanl du sys ("III(' 4 conrt on portd,

/ / te d lépendant d / VA dont prrt
pourvu que soient remplies les conditions relatives & Pordre et i la
dimension virtuelle du systeme.

Cela pose, considérons une courbe quelconque € de Ta surlface el
supposons qu'il existe ¢ courbes Dy, Dy, oo, Dy telles qulil soit

/S | TR ) PO N | P 0N
¢est--dire quien divisant par 4 le systéme [ Gf, on obtient § systemes

N . N
distinets. Je dis que o7 5.
Envisageons en effet les courbes (a preord virtuelles)

Ay+Dy— Dy, Ay-Dy—Dy, oo, A-D— Ds.

Comme Pordre de ces courbes est /> me et Tadimension virtuelle en

est o, il sagira de courbes ellectives et les systemes continus
;/\’,‘;: PA Dy — Dy (6 0,3, ...,0),
satisfaisant aux conditions
[AGA ] [ ACAY = [ATALL

. \ . N
seront compris entre les systémes AL I faudra done que 255, On
arrive, partant, a la conclusion suivante :

Ann. Fic. Norm., (3), XXV. — Ocronre 1go8, H8
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Le nombre des systémes continus distincls gu’on peut obtenir en digi-
sant un systéme quelconque par un nombre entier, ne peut pas surpasser
une certaine limite o dépendant sewlement de la surface.

Remargue. — Considérons deux courbes €, D satisfaisant aux con-
ditions
[CCT=[CD]==[DD],
¢’est-d-dire deux sous-multiples d’un méme systéme suivant un certain
nombre entier. On démontre aisément que le moindre entier pour lequel
A 0D e peut pas surpasser la linate 5 dont on parle ci-dessus. Ln
ellet, les A — 1 systemes distinels

[A 4 (C— D | (=1, ..., A—1)
sont des systémes [A;| et, parsuile, A — 170 — 1.

4. Exemples de sur fuces sur lesquelles " diviston est univoque. — Un
excemple de surfaces ayant o =1 (ainsi que o) esl donné, dapres
M. Noether, par les surfaces (de Pespace Sy les plus générales de leur
ordre; un deuxiéme exemple, ot o peat étre queleonque, est donnd
parles surlaces des couples de points de deax courbes irrationnelles
(distinetes ou coincidentes) ().

Un autre exemple tres intéressant est donndé par La proposition sui-
vante :

Sur toute sur face, régulicre ou trrégulicre, ayant la courbe canonique
d’ordre zéro, la division est une opération univoque.

On sait, dlapres M. Enriques (%), que e genre numerigue dune
surface Fayant la courbe canonique d'ordre zéro (el par suite p, == 1),
peut recevoir seulement les valeurs

Pa 1 ou Po=—1,

cest-i-dive quil sagit ou bien d'une surface regulicre ou hien dune
surface hyperelliptique de rang 1 (surface de Jacobi ou de Pieard).
(V) Sevent, Sulle corrispondenze [ra i punti di una curva algebrica (cilé). Remarguo

ala fin du ne 11,
(%) fiendiconti della R. Ace. di Bologna, o décembre 1906,
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On doit démontrer que deux courbes G, D tracées sur lasurface 1 et
satisfaisant aux conditions

[CCT - 1CD] [ DbDY,

sont linéairement ou algéhriquement ¢quivalentes Csuivant que 12 ext
regulicre ow irrégulicre).

Considérons dabord Te cas ot I est véguliore. Stola courbe € de
genre m, estoirreductible ot dépourvae de points multiples, le sys-

teme [ D], doomeme ordre de |G, doit renfermer, totalement, le

systéme |(l

»ear il ne peuat pas couper sur une G une série g, de
dimension >« 1.

A Lo méme conclusion on arvive aussi lorsque les G0 D sont des
courbes quelconques. Envisageons en effet sur I oune courbe M obrre-
ductible de genre g, et observons quil existe le systeme lincaire

K| |1 - C—D],

card la courbe = G D estattachée une dimension virtuelle posi-
tive (= g). En appliquant le raisonnement exposé ci-dessus, on con-
clut que

I I ¢t, par suite, ¢ -D.

Examinons maimtenant Phypothese p, = -—1.

Sila surface Ia le diviseur ¢ == 1, ¢est-a=dire $"il s’agit d’une sur-
face de Jacobi, surface des couplesde points d'une courbe degenre 2,
La proposition qu’on veut ¢tabliv est contenne, quoique sous une forme
differente, dans mon Mémoire cite au commencement de ce numdéro.
Mais on peut établiv Ta chose par une voie géométrique, comme
il suit.

Envisageons sur I le systeme complet X, de genre, indice, degré,
dimension, cgaux a2, qui renferme totalement les courbes G répon-
dant aux points de PoOndémontre aisément, comme nous Pavons fait,
M. Enriques et moi, dans notre Mémoire sur les surfaces hyperellip-
tiques, que toute courbe D satisfaisant aux conditions

[CCL (G = [DD ] =

appartienta X En effe, s7in"en ctail pas ainst, lavariete =", de genre 2,
formee par les courbes de Xissues paran pointde D, renfermerait une
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involution de genre et ordre égaux a 2, quai répondrait aux points
de D.

On en tire que deux courbes H, K satisfaisant aux conditions arith-
métiques

(6) [HH] =[HK]=[KK],

appartiennent & un méme systtme continu, car le systéme continu
bien déterminé | C + 1l — K/, auquel est attachée une dimension vir-
tuelle = o, coincide avee X.

Sile diviseur de F a une valeur 2> 1, ¢’est-d-dire si F est bira-
tionnellement identique & une involution engendrée sur une surface
de Jacobi @ par une transformation de deuxicme espice cyelique
d’ordre ¢, on considérera sur F le systéme con tinu X3 répondant au
systéme X de d. Les courbes Cg de Xgontle genre effectif 2 et possedent
¢ — 1 points doubles. Je dis, réciproquement, que toute courbe Dy
douce de ¢ — 1 points doubles et satisfaisant, par rapport a Gz, aux
conditions arithmdtiques habituelles, appartient i Xs.

ineflet, par ce qui precede, a Dy doit répondre sur @ une courbe D
appartenant an systeme continu déterminé par une Getparles ¢

w (wﬁ 1
4

courbes ¢/, €7, ..., conjuguces a G, et comme les courbes D,

G C 4= C% Y ont le meéme nombre 2(6 - 1) de points doubles,
en appliquant un principe de continuite da a M. Enriques, on en tire
que D one peat pas contenie une partie irréductible ot varient deux ou
plusicurs points répondant o un méme point mobile sur Dg; ¢’est-
a-dire que D est forme par ¢ courbes conjuguées du systéme X et, par
suite, que Dy appartient a X;.

St la courbe Dz, tout en satisfaisant aux conditions arithmétiques
habituelles, n'a pas de points doubles, de sorte que son genre ala

N \ M ’ . - . Ll 3y
valeur ¢ +1, le systéme linéaire [ Dy | aura la dimension 6 1,cton

pourra toujours envisager une courbe de ce systeme douce dec 1
points doubles. Cette courbe, et par conséquent Loute courbe Dy,
restera algébriquement équivalente i Cs.

Cela posé, on en déduit tout de suite, comme dans le cas (raité ci-
dessus dune surface de Jacobi, que deux courbes 1, K satisfaisant aux
conditions (6) sont aussi ¢quivalentes (algébriquement,).
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lin particulier, connme une surface hypurullipliquc qlwlm)nqlm de
genre 1 (régulicre ou non) a la courbe canonique ordre zéro, on
pourra ¢noncer que, sur loule surfuce hyperelliptique de genre géome-
trique 1, la dicision est une opération univoque.

I s"ensuil que sur ces surfaces toute base intermédiaire est une base

minuna.
b Exemples de surfaces o da division n'est pas unicoque. — On a de

tels exemples en considérant les surfaces qui ne possedent pas de
courbes canoniques, tout en renfermant des courbes pluricanoniques
dordre zéro. ST S"agit de surfaces régulicres, on tombe sur les sur-
faces, ctudices par M. Knriques, qui se ramenent birationnellement
N J 2 i A y

a une surface d'ordre 6 passant doublement par les arétes d’un
tetracdre (1) STl sTagit de surfaces irrégulicres, on tombe sur des

surfaces hyperelliptiques de rang >0 (*).

§ 3. - Construction d'une base minima.

6. Considérons tout dabord e cas ot le nombre base o de la sur-
face F soit 1 @ on peat supposer (n® 1, Remarque 11) que deux
courbes d'une base intermédiaive (G, G, .. Cp) construite sur I, rem-
plissent les conditions 1, 20, 32 dune 1,

Soit G, une de ces courbes et soit 5 le caractore de la surface I in-

troduit au n® 3. On aura alors justement o — 1 systémes continus

! ! ) !
N T P U |

tels qu’il soit
[CC] 16D DDy (- ny,m, oo, T—1).

Je dis que le groupe des cowrbes
0

e Co ey Gy Dy Dy, Doy

constilue une base minimae, ¢ est-a-dire qu’étant donnée une courbe

(vy Memorie della Socicte itelinna delle Scienze, (50, 10 XIV, 1906, po 397,
(2) ENniQues ¢ SEvERL, Rendiconti della R Ace. dei Linced, 5 janvier 1908,
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queleonque € de lasurface F, on a toujours une relation de la forme

CnCi 2G4 2 G = Dy s Dy

les &, w étant des nombres entiers déterminés par G.
L
in effet, comme (G, C, .. .Gp) estune base intermdadiaire, on a

eCozel G4 ety Uyt el G,
les ¢, A étant des entiers. Cela posé, envisageons les deux courbes
Y el R I D e L PR N S P O

dont la deuxicme, tout en ¢tant un sous-multiple d'une courbe effec-
tive, peut ¢tre une courbe virtuelle.
Moyennant G, D on peuat construire deux courbes

Gy == G 40y, Dy=D 400,

\ ~ . b . . . bl
(ot o estun entier assez grand ) ayant Povdre ausst ¢leve qu’on veut,
L dimension virtuelle positive et satisfaisant en outre aux relations

(7) [CCol [ CoDy] [ DuDy |
de sorte que les symboles

(%) Dy, Dyt Ci—Dy Dy tCi=Duy ooy Dyt G = Dy

représentent o courbes elfectives algébriquement distinetes, satisfai-
sant par rapport a () aux conditions du type (7). 1 s‘ensuil, par la
définttion meme du caractere o, que G est algebriquement équiva-
lente ivune courbe de la série (8)5 soit, par exemple,

Gy Dy+06, D,
L, par suile,

LT i A T X P D S ).(,(],—

&

- Dy GoQ.F. Dy

On obtient done 2 4+ o 1 courbes donnant Ly hase minima.

Constderons maintenant le cas ot g =1, Gomme un multiple
convenable de Ta courbe virtuelle ou effective (6, =A — B, donnant
sur F une base intermaediaire, peat representer une courbe dun ordre
arbitrairement grand et de dimension virtuelle positive, en désignant
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par Dun (el lnulliplu el par

\ i \ | | |
,“xp ,“:r\, B} !“"’?

les o 1 systémes continus satisfaisant parrapport i D aux conditions
artthmetiques habituelles, on en déduit, comme dansle cas o > 1, que
[a base minima sur I est donnée par les courbes

G, Dy, Day oo, Da o,

dont la premicre peut etre virtuelle St lon ne veut pas parler de courbes
virtuelles, onauraa considérer la base cminimea) formeée par les courbes
A, B D, Dy, o Dy qui sont au nombre de s -1 (a5 - 9 ).

7. On obtient done le théordéme suivant :

Sur toute surfuce algeébrique on peut lowjours construire une base mi-
nime des courbes qui lui appartiennent. Cette base est formee par
E+7—1 courbes, o dlant le nombre base de la surfoce et s le nombre
maeeimun des systemes continus distinets, qi’on obtient en divisant par
un entier un systéme conlinu quelcongue trace sur o surface.

Pour 5 =1 nous ne sommes pas en mesure d'exelure qu'une des o
courbes de Ta base mintma devienne vietuelle; tout en admettant que
ce cas soil possible, on peat tontefois construire une base minima for-
mée par s o1 courbes effectives.

8. Licemple : La base minima sur une surface de Kummer & mo-
dules arbitraires.

La constraction o une base sur la surface de Kummer @ (surface de
quatricme ordre possédant 16 points doubles) est singulierement
mstruetive, car elle donne UCoccasion ol éelaireir, au point de vue inva-
rianti /', le role qui est joud, dans la formation dela base, parles points
multiples isolés dune surfuace.

D apres an théoreme bien conna de M. Hambert, toute courbe algé-
brique (racée sur @ a Pordre pair 20 el peul élre envisagée commne
PFintersection complete de @ avee une surface d’ordre n, qui touche @
le Tong de Ta courbe donnee.

Au premier abord on serait done tenté de conclure que, si Cest une
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section plane de @, toute courbe D de la surface estlice & G par une
relation du type
2D =nC

et, par suite, que le nombre base de @ a la valeur p =1, () étant une
base. Mais, au point de vue des transformations hirationnelles, il faut
envisager la chose d'une maniére différente. En effet, si D est une co-
nique de la surface, comme le degré virtuel de D a la valeur — 2, la
courbe 2D aura le degré — 8 et par conséquent elle ne pourra pas étre
¢quivalente & une section plane de @.

Pour obtenir une telle section ¢ faut ajouter a la courbe 21) les six
points doubles de O qui lut appartiennernt, en tant qu’on envisage ces
points ou, st on I'aime micux, leurs domaines, comme des courbes ra-
tionnelles de degré virtuel — 2.

Ce n'est pas une conyention qu'on ctablit ainsi; car en (ransformant
la ® ¢n une surface ¥ de 'hyperespace dépourvue de points multiples
et de courbes exceptionnelles (moyennant le systéme linéaire des sur-
faces d'un ordre arbitraire passant parles 16 points doubles) on obtient
sur U, en correspondance des points doubles, 16 courbes rationnelles
de degré virtuel — 2 (et 16 courbes analogues répondantaux coniques
de @), En faisant abstraction des points doubles de ®, on n’aurait done
pas de propriétés invariantes vis-a-vis des transformations hiration-
nelles.

Envisageons le nombre o d’apres M. Picard, en considérant les
courbes logarithmiques des intégrales simples de troisicme espeéce
attachées & @, et désignons par o = o 'équation du plan tangent 4 @
le long de la conique D, et par y = o 'équation d’un plan arbitraire
de 'espace, <::)upzmt ® sutvant la courbe C.

Alors on peut dire que intégrale de (roisi¢me espéce Ing_»;'-g posscde
comme uniques lignes logarithmiques les D, €, en tant qu'on ne
regarde pas les points doubles de @ comme des courbes, ¢'est-a-dire
lorsqu’on envisage la question au point de vue projectif (*); mais, si
on veut énoncer une propriéte invariante vis-a-vis des transformations

. . o . o . . .
birationnelles, il laut dire que log = possede, outre les G, D, six
’ 8 [ ’ >
Y

(1) (est le point de vae de M. Picard. Foir Prcann ol Sivare, L1, p. 459,
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courbes logardthmiques tnfiniment petites se réduisant aix domaines des
stx points doubles appartenant i x ==o.

I suit de ces remarques qu’a Lo formation de Ta base doivent con-
tribuer aussi les points doubles de @3 ¢’est-a-dive que, pour obtenir
une veritable base au point de vae invariantif, on doit considerer e
groupe formé par une courbe quelconque de @, par exemple par une
conlque, et par un certain nombre de points doubles T estaise de voir
qu’il faut prendre zows Tes 16 points doubles.

Considérons, en effer, le determinant A du groupe formé par une
conique Dyet par les points doubles de d, regardés comme des courbes
rationnelles Dy, Dy, oo, D, de degree vietuel — 20 SiDy, Dy, oo, Dy
sont les points doubles appartenant o D, en posant

nge DDy,
on aura
T Py Mgy . Ny oI, Ny 0 () > 7),

Ny O (hy 1)

Par des caleuls factles, on trouve que le déterminant de dix-septicme
ordre A a la valear 2'%. Cela signifie que les 17 courbes envisagées ne
sont pas dépendantes e, par suite, qu'elles sont toutes essentielles
dans Ta formation de la hase. On conclut, partant, que le nombre base
d’une surface de Kununer a modules arbiirades a la valeur g = 17.

Remarque. — Les considérations développées dans le cas particu-
licr d’une surface de Kummer, nous montrent qu’en ayant une sur-
face @ donnce de o points doubles coniques isoles, lorsqu’on veut
recarder ces points doubles comme des courbes rationnelles de
degre — o, ce quiest néeessaire au pointde vue imvariantif, on doit mo-
ditier La formule de M. Preard ') Tiant le nombre base g au nombre g,
des integrales doubles de deuxitine espéce attachées o, en Péerivant
sous la forme

po= N 1ood—hp—(m—1) j-or—(p —1).

(1Y) Prcarn ol Sivawr, L0l pe 4og.c Enoddéfinitive, nous remplagons par p-d le
nombre p de Mo Picard. I n'y a ici aucime contradiclion, puisqu’il s’agit de deux poinls
de vue diflérents.

A, e Norme, (3), XXV, — Ocroke 19uB. 59
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On obtient tout naturellement cette formule, en la dérivant de la
forme invariantive

po= 1+ h(pe—pa) —p + 2,

qu’on peat donner i la formule de M. Picard, lorsqu’il n’existe pas des
points doubles isolés; p,, p, désignent ici les genrves de ®, et I Pinva-
riant relatil de Zeuthen-Segre, attaché a @ ().

En particulier, pour la surface de Kummer on a

I =90, Pa==Pu="1, Py,
et Pon en tire, par conséquent,

po==H (*).

9. Revenons maintenant a la surface de Kummer @, La base
(D, D,...D;) que nous avons construile n’est pas minima, car une
conique Hde @, differente de Dy, ne peut pas s’exprimer comme une
combinaison lincaire (i cocllicients entiers) des courbes D, tandis
quiune convenable de telles combinaisons est équivalente au double
de 1. .

Ln vertu de Ta proposition démontrée au n®4, pour obtenirsurd une
base minima, il suffira 'y construire une base intermédiaire.

Comme toute courbe tracée sur @ s’exprime par une combinaison
lincaire des coniques el des points doubles, il sagira de choisir 17 de
ces 32 ¢lements de telle Tacon que le déterminant relatif, tout en ¢tant
different de zéro, ait Ta valeur absolue minima (qui sera nécessaire-
ment une puissance posttive de 2, caril doit étre an diviseur, du méme
signe, de o'y,

En désignant les points doubles et les coniques de @ au moyen du
symbolisme de M. Humbert (*), on démontre aisé¢ment que le groupe
des six coniques

!

aa', PR, ), af, ay, ad

(1) La forme invariantive donne tout de suite la forme projective de la formule de Pi-
eard, lorsqu'il y a aussi des points multiples isolés d'ordre s; on trouve qu’il faul éerive s
au liou de 24, la somme 2 étant étendue anx poinls mulliples isolés de la surface.

(%) Prcarn el Simart, t. 11, p. 452.

(%) Journal de Math., 1893, p. 8.
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et des onze points doubles

('), ('R, (a'y), (a'd), (ad'), (F3"), (3'6),

(B, (Blyrn (49", (y6)

donne une base nunima sur la sur fuce de Kununer.

On represente, en effe, les 5 points doubles restant an moyen des
courbes de cette base, par des relations du type
(af) mayy’ - noo 4= (y5") + (y0") + (4B 4= (/0) — (' B)— (2'd) -~ (2'y),
quion obtient en exprimant que « le double de toute conique, augmentdé
des 6 points doubles qui Turappartiennent, est équivalenta ane seetion
plane de @y,

Les o coniques qui n’appartiennent pas a la hase, sontdonnées par
des relations quion obtient en exprimant que « les faces d un téiracdre
de Gapel (groupe de 4 plans singuliers n’ayant pour sommel aucun
point singulicr) touchent L surface & suivant 4 coniques d'une meme
quadrique (') ».

Le déterminant de la base minima a lecvalear G — On arrive d cette
conclusion sans difficulté, car on connait e nombre des points com-
muns a deux courbes quelconques de Ta base.

V0. Apercu sur les varicies a plusicurs dimenscons. — Tandis que la
démonstration de Pexistence d'une base sur une surface presente des
difficultés essentielles, il 0 arrive pas ainsi lorsqulil sagit des variéteés
a plusicurs dimensions, car on peut déduire atsement existence d’une
base pour la totalite des variétes algeébriques ar — 1 dimensions appar-
tenant a une varcétd a r(<3) dimnensions, de lexistence d une buse sur
une vartélé a r — 1 dimensions.

Ainsi, parexemple, onarrive i démontrer existence d’une base pour
la totalite des surfaces tracées sur une variete algéhrique Vi trois di-
mensions, en remarquant que deux surfaces algébriques A, B de V,

(1) Cette propriété peul se regarder comme une conséquence de Punivocité de la divi-
sion sur la surface de Kummer . En effet, la courbe A formée parles coniques d’un groupe
de Gipel ot par les 12 poinls doubles appartenant aux arétes du tétraédre a le dpgré
virtuel 16, et elle est coupée en 16 poinls par la scetion B de & avee une quadrique quel-
conque, de sorte quion a [AA] = [AB] = [BB| =106 el. par suile, A = B.
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’

qui coupent une section hyperplane de V- suivant deux courbes alge-
briquement ¢quivalentes, sont elles-mémes algébriquement équiva-
lentes, ¢’est=i-dire qu'elles sont renfermées (olalement dans un méme
systéme contin,

Cetle proposition nous assure aussi que le nombre des systemes dis-
tincts, qu'on obtient en appliquant la division par un enfier i un sys-
teme continu de surfaces, admet un maximum fint, dépendant seule-
ment de Vi et cela amene a la construction dune base minima pour les
sur faces appartenant a V.

L’existence de la base sur une varicte a plusieurs dimensions pourra
donnerpeut-étre une solution a laquestion, soulevée parM. Poincaré ("),
velative & la construction des groupes de p points d'une courbe de
genre p

Sz, y)=o,
qui appartiennent aun domaine de rationalité des coeflficients de f(*).
II's"agit la de fixer sur fun systéme fondamental Aun nombre fini de
ces groupes, de telle fagon qu’on en déduise tout antre groupe ana-
logue, par des opérations rationnelles. ,

Je crois qu’on pourraarriver i ce résultal, en partant de Ta base sur
la variéte algebrique engendrée an varier des coeflicients de la
courbe /.

(V) Sur les proprictés arithmétiques des courbes alyébriques (Journal de Math.,
5 série, b VI, rqor, p. r61),

(%) On veul dire que toute fonclion symétrique des coordonnées des points d'un tel
groupe appartient au domaine de ralionalité des coclficionts de f.



