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RECHERCHES

SUR LES FONCTIONS METASPHERIGUES

ET

SUR LEURS FORMULES D'ADDITION;

Par Niers NIELSEN, @ Copenhague.
) ] :

PREMIERE PARTIE.

LIS FONCTIONS METASPHERIQUES.

I. — Remarques historiques. Définitions.

On a essaye, depuis longtemps, de généraliser les fonctions sphe-
riques ordinaires, savoir les fonctions de premicre espéee

\“ l)n(.,.)’

que Legendre () aintroduites dans 'Analyse & Paide dudéveloppement

Py (‘] o |- [.r ety |),

et les fonctions correspondantes de seconde espéce Q7 ().
Ges fonetions sphériques ordinaives P" () et Q" () sont toutes

(V) Mémaoires presentes @ U deadémie par divers savants, X, 1785,



32 NIELS NIELSEN.
deux des integrales particulitres de Pequation différentielle obtenue

de la suivante,

(2) (1— a2y y — (1 4 o)y - p(p -+ 2v)e == o,

]

Muarphy (') a considéré, le premier, lafonetion P () qui paraissai

eny meltant v=~ctp ¢gal &oun entier non négatif 2.

aussi dans un Mémoire posthume de Jacobi (*), et eela dans la généra-
lisation suivante de la formule (1) :

(3) (1— 222+ o) ::::2 P ()t (] o | < [ P SRV I).

La fonction P () et sa complémentaire Q™" () sont (outes deux
des intégrales particalicres de Pequation différenticlle obtenue de (2)
en y mettant g ==z, 2 désignant un entier non négalifs ces deux

fonctions sont ctudiées profondément par Gegenbauer (%),
I

.y . . » . . n r .
Go Neamann () a introdait Ta fonetion annalaiee P07 G ) qui esl

. . . .. . . - !
intégrale particulicre de Péguation obtenue de Coyen y mettanty = L

¢ == n— > nclantun enticrnonnégatify, tandis que Mehler (7)) a trouve
2 ’
L

presque contemporainement Ja fonction conique P (), integrale de

) . , I . . .
Iéquation (2) poury == -, 2 == — - ¢r, rétant un nombre fint quel-
2}

ol
conque.
Quanta la littérature et Phistoire de ces diverses fonetions, on peut

consulter lexcellente monographic de M. Wangerin ().

I‘,r, .l-«r, )
Schlifti (7) a ¢tudiés les fonctions P ) et QT (e, o Clant un

(Y) Cambridge Transactions, t. V, 1835, p. 320,

(2) Journal de Crelle, 1. 56, 185, po 14y, — OFiueres, 1 VI p. 181.

() Sitzungsherichte der Wiener Alademie, 1 1LXX, LXXY, XCVI, CIL Denbkschrif-
l

tenn, L. NLVIL
(vy Theorie der Elektrizitéts- wnd Warmecerteilung in einem Ringe, Halle, 1864,
() Soarnal de Crelle, VoGS, 8680 — Mathematisehe dunalen, t. XYL 1881,

(%) Encyklopédic der mathematischen W issenschaften, (.11
(1) Uecber die swei Heineschen Kugelfunktionen mit belichigen Parameter, Berne, 1881,
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nombre quelconque, et Gegenbauer (1), les fonetions générales PYe(a)
el Q¥P(x), intégrales particulivres de Péquation géncérale (2), oty et 5
sont des nombres complexes queleonques. Cependant la méthode de
Schlialli applique des intégrales curvilignes et assez compliquées, tan-
dis que les definitions appliquées par Gegenbauer pour les fonctions
susdites ne sont pas parfailement systématiques, parce que sa fone-
ton P ) est trop compliquée.

(Zest pourquoi je me suis proposeé d’étadier d’un point de vue syste-
matique les foncetions générales P2¢ () et Q7F (), et cela en appli-
quant une méthode analogue i celle que jai uscée dans mes recherches
sur les fonctions evlindriques.

Schlidli désigne ses fonctions comme des fonctions sphériques géne-
rales, un nom qui me semble plas natarel que la désignation fonctions
annularres appliquee par Gegenbauer, parce que les fonctions spheé-
riques sont antérieures aux fonctions annulaires, tandis que PY#(x)
et Q"¢ Car ) contiennent comme des cas particuliers toutes les fonetions
plus speciales susdites.

GCependant, je propose de désigner comne fonctions meétasphériques
les fonetions PY#Cr) et Q"¢ (), dans lesquelles v et g sont des nombres
finis quelconques, tandis que les fonctions ultraspheriues se déduisent
des fonetions susdites en v supposant g ¢gal d un entier non négatif. En
effet, i me semble tres desirable de pouvoir distinguer ce cas parti-
culier des fonctions générales, i cause de leurs applications dans des
series analogues aux séries de Fourier et aux séries des fonctions
cylindriques.

Géneralement je deésigne comme foncetion métasphérique de Pargu-
ment 2, du parametre v et de Pindice o une fonction K#(x) qui est
assujeltic a satisfaire i ces deax équations fonetionnelles (#),

(b)) (t—a*)D K»e(z) (p-ov)e K9 (r)—(p-+1) KWt (a),
(5) olp-tv)yxKHe(r) (p1)K»ert () - (p+av—r1)KHe~t (z),
mais qui est, du reste, aussi arbitraire que ces conditions le per-

mettent.

(V) Sitzungsherichie der ¥ iener Akademie, 1. G, 1891, p. 745-766.
(2) Comptes rendus, 30 mai ¢l 20 juin 1904. — Mémoires de I’ Académie de Danemark,
7 série, t. 11, 1906, p. 239-293.
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De ces deux ¢quations fonctionnelles on déduira sans peine I'équa-
tion différentielle (2), et en outre cette autre ¢quation fonctionnelle,

(6) (1— &) D, K%P () —=— pr KYf(a)+ (p-+2v-—r1) KY:p 1 ().

Cette définition de K#(x) adoptee, il saute aux yeux que les fone-
tions métasphériques sont trés analogues aux fonctions eylindriques.

Dans un Mémoire récent ('), jai soumis les équations fonclion-
nelles (4), (5) & une recherche analogue i eelle que jai entreprise pour
les équations fonctionnelles des fonetions cylindriques. Lanalogie
entre les resultats ainst oblenus et ceux connus pour les fonetions
cylindriques est parfaite, quoique les fonctions métasphériques soient
beaucoup plus compliquées que les fonetions eylindriques.

Le but principal du présent Mémoire n’est pas de donner beaucoup
de résultats nouveaux, mais de montrer Pavantage de Ta définition
susdite en comparaison avee les deélinitions antéricures, et cela en
ctudiant  particulicrement  les formules  daddition  des fonetions
métasphériques auxquelles nous avons a ajouter une formule d’addi-
tion nouvelle.

Nous avons & démontrer, dans le § [H, que les deux équations fone-
tionnelles (4), (5) ne sontautre chose qu’une généralisation trees ¢tendue
des formules fondamentales des fonctions trigonométriques

[ cosau = coste —sintr,

(7)

I sinoa o cosesin.e,

ce qui montrera qu'un cas (rés particulier du probleme que nous avons
aresoudre es(, & ce point de vue, de déduire Tes formules daddition
pour cos(x -+ y) et sin(ax -+ y) en prenant pour point de départ les
deux formules plus particalivcres (7).

II. — Les fonctions métasphériques.

En résolvant les équations fonctionnelles § 1, (4), (5), jai trouve,

He

(V) drnali di Matematica, 3¢ série, . XIV, 1907, p. 69-9o.
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pour [x|>1, comme les solutions les plus simples, ces deux fone-
tions (')

Vvpy(oe) /1—p P 1
)‘J,P ) — n PR —_—Y — ), —
(1) Pre(a) Uiv) Pip+1) l( w0 s T ".17:,)’

\/;’ U'(p--ov)r o2 pF o i

2 Qe (x) =— 5 (vt Vb s Y o, — )

( ) 78 ( ) SP T T (v o) : ) t 5’ -0, )

ott I désigne la série hypergéometrique ordinaire. Supposons || <13
nous trouverons ces deux autres fonetions

./ : I N 0= . T
| (*) - {/) e ol <‘J - ~) sin P
2 2 ( 0 0

(3) M ()= : e -+ Y

l‘(v) I‘(?} *]-l) ‘ l‘(y) l_‘(.p.:.’i)_.l)

\

— No.opT -/ 1y
o 2/l <v | {)) sin T a2 1/l (v | E—u«) cos PT
N o o 2 2
(h) No#(r) — i ‘

l(f,.) l‘(v)|‘<f’"i")‘

5 : v r,
(") = <_,_ {;, v 1(;’ = ‘,:_>’

‘ (rp f4p 3,
((’) }/1 ol ( o ( > Vo= "—“)—r‘) -;1 .l,'").

Les coeflicients iml('pvmlzmls de 2 qui ligurent dans nos qualtre
fonctions particulicres sont choisis de sorte que tous les coefficients
des séries de puissances en question deviennent des nombres ration-

. 1 B N . , . p .
nels, si nous posons v == =t g égal & un entier non négatif, cas qui

nous conduira aux fonctions sphériques ordinaires.,

Dans les cas particuliers, ou les définitions susdites deviennent
Hlusoires, i cause des facteurs nuls ou infinis il faut multiplier par
des fonctions convenables, indépendantes de , mais périodiques par
rapport a g en ayant la période additive + 1.

En effet, designons par K, et K, fes systemes de fonctions (1), (2)

(1) Mémoires de I’ Académic de Danemark, 7° série, L. 11, 1906, p. 246.
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ou (3), (4); la fonction métasphérique fa plus générale se détermine
comme suit :

(7) K»e (o) =a(v, p) Kpe(a) 4 (v, p) K3 P (),

ot a(v,z) et b(v,z)sontdes fonctions arbitraires de v el s assujetties
a satisfaive seulement i la condition de périodicité

(8) alv, p-l-1)—=alv, p), vy o1y b(v, p).

Les deux formules (1), (2) donnent immédiatement la proposition
suivante

Toute scric lypergéometrique dont les dewr premiers ¢'éments ont la

o 1 . . , , . . . , .
difference - cst une fonction metaspherique, abstraction faite d”un simple

Jacteur.

En effet, nous aurons, en vertu de (1), (2),

: I ECAREA A
1 0ol ~t-1). Goal
b, “";;) (ﬁ -1 ). (\)'A H2f (),
‘ Vrl(a)
| Ui~ Z)000 2y o> .
[ 1, '_~') \J‘Z /_,“"‘“!” ) Pz B2,
Ja I ) .

Cela posé, il est tres curieux, ce me semble, que Ta plupart des pro-
prictés connues pour le polynome X, de Legendre se trouvent chez les
fonctions métasphériques générales PY¢ca) el Q7% (x) aussi, ef, de
plus, que le caractére tres simple de X, savoir d'¢tre un polynome
entier, ne simp]iﬁu que tres rarement les démons(rations.

Les formules (o) el (1o) montrent elairement quon peat deduire
une suite de formules concernant les fonctions métasphériques en
specialisant les formules connues pour la fonction hypergéométrique
générale. Cependant, un tel procedé est trop compliqués généralement
les formules en question se deduisent immediatement i Paide des
definitions § 1, (4), (5), elles-mémes. D'un autre coté, il faul néces-
sairement appliquer exclusivement un tel procédé sans s"appuyer i la
fonction hypergéometrique géndérale, si on désire donner une théorie
systematique des fonctions métasphériques.
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X

Dans mon Mcémoire Recherches sur les fonctions spherigues (V), [ ai
déduit, en suivant la méthode susdite, une suite de propriéiés fonda-
mentales des fonctions P () et Q”?(x). et nous avons & nous horner
aux tevariants sutvants et a quelques autres formules qui nous seront
indispensables dans ce qui suit.

En premier lieu, posons dans les équations fonctionnelles § 1,
(4),(6), —p —2vaulicude o; nous retrouverons, dans lovdre inverse,
ces meémes ¢quations fonctionnelles, "o, en vertu de (1), (2),

a2l sing(p - av) ")

(rr1) P2 - —
v l(v)sinm(p --v)

] Ve Uy sinm(p1- o

V) o).
Poe(a),

(12) Q7 =f ' (.r) e
o B sinpTm
formules qui sont essenticlles dans Ta théorie des fonetions métasphé-
riques, parce qu’elles nous permettent de nous bornera Uétude d'une
seule des deux fonetions P et Q.
Le méme procede nous conduira i ces deux autres formules,
1oy F'(i--p)sinpr

(l:i) (.l"!~~~l)‘l' pProvop '(.l/')f'::: —
V(i v) (g - av)sinm(p--v)

O (),

1 e (v I oy si s
(l/|) (_1:2———»|)"5 ,()| v P '(_,-) ,\’Tl()'l(l .I.‘(),j”ln,(p,,|._{). |)‘/,(J(',.),

P(p-iov)sinm(p - 2v)
d’ou, en vertu de (1), Cr2), ces deux formules curicuses,

PEVARE N . 'y k l'
LN [J)W_(_J_)“.-_'ﬁ,)’ LPUe (),

(15) Provpe vy

v Im"(“(,f Iy
o N )

1
. . o - i 2 M 2 0 .
(16) QF e M () - - Fip 1= v) - (w*-—1) Qe (),

qui se réduisent, pour v = R des identites formelles.
Différentions par rapport &« les denx formules § 1, (4), (5); nous

aurons, cn vertu de (1), (2),

(17) D Phe(ar)—=avPribe=!(w), D,.Q"»e(r) ==— ‘—;(‘)""':P"(.I;),

(V) Mémoires de I Académic de Danemark, 7° série, to 1, 19o6.

dnn. Feo Norm., (35, XXV. — Aour 1go8, 48
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formules qui nous permettent de donner sous simple forme la série de
Taylor obtenue pour P*°(z + &) et Q"*(z + /); nous aurons, pourvu
que x ne soit ni == 1 ni s, ces deux développements,

(18) PYe (2 + k) :2 (— x)-«(*;"> P e=s (@) (2 h)s,
$=0
s§== oo B s / s

(lg) Q";P(_[:-{-—/z) :2 ( S‘Il) (‘)‘/(A',p—.c((,,’,) ‘ %) ,

convergents pourvu que | A <|z 1],
Les formules (17) nous conduisent aux fonctions métasphériques
adjointes. En elfet, posons généralement

Q

F'ov+o)l'(p—o-1)
wf TU(p +v)

(20) Pof(a)= (¥ -— )? prroe o(),

. 2f=7-1 [y - - a
(?.l) Qé’r‘(:(') - = ,_.L(_P..}:_ﬁ_l_’_) (.,-:E“_ [ )i'- Q‘/ 13,0 rr('r);
Vi lip o 2v)

nous verrons, en vertu de (17), que P2#(x) et QUF(a) sont, pour s

positif entier, intimement lices aux dérivees de P7¢ () et Q7¢ (o).
Les coelficients qui figurent aux scconds membres de (20), (21)

sont choisis de sorte que nous aurons, en vertu de (1), (2), ces valeurs

limites,

(22) i [t Pre(r)] =1,
Ry 2

(23) lim | 2 Qurf ()] = 1.
[ )

Les définitions mémes des fonctions adjointes donnent immédia-
tement, en vertu de Péquation différentielle des fonetions métasphe-
riques, pour les fonctions adjointes, cette ¢quation analogue,

g(T 2y —1)

S Ly =0,

(24) (1 — )y — (1 2v)ay - o(p 4 2v) — | >

qui nous sera tres utile bientot.
Quant au prolongement analytique des deux systemes de fonctions
métasphériques P¢(x), Q¢ (x) et M»¢(x), N»¢(x), il est digne de
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remarque, ce me semble, qu'il se présente immédiatement, comme
je viens de le démontrer (1), a Paide de la formule intégrale de M. N.
de Sonin (*) :

(25) / i (ty)yde(teytmde
0

pia-ty oty ~(e;*: gV
2% P r(\ P )I 2 )

S A C(p1-1)

9\

TV P g — Y ax?
xF(P"f—‘""_'———’P' 7 ’P_{,.,’v—_).

T
= COS Y (p+o-—v)

2 DY .2

FON
)

En effet, nous n’avons qu'a exprimer i Paide de (25) ou Q*¢(.r) ou
les deux séries hypergéométriques qui figurent dans les formules (),
N . . I 1
(h), ¢est-a-dire i poser ou v =z - ou p === =
2 2
Quant & la formule (25), les cas particuliers qui correspondent
\ 1 , . \
av="- — sont donneés sous autre forme par Hankel (7). Plus tard,
M. Schafheitlin (%) a retrouve, sans connaitre évidemment le Mémoire
de M. de Sonin, Ta formule (25). On voit clairement de ees citations
» ., ~ 1 . N
que les formules tirées de (25) pour v = - n"appartiennent pas i
7 A

Gegenbauer, ce quil prétend (7).

II1. Les fonctions ultrasphériques.

Posons dans les définitions § 1, (1), (3), des fonctions P (z)
et M (e ), ¢ == n, n étant un entier non négatify nous aurons

P )= MY, (. ),

et les séries hypergéométriques correspondantes donnent immédia-

(V) Annali di Matematica, 3¢ série, Lo XV, 1907, p. 84.
(ty Mathematische Annalen, 1 XV 1880, p. 5.

(%) dd., 1. VIII, 1875, p. 468,

() Led., 1 XXX, 1887, p. 168, 16,

(8) Sitzungsberichie der Wiener dkademie, 1y 1891,
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tement pour le pnl_ynnnm entierde xainsi obtenu cette autre expression,

n
1 S (— 1) T (vt n— s)
1 l)‘/,n 2T = Z - o u—~2.¢’
(1) () I'(v) sl(rn—ns)l ()
s=0
el ces valeurs numériques,
(7 4 2v)
2 Pyl = ————~——
(2) (1) niT(2v)
) (— )" (v -+ n)
2) pPv.2n+e(g)y = o Pen () — —
(3) (0) ’ (0) nll(v)
Pour des petites valeurs de 2, nous aurons, en verta de (1),
l)‘/,ﬂ(x):,’
Put(a) = ava, .
Ph2(a) = av(v—1)w?—v,
" 4 .
Phi() = ,v(v1) (v 4 2)x’ — 2v(v |- 1)r,
Pl
7, 2 9 4 Y !
Pi(e) - Y V(v 1) (v o) (v 3) e o (v ) (v o)t - u(v oy oa).
N “
Dans la théorie des fonctions sphériques ordinaires obtenues en
N , H .
meltant dans P77 (x )y = > onrouve des nombreuses analogies entre

les fonctions P"(cosy) et cos(nw), sin(np); la raison de ces analogies
est & chercher dans e fait que les trois fonctions susdites sont des cas
particuliers de P (coszp ).

n effet, nous aurons, en vertu des formuales 81, (1), (3),

1,
(4) P2 (cosg) = Pr(cosp) == X, (coss),
. 2l ) - B 2 B
(9) ~I/l—'-r<]> [L(v)Pur(cose)] = D, P (cosy), o= - cos(ny), no-o,

sin(rn 1)
(6 PHhr(coseg) = — 2L
) ( ?) sing

Dans les paragraphes 24, 22, 23 de mon Mémoire Recherches sur les
Jonctions spherigues (V), ['ai donné une suite de conscéquences, dont

(V) Mémoires de U Académie de Danemark, 7° série, t. 11, 19o6.
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plusicurssontconnues, tirées directement des trois dernitres formules.,
Dautres analogies se trouvent dans les paragraphes suivants du présent
Mémoire.

Cependant, la propriété la plus fondamentale des fonctions ultrasphe-
riques est 4 chercher dans le théoréme suivant :

Supposons plus grand que 'unité le rayon de convergence de la serie
de puissances

(7) Sy =a,+ a,x 4+ a,x? 4+ ag;rd+ .

nous aurons ce développement en série de fonctions métasphériques

§ oo

(8) S(e) =T v 1) AP (),

S§==0

ot nous asons posé pour abréger

< (o -28) a, .

(c A Z L

9) o 2SI (v 4= 1§ -

la serie de fonctions alirasphériques qui figure aw second membre de ()

est congergente a Uintericur de la plus petite ellipse que a ses [oyers
dans (=1, o) el qui passe par un point singulier de la fonction f(x).

Le théoreme susdit est donné par G Neumann (') dans le cas parti-
culier v — ;',; cependant, la démonstration du theoréme géncralise est
identique i celle donnée par Pillustre géometre allemand (*).

Supposons que == 1 soientde valeurs singulicres pour la série
de puissances (7)5 la série (8) n’est convergente que dans la partie
de 'axe des nombres réels qui est situce entre — 1 et + 1. De telles
séries sont applicables pour des fonctions non analytiques aussi; ces
series, analogues a celles de Fourier, sont étudices par Dirichlet (*)

(V) Ueber die Entwicklung ciner I'unktion mit imagindarem Argument nach der Kugel-
funktionen erster und zweiter Art, p.ovo’; Halle, 1864

(%) Foir mon Mémoire susdit, p. 289,

(%) Journal de Crelle, LT, 1837, p. 3556 Ofueres, b1, p. 285-306.
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et plus rigoureusement par MM. Dini (') et Darboux (*). Ces géo-

motres ne considerent que le cas particulier v = ~; M. Giolotto (*) a

étudié, en suivant la méthode de M. Dint, le cas général ot v est sup-
posé quelconque.
Comme cas particuliers des séries neurnanniennes susdites, nous

aurons celles-ci,

nlT(v) n— 28+ )

o ot P25 p
(1) * 2" Esll’(v»yn,n—s 1) (®),
80

1 0% '[‘(v)'

" Z (v 8) Qe prs( ) Phs (),
§ om0

B}

(y =2 T(p)/n

qui nous seront (ris utiles bientots la fornule (rr), ot il faut admetire
[ ot — | <[y 2

, est due i Gegenbauer (1),

IV. — Fonctions de Gegenbauer. Intégrales de Laplace et Jacobi.

Comme nous avons remarqué dans le § 1, les fonctions annulaires
de Gegenbauer, principalement identiques i nos fonctions métasphé-
riques, ne sont pas pratiques foutes deux.

La premicre des fonctions en question est, abstraction faite d’un
simple facteur, identique i notre Q”¢(.r), tandis que la seconde est, i
an factear pres, la fonction suivante,

T
(1) Abe(x) — / (x + COSw \/:1:‘7‘ — Al)p (sinw)* 1y,
]

ot il faut supposer positive la partie réelle de v,
Pour étudier maintenant la fonction (1), supposons d’abord
o R . .
x| > |Va* — 1|; la formule binomiale donnera

" o\ (VE T T
x 0AYE () »":Z (s) T “) / (cosp)* (sing )™ Tdy,
§ =0 B ; vo

(Yy dnnali di Matematica, »° série, 1. VI, 1874.

(%) Journal de Math., »¢ sévie, 1. X1X, 1894, p. 14
(%) Giornale di Matematiche, 1. XXXIX, 1gor, p. 16,
(%) Sitzunygsberichie der Wiener Akademie, t. G, 181,
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9 \ . - ’ Al
d’ou, en vertu des formules intégrales tres connues,

W TC

/ (Cos)¥ 1 (sing )~ dy = o,
“ 0

= l‘<s+ '))I(J)

/ (Cosg)* (sing)® tdy = —> T )

5 I
-0 | (.) 48 )
2

N

et apres des caleuls ¢lementaires, pour AY?(), celle autre expression,

I 22

l‘(\v | 7)

¢est-h-dire que A"*(x) est, abstraction faite ’un simple facteur, une

g .
\ . i vyt /1 — 6ol xt
(2) A () — L»wf—)m-l‘( , SR SR TI —);

fonction métasphérique de Vargument v ya* — 1.
Appliquons ensuite la formule de Gauss (') concernant la série
hypergéométrique
, Py~ -3
Fio, B, v, 1—a) = o Ry o '(j)
Py o) biy B
Ui Dla +5—y)
(o) I(H)
RKat B )Y —oa, 1 By —a— A1, 2);

e R N R S N IR S

nous aurons, en vertu de (2) et des definitions§ 11, (1), (2), des fone-
tions métasphériques, puis en appliquant la formule 8§ 11, (16),
pour A%f(x), cetle autre expression

PIVPRS)
U'(p -+ 2v)

sinpm

(3) A" (x) 21 I (v) PYE (&) - - — Q"'P(:L')].

Vau sinm(p -+ v)

Il saute aux yeux que cette fonction est beaucoup plus compliquée
que notre PY¢(x).

Appliquons maintenant i la fonction (3) les identités § 1, (11), (12),
savoir : posons dans (3) — o — 2vau lieu de p, nous aurons apres un

(4) Disquisttiones gencrales circa seriem infinitam, § 43; Ofiuvres, t. 1L
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simple calcul I'identité
AVe () = A"—f ¥ (),
d’ou, en vertu de (1), cette formule intégrale curieuse,

(sing)* 'do

Feosgy/at ,)P""

. T ™
(4) / (2 + cosgyai—1 )f (sing)> 1 dy ::[ 7
o Jo L -

qui semble étre nouvelle dans cette généralite ; dans (4) il faut sup-
poser positive la partie réelle de v.

. . . N 1 ,
Le cas particulier de (4) qui correspond & v == — el o égal d un entier

non négalif est classique; cette formule particuliére :1|»p:n'l,uenl. au fond
a Buler ()5 elle a été retrouvée par Jacobi (*).

Posons ensuite dans (3), (4) g = n, n désignant un entier non
négatif; nous aurons ces deux representations intégrales de la fone-
tion ultrasphérique,

[‘(//
o MW gy
(H) o) = T

WTC

; / (v cosgy/at 1 )" (sing) Vidly,

\J 9 N
0

I'(r - (sing)* !

2V) dy
nlPE(y) ax ot ; (, " u;sgu\/.:ﬁ

nyaw’

(6)  Pi(e) =

ou la partic réelle de v doit etre supposée positive. Posons particulie-

I .y N . oy . N
rement vy == ~; la premiére de ces formules particuli¢res appartient a
l,upl;um (*), la seconde & Jacobi (*).

Il est formellement (ros curieux, ce me semble, que Uintégrale qui
figure au second membre de (6) représente un polynome entier de z,
quel que soit le paramdtre v.

Combinons encore les formules (2), (35); il en résulte pour la
fonction ultrasphérique cette autre expression,

| Fn-ovyam o n 1—n Vot
(7) Py S (2 T —)

(2v) . 2 2 2 £

(1) Institutiones caleuli integralis, t. IV, Supplément 1V, 1794.
(%) Journal de Crelle, V.26, 1843, p. 815 Ofavres, LVI, p. 145,
(3) Mecaniyue céleste, 1.V, Livre 11, (,lmp‘ I

(%) Loc. cit.
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d’ot, en mettant a == cosy,

/X (n + 2v) (cosq )" n o 1—
o encm) — VY ' 2 Akl 4 p( n Lo et ).
(8) PVr(cosy)=—= PNNDIESE I P e ) lang?y |;

1 g . \
posons dans (8)v = -» nous retrouvons une formule due au fond &

Euler (), tandis que les hypothéses v = o, v =1 donnent, en vertu
de § 11, (5), (6), la formule de Moivee concernant la puissance
(cosy - asing)".

Enfin, combinons les deux formules (2), (3), puis appliquons § 11,
(10); il en vésulte Ta formule

sinmp

(9) T(v)Pne(r) O

YTt Teinm(p )

hPN

\/;r Plp-t-2v)cosvr £

PR l‘(p e ;) COSTI(p - V)

oty en vertu des identites § 1, (1)), (16), la formule analogue

sinrmip i)

(ro)y  T(v)P7e(uw)-— Q7o)

\/7%',».'“ Tsinm(pt-v)
P P (p - 2y sinm(p - 2v)
' T

(r—r)t Q] ”‘(/ S
Vet

Ces deux formules se deduisent aussi immédiatement a Paide d’une
transformation de la vaviable o dans équation différentielle § 1, (2),
des fonctions métasphériques. Cependant, jrai préféré appliquer la
formule susdite de Gauss au lieu de donner L transformation indigquée.

(V) Institwtiones caleali integralis, 11 seel. I, Gap. VI probl. 33,

i 9/ -

Ann. Fe. Norm., (3), XXV. — Sepremsre 1go8. 49
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SECONDE PARTILE.

FORMULES D’ADDITION.

V. — Equations aux dérivées partielles.

Dans son Traité classique, Heine (*) remarque que la propriété la
plus essentielle des fonctions sphériques est & chercher dans la
formule d’addition de ces fonctions.

La raison de cette formule d’addition et de Pautre que nous ajoutons
dans le dernier paragraphe du présent Mémoire est a chercher dans
le fait curicux que la fonction métasphérique générale, prise d’un
argument tres compliqué, satisfait & des équations aux dérivées
partielles d’une forme trés simple.

En premier licu, considérons la fonction

P KR (0), el a BT

nous aurons

dy —dy &/_a"-» 1 diy ar—1 'y w1 dy
do "0z w0 dwt o oar TR 07
ay (o2 1)\/pt—1
dae 1
?ty o . (a-: Jty o
g = (B (g

oll nous avons posé pour abréger
=Byt 14 axJBE O,
d’ou, sans peine,

P e 22 (1) (B —1).

(1) Handbuch der Kugelfunktionen, L. 1, 1878, p. 312; Berlin,



RECHERCIHES SUR LES FONCTIONS METASPHERIQUES. 387

Appliquons ensuite 'équation dillérentielle § 1, (2),
2y dy
(=) o — (k 2v)o 8 o p(p -k o) = 03

les formules différenticlles que nous venons de développer donnent
immédiatement pour y = K"*(w) cette ¢quationaux dérivées partielles:

— a2 ')2‘)/ —_— ) 17, (_)Z

(1) (1—o?) Zg — (14 2v)a =
- 0y e 2 4)2‘)’_" .()4y>
olp )y - [ =) T e 8|

L'analogie entre les deux parties du premier membre de (1) et les
premiers membres des ¢quations différenticlles obtenues pour K" ()

1
et K;V—E’p('m) saule aux yeux.
Il est bien curicux, ce me semble, quune ¢tude directe du cas par-
ticulier B = o nous conduira i des resultats analogues aux précédents.
lin effet, posons

y o K5 (w), = at o= (1 - o)y

nous aurons les formules dillérentielles

dy _, oy VY e Y Y
;7&-__)&(1——.1,)-’7(;;, dar 1 (1—z) ol + (1 ‘l)(lm’
. N4 Py e By
o (r— );/r:’ dzt (1 *) e

ce qui donnera, en vertu de équation différentielle de K#(o), cette
¢quation aux dérivées partielles,

9 2 4)2')/ A 2 4)'}' ~hos )Y ’
(2) o(1—a );)—a.z-—«lrl%—(q.lﬂ-l)a l«)a -hap(p -+ 2v))
he [, 0ty Ay
-+ ; P »_(l“— .'L")()'L.Z ——(1—4—21)).‘1,;; = 0,

sar NOous aurons icl

F— = (1 — o) (1 — ) |1+ & 4 a2 (1—a)].
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La partie du premier membre de (2) qui contient les dérivées prises
par rapport a @ est semblable au premier membre de I'équation diffe-
rentielle obtenue pour K"?(x), tandis que la partie contenant les
dérivées prises par rapport i « estintimement liée au premier membre
de I'équation différenticlle de Gauss.

En effet, mettons dans I'équation de Gauss

e d o
(3) w— ) S [y (B )] L —afy =0, y = Flafypr),

ou [ désigne la série hypergéométrique ordinaire
o =0c—p, B=p-+oc+2v, Y T2V 20 |-, o441 =y
nous aurons, pour la fonction
y=F(c—p, pto-2vy, 2y 420 1,.r),
équation différenticlle plus simple

oty . oy , . .
4) :1:(1~~—.r)7;§ R EYREY |..1)(x———.r);—/l-’-. Flp—a)(pA-a+av)y -o.

Introduisons maintenant dans (4), comme variable indépendante,
la fonction

oo — .t

puis appliquons ces [ormules de transformation

dy 1 dy dry 1 oty 1ody
don ax dr’ dot fEdrt At dr

il en résulte sans peine pour la fonetion
y=Wo—p, 0 +0429, 2V 42041, 1 — z?)
cette équation différenticlle linéaire :

dy
dr

+ /IL(P—-O')((; 4T {-’).‘J)'y - 0.

(3) p— ) Y e (4 oy
& £ .L)W~[1+(;J-+—;a-}-l),n]
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(%)
@w
<

Cela posé, mettons enfin dans (5)

= (l - _,.-z) 7z

un simple calcul donnera tinalement pour la fonction

(6) s (=) F(o—p, p4a-+2v, 2y -+ 20 41, 1—27?)

I'é¢quation différenticlle suivante :

of*z s
. — 2y - (A WIEN
(7) '7'([ xr )(/J_, l’ ‘ (lJ i l)' | f/J'

-+l hp(p -t o

Remarquons encore que, une scconde intégrale particuliere de
Péquation (3) de Gauss ¢tant la série hypergéométrique

a2t VR (g =y, By, 2=y, ),
nous aurons comme seconde mtégrale parcticulicre de (7) la foncetion

(8) (re—2)"% (=g -p 99,0 g, |—29-—25, | —x),

VI. — Premiére formule d’addition.
Etudions maintenant La fonetion ultrasphérique
ol I e

(1) K I’M"”(a{j bzt -5 1)

nous aurons toujours une identité de la forme

n

% 1 rn e [ — :
() e )P (s e VBT ) T ) Y AL (o, ) P (),

&0

ot les coelficients A?"( =z, ) sont symeétriques par rapport aux deux
variables « et B, savoir:

(3) Abn (o, B) = AL(B, o).

Pour déterminer maintenant les coefficients A, diflérentions par
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rapport & « les deux membres de I'identité (2); nous aurons, en vertu

de § 11, (17),
V= V=i D (v ) P (o e B 1 BT

somne=1

=T (1) J A (o BY P10 (),

d’ot, en mettant dans (2) v 41 au lieu dev et 7 — 1 an liea de »2, la
formule récursive

(/l) A?n(ﬂ1 ﬁ’) = \/;’_‘:\/Fj—? A:lllu1(f/7 (j)
:((x‘l___l).‘:((jﬂ__l):/\'(l}l.v,n S(CZ, ﬁ’),

de sorte qu’il ne nous reste plus qu’a déterminer le scul coefti-
cient Ay"(x, ).

A cet effet, appliquons Péquation aux dérivees particlles § V, (1),

pour g = n, 2 ¢tant un entier non négatif, puis remarquons Pidentité
(r= ) D2 P () (1= 2v)e D, PYe () s(s 4 2v)Pvi(e);

nous aurons pour la détermination de A" (=, ) celle ¢quation aux
dérivées partielles,
()2/\.1; ()I\‘\-

—u?) (2 - 2v) o
(1—a) A (24 2v)a Do

) . s($-t-2v)
A n(n - ov-p1)-— — ~f—~~—~~«-__——£ Ag== 0,
A

d’ol, en vertu de "équation differentielle des fonctions adjointes citée
dans le paragraphe 1, formule (24),

')/I ‘/91);1

- N N 'l‘., .\ y .
(%) Ao )= ane L) ] (),

ol les coefticients a; sont indépendants et de oz et de 5.
Gela pose, mettons dans (2) 2 = § = 1; nous aurons

1,

DR Vb n 2
C(v e )P () = D) Py () [ 2772 () | A,
d’ot, en vertu de § H, (20), et § 111, (2),

0 29-+2n-+1 I‘Q(’J - .11).}

a’r’" = -
VanlT(n 4 2y 4-1)

0

2
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de sorte que la formule récursive (4) donnera la formule générale

a2vn R (y e+ 1) (v - 5)
g 3
Va(n —s)IT(av - n 4 s+1)

Ry ge—
alt =

d’ou finalement le développement cherche :

A ;—vn @ —TT Ee
(6) 1 (of - ayar— 1B 1)
() 2 - o )ty

CANCRERY

R

-~ Vol s ~ _I,r " vilan
< : P ) P () P,
(e —s)IU(ovrn-ts+1) ° (o) P, (F) "

s 0

La formule d’addition (6) est d’une portée tres Glendue; ici nous
avons i ctudier séparément les cas particuliers suivants :

1° =1, 2cosg, = cosd; nous aurons, en vertu de § 11, (2),

vorda
" eos(p )]
NG R N G R R D A
V(v 1)U (2v)
5 n

. (v +s) (s 4+ av) )‘H-lvn e )~/+%m ;
XZ(IL»——S)!SII‘(fl’.l-+~ll,~+-.$‘“l~l)lS (cosg) Py (cosd),

(7) P

S$270

. i . o .
d’ott poury == == ~les formules géne ales pour cos(x~+y), sin(x +y),
tandis que Uhypothese v = o donnera le développement analogue
(8)  Prlcos(y -+ )]

sozn

Sn- s

=[1.3.5...(2n - l)]‘-’z(n —5 (‘” yy Pl(cosyp) Pl (cosd),
s 0

ol nous avons posé pour abréger e, =1, mais ¢,= 2 pour pZ1.

(') Heing, Handbuch der Kugelfunktionen, t. 1, 1878, p. 313,
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L’hypotheése @ = o donnera la formule singuliére

V- L n

(g) P r(af)
l ( ,|~”.|,« ),Zn’nil
CANCE )

.on
5

o (1) (v-as) v —-5) gibon vl
<y : R P DI
ded 51— s)I (2 -0+ s 1) ° () P, )
N o=

Considérons un triangle sphérique ayant les cotés a, b, ¢ et les
angles opposés A, B, C; nous aurons

(10) cose == cosacosb - sinasinb cos(,

d’ou, en posant dans (6) o = cosa, § = cosb, x = cos(,

‘r~-1)l
(r1) P ‘(cose)
& n
i l‘(V -) I‘z(,)m:l_ 70 A _;;)5,12-; (RN TR z (_ l):: (‘J - 8)
B VCANCRERS (n-—s)! 2y -tn-1 s 1)

ER i}

1 1
Mo, . Moyt o e N
< Pet (cosa)y Py T (cash)yPhi(cos(),

. 1
ce (qul donnera poury = =

sin(rn -j-1)¢

12 T
( ) since
v oon

Vit S () (s - Pet(eosa) PR (cosh)
(nl)*a Z (”M__S)“" PRy Ps(eos(l),

5 0

formule qui est nouvelle peut-étre.

4 Multiplions ensuite par 3 les deux membres de (G), puis faisons
croitre au deli de toute limite la valeur absolue de 8 53 nous aurons, en
vertu de § 2, (22), cet aulre développement,

(13) (a4 z\Jor—r1)"

% »1.1
(v n 1) T(v)avil Z (s +v) l’,_{‘ P
(re-——s)I(av -t n--s-+1)

l”?""(J'),

v

d’ou, pourv=o0, x = cosg, une formule classique (*).

(1) HiiNg, Handbuch der Kugelfunktionen, t. 1, 1878, p. 200.
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Considérons encore la fonction métasphérique générale
A .I,’f' T ae
(14) Yo P (e B ),

ot 2f n'est égal nih A= 0 nih s, tandis que nous supposons eneore
(15) B | > Vet VEE=T s
la fonction (14) estdéveloppable en série de puissances ascendantes
dex, dont le rayon de convergence est plus grand que Punité; ¢est-
a-dire que la fonction (14) est developpable en série newmannienne ot
celaen appliquant les formules générales indiquées dans le para-
graphe HI.

Posons généralement

o o B 5w
(16) (v - .'h,)l"I * r(afj b/ "”\/162 —) ~|‘(«;)Z DO (e, B) PV (e)s

$=0

il est évident que La formuale (4) garde sa validité si nous y remplacons
le positil entier o par le nombre quelconque o de plus, nous anrons
certainement au lieu de (5) pour AV(z, ) cette expression générale,

ity iy
(17) Are(a, (5) u‘;-(‘l\';'“ {(a)l\;"‘ (((5),

1
. e
ot les K, °

Cela posé, multiplions par l@"f‘ les deux membres de (16), puis fai-

déstgnent des fonetions adjointes.

sons croitre au dely de toute Himite Ta valeur absolue de 85 les coelfi-
cients ¢ qui ligurent au second membre de (17) se déterminent en
développant a Paide de § HI, (o), Ta puissance

(74 oo «T)‘(‘.
On voit que les fonctions adjointes qui ligurent dans (17) sont inti-
mement lices aux fonetions ctudices dans le paragraphe 1V,
La formuale générale (16) ainsi obtenue est due i Gegenbauer (1),

() Sitzungsherichte der 1 iener dkademie, 1. G, 1891,

. ) o
Ann. Fe. Norne, (3), XXV, — Sepressie 19oX, 20
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VII. — Autres développements concernant le triangle sphérique.

Appliquons les formules générales concernant les séries newnan-
niennes ndiquées au paragraphe 15 nous aurons ce developpement
elémentaire,

(1) (aﬁ ot BT )

soon

\ (VA Vi
! U (v) ()" A Vel o .
niT(v) (of) (rn—s)t (v -s) (2na23)f

~ 0

( Se— I § 1 n ot — 5

y I y .
x I PV A S e 1, o ~)|"v-"(.r),

2

o 9 a* 2

d’otr, en posant x = - cosll, o = cosa, == cosb, pour le triangle
sphérique mentionné au paragraphe VI, 3°

2

¥ n

S S (langa tang )t
(2) (cose) = nllV(v)(cosacosh)r = g

(- s) (v )t
3 0
(S St ) 07 Ty )
> I ( s Sy v ebes b, tangta tang® H) P (cos ).
2

1 )
Posons dans (2) v == -, nous aurons un développement selon les
’ o
fonetions spheériques ordinaires, tandis que les hypothesesv-—=o,v =1
donnent respectivement, en vertu de I, (5), (6),

o n E‘( /"
. , N s .
(3) (rose)"==(cosacosh )“> " (tang e tanw b)*
S0
S n S0 bon . oy .
By l‘( ey ey & <} 1, lun;,"-al:m;_';*/l)('A)S(.\‘“),
‘. 2 ‘l“ 7/
7
bon
o s X
(4) (cosce)” = (cosa cosb)r 2 = (tangatangb )
R 0
S = S 41 X ) sin(s 1 1)C
= | = s e, tangtatang® h ) e ;
) 2 sin

dans (3) 1l faut poser e, =1, ¢, 2 pour p > o.
Multiplions ensuite par 57 les deax membres de (1), puis faisons
croitre au deld de toute Limite la valeur absolue de 5 nous retrouvons
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la série newmnmannienne $V1, (13), "ot une nouvelle demonstration de
fa formule § 1V, (7).

Comparons maintenant les deux «I(*wlt»pp(-nn-nls () et 3 VI, (6),
lmis’ developpons envertude § T (roy, La puissance qui ligure au pre-
mier membre de (o) nous aurons, en égalant les coefficients de P
dans les deux développements ainsi obtenus de la puissance susdite,
cette formule curieuse,

. P A .
(-b) (U.}_,)n|<<<.« :;,w y V- )
"
B AR NE DI EEEE WIS 5 (n o 4=y - Ly =easy!
B o dmed s (v s - L) T2y n— s 1)
N0 ' - )
v by YA ‘I;vn 2y
P L ()P (B,
L i
d’ou, pourv = 7% s, B = cosd,
. | noteo-no1 Y .
(6) (2 cosp cos)" F (»— S I tang?o lungh}x)

"

B

3 ‘n .
Z En .“< . ) cos(n ——=as)ycos(n—as)b,

s 0

. N I N
tandis que Phypothese s = % =087, b= cosd donnera de méme

‘ g novoon 3 P
(7) (2 cosy coshyr | o ST I«lng"pl.mg-'{))
ﬁ
~ n! sin(n —as 4= esin(n—a2s 4+1)b
o 5| (10— 5 1) sing sind
Eari]

Inversement, déduisons a Paide de Ta définition § TH, (), de la fone-
ton ultrasphérique, Ta formule § VI, (), de ()5 nous aurons de méme

Poavy iy !
» V) 1)4’,,.,I"’r"((/.)lw’"((j)

(%) . NG :w)

]

S (nafy
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d"ow, pourv = o0, 2= cosz, {j == cos,
2,

(9) “eos(no)eos(nl)

¢ " i 7

n

: ) e § 1)
:Z( 1) (n B) I)'(," "“)5’{’"-“-""P”" 28

sl(n—a2s)!

—n 1 . -
g o tang®o tang*y ),

‘<".>,s —n 28t

2

tandis que les hypothises v == 1, « — coso, B == cosb donnent la for-
mule analogue

sin(n 4 1)esin(n -+ 1)y

(r0) T
sinwsiny
- n
_.';2 y -
s R
= E (—1)¢ ( ) (2 COS cosd)n -2
.8 !
§= 0 ’ .
s —n 2541 -—n 3 . 24
> l' - " 9 - " -— ")7 l{l'l;_""f{} hlll;,""rl .

VIII. - Seconde formule d’addition.

Iéquation aux dérivées particlles 8V, (=), nous conduira naturel-
lement i ¢tudier un développement de Ta forme
W n
ol . e .
(1) Porl ot 4 (1 — o) | Z ALn(a)y Phs(r),
£ 0o
ol les coeflicients A, designent des polynomes entiers de 2z la for-
mule (1) est valable pour des valeurs finies queleconques de oz et de r.
Pour déterminer maintenant les polynomes inconnus A” " (=), diflé-
rentions par rapport d . la formule (1); nous aurons
oo 1
(l a‘.i)l)"/ll,rlrllf/“z l“(l" ‘az)"‘.l 2 \;:';"'(Q)l)"'l"‘(‘l'),
£ n
d’ou, en posant dans (1) v + 1 au licu de v et 7 — 1 au lieu de n, fa
formule récursive

(2) A:,n(a) (l (/.?,) A”llyii,n 1( 7 ) (! /,/'z ),r, \(/)d (;‘,,..,4,(“)’
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desorte qu’il nenous reste plus qua déterminer Laseale fonetion A% ().
A cet effet, appliquons Péquation anx dérivees partielles §V, (2);
nous aurons pour A7 (o) cette cquation duflérentielle lincaire,

d* A, , A, ) s(s 1 )
a(t—a?) — — |t (et | 0 ’|u(/:—|—'),v)——~l AR (PP
dz? dz A

o, en vertu de 8V, (-),
(3) AL (o) —al (v — )P V(s —n, n v 8 — 99, 09 Fos =1, 1 — %),

ot @ est independant de z.

Cela posé, mettons dans (1) 2 — 13 nous aurons immédiatement

I’ P
A1y = Py = (n )

AWy T
d’on finalement Ia formule cherchée
(/|) |)-,,ula:z+_(,_,‘ azl)‘,.l
B} n
AN P(re s o) (1 o)
Thwd (1 s) U (v v
s O
< F(s  nyn b5y av =08 -1, 27y P (e,

(lui est certamement nouvelle.

Posons ensuite dans (4)x = 1 et =1 -—a*; il en résulte

Soon
. Py oov) N\ Pin t=s0v)Ulos 0wy
(H) =D 3¢
n! dmd  (ns)ls (v ooy
s 0
B L R B B R N B K C BN S N
tandis que Phypothise.r “odonnera, sinous posons ensuite r=1 -2*,
"
Sy U s 10wy Pis )
6 I)‘I,N 1 ) Z_kk, e . S— Sl
() ( ) (10— )t st ey Uhs 1oy

=0

W (as n, s b oo 0w b s A1, ).

Etudions maintenantle triangle sphérique isoseele ayant les eotés e,
a, et les angles opposes G AL A nouas aurons

(7) cose = eosta ocostheos(,
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d'ow, en vertu de (1) eny posant 2 — cosa, = cos(,

v | (1 48 b av) (shiee )

3 Pr(eose ;
(&) (nn —s)' (s +2v)

N=0
X Fis n, s n -2y 29 4 as a1, sin’a) P (cos),
. 1
Ce (ll” (IHIIIN‘]'“ lN)l“‘ P .

PN ‘__lﬁ noA- Sy
(9) P ((,().s(,)",,}‘( b ) Grinay

s=0

X F(s-—n, s+ n-+1,25-2 sina) P (cos()),

tandis que fes hypothéses v == o, v — 1 donnent respectivement
| Yl ) |

\1 e (n -5 —1)! (qi”(,)m-

(10) cos{ne) - 2 (n-s)l 571

S0
X s —n, n-+ s, 2841, sin?a) cos(s),
N

(11 \-‘< ’" )(smn)"

(s nos bt oa oy =0, sinta) J'!A( ‘,.”,‘

sin

la formule (ro), ot il faut admettee g, =1, mais généralement g, -2,
o, estdue a Stieltes (7).

Quant & la I'mu:!i(m métasphérique générale K| o® 4+ (1 - 2*)r|,
otz n'est egal Eoeni do, elle a toujours dans 2 == 1 un point
singulier, ¢’est-i (In-u que lasérie de puissances de .z obtenue pour la
fonction susdite a son rayon de convergence precisément egal i Punite,
de sorte que Ta série de fonetions P7 e ) correspondante ne devienne
aucune série newmannienne. lin effet, Ta série en question n’est con-
vergente que dans la partie de Paxe des nombres récls qui est situce
entre -1 el - 13 ¢est pumqum nous ne noas arrctons pas 1 1c1 4
Uétude plus ample de telles séries.

(V) Journal de Math., 1% série, 1oV, 1889, p. 55-67.
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