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K I Î C l l K K C I I I Î S

SUK LlîS FOUTIONS MKTASPIlÉUKIUKS

Sl l l î Ll^imS F O H M I I L E S i rA imiTKm:

P A S ; Nnxs NIKLSKN, ;• ( : < ) i ) o i t l i < > ^ > i r .

11{KM:llîHE I^ARTIIL
Î  FONC/riONS Mft'I 'ASS^lKlUOUhS.

I. — Remarques historiques. Définitions.

Ou a ^ssî iy^, (Iqmis loii^lcitilîs, de, gerHTalisnr les foncl'jons sphé-
î^in^s ordin.nrcs, savoir l^s fo lK^l ioî ts de première espèce

X,-- !^. / - ; ,

(JIK^ I^^-eiidi^^ 1 ) a i r i t rod i l i i r sda t i s l 'Analyste'» l 'aide du devidoppt^nent

,'>' - '-̂
( i ; ^^^—— = y p. (,/., ̂  f i a i < .r ± \/.^^-7 | ),

\/ ï — '.> a./' - | - ./•'^ ~"
• ,', 0

et les fond.ions eorresi iondat i^^s de stM-onde espèce Q^'C/r;).
Ces fone/ l ions s|)lieri([iies ord inai res ^ " ( . r ) e( Q'/(^') sont loutes

( ' ) M r n i o i r c s /^/y'',sY'////',v à L ' / ( ( ' ( K i c i n i c { ) f i r c/Ay'/'.v ,\'«vnii(s, l. X, ^^•^
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( feux des intégrales par t icu l ières de Péquat ion di f férent iel le obtenue
de la su ivan te ,

( s ) (i — ^ ) y ^ ^ — ( i 4- ' .>-^) .^^ ( l ) "I- p ( p -i- ^).^ :::-;: o,

en y mettant v == ^ et p égal a un ent ier non négatif / / .
M . u r p l i y ( ' ) a cons idéré , le p r e m i e r , la fonc t ion P '^ ( . r ) q u i para issa i t

aussi dans u n Mémoire pos thume de Jacoh i ( ^ ), et cela dans la généra-
lisation suivante de la f o r m u l e ( i ) :

( 3 ) ( i ~ ̂ .r + a2) ̂ ^ l^^^-zOa^ C | a | < | x ± \/:^:^7 [).
A- .:- 0

La fonction ^ ' ^ " ( x ) et sa comjî léniel î ta i i^1 (^(.^ sonî lontcs d(kux
des intégrales parliculiéres de l 'équation < l i l rér ( tnî ie l l ( t ohjenuc de ( 2 . )
en y mettant p =—/ / , n désignant un en t ie r non négati f ; ces deux
fonctions sont étudiées profondément par ( iegenhaner ( :1 ).

i
(;. Neinnann ( ' ' ; a i n t rodu i t la fonciion annulai re P "' ( 'f') ( ju i csl

intégrale ()ar(ic.nliére (\c rénuation ol) îe.nue de ( '.^en v inc l l î in t ^ " •-•- • • - - >

p .-:::= //, "- ^ , n é (an ( , (in ent ier non négî i l i l1 , jand is < [ne Me hier ( " ) a î r o n v é
i

presque contenïporainernent la fonction conique P y ( . r ) , intégrale de

l'équation ( ' 2 ) pourv =- - ? p =- -— ^ --\- i / 1 , réiant un noinlu'e (ini quel-

conque.
Quanta la l iKérat i îre et a Pliisloire d(* ces diverses fonct ions, on peut

consul te r l 'excel lente m o n o g r a p h i e de M. Wang 'e r in ( *').
i _ i

SclilafH ( 7 ) a étudié I t ^s fonctions P2 ^ ( x ) et Q' ^(.r ), o é tan t un

( ï ) Cnnihrid^/' Tra/isuctions, t. V, l8'î5, [). ')'À'A.
( 2 ) ./onri(al ((<' ( J r c / l c , t . .^î, iH'X), I). î/i',). — OA'm'w, I. V î , j) . iS^
( ' • ' - ) SU^iii^shcnrIno (1er ÎViciœr Akwicnnc, I,. LXX, LXXV, X(^Vn, <;Î I . /)cn/,sc/ir/f~

I r n , l. XÎ.VIIÎ.
( '* ) '/'Iicoric dcr A7("/i"/r/^//r//.v- t i / n i IVàf'ific^crI.t'ild. //;.;/"// ci'ncul Jîf/i^c', Uallc, iK ( )4 -
(•"'^ ./om'nni de CrcUc, I. (*)S, î K f ) H . - - Mn.t.lif'ni^li^'ln' . { i i n o ' c n , \. XVIII, iH^i .
( f i ) f^n ('yklopwlla dcr n i ( t , t f i < ' i n < i l . i s < ' / { ( ' / i ÎV l^sci\hi'fi(^tcn, t . 1 1 .
C1 ) ( J c h c r die Z{\'cl îlclucschen Kn^c/funidionc/t nul hcl'wh'i^cn I^arftmcLcr, liorne, iH^i.
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nombre quelconque, et Ge^'enbauer( ^ ), les fonctions générales P^f.r)
et Q^C.r), intégrales part icul ières de Féquatiou ^éuéra le (2 ) , on v et ?
sont des nombres complexes quelconques. Cependant la méthode de
Schiafli applique des intégrales curvi l ignes et assez compliquées, tan-
dis que les déf in i t ions appl iquées j tar (jie^'eubauer pour les fonct iol ïs
susdi tes ne sont pas piîrfailemelil systmnat.iqiKïs, parc^ (JUP sa lo t îo
liûii P^ ( ' v ) est t ro j ) c o ï l t j î l K j ( icc.

C'est pouî"(|uoi je ine suis propose d/eludier d'ini | ) o i j s t de vue systé-
mat ique les foue t ions générales ^^'(.'v) el Q^^-^ ) , d eela e/u ai)pli-
quaiiL uue méthode analogue a (•elle <|ue j'ai usée dans mes recherches
sur les fouetions eyl iudr iqnes.

Selilalli desi^'ue ses fou(^lions e/omiïie des fonctions spliériques ^éné-
raies, un uom ( ju i inc se,lnl) l(k j ) lus nature l (lue la desi^uationyo^c7^//.v
annulaires appliquée par (ie^'enhauer, parce (lue les fonctions splie-
riques sont a n î e r i t u i r t ^ s aux fonc t i ons annulaires, tandis que P'^^(a')
et (T ̂ (.r ) contK^inent c- ' inme des c,as i)articuliers toutes les fonctions
plus spéciales susdi tes.

Cependant, je propose de désigner connne fonclions înéuisphériqws
l(ks foncl.ious ï ^ ^ ( . î ' ) et O^('.r), dans IcsïpKdIiïs ^ ( ^ t ? sont des nombres
finis quelconques, tandis que les fondions i d ( . r ( i s ] ) l i é n ( j ( i c s se déduisent
des fonct ions susdites en v supposant ? é^'al a uu entier non négatif. Eu
ef fe t , il me sendde très désirable de, pouvoir distinguer ce cas parti-
culier des fonct ions générales, a cause de leurs applications dans (les
séries analogues aux séries de Fourler et aux séries des fonctions
cylindriques.

( iéuéralemeut je désigne comme fonction métasphériquo de l'argu-
ment ;r, du j )arametre v et de l ' indice ? une fonction l^'^('v) qui est
assu je t t ie / a satisfaire a ces deux, équat ions fonctionnelles ("'^

(/!} (l — .r̂  1)^ K7'^,^ : (^ 4- •^)^ K^r^^.r) — (p + i) K'^P ^(.7;),

(.") ) '>.( p -4-- v ) ̂  K7^ ( .r} : - : ( p -H ) SC^ < 1 ( ,r) ^ ( p + ••< v — r j K^P-1 ( .r ),

i ï i a i s q u i est, du reste, aussi a rb i t r a i r e ( lue ces condit ions le per-
me t t eu t .

( 1 ) Si t . z i i n ^ \ h < ' r ï c l i i ( ! dfi' f^'icucr Akudcnilc, \. (^ 1 8 9 1 , p. 745-7Û6.
( 2 ) ( i amples rf'n.das, :k) inai eL ^o juin 190/1. — Mémoires de l'Académie de .Danemark,

7'1 scrie, t. II, iyo(>, p. '2'kj-'29'i.
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De ces deux é q u a t i o n s foncl ionuel les on d é d u i r a sans peine réqua-
tion diiïerentielle (2), et en (Mitre cetle autre équation fonc t ionne l le ,

(6) (i — ,,r2) 1)^ K^P(.r) -: — p.rK^PCr) + (p 4- av — i) K^P ̂ (/r).

Celle délinilion de K'^(,r) adoptée, il saute aux yeux que les (onc-
tions métaspbériqiies sont ires analogues uux fonctions cylindriques.

Dans un Mémoire récent ( l), j'ai soumis les équat ions fonction-
nel les(4)5 (A)) à une recherclie analo^iK^ a celle que j'ai entreprise pour
les équations fonct ionnel les des ('onctions cyl indriques. 1/an atonie
entre les résultats ainsi ohlenus et ceux connus pour les fonctions
cylindriques est parfaite, quoique les fonct ions înétaspheriques soient
beaucoup plus compliquées que les fonctions cylindriques.

Le but principal du présent Mémoire n'est pas de- donner beaucoup
de résultats nouveaux, mais de montrer l'avantage de la déf ini t ion
susdite en comparaison avec les définit ions antér ieures, et cela en
étudiaut pari i eu Hère ment les formules d'addition des ton étions
métaspbériques auxquel les nous avons a a jou (e r une formule d'addi-
tion nouvelle.

Nous avons à démontrer, dans le ^ III, que les deux équations fonc-
tionnelles (/i), (/>) ne sont autre, ch ose qu'une généralisation très étend ne
des formules fondamentales des tonel ions tri^'onométriques

(7) s in '•»./• 'î cos./ ' s in .r,

ce qui montrera qu'un cas très particulier du problème que nous avons
a résoudre es(, à ce point de vue, de déduire les formules d'addition
pour cos(,T ~\-y') et sin(.z'-4-y;) en prenant pour point de départ les
deux formules plus particulières (7).

II, — Les fonctions métasphériques.

En résolvant les é q u a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s § 1, (V|L ( :n, j ' a i t rouvé ,

( 1 ) Ariftn li dl Matemailcd, T série, l. X tV , t<)<>7, p. (K)-()O.
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pour | oc | ̂ > i, comme les s o l u t i o n s les p lus s i m p l e s , ces d e u x fonc-
t ions ( 1 )

<• ' 1-<•••'-1,^^£^1••(-£.4•[—-^^
< 2 ' Q'-M -^TT^-'^ ' ^."-£. • —— ̂ )'

où F désigne, la série hyper^eomelTique ordinaire. Supposons x <^ i ;
nous trouverons ces deux autres fonctions

g, / p \ p7T », / p -h 1 * . p7T
1 V -\- [ - ( • O S 1 — •>. 1 ^ 1 - ' --—- SI 1 1 1 —

\ '> / ' ) \ •> / •>
(:•>) M'^P (.r) =: ——————-^————- y, -h ——-—————-:——/-————- r.,

.•(.,r(^,)' '•<.)••(p-^} "
.„, ,> / g Y p \ . P^ „„ , / ~ B . / P - 1 - - I \ p7T

.,^ ^TT 1 ^ 1 1 S i t l '— '̂  1 (L/TT 1. ^ 1 1-——— COS ~

(^ N.P(./,-:. -—————'———^———^,-,- —————A——————/———a-,>.
• ' £ - , - . ) r (v) r£- t i )

où l ions ;ivoiis j»os<'1 pour i i l trc^ci '

( r>) • r,:-= l'-f-Ê, . - ( -p , -1,.^\

(6) ^, ,,FfL__£,,-,.^±J?^,,.).

Les coeff ic ients HH!epen(hmts de ;z' (j i i i li^ui't^it d;uis nos quatre
fonctions par t icu l ières sont, choisis de sorte que tous les coefficients
des séries de puiss;uices en question deviennent des nornhres ration-

nels, si nous posons v ^-= - et p c^al a un entier non négatif, cas qui

nous c o n d u i r a a u x fonc t ions s p h e r i q u e s o rd ina i r e s .
Dans les cas pari i c u l i e r s , où les d é f i n i t i o n s susdites dev iennen t

i l luso i res , a cause des fac teurs n u l s ou i n f i n i s il faut multiplier par
des fonc t ions convena ldes , i n d é p e n d a n t e s de x^ mais périodiques par
rapport a p en ayant la pér iode a d d i t i v e +- i.

En effet, dé s ignons par K ) et K y les systènies de fonctions (ï), (2)
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ou (3), (4); la fonction mélasphérique h plus générale se détermine
comme suit :

( 7 ) K v' P ( ,r ) = a ( ̂ , p ) K ';• F ( .r ) 4- /^ ( ̂  p ) K ̂  P ( .r ),

ou </(v, o ) et, &(^, o ) sont des fondions arbitraires de v et p assu je t t i es
a satisfaire seulement îi la conditiolt de périodici té

( 8 ) a ( y, p -1 - i ) — ^ ( ̂  p), A ' ̂ , p 4- i ) " ^ ( v, p ).

Les deux formules (\ ), (2} domieni immediafeu ie i l t la proposi t ion
suivante :

Toute série / l ype rgéo r r ^ l r i c j i t e (loul les r/ra.r prefnicrs é'c/nc/Us oui l ( f

di(férence }- csl n.nefo fiction fnétasphérique, abstraction faite ( l ' an w///^
l̂ î

facteur.

En effet, nous aurons, en verid de ( i), ( 2 ),

.,) Ff-.^'.^ 4.,,-.•.) .^^.^-l^^ ̂  .(,/.),
V'- î l ï l • r"/ ^['(a}

/ , ^ ( c / - a • i - î ^ i , I \ ^ ^ a • • l • • ^ ) ^ ^ " ; / ) ( ] > • / • ^ | > a ^ a / . , . »( , o ^ ^^, .,..,̂ ,.,., ? ...̂ ,, ^ ̂  J ,-, ———.. ...^-...^^^ g , , ( .̂ .

Cela pose, ij est, très cur ieux, ee me semble, que la plupart, des pro-
priétés connues pour le polynôme X,/ de l^^elulrc se t r ouven t che/ les
fonct ions metaspheriques générales P^^.r) el { ^ ^ ( x ) aussi, e t , de
phis, (\w \^ caractère t rès simple de X,/, savoir d 'ê t re un polynôme
entier, ne simpli f ie ( jue très rarement les démons t ra t i ons .

Les formules ( < ) ) et ( 1 0 ) montrent, c la i rement (ju'on peut déduire
une suite de formules concernant les fonc t i ons me(aspher i ( jues en
spécialisant les torinules connues pour la fonction hyper^eometr ique
générale. Cependant, un tel procède est trop complique ; généralement
les formules en quest ion se déduisent immédiatement a l 'aide des
déf in i t ions ^ 1 , ( 4 ) , ( • * » ) ? e l les-înémes. D'un aut re côté, il faut néces-
sairement appliquer exclus ivement un te l procédé sans s'appuyer a la
fonction hvper^'éométrique générale, si l'on désire donner une théorie
systématique des fonctions m(Uasphériques.
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Dans mon M.emoire Recliercfies sur les /Oncti.ons sphmques ( 1 ) , j 'a i
déduit, en suivant la méthode susdite, une suite de propriétés fonda-
mentales des fonetions i^^^x) et, Q^^r). Ici nous avons a nous borner
aux invnriafUs suivants et à quelques autres formules qui nous seront
indispensables dans ce qui suit.

En premier lieu, posons dans les équations foncl ionnel les ^ I,
(4 L (^ )» — p — "̂  au lieu de p ; nous retrouverons, dans l'ordre inverse ,
ces mêmes équations ronctionnelles, d'où, en vertu de ( i ), ( 2) ,

(,,) pv, , ./(,,) ..-,..... J^^^Ll^^l ^y^(.r),
\/7T S' (v ) s i t l T C ' ( p -I- V )

«,) o..-p »(,,^ . ̂ Jl̂ -i'L^ -̂J i..,̂ .,̂
/ " ^ 1 ^ S I t I p T T

formules qui son^ essen t i e l l es dans la (beor ie des fo î ic^ io t is me(as | ) l i e~
riques, [ïai'c^^. ( |U 'e l l< k s nous | )eE•m( t ( î . < t n l , de. nous l)orne/r iî l 'e îud( k d'une
seule des deux fonct ions P cl, 0.

Le même procède nous conduira a ces deux autres formules,

(,3) (,/.'-, r -i- -, r- -(./-.)-= -__rL•±^..sin.£TC———ov,,(,/.),
VTT r(l V ) l^p - I - l .<^) S I 1 1 7 T ( p 4- V )

1 v \/T r ( v ) r ( i t- ^ ) s i 1 1 TT ( p i- ^ ),,, ,
(l/l) (.r^— i ) 2 < ) ' • / ' F ' ( . r) • - „ v- . ,„--- - 1 - - ,-....,-.--... î..J^^^^^^^^^ Î ^ ^ F f , / - ) ,v l / v / - \ i l ( p - i •.^) sm7r ( p l -• .^)

d'où, ïut vertu de ( i i ), ( r-» ), ces deux formules curieuses,

(,,) l.i ^.n^.,,.. ^'IL'^^^ ^1>.,^,.;.
/ ' 1 ( i - V ) 1 ( p 1 •>.^)

(i(n Q1 '^P ^ • 2 ^ ( ^ ) - ^ . , " ' s h^:.ùi (,^-- i ) ' " :i Q'^ ( . / • ) ,
I ( p I- • > ^ )

qui se réduisent, pour v = • • > a dt^s id< > i l t i tes formelles.

Dilferentions i)ar ra[)[)ort a x les deux. fo rmules § I, U\), ( ^ ) ; nous
aurons, en vertu de ( {^ , ( / '2),

( 1 7 ) 1)^ î^^^.r) ̂  -/>y 1^^ '^--'(.r), i)^, y7'^,^; ̂ -- ^Q^ ' .P - 1 ^ ) ,

f 1 ^ Mémoires fie l'Acndenuc ( ( ( ' Dfiticinark, 7'' sorio, t. il, 1906.

. / / / / / . À'r. M./'///., (:^, X X V . ~ Aoirr i<)oS, 48
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formules qui nous permettent (le donner sous simple forme la série de
Taylor ob tenue pour P'^^r -+- I z ) et Q^C-r "+- // ) ; nous aurons , pou rvu
que x ne soit n i d= i ni co, ces deux développements ,

,¥=-: oo

( 1 8 ) P-'-P ( x + h ) ==^ (- i )•'• ( ̂  v} l>"-1 -'•> P--' ( .r ) ( a A )•',
A- == 0

( ,9) Qv,P(,/.4-A) =^ (^lllQ-".'••F-'•(,-r•) f^)\

.v = 0

convergents pourvu que ( h \ <^ [ x ± 11.
f.es fonriules ( î 7 ) nous e o n d u i s t ^ n t a n x f o n e l i o n s n i é l a s p h e r i q u e s

adjointes. En elïet, posons géné ra l emen t

(.0) [-^(^^^^-^^^(^--.n--^-(,/•),

(.0 ^ .̂̂ ^- ÎLl̂ tĵ 'J (,,._^o--,p ^./.);
\/7T I ( p -4- 0' 4- '>. V )

nous verrons, en vertu de ( 1 7 ) , que P'^C.r) et O^C-r) sont, pour .v
positif entier, intimenjK^iî l iées aux dérivées de P^(.r) et Q^f.r).

Les coeflicients <iui (iiçurent anx se^'onds memi)!^^ d(1 ('w), ( 2 1 )
sont etioisis de sorte- que nous aurons, en vertu de ( i), f'-î), ces valeurs
limites,

(^) lim |.z- P P^.^l -: f ,

(a 3) lim | .rP'^O;-^./;)! .:• i.
( .r l..::: ̂  1 -

Les définitions mêmes des fonct ions adjointes donnent immédia-
tement, en vertu de l'équation différentiel le des (onct ions métasphé-
nques, pour les fonctions adjointes, cette équation analogue,

(2/,) (i - ̂ y^-- (i 4- ^).ry^4- p(p 41-1- 1^) - CT(..cr-"-h^^.:'.o 1 y ̂  o,

q u i nous sera très ut i le b i e n t ô t .
Quant au prolongement a n a l y t i q u e des deux, systèmes de fonct ions

métasphériques P'^(^), ( y ^ ( x ) et M^^(.x), N^^.r), il est d i^ne de
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rem arque, ce me semble, ("|(MI se, présente immédiatement, comme
je viens de le démontrer ('), à l 'aide de la formule intégrale de M. N.
de Son in (2 ) :

(9,5) ^ ^ { L y } ^ ^ . ^ ) ^ dl
JQ

/p - h o- 4" -v 4- i \ .Yp 4- a - ^ 4- i \
TT 9^K- l^..----..--.-^--1-- ---"-J

— COS -• (p -h- 0- —- v) —————- ——————————————-—--.,..-,-——.——.—.—————
9. ' / TrjP-1 '74-1 I- (p 4- ï )

„ / p 4- cr 4 - ^ -h l p -h- a- ~— v 4- i ^'t2 \X î. L.-.__,..,.,,..,..._.—— , ' . . ,„ . ., p -4. ; .
\ ^ ?' ' ./ /

ll;n edet, nous n'avons (|ii'a e.xj t r i î i fK^r a l'aide de ('2:V) on Q^Y-r) on
les <leux. séries hyper^eome.îri(|iies < ) î a i (i^nrenidans les forniules ( , ) } ,

(/S )^ e'esl-a-dire a j>oser on v =.= ±, -;- on p = ± -•

Qnani a la formîile (2.^), les cas particuliers qui correspondons,

av=-i-:-1- sont donnes sons autre forme par liankel ( 3 ) . IMns tard,^ - i .. /
M. Schanieill in ( / 1 ) a rf^roisve, sans connaî t re évidemment le Mémoire
de Al. de Sonin, la formule ('.i^). On voi î clairt^iK^'it de ces citations

()ue li-s ( o r m n i î ^ s ( i rees d(k (•2,^) [ )onr v = ± ^ n'appartiennent pas a

(ie^enbauer, ce ()n' i l i,)!'^!^1!^! (").

III. Les fonctions ultrasphériques.

Posons dans les déf in i t ions ^ II, f î ) , (3), des fonctions ^ ^ ( x )
et M'^C^}, ? ̂  /^ n ̂ î^1 "n cntK^" î 'o 1 1 négatif; nous aurons

i^^^.r)— ivr'7' ( . /•),

et le.s sér ies hyper^'eometriqnes c,orre/si)ondantes donnent immédia-

( 1 } / i t m n i i ( / i M f i l c i n « l i < ' f i , 'V serio. l. X S V , i<)07, (» . S4.
( '- ' ) . V î n i l K ' n i n l i s c l i r , /hïinilcn, l. XV i , 1880 , p. /) i.
( • " • ) /^., l. VIII, i<S7'), ( > . '»();<
(^ A/,, t. XKX , fS^7 , i > . iGK, t (K) .
( t i ) SUzfifi^sixîri'r/iU' (1er Wicncr /ih-fK/cinlc, t . ^, ^<J'-
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ternent pour le po lynôme ent ier de .2" a i î s s i ob îenu cette autre express ion,

<" ^-^~^:^-'"-
S „-: 0

el ces valeurs numériques,

(,) pv^^l^^,
' / v / ni i ( 2 ^ )

( 3 ) pv, ̂ ' -^ (o) = o, P'^2/< (o) -^ r—-^^l^+//,).
//, 1 1 ( -y )

Pour des petites valeurs de n, nous aurons, en vertn de (i),

P ^ ° ( ^ ) = i ,
P'^^.T) ~: av.r,
P'^2 ( x } :=::: 9. v ( ^ -4- j ) .r-1' — i>,

P^3 ( ̂  ) T-:^ ( ̂  4- i ) ( v 4- ^ ) .r'̂  — 9. v ( ̂  l- r ) .r,

P'^(.r) - : - ^ v ( v 4- l ) ( v -(- ^ ) (v 4" 3 ) , / ^ — ^ v ( ^ ( i) f v h ^ ) . / - 1 ' h I ̂ (v j i).

Dans la théorie des fonc t ions s p h e r i q u e s o r d i n a i r e s ob tenues en
m e K a n L dans P^Cr^ == 1 5 on ( r o u v e des n o r ï i l t r ^ M i s e s î i n a l o ^ i f ^ s entre
les fonctions P^cos'p) et cos( /7 'p) , s in ( / / ' p ) ; la raison <! ( * ces analogies
est à ctKîrctn^' dans le fait que les Irois fonciions siisdii^s sont d t ^s cas
particuliers de P^fcos^).

lin ellet, nous aurons, en vï'rtu des formiiles ^ 1 , ( i } , ( 'î ),

( 4 ) P^O-osc?) --r j > / ' ( cos9 ) =:: X/Jcoso) ,

( 5 ) l im[r(v) P^^(cosy)] == f), P^'^cos 9 ),;,.(,:::= •^cos(^œ) , ^ > o,
^ = o n

/ r \ ï ï i , / , sin f /-< 4" r ) ^( 6 ) B^ ̂ " ( co s œ ) = —-1-- • .~——L.
sincp

f ) a n s les paragraphes 21, 22, 23 de mon Mémoi re liée hère fies sur les
fonctions sphcrirfi^es ( 1 } , j 'a i d o n n e une suite de conséquences, don t

1 ) i } j < ' ' n K > i . r ( S ({.<' t'Âc(t(lww d(î Dn.iK^nurk. 7'' sorkî, î . II, K^of).
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isieurs sontconnues, t irées direclement (les trois dernières formules.
'[Vautres analogies se trouvent dans les paragraphes suivanîs (lu, présent
Mémoire.

Cependant, la propriété la plus fondamentale des fonctions ultrasphé-
riques est a chercher dans le théorème suivant :

Supposons plus grand que I 1 unité le rayon de convergence de la série
de puissances

( 7 ) /( .r ) = <?o 4- ^i .r 4- ^2 ̂  4- a^ ̂  + ... ;

nous aurons ce développement en série de fondions méiasphéri(ju,es

(8) .A^)""-1^^)^^ ^-•V )A -P ' ' ' ( • ^ ; ) -
,ï —•: 0

ou nous a^ous posé pour al>re^'er

( \ \ ---\^ (n 1 - ^^^ ^JL^ „ .( f ) / / // • •^ ^"'TI^"^T(''7'^
A- 0

la série de fonctions ulirasphériqucs (fui ligure au second membre de ( ( ) )
es/, convergente à l'inférieur (le. la plus petite ellipse (fui a ses foyers
dans (-i: j , o) el (fui passe par uri poi ni sifi^ulier de la fonclion f(;r).

Le théorème susdit est, donne par (L Neumann ( { ) dans le cas parti-

cî i l icr v ::::::, - ; cependant, la démonstrat ion du théorème généralise est

identique a celle donnée par ri l lustre géomètre al lemand ('2).
Sn [ ) [ )osons ( j i s e .v :-:-:±: ! soient de valeurs sin^ii l ieres j)0(ir la série

de, puissances ( . " ] ) ' • , la série ((S) n'est convergente que dans la partie
de, l ' axe des nombres réels qui est située entre — î et -+- î . De telles
séries sont appl icables pour des fonctions non analyt iques aussi; ces
séries, analogues a celles de Fourier, sont, étudiées par Dirichlet (:t)

( 1 ) ( l i ' l x ' r die /^'{if.^'ic^'/f/ri^ (•i.n<'f I ^ ' n / t h - l i on nul. inm^uinron /Sr^nfncNt //ac/i (ier Ku^e/-
junkf.ioncn r.f.vir'r u i u l zn'/'fff'r ///•/. [ > . lo"; l îal j le, iK6'2.

( " f ' ) ï ' f u r lïioii Mcrnoir'e susdit, p. y.iS''».
( : 1 > ) J o u r n a l de CrcU.c, {.. 17, tH37, }). '\ ')-'>(); Oeuvres, t. î , p. 9.83-306.
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et plus r igoureusement par M'M'. D i n i ( ' ) et Darboux ( 2 ) . Ces géo-
mètres ne considèrent que le cas p a r t i c u l i e r v =: ^ ; M. G i o l o t i o (•' t) a
étudié, en suivant la méthode de M. D i n i . , le cas sérierai où v est sup-
posé quelconque.

Comme cas part iculiers des séries neumanniennes susdites, nous
aurons celles-ci,

qui nous seront très utiles bientôt; la. fornule ( ï î ) , où il faut admet t re
^ ±: \lx'1 — 1 1 < | y ± \/y' --- i , est due a (.xe^enhauer ( '• ).

IV. — Fonctions de Gegenbaiier. Intégrales de Laplace et Jacobi.

(^oînnie nous avons remarqué dans le ^ I, les fonclions aiinulairt^
de (ie^cnhauor, principaltumuti identi(|nes a nos foncî ions îné tas i ï l îé -
riques, ne sont pus pra( i ( } i ies S o û l e s d t U J X .

La première des f onc t i ons en quest ion est, abstrachon fa i te d'un
simple facteur, identique a notre Q^C.r), tandis que la seconde es(, a
un (acteur près, la fonction suivante,

^.71

(i) A^P«) — 1 (.x -4- cos(p^ / . r ' '—" I / (s i r^9) î > v l </9,
• o

où i l f a u t supposer posuwe la pari ie réelle de v.
^our ehî<ll(l^ l [ ^ a j n t<k"<^ï(- la fonction ( î ) , su[)(»osons d'abord

'v\ >- j\/.z;2— r |; la formule binorniale donnora

a: - P A ^ P ( ^ ) -^ (^) (^^ r(cos^(siny)- ^/^
' ' / \ " ' ' * ' t\.î -= /i 0

( 1 ) Annalidi MrdcmaUca, '>.<1 série, t. V!, 1 ^ 7 / 1 .
( î ) Journal de Mnl/i., •>/' .scritî, t. X IX, 1 8 ( ^ 4 , p. i / j .
( ' A ) Gforrui.lcdf.MnUiinfit.fchf', L X X X Î X , i < ) < ) i , [ ) . ir)/,.
(4 ; S i t z i i n ^ s h c r t c l U t 1 dcr ïVi.cnar //knd.cmfc, l. (^ ïKx j i .
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d'où, en vertu des formules intégrales très connues,

/•7 T

1 ( COS Cp y2-1'4'1 ( Si II 9 )'2^ " 1 6/cp rrr 9,
Jo

. r(,s--i-;)r(.)
^ (cos9)2• t(si^ ly)•2• ' - l d'if :•--= — \—. - " '—. ; - ,

•-" ' rfy-i-.s- i ' )
\ 'i/

et âpres des c;»lciils (''leineniilircs, pour A^Cr), celle ttiitrc expression,

(a) A••,C•(.,.|-»^1-•••"•"^•('1-P,-P,'+,,• '• ' ; ' ) ;
1.^, ^ l •• - - •'•• 1

c'esl-a-dire que ^ ^ ( x ) est, a l ïs i raet io îs l'aile (l'un simple lacieur, une
fonclioîi nfielasiïlîerinue de l'ar^'iiinerit ;r ; y.ï2 — i.

Api)l i ï j i ioi»s ens^Iil(. t la forimile d^, ( x a u s s ( i ) coticernaiil la série
hypeTgéoméIrHjue

l^^^^--)-;^-11^( 1 ( y - a ) 1 ( y p )
, r c / ) r ( a 4 , 6 — y )

X 1< ( a, ^ a . , p - y + i, .r) ,- -A^^^^

X ./•ï a ^ ( « . r ) » - Y F ( i — a , i . - - p , y — c < _ p 4 - i ^ ) ;

i sous a i i rons . e î i veilii de (2) et, des d é f i n i t i o n s ^ I I , (i), (2), des fonc-
tions îï iétaspli i .erKilK^s, p u i s en a i ) i ) l i ( . j u a n t la fo rmule § I I , (iG),
pour A^(.z/"), celle au l re expi^^.ssion

( 3 ) A'.P(^,..J.^.^^O|^--11(^
l ( p ' + - ' 2 ^ ) [ \ / 7 T S i î l T C ( p - + - ^ ) ' J

11 saiile aux yeux que cette fonc t ion est beaucoup plus compliquée
q u e notre ï ^ ^ ( x ) .

Appl iquons m a i n t e n a n t a la fonc t ion (3) les ident i tés § I I , (i i), (12),
savoir : posons dans (3) - - • p -~- 2V au, l ieu de p, nous aurons après un

(.i ) l)is(^uKiU()iu^ ^ancrnics circa sericrn inpultuni, § 4'3; OEwres, t. 111.
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s imple calcul l ' i d e n t i t é

A^r^.r) =r A'-'--P ^(^),

d'où, en vertu de (i), celle formule in tégra le cur ieuse ,

(^) f ^y+cosy^^'^^^siny)^-1^^ f -———^^-Ç^^-^^
Jo Jo (.r -h COS^/.r12 - i/

qui semble être nouvel le dans cotte içéneral i lé ; dans ( f \ ) i l f au t sup-
poser positive la partie réelle de v.

Le cas part icul ier de (f\) qu i correspond, a v = - et p éû;al à un e n t i e r
non négatif est classique; celle formule particulière appart ient au fond
à Kuler ( 1 ) ; elle a été reirouvée par ,lac/ol)i (2).

Posons ensuite dans ( '1) , (4) p -= n, n. désignant un enhtî r non
négatif; nous aurons ces deux représentations intégrales de la fonr.-
tion ultrasphérique,

j '» / • > 7T

( f ) ) P-',"(.r)-r-—^±^,^- / (. /•hcosy/r1 ' " ̂ ï / ' (s i i»^)" ' </y,
' 7 ''" •^O

(6) i>-,"(.z.) -:. ^±-^1- r_^"i'r-..1^-, .-,\ i \ i , .iy ^ j » . ,.,-„„«-_---. ^ ̂ ,̂
// t * \ ''^ " Jo ( .r ~(- cosep v / . / ' ^ •--- i )

où la part ie réelle de v doi t être supposée p o s i t i v e . Posons p a r t i c u l i è -
rement v == ;-; la j î r e i n i é r ^ ï de ces formules p a r t i c u l i è r e s a p p a r t i e u l a
Laplace ( ; l^ la seconde à Jacobi ( / i ) .

Il est formellement très c u r i e u x , ce me semble , que l ' i n t é g r a l e q u i
f igure au second membre de ( ( \ ) représente un po lynôme en l i e r de .7;,
quel que soit le para ni être v.

Combinons encore les f o r m u l e s (2}, ( ' 5 ^ ; i l en résu l te pour la
fonct ion u l t rasphér iquo cette autre expression,

(7) P--^) - ̂ ——^c: v ( - ̂  ' - /(, . 4- L, •^1\
ni i ( ' À V ) \ '/ï 2 9. . / - • ' j

( î ) InsliLutioiies calcul/ inle^ralis, t. IV, Supplément Î V ^ i7<)4,
( ï ) Jouf'fia/. d<' CrcUc, [.. ^6, i^^3, p. H i ; Ul^uvraK, t. VI, p. i4.S.
( 3 ^ Mf'canK/nc cc(vstfî) I,. V, Livre JI, (^liai). II.
( ^ ) /.oc. ci/,.
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(.1 \ ) ù, e î i î n e t, ta n t a.' == ( 1 o s "p,

, o , , . „ „ / , ^TT F(^ 4 - a v ) (coscp) 7 ' / /z î — / / - î . . \( 8 ) P / ' " ces îp ) ----- v——\ /^^^— g. — „., ———, ^ .1- -, _ ( <(n^ ̂
' ' ' / / ! 1 ( ^ ^ ) 9 , 2 ' " 1 V 9, •.< •». • /

posons c lans ( ^ ) v = = - î nous re t rouvons une ibnnulc ( l u e au t o n d h

E u l c r ( 1 ) , ( a n d i s ( lue les l i y j ï o t l i o s e s ^ = = 0 , y -== î d o i i i K ' n l , en v é r i n
(le ^ I I I , ( r)), ( ^ ) T la ( o i • î n ( l l ( t ( I t ^ iVloivrc ( • o l i c t ^ ' n a t ê l la pu i ssas icc
( cos^ 4- / " s i l t y y .

l î n f i n , c o m b i n o n s les d e u x f o r m u l e s ( ' - > ) , ( '! ), pu i s a p p l i q u o n s ^ B S ,
(10); i l ( ^n r é s u l t e 1 la f o r m u l e ,

(9) r(.) ̂ ^(.r) 1 ————^^—————{y^{.r)
\/TT ^"v S I I ) 'ÎT( p -h ^ )

.-.-, _.....,,.̂ ..,.,.,.,.,̂ 1^ ^-^..,- ( . r 2 - l^ 1>^ " v-"p•p/__^—^\

^ . 2-/ 1 1 - L ̂  ̂  ,1, ^ \ ( .OSTT ( ? 4- ^ ) v^•//'i ~ ' j

d'oi'i, en verhi d( ts idenhtes ^ II, ( \ ') ), ( i ( > ) , la formule analogue

(,«) ,•(„ ,../.,(,^_ -Zl.̂ .L,̂ - ̂ (.,.)
\/TT: ' . ^ ' 1 ' S 1 1 1 7 T ( p • I - ^ )

• . > . P 1 1 r(p h •.>^} si i i7i(p î -•.^) , J' - ^ r-.p/ ./.• \
; —————————-^——-———.~ (./- -. , )- U' [^-) '

('.es deux formules se dédu isent aussi immédiatement a l'aide d'une
transformat ion de, la var iab le .r dans l 'e ( ]ua( ion diHerenheUe ^ I, (2),
des fonc t ions melasph^riqnes. ( ^ ( ^ » e n d a n t , j 'ai préféré appliquer la
formule susd i te de ( ^ a u s s a u lien de donner la transformation indiquée.

( { ) 1 n \ f i l { i l i < > i i c s cnIciiU i t / l c ^ i ' d l i ^ ' , t . I, scc t . I, ( ^ ; i j ) . VI, probl. . 'îîî.

^nn. Éc. Nurm., ( 3 ) , X K V . — Sr.pTEMniti; i()o8. ^9
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SKCONDE PARTIE
FORMULES D'ADDITION.

V. — Équations aux dérivées partielles.

Dans son Traité classique, He ine ( < ) remarque ( ]ue la propriété la
p lu s essentielle des fonctions sphér iques est a cliercher dans la
formule d'addition de ces fonctions.

La raison de celle fo rmule d ' a d d i t i o n el de l ' a u t r e q u e nous a joutons
dans le de rn i e r paragraphe d u présent Mémoire est a chercher dans
le fait cur ieux que la f o n c t i o n métasphér ique générale , pri^e d ' u n
a r g u m e n t ires compl iqué , s a t i s f a i l a des é q u a t i o n s a u x dérivées
par t ie l l es d ' u n e forme très s imple .

En premier l i e u , considérons la fonc l ion

y ̂  g^,p ( ̂  ̂  ^ :.::: ap -h :r ̂ "rr'v ̂ p2ir7 ;

nous aurons

dy ày \/y^ - i (Py a2—i ( ) 2 y a' ^ / p 2 — i ôy^ ,,,,, ̂  ^ , ^ ,„, ..„..-. ̂ .. ̂  .^ _..,^^^^^^^^^^^ ^,

()y (a2-- î}^1^~~ï ()y
()x /. ( ) a î

g.^-,),,>..,,(^^-,.-/Ç^^),

où nous avons posé pour abréger

À =•= p y/a2 — i + a x \/p

d'où, sans peine,

~- r,)2 ,,,:: ..--.„. /2 + ( .:r2 — j ) ( Çy — i ).

< 1 ^ ÎÏandbuch der Kugfsifunktionen, l. f, 1878, p. 3f2; Berlin.
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Appl iquons ensuite l 'équation diiïej 'entielle § I , ( '2) ,

(i^^)^_(,^^),^4,p(p+^)^=o;

les formules d i f f é r en t i e l l e s que nous venons de développer d o n n e n t
imimkliatement pour y = K^^OJ) cette é q u a t i o n aux dér ivées par l ie l les :

(,) (,^)^(.-^)^

i . ^<^,___ ^
~^ (I ' /> ) ().î:2 '^^' Ô.U

+ p(p 4- ̂ )7 -i- -—-. (i - .^) ,-r - ̂  ,7- -^ < > •

I /analogie entre les deux part ies du p r e m i e r membre de ( i ) et les
premiers m e m b r e s des équa t i ons d i l l e r e n t i e l l e s obtenues pour K^^a)

iv — _ i p ^

et K °2 (.z') saute aux yeux.
Il est bien curieux, re me semble, qu'nne étude directe du cas par-

ticulier p == a nous conduira à des résultats analogues auxprécédents.
l^n edet, [ïesons

y • ";; K '^P ( < • > ) , ^ -= a2 -i- ( i - " a2 ) .r ;

nous au rons les f o r m u l e s d i f l e r e n t i e i l e s

%=^-^ ^-^•"-'->•^+a'-r>^^-"—'^ ^-<-"'•£•
ce (lui donnera, en vertu de l'équation dillerentlelle de K^('œ), cette
é(juation aux dérivées partielles,

(,,) ^( I—a l 2 )^-- [ î4-( / l^4- I )a ' - | -^ | -4^(p+'^)y

" -.7^.["-c•'Ê-<•+">-a=°•
car nous aurons ici

î — ̂  =:.= ( ( — ̂  ) ( l — .r ) | i 4- -r 4- ̂  ( î — -y)]-
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La partie (lu premier membre do ( 2 ) qu i cont ient les dérivées prises
par rapport à a? est semblable au premier membre de l ' équa t ion diffé-
rentielle obtenue pour K^P^'), tandis que la partie contenant les
dérivées prises par rapport à a est i n t i m e m e n t l iée au p remie r membre
de l 'équation d i f fé ren t ie l l e de Gauss.

En effet, mettons dans l'équation de Gauss

(3) .r(i - .r) g -t- [y - (a + ̂  + i).r] ̂  - <y =: o, y -. ¥ (^ ̂  y, .r),,

où F désigne la aérie hypergéométrique o r d i n a i r e

a = a — p, (3 ~r p 4- o" 4- 2V, y -:::: 9. v ~h '). a -(-.- i, a 4- p 4- i — y ;

nous aurons, pour la fonct ion

y ::•=: F ( o- — ?, p -.[.- cr 4- •^ -> v 4- ^ cr -I1-- r , .̂  ),

l^^luafion difl'érentielle |)lus simj)I( t

(4) ^(J~ •/•)^ - l - ('^ • i ) - ' ^ • 1 - i ) ( ï—.r)^ 4- (p—o- ) (p4 -o '4 - ' - ^ ) j - . - o.

In t roduisons m a i n t e n a n t dans ( f\ ) , comme v a r i a b l ( ï i u d é j ï e u d a n t e ,
la fonction

.) --:: i - ..-\

puis appl iquons ces l 'ormultïs de t r a n s f o r m a t i o n

^y — J ^Y ^y 1 ^y ï ^y
dh\ ~ 2.x dx' 77^ 1 ' 1 1 1 " /[^ TU2 "1""" /y.^ dr'

il en résulte sans p e i n e p o u r la fonc t ion

y == F ( a — ^, ry 4- o" -+- ^ ̂ , 2 ^ -i- '2 ^7 -t- x , ï — .r'2 )

cette équation différentieile l inéa i re :

(5 ) -^O - ̂ 2) ̂  - [ï 4- ( / î v + (^ 4- î).r^) ̂a,r" ' ' IJ ^/.^•

-h 4 -7-' ( p —- cr ) ( p 4~ a 1-- 2 v ) j =: o.
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Cela posé, mettons enfin dans (^)

r^(i-.r-) - z ;

un simple calcul donnera f inalement pour la fonct ion

( 6 ) z :-:= ( i — ,r2 )'7 F ( o- — p, p -i- o- -i- •>. ̂ , 9. ̂  4- 2 cr + i, i — .r'2 )

l'équalion difrérenti^dli1 suivante :

^. ^3
7/^

/l <7 ( n + '.< ^ )

^-^)^^|^,,.(^, ,),^|^(7)

-h / ip(p - l - 9Y)- .Z'3 == 0.

889

Rernarquons encore que, une seconde intégrale [);»rticuliere <le
l 'é( juat ion ( ' } ) d< t (iauss elanî, la ser i t^ l iyix^r^éolnetr ique

^ -ï F( a — y - 1 • i, (3 — y \- r , 9. — y, ,r),

nous aurons comme seconde, intégrale particulière de (7 ) la fonct ion

(^ ) ( ï -„- .y2)-^ •"/ g^( ..,„- n - p - •^, p - - o-, I —— ' . > . ' ) — •^, t ——.X1}.

Vî. — Première formule d'addition.

Etudions main tenant la l 'onction iiltraspherique

( ï ) ,:,• , !>'"1"// (^ i • ̂  v7^"177 ̂ ^^"T) ;

nous aurons toujours une identité de/ la forme

(9.) r(v h ^P ' 1 ^^a^-h.r^"'^^"^)-^^^^^^^^^^ p)!^^^),

où les coeff icients A^'fa, [ri ) sont symetri()ues par rapport auK deux
varialï l f^ a et [4, savoir :

(3 ) A^^(a , p) =:A;^(p, a).

Pour dé te rminer m a i n t e n a n t les coef f ic ien t s A^ d i f férent ions par
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rapport à x les deux membres de F i d e n t i t é ( 2); nous aurons, eu vertu
de §11. (17),

3^~7^prz~,'r(^ +1-) [^"^"'(ap 4- ̂ ^/a^^'T^p2"^)
•ç - / / - 1

-=-, r(v 4- i) ̂  A:,'/', (a, (3) P" '.•'•(.r),
.s- 0

d'où, en me t t an t dans (2) v + i au l ieu de v et // i au l i e u de //, la
fo r m u 1 < î r é e u r s i v e

(4) A^(a, p)-^a;^^v/PÏ"^A^^ P)

^(a^i)?(f^-i^A'^" --(a, P).

de sorte qu'il ne nous reste plus qu'a det(mniner le seul coeffi-
cient A^a, (î).

A cet eflet, appliquons l'equalion aux dérivées |)artiell( ts ^ V, ( ï ),
pour p ==/?,, n étant un en(ier non ne^'alif, |)uis remar<|uons ridenlite

(r - .^)B)j, IP^^.r) - - - (r ~\~ f^^>).^l}^ î^^ ( . / ' ) - s(s -[- o ^ ) g > ^ ^ ( . r ) ; "

nous aurons pour la d é t e r m i n a t i o n de A^^a, [^ ) cette é q u a t i o n a u x
dérivées parti e I I es,

(. „ ,.) Ç^ _ (, + ,,), ̂  -,„ ["/,.(„ + ... + ,) - ̂ .±-^2' A.--: o,
^a2 ôy. \ i a-

d'où, en vertu de réquahon dillerfïiitKdIe des fonct ions adjointes c i tée
dans le paragraphe II, formule (^i),

(5) A^"(a , p) -^P^ ' ^ " ( a ) î»r ^ ' ( p ) ,

où les coef f ic ients Oy sont iî idéixuidants et de a et de 6.
Cela posé, mettons dans (2) a == [ï == r ; nous aurons

F(^ + ̂  p" i'^,) ~r^) p^-(ï) [ î^44'^!)!^^-,

d'où, en v e r t u de § 11, (20), et § I I I , ('2),

^.K2/<,-M p .̂,(, ^ }- .;)y
cï^' — •"—»^»—-——».——.-^™-»»«»-».^™-«,—^

\/7T /^ 1 S' ( //, -4- '>. V •4- î )
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de sorte ( jue la torsnule recnrsive (/s) donnera la formule générale

^2V -I •->//+! p (̂  _p ^ _(_ ^ ) (y + .s-)

a^ n 3= —=—————————————^—————— 5V T T ( / / - — .s')î r('2-y + //- + .s- + 1 )

d'où finaleineiii 1 < 1 d^vcloppcî t ieni clierchc :

( 6 ) 1 > v < ^ ' " ( ap -1- .ï' ̂ /a2"^ v/^2 -- ' .)
r ( ̂ l^lll -i- ^ •+• l ) ^ ^ " ^,,„, ^^^^ ^ ^

xV_______^__L———,..___^^"(^^^"(^^(^^
^ Z^ (,/. — .s-) î r(':>.v + /// 4- .s- 4- i ) A '

•s' 0

dont !(- cas v == o osî dû a Laplare ci, I^^cudêT (^.
l.a (orimilt1 d 'addi t io î i ( ( > ) est, d'urn1 ixn'lr^ (r^s (^^iiduc ; ici lions

avons a ^hid'K-r s^paiTmrnt l i ^s cas pai'dciili^rs sinvaiils :

i0 .T == i, acos^p, p === c.os^; nous aurons, en verlu d < î ^ III, (2),

( 7 ) P'^'^^s^+^l
___ r ( v ) r2 (v + ̂  + ^ ̂ ^^
~ 0rr(^4- ^)r('^)

x'V _^̂ t̂ :lJliJî ^̂  p'-^'^cosy) i^'r^^cos^),XZ^(^- .s•) ! .s• î^(^.4- /^- l - .s•-^- l ) A v f / Â v •
A' :.•.:- (»

d'où pour^ == ± -ï- l^s forîïï i i lcs ^('knéral(ks pourcos(^-+-j), sinÇ^+j),

tandis (JIK- l'hypollK-s^- v == o doiincra l ( k dcvcloppenicnt analogue

(8) ê > / t [ cos (9 4-+)|

^i..3.5...(..--.)p2(7r^

où nous avons pose pour ahrés^1 £0== ï » "'^i1^ ^^ 2 P0111'/^11

( 1 ) HEINE, Handbuch der Kugcifunktiouen, t. I, 1878, p. 'ïî3.
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2° L'hypothèse x === o donnera la formule s ingu l i è r e

(9 ) ï>v ' l"^"(^)
r2^-!- //-4-" {)_1>J2S/!^_1

^/TT S' ( ̂  4- \ )
II

x V (-»)^+^)^-i^) i >•" • •i "( y ) i >•"-î < " r î )x ̂  .s- ! ( /( - .s- ; i r ( •;'. ^ -i- /< -i - .s- - 1 - . } •t - } •'• ' / •
.•>' :.-: < »

3° Cons idérons un f r i î m ^ l e spl iei^i iK^ ayanf les côtés a, h, c el I t ^ s
angles opposés A, B, (^; nous an ro î i s

( i o ) < • ( ) s c ":̂  c o s u c o s b -\ - s i n c < s i n b ( ' o s {},

d'où, (^n posant dans ( ( 1 ) a "= cosa, [Ï == cos^, /r -= cos(; ,

(n) P"'^"(cosc)

iLLzll̂  '4' ^^"t ^-lrîïv ̂ -Iv _ ^("" i}' [z-l"" •v )
,,., ^.^^..^^^^^.^.^

^ , 1 , /, ' / ( ' ' ' / /
X ê^, •i ( cos^ / ) I.'., ï ( c o s ^ ) I^'^^cosC),

("c ([iii doli juïra pour v •=- ^

, , si n ( / / -l- i ) c
( 1 2 ) ———:————

SI IK:

/ 1 - . / / , iY(-" t)^^^ ^ ' ) ^.•"((•o^) I^i-^cos//)"--.' ( //. } ^'A - î / / n 7 ———....,-...,,..»-,.-.,...-..,.....̂ —, ,.„-,•„,,„...„....._.——————„..„._„_.....————— { * . - ( (.os ( , ) ,• ' ^ ( / < — , s - ) ! ( / / • | . .v t i ) l /

formule (|m est n o u v e l l e (xml-éfre .
/l" M n l i i p l i o n s ensu i t . e |)ar [ •{ / / l^s d i ^ i x m e m b r e s ( ! ( » ( ( i ) , l ) n i s f a i sons

croitre au de là de l o u î t ï l i m i t e la va leur abso lue de p ; n o u s a u r o n s , en
vertu de § 2, ( ^ ) , cet au t re d é v e l o p p e m e n t ,

( 1 3 ) (a+.zVa^^Ty''

'ilB ̂ ^ ± •î ^l^ ̂ ^1 V_ ( ̂ -t " L1^4!' "1a L - s >> / ^ r -,_: ^ _^._ ...._.. .- ̂  ^ ̂ -_^ ̂  ̂ ^ ̂ ^ ^^^^. ̂  ̂  ,,. ^.,. ;,

d'où, pour v -= o, -z' == cos'p, UIK* formule elassir ine ( 1 ) .

( l ) H E I N K , flaridhufifi der Ku.^fîljimkt'ionen, t. I, r 8 7 K , p. 9.00.
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Considérons encore lu fonction métasphérique générale

(i/ i) .:)—-: P" ^(ap 4- .rv/ï2^^^),

on a[3 n'est é^-al ni a :i: B ni a x;, hmdis ([lie nous supposons encore

( 1 5 ) 1 1 -± ap | > | ̂ """T ̂ /^~-71 ;

la fonction (\f\ ) e.s(, developpahie en seriî^. de [)uissasices ascendantes
de .r, dont le rayon de convergence est plus s'rand (|(ie l'nnil.é; c'esl-
à-dire que la fonc î ion (.\/\ ) est developpahie en série ncunKinrdefïne et
cela. en appl iquant les formules générales indiquées dans le para-
graphe III.

Posons ^'énéralesneni

( iG) r(v + i) l^ 1 l 1 ^(ap \- :r•^ï~~l\/l^:^) -.-: r(^,)^ ^^(a, (3) P'^^.z-);
.ç=(>

il esl, évident (I IK^ la (ornnde ( / i l )^ar^ l ( k sa validité si nous y remplaçons
le posi t i f ent ier n par lo nombre quelconque p ; d e plus, nous aurons
certainement au lieu de ( ") ) j tourA'^^a, ^) ('(^.(.(^ expression générale,

( 1 7 ) A^(a, p) --:^ K^^'^a) K ^ 1 2 ' ^ ^ ) ,

'•' 1 "" '' F i • p • s •• "où les K , y désignent de/s ioncj. ions ad jo in t î ^s .
ï ; (da posé, mult ipl ions par ̂  I t ^ s deux membres de (id), [)ins fai-

sons croih'e ail d(da de (oute l i m i f t * la valeur absolue d e p ; les coeffi-
c i ^ ^n ts (i^' (|ui (i^ure.nî a ï s se,c,ond membre de ( 1 7 ) se déîerminent en
développant a l'aide de ^ III, ( i i ) , la puissance.

(a^-.rv^'-'T^.

On voit que les fonct ions ad jo in tes qui f igurent dans ( 1 7 ) sont inti-
mement l iées aux l'onctions é îud iées dans le paragraphe IV.

l.a formule générale ( s ( ) ) a insi obtenue est due a Ge^enbauer ( ' ).

( 1 } S i f z i i n ^ s f ) ( ' f i c l i t , ( i fier H^u'ncr ^l\<t(Uniie, \,. C, IH ( ) ( .

Ami. /':<-. Nonit.. f.'i), X X V . — Si.'.pTi.Mniti. K)()^. t)o
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VU. — Autres développements concernant le triangle sphérique.

Appliquons les formules générales coneernani les séries neafnan-
menues indiquées an paragraphe III; nous inirons ce developpemeni
éléînenîaire,

d) Ç^^^^-^^^Y
( /-^—————-^ y ! ( ' /^ '-in-' ̂ -y

-~ / / 1 1 ( v } ( y C ^ } ' 1 T .-.—"..'-.„„,.......„„...,. 'y..\.........^......................- //' - B ^ H ̂ H Z, ( „ .,,. ̂  t | ' ( , ,.F, ., ) ( .,^ y.

i ^ —— H ^ ....y. j .-...-....,. n y."' — 1 ft" • 1 \ ,
X 1^ —— . - , y4 - .s .4 . - i k - j^.^.r),

\ •î ^ ^•t ^ 7

ï l^ou, on |)os;Hîi .T == - ros(^ a === cos^, p == cos//, pour le îr i î i i i^ ' lc
siïli^t^iiie mentionnr au para^î'aplic VI, 3°,

(•.) (cosc)"= n\ l^^fc^s.^^s//)^^1^^

x F ( :- \ ' - ; ^ v • 1 • .s' \- î , 1 ^n^'"' d \ \\ 11^ ' " /</ ) ^^1•f> { cos C ).

Posons dans (2) v = = ? nous aurons un dcvclopppin^nl selon les

fondions sphmqucs ordinaires, landisque- les hypothèses •y : " o . v - 1
donnent respeeî i ve inen t , en verdi de, ^ III, ( r) ), ( d ),

•t ^•(l^
(3) (cosc) " :;'=: ( < - ( ) s ^ e o s / ^ ) " ^ .' ( î ; » n ^ ^ ( ;u i^ / / ) ' •

/" .y — n s -}••• î • • I " //, ., ., , \ , ,,,X 1 ^ ...........-....., —-....—^^^^ .y ...[- î , \\\\\^ a tîui^''-^ c - < ) s ( . v < . ) ,
\ ^ 7. ' I

• - " ( " }•«^ \. s J
( 4 ) ( cos c y -- ( cos a cos h )tt ̂  -^/- ( (a n.̂  // î ;is n ̂  ̂  j'-'

/ s - .-.- //, .s- ( î - // s i 11 ( ,s' l i ) ( ',
x ^ ( ^ • - " i ^ î s ! l - '<, t ; i i i^ ' '</ tan^ ^ j • • - 1 1 - • 1 1 • • 1 1 — 1 • 1 . 1 1 - - 1 1 . , ;

dans ( '^ ) il fau( |)oser £<» î , £^ 'i pour/> ^> o.
Mullij)lions ensuile |)ar ^~'f/ I t ^s deux nieml»res de ( i), |»uis fa isons

croître au delà de loule limite la valeur absolue de/ p; nous retrouvons
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h. série ncumanmrnnr ^ V l , ( " ï ' - i ) , d'où une nouvel le demonsirahon de

h tormule ^ IV, (7 " ) .
Comparons mainl.rnani l^s deu>c d^vdoppomonJs ( s ) ot ^ V S , ( < > ) ,

puis développons ni v^rlu < ! ( - ^ III, ( 1 0 ) , l;i imissitiicc qui li^niT ;tn i)^1-
itiier îiK^nil)!^1 de ( i ); nous .(lirons, en filant, les (•oef f i rmnis < ! ( - l^'-^.r)
dans It-s ( I t^ ix d^vrIopi^mciUs ainsi ol)lciins d(1 la puissance susd i te ,

cel.l.o ronnislî1 ( •nr ic issn,

/ ,/ i - // a-2 - i ^ -~ i Y
( :>) ( a ^ ) - ^ - - ^ — — — — ^ - ^ . , -^-- - ^- )

n \V( '>. v \ - 1 ) i ' c v ^_ 'j ̂  _ „('// __ '!_ ĵi-:1 ' lLL^_ -̂;!2L-__
"^ — — — " ~ ^ m ^ ïî rY'/"1»" /^ -"- .<> - i - 1 )T{ -^ -i-- //. -- ^^ "h i )

,s' . :... 0

X ^ ' ^ " ^ ( a ) ^ ' ^ ' "(p),

d'où, pour v = ̂  a ^- <'o^9, p -=- cos'^,

( (> ) (^ (u)sy cos^)" F (— ̂  I ,, // î ^ t ; ln^ î iy mnS2'^

- . y £/ / . , , ( // 1 < - O S ( // — • > - . S - ) ^ C > < ) S ( / / — 9..S-)^,

j^a i id is ( J IK - l^ iy i^ol l i t -st- v - i. a ^ cos^, ^ - cos^ doniiera de même

/ // i // 3 , , . , 1 \
( ^ ) ( • Î C O S ^ C O S ^ ) " F( ^. ^ - — > ^-^ l . l t l^"? IÎH^-'-P)

V / / î s in ( / / . — '<.s- 4- \}y sill(//-^^SL±-IJ-jl.
~" ̂ ^ .̂  [{'n'1-^ '"'(T111,"11)1"!' """' ' 1" - 1 1 ' 11""111~"""~111- " s i 1 1 ^ s i 1 1 •L

l nve rse î ï i c i s l , déduisons a l ^ a i d ^ d e la d^ l i is i l ion ^ 1 1 1 , ( i ) , d e la lonc-
( ion ul i rasj ) ! i ( - r i< im-, la lo r î«sn l (^ VI, ( 5 ) , de ( i ); sious aurons de même

^ r,-^^7 1 ( // -h '>- v }

^ ( - ! ) • • • l 'f V -4- '/ ^ ^) ^ 9- ^|^ )" ;'''"
11"""^" ' l—-l l" l '"~"".yî('//"-^-' l"•^)!

/ .,.,s. ,/ •>.,s- - i . - - 1 — // ' y ' " — ' (32 --'ï \l̂.(.,,,.,^^^^ ...^,__^_^



3c)() iNSB<LS IN il-', L S F. N.

(..l\)ù, pour v == o, a == eos^, [3 =-= eos'^,

9.
( 9 ) -- ces ( // (p ) ces ( // '̂  )

^ („ i ^ ( ' / / , —.s- — ( ) !
=- 7 ————,————————1—,——— ('.>. COSO) COSLp) 7 ' -"̂

A-! .S- ! ( //- - - 9, ,s- ) ! ' •
.l :-: 0

- , , / ' ' •> .V — //. ;>-.S* -4- t — //- ! '\
X j^———^——, ————.^ ....__., ^, S.Hi^-y l;H <-,?!,

tandis qnc les hypoihr.scs v —: 1 , a — ('os^, p —: cos'!' ( lo r ine î iS- l<i l'or-
niule îuudo^'iK*

( • ^ si ri ( n ~\- » )9 SH>J'̂  .ZL^
' si il co si il ̂

f'rt

=^ (— ï)-''' ( / "^ <s ) ( ' > - cos 9 cos^)" -^.¥ — (I

^ / '̂  ,y..,_ //, y, ^ ...^ , _„._ „ 3 ,
X r ( - - 1 - 1 • • ? -——-^ .- ^^ ..-— , ....., \i\ïï^^ îîHi^^',^ ).

VIII. — Seconde formule d'addition.

I/fUjdîii ion ;KIX (Icrivccs p^rin^l^s ^ V, ( ^ 2 ) , î lous ronduirîi î i i t iur t^ l -
leriicnl il ^(ijdier un ( l^veloppeîïK^i l de l;i for î tK*

( ï ) P^l a^ •+• f f — a 2 } . / - 1 V A;;-^^) P^(.r),
,<• f»

on les crxîf ' f ic ients A, ( icsi^rK^nl dos [ t o l y î i O î î K ^ s oniicrs de a; 1 ; » loî'-
miiln f i} est valahl(; [)0(îr des valeurs (inies (iiielcorH)iies de a eî, de, .r.

Pour d^lennilier în î î i s i t t ^KU l l les [ ) ( ) ly î io r r ies i t icoî i l ins A^ " ( a ) , d i f le-
renfions jï^r ra()[)ori n .T la formule ('T ); nous aurons

( î û < 2 ) I > ' / n ^ - ' | a ï î ^ - ( î - - a 2 ) ^ | ^ ^r^)1^1 1^^
,ç i 1 1 ' 0

d'où, en posant dans (i ) v -f- î aiî lieu de v et // -- ï an lieu de. //, la
forrrînie reclirsivt*

( ^ ) A^'"^) ~- ( î •- ^;') A^^" ^ a; ; ( ï .a 2^ -\ ; ; f • ç l ' / l l^( ^),
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de sorte. ( j i î ' i l ne nous reste pins nu'a d^l erminer l;î seule fond.ion \ ^ " { ^).
A ('(4, elfet, appl iquons Fenual ion aux denveps part iel les ^ \ , ( 2 );

nous aurons pour A^'"( a ) ce t t e e([u.ahoiê d iHerent ie l le linéaire,

^A,. , , , ^ /A , , , i , v ( .s - i " ^ )a ( i — a2 ) ——:- --- i -I- ( i ̂  -1- i ) a- —— |~ i // ( // - 1 - •>. v ) — -—.-—.-.—— y. \, o,
dy.1 < i y . i -— a"-

d'ou, cs i vertu de ^ V, ( 7 ),

(3) A^''^ a) -- ( i ' ^ ' " ( i — c/.'1 ) ' • l ^ f .s- — / / , //- \ \ - '>,^, ' i^ h •). s- i - i, i — y} ),

oïi ^•/' est indepnmhnS dt^. a.
(^da pose, mettons d;ms ( j ) a - . - - s : nous rnirons i i tHiêedia.(<îi i ien(

A,.,,)-, i"...(,).^.;,^ .-;-.
d'où finîi leineiti, la loî' i ï i i i le, eherehee

( / 4 ) I > ^ / ' | a t 2 - ^ ( î -- a^.rl

. V ^( / / • j - ^^i- '^) ^ ^' )'
'^J ( /^ ,s- ) î l'( •>,^ I- • > . ^ )

X I^(.s ' / / , //. \ .s- - 1 - • * v , '> ,y I- •'.s- 1 - i, « a" ) î^ • • ' ( , / • ),

(|i:li esî. eer îa inement ^ î ( n s v e l l ( t .
I^ïsoiis ensi i i l^» daiis (/\ ) .r .-•-- i et p — i ---- a2 ; il en résulte

I' { // 1 •>. V ) ^ V( /I h .S" -(- '>. ̂  ) l'( '.< ^ -4- '.< ̂  ) ^ ^

" ~ / " / , î " 1 " ^ ^ ( // - . ,s-) ! ,s-! H •>.'^ \ • > . . s - ) 1 1
• ) )

X B^.s '—— / / - , // h .s' - 1 - '<^, ' )-'-' 1 ' •> -^ • • I - I i f î ) ,

tandis ( [ i K 1 Fhvpot Isrsp ,r •--- odonmTa, si i l o s s s j ) o s o t i s ( ï i isn i te .r-=-1 -a2,

- ^ ( . . , , . . . ( )•'•• |'( // .^ '>,.s- 1- ' > - , » ) I ' ( .S - --1- •/) .̂
( <) ) p''"( I •"" •r ) " • : Zà --Y^---^^7yv^^^^ • r"'1

.'; - (1

x F(Xi.s- / / , '^s' i //. - i '>.'^, •^ » • • ^ •<»' +- f , • y } -

l Ï tndioî is n î a s n t . i ^ l a î i i l(k triaîi^le spheri(|ue isoscele ayant les côlés c,
(t, a et les angles opposes (;, A, A ; no»is aurons

( n \ COSC ^ C O S ' ^ i • ( ' O i * ' 2 // COS C,



3()(S NiELS NIFJ .SS^N. - KKrJiFJian^S Sî l î ' l LES F O N C T I O N S M n ' A S P n K Î U O I I E S .

d'où, cil vertu de ( /}) en v posant a _ cosa, .r -=- cosC,

/ o , i»., „ / , ^ ï ( // 4- .s- - !-• ' » ^ ) ( s i ip/ )"•••'<S ) r ' - / / ( cos r ) •r: > ——————————————-
• ^ ( / / - .s-) ! 1 ( • - t . s - h •^)

X F( .v - - / / , ,s' -{- // |- 9.^, '.->^ -h -î .s- i - i, s i t i " ^ / ) l^^'11 ( cos (^ ),

ce (in i donnerri noiîr v -^ -

( <») I»7' ( cos c ) ̂  V ( n 4" 'sl ") ( si 1 1 r/ }2•<••^wi \ a.v /
.Ï r~ fl

^ j^ ( .s' - - / / , .s- -4- // 4- ï , 9. s 4- '.>., si ï ( " a} 1 > ' ' ' ( cos ̂  ),

lundis q î K » les tîy^odiest^s v — o, v — i donneni ro.s ix^^l iv^^î i t^ i t

. . . '^^ £,; ( n -(- •s' — i ) ! f sin a )2''-'
io ) cos ( fie ) :-:•: u y^ —————~-^~——-»——

A^ ( // — .V ) î ( 9. ,V ) 1
.v - • O

X F( .s" ~ / / , //. -h -v, ^.s" -1 i, sirr1^) < '<>s( .s -^ ) ,

si il ( n - I - i ) / • vi / / / •-}- .s' -l- i \
( r i ) —-—-—^ --:- \ ( ( si n //, )^'

S 1 1 1 r* Mià \ •>.s' •••{-- ï /

r / • » • » sin ( .s- | i ) { }X v ( ,s' ! / / . ,v ! i 1 1 1 1 - // i '..>, '>.s ' | " - . ) , s in ' ' ' / ) —..-—..»-- .—.„..—,.-„.-..•
S i ( 1 ^

h formule ( î o ) , où il lanl îulîîlel.ln^ £(,:-=: i, mais ^'em'Tîdemeiil £^ •- -.>,
^ ' i, ( ^ s î , d ne î î S iKdSjes ( 1 } .

Qii;Ui( n l ^ î fo i ichot i melîtsphmque ^^^ (^ • { { [ ( ^ K ' ^ ^ j a 2 - 4 ( i "- a' ' , ) , /• ] ,
où a n^sl (^al ni ;» ±:; i î i i îi -x, ï d i f ^ fi (onjours d;uis x r~ 1 ( i i î j ) o i t i î ,
singulier, (^(^t-ii (l ire ( jue lî i série de, pu issances de .r ob tenue pour la
fonel ion susdite a sou rayon de eonver^'enee, précisément ei»'al a Pun i fo ,
di1 sorte, ([ l ie ht série de, fondions V ^ ' ^ ( . r ) correspondante ne, dev ienne
aucune série neurna/uliennc. En eflel, la sér ie en (pieshon u'esl con-
vergente (pie dans la ))artie de Faxe des nombres re(ds qui es( située
entre + - s et -- - i ; c/est pourquoi nous ne nous arrêtons pas ici a
Fetude plus ample de (.elles séries.

( l ) Journal< ( i f 1 Afnfh., ['• se'- rie, 1 . V, I<SK(), [ » . 5 ' ) - (> *> .


