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NOUVELLES RECHERCHES

SUR LES COURBES INVARIANTES

PAR UNE TRANSFORMATION (X, Y; 2, 5, '),

Pan M. S. LATTES,

PROFESSEUR AU LYCEE DE MONTPELLIER.

Vai ¢tudié, dans un travail antérieur (*), les courbes invariantes par
une transformation (X, Y; x,¥,y"), ¢’est-i-dire par une transformation
de la forme
| X=/(z 5, ),

(1) (Y =o(x,y,7),

(1) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surface invariante
par une transformation ( Annali di Matematica, 1906 ).

Je saisis 'vecasion quim’est offerte par lapublication du présent. Mémoire pour réparor
un oubli que je vegrelte vivement et ajouler aux noms (ue je citais dans ce travail celui
de M. Pivenenn, dont les beaux travaux s'imposent a attention de tous ceux qui étudient
les opérations et les éiuations fonctionnelles. M. Pincherle a donné un exposé synthétique
fort intéressant de la théorie des opérations et des équations fonetionnelles, une analyse
des divers travaux qui 8’y rapportent ¢l une hibliographie étendue dans les deux ouvrages
suivants :

Le operazioni distributive ¢ le loro applicesioni all analisi, Bologne, Zanichelli, éd., 1gor
(en collaboration avee M. Amaldi).

Funktionaloperationen und. Gleichungen (aviicle de V Encyklopédie der Mathem. VWV is-

senchafien).
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en me bornant aux courbes contenant un élément double
(o, Yos Zas Yor y{,),

de la transformation. Si y = () est I'équation d’une parcille courbe,
la fonction ¢ () vérifie I'équation fonctionnelle

(2) WS by YN =0l 4 4.

On peut se proposer, plus généralement, de chercher une courbe
invariante par la transformation (1) et ne contenant pas d’élément
double.

Sans aborder le probléme dans toute sa généralite, je me propose
d’¢tudier un cas qui nous est suggéré par le probléme analogue relatif
aux transformations ponctuelles (*); ¢’estle cas d’une courbe invariante
composée de plusieurs branches

”)':’1'/(;(5’/')’ .)’7:— "‘Hl(‘”)’ M .'}":: '{J,‘(.L’), LR ] y ::'-‘H/r('r)v

definies respectivement dans p intervalles distinets a;— o, a4 h et
se permutant circulairement par la transformation (1). Onest conduit,
pour ¢tablir Pexistence d’un pareil cycele de fonctions, & chercher une
courbe invariante pour une certaine puissance de la transformation (1).

La définition procise des puissances de la transformation (1), de
leurs ¢léments doubles et des courbes invariantes par ces puissances
sxigeait I'étude prealable des transformations de la forme

| X= Sz, p, 0 0"y,
| Y=o (z, 5, 9, 9" .., p").

Ces transformations font correspondre un point X, Y 4 un ¢lément
(2, v,y ..., y?) dordre p. La premicre Partic de ce Travail leur est
consacrée @ je géncéralise pour ces transformations (3) le théoréme
relatif & I'existence des courbes invariantes contenant un élément
double que jai établi précédemment pour les transformations (1).

(1) Sur les équations fonctionnclles qui difinissent une courbe ow une surface inga-
riante par une transformation, 17 Parlie, § 15.
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Dans la deuxieme Partie, je m’occupe des courbes invariantes par
une certaine puissance de la transformation (1). En appliquant a ces
courbes le théoréme d’existence démontré dans la premiere Partie, on
trouve de nouvelles solutions de I'équation fonctionnelle (2) : chacune
de ces solutions est formce de I'ensemble de p fonctions

J’:‘Po(x) y:Hbl(x)» sy )’:d{t(x), DRI y:Lpp(x):

définies dans des intervalles distincts @; — A, z;+ k. Sil'on désigne
par W(x) une fonction égale d 4,(), dans U'intervalle x, — 4, x, + 4,
a ¢, (x) dans lintervalle 2, — A, 2, + A, 4 L;(x) dans linter-
valle 2; — A, x;+ &, la fonction W () ainsi définie constitue une so-
lution de 'équation fonctionnelle. On peut définir uue solution de
cette nature quel que soit 'entier p, ¢t le nombre de parameétres arbi-
traires dont dépend la solution va en croissant en méme temps que
Ientierp. Ceci s’applique en particulier aux équations fonctionnelles

V(e)=4[/(=)], P (2)=4[d(»)],

qui sont de la forme (2) et qui m’ont servi d’exemples ().

[.

1. Je rappellerai tout d’abord, en les complétant, quelques résul-
tats relatifs aux transformations (X, Y; 2, ¥, ).

Considérons la transformation (1) et un élément double E, de coor-
données (., ¥,, ¥,); nous supposons que les fonctions f et ¢ sont
définies dans le domaine de (z,, v,, y,) et qu’elles ont des dérivées
partielles continues dans ce domaine; nous supposons en outre que
pour I'¢lément double on ait

Gs£o et 18| <,

(1) Le présent Mémoire est résumé dans une Note : Sur les courbes qui se reproduisent
périodiquement par une transformation (X, Y; 2, y,y") (Comptes rendus de 1’ dcadémic
des Sciences, 19 novembre 19o6 ).
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en posant
o <ﬁz _ 9
A — ()_}’l y ()‘(},I)o
et ) ) J ) d )/
oOf _of )\ Yo 99 99 N\ 9/
g (a—x*'w)ry'_(o.v*oy’>oy'
- d . Of
ay oy o

On a alors démontré Uexistence d’une courbe y = L (z) contenant
’élément double E, et invariante par la transformation (') : la fonc-
tion Y () vérifie 'équation (2) et on Pobtient comme limite des antcé-
cédentes successives d'une courbe arbitraire contenant I'¢lément

double.

2. La quantité S est un élément important de la transforma-
tion (1) : elle ne change pas lorsqu’on fait subir & cette transformation
une transformation ponctuelle quelconque régulivre au point (2, y,).

Je completerai le résultat ainsi rappelé en donnanta S une nouvelle
forme qui mettra micux en ¢vidence le role joué par cet invariant dans
le probléeme qui nous occupe.

Adjoignons aux équations (1) la relation

()('P ()FTD s ()? "
Jx ' dy o r)_y’y
of Lo 9

Jda ())"y - Jdy'

(4) Y=

L’ensemble des équations (1) et (4) constitue la transformation (1)
prolongée. Nous appellerons élément double prolongé jusqu’au second
ordre un systéme (x,, ¥y, ¥y, ¥,) de valeurs de , y, v/, y” auquel les
équations (1) et (4) fassent correspondre pour X, Y, Y’ les valeurs z,,
Yo ¥, elles-mémes. Pour prolonger 'élémentdouble donné E,, il suffit

de remplacer dans la relation (4) 2, y, ¥ par les coordonnées x,, y,,
¥, de I, de remplacer aussi Y par | et de tirer de la relation ainsi

(1) Sur les équations fonctionnclles qui définissent une courbe ou une surfuce invariante
par une transformation, 2¢ Partie, § 12.
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obtenue la valeur v de v”:§’il existe une courbe invariante contenant
Iélément double E,, au point (x,, ¥,) de cette courbe, la dérivée
seconde y” sera égale & la valeur ¥ ainsi trouvée et la courbe invariante
contiendra l’elument double prolongé (x4, v,, ¥, ¥})-

L’invariant S peut s’exprimer en fonction des seules quantités x,,
Yo, ¥y» maisil prend une forme plus simple si 'on introduit dans son
expression les coordonnées x,, v,, ¥,, v, del'¢clément double prolongé.
L’expression de S donnée plus haut peut en ceffet s’écrire

(i)_/_‘ __ﬂ . ()f ) _ [ dy Jdo i Jdo ‘,,> of ~
4))’

S de oy T oy e "oyt T o |
o dy T
Jy’ J dy' ar
Or ona
dy  dv , dv N\ ( af ()/ Lf
(,()r + ()_yy + W‘) ''''' de ()_y i Jr! )0

et, par suite,
(9L of ,  Of
S — <\()‘L‘ - ()y.) —- ()y )

On peut donner une interprétation geométrique de cette quantité S.
Soit G une courbe quelconque contenant I'élément double prolongé (,,
Yor Vo Yo )3 s conséquente Gy contient Iélément double (2, yo, Y )-
Si Pon désigne par a, y les coordonnées dun point de Getpar X, Yles
coordonnées du point correspondant de fa conséquente, on a

dX __df af f
W-W—i—d}y ,J/

Silepointa, y tendvers lepointa,, y,, iten est deméme du point X, Y,

dx

AX _(of A, af .
<7l7) - <_(T; " f)y'y ())/’y =5

/dX dX
et si lon désigne par ’“.) fa limite de &=, on a
[}

On a aussi

dY" dY " dX dr’ L1 X
—_—) =\ 57 —_—) =yl S — = 5.
<fl.)’ (,~<IKX)¢,>< (’/”) . <([)’>0 Yo Yo

Ann. Ee. Norm., (3), XXV.— Mar 19o8. 2

(e



226 $. LATTES.

Enfin si Pon désigne par s 'arc infiniment petit de la courbe C et
par dX 'arc correspondant de la courbe C,, on a

(d).“.) Vi Y?E dX <(/X\ .
v — r—————— e = —— — 8.
ds ), NS dél’)o dx )0

<

Ainsi P'invariant S relatif & I'élément double B, recoit interprétation

suivante :

Sotent Cune courbe contenant Uélement double By prolongé et G, sa con-
séquente, M un point de la courbe C voisin du point double O et M, son
conséquent : le rapport de Uarc OM, de la courbe C, a l'arc OM de la
courbe G a une limite lorsque M tend vers le point double et cette limite est
Uineariant S. En particulier, on peut prendre pour courbe G lacourbe
invariante contenant I'élément double Ej (courbe qui existe si on
a|S|<1); la courbe G, se confond alors avee la courbe G et les deux
arcs OM, OM, apparticnnent tous deux i la courbe invariante : S est Ia
limite du rapport de ces deux ares lorsque M tend vers le point
double O.

. . L. A3
S est un mvariant en ce sens que la lllnl(.(‘ (—/-g) ne (;llﬂllg(t pas
L 0

lorsqu’on applique aux courbes G et G, une méme transformation

ponctuelle
w=7%(x,y),
v=p(x,)),

A et ctant des foncetions quelconques régulicres pour x = 2, y = v,.

3. Considérons maintenant la transformation plus générale

(P) e el

X=f(r,y, y’, ')"”, AL ( dry ™
Y = CP(VZ‘, .)’7 .)/I’ .}’”, PEPEE 7.}'//”) \. - ([1;[' ’

(5)
qui fait correspondre un point X, Y & un élément d’ordre p

("K,J/,}", ceey y[”))

et que nous appellerons une transformation (X, Y; =, y, ¥/, ..., 7).
Les courbes y =+ (2) invariantes par cette transformation sont
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données par I'équation fonctionnelle
(6) YL s b b P =g (e, by L, ),

qui contient & la fois lafonction inconnue Y () etses dérivées jusqu’a
Vordre p. Nous nous proposons d’étendre aux transformations (5) et
aux équations (6) le theoreme d'existence relatif aux courbes inva-
riantes par (1).

Un élément double de (5) sera un systeme B, de valeurs z, v,,
Yo oo VI veriliant les ¢quations

e " v . W (
o ~-,/(-1m,)0~,‘ Wy s 'VIU)

— oy ‘»l (
Yo 9By Yy Fir o Y-

Sl existe une courbe invariante par (3) et contenant cet ¢lément
double, on aura, au point x,, v, de cette courbe,

/ ) )’ A / )r \ I
() (52)7er-v (555 ) v

" (ﬁi’i") + (1}1) Voo ( T v

Y )

2

%,

cquation dCot Pon peut tirer y” " pourvu que I'on ait

S dy , A
( dy'm - ()](/)1) 7

Nous dirons que (a2, vy vy, -y ) est élément double By pro-
longé jusqu’a lordre p -1 : loute courbe invariante doil contenir cet
¢lement double prolonge. Nous supposerons que les fonctions /et o
sont définies dans le domaine de Pélément double B, et qu’elles ont
des dérivées particlles continues.

Il est facile de donner a la substitution (5) une forme réduite
telle que les coordonnées de I'élément double prolongé deviennent
toutes nulles. Posons pour cela

X I= -,

wr ur-t
+y‘/” | R — o,

»l

—ns ' » 'li. [V
J =Dt Yt *‘.)’nl_“ oY (p-+1)l
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d’ou l'on déduit
I at U ,I/H—l‘)”l’ -+ ()/
Y =Yt Yot o+ FT ’
”p—l
—_—
(p—n!

"
)
"

Y=+ yiu 4.yl

YR =y e+ o),
’),(]H-l) __:MY:)I"H) -+ ‘,l/H—l ),

et de méme

X=a,+1,
U‘z Jr+t
— 4 " PIVZES) A
Y=2+0,U+y, e S ,(1) +1)! + V-
Latransformation (5)devient une transformation (U, Vi, 0,¢/,...,¢'#)
et le nouvel élément double, prolongé jusqu’a Pordre p+1, a
toutes ses coordonnées nulles. La nouvelle transformation est la

suivante :

xy+ U
== f (g Uy Yo Yo lhAmee= 0y Pl Vi tt A 0y A P 4 0 (0)),
Ur+t

TEE 4 V=g u, Yoty b+ .. 0, ...0).

Yoy U4yt
En résolvant ces équations par rapport & U et a V et en appelant de
nouveau les variables 2, y, X, Y afin de simplifier les notations, on
obtient une transformation de la forme

X-—:SII)—‘I— /}y+01y’+. s (;I,}‘<l’) "’_F ('7’" .?’,)”, ey y”’})r

(7) Y = By +=Ciy' ...+ C Y =D (2, 5, ¥, ..., y),

F et @ sont des fonctions définies dans le domaine de U'origine, ayant
des dérivées partielles du premier ordre continues et tendant vers
zéro en méme temps que les variables.

Le coefficient de 2 dans la premieére équation a la valeur suivante :

. (of Jf > ., Jaf ey )
S = <(-)-z -+ J‘;.V ;).—7'7 B R (————}')/(I') y(/ H))u.
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Dans la deuxiéme équation, le coeflicient de x est nul : il esten
effet égal a

(22 22 py O

? _.? Ap ) A
N5 ()y“y + /_}’ +ee }/u') Y pt >o J (,S,

quantit¢ qui est nulle en vertu de 'équation qui détinitla (p + 1)ieme
coordonnée y,"*" de I'élément double prolongé.
Enfin, on a

G, dy . Of
oyt T dy i/,

et nous avons supposé cette quantité non nulle lorsque nous avons
caleulé y """,

La quantité S présente les memes propriélés que dans le cas des
transformations (X, Y; 2, ¥, ¥'); on pourrait 'exprimer en fonction
de g, ¥y, - ¥ seulement et sans faire interveniv y*"'; mais, sous
sa forme actuelle, on voit immédiatemen( son interprétation géome-
trique. On a, comme au paragraphe 2,

. [dXN rlY (rl...
5 (\’7‘;)0‘ ‘l}’) ;[0'>

les difféerentielles ¢tant relatives & une courbe quelconque contenant
P¢lement double prolonge et & sa conséquente : dE etds représentent
les différenticlles de deuxares correspondants de la courbe considérée
et de sa conséquente. Enfin, ici encore, comme dans le cas des trans-
formations (1), S est un invariant de la substitution pour le groupe
ponctuel (*).

(1) La démonstration de celte proposition est immédiate avee la forme donnée actuel-
lement & S. 11 suffit évidemment de Ja faive pour les transformations ponetuclles qui con-
servent Porigine; une pareille transformation, supposée régulicre a Porigine, est définie
par des ¢quations de la forme

x=(u,0)=0u 4 Ho 4.,
yo=glu,o)=dcdu v ...,
X=f(C,V)y=a2U4+pEVi...,
Y=¢(U,V)=aU~+ V...
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4. Considérantmaintenant la transformation sous laforme (7), nous

sommes en mesure d’étendre i cette transformation la proposition
rappelée au § 1 et nous démontrerons le théoréme suivant :

TukoreMe. — Soit B, un éléement double de la transformation (5) dont
0
les coordonnées x,, o, ¥y, - .., )" verifient les inégalites

Iy 0, [S] <.

Il existe une courbe y = V(&) invartante par la transformation ct
contenant U'élément B,. La fonction Y(x) est definie dans un certain
intervalle x, — h, x,~+ h, posséde dans cet intervalle des dérivées des
p premiers ordres et vérifie I équation fonctionnelle (6).

La démonstration est, dans ses (raits principaux, la méme que dans
le cas des transformations (1). Je me bornerai done ivrappeler la marche
suivie en priant le lecteur de se reporter pour le détail a I'étude des
transformations (1) (*). Vinsisterai seulement sur un point important
qui exige une démonstration nouvelle, autant plas que le résullat
auquel nous parviendrons parait pouvoir étre utilis¢ en dehors de la
question qui nous occupe. Il s'agit du lemme suivant (#) :

5. Lemve. — Soit u une fonction de x définie dans intervalle — i,
~+ h, nulle pour x = o atnst que ses p — 1 premicéres derivées el ayant
une derivée pi™ continue qui verifie dans cet intervalle Uinégalité sui-

Soit 8; la nouvelle valeur prise par 8. On a

(), ~(40), =5,

ﬂ((U-&— L}[ dv

. o P, ..
s=(z), =\ ) = (Far=sz ), = (%), =
e = du - -~ dy R r v 0

Ju do 0

(1) Sur les équations fonctionnelles qui dé/nissent une courbe on une surface inva-
riante par une transformation ( Annali di Matematica, 11° Partie, §§ 14 12),
(2) Pour le lemme analogue dans 'étade des transformations (1), voir loe. cit., § 10.
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vante :

dr u

dav

du

. dP—1ty
P +...+ K,

dxr—!

<K'+ K| u|+ 1\1

oK', Ky, K\, ..., K,_, sont des constantes. Iin supposant h tnferieur a
un certain nombre posuif h indépendant de la fonction u et ne dépen-
dant que des coefficients K, la fonction w et ses derivées verifient dans
tout l'intervalle — h, —+ h les inégalités suivantes :

, he
lu] < l\’A(h)-—)—!,

du , fr =1
———’ <K \(/l T
(/ u , ‘
— l < K A(/l) [)!7
dru -

A(h) étant une fonction continuc de h qui tend vers 1 lorsque h tend
vers séro et qui ne dépend que des constantes K, sans deépendre de la fonc-
tion u.

Désignons par 2’ la valeur absolue de z et par M, la limite supé-

. dru .
ricure de‘ b ‘ dans I'intervalle — 2, + 2. On a

dir=1t u ol M dra
== —clr - —dr << x' My,
“dxr=t dxr "y dar
d'r=t | dr [ = "M,
e I —E
dprr | drr -1 ~ T
“ 0
-3 PP
APy 2" M,
o T4
dar=3 1.2.3
...... e,
a'r M,
| «] <

o200
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L’inégalité donnée dans I'énoncé entraine donc la suivante :

daru
dar

p 21 Ia
<K'+ (]\(,-I—l'—i—‘ ——)—:—[—-)-1 —l—]\,, 2—-+K,,_,C>M

Celt(-* inégalit(z a lieu quel que soit x dans Uintervalle — 2z, + .
Mais d’p

son maximum pour une certaine valeur £ de Pintervalle dont nous dé-
signerons la valeur absolue par . 0na

étant une fonction continue de.x dans cet intervalle, atteint

oru
da?

M=

£
[

Donnons alors & « la valeur £ dans I'inégalité précédente. I vient

) £ip Ep-t I
Mx<l\'+ <K0;‘1 +Kl(-[‘)~":-]—)—! f"kl, g '}-l\l,_lC)Mx,
et, a fortiort,
., ' aln=t ) ol i B
M,<< K"+ (I\(,—I—)T - (/)—«1)! T 2 K, )M,,,
d’olr
K’
M""< @'’ ,oalr! A ’
(Ku P‘l\j(‘——————l)__l)l‘"F‘...+Kl,_.1.’1‘,)

pourvu que x soit assez petit pour que le dénominateur soit positif.
Soit £, un nombre positif assez petit pour que, dans Uintervalle o, £, le
second membre soit positif. Posons

1
hrt

<.K(; /)! -+ K (/);—r;]‘ e e Kl,,h.l /L )

A(h) =

On aura, quel que soit « dans U'intervalle — 4, + 4,
M, < K'A (%),

pourvu que £ soit inférieur & £, A(h) est, comme on voit, une fone-
tion continue de 4 tendant vers 1 lorsque A tend vers zéro et ne dé-
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endant pas de la fonction «. De Pinégalité précédente et des inéga-
P I g g
lités établies plus haut on tire

I u .
l;zT{/[ <M, < K'A(h),
—-1
. %TT” < K'A(N)A,
. hr
| e ] < 'l"\(/)ﬁ'

6. Ce lemme étant établi, revenons au théorétme du paragraphe 4
grag
en indiquant la marche de la démonstration.
La courbe invariante y =4 (a) dont il s’agit ’¢tablir existence
sera définie comme limite des antécédentes suceessives d’une courbe
initiale y = 4, (a) contenant I'élément double. Soit

= (X)

une fonction nulle ainst que ses p — 1 premicres dévivées pour X = o.
A cette fonction Ta transformation () fait correspondre une fonction y
de x definie par 'équation différenticelle

bo(Sw -t by +c,y +.. . )=By+Ciy .. .4 G,y ..

Cette équation admet une intégrale et une seule nulle pour x = o
ainsi que ses p premicresderivees @ cela résulte de Phypothese G, == o,
Cest cetle solution ¥y =9, (x) que nous appelons Vantécedente
de 4, (). Soient b, (z), b,(x), ..., b, (x) les antécedentes succes-
sives. On démontre tout d’abord que ces antéeédentes peuvent étre
définies dans un domaine commun —/2, + 4. D une facon plus précise,
on ¢tablit la proposition suivante :

Soit b, () une fonciion définie dans un certain intervalle — h, + h
et verifiant dans cet intervalle une inegalite de la forme

or '-!Jn
dar

<d|xz|.

On peut choisir les nombres positifs h et o de fagon que U'antéce-
Ann. Fe. Norm., (3), XXV. — MAt 1goS. .30
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dente b, () soit définie dans le méme intervalle — h, + h, et y vérifie lu

méme inégalité
dri,
dxr

<dlzl,

les nombres h et o ainsi définis dépendant uniquement de la transfor-
mation et ne dépendant pas de la fonction y,(x).

Pour la démonstration nous renverrons le lecteur au Mémoire déji
cit¢ (11° Partie, § 8), en nous bornant a faire observer que cest dans
cette demonstration qu'intervient hypothese [S]<<o (1),

Soient 4, (), by(x), ..., b, () les antéctdentes sucecessives
de y, () il résulte de lTa proposition précédente qu’elles sont toutes
définies dans le méme intervalle — 4, + /4 que by et 4, et qu'elles
vérilient dans cet intervalle la méme inégalite que b, et 4.

Nous allons prouver maintenant que, lorsque n augmente indéfini-
ment, la _fonction 'y, et ses dérivées jusqu’a Uordre p tendent uniforme-
ment vers des limites dans le domaine — h, 4+ h pourvu que h soit suffi-
samment petil. La fonction limite Y (x) estindeépendante de la fonction ini-
tiale b, () et elie verifie Uéquation fonctionnelle (6 ), ¢ est-a-dire g’ elle
definit une courbe y = L(x) invariante par la transformation (5) et
contenant Uélément double considere. Le théoreme du paragraphe 4 sera
ainsi ¢tabli.

Considerons pour cela deux fonctions y = b (&), = = 0(a) vérifiant
dans U'intervalle — 4, 4+ A les inégalités

drd) <3 drt <l
—L 0| —— alal.
da? ’ dxl|

Soient y, =, () et 5,=10,(z) les antécédentes de ces fonctions
et o le module maximum de la différence y — z dans Vintervalle — £,
-+ A. Toute la démonstration est basce sur la comparaison de |y, — 5|
a g et cette comparaison se fait comme dans 'étude des transtorma-

(1) Dans le cas oit | S| est supéricur 4 1, la méthode préeddente ne permet plus de dé-
finir Fantécédente by que dans un intervalle — /2y, — /% contenu dans Uintervalle — /7,
-+ /ot by est délinie, etles conséquences que nons allons déduaire de la proposition preé
cédente tombent en défaut dans ce second cas.
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tions (1). Nous renverrons encore i cette ¢tude (V) pour le détail des
calculs. On est conduit aisément & une inégalité de la forme suivante :
d(l”yl ([(I’)zl

dy, ds, d?y, ? 3,

<K(/‘)I:|.V1""51| -+

dzr  dxr dr ~ dx de® ~ dxt e
dr—1ty, dr—sz, .
. _ ! ;
dor-1 dx?—! ‘ + K'(h)z,

K(h) et K'(kh) sont des fonctions continues de A qu’il est inutile
d’écrire explicitement : il suffit de savoir qu'elles sont indépendantes
des fonctions y et z et qu'elles ne dépendent que des coefficients de la
transformation donnée; I<>rfs'quo, v tend vers zéro, elles ont une li-
mite B qui ne dépend que de la transformation donnée. On peut alors
utiliser le lemme du paragraphe 5, et on voit ainsi que Uinégalité

ly—sl<o

entraine pour les antécédentes y,, 5, les inégalités suivantes :

W hr
| yi— =1l RN T3,

dy, s, fur=1

< [\’(/I),\(/l)m'f

ot ! .rr
///'.)'1 odr sz, K \
o T i <K' (h)yA(h)s,

Gecel pose, soit

| ' |
'J/n’ '*,'Jl; Yoy e !Ju 1y "Yno

la suite formée par la fonction b, et par ses antécédentes successives.
I suffit de prendre pour y et z les fonctions b, et by pour voir que
I'inégalite

[ho— il

(V) Sur les équations fonctionnelles qui difinissent wne courbe ow une surfece insa-
riante par wne transformation ( Adnnali di Matemicea, 11° Partic, § 11).
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entraine successivement

- hr
(=l < KA o,

. hr)z
PR <[k ONGE

. /l" n—1
|(‘P”—l"_Lpn|<[‘l\/(/l):\(/£)[—l—l] 7,

K'(2) et A(h) sont des fonctions continues de £ ayant respectivement
pour limites 3 et 1 lorsque 4 tend vers zéro. Par suite, on a, si A est
suffisamment petit,

K' (/) A(/l);—jlzl <1,

et ceci prouve la convergence uniforme de la série X(J,_, — ,) dans
Pintervalle — 4, + /A : il en résulte immédiatement la convergence
uniforme de 4,(2) vers une limite. La convergence uniforme des dé-
rivées des antéeédentes successives résulte de meéme des autres inéga-
lités éerites plus haut, du moins pour les dérivées jusqu’a lordre p — 1.
Pour les dérivées d'ordre p, il suflit de remarquer que Pinégalite

4=l <z

entrainant
) 0]
f_.____ll 1 & 2 << li,(/L) A (/l) Ty

drr duxr

il en résulte que 'inégalite
- . . /Ll' =1
\#,,._,—-—-L]J,J(‘I\(/I)A(/'.)/—'Ti 7

entraine de méme

dr "PIL dr ']Ju +1

i L =
daxr dar , =~

) -1
‘K"(/I)A(‘/L‘)-//—j{‘- K'(h)A(h)a,

et la convergence uniforme de la suiteformée par les dérivées d’ordre p
des antécédentes successives résulte immediatement de cette derniere
inégalité.

La solution ainsi trouvée est indépendante de la fonction initiale :
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si Uon par(, en effet, de deux fonctions initiales différentes L (), 0 (),
Pinégalité

[b(z) —b0(x)| <o
entraine
| '*]/n("[) - O/L(x)[ <

NK’(/:)A(/z)f’—"]" T

) pl ’

et, par suite, b,(x) — 0,(x) tend vers ztro lorsque n croit indéfini-
ment, ¢’est-a-dire que les limites de $,(2) et 6,(2) sont égales.

Enfin on voit aisément que la fonction limite Y (@) veéritie I'équation
fonctionnelle (G) : cela résulte de la convergence uniforme vers des
limites de la fonction §,(x) et de ses dérivées jusqu'alordre p, et cela
se démontre comme pour les transformations (1) (*).

Le casol|S|estsupéricuria Punitén’est pas traité parla méthode pré-
cédente : il peut se faire cependant qu’il existe une solution de I'équa-
tion fonctionnelle dans ce cas aussi, et il serait facile de donner des
exemples de transformations pour lesquelles il en est ainsi ; mais la
méthode précédente de permet pas ne prouver Iexistence de cette
solution, et je dois me contenter de signaler ce point important qui
appelle de nouvelles recherches.

7. Nous utiliserons I'¢tude ainsi faite des transformations
(X, Y52, 9, ..., y'"),
pour établir de nouveaux résultats relatifs aux transformations
(X, Y; o, Y _}”).

Nous n’avons étudié jusqu’ici de pareilles transformations que dans le
domaine d’un ¢lément double. Pour aller plus loin, nous introduirons
pour ces transformations une notion analogue a celle de points limites
a convergence peériodique introduite par M. Keenigs dans Pétude de
Piteration des substitutions & une variable; pour des transformations

(1) Loc. cit., 2° Partie, § 3.
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birationnelles & plusieurs variables, ces points ont été considérés
par M. Poincaré qui les appelle des points limates oscillants : ce sont des
points qui sont doubles pour une certaine puissance de la transforma-
tion, sans ¢tre doubles pour la transformation elle-méme (*).

Il s’agit de méme, dans le cas actuel, d’étudier les courbes qui sont
invariantes par une certaine puissance de la transformation

(X, Y52, 9,9),

sans étre invariantes par la transformation elle-méme. Donnons
d’abord quelques définitions relatives & ces puissances.
Soit la transformation T, définie par les équations

i

( X=/(z, 5, 0")

) LY =g(z, 57

aux deux équations (T,) nous adjoindrons la suivante :

99 9% iy 97
A

AL A O
o Jdy: Ady’" -

L’ensemble des trois ¢quations définit, comme nous 'avons vu, la
transformation T, prolongée jusqu’an second ordre.

Nous avions suppos¢ jusqu’ici, dans 'étude des transformations T,
que les fonctions f et o n’¢taient définies que dans le domaine d’un
systeme de valeurs g, y,, y, constituant un ¢lément double. Nous sup-
poserons, au contraire, dans la suite, que les fonctions / el = sont deé-
finies quels que soient z, v, ¥', que ce sont par exemple des fonctions
rationnelles; cette hypothitse nous est imposée par le fait que nous
voulons ¢tudier T, dans le domaine de certains ¢léments qui ne seront
pas ¢léments doubles et répéter la transformation T, @ or, si(z, y, ¥')
n’appartient pas au domaine d’un ¢lément double, (X, Y, Y') sera dé-

(1) Koexies, Recherches sur les substitutions uniformes ( Bull. des Scicnees mathéma-
tiques, 1883).

PorNcAnE, Sur une classe nowvelle de transcendantes wniformes (Journ. de Mathém.
pures et appliquées, 1890 ).
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fini dans un domaine diflérent du premier, etil faut que la transforma-
tion T, soit définie dans les domaines successifs qu'on est conduit a
envisager. C’est ce qui aura licu si les fonctions f et o sont définies
pour toutes les valeurs des variables ().

La transformation T, prolongée fournit par itération la transforma-
tion suivante :

B 9% 0%, 99 "
N E R R AR T A R —"
i ()/ -+ if_ (g .()_/ N
dx dy Y dy’ J N
B dw N 1z 9% o 7
. e Oy T ay
./ ’7}:,’}/)1 f(ly_},,) )’()./+()_/ I )f P
. de o dy Y Jdy’ J

que nous appellerons deuxiéme puissance de la transformation T, Nous
la désignerons par T, et nous éerivons les équations précédentes sous
la forme abreégee

(T.) ‘ X:./'Z("'9 y, yl?}/”)’
’ Y = @y (5 ¥, ¥ .

On voit que la deuxicme puissance d’une transformation

(X’ Y; Xy Y, u)//)

est une transformation

(X, Y5, 0,9, 0")s
elle est definie quvls‘ que soient z, v, v, v, si T, était définie quels
que soient 2, y, ¥'. Le sceul cas o (T,) ne dépendrait pas de y” est

celui olt T, serait une transformation de contact; ce cas a d’ailleurs ¢té

(1) Une hypothése analogue s'impose dans Péinde de Titération  d'une substitu-
tion X = f(.) dans le domaine d'un point limite a4 convergence périodique. On pourrait
cependant faire d'autres hypotheses permettant de ne définir la transformation donnée que
dans certains domaines. Foir a co sujel les remarques faites par M. O. Spicss [ Lineare
leralgleichungen mit konst. Koeffizient. ( Mathene. dnnalen, b LXIT, 1906)].
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étudie précédemment (1), Nous supposerons done que la transforma-
tion T, n’est pas une transformation de contact.

On définira de méme la puissance pi™e T, de la transformation T,.
Pour obtenir T,, il faut d’abord prolonger la transformation T, jusqu’a
Pordre p en calculant, & laide des ¢quations (T,), les dérivées Y,
Y7, ..., Y¥-Y en fonction dex, y, ¥, ..., ¥P. On peutalors remplacer
dans les équations (T,), 2, v, ¥, ¥" par X, Y, Y, Y’, ce qui fournit la
transformation T,, puis remplacer dans Ty 2z, y, ..., y" par X, Y, ..., Y",
et ainsi de suite. On voit que, si T, n’ést pas une transformation de
contact, T, est une transformation (X, Y; 2, y, 3/, ..., ¥7). Les trans-
fornmllons T, sont définies pour toutes les valeurs des variables s'il en
est ainsi de T,.

Ces puissances T, de la transformation
fondamentales exprimées par les relations

r

I', posstdent les propriétés

rl\l' g T]l( 'l‘q )

'l‘/n/ — (’lﬂp)r/-
Dans ces relations T, désigne Ta transformation prolongée aussi loin

qu’il est nécessaire pour que ces relations aient un sens @ T,(T,) de-
signe alors la transformation T, appliquée a Vélément prolongé

(Xy Yoo Yoo ooy Yi)

U4
qui correspond par la transformation T, & I'é¢lément
("'1 Y, }", ,)'”7 sy }’("’);

quant au symhbole (T,),, il représente la puissance giome de la transfor-
mation T,, les puissances de cette dernicre transformation ¢tant dé-
finies comme on I'a fait pour les puissances de T,. Les relations éerites
plus haut sont alors des conséquences immédiates de la définition des
puissances de T, On a, en elfet, par définition,

2 v e
l[;—H7 l ]pw/—-t)-

(V) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe on une srtrﬂtr ¢ invariante
par une transformation, Chap. VI, §§ 33 ct 34.
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Des équations (T,) on dedait, par prolongement, des relations que
nous désignerons pour abréger par
Y =0¢ (2, ), y‘"),
://__ ?l/( v, 1, y )’ ///)

La transformation T, ., _, est délinie par les relations

r/
p{—r/»~1 -~/ /:w/ -9 Y/}—}-r/f‘:’ \[).Ll/—ﬂ)’

\/: vt = 9 (Xprgmzs Yyrgons Y00 ),
etl’on en (l(&duii.
Y,/ll'/ e ‘:7,( X/' by 2o Y/nw/»z, “N/)+,/_ 9 Y';,,P,/“z).
La transformation T, (T,,, ) est done délinie par les relations

( S (X iy
Xpva= S "o (Xpiges
( ’P/(x/»w/ 2y
< / ( \/M 7
Yoig=9 ( % (Xpay

Py 2 Y,

- )

D29 Y/

VAY/AS 2

/1

P2y \[I|I/ ;: ’
/ 7

Y/:;l/ 29 ‘[}}l/-"

<

Y

v |

‘/I!I/ -29 Y’,;u, 99 Yl/’)n/ z) s
7\/”!/ 29 Y/III/ 1)1 /

Y,

v )y

LY (X g

Py
¢est-h-dire

\ru

prog—2 )7

X[}Ii[ """ / (\/HI/ Y/:—bl/-—::’ Y/

P8

— i it
Yplf/“- ’-,/-:(/‘\[H//ﬂ.!y Y/I»H," 2y \/:U/ 99 ‘/uq ),)

et cect démontre la relation
T Tpag ) =TolT )iy 1)

En procédant de méme, de proche en proche, on obtient la suite de
relations

r o _— . m "
1)yt Py yy)= =2 T, (T,).

De cette relation résulte

Tosgrrg. =Ty Ty Troo o,
et
Tpy=(Tp)y
Ann. Ee, Norm., (3), XXV. — Juy 1go8. 31
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8. Considérons maintenant un élément double (2, v,, y,) de la
transformation T,. Nous avons déja deéfini (§ 2) '¢lément double pro-
longé jusqu’au second ordre (@, y,, ¥, v,). Plus généralement on de-
finit de meme Uelement double prolonge jusqu’a Uordre p de la facon
suivante : prolongeons la transformation T, en adjoignant aux ¢qua-
tions (T,) les équations qui expriment Y, Y7, ..., Y en fonclion
dex, v,», ..., yP,puis posons N\=x=z,, Y=y =y, Y=y =y,
et Y' =", Y'=»",...; nous obtenons ainsi un systeme d’équations
lincaires en y”, v", ... qui fournit pour ¥”,¥”, ... un systeme de
valeurs v, vy, ... la premicre ¢quation da systeme donné y,, la sui-
vante fournit y, en fonction de y,, et ainsi de suite. Chaque ¢quation
contient une nouvelle inconnue et le coellicient de cette inconnue v}
:))?), —y {%;)“, cest-i-dire i la quantité
que nous avons désignée par Cdans le théoréme du pavagraphe s cette
quantité ¢tant supposce diflérente de zéro, on voit que le caleul

est ¢gal, quel que soil p, & (

deyl, ¥, ... est possible.

IF est évidentque, s'il existe une courbe analytique invariante par T,
et contenant 'élément double, Tes quantités v, vy, ... ainsi caleulées
sont les valeurs prises par les dérivees de L) pour ==, autre-
ment dit, la courbe invariante contient élement double prolonge.

.

de Ty, onobticntun élement (), y,, ..., vy ) qui est élément double pour

la puissance 'V, de la trans formation T .

0. SClon prolonge ainsd jusqu’ aw rang p Uélément double (v, y,, y,)

1L est facile de le démontrer de proche en proche. Si Pon se reporte
. . , . e rp L 7 ; / "
aux ¢quations qui définissent Ty, on voit qu’a (@, y,, v,, y,) cette
transformation fait correspondre le point

X ‘:./). (2, Yos y;»’ ,)/:,n ) :/ I../('T"’ Yo .7':;)7 "f’(""m Yoo .}‘loh Y:; ] :./.("'m ,}'m."(’;) = Ly
Y= P (‘7;(), Yo, ,)':; ) ,)’:,y) = [:/.(/ﬂ;,, Voo ,)'(/; )y ¥ ('/"'m Yo, }"I:;)v Y/,, I =% (., Yoy ."/u) = Ve

Supposons, en général, la proposition établie pour la transforma-
tion T, et considérons fa transformation T, :

X :‘:"/'I, (T O Yy,
Y =g, (z, y, 0, oo,y
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D’apres la définition de T,, on a entre Sy et /- les relations

Spla, v, s ooy = £ (X, Y, Y, L, Y,
oplt, )y, ¥y oy ) =, (X, Y, Y, L, YY),
relations dans lesquelles X, Y désignent respectivement f(x, y, v'),
olx,v,y") et Y, Y7, ... les fonctions de a, v, ..., ¥ qu'on deduit
des cquations (T,) par dérivations successives. Si 'on remplace ,
V¥ e YU para,, v, vy, .., v dansles identités précédentes, X,

Y, Y, ..., Y?7" doivent par hypothese étre remplacés aussi par o,

p-1)
y(" "".,yu

f oy . 4 Py e f , . (p- —
f/: (‘IU’ .’)07 _7’(,7 LR ) ‘,V(,I') ——~‘//; 1("‘()1 _}‘(n LR y()l’ ! )"‘ Ly

oy ar . A0y o . ApP=11y —
CP/,(-I(“')”, .) g (.I,) m— ’-;-’p l("'m) 0y =+ - -1) 0/ ) ''''' J I

el 'on a

On voit done que la transformation T, fait correspondre a I'élément
("'0, Yoy vy _}',(;I'/)

le point (g, yy) Tui-méme = Pelément considére est done ¢lément

4

double de T,

Ainsi la transformation T, possede comme éléments doubles les
¢lements doubles de Ty prolongés jusqu’a Povdre p. Mais T, a aussi des
élements doubles qui ne sont pas les prolongements d’éléments doubles
deT,. Ona, en cffet, pour déterminer les ¢léments doubles de T, les
deux seules ¢quations

.’1'1.:/}; ('7;(1, yﬂ, LRI} ,"1)”/)1

"}/n = ?/:(”I'.Uv “'0’ A .y‘u/“)'

Les ¢lements doubles (g, vy, oo,y forment done une multiplicité
dépendant, en géndéral, de p parametres arbitraires, tandis que les élé-
ments doubles de T, constituent une multiplicité dépendant, en gé-
neral, d’un seul parameétre arbitrairve.

Soit, par exemple, la transformation

S X = /f(x),

Pl‘
(1) [Y ==y,

Soit @ une racine de 'équation /() =ax; un ¢lément double quel
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conque a pour coordonnées
xr=a, y=a, ¥y =12,
A étant un paramétre arbitraire. La transformation T, est ici

s' X=/J[/(x)],

(T2) 1Y =-2_.
)Y‘/"(:r:)

Soit & une racine quelconque de /| /(x)] = @ (en particulier, on peut
prendre & =a); un ¢lément double quelconque de T, a pour coor-

données
x=0b, r=h, yi= ., y'=1"(b),

et ces ¢léments dépendent de deux paramétres arbitraires &, po @ oen
particulier, si on prend b = «, p. == 7, on trouve les ¢cléments doubles
de (T,) prolonges.

Plus géneralement, un ¢lémentdouble de L transformation T, donne,
st on le prolonge jusqu’a lordre ng, un élément double de T,, : cela
résulte de fa propriete T,, = (T,), démontrée au paragraphe 7.

10. Nous dirons qu’un élement double de T, appartient & Uindice p
s’il ne coincide pas avec le prolongement d’un ¢lément double d'une
transformation T,, ol ¢ est inféricur b p.

On peutdéduire d™an pareil ¢lément double de T, un cycle de p ¢le-
ments analogues qui seront tous des ¢léments doubles de T, ().

Considérons, en effet, un elément B, de coordonnées

(Zus Yos ..'V’:n sy :)I")
qui soit double pour la transformation T, et qui apparticnne a I'in-

dice p. Si Pon applique i cet clément plusieurs fois de suite la trans-
formation T, prolongée aussi loin qu’il est néeessaire, on obtient suc-

(1) G Kognigs, loc. cit.
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cessivement les ¢léments

E, dordre p—1 et de coordonunées (xy, ¥y, ¥, ..., oLy,

i » P2 d (ry, T Y Y,
..................................................................... N
j,,,_g » 2 » ("7/‘ 2 Vp—2s ‘)"II"‘_” .),;‘ Y >’

<:,;..1 » I » ('I;I)"l’ Yot ly’/}» . )’

et & ce dernier ¢léement correspond un point (2, ¥,). Mais la suite des
transformations ainsi effectuées revient & la transformation T,. On a
done
a T, Yp== Ve

Supposons que les transformations T, et T, aient été prolongées in-
définiment. A Télément B, prolongé indéfiniment par la transforma-
tion T,, la transformation T, prolongée fera correspondre les élé-
ments By, By, ..., B, prolongés indéliniment et apres p opérations
on retombera sur 'element primitif 15, prolongé. On a

E, = E,
Plus généralement, on a, quel que soit £,
B, yp=Ey,
les ¢léments Glant toujours des ¢léements prolongés indéfiniment. De
v resultent les propositions suivantes :

1" De toul élément B, de la transformation T, qui appartient a lin-
dice p, on peut déducre un cycle de p éléments doubles

Bo, B, B, ..., B,

de la méme transformation, et ces éléments appartiennent ausst « Lin-
dice p.
2" Les éléments du cycle precédent sont permules circulacrement par la

trans formation T, prolongée, autrement dit ils constituent un cycle
d’élements invariant par la trans formaiion T .

Il existe, en général, une infinité de pareils cycles pour toutes les
valeurs de p @ en effet, tandis que les éléments doubles de T, consti-
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tuent une multiplicité & un paramdtre, ceux de T, dépendent de deux
paramétres arbitraires; en général, ceux de T, dépendent de p para-
métres et chacun de ces ¢léments doubles, dont le degré de généralité
va en augmentant avee p, fournit un ecycle d’éléments se permutant
circulairement par la transformation T,.

Soit, par exemple, la transformation é¢ludiée plus haut

N = /(*), Y = o/,
et soit & trouver un cycle de deux é¢léments permutables par la trans-

formation. La transformation T, prolongée est la suivante :

.y’ ‘/ "o _// (‘I") _y/” — ")'”'/‘”( z)

b ——

./'l(.’l,') I,/‘I(’l:)_l:z

X:/'(.’L'L Y = ylr Y = ?

it

La translormation T, prolongce est définie par les relations

. o ‘ W ., (1) N y”/”’(‘:')
— (o Y, = —,'Lw, ) A AT »
Xo=f[Slx)], Sy 2 (/e P ST G

Soit & une racine de /| /()| == 2 et %, p. des constantes arbitraires. La
transformation T, admet 'élément double prolonge

(@ =0, s b, ¥ =, Y= ) (),

() [y =S COIS LSO =2 )" (b,

Si Pon applique v cet ¢lément la transformation Ty prolongée, on en
déduait Pelément
(E)  w=J0),  y=p Y= =R SIS0
et ce dernier ¢lément fournit i son tour le suivant,
x==b, y ==, V=, ey
qui n’est autre que (E,). On a done déterminé un couple de deux ¢lé-

ments permutables par la transformation.

L1, Nous avons défini au paragraphe 2 Pinvariant S relatif & un
¢lément double de la transformation T, et au paragraphe 3 Pinvariant
analogue pour une transformation (X, Y;x, v, v/, ..., ¥'?). Nous
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allons ¢tendre maintenant la définition au cyele des p ¢léments
( 4:0! Ela LI ] E/)—~1)

permutés cireulaivement par la transformation T,. La quantité S, que
nous délinirons ainsi joucra an role important dans la détermination
des courbes invariantes.

Soit (e, v, ¥y oo, Y2, o0 un élément pris dans le domaine de E,
et prolonge aussi loin qu'il est nécessaire pour la suite @ ses consé-
quents cons¢eutifs appartiennent respectivement aux domaines de B,
By, oo B, et fe piome consequent est de nouveau dans e domaine
de E,. Soient (e, y0), (2., va), ..., (2, v,) les points qui servent de
support a ces conséquents suceessils @ le point &, y, est le point qui
correspond par la transformation T, & '¢lément primitif. L'inva-
riant S, , relatif o élément 1, de T, a été defint au paragraphe 3 et il
sexprime sous Pune des formes suivantes :
vy, dsz,

Y (/.f(,',, TR R T
poo = Him P lim (/}’ = lim PP

S
Les differentielles sont relatives 4 une courbe quelconque y = b (z)
contenant 'é¢lement double 15 prolongé jusqu’a Pordre p—+1 et i la
courbe v, = 1(x,) qui lut correspond par la transformation T,; ds,
dz sont les differentielles de deux ares correspondants des deux
courbes; enfin, on considere les limites des rapports precedents
lorsque (e, y ) tend vers (e, v, ) sur la courbe y = b ().
On pourrait définir une quantité analogue S, pour chacun des
du cyele. Nous allons montrer que 'on a

eléments 16, K5, ..., 15,

Spo = Dpa =0t =8,

En d’autres termes, la quantite S, est une fonction des coordonndées

des p éléments du cycle qui reste invariante lorsqu’on applique @ ces éle-
ments la transformation T, qui les permute circulairement.
On a, en clfet,

. .o, ) a7,
S0 lm =7 == lim (-—»'- Kl

dx, do, ey dr
K= K=
e, i, dx, day dx
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et par la transformation T, les rapports précédents sont permutés cir-
culairement. Nous désignerons par S, la valeur commune de S, ,
Sps oo Sppois clnous dirons que S, est invariant relatif au eyele

(B, Eyy ..., B, 0).

C’est un invariant en ce sens que cetle quantité ne change pas
lorsqu’on applique & T, une transformation ponctuelle quelconque,
régulicre dans le voisinage des points Py, Py, ... quiserventde support
aux ¢léments du cycle.

Soient, par exemple, la transformation donnée comme exemple a la
fin du paragraphe préecdent et le couple d’¢léments (I, E,). On a

S,=lim ({X."' =lm /| f(e)] = f(a)=[L"(0) =S| [(b)].

da

Par la transformation T, b et /() permutent et S, reste le méme.
Soit encore la transformation

(1) )
Considérons un eycle de (rois ¢léments permutant circulairement
par la transformation. Les formules qui définissent les transforma-

M ~o T m m > IV
tions T,, T,, T, prolongées sont

(ry) X=y, Y =y, Y/ o ‘2;}7, Y/ — ‘Z...)_/_‘::—}_/_:., cee

Y
. ),// , VI II/____ P
([2> XZZJ/,, Yz'::'.?’ Y"zf:v__“%l_z.?l'.z_, seny
" o "2
o ‘ —_
(l:;) X:s:';",’ Y;,,’::L:%ﬁ-—,

Les éléments doubles de T, sont donnes par le systéme

,l,'y’ — ‘)"’,
’y),/z'},//_f Yy y

"e

On peut prendre pour ¢lément double

(Ey) x=a, V= (j, Y=y, ' e=ay, )'”":?:: wy (B =), sy
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o, B, v élant (rois arbitraires. A cet ¢lement, la transformation T, fait
correspondre les suivants :

(E,) e=f  r=p M=a T=a,

(Ey) x=r, y=a, y =28,

qui constituent avee B, le cyele demandé. L'invarviant relatif & E, est

B = a3y

S = ('fi' = (’.Y’J’"’—.*”’” e By ) — oyt
L dor Jy - . R _)o_ '/Z

et Fon voit que ¢’est une fonetion symétrique de o, 3, y. Lorsqu’on
passe de I8, & I3, et & K,, 2, 3, v sont permutés cireulairement et S

conserve la méme valeur.

12. Soient
X - ,/./;("'a Y, _}J» ey ‘y(/l) )s
Yol sy oy

les cquations qui définissent Ta transformation T, déduite de T, parp
itérations successives, et (K, K., ..., I,)un cycle d’éléments doubles
de T, appartenanta Findice poH peutarriver qu’ilexiste une courbe G,
d’équation y = b,y invariante par la transformation T,, contenant
élément 1B, et définie dans le domaine de cet ¢lément @ Pexistence
de cette courbe a ¢te etablic (8§74 ¢t 6) dans le cas ot les conditions
sutvantes sont realisées :

- (‘)?L _ /'_’)'/L) 0
r ()"y{/” I)_)’”" /0 o

[S,] -«

S, est Pinvariant ¢ltudié au paragraphe précédent @il est le méme pour
les ¢léments By, By, ..o, 15, que pour Pélément K.

A la courbe Gy la (ransformation T, fait correspondre une courbe (G,
d"¢quation

contenant Uélément double B, et définie dans le domaine de cet élé-
ment. En appliquant ainsi la transformation T, plasieurs fois de suite
dnn. Ee. Norm., (3), XXV. = JuiN 1go8. 32
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a la courbe Gy, on d¢finit un cycle de p courbes

~ ~ Al Al
(‘0, (‘17 L‘Z’ L) ip—1-

Soilent
)':4’0('7")’ .}':'1')1 (x), .)’:-'J/z(df‘), Yy = 'JH/)~1 (L)

les ¢quations de ces courbes. Elles contiennent respectivement les

¢léements
-E()y Eh E:!’ IR ] Epwl >

et la fonction g, () est définie dans un certain domainea; — &, v+ h,
si 'on désigne par x; labscisse du point qui sert de support & I'élé-
ment ;.

Si Pon applique une nouvelle fois la transformation T, , lacourbe €,
redonne la courbe Gy, car la suite des p (ransformations T, revient i la
transformation unique T, et par hypothese G, est une courbe inva-
riante par T,. On voit done :

1° Que chacunedescourbesy = by (a), y =4, (x), ...,y ={,(x)
est invariante par T, ;
2° Que ces courbes sont permutées circulairement par Ia transfor-

mation T,.
On a donc défind ainse un cycle de p fonctions

o=y (1), yi=hi(r), T Yo1="Yp (1),

definies respectivement dans p domaines distincts x; — b, x;+ h; et dont
Uensemble deéfinit une courbe a p branches G, G, ..., G, | invariante
par la transformation

X v;‘/’('l’" y’ .y’)’ Y’ = ’?J (.‘1'7 },7 _:)'/ )7
celle transformation permulant circulairement les p branches.

SiPon se reporte i la démonstration du théoreme d'existence (§6),
on voit que le eyele formé par les p branches se trouve déterminé par
approximations successives; il suflit de partir d’une courbe arbitraire
contenant 'un des ¢léements doubles du cycle, 1, par exemple, et de
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former ses antécedentes successives : les antécédentes prisesde p cn P
a partir d’une antécédente arbitraire ont une limite indépendante de
la courbe initiale et ¢’est cette limite qui constitue 'une des branches
de courbe G, Gy, ..., G, . SiTon prend au contraire towtes les antéeé-
dentes successives, leur suite n’a pas de limite = elles oscillent du voi-
sinage de 'un des ¢léements B, B, ..., E, , au voisinage de 'élément
swivant de la suite. Gest Lia, comme on voit, le mode de convergence
appele par M. Koenigs concergence irrégulicre (V) dans le cas de I'itéra-
tion des substitutions X = /().

Au point de vue analytique, les fonetions b, b, oo, verifient
le systeme fonctionnel suivant :

Yol Sor, by, VO = (e, by, Ly ),
Bal s by V)= s by ),
..........
Yo LSO b by ) = by s ),
ol SCrs by P ) =2 Cos by Bpny)-

Exemple 1. — Sotent L transformation
& N = [fla), Y =

et fe couple d’é¢léments (15, B, ) considérés au paragraphe 10, Sup-
posons
[/ Oy < S TS0 =

Il existe alors deux fonctions L), 0Cx ) vérifiant le systéme

LISy =0 (),
O1ftc)] = V' (a).

La fonction 1'/ est definie dans le domaine de = b et a un développe-
ment de la forme

. - (7
W)y = b ple— by =2 /7(0) —

tandis que Ta fonetion 0 est délinie dans le domaine de = 6,, en

(1) KoeNias, loe. it
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hosant b, = /(0), et a un développement de la forme
1 =/(0, I

R . x — b))
0(:}/;)—_-_-_[J.—i—).(.)(:—/)l)—l—[J.j’(/),)<—-———]—2—1 “+ .o
Si Pon désigne par W'(«) une fonction définie par le développement ¢
dans le domaine de @ = 0 et par le développement 0 dans le domaine
, I
de = b, on voit que la fonction U veérifie Péquation fonctionnelle
W(z)=W{[/f(x)];
A et p sont des parametres arbitraires, de sorte qu’on a défini ainsi
une infinité de solutions de 'équation fonctionnelle dépendant de
deux parameétres. En ne considérant qu'un élément double, on aurait
eu une solution moins générale. Plus généralement, on peut considérer
un cycle invariant de p éléments, au lieu de deux éléments, et Pon a
ainsi, & mesure que p croit, des solutions de I'équation fonctionnelle
contenant un nombre de parametres de plusen plus grand. Les mémes
remarques s’appliquent au cas général.
Exemple 11. — Soit la transformation
X ==, Y=y, a
considérée au paragraphe . Considérons le eyele d’¢léments

(I‘:'ly E'h “:5)

défini au paragraphe 11, Le systeme fonctionnel est ici

71 0Ce )| =0 (x),
Yl (o) =y'(x),

et les fonctions inconnues 4, 0,7 sontdonnées par des développements
dont voici les premiers termes :

— 12
Y(2) =0 4y (& —a) + oy ",‘:,’L ‘-,
=1+ 4 5T
?.__."2
g) = o 3 gy ey L

.2
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Ces trois développements sont convergents, pourvu que Uinvariant S
soit inféricur & 1 en valeur absolue ('), ce qui donne la condition
o3y | <1
S 2 Na(r Y ar [P ,<. W . Aye 7 P 9 v al ]
St I'on désigne par M"(2) une fonction égale a b () dans le domaine

de w =o, 4 0(2) dans le domaine de . = [ et & 7 (x) dans le domaine
de 2 =+, on voit que 'on a

W) = W[ ()]
On a ainsi délini une solution de I'équation fonctionnelle precedente
dépendant de (rois arbitraives , 3, .
13, Indiquons pour terminer uncas ott lon seraassure de existence
d'une infinité d’éléments B, vértliant les inégalites
Cp7o, [S,] 1.
Considérons un élement double (2, ¥y, v,) de T, pour lequel on ait
C#o, [S|<<1.

Par cet clément I passe une courbe G invariante par la transformation
T, et délinie dans aun certain domaine xy — o, 2, + A. L’¢lément E
prolongé est un ¢lément double de T, pour lequel on a

S,, = 87,

Cela résulte de ce qu’on a vu au paragraphe 9. On a en effet, en con-
servant les notations de ce paragraphe,

. e . dx dx r, dry
S, — lim—=+ -:.:lnn(-——-ﬁ--x Lol e 22 !
i dur, du, ., dx, dix

les différentielles ¢tant relatives & une courbe quelconque contenant

(1) La condition €, 7 o qui figure dans I'énoncé du théoréme général est imposée par
le caleul des cocflicients de la fonetion inconnue @ ¢'est la condition pour que le caleul
formel des eocflicicuts de proche en proche (§ 8) soit possible. Il en résalle que cotte
condition est eertainement vérilice si les coefficients du développement ont pu étre cal-
culés : il est done inutile d’exprimer cetle condition dans le cas actuel.



25[} S. LATTES. — NOUVELLES RECHERCHES SUR LES COURBES INVARIANTES.

I'élement double prolongé jusqu’a Pordre p—+ 13 on peut prendre
comme courbe la courbe C elle-méme : les points xy, ¥y, 20, Va, ...
appartiennent tous i la courbe G ct Pon a, quel que soit 7,

. o,
lim——"— = 8§,
da;

d’ou

ct, par suite,

Au lieu de I'¢lément 2, considérons un autre ¢lément double de T,
qui appartienne & U'indice p, dont les coordonnées soient voisines des
coordonnées de E et pour lequel on ait €, =4 o5 il y aura en général de
pareils éléments, car il suffit pour en déterminer un de se donner p
des coordonnées de élément et de déterminer les deuax autres par les
relations

== L (g Vi, .)’f; s e Y,

U . ' Ay
Yool o Vi Yar oo YD

avee Uinegalite €, £ o.

Ces relations, étant satisfaites par les coordonnées de 16 prolonge,
seront en géndral satisfaites par des valeurs voisines de ces coor-
données, i cause de Ta continuité des fonctions /,, 2,. C,. Soit i, un
pareil ¢lément voisin de K prolongé; in rariant, S, relatil i et ¢lément
sera voisin de 82 on aura done

S, =1

et par cet élement I, passera une courbe invariante par la transfor-
mation T,.

On voit done que, si Pon a trouvé une courbe invaviante par T, ot
contenant un ¢lement double B pour lequel [S]est inféricor &1, on
est st de pouvoir déterminer une infinité de cyeles de pares voisins
de Télément K permuteés circulairement par la transformation T,
et cela quel que soit p 2 Pensemble de ces pares constitue une nouvelle
courbe invariante par la transformation T,



