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NOUVELLES RECHERCHES

SUR LES C O U R B E S I N V A R I A N T E S
PAR UNE TRANSFORMATION (X , Y ; x, y , /),

PAU M. S. LATTES,

l 'KOPlîSSIÎliK A i l LVCKIÎ 1)1': MON'1'l 'IÎLLllilt.

J'ai é tud ie , dans un t rava i l an t é r i eu re ) , les courbes invariantes par
u n e transformation ('X, Y; x , y , y ' ' ) , c'est-à-dire par une transformation
de la forme

( X=/(.z,y,j'),
" f Y=q>(,r,y,.r'),

(r) <S'Mr /^y 6 quat/wns fonctionnelles ( ) iu dafinfs.wnl une courbe ou ii/ie aurface invariante
par une transformation ( Ann ail dl Mffleinfiticfi, K^oO).

Je saisis l'uocasion (iiii m'est, ollerto {>ar la publication du présent Méinoiro pour réparor
un oubli que je re^rottcï vivement et ajouter aux noms que je citais dans ce travail celui
de M. PLNCIIKHLE, dont les beaux travaux s'imposent a l'attention de tous ceux qui étudient
les opérations et les équations fonctionnelles. M. Pineherle a donné un exposé synthétique
fort intéressant de h théorie des opérations et des équations fonctionnelles, imo analyse
des divers travaux qui s'y rapportent et une bibliographie étendue dans les deux ouvrages
suivants :

Le ûperazioni distributive e le loi'o applicawnl ail 'analld., Bologne, Zanichelli, éd., 190 ï
(en collaboration avec M. Ainaidi).

Funktionalopcrailoncn imd GUdfilwn^cn (article de \1 Encfklopàdie der Mathcm, p^i^
senclutften).
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en me bornant aux courbes con tenan t un élément double

(,ro, y<); ^o,yo»jo)'

de la t ransformat ion . Si y == ^(.T)est l 'équation d 'une parei l le courbe,
la fonction ^(^) vérifie l 'équation fonc t ionne l l e

(2) ^[/(^^^)]==?(^ ̂  ^)-

On peut se proposer, plus généralement, de chercher u n e courbe
invariante par la transformation (i) et ne contenant pas d'élément
double .

Sans aborder le problème dans toute sa générali té, je me propose
d 'é tudier un cas qui nous est suggéré par le problème analogue r e l a t i f
aux transformations ponctuel les( 1 ); c'est le cas d'une courbe i n v a r i a n t e
composée de p lus ieurs branches

rr=^,(^), y=^(^), ..., y=r^(.z:), ..., y=:'^(.r),

définies respect ivement dans/.» interval les distincts .r/ — h, x^li et
se pernmîant circdiairenient par la transformation (i). Oin^t conduit,
pour établir l'existence d'un pareil cvelc de fonctions, h chercher une
courbe invariante pour une certaine puwcrncedi' la transformation ( î ).

La définition précise des puissances de la transformation (î), de
leurs éléments doubles et des courbes invariantes par ces puissances
exigeait l'étude préalable des transforinations de la forme

\ x=/(^,y,y,^,...,y/>)),
' 1 Y=^(.r,7,J^y / / , . . . ,J^Q.

Ces transformations font correspondre an point X, Y à un é lément
(,Xy y , y , ..., j^) d'ordre/?. La première Par t ie de ce Travail leur est
consacrée : je généralise pour ces t ransformat ions ( 3 ) le théorème
relatif à l 'existence des courbes inva r i an te s c o n t e n a n t un élément
double que j 'ai établi p récédemment pour les t ransformat ions fi) .

( 1 ) Sur le.v étudiions jonctionnellw qui définissent une courbe ou mia surface inva-
ricmte par une trci.ftsjonnaUofi, i1 '*' Partie, § h"î.
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Dans la deuxième Partie, je m'occupe des courbes invar iantes par
une certaine puissance de la transformation (i). En appl iquant à ces
courbes le théorème d'existence démontré dans la première Partie, on
trouve de nouvelles solut ions de l 'équation fonc t ionne l le (2) : chacune
de ces solutions est formée de l'ensemble de ? fonctions

y=Lpo(^) y=:(^(.z1), ..., j=:^-(^), ..., j:=4^0),

définies dans des in terval les distincts oc— h, x^-}- h. Si l'on désigne
par W^x) une fonction égale à ̂ (.r), dans l'intervalle x^ — h, x^ 4- h,
à ^,(.'z*) dans l ' in terval le x ^ — A , x^-\~h, à '-p/(^") dans l 'inter-
valle x\— À, .x^-+- h, la fonct ion W{^) a insi déf inie consti tue une so-
l u t i o n de l ' équa t i on fonc t i onne l l e . On peut définir uue solution de
cette n a t u r e quel que soit l 'ent ier p , et le nombre de paramètres arbi-
traires don t dépend la solution va en croissant en même temps que
l'entier/^. Ceci s 'applique en pa r t i cu l i e r aux équa t ions fonct ionnel les

^(.r)=^[/(.r)], ^(,z')T=^[^(.r);l,

qui sont, de la forme (2) et qu i m'ont servi d'exemples ( f ) .

1.

I . Je rappellerai tout d'abord, en les complétant, quelques résul-
tats r e l a t i f s aux t ransformat ions ( X , Y; x, .y,,/).

Considérons la transformation (i) et un élément double E^ de coor-
données (•'x'o^yo? ,7o)î rH^1^ supposons que les fonc t ions /e t y sont
définies dans le domaine de (^o».7o».yo) et ^P^ll^ ^t ̂  dérivées
partielles cont inues dans ce domaine ; nous supposons en outre que
pour l 'élément double on ai t

C.^o et ( ë | < i,

( 1 ) Le presont Mémoire est rosainô dans une Note : Sur les courbes qui se reproduisent
périodu/uenieni par a/ie tr ans formation (X, Y; ̂ if^y') (Comptes rendus de l'Académie
des Sciences, 1 9 novembre 1906;.
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en posant
r-f^-y^)

W y à Y ' ) ,

et
^+^^^^^4-^^^"
, àx or v ) ày' \ àx à Y J ) ôy' •

É^-y'ÉL
ày' • ày' ^ o

On a alors démontré l'existence d 'une courbe y = ^(^) contenant
l 'élément double EQ et invar ian te par la transformation ( 1 ) : la fonc-
tion ^(lr) vérifie l'équation (2) et on l 'ob t ien t comme l i m i t e des anté-
cédentes successives d'une courbe arbitraire con tenan t l 'é lément
double .

2. La quantité S est un é lément impor tant de la t ransforma-
tion (i) : elle ne change pas lorsqu'on fait sub i r à cette t r ans fo rma t ion
une t rans format ion p o n c t u e l l e q u e l c o n q u e régul ière au po in t (.z'o jo).

Je compléterai le résul ta t a ins i rappelé en d o n n a n t à S une n o u v e l l e
forme qui met t ra m i e u x en év idence le rôle j o u é par cet i n v a r i a n t dans
le problème qui nous occupe.

Adjoignons aux équa t i ons ( î ) la relat ion

ÔÇQ à^ , à^ „
• -J —J t," Li- .-̂ -JL. 'v"

^ ^-^ ()y <)y(4 ) y —— ^ —^- --
-.̂ ••L .,4- --.L. v .4». -...;.,i-- y "
àx ôy^ àf^

L'ensemble des équations (î) et (4) cons t i tue la irans forma/ion ( î)
prolongée. Nous appellerons élément double prolongé jusquau second
ordre un système (^o, jo, y\^ y ' ^ ) de valeurs de x^ y , y , y " a u q u e l les
équations (î) et (4) fassent correspondre pourX, Y, Y' les valeurs x^,
y(pj^ elles-mêmes. Pour prolonger l ' é lémentdouble d o n n é E,), i l suffit
de remplacer dans la relation (4) c'y, y , y ' par les coordonnées ^*o,yoî
y'^ de EQ, de remplacer aussi Y' par j^ et de tirer de la re la t ion a ins i

( î ) Sur las équations fonctionnelles qui définissent âne coarhe ou une surface invariante
par une transformation, ^ Partio, § 12.
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obtenue la valeur^ dey: s ' i l existe u n e courbe inva r i an te contenant
l 'élément double E o y ^" point (.^0, jo) de cette courbe, la dérivée
seconde y" sera égale à la valeur;^', a ins i trouvée et la courbe invar iante
cont iendra l ' é lément double prolongé ('^o» yo?y<p .yo) -

L ' i n v a r i a n t S peut s 'exprimer en fonct ion des seules quanti tés x^
y^, y^, mais il prend une forme plus s imple si l'on i n t r o d u i t clans son
expression les coordonnées x^ y^ y^ y"^ de l 'élément double prolongé.
L'expression de S donnée p lus h a u t peut en effet s'écrire

S =

( ^ t . ^ ̂  ̂  ."\ ̂  i ̂  - ̂  •v^ (^ v " } ()f
\7)x ^ ~ôry ^ 1)? } ) Tv' ~ [à^ 4" -ày^ + ̂ '} ) à71

^ _,. AL
Oy' • à y' J<»

Or on a
((^ ^ ô^ ^ 4 àrû r " \ - y^^-+. ̂  y' 4- ù! r " }( ̂  + ̂ y + ̂ .) ^ ..,.-, y , ̂  -+ ^.> + ̂ .^ ^^

et, par sui te ,
1 al' ()f , àf^(^^y^7' "/ o

On peut donne r u n e i n t e rp ré t a t i on géométr ique de ce ( ( e ( ) u a n ( i ( é S.
Soit C une cou rbe quelcon(iue c o n t e n a n t l 'élément d o u b l e prolongé (x^
/(P ^o» ^0^ sa con^^^ l iK^ i l t 1 C, c o n t i e n t l ' é lément doub le (^o,yo,j^).
'Si l 'on désigne [)ar .r, y les coordonnées d 'un point de Cet par X, Y les
coordonnées du point correspondant de la conséquente , on a

r/X ()/' àf , àf „
' ——• _^L- -4- —'— v -t- —~— V"

TTe w ôx à y " à-}^ '

Si le pointa, ,y tend vers l e p o i n i x^y^ i l en est de même du p o i n t X, Y,

et si l 'on désigne par ( — ) la l i m i t e de —, on aF) * \ (LÀ: ] o aw

(^\ - ( î V + ^ - y ' + ^ - y " } =S.
^ dx ) „ - \ àx + <} y y • ôy' •7 / „

On a aussi

^i.\\ (l.\ \ fl^\ ^\ ._ .y_L—.;^XW^ x ( ^ } x fê^)^ W, >< \7ir.), ̂  \dy), -y0 °./, - '•

Ann. Éc, Norm., (3), X X V . — MAI 190^. r2^
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Enfin si l'on désigne par d^ l'arc in f in iment petit de la courbe G et
par r/S l'arc correspondant de la courbe (^, on a

fd^\ ^ N^^\dx\ ^(^\ ^s
\ drs À ' \Vï + y^ ' dx /o ^ ̂ r A

Ainsi l ' invariant S relatif à l ' é lément double E() reçoit l ' in terprétat ion
suivante :

Soient G une courbe contenant l'élément double E() prolongé et G, sa con-
séquente, M un point de la courbe G voisin du point double 0 et M, son
conséquent : le rapport de lïarc()M^ de la courbe G, à l'arc OM, de la
courbe G a une limite lorsque M /enr/ ?w*.y le point double et cette limite est
Viwariant S. En part icul ier , on peut prendre pour courbe G la courbe
invar iante c o n t e n a n t l ' é lément double E(» ( courbe q u i existe si l 'on
a S | < ^ i ) ; la courbe G < se c o n f o n d alors avec la courbe G et les deux
arcs OM, ()M( a p p a r l i e n n e n t tous deux à la courbe invar ian te : S est la
l imite du rapport de ces deux arcs lorsque M tend vers le p o i n t
double 0.

/ /yv "••,,
S est un i n v a r i a n t eu ce sens que la l i m i t e ( •r"' ) ne clian^'e pas111 ' V/cr/o • D l ll

lorsqu'on app l ique a u x courbes G et G, une ruômo t r ans fo rmat ion
ponctuelle

^=À(^y ) ,
^=p( .z- ,y) , ,

A et p- é tant des fonctions quelconques régulières pour.T == oc^^y ==^yo.

3. Considérons m a i n t e n a n t la transformation plus générale

(->} ! x =/(•r9 y? y? •fï • • •' J(/;)) ( y^= dp£\
( Y = 9 ( x, y, y ' , y\ ..., y^ ) V d^ ) '

qui f a i t correspondre un point X, Y à un élément d'ordre p

(.r,y,y, . . ^y^ )

et que nous appellerons une transformation (X, Y; . x , y , y , ... ^ y ^ ' ) »
Les courbes y = ^ Ç x ) invariantes par cette t ransformat ion sont
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données par l 'équation fonctionnelle

(6) ^[/(.T,^,^, y , . . . , ^)]=^r, ^,d/ , . . . , ' y^) ,

qui cont ient à la fois l a fonc t ion i n c o n n u e '^(^) etses dérivées jusqu 'à
l'ordre/.». Nous nous proposons d'étendre aux transfonnations (5) et
aux équa t ions ( (>) le théorème d'existence relat if aux courbes inva-
r i a n t e s par (i).

Un élément double de (5) sera un système E^ de va leurs x-y, VQ,
Vo? • • • ? .y^F vér i f i an t les équa t ions

.z-(,::=/{.r,,, „)'<,, ,i',, . - . , r^),
y,»-: 9(.z-<,, 7«, ,y;., .. ., y'^).

S'il existe une courbe invariante par (3) et contenant cet élément
double, on aura, au point »ï(,,jo de cette courbe,

. (s^^^-^^).^"' " (i),,-^)/.--^,,'.'"11'
é<iualion d'où l'on peut tirer j;/'4^ pourvu que l'on ait

(^l.^,'AL:\ ^o
\^y ' /^ • ()y^)/~

Nous dirons qiKî (^o.yo'r^ ... , . r< f 1 1 ' ) est l 'éléïnent doutïle E, /^Y>-
lonw fusau 'à l'ordre /) •+- î : (ouïe courbe invariante doit contenir cet
élément double prolongé. Nous supposerons que les fonct ions/et 9
sont définies dans le domaine de l'élément double Eo <'• qu'elles ont
des dérivées partielles continues.

Il est facile de donner à la substitution f5 ) une forme réduite
telle que les coordonnées de l'élément double prolongé devienneut
toutes nulles. Posons pour cela

X = .To -4- ( / ,

y = y<, + y:, //, 4- y\ ̂  +.. . + ̂  + yT • ' ̂ ^ + ••'
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d'où l'on déduit

y==:y„+y:«+...+/^l)^ +<''.

y " = y " ^ y : a +. . .+yrl\-^:7y, + ()"'

. , . . , . . . . » , . . . « , . . . . . . . . . » . « • . . . « • • • • • y

yW^y^-^y^u + (^\
y(/^l)== y^11-^ ç;(/^-l),

et de même

X=.ro4-IJ,
TTâ (J^4-1

Y == ̂ +.<U 4-jo ̂  +. . .+^(^7)7 + v-

La transformation ('5) devient une t ransformation (IJ, V ; u, (^ ̂ ,..., ^ p } )
et: le nouvel é lément double, prolongé jusqu'à l 'ordre / > + ï , a
toutes ses coordonnées nulles . La nouvelle transformation est la
s u i v a n t e :

.TO 4" U

=/(.ro4- //, ro+jo ^ +-1^ ̂  ,/u^ .^// ^•••+ î^ •- y^^y't^^+ (>( / / )^
^^^y^ U ̂  . ...+. r^^ ) u / ^ — .̂  V == o ( .ro -h a, r,) l+-./;) ^- + " • • + ̂  • • • )•

En résolvant ces équations par rapport à U et à V et eu appe lan t de
nouveau les variables x , y , X, Y alln de s i m p l i f i e r les notat ions, on
ob t i en t une t ransformat ion de la forme

( X =: S x + by "4- c ^ y ' -+-.. . •+• c^ y^ "+" F ( x, y , y ' , .... ̂ ^ ) .
(7 ) | Y = By 4- Ci./-^... + ̂ ^) 4- <l> (^, y../, - .,./ ( / / )),

F et^ sont des fonc t ions définies dans le doma ine de l 'origine, ayant
des dérivées partielles du premier ordre cont inues et tendant vers
zéro en même temps que les variables.

Le coefficient de x dans la première équation a la va leur su ivan te :

S - ( ô ! + ̂  y- + EL y " ..,- + Ĵ L y^ .b -"- [ô^ + à y y • ^/ -7 r - ̂  ̂ ^ J ;<,
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Dans la deuxième équation, le coefficient, de x est nul. : il est en
effet égal à

(^ ̂  ̂  y'^ El y " ^ + _^L yi!>^\ - ./ S

\(U- • ày - ()f y " • ày^ J .A, } °

quantité qu i est nulle en vertu de l ' équa t ion qu i déf in i t la ( p + i)1"116

coordonnée .r^40 de l ' é lément double prolongé.
Enf in , on a

r (JÎ1. ^ '^L\/;~" \^y^^ •/ ^j^^/o5

et nous avons supposé cet te quant i té non n u l l e lo rsque nous avons
calculé y;^11.

La q u a n t i t é S présente les înéimîs propr ié tés que dans le cas des
t r a n s f o r m a t i o n s (X, Y; x, y , y'); on pou r r a i t l 'exprimer en fonc t ion
de.ro, /(p . . . ^y^ ' s e u l e m e n t et sans faire i n t e rven i ry^ 1 ^ ; mais, sous
sa forme a c t u e l l e , on voi t imméd ia t emen t son in t e rp ré t a t i on géomé-
trique, On a, comme au paragraphe 2,

0 ,.»„,„ ' d X . ^ /dj^ , /<^
, dx ) o "" \ dy ),» ' \ cla-,

les d i l r é n ^ n t i e l l f î s é t an t relat ives à u n e courbe que l conque con tenan t
l 'élément d o u b l e prolongé et à sa conséquente : dZi et 'd<7 représentent
les d i f l e ren t i e l l e s de d e u x arcs correspondants de la courbe considérée
et de sa conséquente . E n f i n , ici encore, comme dans le cas des trans-
format ions ( r ) , S est u n i n v a r i a n t de la s u b s t i t u t i o n pour le groupe
ponctuel ( ( ).

( 1 ) La domonstrîiliolï do celte proposition c'st inim6<ik»to avec la tonne donnée actuel-
lement à S. Il suffit evidemrneni, de hi faire pour les transformalions ponctuelles (lui con-
servent l'ori^itie; inie paroiUc transformation, supposée régulière i\ l'origine, est définiô
par des équations de la forme

x ==; f(u^ ^ ) === ^ u. -î- ,B p -4-...,
r == îp ( M, P ; =; v! u -4- y v -+"... î
X.=/(U, ̂  ) ==a (,;4- p V -+-...,
Y ^y(U, V) ^a'V "4- ^V -+"....
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4. C o n s i d é r a n t m a i n t e n a n t la t ransformation sous la forme (7), nous
sommes en mesure d 'é tendre à cel te t ransformal ion la proposit ion
rappelée au § 1 et nous démontrerons le théorème su ivan t :

TIIÉOIŒME. — Soit EO un élément double de la transformation (5) dont
les coordonnées x^, y^, y\^ ..., y^ vérifie fit les inégalités

C/^o, |S|<i.

Il existe une courbe y == '\>{oc) invariante par la transformation et
contenant l'élément E(), La fonction ^Çv) est définie dans un certain
intervalle x ^ — h y x^+h, possède dans cet i nier va1 le des dérivées des
p premiers ordres et vérifie Ué(f nation fonctionnelle (G ).

La démonst ra t ion est, dans ses t r a i t s p r i n c i p a u x , la même q u e dans
le cas des t r ans fo rmat ions ( i). Je me bornerai donc a rappeler la marche
suiv ie en pr iant le lec teur de se reporter pour le dé ta i l a Pétude des
t ransformat ions (ï) (1). .P ins i s l e ra i s e u l e m e n t sur u n p o i n t i m p o r t a n t
qui exige u n e d é m o n s t r a t i o n n o u v e l l e , d ' a u t a n t p l u s que le r é s u l t a t
auquel nous parv iendrons para î t pouvoir ê t r e u t i l i s é en dehors de la
quest ion q u i nous occupe. I l s'agit du lenune s u i v a n t ( 2 " ) :

5. LEMME. — Sort u âne fonction de w de'finie dans l'intervalle — A,
4- A, nulle pour x == o ainsi que ses p — î premières dérivées et ayant
une dérivée //i(tme continue qui vérifie dans cet intervalle r'iné^alité sui-

Soit Si la nouvelle valeur prise par S. On a

^ ^ ( d v \ cf^} ^f^} ^s
\ du / o \ dv /odu),^ \~(K)^^'

s == {^\ = ( ^ d u ^ ^ d \ _ /5LÎ/U±1^Y^ - /^\ ^ -
' [d^ A l ̂  ̂  ̂  î[^ / [ ^ du ̂  ̂  dv -/0 "̂  ( ̂  ~

\ ()u àc / o

( 1 ) Sur les équations fonctionnelle a (fui dé^'nissent une courbe on u/ifi surface im'a-
r'iaitte par luie transformcitïOfi {^nnal.i dl Mdlcnuttifia, W Punie, ̂  1 a W),

( 2 ) Pour le Icmrno analoguo (Jans l 'é t tKJe des transform<(tion,s f i ; , vo i r loc. cit., g 10.
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vante :

d^ u,
"dx^

dP-1 udu
dl'< K /•+- K o ] u | -4- KI •IL dx^

ou K', Ko, KI, ..., K^^i ^o/^ cte constantes. En supposant h inférieur à
un certain nombre positif /i ^ indépendant de la fonction u et ne dépen-
dant que des coefficients K, la fonction u et ses dérivées vérifient dans
tout l'intervalle — À, -+- h les inégalités suivantes :

u\ ^ ^ACA)—»

^'AC//) ( / , - î ) ! '

d1 f/
7t^

f p...... t
< K / A ( ^ ) - — — — J T , ,

<KfA.(h),

A ( h ) étant une fonction continue de h qui tend vers ï lorsque h tend
vers zéro et qui ne dépend que des constantes K, sans dépendre de la fonc-
tion u.

Désignons par ^ ' la va leur absolue de x et par M^ la limite supé-
rieure de (-:ru• dans l ' in terval le — x , 4-^. On adx^

, F df n , , , .„d^'^ a
~^p'.=T

( dpu îI — d^
] d.rfi/o

1 / -7— dx'<x'm^" / dxi'dx^

^z^^ •- r ^—̂ ^ u
-̂ r̂r ^ j ^^'1——1; dx1 < '——'

dx') l ' a

df'^ u
Ti^̂ s < 77^73"?

< .^M,
•//
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L'inégalité donnée dans l 'énoncé en t ra îne donc la suivante :

ci^ u
'd^

/ . . y . ' ? ^l p-~\
9V l 1 i r ''̂  1 r tA. •

<K^(K07T+K1I7—^ . .. + K . _ 2 — -t- K».».i x ' } M^.

Celle inégali té a lieu que! que soit x dans l ' intervalle — • x, 4- x.
Mais L^ é t a n t une fonc t ion c o n t i n u e de,r dans ce t in te rva l l e , a t te int

dx^
son maximum pour une cer taine va leur ^ de l ' i n t e rva l l e dont nous dé-
signerons la valeur absolue par ^'. On a

M. d x i '

Donnons alors à x la va leur <ç, dans l ' inégal i té précédente. Il v ient

^ ^~1
M^ < K^ ( K o ̂  + Ki .^—^ +.. . + K,.-..,.̂  ̂  •4- K,.......,̂  ) M'^

et, a fortiori^

M^<K/+ K(,
/^

.^K,
( /^—i) ! +.. .+K,,P î , K^.v'}m^

d^où
M,< K'

/ /y.'// ^,lp t

K, ̂  + K, "^——-. ̂ . . . + K.,,..., ̂ /

, p \ l ( p — i ) \ ,

pourvu que x soit assez petit pour que le d é n o m i n a t e u r soit posi t i f .
Soit Ai un nombre posi t i f assez pet i t pour que, dans l ' in te rva l le o. À, le
second membre soit positif. Posons

A(A)== /^
^^^^^..^^^^^^^^^^^

On aura, quel que soit x dans l ' in terval le — /^ -+- A,

M^<K/A( /0 ,

pourvu que A soit i n f é r i eu r à h ^ A ( h ) est, comme on voit, une fonc-
tion continue de h tendant vers ï lorsque h tend vers zéro et ne dé"
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pendant pas de la fonct ion u. De l ' inégalité précédente et. des inéga-
lités établies plus haut on tire

clf a
Tl^'
d ^ 1

dxi'

\ïl \

(t
i

<M. ,<K'A( /») ,

<K'A(/O/(,

< ; K / A ( / Q ^

6. Ce lemrne é tant é t a b l i , r evenons au théorème du paragraphe 4
eu i n d i q u a n t la marche de la démons t ra t ion .

La courbe i n v a r i a n t e y == ^(".T) dout il s 'agit d ' é t a b l i r l 'existence
sera d é f i n i e comme l i m i t e des ardécédentes successives d ' u n e courbe
i n i t i a 1 e y == ^ o ( x ) c o n ( e n a n 11 ' é 1 é m e n t d o u b 1 e. S ( ) i t

Y=^< , (X )

u n e f o n c t i o n n u l l e a i n s i q u e s e s / ^ — i |)remiéres dér ivées |)our X === o.
A cette f o n c t i o u la t r a n s f o r m a t i o n ( ^ ) f a i t c o r r e s p o n ( l r e i i n e (onc t ion y
de x d é f i n i e j )ar l ' é ( i ua l i on d i f r é r e n t i e l l e

^o ( S x -4- h y •+• c, / -\- ...)=- B -y -\- (:, y/ •+•.. . -t- (':/, vf^ •+....

Cette équat ion admet n u e in tég ra le et une seule n u l l e pour x = o
a i n s i que ses/.» premières dér ivées : cela résul te de rhypotbèse C^=y^ o.
C'est cette s o l u t i o n y == ^ i ( ^ ) que nous appe lons Y antécédente
de '.poC.-r). Soient ' ^ ( x ) , ^ ^ ( x ) , . . . , ' \ > ^ ( x ) les an t écéden te s succes-
sives. On d é m o n t r e tout d 'abord que ces an t écéden te s peuvent être
d é f i n i e s dans uu d o m a i n e c o m m n u —À, "+- h. D 'une ( i içon p l u s précise,
on é t a b l i t la propos i t ion s u i v a n t e :

Soit ^oC-x'") une fonction définie dans un certain intervalle
et vérifiant dans cet intervalle une inégalité de la forme

h, -4- h

<o|^ .

On peut choisir l^s nombres positifs h et ù de façon (fue l'anléce'
Âîtn. Ec. Aorw.. (:•;), X X V . —. MAI ï(jo8. , ^0
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(lente ^, (^) .yo/^ définie clans le même intervalle — /z, 4- A, et y vérifie la
même inégalité

< o | .r |,

les nombres h et a ainsi définis dépendant uniquement de la transfor-
mation et ne dépendant pas de la fonction ̂ (.z').

Pour h» démonstration nous renverrons le lecteur au Mémoire déjà
cité (IIe Partie, § 8), en nous bornant à faire observer que c'est dans
cette démonstration qu'intervient l'hypothèse | S | <^ i ( [ ).

Soient '^(x)y d^(<^)» ..., '\>,l(x) l̂  antécédentes successives
de^o^z*) : il résulte de la proposition précédente qu'elles sont tou tes
définies dans le même intervalle — A, •+- h que '^o ^t \\ ^ qu'elles
vérifient dans cet intervalle la même inégalité que ̂  et ^,.

Nous al lons prouver maintenant que, lorsque n augmente indéfini-
ment, la fonction 'J^ et ses dérivées jifsqu à l'ordre p tendent uniformé-
ment vers des limites dans le domaine — //., 4- h Dourvu (ïue II soil su/li-'
somment petit. La fonction limite '^(^) est indépendante de la, fonction ini-
tiale '^oC-r ) et elle. vérifie l'équation fonctionnelle (G), c'est-à-dire qu'elle
de/init une courbe y == '^{-v) irwariafite par la transformation (:')) et
contenant l'élément double considéré. Le théorème du paragraphe •i wr'à
ainsi établi.

Considérons pour cela deux fonctions y == ̂ (x), s === 0(^') vérif iant
dans l'intervalle — À, + li les inégalités

d^ ̂
7^ < 0' | X

d^
dx^ <. 0 .T

Soient y ^ = ' ^ \ ( ^ ) et ^ == Oi (^ ) les antécédentes de ces fonct ions
et 07 le m o d u l e maximum de la d i f fé rence y — z dans l ' in terval le — h,
-\- h. Toute la démonstrat ion est basée sur la compara i son de |j, — ^ [
a G" et cette comparaison se fa i t comme dans l ' é t u d e des t rans torma-

( 1 ) Dans Je cas on [ S | est supérieur <') t . la nuHhodo pn'îcédontc no pennot plus de dé-
finir l'aiitocédoiilo 'l̂  que d;ms un mici'vulic —/ / ^ -4- //; (•(^iloiiu dans rmtct'vallc —/ / ,
+// où ^o ost, dt ' î f i t i i f - , et les conséfiii.onciîs (pie nous allons déduire do la proposition pré
cédcnio tombcnl, en déf;uit dîti ls co second cas.
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t iens (i). Nous renverrons encore à celte étude ( ' ) pour le détai l des
calculs. On est condui t a i sément a une i n é g a l i t é de la forme s u i v a n t e :

d^'\y, dd^z,
dxP dx^ ^)[b'i-^< K ( A ) \y, ^y\ ^i

clx dx

-4- r^-1)'! ^~1 ^ i
d x ' ' - 1 dx^ - 1

4-
^ri < / 2 ^
^2 (/.^

]+ K^/Qo-,

K ( A ) et K'CÀ) sont des f o n c t i o n s con t inues de h qu'il est i n u t i l e
d'écrire e x p l i c i t e m e n t : i l s u f f i t de savoir qu 'e l les sont i ndépendan te s
des fonctions y et z et qu 'e l l es ne d é p e n d e n t que des coef f ic ien t s de la
t r a n s f o r m a t i o n d o n n é e ; l o r s q u e h tend vers zéro, e l les ont une l i -
mite p q u i ne dépend que de la t ransformat ion d o n n é e . On p e u t alors
u t i l i s e r le l emrne du pa ragraphe 5, et l 'on vo i t a ins i que l ' i n é g a l i t é

< ff

entraîne pour les antécédentes j,, -s, les inégalités su ivantes :

I y\—^\\ < K / ( / / ) A ( A ) ^ a ,

< K / ( A ) A ( A ) /^--1

( p — î ) l

r / / > ïy, ( I P l ^

f / . r / ' 1 ( { , ! •
d r y , d ' 1 ^
dxP d.^

p...... i < K/ ( / / . ) A ( / / / ) / / o - ,

< K / ( A ) A ( A ) 7 ,

Ceci posé, soit

Y()» '-pi? ya» • • " » Y// i » Y/n

la su i te formée par la fonction ,̂ et par ses antécédentes successives.
1 1 sulTit de prendre pour y et z les fonctions ^o et ^ pour voir que
riné^'alité

% — ^i |< a

( l ) Sur A',v /'(mations l'oiic'tionncll.es (fffi d^fi tussent une cow'hc ou ({ne ^'f/rfacc ï/iw-
riante par une iraus formation ( //nuaU dl Ma (em Ica, II*' l^irtic, § H j.
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entraîne successivement

l^i-^l < ^(/OM/Q^o-,

I^-'M ^^(/QAC/Q^TŒ,

| ̂ ^ ~ ̂  l < ̂  (/OA (A ) ̂ T^ ̂

K^) et A f À ) sont des fonct ions c o n t i n u e s de h ayan t respect ivement
pour l imi tes [î et i lorsque À tend vers zéro. Par suite, on a, si h est
suf f i samment peti t ,

K^)A(//)^<i,

et ceci prouve la convergence u n i f o r m e de la série Sf^,^, —• rL,/) dans
l ' i n t e r v a l l e — h , -}-À : il en résulte i m r n é d i a l e m e n t la convergence
u n i f o r m e de ^ n ( ^ ) vers u n e l i m i t e . La convergence un i fo rme des dé-
rivées des antécédentes successives résul te de même des au t re s inéga-
lités écrites plus hau t , du moins pour les dérivées j u s q u ' à l 'ordre p — i.
Pour les dérivées d'ordre/^, i l s u f f i t de remarquer que l ' iné^al i lé

entra înant
|^^o|<^

^-^<K,/.) .,(/„„

il en résulte que l ' inégal i té

|^-i~^|< ^ ( /QA^)—

entraîne de même

'̂ —f^!!^
dx^ c l ^ ' 9 < ^'(,h,)Hli)'.

/^[/^-i
^(h) A ( À ) or,

et la convergence un i fo rme de la su i te formée par les dérivées d'ordre p
des antécédentes successives résulte immédiatement de cette dernière
inéga l i t é .

La solut ion ainsi t rouvée est indépendante de la f o n c t i o n in i t i a le :
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si l'on part , en effet, de deux fonctions ini t ia les différentes '-p(^), O(^),
l ' inégal i té

entrai ne
|^(^) -0(.r)| <a-

r A/^ "i /î -i
^(^)-^(^)1< K^/QA^-^J ^

et, par suite, ^(^) — O,/^) tend vers zéro lorsque n croît indéfini-
ment , c'est-à-dire que les l imi tes de ^^(.T) et ô///^) sont égales.

Enf in on voit a i sément que la fonc t ion l i m i t e ^(^") vérifie l 'équat ion
f o n c t i o n n e l l e (G) : cela résul te de la convergence uniforme vers des
l imi tes de la fonct ion ^,/.r) et de ses dérivées jusqu'à l'ordre/?, et cela
se démontre comme pour les t r ans format ions (i) (1).

Le casoù S [ e s t s u p é r i e u r à F u n i t é n ' e s t p a s traité parla méthode pré-
cédente : i l peut se faire cependant , q u ' i l existe une so lu t ion de l'équa-
t ion f o n c t i o n n e l l e dans ce cas aussi, et il serait facile de donner des
exemples de t ransformat ions pour lesquelles il en est ainsi ; mais la
méthode précédente de permet pas ne prouver l ' ex i s tence de cette
so lu t ion , et je dois me contenter de signaler ce po in t important q u i
appe l l e de nouve l l e s recherches.

I I .

7. Nous u t i l i se rons l 'étude ainsi fa i te des transformations

(X,Y; . r ,y ,y , . .^J^),

pour établir de nouveaux résultats relatifs aux t ransformat ions

(X,,Y;.r,j,y).

Nous n'avons é tudié j u squ ' i c i de parei l les transformations que dans le
domaine d 'un é l émen t double. Pou ra l l ( à r plus loin, nous in t rodui rons
pour ces t ransformat ions une not ion analogue à celle de points limites
à convergence périodique i n t r o d u i t e par M. Kœnigs dans l 'étude de
l'itération des subs t i t u t i ons à une var iable ; pour des transformations
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b i ra t ionne l l e s à p lus ieurs variables , ces po in t s ont é té considérés
par M. Poincaré q u i les appe l le des points limites oscillants : ce sont des
points qui sont doubles pour une certaine pu issance de la t ransforma-
tion, sans être doubles pour la t r a n s f o r m a t i o n e l l e -même (1).

Il s'agit de même, dans le cas actuel, d ' é tud ie r les courbes qui sont
i n v a r i a n t e s par une cer ta ine pu i s sance de la t r a n s f o r m a t i o n

(X,Y;.T,J,/),

sans et r e i n v a r i a n t e s p a r 1 a t r a n s fo r m a t i o n e 11 e - m ê m e. 1 ) o n n o n s
d'abord quelques dé f in i t ions relatives à ces puissances.

Soit la t ransformation ^ définie par les é q u a t i o n s

(X^/(^y,y),
v 1 / ; Y==9(.^7,y);

aux deux équat ions ("T ^ ) nous adjoindrons la suivante :

Y'::

à^ à^ , <)^ „
_L ̂  —J. y' .4-. __L. v"
ôx à V Oy^. ^^^^^^^^^

àx ()y J ôy' J

L'ensemble des ( rois é q u a t i o n s d é f i n i t , comme nous l ' avons v u , la
t ransformat ion T, prolongée j u s q u ' a u second ordre.

Nous avions supposé j u s q u ' i c i , d a n s l ' é tude des t r a n s f o r m a t i o n s T^,
que les f o n c t i o n s y et ^ n ' é t a i e n t d é f i n i e s ([lie dans le d o m a i n e d 'un
système de valeurs •x'o^yo, y^ cons l . i l .uan t un é lément d o u b l e . Nous sup-
poserons, au contraire , dans la s u i t e , que les fonc t ions /el o sont dé-
f i n i e s quels que soient .y , y , y y que ce sont par exemple des fonct ions
ra t ionnel les ; cette hypothèse n o u s est imposée par le f a i t que nous
voulons é tudier T^ dans le d o m a i n e de c e r t a i n s é léments q u i ne seront
pas é l é m e n t s doubles et répéter la t r ans fo rma t ion T^ : or, si ( x , y , y ' )
n 'appar t ien t pas au d o m a i n e d ' u n é l é m e n t double , ( X , Y, Y ' ) sera dé"

( î ) KOENIGS, Rec/if'rc/ics .s(ir les suhst(U<lî.on.v iinil'or'mcs ( fîu.11. des Scienccf! n-uitliéma-
tfqîfes, \W)).

PoiNCAtiK, Sttr une ('(cissc n on vu fie clfî ti'ftiisccnf/a/ttcs i t informes (, /o i f / ' / / . de Mdihétn,
pures et appluflu'cs, iHî)o^.
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f i n i dans un doma ine d i f fé ren t du premier, et i l f a u t que la transforma-
t ion 1\ soit dé f in ie dans les domaines successifs qu'on est c o n d u i t à
envisager. C'est ce qui aura l i e u si les (onctions y et 9 sont déf in ies
pour toutes les valeurs des variables ( f ) .

La t r a n s f o r m a t i o n ï\ prolongée fou rn i t par i t é ra t ion la transforma-
tion s u i v a n t e :

X.=/ /(.r,j,y), y(.T,j,y),

à^ à^ ,
()x ÔY "

à^
7J"

^ . ^ ̂  ̂
àx à y y ày -, y
()^ ()^ . à^T ^ y/4_ r y "
Ox <)y " ôy v

Y = 9 /( x, y, y' ), 9 ( x, y, y' ), ,
^ ^ ()f àf
».."...... _4_. _JL_ y -4- -»_±.--. Y"
àx ()y 7 ' ôy' J

(nie nous ajïpellc^rons deuxième puissance de la Iransformation T(. Nous
la désignerons |)ar T^ et nous écrivons les équations précédentes sous
la forme abrégée

x^^y^y),
(T.) ( Y^q.^.r,./,./,^).

On voit que la deuxième puissance d'une transformation

( X , Y; .^7 ,7 ' )

est une transformation
(x, Y;..-,r,y,y);

elle est définie quels que soient x , y , y',y\ si T, était définie quels
que soient x,y,y\ Le seul cas où (Ts) ne dépendrait pas (le y est
celui ou TI serait une transformation de contact; ce cas a d'ailleurs été

( 1 ; Une hvpolliô.so înmio^iie s'impose dans l'elinio (Je ritoration d'uno sul)stitu-
lion X ^ f ( x ) dînis li* (ioiiHiiiic (l'un i>oint lirnilo à ccmv(*i'^onco ix'îriodiqucî. On |)0iïrrait
co{)0îidrnil f<iir(; (l'aulrcs IIYIX^IÏIC.SOS {icrilictiunl (Je ne dt ' f în i r !ii Lransforiiidiion (ionnce (}iio
dans ccriaiiis (ioiiiaitios. /^^-a (;(? sujet ICH rcinarques folios i)ar N. 0. Spioss [Lineare
lici'nl^lcic/ian^e/) niU kor^t. Kocifizianf. ( Mat/icm. //nnaicri) t. LXIÎ, ïOoOj l .
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étudié précédemment ( f ) . Nous supposerons' donc que la transforma-
t ion T, n'est pas u n e t ranslormation de contact.

On déf in i ra de même la puissance ^i('mc T^ de la t ransformat ion T,.
Pour obtenir T^, il faut d'abord prolonger la t r ans fo rmat ion T, jusqu'à
l 'ordre^ en calculant, à l 'a ide des équations (T\), les dérivées Y',
Y", ..., Y^-0 en fonction de.r, y , y , ..., y^. On peut alors remplacer
dans les équations (T.>), x, y , y\ y " par X, Y, Y', Y", ce q u i f o u r n i t la
transformation T;^ pu i s remplacer dan s T;; ̂ ,j, ..., j^par X, Y, ..., Y7",
et ainsi de suite. On voit que, si T, n'est pas u n e t ransformat ion de
contact, T^ est une t ransformat ion (X, Y; *r, y, y1', ..., y 1 ^ ) ' Les trans-
formations ï^ sont définies pour toutes les valeurs des variai)! es s'il en
est ainsi de T,.

Ces puissances T^ de la t ransformat ion T, possèdent les propriétés
fondamentales exprimées par les relat ions

1 ? ) q EH ,1. p ( j y ),

T,,, =(T^,.

Dans ces re la t ions T^ désigne la ( r ans fo rmi i t ion pro longée aussi lo in
qu' i l est nécessaire pour q u e ces r e l a t i ons a i e n t un sens : T//Ty) dé-
signe alors Ja t ransformat ion T^ a p p l i q u é e à r é i é m e n t pro longé

(\ Y V y/>i\[ A y ï ^, î ^, . . . , î y ;

q u i correspond p a r l a t r ans fo rma t ion Ty à l ' é l émen t

( 'f 'V V' \ ' " V ( 'I ) \ •\ 'z » .7 f J -> } ^ ' ' ' v J ) î

quant au symho]e('T//)y, i l représente la puissance ^'"^de la t ransfor-
mation T^, les puissances de cette dernière t r a n s f o r m a t i o n é t an t dé-
finies comme on l'a f a i t pour les puissances de T ^ . Les re la t ions écrites
plus haut sont alors (les conséquences immédia t e s d e l à d é f i n i t i o n des
puissances de T, . On a, en ollet, par d é f i n i t i o n ,

'•r ,-..,-, 'v î 'v \.» p+^^-s 1. î i A ̂ y...) ;.

( ï ) Sur tes énuMio fis fonction uclUiK ([id définissant une courbe ou, une sur face invariante
pur une' trauvformal.ion, Chap. Vî , ̂  33 et 3^-.
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Des équat ions ('T( ) on dédui t , par prolong 'ernent , des re la t ions que
nous désignerons pour abréger par

1 Y^^C-r^j^),

T^^r,/,^,^),

La t rans fo rn ia t ion T^+.y.., est dé l in ie par les relations

\p ̂ y-l ~-/ ( \p ...|. y-.-2, Y^4..^--2, 1 px ( f ..^ )»

V — /r / Y V V7 ''tBy,4^_i -- C^T^+.y^, 1 ^ . ( -y-2, 1 p..\,[..^ ) - )

et l 'on en d é d u i t
8 />-!- </-" î r== 9 ( • ^ ^ - i / / - 2» Y,,.+y-,..a, Ïy,4,^.,2, V/H-y-îi )•

La t ransformation Tif l^y î ) est donc d é f i n i e par les relat ions

i / ( X,,4.̂ ...,.;i, V ,̂.,„... y.....2, Y .̂.̂ .̂ ,..3 ), 1

X /,„.(-„ ,f "==. f ! 9 ( X p \ r / - ̂  ^ // +- y- 2 » * /; )- </-.- 2 ) » / »

f / / /' 'Y V \^ \!" \ \
\ ^ ( \,,.(^....,2, t/,.4y-2, î./,..p/-2? ^/M.--/-1^) .'

^ ,/ ( A // -1 </ •î f î p + </ ï î S' // |. f] . 2 ) î j

Y,,.,^:r-9 , 9 (X/.,^..^, V//.,.y..,.,,, ¥^.^...2), ,,
f , / / Y y v/ V" \ \
\ ^ 1 A, , |y , y, î /,. |y.-2, « / , - ( ^ / . a ? » / ; K / - 2 / /

c'est-à-diro
Y1 ....- /" / Y V V V" '̂.A p^ /y —..- ^/ y ( A /, 4. ̂ ..,- y , 1 /,,4 //- 2, S. p^. y , ^ , S p^.^...... 2 ; ,

Y ..—. ^ / v Y V Y" \g ^4 ^ ..„. .^^ ( ,Ay/4. //-.,iî» 8 //4 y - y - » * /,»-.( y .....2 5 * ^..|..c/-2 / ?

et ceci deiïionti'e la relation

' 1 ( * p^ ff .\ ) ^ « 2 ( 1 ^-+7... 2 )*

En procédant de inênie, de proche en proche, on ob t i en t la s u i t e de
rela t ions

T^4,.,y S= TI ( ï^4.y^. ) } == Tg ( 1^4- y.-.. 2 ) ̂  ̂ 3 ( T/,4.,y_3 ) SS . , . SS T^ ( 1^ ) . „ • 1 . ,..,..

Do cette relation résulte ,,":", •-.' i '."

J ^..^^-.^./•4.... ^=. i fi l <f î /• * . . y • • • ' •'.„ • ji ,

et " l l :

T^y^(T,jy.
^//^. Éc. Norm^ (3), X X V . •— JUN 1908. 3l
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8. Considérons m a i n t e n a n t un é lément doub le ( ^ ^ Y ^ } \ ) de la
transformation T.,. Nous avons déjà déf in i (§ 2) réiément d o u b l e pro-
longé jusqu'au second ordre (.^, Jo.J^?.}^). Plus généralement on dé-
f in i t ( le même Vêlement double prolongé j u s f / n ' à l'ordre p de la façon
suivante : prolongeons la t ransformat ion 1\ en ad jo ignan t aux équa-
t ions (T, ) les équat ions qui exp r imen t Y', Y", . . . , Y^ en l 'onct ion
de.z1, j, y , ..., j'^, puis posons X==a!=^v^, Y ==y ==j.^,, Y' ==y ==y^
et \" =^ y\ Y / / /==yw , . . . ; nous obtenons a i n s i n n système d 'équa t ions
linéaires eu y " , y ' " , ... qui fourn i t pour Y\ y"\ ... u n système de
vakmrsy^y^, . . . ; la première équation du système donné y^',, la sui-
vante f o u r n i l y^ en fonction dey^, et a i n s i de s u i t e . C h a q u e équa t ion
con t i en t une nouvel le i n c o n n u e et le coe f f i c i en t de cette i n c o n n u e y'^
est égal, quel que soit p , a [-9-/ ^ y L ^ \ , c^st-h-dire a la q u a n t i t é

que nous avons désignée par C dans le théorème du paragraphe 1 ; celte
qua n ( i ( é étan t su.pposée d ill'éren \ e d e zéro, o n voi t q u e 1 e cal c ul
de y'^, y "^ ... est possible.

Il est évident , que , s'il existe une conrbo a n a l y t i q u e i n v a r i a n t e p a r T ^
et con t enan t l ' é l émen t doub le , les q u a n t i t é s y^^y^ ... a in s i calculées
sont les va l eu r s prises par les dér ivées de ' - ^ ( ' v ) p o u r .r :== ,r^ : autre-
m e n t d i t , la courbe i n v a r i a n t e c o n t i e n t l ' é l é n i e n t , double , prolongé.

9. Si l'on prolonge, ainsi jiis(/uau nin.^ /) Vêlement double ( .y'o, y^, y^ )
de 1'), on obtient un clément (.v^, y^, ..., y^ ) (fui est élément double pour
la puissance T^ de la transformation T i.

Il est faci le de le démontrer de proche en proche. Si l 'on se reporte
aux équa t ions qui déf inissent Ty, on voit qu 'à (a;^ Vi^ }\? y [ ) cette
transformation fait correspondre le p o i n t

X ==/2 (.z-o, y«, y;,, y", ) ==/ [/(.r.,, y», y,), 9 ( .r«, y,, y,), Y;, | -=/ (.r,, y,, y'^ ̂  ̂

Y == y;; (.r,), y,,, y;,, y\ ) =» © [/( ̂ ,,, y^Y\, ), ^ (.^o, yo, JJ, Y;, | ::= 9 ( .r^ y,,, y^, ) ":=j^.

Supposons, en général, la propos i t ion é l ab l i e pour la ( . ransforma-
l ion T/^i et cons idérons la t r a n s f o r m a f i o l ï T.:

Xrry^ f .z^y^ j^ . ..,y^);>,

Y-=^/,(,^,j,y, . .^y^^) .



N O U V E L L E S R E C H E R C H E S S U R LES COURBES 1NVAÏUANTES. 2/|3

D'après la d é f i n i t i o n (le T^, on a entrer, etf^_^ les re la t ions

^ (.r, y, .y-, . . ., y^) ) =^._i (X, Y, T, . . ., Y^-1)),
9^,.)',./, ...^^^(X/Y^, ...,Y<^),

re la l ions dans lesquelles X, Y dés ignen t respectivement/(^r, y, y),
^ ( x , y, y') et Y\ Y^, . .. les fonctions de .r, y, . . . , y^ qu'on dédu i t
des é q u a t i o n s C\\} par dé r iva t ions successives. Si l 'on remplace x,
y , y, ..., r ' ^ par^«, yo, .y,, ..., ,y^' dar ï s les ident i tés précédentes, X,
Y, Y', . . . , " \ ' ^ t ' ) d o i v e n t par hy|)othése être remplacés aussi par .r,,,
jo. - ' ^ y l 1 ) ( t l ron a

/// ^•«. .ro. j«. • • - .r.r) -^//'-i (^.•. y<>- • • - yir'11) ̂  ̂ o.
p/^-'^'o .r"T j'o. • • ^ yl^) = ?// i (^o. ,r<^ • • • . ̂ 'ir'1') ̂ J"-

On voit donc q n e la t r a i i s f o r m a t i o n T^ fa i t correspondre à ré iément

(.z-o, ro, .. ., y'^)

le | )o in t C.ro, y^ I n i - n i é i ï K * : l ' é lé inent considéré est donc élément
double de T^.

Ainsi la transformation T/, possède comme éléments doubles les
éléments doubles de T, prolongés jusqu'à l'ordre/^ Mais T^a aussi des
éléments doubles (fui, ne soïU pas les prolongements d'éléments doubles
de/ï^ On a, en elTet, ponr déterminer les éléments doubles de T,, les
deux seules équations

//•„=/,, (.ro, jo, . . ., .} /o / > J )»

y,, :-:: 9,, (,:Tn, ;)'o, . . ., ,}/(^r)•

Les éléments d o u b l e s (/r,, yo, .. ., y ^ ) f o r m ( u s t (ionc une m u l t i p l i c i t é
d é p e u d a n i , en généra l , de p pa ramét res a r lu t r a i r t ^ s , t a n d i s que les élé"
m e n ( s dou l ) l es de T, c o n s t i t u e n t u n e m u l t i p l i c i t é dépendant , en gé-
néra l , d 'un seul paramètre a r b i t raire .

Soit, par exemple , la t r a n s f o r m a t i o n

;Ti)
X==/(^),
Y ^y.

Soit a une racine de l'équation/(.r) = x\ un élément double quel
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conque a pour coordonnées

x^=~a, y =:X, y=/,

À étant un paramètre a rb i t ra i re . La t r ans fo rma t ion T^ est ici

, X=/[/(.r)],

(T.) y -^ Y
| Y .n^)

Soit Z/ une racine quelconque de/[/(^)| = x (en pa r t i cu l i e r , on peut
prendre b= a); un élément double quelconque de 1\ a pour coor-
données

x^b, r=^ ^=^ y:=V(^

et ces éléments dépendent de deux paramétres arbi traires ^ (x : en
particulier, si l'on prend b = a, (x == À, on trouve les éléments doubles
de (T,) prolongés.

Plusr 'énéral t î inent , un é l é n u ^ n t d o u b i c de la t ransformat ion Ty donne ,
si on le prolong'e jusqu'à Fordre ru/, un é lément double de T,/y : cela
résulte de la propriété T,^== (l'y}/, démon t r ée an paragraplw 7.

10. Nous dirons qu'un é lément double de T,, appatUerU. à l'indice p
s'il ne coïncide pas avec le p ro longement d 'un é l é m e n t d o u b l e d 'une
transformation Tç, ou q est i n f é r i e u r à p .

On peutdédui re d'un parei l é l émen t double de 1/, n n cycle de/^ élé-
ments analogues qui seront tous des é léments doubles de T/,(1 ).

Considérons, en eiîet, un élément lî,, de coordonnées

(^'o? j'oî y ^ - y • * • ? Vo )

qui soit double pour la t ransformat ion 1̂  ( ï t q u i a p p a r t i e n n e a l ' in-
dicée. Si l'on appl ique à cet é lément p lus ieurs fois de s u i t e la trans-
format ion TI prolongée aussi l o in q u ' i l est nécessaire, on obt ient suc"

( ' ) ( \\\ K(> ï iNI («S , I D C . Clf,.
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cessivement les é lé nie ni s

Fi d ' o r d r e / ^ — i et, de coordonnées (.ri, yi, y^ ..., . .., j^"11^
E, )) / ^ -~2 » (x^ y^ j,, . . . , ...,7^),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y

K/^-2 )) 2 >) (•z'^ 2» jy-2» J>-2» ./'//-î)?

E/,-i » i » (.^-i, j^-i, J^- i ) ,

et à ce de rn i e r élément correspond un p o i n i ( x ^ , y^). Mais la sui te des
transformations a i n s i ellectnées revient a la t rans format ion T^. On a
donc

Supposons que les transformations T, et T^ aient- été prolongées in-
délininKînt. A. l'élémenî, lîo prolongé indéfini ineni par la transforma-
tion T ,̂, la transformation T, ()rolon^ée fera correspondre les élé-
ments 1^, E^, ..., E^.| prolongés indélinimeni et après p opéralions
on retombera sur l'élément primitif E() prolongé. On a

Pins ^éiiéralt'ment, on a, quel que soit /:,

les éléments élant toujours des éléments prolongés indéfinirïient. De
là résu lient les propositions suivantes :

ï 0 De loul ëlëmani E() de la transformation T^ qui apparUent à l'in-
dice i ) , on peu/, dédidre un cycle de p éléments doubles

de la mfirne iransfonnalion, et ces éléments appartiennent aussi à l'in-
dice p.

2° Les éléments du. cycle précédent sont permutés circuf ai rement par la
traMS formation T, prolongée, autrement dit ils constituent un cycle
d'éléments invariant par la, trans formation T,.

Il existe, en général, une infinité de pareils cycles pour toutes les
valeurs de p : en effet, tandis que les éléments doubles de T, consti"
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tuent une r n u l l i p l i c i f é à un paramètre , ceux (le 1\ d é p e n d e n t de deux
paramètres a rb i t ra i res ; en général , ceux de T^ d é p e n d e n t de p para-
mètres et chacun de ces é léments doubles, don t le de^ré de géné ra l i t é
va en augmen tan t avec p , f o u r n i t un cycle d ' é l émen t s se pe rmutan t
circulairement par la t rans format ion ï,.

Soit, par exemple, la t r a n s f o r m a t i o n é t u d i é e p lu s hau t

x-=/(.,•), v^y,

et soit à t rouver un cycle de deux é léments permutab les par la trans-
format ion . La t ransformat ion Ti prolongée est la s u i v a n t e :

V^ /'/ ( r \ v ' " ^" /'" ( /• iv _ /•/ ,v,.\ y_,,,^ y /_ J y / '_^ ( ' r ' )./ — Y . 1 ( ' r )x-y(.), \ _ j , Y-^T^J. ^-——^r jF—— , • • • .

La t rans lor inat io l i T^ proloiiî^pc csl ( I f ' î t i i i i f 1 |>ar les r c l a l i ons

Y -/•r^./ .vi Y - •''" v /^•^.^-.r"/"'1-'")X.-/[./^).[, ^-^-^, V.:-- ̂ ^^^^ ....

Soit À u n e racine dey") f(^)\ := ;r et A, ;x dc^s cons tantes a r b i l r a i r e s . f.a
t j ' ansfbrmat ion T^ a d m e t l ' é lément double prolongé

\ ^ =^ .:)•:.:-=/., y :̂:::̂ , y^^A,/^/.^

' fff^!4f^)]\/'[f(^]+^rl(^,
Si l 'on a|)pll(}ue a cet, é l é m e n t la t ransformat ion T, prolongée y on en
déduit l 'élément

(Ei) ^=/(^), j=^ y-/., y^/v^)],
et ce dernier é lément f o u r n i t à son tour le s u i v a n t ,

^=:^ y^/, y^:^, ...,

qui n'est an t r e (lue (E(,). On a donc dé t e rminé un couple de d e u x élé-
ments permutables par la t r ans fo rma t ion .

'11. Nous avons défini an paragraphe 2 l ' i n v a r i a n t S r e l a t i f à un
élément double de la t ransformat ion T, et au paragraphe 3 l ' i n v a r i a n t
analogue pour une transformation (X/Y; x,y,r\ . , ̂ y^). Nous
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allons étendre m a i n t e n a n t la d é f i n i t i o n au. cycle des/? éléments

( Lo, LI , . . ., ,L^-.i )

permutés c i r c u l a i r e m e u t par la t r a n s f o r m a t i o n 1\. La. quant i t é S^ que
nous défnurous a ins i jouera l in rôle i m p o r t a n t dans la d é t e r m i n a t i o n
des courbes i n v a r i a n t e s .

Soit (^, y, r , . . . , y7", * . . ) u n é l é m e n t pris dans le domaine de E(^
et prolongé aussi lo in qu'il est nécessaire pour la s u i t e : ses consé-
quen t s consécu t i f s a p p a r t i e n n e n t r e spec t ivement aux domaines de E, ,
IL, ..., E / , -1 et le y/"'11"" conséquent est de nouveau dans le domaine
de E(,. So ien t ( .r,, y, ), (.-r^, y^ ) , .. ., ( x ^ , y ^ ) les points qu i servent de
support à ces couséquen( s succossi ls : le p o i n t x^y y^ est le p o i n t ( lu i
correspond par la Iran s Forma l i o n T,, a F é l émen t p r i m i t i f . L'inva-
r i an t S/,,,) r e l a t i r a F é l é n i e n t 1̂  d^ 1̂  a été d é l i i i i au paragraphe 3 et il
s ' e x p r i m e sous l ' u n e des formes s u i v a n t e s :

^ . dx,, fiy? ch^bn <» ~-1- Im1» 1 - 1 1 1 1 - , 1 - ̂  Iiin "1-,- ":̂  II m -—•'-.' 1 dx (iy d^

L(;S d i l l e i ^ u l î i t v i l e s sont r e l a t i ves a une , courbe que lconque^y == ' ^ ( x )
c o n t e n a n t l ' é l é n n î i i t d o n l ) I e Eo ] ) ro lonyé j u s ( j u ' a l 'ordre p + T et a la
courix^;^,== ' ^ ( . ï ^ ) (jdi l u i corres |)ond par la translonnation T^; c/cr^,
r/cr sont les d i l r é r e u t i e l l e s de d e u x arcs correspondants des deux
courbes ; e n l i n , on c o n s i d è r e les l i m i t e s des rappor t s précédents
lorsque (.z-, y ) à.end vers ( •^o^yo^ sur la courbey == ^ ( a ; ) .

On p o u r r a i t d é f i n i r Ulu1 < [ u a u t i t é a n a l o g u e a S^^, |)our chacun des
é lémen t s E , , 1^, . . . , E^, d u cycle. Nous a l l o n s montrer que Fou a

h^o"1-^11' ^,1 ""̂  °/-',2 ^-^ • • • "̂  ^P,P -1 •

En d'autres termes, la quanti té S^o est une fonction des coordonnées
des /) élémefUs du cycle ( j i d reste invariante lorsqu'on applique à ces élé-
ments la ira nsformation 'I\ (fui les permute circulairement.

On a, en ellet,

,. d j ' , , , . / dx,, dxp.,^ r/a^ d^^ \b,, o::r l i m —-•-/ =. l » m -,—L- x --~-/•"1— x , . . X —,— x -7— ?/ ' (Ix^ \ dxp , d.Xp »» a.^'i dx /
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et par la t ransformat ion T.) les rapports précédents sont permutés cir-
cula i rement . Nous désignerons ()ar S^ la valeur commune de S^o,
S.,, ..., S«« ,, et nous d i r o n s que S^ est l ' i n v a r i a n t relat if an cycle

(Eo,E,, ...,E^.i).

C'est un invariant en ce sens que ce t te q u a n t i t é ne change pas
lorsqu'on applique à T^ u n e t r ans fo rma t ion ponctuel le q u e l c o n q u e ,
régulière dans le voisinage des poin ts P(), 1\, ... q u i servent de suppor t
aux éléments du cycle.

Soient, par exemple, la t ransformation donnée comme exemple à la
fin du paragraphe précédent et le couple (réiéments (E(), Ej. On a

S^ |irn^= Inn/V^):! xf'W ^f'W x/|/(^].

Par la t ransformation T\, h et f(l>) pe rmuten t et S^ r t ^ s i e l ( t même.
Soit encore la t r a n s f o r m a t i o n

l X n: r,
(T" t ï -y .

Considérons un cycle de t rois é léments p e r m u t a n t c i r c u l a i r e m e n t
par la t ransformat ion. Les fo rmules q u i d é f i n i s s e n t les t ransforma-
tions T^ , T^, T;^ prolongées sont

^ 1 1 ^ 1 yW ___ ^Itî

(TO X=y, Y=y, Y^^p Y^17^^^,

i,'^ v7 y ' " __ y^/ rp "«. x/- __ / xr .' y/ .„ ,.' ./ "'{ 1 s; ) A ^ — J , Y ^ — -7 ? ï ^ ri- ——.F.̂ ,——,, . . .,

^ " ^t ^l_ ^ l l i/ T •'> -Y _ .2L Y — •; '^—2_ ....\ l ^ ) A;;— 3 ï.-t-— -"••^/a // •'

Les éléments douhl ( ï s de T;, sont donnés p ' d r le système

^ y ^ y " ,

Y y^ 2 /^— y 1 Y ' " — y^2.

On peut prendre pour é lément d o u b l e

(Eo) ^=a, y^p, y^y, ^==ay, y^'^^i^ h^},
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a, 8, y étant trois a rb i t ra i res . A cet é lément , la t r a i i s lo r rna t ion Ti fait
correspondre les s u i v a n t s :

(Ei) ./„•-= (3, r=y, r'=a, .^=ap,

(E,) ^=Y, y=^, y=p,

qui const i tuent avec E() le cycle demandé. L'invariant relatif à E(, est

- - (M, = c^—). - a"^"-"7'- «?•/
et l'on voi t qne c'est nne fonction syinétri((ue de a, p, y. Lors(ju'on
passe de E<» a Ei et a 1^, a, ^, y sont permutés circulairernent et S
co 1 1 se rv e 1 a m é m e va leur.

12. Soient
x -y^r^y, ...,y^),
Y ^^(.r^y', ...,y^)

les équations ((ni déliniss( tnt la t ransformation T/, déduite de Ti par/^
itéra(,ions successives, (^ (E,,, E,, ..., 1.^,) un cycle d'éléments doubles
de T, a|) |)art( tnant à l ' indice / ) . Il j)enl, arriver qn' i lexiste unecour l )eCo
d''é(iuation y == ^oC^) invariaule j)ar la transformalion '1^, conlenant
l'éléirH-nl Eo (d, déf in ie dans le domaine de cet é lément: l'existence
de cette courbe a é î é établie (^ 1 et 6) dans le cas où les conditions
suivantes sont réalisées :

r - ( °ÏJL ̂ y'^/j-\ -^o,1^- \ ()yu^ '/ ôy^'U/"

S, est l'invariaut éî.ndié a ï s paragraphe [»récédent : il est le môme pour
les éléments E,, E^, ..., I:̂ ,..,i que pour l'élément E(>.

A la courbe (;<, la, ( ra îss iormat ion Ti fait correspondre nne courbe C<
d'équation

y::=.'^{.r)

conU^naî i t l 'élément double E, et déf in ie dans le domaine de cet élé-
ment. En appliquant ainsi la. transformation T^ plusieurs fois de suite

Ann. Éc. Norm., (3;, X X V . •— JUIN 1908. ôllî
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à la courbe Co, on définit un cycle de /^courbes

Co, Ci, C,, ..., C^i.
Soient

y = ̂ o (.^), j =: ̂ i ( ,2-), y = ̂ (-^ y •= '̂ -i ( ̂ )

les équa t ions de ces courbes. Elles con t i ennen t respect ivement les
éléments

EO, Ei, KÎ, .. ., E^....i,

et la fonct ion f^•(^l) est définie dans (in certain (lomaine,r/ — /<, .z^+ //,
si l'on désigne par 00^ l'abscisse du point qui sert de support à l'élé-
ment E/.

Si l'on applique une nouvelle fois la transformation T,, la courbe (^ i
redonne la courbe G(), car la suite des/? transformations 1\ revient a la
transformation unique T/, et par hypothèse Co est une courbe inva-
riante par 1^. On voit donc :

i.° Que chacune des courbesy == ^o^'^")? ,Y == ^^(•':•r'}» • • " ? ,7 -= ''p//^)
est invariante par T//;

2° Que ces courbes sont permuîées circulairrînK^nt par la transfor-
mation T^ .

On d donc défini cunsi un cycle de p fondions

jo=:lpo(,^), yir=:^,(.r), , . ., J^.-^=(^^..-.l(^),

définies respectif'wie/U deins p domaines distincts .v^ — hf, a'f -4- /^ el dont
r ensemble définit une courbe à /> branches Co, (^, ..., C^ , invariante
par la trans formation

X -^ f( x, y, y ' ) , Y ̂  9 ( ,r, y, y' ),

œ/^ transformation permutant circulairement les p branches.

Si l'on se reporte à la démonstrat ion du théorème d'existence^ 6),
on voit que le cycle formé par les/.» branches se trouve déterminé par
approximations successives; il suflit de partir d'une courbe arbitraire
contenant l'un des éléments doubles du cycle, Eo p^1 exemple, et de
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former ses antécédentes successives : les antécédentes prises de p en p
à partir (l'une antécédente arbitraire ont, une limite indépendante de
la courbe initiale et c'est cette limite qui. constitue l'une des branches
de courbe Co, C,, ..., (\p ,. Si l'on prend au cent raire^//^ les antécé-
dentes successives, leur suite n'a pas de limite : elles oscillent, du voi-
sinage de l'un des éléments E(,, E,, ..., E .̂., au voisinage de l'élément
suivant de la suite. C'est la, comme on voit , le mode de convergence
appelé par M. Kœni^s convergence irré^uUêre ( 1 ) dans le cas de l'itéra-
tion des subst i tut ions X ===/'( .r).

Au point de vue ana ly ( i ( ) i i e , les fonc t ions '1^,, ̂ , ..., '̂ , véri f ient
le système foncï ionne! su ivant :

^,|/(.r,^ ^)|.=^(.r,^,,-L;J,

^[/(.r, ̂ , 'y,)'|-=9(.r, -^, ̂ ),. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
'^.-1 [fi •^ ^1^ '̂ ...2 )1 = ? ( ' r . ^P •• 2» ̂  -. J.

^J/(.r, '^.p^ ,):|==:9(.r,^//-.-i,^^).

Esveïnpic I. ~ - Soient la I ransfor tnat ion

à. X :~r:/(.r), Y -"r,)'7

et le couple d'éléments ( Iv K, ) considérés au paragraphe 1 0 . Sup-
posons

l/^^x/V^lKi.

Il existe alors deux fonchons ^(' x ) , 0(^") vérif iant le système

' î , [ f ( a - ) ] ^ 0 ' ( ^ ) ,
^ f ( . ï ) ] -= : ' y ( ^ ) ,

La fonct ion 'L est déf in ie dans le domaine de .y = b et a un développe-
ment de la forme

'b ( ./• ; .:": 7 •+- ^ ^ ^- — ^ ) •-h A/' ( h ) —^———~ 4- . . . ,

tandis <|iie la fonct ion 0 est, déf inie dans le domaine de /r;==/^, en

( ' ) KOKNK.S, / ( ) ( ' . C i l .
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posant &i ===/(^)? e^ a un développement de la forme

0(^) == p. 4- 7.(^ -- /^ ) 4- ̂ f ( ̂ ) î Al:̂ ....

Si l'on désigne par "^(.r) une fonc t ion dé f in ie par le développement ^
dans le domaine de x = h et par le développement 0 dans le domaine
de oc == & i , on voit que la f o n c t i o n W vérifie l 'équat ion (Y)nct ionnel le

W(^)=w[f(^)];

À et p. sont des paramètres arb i t ra i res , de sorte qu 'on a d é f i n i a in s i
une in f in i t é de solutions de l 'équat ion f o n c t i o n n e l l e dépendant de
deux paramètres. En ne considérant qu 'un élément double, on aura i t
eu une solution moins générale. Plus généralement , on peut considérer
un cycle invar ian t de p éléments, an lieu de deux éléments , et l 'on a
ainsi , à mesure que/^ croit, des solut ions de l ' équat ion fonc t ionne l le
contenant un nombre de paramétres de p lus en p lus grand. Les mêmes
remarques s 'appliquent au cas général .

Exemple I I . — Soit la t ransformat ion
X-^r, Y^y', A

considérée au paragraphe I I . Considérons le cycle d 'éléments

( Ï 5 i , ̂  E;J

défini au paragraphe I I . Le système f o n c t i o n n e l est ici

0 [ ^ ( ^ ) ] ^ ' y ( , v ) ,
y \ 0 ( . r ) \ ^ V { x ^

^(,r)]=^(.^

et les fonc t ions i ru^onnues ^, 0, y sont don nées par des développements
dont voici les premiers termes :

^(x) = P +- ' i ( x - a) + ay {^^ ̂  . . .,

0 { x ) =: y 4- a(.r — p ) .4" (3^ (^^ + . . .,

7(.r; = a 4- p(.-r- y ) + ̂  ÛÏ̂ ^ +, . ..
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Ces trois développements sont convergents, pourvu que l'n-ivanant S
soit infér ieur à ï en va leur absolue (1) , ce qui donne la condi t ion

|ai3y|<i.

Si l'on désigne par W ( x " ) une fonction égale à ̂ (^) (lans 1 e domaine
^ ̂  == a, a'OOr) dans le domaine de x = p et à y^x) dans le don-iaine
Je x === y, on voit que l'on a

^(x)-=W[^^)].

On a ainsi défini une solution de réquation fonctionnelle précédente
dépendant de trois arbitrai res a, [3, y.

13 . Indiquons pour (ermi ner un cas où l'on sera assuré de l'existence
d'une infinité d'éléments 1^, vérifiant les inégalités

(;/,^o, |S,,l<i.

Considérons un élément double (^o,ro,Jo) de T^ P 0 1 1 1 ' h(^{id (m aifc

C^o, \S\'<î.

Parc t^ t élément E |)asse une courbe C lnvariant(î j[)ar la transformation
T^ et dé(ini(ï dans (in certain domaine ^^ — /? ,^o-4-A. L'élément E
[ïrolongé (^st un élément double de T^ pour lequel on a

S^S/-.

Cela résulte de ce qu'on a vu au paragraphe 9. On a en eflet, en con-
servant les notat ions de ce paragraphe,

(/T f dx,, dxn ï ^h '̂n
S,-..lirn^ -li.nf^; X ̂  X . . . X ̂  X ̂

les diderentielles élant relatives à une courhe quelconque contenant

( ï ) La condit ion C/,^ o (iui (i^iire dans l'énonce d<i llléorôme général ost iinposre par
le cî^ul dos coofficKîiits do 1 < > fonolion inconnno : c/cst la condition pour que le calcul
(brinol des coofficionts de î»rocl]e on proche ( § 8 ) soit possible. .11 en rôsulle que ceLte
condilion esl cerluinfjineni vérilioe si les coefficients du développement ont pu être cal-
culés : il est donc inutile (rexprinier celle condition dans le cas actuel.
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l 'é lément double prolongé j u s q u ' à l 'ordre p -4- i ; on peu t prendre
comme courbe la courbe C elle-même : les po in ts a-,, y ^ , /r^, y.>,
appartiennent tous a la courbe G et l 'on a, quel que so i t /,

HmJ^——S
ci^^, ~^7

d'où

et, par suite,
s^—s/^

Au lieu de l'élément Ei considérons un autre élément double de T,
qui appartienne à l'indice/^ dont les coordonnées soient voisines des
coordonnées de E et pour lequel on ai t (^ 7^ o ; il y aura en général de
pareils éléments, car il suffit pour en déterminer un de se donnera
des coordonnées de l'élément et de déterminer les deux autres par les
relations

.r, =f^(^'^y^y^ .. ., y ^ ' ) ,

r/^^.r-,, y,, y^ , . , , ̂ '),

avec l'inégalité C. ̂  o.
Ces relalions, étant sa t i s fa i tes par les coordonnées de 11; prolonH'é,

seront en général sa t i s fa i ïes [)ar des valeurs vois ines de ces coor-
données, a cause de la cont inu i té des fonctions /^, ç/^, (^. Soit 1^ un
pareil élément voisin de K prolongé ; rinvariant S/, relat i f u (-cl élément
sera voisin de S7 ': on aura donc

S, | < r

et par cet élément 1^ passera une courbe invariante par la transfor-
mation T^.

On voit donc que, si l'on a trouvé une courbe invariante par T^ et
contenant un élément double E pour lequel [ S | est inférieur a i, on
est sûr de pouvoir déterminer une in f in i té de cycles de/^ arcs vois ins
de l'élément E permutés circulairement par la t rans fo rmat ion T.,
et cela quel que soi t /^ : rensembb1 de ces/> arcs const i tue une nouvel le
courbe invariante par la transformation T^


