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FONCTION CONTINUE SANS DERIVEE,

Par M. E. CAHEN.

La fonction X(.»).

Vai donné dans I Ensecgnement mathématique, . VIII, 1906, p. 361,
un exemple de fonction continue n"ayant pas de dérivée pour une infi-
nité de valeurs de la variable. Nayant & ce moment pas d’autre but
que de donner un tel exemple, je w'ai pas étudié plus avant les pro-
prietés de la fonctions en particulier je n’ai pas recherché si elle avait
ou non une dérivée pour les autres valeurs de 2. Clest ce que je me
propose de faire ici.

Yarmi les propriétes de cette foncetion, quejappelle X (), je trouve
les suivantes :

Pour toute valeur de a, appartenant & un certain ensemble infini
dénombrable (B), dont les éléments sont certaines fonctions ration-
nelles d’un parametre @, la fonction prend une valeur qui est laméme
fonction rationnelle d’un parametre b.

On peut done caleuler ces valeurs sous forme finie. La fonction X
dépend des denx parameétres @, b il ya doncune double infinité de ces
fonctions; mais on raméne leur ¢tude i celle d’une simple infinité de
fonctions ne contenant qu’an paramétre.

La fonction X n’a de dérivee pour aucune valeur de z, sauf peut-
étre pour des valeurs exceptionnelles.
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Cette fonction satisfait & une infinité de relations fonctionnelles, qui
permettent de caleuler sa valeur pour toute valeur de 2, quand on la
connait pour les valeurs de & comprises dans certains intervalles, aussi
petits qu’on le veut d’ailleurs.

Xy
On peut aussi calculer, sous forme finie, l’cxprossion/ X(a)dx,
Ly

lorsque x, et 2, sont deux nombres de l'ensemble (K).

Enfin ces recherches se rattachent & un mode particulier d’approxi-
mation des nombres, dontla numération binaire est un cas particulier,
et qui sera peut-¢tre susceptible d’applications arithmétiques.

1. Définitions. — Soit @ un nombre réel, positif, plus petit que 1.
Entre les nombres o et 1 intercalons le nombre @, qui divise cet in-

«a S . . .
tervalle dans le rapport — Nous formons ainsi deux intervalles o, a
el a, 1. Divisons chacun de ces deux intervalles encore dans Te méme
“ .. . N .
rapport ——; nous rouvons ainsi fes nombres «* dans le premier

intervalle, et @ + a (1 — a) dans le second.
Puis nous divisons dans le méme rapport chacun des quatre inter-
ralles formes, et ainsi de suite.

2. Je dis que les intervalles ainsi formés tendent tous vers zéro.

En effe(, les deux intervalles primitifs sont ¢gaux respectivement
aactt — a.

Le plus grand des deux est le premier ou le second suivant que a est

. I
plus grand ou plus petit que ~-

Le plus grand des quatre intervalles formés ensuite est a®
ou(r —a)*, ete. Le plus grand des intervalles formés au bout de n opéra-
tions est @” ou (1 — @) et par conséquent tend vers zéro. (On appelle
operation la division en deux parties de tous les intervalles formés
jusque-la.)

Le raisonnement précédent suppose a == 1o mais, sia = -, les inter

2 2
0 ’ : . ’ I
valles formés au bout de 2 opérations sont tous ¢gaux i 0 donc encore
tendent vers zéro.
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On intercale ainsi entre o et 1 un nombre indéfini de valeurs indé-
finiment rapprochées, formant un ensemble dénombrable (E).

3. On peut ainst s’approcher indéfiniment de tout nombre x compris
entre o et 1.

En elffet, si ce nombre fait partie de 'ensemble (E), on Patteint
aprés un certain nombre d’opérations.

Sia ne fait pas partie de Pensemble E, aprés chaque nouvelle opé-
ration, il y a un intervalle de plus en plus petit contenant a3 les deux
extrémités de cet intervalle tendent vers .

Supposons qu’apres la premiére opération on choisisse undes deux
intervalles formes; apres la seconde opération cet intervalle sera lui-
méme divisé en deux; supposons encore qu’on en choisisse un, etainsi
de suaite.

A un choix deéterminé d'intervalles successifs correspond un nombre x
determine.

La réciproque est vraie st le nombre x ne fail pas partie del’en-
semble ().

Mais, si @ fait partie de Pensemble (E), le choix des intervalles est
déterming jusqu’a ce qu’on soil amené a4 deux intervalles consécutifs
dont @ est extrénité commune. On peut alors choisiv arbitrairement
I'un de ees deux intervalles; ce choix fait, le choix des intervalles sui-
vants est déterminé. Nous conviendrons, saul avis contraire, qu’au
moment doutenx on choisisse Uintercalle supérieur.

4. On peul representer le choie d’intervalles de (e fagon suivante :
Aprés Ta premitre opération, on a formé deux intervalles o, @ et «, 1.
St est dans le premier, éerivons un chiflre o si 2 est dans le second,
¢erivons un chiffre 1.

Puis Uintervalle dans lequel est 2 se trouve de nouveau divisé en
deux autres; si z est dans le premier, ¢erivons un chilfre o5 si x est
dang le sceond, ¢erivons un chiffre 1. Bt ainsi de suite. On obtient
ainsi une suite indefinie, par exemple

(1) 01011000101 ...,

dun. Fe, Norm., (3), XXV. — My 1goS. 20
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quireprésentesans ambiguité le choixd ‘intervalles, et parconséquent:
A une swite (1) déterminée correspond une valeur de x determinée.

La réciproque est vraie, méme si x fait partic de 'ensemble (K), a
cause de la convention dont on a parlé plus haut. Dans ce cas tous les
chiffres & partic d'un certain rang sont des zéros.

Silon n’avait pas fait la convention susdite, on pourrait remplacer
le dernier 1 par un o, et tous les zéros suivants par des 1.

Par exemple,

01010000, ...

représente le méme nombre que

oL00I 111, ..,
i savoir
a’+ a*(1— a).

5. Developpement de x en série. — Nous obtiendrons ce développe-
ment en cherchantles valeurs des extrémites inféricures des intervalles
dans lesquels se trouve 2 défini par la suite (1).

Le premier de ces intervalles a pour longueur @ et son extrémité
inféricure est o.

Le second a pour longueur « (v — a) et son extrémite inféricure
est la méme que la précédente.

En général, quand dans la suite (1) il v a un chilfre o, Uintervalle
correspondant est égal au précédent multiplié par @ et son extrémite
inférieure est la méme.

Quand dans lasuite (1) ily a un chiffre 1, Uintervalle correspondant
est égal au précedent multiplié par r — @ et son extrémité inféricure
est égale & la précédente plus 'ancien intervalle multiplié par @. On
obtient ainsi

(2) r=0+at+0+a*(1—a)4 (1 —a)?

FOo4+0+0+at (1 —a)Y 4o+ d (1t —a) 4....
On peut énoncer la regle suivante :

A chaque chiffre e de la suite (1) (e=o0o0ur) correspond dans la
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serie (2) le terme
calt (1 —a)d,

p étant le nombre de chiffres o qui précédent le terme, q étant le nombre
de chiffres 1 qui précédent le terme.

Si @ appartient & Pensemble (E) la série (2) est limitée; par
exemple,

(3) L0 A 0 -+ (1 — a).
Mais on peut lui donner une forme illimitée, en éerivant
L=0 4 @404+ 0 a1 —a)+ a*(1—a)+. ...

D’une convention antérieure il résnlte que nous représenterons x

par (3).
En résumé @ a étant un nombre compris entre o et 1, tout nombre x
com/)ris entre o el 1 peul se mellre sous la /'()rnze

b PO ? gt (1 — ) 7n.
| a1

Les &, sont loujours ¢gaur « o 0ua v, et

n=—1
(5) ’/u:}: Eny
0
(6) a1 — .

En général cette representation n'est possible que d’unce seule manicre.

Iy a cxception pour les nombres de lensemble (1), Un tel nombre est
representable de dewx fagons. Dans U'un des modes de representation les e
sont, « partir d’'un certain rang, lous ¢gaux ao; dans {'autre s sont
lous égaux a 1. Réciproquement, quand les € satisfont a lune de ces
conditions, x apparticnt a U ensernble 1.

En géncral ¢’est la premicre représentation gu'on choisira.

On remarquera que, dans la série (4 ) rédwte @ ses termes non nuls,
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Pexposant g, va en croissant d’une unité d’un terme & lautre; quant
a I’exposant p,, il ne peut décroitre.

6. Ewant donnces deux valeurs x et x', données chacune par une
sutte (1), trouver la plus grande.

Supposons que les £ premicers ¢ soient les mémes pour les deux
suites, mais que les (44 1) soient g pour la premiére suite,
pour la seconde.

Soit, pour fixer les idées, ¢, < g, c'est-d-dire ¢,=o0, ¢, =1.

Je dis que & < &', sauf une exception. ‘

En effet, puisque g, = o ete), =1, tous les ¢ précédents étant les
mémes, ¢’est que .z et 2 ont été pris dans le méme intervalle  chacune
des £ premicres opérations, mais qu'a la (4 + 1), @ a 6L¢ pris dans
Pintervalle inferieur et 2’ dans le supérieur. Done @ < 2.

Ilyauraitexception et lon aurait x=="si on avaite,, =g, ,==...=1
ele,,, =g, =...=0.

On peut trouver une limite inférieure de 2’ — a0 Soit @' (1 — « )%
le £itmo terme de 2 (le premier qui n’est pas identique an terme de
méme rang dans x). Soit e, le premier & apres e qui est ¢gal a1
[{==six appartient & (I)]. Soit g, le premier ¢ apres g qui est
¢gal & zéro. On a

& — > a1 — @)l - aliH (1 — @)t

— a1 — @)= Pt (1 — @) — L (PR (L)Y
¢’est-a-dire
(7) 2 — x> al it (l —-—-a)’lr"l [“l--l o+ (l _ a)/:»-l]_

On peut aussi donner une limite supéricure de ' — 2z, a savoir

2 — 2 a1 — )T = a1 — @)U e g (- WYUFE 4=

e

— @R (1 — @ )Tk — PR ) e e AR (1 g )
¢’ est-a-dire

(") z'— a1 — )i al e ()],
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En particulier, les deux formules précédentes peuvent servir i
trouver une limite supéricure et une inféricure de Uerreur commise,
quand dans le développement (4) on s’arréte au terme

arstt (1 — a)ir.

7. CoroLiare. — L’un des deux nombres x, x' étant fixe el 'autre
variable, pour que le nombre fixe tende vers le nombre variable, il suffit
que k croisse indéfiniment.

En effet, si£ croitindéfiniment, 'un au moins des deux nombres py,
gy croit indéfiniment; done d’aprés fa formule (8) '— @ tend vers
zéro, puisque le second membre contient au moins un facteur,
soit a?', soit (1 — a)n*+', qui tend vers zéro.

Cette condition que £ croisse indéfiniment est-elle d’ailleurs néces-
saire?

Laréponse estouisi le nombre fixe n’ appartient pas a l’ensemble (B),
ous'tl lue appartient, et que le nombre variable ne reste pas plus peti
que lui. Mais si le nombre fixe appartient a l'ensemble (1), et que le
nombre variable reste plus peat que lui, il tendra vers le nombre fixe,
méme si k ne croit pas indéfiniment, pourvu qu’alors h croisse indefini-
ment.

En effet, supposons d’abord que le nombre variable, appelons-le 27,
ne reste pas 4 partir d’un certain moment plus petit que le nombre
fixe . Pour les valeurs de 2 plus grandes que 2, on a

2 — > ant (1 — @) a4 (1 —a)h ]

et a fortiort
’ a = a1 — a) it

Comme A est lixe, pour que ' — a tende vers zéro il faut que 'un
an moins des nombres py, ¢4, ot par suite leur somme £, croisse indé-
finiment.

Supposons maintenant que le nombre variable reste plus petit, &
partir d’un certain moment, que le nombre fixe. Pour appliquer tou-
jours les mémes notations, nous allons supposer maintenant que ¢’esta
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qui est variable et ' qui est fixe. On a cncore
af — x> arvti (1 — a)tt i al b - (1—a ) ]

Si ' n’appartient pas & Pensemble (E), le nombre{ n’est pas infini.
Dans ce cas I'inégalité précédente donne

! » -+1 -
&' — x> art (1 — a)il

et, le nombre / ¢tant fixe, on voit comme plus haut qu’il faut que £
croisse indéfiniment.

Mais, si z” appartient & Pensemble (1£), le nombre £ estinfini. Done,
dans ce cas, Uinégalité se réduit i

& — > a1 — @)t

Doncx’ — x peut tendre vers zéro sans que £ croisse indéfiniment,
mais alors il faut que 4 croisse indéfiniment.

I ;e \ , .
Remarque. — Lorsque a = > la série (4) s’éerit

~ [t
P /e S En (—) 5
] 2

et la suite (1) n’est autre chose que le développement de x éerit dans
la numération binaire.

Lorsque a est quelconque, notre procédé d’approximation des
nombres peut done ¢tre considéré comme une généralisation de celui
que donne la numération binaire. A ce point il y aurait lieu d’étudier
ses propriétés arithmétiques. Mais ce n’est pas ce que nous nous pro-
posons ici.

8. La fonction X!(x). — Donnons-nous deux nombres a, b, tous
les deux compris entre o et 1. Soit « une valeur comprise entre o et 1;
a4 cette valeur correspond, relativement aw nombre «, une suite (1).
D'autre part, a cette suite (1) correspond, relativement aw nombre b, une
valeur y.
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On voit done que y est une fonction de «; c’est cette fonction que
nous désignerons par X2 (x).
Sil'on a

n=oo

~
xZ ::Z gpalnti(1 __- a)ln,
n=>0

on a

n =
o
y= }d e OVt (1 — b)4u,

n=o0

Cette fonction est détinie pour toutes les valeurs de comprises
entree o et 1.

9. Premicres propriétés de la fonction X' (x). — On a

Xito)=o0,  Xi(1)=1,
X(a)y=2b, X (ar)y=0br (7 entier > o),
Xila(2—a)]=0b(2 — b).

Plus géncralement, si la valeur de « appartient & ensemble (E) la
valeur de y est le nombre correspondant dans 'ensemble (F), ¢’est-a-
dire est formeée avee b comme @ est formée avece a.

La fonction X!, (x) est croissante. — Lin effet, pour comparer deux
valeurs de x, # et 2/, il suffitde comparer des suites de nombres e cor-
respondants. Or ces suites sontles mémes pour y et y'. Done de ' > x
il résulte y'> y.

10. La fonction X! (x) est continue. — En effet, soient une valeur
fixe « et une valeur variable 2’ tendant vers . Soient y et ¥’ les valeurs
correspondantes de X2(x). Nous avons vu (n®7) que, #’ tendant vers x,
cela entraine certaines conditions sur les nombres £ et 4, et que réci-
proquement quand ces conditions sont remplies 2" tend vers x. Or,
les /et les £ étant les mémes pour y et y’, il en résulte que, si 2’ tend
vers z, y' tend vers y.
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Ll. La fonction X{’:(x) n'a pas de derivée. — Pour le démontrer

Y=y

¢ludions la variation du rapport ——

quand 2’ tend vers z.

Nous supposerons a < b pour fixer les idées.
Soit

.
Wl

PU— 1

x = ealt (1 — i,

n=20

Supposons d’abord que " tende vers @ par valeurs supéricures i x.
On a
arlit! (l —_ (l) '/A‘"'/"[a/""l -+ (l —a )/:~~l]

<al—ax <ariti(1— a)n[a " (t—a) + (1— b)),

bPitt (1 — DYIHA Bt (1 — )]
Ly —y <O (1 — DY [ O (1 — b)) 4+ (1 — b)),

Done

AN (1 — DN b (1 DY DT e (1 Dy
(2)" (=)
)

| — @ ol T =) (— )t

o ar P e ¢ [ e Y e Y Y/ |
. R /\(!} //.(1 /;)IL(_/// (1—0) 4= (1=t
& — x \ S —) o« N
Les facteurs

b (1= B[ bt g (e byt ]

W @lTE( =) (=) T

el
b2 (= b) - (1= b)h!
a @l e (1)1

sont compris entre des limites fixes, & savoir

b (11— )t o (10— 0Y1 = (1 — b v

a1 (1—a)=t T (1—a)t!

pour le premier,

bo1—b (10 | b 4=l e (1 — )t !
- et =
A e 2 a (1 g )l-t

pour le second.
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&
=]
e}

Si donc on ’assure que 'expression

(9) <g\)”'-<::6[:>fn

croit indéfiniment ou bien tend vers zéro, ilen sera de méme de

Y=y,
2 —

Considérons le logarithme de cette expression, a savoir

’ \

Oy 1— b
pﬁ'l“g(?@) - 1oy < 1 — a)'

A . Lo , N .
Posons Ing(z) qui est positif (on a supposé b >a) égal A, et

| o b . , e . , . .. L.
log (\717) qui est negatif gal & — A’ Pexpression précédente s’éerit
(l(')) A/)/,- - A/f//u.

Or Ta variation de cette expression, quand £ croit indéfiniment, dé-
pend de Ja facon dont varient p, et gz, ¢est-i-dire de c.
Six est tel que Pexpression (10) tende vers 4+, il en est de méme
R . . y — V. AP
de | CXpression (g),), et par suite 7—~{ croit indéfiniment.
Sioau contraire 2 est tel que I'expression (10) tende vers — =, il en

. . - v V .
est de méme de Pexpression (¢), et par suite ;j———;t(-,ml vers zéro.

En dernier licu, si  est tel que 'expression (ro) reste finie, il faut
des renseignements plus précis sur o les nombres p, pour étu-
. Vol ey
dier— 2

L —

Considérons le cas particulier ot 2 appartient 4 Pensemble (K).
Cest le cas ¢tudic dans Parcticle cite plus haut de I'Enseignement
mathématigue. Dans ce cas, a partir d’une certaine valeur de £, ¢, est

4 o~
constant. Done Uexpression (10) tend vers —+ =; donc aussi 2/—,——1,

XL —
ce qui est bien le résultat trouvé dans Particle susdit.
Ann. Fe. Norm., (3), XXV. — Mar 1908. 27
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12. Soit maintenant 2’ tendant vers a par valeurs inféricures. Il
faut subdiviser ce cas en deux, suivant que a appartient a l'en-
semble (E) ou non. ‘

Supposons d’abord qu’il n’y app:u'livnnc pas. J’uppe]lo ;1101'5 el
premier e aprés g qui est égal & v, et g, le premier ¢’ apws g, qui est
¢gal  zéro; ¢’est done ( qui est ﬁw et non infini, et 2 qui estvariable.
On a

abit (1 — @) [al =t 4 (1 — a)t]

<x—ax'<<arF (1 —a)nfa (1 —a) + (1 —a) ]

et
bPit (1 — DY B 4 ((— D)1
<y —y' <P (= DY D2 (r—b) + (1 = by
Donce
howtt (1 — byt [ DV 4 (1 — )1 ]
a1 —a) (- a) = (10— )
y—y' b (1 — YWD (11— D) 4= (1 =— b)) 1]
< PR @ (a4 (1 — )t T
ou
bork 1 — D\ . O e (1 — b))/ !
<c7) <1 ——a) “ (1-=10) =) (1 —a)t !

<_1'~»— v ( ”y (1-—/) () U1 = b))~ (1 — )it
a— .z ) 1—a) a al Ve (1 —a) ! ’
de sorte qu’on se trouve encore amené i étadier Pexpression
(" O\ Px (1-— /RNL:
&) ==

et qu'on trouve les mémes résultats que lorsque 2" tend vers a par
valeurs supéricures.

13. Mais supposons maintenant que z appartienne i 'ensemble (1),
Nous avons montré, dans Varticle deéja cite de U'Enseignement mathe-
/
. —) ’ ¥
matique, que dans ce cas 2 —= tend vers zéro. Cest ee qu'on peut

X

retrouver de la facon suivante.



SUR UNE FONCTION CONTINUE SANS DERIVEE. 211

Soient
n= /A
al
x ::)a,, aruti(r — a)a (ep=1)
n=10
et
n=w

, Wl
o= Y e at, (1= ),
nz=
On aura & partir d’un certain moment

ST E ey = E;\‘—’rﬁ: 0,
et /v croitra indéfiniment. On a, d’apres les formules (7) et (8), ou il
faut faire £infini,

Al P —a it e — P (1 — ) et

Deméme
Lk () — b)ytct ke Ly — .),/ < HPt (1 — byt i,
Done ’

P+t — o A=h — ! aeat _— o+ h—1
Lty 0 <y .y/[): (1 )
APV (L e g )T el q Y (1 — )i

ou

bt e ) (x — /,)n A e AP e U O (x — /)>h
1

AR (1 — )t 1—a) Tao—a T a1 —a)in \1—a

. — b . .
Or pi et g, sont fixes, —— est plus petit que 15 donc, £ croissant

. L. . I — O\ , .
indéfiniment, expression (T‘—T,) tend vers zéro; il en est done de

Ry

méme de

1. Résume. — En supposant e < b :

. . s ea Y=y C e
1. S¢x appartient al’ensemble (E), —1—,————1 croit indefiniment quand x

tend vers x par valewrs plus grandes que x, et tend vers séro quand x'
tend vers x par valeurs plus peliles.
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1. Stz n’appartient pas a l'ensernble (E) et que son developpement

. . 2} .
est tel que pour une certaine valeur de k et pour les suwanles{]— sott plus
/“.

, Ay —y P ,
grand qu'un nombre fize, > 4> —_croil indefiniment quand x' tend

vers x soit par valeurs plus grandes, soit par valeurs plus petites.

L. S x n’appartient pas & Uensemble (E) et que son développement

. . ) 1. .
est tel que pour une certaine valeur de ket pour les suwantmé—i devienne et

k

tend vers z€ro

"y
A —=x
quand x' tend vers x sout par valeurs plus grandes, soil par valeurs plus
petites.

. s . A —
reste plus petit qu’un nombre fixe plus petil que Y

IV. Enfin, pour les valeurs de x qui ne sont aucune des précédentes, la

/ .
.. yli— 3 . , .
variation de-——= est plus compliquée et peut dependre dela fagon dont x

tend vers x.

15. Remarque. — Ayant obtenu le premier résultat relatif aux nom-
bres de I'ensemble (I2), on pourrait d’abord soupeonner qu'il estvrai
pourtout nombre 2. Mais on voitqu'il n”’en est rien d’apres le théoreme
général suivant :

Tukorine. — /L n’existe pas de fonction y de x continue dans un in-
: A
tervalle x,x, telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, A—ii tende

vers + % quand Ax tend vers + o.

En effet, choisissons un nombre N fixe plus grand que'—y—’-—_——)i’ et
o

Cy— Ty
y____)_.) La valeur de cette fonction de a est

X — &,

plus petite que N pour @ = 2, mais elle croit indéfiniment quand »
tend vers a,. D’ailleurs dans cetintervalle cette fonction est continue.
Doncon peut trouver une valeur ' comprise entre , et z, et telle que

considérons I'expression

!

Y — .
L -Z‘_’:L\,
z'— a2,
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telle d’ailleurs que pour toute valeur de 2 plus grande que ' on ait

Y — Yy
(I[) 1—;—1—" <N.

. . . . Ay’ .
Je dis qu'il est impossible que 7= tende vers + . En elfet, si cela
était on pourrait trouver un nombre x> 2’ tel que
y//__.yl
= =N
Or, des incgalites
YoV AN et L=

=
2" — ! ' —x ’

on déduit
Vs
=2 >N,
ce qui est contradictoire avee la condition (11).

CorOLLAIRES. ~— [l n’existe pas de fonction y de x continue dans un

. . A
intervalle x,, x, telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, Z%:

tende vers + o quand Ax tend vers o ().
Il n’existe pas de fonction y de x continue dans un intervalle x,, x,

A
, 2 tende vers e ou
Ax

vers € o lorsque Ax tend vers "o (e, ¢, € étant + ou — 1).

telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle

16. Tutorime v’ nomocrarmir. — Appelonsvaleurs conjointes de x deux
valeurs qui se trouvent consécutives, a un certain moment, dans la suite
d’opérations définie au n® 1.

Par exemple, au début, il n’y a que les valeurs o, 15 elles sont done
conjointes. Ensuite on intercale le nombre @ entre o ¢f 1.

Donc o et @ sont des valeurs conjointes, ainsi que a et 1. Ensuite
entre o et a on intercale «*. Donc o el a* sont les valeurs conjointes

(1) Cas particulier du théoréme énoneé par M. Lebesgue, Lecons sur Uintégration
(Paris, Gauthier-Villars, 1904 ), p- 72, ligne 3.
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ainsi que a® et a. Entre @ et 1 on intercale a (2 — @). Donc lesvaleurs a
et a(2 — a) sont conjointes, ainsi que les valeurs a (2 — @) et 1; ete.

Ceci posé, soient p et ¢ deux valears conjointes, auxquelles corres-
pondent les valeurs X (p) et X (¢) de la fonction X. (Nous ¢erivons X
au lieu de X?, les indices étant sous-entendus.) A partir du moment
ol p et ¢ sont apparus tous les deux, la facon donton divise ultéricure-
ment I'intervalle p, ¢ est laméme quel que soitcetintervallep, g. Cest-
a-dire que le rapport

X (x)—X (1)

X (q)—X(p) (r<w<2)

, . aL—n ) .-
dépend uniquement de ’/_—% (etde aeth sous-entendus évidemment).
Done soient deux autres valeurs conjointes p’, ¢'; le théoreme que
nous nppelons théoréme d’homographie consiste ence que :

Légalite

ke (p =7 //)

entraine 'égalilé

X () =X (') _ X()=X(p)
X(g")y =X X{g)=X(p)

On a ¢videmment un énoncé aussi géncral en supposant p'=o,
q' == 1; le théoréme devient alors :

L'égalite
o — /)

P -

B (/n— /)
enlraine
. X (z)—X(p)
o AN
X )= X(q)—X(p)

(p<z<q).

Plus simplement, le théoréme consiste dans Pégalite

(p<z<q)

faw-——-py  Xlx)—X(p)
‘((<.//~—/') TN (y)—=Xp)

. X -1 . .y ;o
Changeons de notation, remplacons Lr par z; identité préce-
2 (/-——/)
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dente devient

X[p-+(g—pra]—X(p)

(r2) X ()= X (1) —X(p)

(o<r<<1);

a variant entre o et 1, p + (¢ — p) a varie entre p et ¢; de sorte que,
connaissant les valeurs de la fonction pour les valeurs de la vartable
comprises entre p ¢t ¢, on en déduit les valeurs de la fonction ponr toutes
les valeurs de x comprises entre o et 1.

La relation (12) établit une relation d’homographic entre la portion
de la courbe y = X () comprise entre les droites d’abscissesp et ¢, et
celle comprise entre les droites d’abscisses o et 1, d’ou le nom de théo-
réme d’homographic.

17. Primitive de la fonction X (). — Considérons intégrale

1
/ X (&) de;
]

d’apres la relation (12) elle peut s’ éerire

f’x [p+(g—pra]—X(p)

) - dx,
) X(q)—X{(p)
¢’est-a-dire en faisant le changement de variable

pAH(g—=p)e=y,

el Gerivant 2 i la place de y

! 1 X ey —X(p)
/o o ¢ —rJ, X(q)—X ) ¢

ou

q 1
(13) fX(_.r.')(!.r::(rp—-p)]‘X(r/)——,‘((/z)‘lf X(z)dz +(qg—p)X(p).
[

14

Faisons dans celte relation p = o0, ¢ = a; il vient

all a1
(14) / X(,n)r/d;.;ft/)/ X(xz)dr.
0 0
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Ensuite faisons p =a, ¢ = 1; il vient
1 1
(15) fX(m)dx:(l—u)(x——b)/X(r)d.c—i-(x——-a)b.
“ Jo
Ajoutons les relations (14) et (15); il vient
1 W1
/ X(@)de =(1—a—10 —{-?Jt/))f X(x)de + (1 —a)b,
0 0

d’ou

2 1
f X (&) de = (1—a)b

@ 4b-—2ab’

et alors la relation (13) donne

(v —a)bh

T —ap Tl X))

q
[ X (@)= =) [X () =X ()]
p

ou encore

q —
(16) f X(.L’)(l.z-.-:::(—‘-://T-———-—-_/;“b(x-—-/))n){(/))—lf—(1—-/«)//)(((/):].
) [

On obtient donc une expression de Pintégrale de X (a)dx prise
entre deux valeurs conjointes, qu’on peut caleuler sous forme finie,

puisqu’il en est ainsi de X(p)et X (¢).

Quantau calcul numérique de l’int(",;.»;ral(»,fX () da prise entre deux

valeurs quelconques, x,, x, il est facile. in effet, sia,, « appartiennent
a 'ensemble (E), il est évident qu’on peut trouver des nombres a,,
Xy, ..., X,y tels que deux termes consécutifs quelconques de la

suite @, @, 'y ... %,  soient conjoints. Or

‘ X (&) dax :/ X(:l;)/l.L'»J,—/ X () de .. +/ X (z)de.

oy Hpeoy

2y
On peut done <:alculer/ X (x)de.
Xy
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Si les limites x,, a, n’appartiennent pas toutes les deux & I'en-

semble (E) on peut trouver des nombres de cet ensemble qui en ap-

prochent d’autant qu’on voudra; on aura donc une valeur aussi
approchée qu’on voudra de I'intégrale.

18. Les fonctions X’ contiennent deux paramétres. Nous allons
montrer que I'é tude générale de ces fonctions se raméne a celle d’une
d’entre clles qui ne contient plus qu’un paramétre.

On a en effet Ta relation

XUIXG ()] = XA ().

En particulier
1 -
‘(’,’[Xi I)J = X% (x).

Done ’étude de Ta fonction Xﬁ(.'zr) se ramene a celle des deux fone-

1
tions particulivtres X7 et X2,

- !
D autre part la foncetion X2 est la fonetion inverse de la fonction X¢.
[ 1
Done en résumé étude des fonetions X2 se ramene i celle de la fone-
tion X{ (&) qui ne dépend plus que d’un seul paramdtree a. De plus on
LT I I !
peut supposer @ >, a cause de la relation X¢(z) =1 — X|“(1 — x).
Pour abréger nous désignerons X () par X(2 ) etméme par X ().
L’ensemble (I2) est 'ensemble des nombres rationnels plus petits
que 1, dont le dénominateur est une puissance de 2, ¢’est-a-dire en-

semble des nombres de la forme

K . - .
o7 (p entier > o, K entier impair > oet << o).

Deux valeurs conjointes sont de la forme

K K I
— ot —_— —

ol ) 2l 27

I est facile d’avoir la valeur de X¢ ()5 i suffit d’écrire le nombre x
dans la numération binaire, cela donne une suite de chyffres o et 1, g’ on
porte dans le formule (4). En particulier, si @ est de la I'orme-:—f;, la
suite de chiffres est limitée.

dnn. Fe. Norm., (3), XXV. — Mal 1Go8. 28



218

E. CAHEN.
Larelation (16) devient

K1
Er T . . -
, I ; K 1 K
£ X?.x)dx:;{[a;\%(—;ﬁ—!—571>—|—(|—a)‘\g<51—,)y|,
o

et 'on peut calculer le second membre.

19. On en conclut comme au n® 17 qu’on peut calculer la valeur de
la fonction

We(x)= / X*(x)dr,
o

pour toute valeur rationnelle de «, dont le dénominateur est une puis-
sance de 2.

Par exemple,

i
o 1 ._[ Wl Y ol
W (15> = Xe(ax) e

[

1 1 1 4
G —
1

.0—1—‘ T:-. i
:/ X“(x)dx +f Xe(x)dr -+
0 .

0+ 16

X<-1—> 4 (1—a) X (0) ]
16 i

|
l..
—
; \
N

, . - . 1 ) " I )
Or, dans la numération binaire, = s’¢erit 00,0001, =+ §' G-

. [ I | R

oril 0,0011, — = - s’éerito,0r171.
rit o, ’lb+8+4 eerit 0,011
Done

X« (-Il(—) -+ é) =P+ at (1 — a),
1

Xa<
1

o~

1 1 ,
= A @t (1 —a) - at (11— a)’.
5 8 4 '
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Done

W“(-?E) = L a4 -é[a"ﬁ-a"(l——a)—}-(x-a)a‘]

[a*+a*(1—a)+a*(1 —a)+(1—a)a® -+ a* (1 — a)?]

@ (D a*— 18 a + 20)
16

20. Revenons & la fonction générale X8 (2); elle n’a été définie que
pour les valeurs de 2 comprises entre o et 15 on peut étendre la défi-
nition de la facon suivante. Appliquons la relation (12) dans laquelle
nous supposerons p = o0, ¢ =a’ (r entier > 0); nous obtenons

X (a"x)

N ()= h"

(0<x 1)

Supprimons la restriction o <a <1, Pégalité

définit Ta fonction X () pour toute valear de . En effet, quelle que
soit cette valeurde v, on peut choisirlentier positifz de facon que a2,
soib compris entre o el ol ya méme une mlinité de valeurs de 2
satisfaisant i cette condition, elles fournissent toutes la méme valeur
de X ().

Lafonction ainsi définie es( calenlable sous forme finie, pour toutes
les valeurs d'un ensemble formé par les éléments de(E), multiplics
par les puissances de a.



