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SUR UNE

FONCTION CONTINUE SANS DÉRIVÉE

PAU M. E. CAITEN.

La fonction X(.z-) .

J 'a i donné dans V Erisei^nernerU rnalhèrnatùfae^ t. VII I , ïc)o6, p . 3 ( > î ,
an exemple de f o n c t i o n c o n t i n u e n ' a y a n t pas de dérivée pour une i n f i -
n i té de v a l e u r s de la v a r i a b l e . N'ayant a ce momen t pas d 'au t re b u t
q u e de d o n n e r u n tel exemple , je n 'a i pas é tudie p l u s avant les pro-
pr ié tés de la f o n c t i o n ; en p a r t i c u l i e r je n'ai pas recherché si el le avait
ou non u n e dér ivée pour les au t res valeurs de x. C'est ce que je me
propose de f a i r e ic i ,

Parmi les propr ié tés de cette f o n c t i o n , que j ' appe l le X(.z1), je trouve
les su ivan tes :

Pour toute va l eu r de x, appa r t enan t à un certain ensemble i n f i n i
dénombrab le (E}, d o n t les é l é m e n t s sont certaines fonc t ions rat ion-
nel les d'un paramétre a, la fonct ion prend u n e valeur q u i est la même
fonct ion r a t i o n n e l l e d 'un paramétre b.

On peu t donc calculer ces va leurs sous forme f in ie . La fonc t ion X
dépend des deux paramétres a, h; il y a donc une double i n f i n i t é de ces
fonc t ions ; mais on ramène leur étude à celle d 'une s imple i n f i n i t é de
fonct ions ne con t enan t q u ' u n paramétre.

dép(

La fonc t ion X n'a de dérivée pour aucune valeur de x, sauf peut-
être pour des valeurs exceptionnelles.
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Cette fonct ion sa t i s f a i t à une in f i n i t é de r e l a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s , q u i
permettent de calculer sa va leur pour toute valeur de Xy quand ou la
connaît pour les valeurs de x comprises dans certains interval les , aussi
petits qu'on le veut d 'a i l leurs .

y " 1 ' 1

Ou peut aussi calculer, sous forme f i n i e , l 'expression \ ' X . ( x ) ( / x ,
' ' - ^ 'n

lorsque x^ et .2^ sont deux nombres de l 'ensemble (E).
Enf in ces recherches se rattachent à un mode p a r t i c u l i e r d 'approxi-

mation des nombres, dont la numéra t ion b i n a i r e est un cas p a r t i c u l i e r ,
et qui sera peut-être susceptible d ' app l ica t ions a r i t h m é t i q u e s .

I . Définitions. — Soit ci un nombre réel, pos i t i f , p lus p e t i t que i.
Entre les nombres o et i intercalons le n o m b r e a, q u i d iv ise cet in-
tervalle dans le rapport —•—' Nous formons a i n s i deux in te rva l l e s o,a*• i i •— a ! ! " ! " ! 1 1 1 " l i i

et a, i. Divisons chacun de ces deux i n t e r v a l l e s encore dans le même
rapport "——; nous trouvons a in s i les nombres cr dans le p remie r
i n t e r v a l l e , et a 4- a(i — a ) dans le second.

Puis nous d iv isons dans le même rapport chacun des q u a t r e in te r -
val les formés, et a ins i de suite.

^. Je dis que les intervalles nirm formés fendent tous vers zéro,
Eu efïel , les deux in te rva l les p r i m i t i f s sont égaux respect ivement

à ci et i — a.
Le plus grand des deux est le p remier ou le second su ivan t que a est
us grand ou p lus pe t i t que ^•

Le plus grand des quatre in terval les formés ensu i te est a2

ou( î -- af, etc. Le plus granddes interval les (ormes au bout de n opéra-
t ions est a'1 ou d — a)'1 et par conséquent t e n d vers zéro. (On appe l l e
opération la d iv i s ion en deux parties de tous les in te rva l les formés
jusque- là . )

Le ra i sonnement précédent suppose a ̂  ̂  mais, si a = I- , les in te r
^ '2

valles formés au bout de n opérations sont tous é^aux à -̂ - ? donc encore
•*• (,J l"f li

tendent vers zéro.
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On intercale ainsi , entre o et i un nombre indéfini de valeurs indé-
f in imen t rapprochées, formant un ensemble denomhrable (E).

3. On peut ainsi s'approcher indéfiniment de tout nombre x compris
entre o et i.

En elfet, si ce nombre fait partie de l ' ensemble (E) , on l 'at teint
après un cer ta in nombre d 'opérations.

Si x ne f a i t pas part ie de l 'ensemble E, après chaque n o u v e l l e opé-
ra t ion , il y a u n i n t e rva l l e de plus en p l u s pet i t c o n t e n a n t x; les deux
ext rémi tés de cet i n t e r v a l l e t e n d e n t vers x.

Supposons qu'après f a p remière o p é r a t i o n on choisisse un des d e u x
i n t e r v a l l e s formes; après la seconde opérat ion cet i n t e r v a l l e sera l u i -
même div isé en deux ; supposons encore qu'on en choisisse u n , et a i n s i
de s u i t e .

/l un e/loi.x déterminé d'in le/va Iles successifs correspond un nombre x
déterminé.

La récipnxfue est vraie si le nombre :v ne f ail pas [>arlie de l'en-
semble (E).

Mais , si x fait p a r t i e de l ' ensemble (E), le choix dos i n t e r v a l l e s est
d é t e r m i n e jusqu'à ce qu 'on soi t , amené à deux i n t e r v a l l e s consécutifs
dont , r est l ' ex t r émi t é c o m m u n e . On peut alors choisir arbitrairement
P u n de ces deux i n t e r v a l l e s ; ce choix f a i t , le choix des i n t e r v a l l e s sui-
vants est, d é t e r m i n é . Nous conviendrons , sauf avis c o n t r a i r e , qu'au
m o m e n t douteux on choisisse V intervalle supérieur.

4. On peut représenler le choix cl'intervalles de /a façon suivante:
Après la première o p é r a t i o n , on a formé deux in t e rva l l e s o,a et a, i .
Si x est, dans le p remier , écrivons u n c h i f f r e o ; si x est dans le second,
écrivons u n chiffre ï .

P u i s l ' i n t e r v a l l e dans lequel est x se trouve de n o u v e a u divisé en
deux autres; si x est dans le premier , écrivons un chiifre o; si x est
dans le second, écr ivons u n chi t Ï re ï. Et ainsi de s u i t e . On obtient
a ins i u n e sui te i n d é f i n i e , par exemple

( i ) 0 î 0 1 î 000 î 0 t . . . y

J / H I . Êc. A'orm., ( :•;) , K X V . — M u 1908.
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quireprésentesansanibiguïté le choix d'intervalles, et par conséquent :

A une suite ( î ) déterminée correspond une valeur de x déterminée.

La r éc ip roque est vraie, même si x fait partie de l ' ensemble (E), à
cause de la conven t ion d o n t on a parle plus liant. Dans ce cas tous les
chiffres \\ pa r t i r d 'un cer ta in rang sont des zéros.

Si l 'on n 'avai t pas fa i t la convent ion susdite , on pourra i t remplacer
le dernier î par un o, et tous les zéros suivants par des î .

Par exemple,
0 T 0 Ï 0000.. . ,

représente le même nombre que

o i c o r î î î . . . .
a savoir

a2-+- a3(l— a).

5. Développement de x en série. — Nous obt iendrons ce développe-
m e n t en cherchant les valeurs des extrémités i n f é r i eu re s des in terval les
dans l e s q u e l s se trouve •r d é f i n i par la su i te (î).

Le p remie r de ces in terva l les a pour l o n g u e u r a et son ext rémi té
infér ieure est o.

Le second a pour longueur a ( ï — a) et son extrémité i n f é r i e u r e
est la même que la précédente.

En général, quand dans la suite (î) il v a un chi f f re o, l ' i n te rva l l e
correspondant est égal au précédent m u l t i p l i é par a et son extrémité
inférieure est la même.

Quand dans la sui te ( î ) il y a u n chiffre î , l 'intervalle correspondant
est égal au précédent mult ipl ié par r — a et son extrémité infér ieure
est égale à la précédente p lus l 'ancien intervalle mul t ip l i é par a. On
obt ient ainsi

( 2 ) x r= o 4- a2 4- o 4- c^ ( î — a ) 4- a3 ( î •— a )2

4-0+04-04- a'' ( î — a f 4- o 4- a7 ( r — a )4 4"....

On peut énoncer Ja règle suivante :

A chaque chiffre E de la suite ( î ) (e == oou î ) correspond clans la
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série (2) /e terme
ea/'^^i —a)^,

j9 ê/a/^ /ê nombre de chiffres o qui précèdent le terme, q étant le nombre
de chiffres i qui précèdent le terme.

Si x a p p a r t i e n t à Pensemble (E) la série (2) est l i m i t é e ; par
exemple,

(3 ) .r — o -+- a1.-+- o -r- rt'1 ( i — a).

Mais on peut l u i d o n n e r une f o r m e i l l imi tée , en écr ivant

,r =: o "h a2 4 -04-0 4" a ' ' (, i. — a ) 4- a4 ( i — a )2 -+-. . .,

D'une eouvention antérieure il résulte que nous représenierons x
par(3). .

En résumé : a étant un nombre compris entre o et i, tout nombre x
compris entre o et r peut se mettre sous la forme

I I =;;. Ki

( 4 ) '^S ̂ ^(ï-^)7-

LeA1 c,^ .vrv^ toujours égau'v u o o^ à i, et

ft—i
%^

(5) C/,,=^ £„,

0

(6) /^/=- ^ — ffn.

En général cette représentation n est possible (fue (F une seule manière,
II y a exception pour les nombres de l'ensemble (EL Un te Inombre est

représentable de deux façons. Dans Uuu des modes de représentation les e
sont, à partir d'un certain rang, tous égaux à o; dans l'autre ils sont
tous égaux à i. Réciproquement, quand les E satisfont à l'une de ces
condition^ x appartient à l'ensemble E.

En général c'est la première représentation qu'on cf'ioisira.

On remarquera que, dans la série (4) réduite à ses termes non nuls,
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l'exposant y/, va en croissant d'une uni té d 'un terme à l 'autre; quan t
à l'exposant/^/, il ne peut décroitre.

6. Étant données deux valeurs x ci x , données chacune par une
suùe (ï), irower Ici plus grande.

Supposons que les k premiers c so i en t les mêmes pour les deux
suites, mais que les (/c+ i)1"^ soient £/, pour la p remière suite, ^
pour la seconde.

Soit, pour fixer les idées, £/c< al,, c'est-à-dire £/,= o, ^ == i.
Je dis que .r< oc\ sauf u n e exception.
En effet, p u i s q u e £/,== o et ̂  == i , tous les £ précédents é t a n t les

mêmes, c'est que x et x ont été pris dans le môme in te rva l l e à chacune
des k premières opérations, mais qu'à la (k 4- i)'^1, x a été pris dans
l ' in te rva l le in fé r i eu r ctx dans le supér ieur . Donc x <^.

11 y aurait except ion et l 'on aurai ix=^ si l'on avaite^n ==£/^===. ..= i
et^l=4...=:•••=o•

On peut t rouver une l im i t e in fé r i eure de x — x. Soil r/^ ( i — ufh
le A1^"0 terme de ^ ' ( " l e premier qu i n'est pas i d e n t i q u e au terme de
même ran^ dans .r). Soit e^ le premier £' après 4 T"1 (tst ^^ ;i l

[7= ce si ^ appa r t i en t à (E)]. Soit £^,A le premier £ après e/, qu i est
égal à zéro. On a

^ _ ^ > an^ ( î — a yii. -+- an^1 ( ï — a )<nl4-l

_ rt/^+^i — ayA-- a^^^^. — ^ ) / / / ,+ • ] —. . . — a P k ^ ^ i ^.a)^^^1'--1,

c'est-à-dire

(7 ) x ' — ^ > a^1 ( î — a )^"i [a/•l"-l +. ( t — a î^--1 ].

On peut aussi donner une l imi te supérieure de x ' — ^, à savoir

^ ^, ̂  <^ a^A•+- l ( I — aY^ — ^/^-^^t — a)^/.^1 4- a^-^i "- ^ )yÂ+- 1 2 . 4 - . . .
_ C^^'HÏ -— a )Y/A —^/^-+- 2 ( ï — ^ ) ^ + - 1 — . .. — r^A'+^ï — a)^-^-1-2,

c'est-à-dire

(8) ^ / -^<a^• •^ ( ( —a)^ l^[a /"•2-+"(! —a ̂  2],
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En par t i cu l ie r , les deux. formules précédentes peuvent servir à
trouver une l i m i t e supér ieure et une inférieure de l 'erreur commise,
quand dans le déve loppement (4) on s'arrête au terme

a/'^-i ( i — a)^.

7. COROLIAUŒ. — L'un des deux nombres x, x' étant fixe et l'autre
variable, pour que le nombre fixe tende vers le nombre variable, il suffît
que k croisse indéfiniment.

En effet, si/c croit i n d é f i n i m e n t , l 'un au moins des deux nombres/^.,
q^ croît i n d é f i n i m e n t ; donc d'après la formule (8) x ' — x tend vers
zéro, puisque le second membre con t i en t au moins un facteur,
soit a^"4"1, soit (i — a)^4'1, q u i tend vers xéro.

Cette condit ion que k croisse i n d é f i n i m e n i est-elle d ' a i l l eurs néces-
saire?

La réponse est oui si le nombre fixe n appartient pas à l'ensemble (E),
ou s'il lui appartient et (lue le nombre variable ne reste pas plus petit
que lui. Mais si le nombre fixe appartient à l'ensemble (E), et que le
nombre variable reste plus petit que lui, il tendra 'vers le nombre fixe,
même si k ne croît pas indéfiniment, pourvu qu'alors h croisse indéfini-
ment,

En effet , supposons d'abord que le nombre variable, appelons-le x\
ne reste pas à par t i r d ' u n certain moment plus petit que le nombre
fixe «r. Pour les valeurs de oc' p lus grandes que x, on a

^ ' _ .y > <-^rH ( i — a)^+1 [a/-1 + (i — a)'1111--1 ]

et a fortiori
.^.^^4-i(( _ ^yi^

Comme h est fixe, pour que x ' — x tende vers zéro il faut que l 'un
au moins des nombres/.»/., r / / ^ et par suite leur somme k, croisse indé-
f in imen t .

Supposons m a i n t e n a n t que le nombre variable reste plus pet i t , à
partir d 'un ce r t a in moment , que le nombre fixe. Pour app l ique r tou-
jour s les mêmes no ta t ions , nous al lons supposer m a i n t e n a n t que c'est^
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qui est variable et x ' qui est f ixe. On a encore

,:y/__ .^> ^/.-H(i__ ^ y/,+1 [^-1-4- ( i__^) / ' . - l ' j .

Si 0?' n ' appa r t i en t pas à l ' ensemble (E) , le nombre /n ' e s t pas i n f i n i .
Dans ce cas l ' inégal i té précédente d o n n e

x' — x > a^4-1 ( ï — a y/^-i,

et, le nombre / é t a n t fixe, on voit comme plus h a u t qu ' i l f a u t q u e / "
cro i sse indéf in im en t.

Mais, si x ' appar t ient à l 'ensemble ( E) , le nombre / est i n f i n i . Donc,
dans ce cas, l ' inégal i té se réduit à

x1 —• x > r/^4-1 ( i — a )yr^.

Donc^ — x peut tendre vers zéro sans que k croisse indéfiniment,
mais alors il fau t que h croisse indMîniment.

Remarcfue. — Lorsque a == ;•• ? la série ( 4 ) s 'écrit

et la su i te ( i ) n'est aut re chose que le déve loppement de x écr i t dans
1 a n 1.1 m é ra ti o n 1) i n a i re.

Lorsque ci est quelconque, notre procédé d 'approximat ion des
nombres peut donc être considéré comme uno généra l isa t ion de celui
que donne la numéra t ion b ina i re . A ce po in t i l y aura i t l i eu d 'é tudier
ses propriétés ar i thmét iques . Mais ce n'est pas ce que nous nous pro-
posons ici.

8. La fonction X^(.r}. — Donnons-nous deux nombres a, b, tous
les deux compris entre o et i. Soit x une valeur comprise ent rée et ï ;
à cette va l eu r correspond, relativement au nombre a, une suite ('i).
D'autre part, à cette su i t e (i)correspond, relativement au nombre b, une
valeury.



SUH UNE FONCTION CONTINUE SANS DÉRIVÉE. 207

On voit donc que y est une fonction de x-, c'est cette fonction que
nous désignerons par X^(.z").

Si l'on a
n "^=. oo

.z-=^e^/^(i—ay/",
n = 0

on a
ri =s oo

r^^E^/'^O-^/".
/», = 0

Cette fonct ion est d é f i n i e pour toutes les valeurs de oc comprises
en t re o et i .

9. Premières propriétés de la fonction X^(^). -"- On a

X^(o )=o , X ^ ( ï ) = î ,

X (<^) = b, X,(a'')= /^ (/• entier >o),

X , ^ [a ( ^—«) ] -= : ^ (2—/ / ) .

Plus généralement , si la valeur de oc appart ient à l'ensemble (E) la
valeur dey est le nombre correspondant dans l 'ensemble (F), c'est-à-
dire est formée avec b comme x est formée avec a.

La/onction X^ ( x ) est croissante, — En effet, pour comparer deux
valeurs de x, x el .r', il suff i t de comparer des suites de nombres £ cor-
respondants. Or ces suites sent ies mêrnespourye ty . Donc de x'^> x
i l résulte y '^> y '

10. La fonction X^ Çx) est continue. — En effet, soient une valeur
fixe x et une valeur variable^ tendant vers x. Soienty et y ' les valeurs
correspondantes de X.^(.r). Nous avons vu (n° 7) que, oc1 tendant vers Xy
cela en t ra îne cer ta ines condi t ions sur les nombres^ et A, et que réci-
p roquemen t quand ces cond i t ions sont remplies x ' tend vers x. Or,
les h et les k étant les mêmes poury et y, il en résuite que, si x ' tend
vers x, y tend vers y.
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11. La fonction X^(.r) na pas de dérivée, — Pour le démontrer
é tud ions la variation du rapport y ,'~^y• quand x' tend vers x.

Nous supposerons a <^ b pour fixer les idées.
Soit

ï^^EnaP^iî-a)^..
/ /==o

Supposons d'abord que x ' tende vers x par valeurs supérieures à T.
On a

a?^ ( i — a ) yr-^- [ a^1 -4- ( ï — a )//-"1 ]
< ^— .r; < <^rt-i(i — ffV/Al^-^i — ^.) + ( r — 6')/<"l],

^//,+i ( ï — ^)^+^ [//- 1 -f- ( ï - ̂ )A-1]
<;y/_y< ^A4-^! — ^)^[// -^ ï — ^) + ( î —— ^)^^ |.

Donc

/ ^y/A /1 — // y//, ^ ( ï .̂ , /^ y ' [ // ï ,4.- f ï — / / i } 1 ^ 1 ' 1 '|
\ c?/ ^,^ ï — a ) a fi1 ' ï ( ï — ( ( , ) -4- ( ï — a ) / { }

•r/ ""' •r / ^ \ P L / \ ^ h • 1 . / / / . ^ //'' '1 ( ï —yy^o^"^j^^
^ .r;'—,x' "" W \ ï — ^ / </ ^ / 1 ' 1 1 4-( ( — < / / -} / / 1 "" 1

Les facteurs
/, ( ï « / , ) /<[ / / 14. ( ï _ //)/<-i
Ï7 •̂ .-T -̂̂ ^

^ ^•--sd^ //) + ( ï _ /^-i
^ O^1 -h ( î — (t ) / l l

sont compris entre des l i m i t e s fixes, à savoir

É ( ï — ^)2/t" l ^ ^ [LriA l̂LÎ̂
a ï ~t- ( ï — a ) 1 1 ' i ' f< ( ï — a)11 ^

pour le premier,

// ï — l ) ̂  (\ ̂  î) •) lt ï /; j ._ // 4. ( ï —. // ) / /

a \ -+- ( ï — a}11 { ' ' a ^^^-p-^

pour le second.
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Si donc on s'assure que l 'expression

/ b\p, / i _ /A^
(9) ^a \i—-a,

209

croît i n d é f i n i m e n t ou b ien (end vers zéro- il en sera de même de

y — y
.r'—.r"

Considérons le loga r i thme de cel te expression, à savoir

, //M , / î — ^ \

^'^^(^^^(T^^;-

Posons I O ^ I T - ) qu i est pos i t i f (on a supposé b ' ^ > a ) é^al a A, et

lo^(—~ ) qu i est négat i f é^al a — A'; l 'expression précédente s'écrit

( 1 0 ) A/^.—A/y/ , .

Or la variat ion de cette expression, quand k croit indéfiniment, dé-
pend de la façon dont varient/^ et y^, c'est-à-dire de x.

Si x est tel que l'expression (10 ) tende vers -4-0;, il en est demème
y/ ____ y

de l 'expression ( ( ) ), et par s u i t e -—^— croît i n d é f i n i m e n t .
Si au contraire x est tel que l 'expression (10) tende vers — ce, il en

y/ ___ y

est de même de l'expression (;)), et par suite —^^tend vers zéro.
En dernier l i eu , si x est tel que l'expression ( ro) reste ( inie , i l fau t

des renseignements p l u s précis sur les nombres /^ p o u r étu-
d ie r ̂ ^^

J:' — X

Considérons le cas pa r t i cu l i e r où x appar t ien t à l 'ensemble (E).
C'est le cas étudié dans l 'ar t ic le cité plus haut de V Enseignement
rnuthëmalufue. Dans ce cas, a partir d 'une certaine valeur de A, y^est

•y^ _~ y
constant* Donc l'expression ( 1 0 ) tend vers +'x; donc aussi '•çr—^^
ce qui. est bien le résul ta t trouvé dans l'article susdit*

//////. l'.c. t\orm., ( ; i ) , X X V . — M A I )<)08. 27
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19 Soit maintenant x tendant vers .r par valeurs inférieures. Il
faut subdiviser ce cas en deux, suivant que x appartient à 1 en-
semble (E) ou non. ,

Supposons d'abord qu'il n-y appartienne pas. J appelle alors ̂  le
premier e après £, qui est éffai à r, et ̂  le premier ^ après £, qui est
é-al a zéro ; c-est donc / qui est fixe et non infini, et h qui est variable.égal à zéro ; c es
Ou a

,̂+1 ( » _ a y/rH [ a1"14- ( i — a )/"-1 ]

^ ^ — .T' < ai^ ( i - a )^ [ a1-^ ( i — a ) 4- ( i - </ 'î7' l :1

et /^+i(i.- /^^+^^y 1 -4- (i - by'^}
^ y ̂  y' < ̂ •+-1 ( ï — b )^ [ // - 2 (ï^y -y< ̂ r^(ï - /^[//-^ï — ^) -+- ( ï - ̂ ) /<-" l 1 -

.Donc
[^^\ ( 1 —. ^ •) //<.+ l [^_^^

a?^ ( ï -- a }^. [ a^ ^ ( ï - a} ̂  ( ï — ^ ) "

y _ y' br^ ( i —• ^)^ [ b^ (\—h') 4- ( ï - b ̂  ' )
<"——b<jzr? <>' ^^A.1-»-1 ( ï -." a yi^ [ ^. / l l• l•• ï -i- (. ï — ^ ) / 1

ou
,/,/,,, /, _ fA'n i> , __^±Air-^—1-—
^) (,7 î̂) ^( l-^^( l -a)+(.-«) / '1

y .._ y' / b \ r ^ i - b \ '"- ï // ^(i- h-) 4- ( t - ̂ V'- '
. < Ï̂ TJ' < la; ^T~^^ « «/ -' + ( • -rt ̂  '

de sorte qu'on se trouve encore amené a étudier l'expression

,•//•.,/<„ / i—//v/ i
,a7 V — C T /

et qu'on trouve les mêmes résultats que lorsque se' tend vers .r par
valeurs supérieures.

-13 Mais supposons mai ntenant que x appartienne a l'ensemble (K).
Nous avons montré, dans l'article déjà cité de l'Enseignement mathé-

matique, que dans ce cas ̂  tend vers zéro. C'est ce qu'on peut

retrouver de la façon suivante.
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Soient
ii =-. /

tL'^^£fta/>ll^^î~~ay/fl (E^^
n := ()

et

.^=^£;,r<^(ï-a)<.

On a ara \\ pa r t i rd ' un certain moment

£() = Ê(), £ ,=:£^ . . . „ £/,.,, i "=. £A-- i , £/,,==: 0,

£/,4-1 '== £/, ̂  "== . . . = £/,. /̂,...-. j =: 1 , Ê/,.+A "̂  <1>»

et h croilra ii^lcfinilneîif. On a, (l'aprcs les forîtinles ('7) ^i ( (S) , on il
faut faire / infini,

aPi.^ (i — a } ' { i ' 1 /t < .r -— .v' < rt/^41 (i — ^)^A 17' 1 .

De mémo

/ ^ / , i - î ( i ^ { / y f ^ f i ^ y ^, Y ' < hf'i.^d—/^/r^"1.

DolK"

/ / / ' / ,+ - 1 ( ( — byi^^ y —-y' ^r4 1 ( l — //)^/,-!-A-l
^/,n(t „- ^^^1 //-• i ̂  ^ -̂̂ ~? ^ -̂ ..̂  f1^ 'zr^fj^Tr

OU

^/^-M ( ^ _ ^ y/,, / 1 _ ^ - h ^ y_zL ^.^ILi^lzJ^^ ^—h Y
/̂'̂ +.1^7~Î ^ ^7"I7 ,̂ ) '""•- ~r' -^ x' "^ ""TïT^TT^^^ \ { — a ]

Or/^. et y^. sont fixes, —^— est- plus petit que r ; donc, A croissant

indéfiniment, l 'expression (——^ ) tend vi^rs zéro; il en est donc de
V „.„„„„„ 'V^

même de, "—^•

14. Heaume. — En supposant a <^ b :
y / ____ »,

I. Six appaU.iejilàl\'nsftmhle(ïît), —-^croît indéjimment quand x

temlvers .r par valeurs plus grandes que x, et tend vers zéro quand x'
tend vers w par 'valeurs plus petites.
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II. Si x n'appartient pas à l'ensemble (E) et que son développement

est tel que pour une certaine valeur de k et pour les suivantes^ soit plus

srandquun nombre fixe, >—' ^—^^roît indéfiniment quandx1tend
C? 1 * jflĵ  ^ —— ^

vers x soit par valeurs plus grandes, soit par valeurs plus petites.

III. Si x n'appartient pas à l'ensemble (E) et que son développement

est tel que pour une certaine valeur de k et pour les suivantes^ de vienne et
\' y' _ y

reste plus petit qu'un nombre fixe plus petit que . 7 » --^—tend vers zéro

quand oc' tend vers x soit par valeurs plus grandes, soit par valeurs plus
petites,

IV. Enfin, pour les valeurs de x qui ne sont aucune des précédentes, la

variation de—11^- est plus compliquée et peut dépendre de la façon dontx
,'v —~ yç

tend vers x.

15. Remarque. — Ayant obtenu Je premier résultat relatif aux nom-
bres de l'ensemble (E), on pourrait d'abord soupçonner qu'il estvrai
pourtout nombre x. Maison voitqiul n'en est rien d'après le théorème
général suivant :

THÉORÈME. — // n'existe pas de fonction y de x continue dans un in-

tervalle x^x^ telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, j^- tende

vers -+" ^o quand Ar tend vers -+- o.

En effet, choisissons un nombre N fixe plus grand, (me }J-—Jl etx\ — 'y'Q
considérons rexpression •^—^- La valeur de cette fonction de x est

î)0 —— A/'O

plus petite que N pour x == x^ mais elle croît i n d é f i n i m e n t q u a n d x
tend. vers x^. D'ailleurs dans cet interval le cette f o n c t i o n est con t inue .
Donc on peut trouver une valeur^ comprise entre x^ et.r, et telle que

^i _ ^
.7 .7» _ •EY

. —— ———, 1,T| .

x' — a.
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telle d'ailleurs que pour toute valeur de x plus grande que x ' on ait

(n) y—^<^.^ — ^ ^

Je dis qu'il est impossible que —7 tende vers -+-co. En effet, si cela
était on pourrait trouver un nombre x"^ x ' tel que

r:zzi>N
x " - x ' ^n-

Or, des inégalités
y^-^ y/ y^__ y

———, > N et —7—- == N,.̂  — ,y' ;̂ ' — ^y
on déduit

^ '"" y ^ j\r" ~ 7 " " -̂ > 1 1 »

ce qui, est contradictoire avec la condition (n).

(kmoLiAnuîs. — // n'existe pas de fonction y de x continue dans un

intervalle x^y x^ telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, —^

tende vers -h o quand A.r tend vers -4- o ( {) .
Il n'existe pas de fonction y de x continue dans un intervalle x^, x^

telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, — tende vers sec ou
l\iX!

vers E/o lors ci ue è^x tend vers s^o (s, € , € étant -4- ou — i).

'16. THÉORÈME I/HOMOGHAPÏHE. — Appelons valeurs conjointes de oc deux
valeurs qui se trouvent consécutives, à un certain moment, dans la suite
d'opérations définie au n° 1 .

Par exemple, au début, il n'y a que les valeurs o, ï ; elles sont donc
conjointes. Ensuite on. intercale le nombre a entre o et ï .

Donc o et a sont des valeurs conjointes, ainsi que a et ï. Ensuite
entre o et a ou intercale a2. Donc o et a2 sont les valeurs conjointes

0) Cas particulier du théorème énoncé par M. Lebesgue, Leçons sur l'intégratioft.
(Paris, (xmUhier-VinarSy 1904), p. 7*2, ligne 3.
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ainsi que a2 et a. Entre a et i on intercale a (2 — a). Donc les valeurs a
et 0 ( 2 — 0 ) sont conjointes , a ins i que les valeurs a (2 — a) et ï ; etc.

Ceci posé, s o i e n t p et y deux valeurs conjointes , auxquelles corres-
pondent les valeurs X(//) e t X (y) de la fonct ion X. (Nous écrivons X
au lieu de X^, les indices étant sous-entendus.) A pa r t i r du moment
où p et (j sont apparus tous les deux, la façon d o n t on d iv i se u l t é r i eu re -
ment l 'intervalle?, q est la même que l que soit cet interval le/^ </. C'est-
à-dire que le rapport

X(^) -X( / / )
X.(</)-X(/.) (/-> <.r<//)

dépend un iquemen t de ̂ -^- (et de a et ^ sous-entendus é v i d e m m e n t ,).
Donc soient deux autres valeurs conjointes// , ( ) ' ' ; le théorème que

nous appelons théorème d'homographie consis te en ce que :

L'égalité :̂̂ -f '/•<•'•<'/'
en trcuri e l'ébahie

x ̂ Ir"x (^ ) — ̂ .^z^^.x"V) _Y^ = -x^) - x (/.) '

On a é v i d e i t U t t e n t u n énoncé aussi général en supposant / /==(> ,
q ' ==: T ; le Ihéorème devient alors :

L'égalité

entraîne

^^r^ '——/'•
Plus s i r n p i i i l n e i i l , le ihcort'iirx' consisf.ft dans l ' t^alif,*' '

, ,r - - ï, . __ X ( . r ) — X ( ̂ )
{ ' / — f ' } ~ X ( / / ) - X T ^ ,M,;̂ î̂-̂ r̂ ; (/-<.-<'/>-

Changeons de notat ion, remolacons lr—• î)ar x: l ' i d c r i l i t é précé~> ï: " fi — p l A
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dente devient

( ^ } y^^^ x l^-^-(y^) t y ] -^^) f o^ r ^n -(ro . ) X ( . z ) - x , ( < y ) - X ( / ^ — — — — (o<^<i),

^ variant entre o et i, p 4- (y --/?) avarie entre /^ et y; de sorte que,
connaissant les valeur de la fonction pour les valeurs de la variable
comprises entre p et q, on en déduit les z)(deurs de la fonction pour toutes
les valeurs de x comprises entre o et i.

La relation (12) établi t une relation d'horno^rapliie entre la portion
de la courbe y == X . ( .%' ) comprise entre les droites d'abscisses/^ et y , et
celle comprise entre les droi tes d'abscisses oet i, d'où le nom de tlièo-
rème d'homographie.

17. Primitive de la fonction X(»r). — Considérons Pintégrale

f X(.r; )</..•;
v o

d'après la relat ion (12) elle peut s'écrire

r^iL±(^^
J, X( . / ) -X( / ; )

c'est-à-dire en faisant le changement de variable
p ^ . ̂ ^ . p ' ) ^ ^ y ^

et écr ivante à la place de y

r\ , , , ï / ^ X ^ Q — X ^ ) ,/ X- (.r dx --r- ——— / ———-——,——- dx
Jo r / — p j ^ X (//)- \ { p )

OU

( ï 3 ) ( X(.r) (U ̂  {q -p) [X ( q ) - X (/.):) f X(.r) ̂  + ( q - p ) X (p).
J p Jo

Faisons dans cette relation, p == o, c/ == a; il vient

/trt /*î

(i4) ^ X (x}fl^^ab j ~\{^;'}ch\
Jt\ « /o
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Ensuite faisons p == a, y = i ; il vient

( 1 5 ) f X ( ^ ) ^ = ( i — a ) ( i — ^ ) f X (^ ) ^4 - ( i—a) ^.
Ja < / 0

Ajoutons les relations (i:/i) et ( i3) ; i l vient

/ X {x) dx ==. (ï — a — b 4- 2 a/^) ^ X. (^) ite -4- ( i —- a) Z/,
»7o ^o

d'où

^^(^^^Jl-^,
J ' / a-^b—^ab

et alors la relation (i3) donne

f'X (.zQ dx = (7 -/.) [X (y ) - X (/.)] ̂ ——^^ ̂  (^7 -P) ̂  (F)>
^

ou encore

( 1 6 ) f\{^dx^ —^—4—(ï - b) a X(^)+(f^X(^):|.
/ ••(% "")— (../ —— Jfi (j[i (}^ p

On obt ient donc u n e expression de l ' in tégrale de \ ( x ) d x prise
entre deux valeurs conjointes, qu'on peut ca lculer sous forme f in i e ,
puisqu'il, en est a ins i de X(/^) et X ( / / ) .

Quant au calcul n u m é r i q u e de l ' intégrale Ï X (^r) éprise entre deux
valeurs quelconques, x^, x, i l est fac i le . En e f Ï e t , si x^, x appar t i ennen t
à Fensemble (E), il est évident qu'on peu t t rouver des nombres x^
x.,, . . . , < r ^ _ i tels que deux termes consécutifs quelconques de la
suite x^oc^ ^^ ..,^^.1 x soient conjoints . Or

/,.r /-».ri /».^ /..<•

\ X ( x ) dx •=: X ( x ) d.t' + ^ X ( ̂  ) dx + ... + ^ X ( x ) dx.
*/r,, J.v, J.r, </r,,.,.i

/•».^

On peut donc calculer \ ' ^ { x ) d x .
^ .t'
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Si les l imites x ^ y x, n 'appart iennent pas toutes les deux h l'en-
semble (E) on peut trouver des nombres de cet ensemble qui en ap-
prochent d'autant qu'on voudra; on aura donc u n e valeur aussi
approchée qu'on voudra de l ' intégrale.

18. Les fonct ions X^ cont iennent deux paramètres. Nous allons
montrer que l 'étude générale de ces fonc t ions se ramène a celle d 'une
d'entre elles qui ne cont ient p lus q u ' u n paramètre.

On a en effet la relation

En particulier
X'[X;;(^)]=X^(.r).

Xî[x|(^)] =Xî;(^).

Donc l'étude de la fonction X^(,v) se ramène à colle des doux fonc-i
f ions particulières X^ et X;;.

D'autre part la fonc t ion X^ est la fonction inverse de la fonction X^.
Donc en résumé l'étude des fonct ions X^ se ramène a celle de la fonc-
tion X^' ( x ) qui ne dépend plus que d'un seul paramètre a. De plus on
peut supposer a ^> .1, a cause de la r e l a t i o n X^ ( x ) == i — X1 ," ^(i — a:).

Pour abréger nous désignerons X^ (a.') par X^^) e tméme parX (00).
L'ensemble (E) est l ' en semble des nombres ra t ionne l s p lus petits

que T , dont l e d é r K H n i n a t c u r est u n e puissance de 2, c'est-à-dire l 'en-
semble des nombres de la forme

K
2^

( p e n t. i e r > o, K e \ 1 1 i tk r i i n p a i r >• o c t, << 9- /' ).

Deux valeurs conjointes sont de la forme

K K, i^ et ^ 4" ^•

I! est facile d'avoir la valeur de X"(^); il suffit d'écrire le nombre x

dans la numération binaire, cela donne une suite de chiffres o et i, (fuon
'porte dans la formule (4). En particulier, si x est de la forme —? la
suite de chilîres est limitée.

Ann. î'.c. Norm., (.1), X X V . — MAI 1908. ît8
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La relation (16) devient
K 1

/. y "+" ï? r / j. . \ / K \ "I

^ ^
dx

=^\
a

^
+

^)^
{ï

-
a)

^)[

21'

et l'on peut calculer le second membre.

19. On en conclut comme au n° 17 qu'on peut calculer la valeur de
la fonct ion

W"^)^: F X^(.r)^r,
Jo

pour toute valeur r a t ionne l l e de x, dont le d é n o m i n a t e u r est une puis-
sance de 2.

Par exemple,

W ^ 7 ^ = f X^'r)^
\ ! -)/ ». o

1 1 1 1 4- î 1
04" •::: .',. '"*'" 'u î7" K "<" .̂ "= f x^^)^4- r x^^)^"^ r x^-r)^

^o 'y i ^ i 1/y ^ i ^ i
0+^

— I a x ( ^ } 4 - ( i - ^ } X ( o )
16 ( \ ï 6 1

-EK^-s)-^-"'^)]

^if.^fc^g^^-1-^-0"'^^-») -
Or, dans la numération b ina i re , ^s 'écr i t 0,0001, •̂  4" gS'e-

crito,ooi ï , — + 5 •Jr 7 ^'écrifc 0,01 ï ï .
10 0 L\

Donc
X-^J=aS

^(l'e-1-!)'"1^"30-^'
X a f — +'-+- ' )== «2 ̂ -«'(i — a ) 4 - « ' ( i — ay.

\ib 8 4/
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Donc

w\^)^w6a^^a'^a!^ï^a^(lwa)a^

4" j [a^d'^ï—a) +a;i(ï — aY•J^(l•—a)as•^ a^i — a ) 2 ^

a3 (5 rr-" 1 8 0 4 - ^o)
1 6

20. Revenons à la fonction générale X^Cr); elle n'a été définie que
pour les valeurs de x comprises entre o et r ; on peut étendre la défi-
nition de là façon suivante. Appliquons la relation ( 1 2 } dans laquelle
nous supposerons^ = o, (/ = (/' (r entier ^> o); nous obtenons

.. / . X f a ^ r )K(,,.)=—^_ (o<.r<i).

Supprimons la restriclion o<^^<^i, Pégal ilé

x,,,-̂

définit la fonction X(^) [)our toute valeur de.r. En (dÏet, quelli1 que
soit cet te valeur de ;r, on \}wl ciloisirl 'eutier positif/ ' de taçon quea^x",
soit compris entre o et s . Il v a même une infinité de valeurs de x
sat isfa isant a cette condilion, elles fournissent tontes la même valeur
de X ( x ) .

La fonction ainsi définie est calculable sous forme finie, pour tontes
les valeurs d'un ensemble formé par les éléments de(E), multipliés
par les puissances de a.


