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LES SOUS-GROUPES

DES

GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS;

Par M. E. CARTAN.

Ce Mémoire peut étre considéré comme une suite au Mémorre pro-
cédemment paru en deux Parties dans ces mémes Annales (*), ol est
exposce une théorie de la structure des groupes continus de transfor-
mations s’appliquant aussi bien aux groupes infinis qu’aux groupes
finis. Dans la théorie classique de S. Lie, la structure d’an groupe fini
est definie par ce qu'il appelle les constantes de structure, et ces con-
stantes s’introduisent lorsqu’on compose entre elles les transforma-
tions infinitésimales du groupe; ¢’estdone la notion de transformation
infinitésimale qui est & la base de cette théorie classique de la struc-
ture; mais en restant & ce point de vue cette theorie devait se borner
aux groupes linis et il a ¢(¢ impossible de 'étendre aux groupes in-
finis. Au contraire, dans la théorie que j’ai proposée, on prend pour
point de départ les dquations de définition des équations finies du
groupe et ce sont ces équations de définition qui donnent naissance a
des constantes que jappelle les constantes de structure du groupe; ces

(1) B. Cawran, Sur la structure des groupes infinis de transformations ( Annales de
, I ¢ |

UEcole Normale, 3¢ série, t. XXI, 1gof, p. 133-156; 3¢ série, t. XXII, 1905, p. 219~

308).
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58 B. CARTAN.

constantes coincident avee celles de 8. Lie dans le eas particulier ot le
groupe est fini, mais elles existent toujours, que le groupe soit fini ou
infini.

On sait comment Vintroduction de la notion de structare a permis a
S. Lie de ramener i des opérations purement algébrigues e problime
de la détermination et de la classification des sous-groupes 'un groupe
donné, du moins tant qu’on se bhorne i chercher les transformations
infinitésimales des sous-groupes, connaissant les transformations
infinitésimales du groupe, ou encore tant quon se borne i rechercher
les structures des sous-groupes, connaissant la strueture du groupe.

Dans le présent Mémoire, il est montré comment la nouvelle notion
de structure permet de ramener i des opérations purement algebriques
la détermination des systémes différenticls dont dépend Pétublisse-
ment des ¢quations de définition des sous-groupes d’un groupe donne,
lorsqu’on connait les équations de définition de e groupes siole
groupe n’est donné que par sa stracture, ces mémes opérations pure-
mentalgehriques permettent de déterminer ot de elasser les structures
de ses dilférents sous-groupes; elles donnent immédinfement anssi,
pour chacun des sous-groupes, la stracture du plus grand sous-
groupe dans lequel il est invariant.

La méthode développée dans ce Mémoire raméne L rechierche des
sous-groupes d'un groupe donné i Ia résolution d'un problime parti-
culier d’¢quivalence vis-i-vis du groupe donné de certains systimes
d’équations auxdifferentielles totales complétement intégrables, Aussi
ai-je, dans un premier Chapitre, exposé la solution du problime gi-
néral de 'équivalence des systémes différentiels, sous la forme la plus
commode pour les applications que javais en vue, La solution génd-
rale du probléme avait deji 66 donnée par les travaux de S, Lie et
tous ceux qu'ils ont inspires; ce n’est done quela forme de Ta solution
donnée ici qui est neuves je signalerai cependant un point important
et qui est nouveau, ¢’est le suivant : Lorsque deux systémes différen-
tiels sont équivalents vis-a-vis d'un certain groupe, Pensemble des
transformations du groupe qui permet de passer du premier systéme
au second s’obtient en effectuant ’abord une transformation particu-
litre jouissant de cette proprieté et ensuite la transformation la plus
générale d'un certain sous-groupe du groupe donné, celui qui laisse
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invariant le second systeme dilférentiel. Cest la structure de ce sous-
groupe qui est mise en évidence dans lasolution donnée du probléme
et par suite, jusqu’d un certain point, la rnature des intégrations a faire
pour transformer le premicr systéme dans le second.

Le Chapitre II expose la méthode générale de recherche des sous-
groupes d’un groupe donné; cette méthode est appliquée d’abord aux
groupes finis, puis au groupe infini des représentations conformes du
plan; les différents types de groupes conformes sont indiqués et, ponr
chacun d’eux, le plus grand groupe conforme dans lequel il est inva-
riant.

Dans les deux Chapitres 11T et IV, la méthode est appliquée a la
détermination des différents types de groupes continus, i deux va-
riables, considérés comme sous-groupes du groupe général i deux
variables. A coté de chaque groupe obtenu est indiqué le plus grand
groupe dans lequel il est invariant. Cela scul est nouveau comme
résullat, S. Lie ayant dé¢j déterminé tous les groupes finis (') el in-
finis (*) & deux variables. Le but des Chapitres HI et 1V est done plutot
d’illustrer la méthode que de donner des résultats nouveaux. On remar-
quera que la détermination des groupes finis et celle des groupes
infinis se font concurremment, par un procédé uniforme. On pourra
remarquer aussi que la détermination des sous-groupes n’exige plus
que des opérations rationnelles une fois qu’on a déterminé les sous-
groupes que jappelle de degré 1; quant & ceux-la leur détermination
revient essenticllement & celle des sous-groupes du groupe lincéaire
homogene & deux variables.

La détermination des groupes finis et infinis de espace ne présen-
terait d’ailleurs, en ce moment, d’autres difficultés que celles résultant
de la longucur méme de leur ¢cnumération. Kn se bornant, en effet,
aux groupes wnfins transitifs, il existe 137 types de groupes de degré
qui se déterminent facilement puisqu’on connaittous les sous-groupes
du groupe linéaire et homogéne a trois variables. Chacun de ces
137

groupes donne naissance a d’autres groupes de degré supéricur

(V) Nouv. Arch., L. 1, 1878, p. 1255 Nouv. dreh., \. X, 1885, p. 74 Math. Ann.,
t. XVI, 1888, p. {55,
(2) Leips. dbh., L. XX, 1895, p. 51
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a 13 un d’eux, par exemple, donne naissanee jusqua o8 groupes
différents. D’ailleurs énumération complete ne semble pas devoir
présenter un grand interet, elle ne fournivait aveun groupe simple
transitif nouveau; mais peut-¢tre y aurait-il lieu d'¢tudier, parmi les
groupes inlransitifs, ceux que j'ai appelés improprement simples et qui
semblent rendre dificile le probléme siimportantde Ta réduetion d'un
groupe i une série normale de sous-groupes ().

CHAPITRE 1.

LE PROBLEME GENERAL DE L'EQUIVALENCE.

P

1. Considérons deux systémes de 2 expressions aux différentielles
totales lincairement indépendantes i 2 vaviables @ Punaux 7 variables

Ly Ly oeey Xy,

oyt ey bty ey b ety ey,
(1) iy gy gty ey b gy ey,

I I I B R R S R ] e sy

M =2 gy ({""l bty f/"'! ety ’l"'//;

Pautre aux n variables X, X,, ..., X,,

(2) o=z Ay dX b= Ay d Xy 4o oo Ay d Xy,

R I I I D A A I AN

S Qp= Ay dX 4= Ay dXy b Ay, dXy,

\ Q)= Aui dX g4 Ay dXg 4o ApudXus

les a, désignant des fonctions données des a2 ot les A, des fonetions
données des X. Le probléme que nous allons résoudre est celui de
reconnatire sc Lon. peut trouver pour les X des fonctions indépendantes

(V) Poir K. CARTAN, Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ série, t. XXII, 1GOS, pa 284285,

Cf. la Note, parue postéricurement a la rédaction de ee Mémoire, dans les Compies
rendus de U Académie des Sciences de Paris, 1. CXLIYV, o1 mai 1907, sous le titre : Les
groupes de transformations continus, infinis, simples.
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des x de maniere que Q,, Q,, ..., Q, se rédutsent respectivement a ,,
Wy vrny W

La solution qui va étre exposce est basce sur la considération des
covariants bilinéaires (). Si nous calculons les n covariants de o,
Wy, - ..y w, NOUs pouvons les mettre sous la forme

LRI

2
N :
(3) ‘ 0y = 2‘ Cipes @i (s==1,2,...,n),
@h

et de méme les covariants Q' sont de la forme

1,2, ...,n

(4) Q= E Cips 2,82 (s=1,2,...,n).

(éky

Si un changement de variables transforme les o, dans les Q,, il
transformera ¢galement les ) dans les Q) et, par suite, on aurs

( 5 ) Ct'/r.s‘ = Cilse

. n%(n—iu oy + . . .
Supposons que, parmi les ——(—————) coefficients ¢y, il y en ait rin-
dépendants, les autres étant des fonctions de ceux-la.

Désignons-les par vy, ¥., ..., ¥». Nous pouvons mettre les difléren-

tielles dy; sous la forme suivante :

s d,)'l =Ny o Nams— oo iy o,

(6) Ayy == hy oy - fag == o = Sy 0y,

’ Ay = Ty o= Iy . oo~ Dy o)y

Supposons que parmi les coefficients 4 il y enaitr, — rindépendants
entre cux et indépendants des y, soient ¥\, ¥, 0,y ..., ¥, . Nous calcu-
lerons leurs différentielles =

s Ay == Ty g O = S a e Sy,

(7) e e e et e, ,

(1) Poir B. CArTAN, Annales de I'Ecole Normale, 3° série, t. XX, 1904, p. 154-156.
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Si, parmi les nouveaux coefficients fo iby enaor, ooryindépendants
entre eux ct indépendants des v, sotent ¥, . v, 0 -0y, nous cal-
culerons leurs différenticlles et ainsi de suite jusqu’a ce que nous
n’arrivions plus & des fonctions indépendantes nouvelles.

Nous aurons, en définitive, obtenu ainsi un certain nombre p n de
fonctions indépendantes de @, soienty, Yo, -0y ¥y jouissantdes deux
propriétés suivantes :

1° Les coefficients ¢y, des formules (3) sont des fonetions des y;
20 Les coefficients des différentielles oy exprimées linéairement an
moyen de o, ,, ..., , sont également des fonetions des y.

2. Cela élant, si la transformation du systéme (1) dans Te systéme ()
est possible, i fuudra que les mémes opérations effectuces sur le sys-
téme (2) donnent neissance aw meéme nombre: p o Jonctions Y, que de
plus les cocfficients Gy, des formules (1) o es coefficients W, des Q duns
le développement des dX ; soient les mémes fonctions des X que les quantites
correspondantes e, ol by étaient fonctions des y.

Celte condition néeessaire ost aussi sulfisante ef nous allons voir
que la transformation la plus générale qui permet de passerda sys-
ttme (1) au systeme (2) depend de e peonstantes arbitreaires,

En effet supposons, pour fixer les idées, que les p diffeventiclles oy
soientlincairement indépendantes par rapportia oy, vy, ..., o, of Carte
sidérons le systime

Y, e Oy

\’ ‘)'t! £

TR .y

(8) YI’ - j) 7 (EN
] /,

LRV RS Dy oy

..... ' . o

1 .‘.3,, RV DR

Il résulte de Phypothése qui vient d’etre faite (que ee sysléme en-
traine )

Su!, Ty,
...... e
S.’-,, ’-1/,
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et qu'il suffit parsuite de P'intégrer pour avoir lasolution la plus géné-
rale du probleme.

Or, si T'on tient compte de Pégalité des Y et des y, les covariants
bilin¢aires des premiers membres Q, , — o, ., ..., Q, — o, des ¢qua-
tions de ce systéme sont nuls en tenant compte de (8).

Ce systéme est donc complétement z'n,(({,q/-a/)le et sa solution géncrale de-
pend de n — p constantes arbitraires.

Si 'on a une transformation particulicre, faisant passer du sys-
teme (1) au systeme (2, la transformation la plus générale s’obtient
en effectuantsur les v la (ransformation Ta plus générale laissan( inva-
riantes les expressions o, 0, ..., w,. Gelte transformation engendre
un groupe i n— p parametres dont la structure est définie par les for-
mules (3), avec les invariants y,, v, ..., v, ('). Cette structure,
@apres un théoréme démontre ailleurs (*), est encore définie par les

CONSLUNLES Cppi s (By fo 8 =0, 2, ooy o — p) ot [on donne aux x

des valeurs numériques arbitraires.

3. 1l se peut qu’on cherche P'équivalence des deux systemes (1)
et (2) en ajoutant la restriction qu'un certain nombre 2 de fonctions
indépendantes données z,, 7., ..., 5, des x se transforment dans le
méme nombre £ de fonctions ¢galement donnces Z,, ..., Z, des X.
Rien n’est change i la solution, sauf que les fonctions données des x
doivent étre traitées comme les fonctions y dont il est question dans la
solution générales; on prendra pour y,, y., -.., ¥, les hfonctions z et
r — h coefficients ¢y, indépendants entre eux et indépendants des z,
en supposant que tous les antres s’expriment au moyen des z et de
ces r - A coefficients c.

4. Proposons-nous maintenant le probleme général suivant :

Litant donnes d’une part un systéme de n expressions aux differen-
tielles totales linéairement indépendantes o, 0,, ..., 0, €0 T, Xy, ...,

a

i. CARTAN, Annales de U Ecole Normale, 3¢ série, t. XXI, 1904, p. 186.

1 4
i. CARTAN, loc. cit., p. 201.

(*)
(*)

—
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X, et m fonctions (ndépendantes v, ..., v, des n variables @y d autre
part, un systéme de n expressions aur différenticlles totales linéairement
indépendantes Q, Qu, ..., Q, en X, Xy ooy Ny el fonctions tnde-
pendantes Y, ..., Y,, de ces novariables X reconnaitre §il existe un
changement de variables transformant respectivement les fonctions
Yir o oes Yu dans les fonctions X, ..., Y, tel de plus que, par ce chan-
gement de variables, Q,, Q., ..., Q, s¢ déduisent de o, o, ... 0, par
une substitution linéaire appartenant & un groupe lincaire donné a r pa-
ramétres ', les coefficients des cquations finics de co groupe pouvant
dépendredey,, ¥o, -y Y-

Iin définitive, on doit avoir des relations de la forme

2yt (), )ty b Gy () )yt s ot Ly (Y5 1) 0y

.......... I
,SZ,,r':‘:x,,,(')', )ty b S (15 1)ty e oo Ly (10 ) 00

-

s Szl TRy (y' w)my-t oy (.ys UPIOTE SN A ("‘1 )y,

(9)

les o étant des fonctions données de v, vy, o0, v, etde rquantités
Uyy Wyy « oy 4, qui, pour chaque changement de variables répondant
ala question, seront certaines fonetions de e, ey, oo, de plus, ees
fonetions o sont telles que, si lon regarde les weomme des parametres
et les v comme des constantes, les formules (o) définissent le groupe
linéaire I' (aux n variables @, o,, ..., »,).

On peut formuler le probleme d'une autre manicre. Regardons les «
comme r variables auxiliaives nouvelles, et posons
(10) P gy (s W)y = sy (Y5 )ty b oo ey (¥ 1) (8 20, 9%, waay 1)

Posons de méme

(r1y Q== oy (Y, U)o (Y, U )2, oo 0 (Y, N2, (s 1,2, s, "

Le probleme primitif peut étre remplace par le probléme suivant :
netermuner pour X, Xy, ooy X5 Uy, oos, Uy wn systéme de i+ rofone-
Uons indépendantes de wy, vy, ..., x,; wy, ..., telles que les fone-
tons Y degicnnent égales awx fonctions y correspondantes ot 1elles que les

expressions L degiennent égales aux CAPressions w correspondantes.
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Cela ¢tant, nous sormmes ramenéds a Uétude des invarcants du systéme
Jormé par les m fonctions y et les n expressions o.

5. Formons les (Ilﬂf‘u‘n(l(‘“(‘s dyy, dy,, ..., dy,, et exprimons-les

au moyen de 01y Wy onny Wy, SOIL
(w,) [ veens e e et ceuiy

Les coefficients &;;, fonctions des @ et des w, sont des covariants du
systeme considéré,

Imaginons qu'on effectue sur les o une substitution du groupe T';
les A, subiront entre cux une substitution linéaire engendrant un
groupe " (dualistique du groupe I'). Cela veul dire qu(t', si 'on dé-
signe par 2} lafonction de x,, @y, .., 2, 2 laquelle se réduit 2 lors-
qu'on donne aux « les valeurs correspondant ala transformation iden-
tique de I‘ les Ay se déduisent des A7 par les transformations du
groupe I, Les deux systémes de valeurs e ¢ el sont homologues par
apport au groupe IV, Cela éfant, nous pouvons trouver une transfor-
mation particuliere de 1Y telle que le systéme 27 devienne un systéme
particalier homologue; par exemple, si parmi les £, considérés comme
fonctions des «, il en existe r— 7 indépendants, on peut donner
a ces e fonetions indépendantes des valeurs nurmér lqu(:s Jixes, les
autres deviendront des fonetions des @ qui pourront s’exprimer au
moyen de y,, ..., v, et dem’ - m Pentre elles, que nous désignerons
DAL Yomgers =« or Voo Gos - m fonetions nouvelles sont des ingardants
du systime.

En somme, nous sommes arrivés a trouver comme éléments inva-
riants les entiers 7 et m’ et les fonctions par lesquelles les coeffi-
cients Ay s"expriment au moyen de v, ..., Y une fois que r—7r
dentre ecux ont oté réduits a des valeurs numériques fixes.

Cela étant, on peut toujours s'astreindre a chousir les expressions ©
dune part, les capressions L dautre part, de manicre que les r — '
cocfficients oy considirés prennent les valewrs numériques fizes données
al'avance (cela revient a remplacer au besoin les expressions o par

A, oo Norm,, (3, XXV, oo Fovrien oK. 9
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d'autres qui s’en déduisent par une substitution linéaire particuliére
du groupe T, ce qui ne change rien aux conditions du probleme).
Cela étant, la trans formation lincaire la plus gencrale e 1 gui permet
de passer des o aux Q correspond  la transformation la plus gencrale
du groupe U laissant invariant le systéme f7,. Cette transformation en-
gendre manifestement un sous-groupe i 77 parametres de 1" Les /4y,
étant en somme des fonetions de oy, oo, v, e, oo, 1 Cpuisqulils se
déduisent des A7 par la transformation générale du groupe I ), ce sos-
groupe est défini par 7 — " relations entre wy, wy, oot Voo ooy Vo
Nous sommes donc ramends au probléme prinati [, sauf que nous avons

maintenant m' ” m _fonctions y cl, au licw du groupe UV, un de ses sous-
groupes « r' paramétres, les coe[ficients des cquations finies de co sous-

groupe pouvant dependre de vy, vy, oo, Y

Nous raisonnerons sur ce nouvean probleme comme sur Pancien
jusqua ce quancun des entiers 2 et 2 one subisse de moditieation,
Gela revient i supposer en somme que les coefficients b, dans les for-
mudes (12) ne dépendent que de v, v, ..., V. mals aveanement de o,
Uyy oony Uy,

6. Cette premicre reduction du probleme ¢tant obtenue, formons
les covariants bilinéaires des expressions .. Les formules (10)
donnent

“ R , ' .
(13) oy == Oy () t0) o'y A Sy (s 00yl by, (g 1) ),
2 s, \
-4 -7.-‘? O b o ,,,”)
)y )y,
0%, ) e

I e T e R TP
duy ? duy "

Orles covariants o) s’expriment linéairement an moyen des d, e’ est-

a-dire encore au moyen des o, ou enfin au moyen des w: il en est de
méme des dy;. De plus, soit

Looaurt.,n
Q ~ Z
S Y e
Ju,
4 i
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la transformation infinitésimale la plus générale de T', les by, étant des
fonctions de yy, ¥y, - oy Y- Ona, comme on sait,

()m\ . ()oz”

()
) m = ¥ App(t) bins ;.
Jup ~ duy I P 2& ke (1) ’“m‘

Par suite, le covariant », peut se mettre sous la forme

oy == Z Girs 007 0 f— 2 b‘P*("l> A ity

(¢A)

ou encore sous la forme

—_— . - - —
(14) o'y ::Z Wi i O }Z bigs i ($== 1,2, ..., 1),

{ik) ip

les @y, deésignant certaines fonctions des @ et des «, les o, désignant
rexpressions dillérenticlles aux variables @ et «, linéairement indé-
pendantes par rapport i du,, du,, ..., du,.

Supposons qu'un changement de variables donnant pour les X des
fonctions des @ ¢t pour les U des fonctions des @ el des «, choisies
comme plus haut, transforme les o, en Q. On aura des formules

o\
o :Z Ars 2080 -}_z bigs 21y,

(k)
dou lon tire

R — e ~ e
z (Af/rti"“ Uifes) Wi Dp ‘{'“2‘ /)lp.s‘"’i( ”.’/"_ 777‘,-1) =0 (81,9, .. ).
Ces noégalites ne sont possibles que si Pon a des formules de la

forme

Moy
(1h) ll(,:'~t~: Wy O O g e . i Con M (o=, 9y 000, 1),
ey 1

(l(' A -~ ! ! ’ / f
’) Ajfw = Uffey - ( Ykps § [T Yips Sk )s
¢

ot les ¢ désignent certaines fonctions convenablement choisies
des @ et des w.



68 F. CARTAN.

Posons alors

Lo, r
(17) e O
Wppes= Qg e Z ({}/i’,’m‘ "Pl’ml/'f“" "(1/» ),
~ v

ou les ¢y désignent maintenant des variables auxiliaires nouvelles.
Etant donné un changement de variable queleonque des 2 dans
les X, on pourra déterminer ar quantités Vo telles qu’on ait

[ —

T gy ”{, m‘,,, A//,S Tl fa

Nous sommes done ramenés & ¢tudier les invariants du systeme des

expressions o, ¢t @,, des fonctions v, et des coeflicients a,,.

7. Nous allons, en ce qui concerne ces derniers coeflicients, opérer
une réduction du probleme analogue i celle qui a été faite preedé-
demment (n° 5 ). Ellectuons sur les oo une transformation infinitési-
male du groupe I'; soit

- o %y
. g == 2 Ne, Dot
A
p i

Les formules

f] Y e s -l W i
Gy, Upgs D 0f A= z l»,[,,m,mp

nous donneront

L —

~ el 2 ] R . e b
O g 03 fp 4= ai,,,(m.», -t by f)fn/,.) —}‘-Z /11{,.;( 0 (T, = 1 06Ty, ),
s ¢ ¥

o
A

O.r on (ljfz‘rrn()rnt,rc facilenmnt que aceroissement de o) est égal au cova-
riant bilinéaire de o, :

g -l . oy . -y -
ang == ¥ de, Digatmi+ (US| Co bt
2 2 Z 4

I Ao e 4 e ‘ : ! AV o
En égalant les deux valeurs trouyées pour 8o of remplacant les o),
4 . ’
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Sw;, ... par leurs valeurs, on obtient

—_— — = PR
(18) Z b)~PS"')7~ (OEP -+ de.’l) -+ 2 GPZ( b)-pibia’s — byos llz‘px) .0
e g.ho i

=N —— I —
+Z aalus +Eep [Z(az’p.s b).pi"r’ Tis by,pz'— Ot bl‘p.\')

MY i
Z s 0byps l)—“‘"
. NG Ly 1), 00y, == O
% ( dyr T Ty, l“). oo

Or, si I'on introduit les constantes c,s. de la structure du groupe T,
on a

-
2 ( b).pi bigs— Uy bips) 1:2‘ Cpot Oyxs
i T
et la premicre ligne de 'équation (18) se réduit &

E brpsom, <0mr, -+ de, ——-2‘ erCorg MW> .

On déduit de 1a les formules suivantes, ol les e,; sont 2r nouvelles
arbitraires :

/

& o“z;T{J = —de, ——Zeq Corp ™t +Zep, R
{

G,
/ 6“7,[)..& --Eep[\ (a/vublps_‘a)ullppt+ (‘[us/)lp1>
¢

N ()l)[}ps b, os
3( Toe b= /z,,, l-i—-Z(bw,‘ o — rpsCap)-

Les dernicres formules trouvées montrent que les coefficients g,
sont soumis & un groupe I'y & r(n —+1) paramétres (dont les coeffi-
cients peuvent dépendre des y). Les quantités w, et ¢; sont les para-
métres des équations finies de ce groupe. Autrement dit, si lon désigne
par al ce que devient ay, pour des valeurs particulibres des u et
des v, les expressions générales ag, se deduisent des af, par la (rans-
formation la plus générale da groupe T

On déduit de Ta que si parmi les ag, ll y en alindépendants, consi-
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dérés comme fonetions des « et des ¢, on pourra supposer choisies
les  de manicre que ces £ coefficients aient des valeurs numériques
fixes données i Uavances les autres seront alors des fonetions des «
invariantes s'exprimant au moyen de yy, vu, .o v et dem’ m dentre
elles, SOl Yors - -y Yurr De plus, le groupe V', sera réduit @ celut de ses
sous-groupes qui conserve aux L cocfficients Uy consideres les valeurs
numériques fixes données.

Deux cas peuvent alors se présenter. I' ¢tant isomorphe hémie-
drique de Ty, il se peut que Ia réduction de ') ne réduise pas I, et il
se peut aussi que la réduction de I'y réduise I'. Dans ee second cas, on
pourra, des relations entre les «, les ¢ e les y qui deéfinissent le sous-
groupe de Iy, déduire des relations entre les w seulement et les ys ce
sont ces relations qui définiront Te sous-groupe de I auguel on st
amend siom' est supéricur & oy laeonsidération des invariants
Yowrrs oy Vo' POUTTA aussi réduaire Te groupe I

On voit ainsi ique de proche en proche on se raménera au eas oin fous
les coe //1/0/1/& Uiy SONL des /0/11 ‘trons de Vs Vos oo s Vo sewulement, mrs
ne (/(,/;/'m/('n/ nt des w, ni des vl st neral, Tos nraquantites e, ne seront
pas arhitraives; nr vy par exemple d'entre elles Sexprimeront auy
moyen des v, des « eb des 7, orestantes. Le nouveat groupe I'ysera un
groupe i 7 opory paramétres. Les expressions o, an nombre de 7, ne
d("p('mlmnt qm' desa, desw et des 7y paramitees ¢ restants, Les nr 7,
relations linéaires entre les ¢y el les Coi S "obtiendront en t*\pxuu.mi e
les ¢ oa-,w sont nuls, ¢ <-:~t.~-.i-dnu

- \ - N s —
Z(()U.O.s‘("p) - 1”/w(”fp.)"’f‘z(’pz(“}p,il’ip,x' s I’[L;:i by /’/ i)

()/1 “ l)//
1 N 5 I’/T .
- Z Z (..(75,,; By (y /,M,) 0 (Fy P8 20,9 u i),

. .
Ges relations permettront par exemple exprimer linéairement
les ¢, au moyen des ¢ et de ryonouvelles arbitraives &,

ceny &, los
ry
coefficients étant des fonetions des y, soit

1er 10007
~ “
9 o, 2 el 2 e . )
(_.0) f{,[ au;'?(;q' t {J”{,CL (¢ l,»’-,...,/l:’.’) Ty Py o uuy i h
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8. Supposons que, pour les deux systémes d’expressions aux diffe-
rentielles totales donnés, on arrive ainst au méme nombre 7 d'inva-
riants, ¥, Yas -« o5 Yo pour le premier, Y, Yy, o0, Y, pour le second;
que les coefficients Az soient pour les deux systemes les mémes fone-
tions de leurs arguments; de méme pour les coelficients dirs- Cherchons
si les deux systemes sont équivalents, ¢’est-a-dire si 'on peat trouver
pour les X et les U des fonctions des 2 et des w transformant les v dans
les Y et les o dans les Q. Pour cela imaginons que le deéterminant

Ny gy o ey
g,y iy R

/l‘llll /"m‘.! e /lmm

ne soit pas nul, et considérons le systéme ’équations suivant:

(21)

o

L, — m,==o0.
Sil'on trouve pour les X et les U des fonctions des a et des w satis-

faisant & ces équations, elles satisferont également, d’apres les hypo-
theses faites, aux équations

(22) (vennenen ey

m () 75 O

Or, si Pon tient comple de Pégalité des Y el des y, les covariants
bilinéaires des premiers membres des ¢quations i intégrer,
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deviennent
- e
z l)i,p,m»H (1)1< “P - wP)’

iL“p
. e —
N bion ol —wp).
i,p

Appliquons la théorie des systemes en involution (*). Désignons
(o~ =1 RN e "

DAL Lyy Loy oo L3 By one Loy 0077, oo 6, nosystemes .(lt. nva
riables arbitraires et considérons la matrice & n(n — m) lignes et

r colonnes

= o ~ '
2‘ bl,i,m»rl 17 2‘ {)I,Z,HH 18 e 2‘ bl,r.m») 1 &

[ T I R R

Q O ~
b, 1, b 2‘ l’i,'[,u ¥ . }-d b{,r,u L

LR

:ﬂ , 2‘1 p N /
[/l,i,umﬂl li /}I'.,'.!,m—l 16 e ld l’r.!',m i1 /l

j ’ .‘ 1 " t
[)1,1,/1, 7 2 [’l,z.n L e 2 [ /’i.r'.n ¢

\l " Y o .l "
Z [’l,i.m«m L 2 {’i,z,m piby ‘e 2 ; [)1./"//1 v

DRI I A R R I R P I I R I A DR R I R A PR

- ( Wl 1) - T
z b"’h“ Ll" v Z [)1~2v“ ['[’ ! e Z bl»"v/l l,"

Désignons par o, le degré du déterminant principal de la matrice
obtenue en prenant les n — m premicres lignes, par o, + o, le degré
du déterminant principal de la matrice obtenue en prenant les
2(n — m) premieres lignes, ete., par o+ o, +...~- 7, le degré du
déterminant principal de la matrice obtenue en prenant les n(n — m)
lignes.

Enfin, considérons le systeme d’équations lineaires aux 7z incon-

(1) Foir K. Carran, dnnales de ' Ecole Normale, 3 série, 1o XX1, 190}, P 154170,
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nues s,

~ VW
) /'p,fmu A \= /"/«p,m 1 Spp T 0

e
P 4
('),5) S .o (/.’[J_:'j'_:l"‘z’...’,l‘).
.l ~
z /’p,pu S N}d /"/(m Sop 0
¢ 4

Le systéme (21) sera en ineolution si le nombre des inconnues =,; qi’on

peut /)/'(fn,(//'lf arbitrairement est égal a

Ty 0,

)

"
S - T,

Dans ce cas le systéme d équations Con ) admet une infinité de solu-
tions dépendant de o, fonctions arbitraires de arguments, =, | fone-
tions arbitraires de 7 — 1 arguments et ainsi de suite. Si Pon a une
solution particulicre, la solution géndérale sobtient en effectuant sur
fes e et les a la transformation Ta plus genérale Taissant invariantes
les fonctions v et les expressions o. Cette ransformation engendre un
groupe dont on a immcdiatement la stracture par les formules qui

’

o
donnent o', o, oL, 0.
Les hypothoses faites sur les coefficients 2 montrent qu’on a

Lo

N gt (o 1,e C Y1, ety ‘
i lrygi 0 \ L I = TN TN T N N TR A B

i

Par suite, on peat sans inconvénient substituer au systéme des

mnln -1y, . . o . n*(n -1
gl Gquations lincaires (273) le systéme des == !

i

Gaqualions

Tooe,

caay I’

A v (/ . A ! (7 . "

(24) ( Yps Spn o D Sgp) S50 oy [P S Iy P ewy 1)
4

On voit alors que le nombre des inconnues s,; qu'on peat prendre
arbitrairement n’est autre que le nombre que nous avons désigné

par ry. La condition d'involution est done

Py Gy ATy b nT

dnn. Feo Norm., (5), XXV, — Frvrigk 1908, 10



74 E. CARTAN.
9. Supposons maintenant que le systéme (21) ne soit pas en invo-
. ? . . ’ .

lution, ¢’est-a-dire qu’on ait

PTGy gy e T,

Nous allons former les covariants bilinéaires des 7 expressions o,
qui dépendent des a, des « et de 7y variables auxiliaives nouvelles
(ry des quantités o). D'apris la maniére méme dont entrent ces
r, quantités dans les expressions @, on voit qu'on a des formules de T
forme

—_— — -~ — - WY -
wr:':z Asir o -1 2 B:’p':"’z‘mp"1‘ (:prmmpmrf i }:‘ Diswissn

(ik) ip 0 [

les 7 étant 7, expressions de Plaff nouvelles indépendantes des o ol
des . '
Si nous appliquons aux formules (14) Videntite fondamentale (1),
nous obtenons
(25) - E AI,,“T;:,,;/;V}-Zrx,r,Tzl,};i:, : 2(",(,;‘_}.7:,7'.‘7,; ; }-:‘/j”,::);'/"'
1hy o 10 il

(T2, 000,70,

les coefficients e étant les coefficients de stracture de ', les coeffi-
cients oy, et By clant ceux qui entrent dans les formules (20).

I ne reste done que les coeflicients Ay qui puissent étre indépen-
dants des y. Si nous posons maintenant
L= g AV g e ""'/‘2-’-'“’2 e 0, ;”;lv

| AN

-~
R 2 O [
Airer= Ay 4 (Ijim“ Y ;5/./:“ 1)y

b

les expressions 7, et les coefficients A sont des énvariants. Les A
dépendent maintenant des 2 variables @, des 7 quantites w, des 7, quan-
tités ¢ et des nr, quantités o,

(1) Voir B. CantAN, dnnales de ['Feole Normale, 3 série, 1o XK1, 1904, p. 155,
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Comme plus haut (n®7), on montre que ces coeflicients sont soumis
a un groupe Iy & 7= 7, -- nr pavametres. En prenant, en effet, les
aceroissements ¢ des deux membres des tquations (25), nous obte-
nons o

- — S —
’» . u

; ipl‘l.‘: MUYyt } OBt e,

i

les seconds membres ¢tant des expressions connues. On en déduit
facilement

. e . -
(26) v/, e E—ZE',,',:,'-{—. .

t

fes termes non éerits des formules (26) ¢tant linéaires par rapport
aux e et aux g, par rapport aussi aux o el aux /, les coelficients ne
dependant que des v Quant aux oA ils sTexpriment linéairement au
moyen des quantités A elles-mémes, les coellicients ¢tant des expres-
sions linéaires par rapport aux ¢ etanx e avee des coefficients fone-
tions des v Onaainst les translormations infinitésimales du groupe ',
A7 ebr, b onrg paramitres.

1. Siles A, dependent effectivement de certains de ces para-
metres, on pourra toujours réduire un certain nombre d’entre cux A
des constantes; Tes antres seront alors des invartants (fonetions des
seules variables a) et le groupe 'y sera réduil & Punode ses sous-
groupes. La réduction du groupe Uy i Pun de ses sous-groupes pourra
aussi reduire, soit Iy, soit 'y les nouveanx invariants, s'il y en a,
pourront aussi reduire I,

En tous les cas on peut, apres un certain nombre de réductions e,
au besoin, 'introduction d’invariants y nouveaux, se supposer ramencé
au cas ou les Aye sont des fonetions des seuls invariants y et ot le
groupe Iy est réduit & 'un de ses sous-groupes i r -+ ry -+ r, para-
maetres.,

On considerera alors Tes nombres caractéristiques o, 7, ..., o,
correspondant au systeme des coeflicients By,. SiTon a

!
A S Y I S 7Y
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le systtme des Q sera cquivalent au systéme des m, i condition que,
pour ce second systéme, onarrive an méme nombre s dlinvariants Y
et que les coefficients 7, Wi Az soient fes memes fonetions de leurs
arguments Y que pour le systéme des o, La transformation Ta plus
générale qui fait passer des o anx Q dépend de ), fonetions arbitraires
de 7 arguments, de s’ fonetions de no vargnments et ainsi de suite,
Si I'on a une transformation particalicre faisant passer des o aux £,
la plus générale s"obtient en effectuant sur les oun groupe iz inya-
riants et dont la stracture est donnée par les formules (1) et on o

SiPon a
Po-Td boglr Lo g,

on aura les covariants bilinéaires des expressions 7,5 il s"introduira
ainsi 7, expressions nouvelles 0, et Von pourra s'arranger de manicre

que tous les coellicients des o/, soient des foncetions des v, sauf les

R

coellicients des m,0,. On procéderaalors comme plus haut, de maniere
a arriver ioun groupe Uy e gy oy paramétres ef ainsi de
suiLe.

La théorie des systémes en involution montre que ces opérations
auront une lin, ¢'est=i=dire que, pour un enticr 2, on aura

I'a _a.‘lz oy t{f;;" R

Alors on aura la structure du groupe e plus général qui Taisse inva-
riantes les expressions o et le degree d'indétermination de Lo transfor-

mation qui fait passer du systeme des o & oun systime équivalent.

H. Plus généralement, considérons :

D’une part,  fonctions indépendantes v, ..., v, des variables .,
Tay - es i, ol deux systemes de 2 expressions aux differentiolles totates
lincairement indépendantes

) gy are

017 0?{7

cr Mg,

7

i "o

| "’ g . . ‘ . .
Dautre part, mfonetions indépendantes Y,, ..., Y, des variables X,
Xyy ooy X, el deux systemes de noexpressions aux différenticlles
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~Jd

totales lincairement indépendantes

) )
]y g, ey —ry

O, O, ..., 0,

Proposons-nous de reconnaitre sl existe un changement de va-
riables transformant les fonetions v dans les fonctions Y, (el de plus
que les expressions L se déduisent des o par une substitution linéaire
appartenant o un groupe donné I d'ordre 7, ef les expressions  des
expressions 0 par une substitution linéaive appartenant i un autree
aroupe donne IV d"ordre 77, Tes coefficients des équations finies de ces
deux groupes pouvant dépendre, outre les paramétres, des fonetions y.

Sinous désignons par

iy My ovny U,

[T A A

fes parametres des groupes et 17, efsi nous designons par o, et 0 ce
que deviennent o, et 0 par Ta substitution Ta plos générale des
groupes et T4l est elaiv que les O s’expriment linéairement au

moyen des o par des formules
. /,,,r.{,‘ T R A (8 1,2, oo, ),

fes coefficients 7 étant des fonetions des e, des w et des e 81 Pon
elleetae surles o une substitution queleongque du groupe I' el sur les [
ane substitution queleongue du groupe 17, les coeflicients £, subissent
les transformations "un - groupe lindaive & r -7 paramoetres. Ko rai-
sonnant comme plus haut, on verra qu’on peat réduire un ecertain
nomhbre d'entre ces cocfficients a des valeurs constantes, Tes antres
otant des dncoriants fonetions des seules variables . Chacun des
gronpes 1ot 17 est alors reduit i un de ses sous-groupes, el ces deux
sots-groupes sont evidemment isomorphes. On pent maintenant faire
abstraction des expressions 0, ef Pon est ramend au probléme primitif,
le groupe T étant redait i Pan de ses sous-groupes.

J2

P

Le probleme gendral preecdent se présente, par exemple, lors-
quil sTagit de reconnaitre léquivalence de deux systemes d’équations
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aux différentielles totales en x,, @,, ..., 2, vis-a-vis 'un groupe fin
ou infini donné G. Il résulte, en effel, de la theorie des groupes (')
que, en adjoignant au besoin des variables auxiliaires nouvelles, le
groupe est défini par un certain nombre d’invariants vy, yu, ..., v, el
par n expressions w,, ,, ..., w, soumises entre elles i la substitution
linéaire la plus générale d’un groupe linéaire I' d'ordree r; dlautre
part, si

(27) Oy 0y, . .2 Oy == 0
sont les équations de I'un des systémes différentiels donnes,
(28) (Ol R =)

celles de I'autre (ot les variables sont éerites X au lien de ), et que
Pon désigne par 0., ..., 0,, 7 — v expressions quelconques indépen-
dantes des v premicres (de méme pour O,,., ..., ©,), on doit passer
des 0 aux @ par la substitution linéaire la plus générale qui transforme
le systeme d’équations (27) dans le systéme d"équations (28); cette
substitution engendre le groupe appelé plus haut 17,

13. Prenons pour application la recherche de 'équivalenee de denx
¢quations dilférentielles ordinaives du premier ordre

dy ..
e ENACIN N
Ay o
ZZ;‘: l (.l,y),

vis-i-vis du groupe de transformations G défini par les ¢quations

X et Y désignant deux fonctions arbitraires, la premiire de , la
seconde de y.

(1) Poir K. Cawran, Annales de 'lcole Normale, 3¢ série, t. X X1, 1904, p. 176 6t suiv.,
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Posons ici
g ol Oy=dy — [(x, y)dr,
my =y, Oy:=dla.

Le groupe I'a pour ¢quations

D)= U6y,
M)y 755 g M)y,

et le groupe I a pour ¢quations

Oy:z0004,

0y 000y 4 040,
Ona, enappliquant la théorie générale,

. gy - ' ‘/(_,-’ V) -
e Ay e et L Ly
e ",

§hy o vy vy, S, )

T 1.

Uy iy

On pourra réduire Tes quatre coeflicients des seconds membres & des

constantes (1), de manitre qu'on ait

Uy gty
Uy oy
avee
(wy =20y,
y ey [l ),
e ('17

vy S, y).
On a alors
;:.",k w S, y)da,

oyt dly,
le groupe I' étant réduit a un sous-groupe i un parama(re

iy T gy

fyg S M) g,

(1) Nous supposons la fonetion ft.r, y ) différente de zéro, ainsi que la fonetion I'(a, y ).
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Caleulons maintenant o) el m,; ona

n

—_ u A
e = g [ e e e L ',,:’),

“ wf
— Lo e
0Y, T )y | e ]y
# ‘ u

¢’est-a-dire |
oy oy 6,

‘!:;7; Ty 63,
en posant ‘
- du [ — u /y

O LT AR oy,
w ouf? T
Calculons @5 on a
. — J*log [ N Y
e SRS gy D e
o dy ‘ ) dady

Deux cas sont a distinguer :

o*log [ i , . .

o 108 Moes il faul (quion ail aussi
ey

J* log I

Ay

les deux équations sont équivalentes, chacune d'elles admet un arompe
a trois paramdétres dont fa stractare estdéfinie par les formules

!

[AFRNATRON
!

f1)y ), Y,

(o4 O,

Ge groupe étant intégrable, Ta reduction d'une des dquations &
Y11l e . or 1 ap . N ‘ . ’ . 'y M
Iautre se fait par des quadratures. L'une des Cquations est, par
exemple,
oy
f/.l'
J*log [ T ' '
= ’;’—);« 0. Alors e coefficient de o, w, dans & n'est pas nul
et Pon peat le réduire & Punité en prenant

e T
" \/ 3 dHow / .
S dy

4)“
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— ) atlon) S low /

4] e o . _— o Ears r
" /\ T ooy elr \/ ya i d) d.r,

""" - EEERE l;);_:"/'

\/ 7y

Le groupe I estmaintenant réduit & o transformation identique.

On a alors

On a
dlog [

v
/,1] . e R 0y O)ay
[ x‘ () |(7).‘_"./' )
Jodrdy
dlog [ dFlog S

S Dt Dy
", . RRATRArN
( / ' tow /

)y

Les coeflicients de o o, dans ces deux formules sont deux inva-
riants (que nous désignerons par A et B oon peut dédaire tous les
antres de ces deux-la. St Lest un invariant queleonque, les coellicients
de o, et ar, dans Fexpression de 1 en sont deux autres que nous dési-
gnerons par N bet X1

(20) 7 B N RARE T O B
On a d'ailleurs
X | (llﬂ7
\/ 1At log [ oy
Jodaady
X1 1 ol

‘ ) /,()”llui-’ﬁ»,b/: O
e dy

Silon applique i Péegalite (oq) Pidentité fondamentale, on arrive i
X 00X, 1) X, (X, 1) AX T BX,I.
snfin, entre les invariants deérivés de A et de B, il existe la relation

suivante, obtenue en exprimant que le covariant bilinéaire de

oo Ay By

Ann, Fe, Norm.,, (3), XXV, Fryrisn 1goK., Iy
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est ¢gal a 'unité :

(30) XA 4 XyBeaza

Cherchons ¢’il y a, dans le cas oit nous sommes, des équations
admettant un groupe. La derniére relation montre que A et B ne
peuvent étre toutes les deux des constantes. Le groupe en question
est donc & un paramétre au plus, et tous les invariants sont des fone-
tions de 'un d’entre cux. Posons par exemple

JdA
; , XA 1

dA = ‘1((;)2"’:" ll())l) Xz A (4, o = -5(&-1—/-{ ] -:;&SH
Jdy

Alors du est de la forme

dw==F(u) (wy4 wmg);

en appliquant Pidentité fondamentale, on obtient
Bet-uld-—Flu).

Lapplication de la relation (30) conduit alors aux formules

A B () — l“?%l 5 )

— F (1) — u F .
Bz F(w) = wl'(u) -+ Vi
" o \ -
dA = ql“( ll») l“”( ”) e :‘.; :Z; ("’z “Htemy ).

(est alors la seule fonction I de « (qui aractirise I"équation diffe-
rentielle vis-i-vis du groupe infini donné; autrement dit, deux équa-
tions différenticlles pour lesquelles tous les invariants sont fonetions
d'un seul d’entre eux sont équivalentes si, pour chacune d'elles, Ia
quantité

~

1 t\

w4

s’exprime de la méme maniére en fonction de 1 Toute équation de
Ayt
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cette nature est réductible i

et ['on a

ll‘ ) o o
() wi" — '’
w et w’ désignant les deux dérivées de « par rapport & son argument

X ==Y
En résumé, Uéquation différentielle

W ey
iz ST

peut admettre, vis-i-vis du groupe

.l»‘l i X,
yoov,

soit un groupe i trois paramétres, el alors elle est réductible
I'équation
dy

-1
o ’

soit un groupe i un parametre, et alors elle est redluctible & la

forme
.r

"y sl y);

dans le cas général elle n’admel aueun groupe.

.y
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CHAPITRE T1.

RECHERCHE DES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE DONNE.

4. Btant donné un groupe de fransformations ¢ fini ou infini, on
dit qu'un autre groupe g est un sous-groupe de ¢, lorsque toutes les
transformations de g appartiennent & (. Deux sous-groupes g, et g,
de ¢ sont dits homologues dans (¢, ou sont difs appartenir auw meme Lype,
s'il existe une transformation S de ¢ ransformant g, en gy, ousi o a
symboliquement ' g, 8 == gy cela veut dire que, sisur les variables
primitives et les variables transformées on effectue Te changement de
variables défini par S, les ¢quations finies de g, se changent dans
les équations finies de g,. Si g, et g, sontdeax sous-groupes homo-
logues de ¢, la transformation la plus générale de ¢ qui transforme g,
en g, s'obtient en effectuant, apres Ta transformation L plus géne-
ale d'un certain groupe G, une transformation particulitree transfor-
mant g, en gy3 Gooest le plus grand groupe de ¢ qui transforme g, en
lui-méme, ou qui laisse invariant g

Le probleme général de la recherche des sous-groupes d'un groupe
donné ¢ peut élee énoneé de la maniere suivante :

1° Déterminer tous les Lypes des sous-groupes de (i, et Jour f'/l/l(/!(/‘
type, un representant particalier ;

20 Pour chaque sous-groupe ainsi obtenu déterminer le plus grand
sous-groupe (s de ( dans lequel il est invariant.

Il est facile de voir que, si deax groupes ¢ ¢l (" sont holomorphes
(holo¢driques), a chaque sous-groupe de I'un correspond un sous-
groupe de Pautre qui Tui est holomorphe et réciproquement. Sil'on
se borne i larecherche des structres des differents sous-groupes d'un
groupe donné ¢, il est donc i prévoir que la solution du problime ne
dépendra que de la structure du groupe (.

Ainsi limité, le probleme peut étre résolu en sappuyant sur la
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théorie générale des groupes, finis ou infinis (), et sur la théorie do-
veloppée dans Te Chapitre précodent.

5. Considérons un groupe ( que nous pouvons au hesoin supposer
prolongé holocdriquement de maniére que ses équations de défini-
tion soient du premicr ovdres désignons par oy, wy, oo, les va-
riables transformées par ce groupe. Siog est un de ses sous-groupes,
fes équations de définition de g peovent étee du premier ordre, mais
aussi d'ordre supériear. Supposons-les d'ordre p.

SioPon considere les prolongements normanx (%) suceessifs (7,
"

G 4" de gy dans ehacun Peuxcil correspond a g un sous-groupe g7,

g g o Dapris T théorie des prolongements normaux, les équa-

¢
trons dedefinttion de ;4", " aosontdlordrep o p oo p o B
de sorte que le sous-groupe g7 de (/7 0 ses equations de définition
du premier ordree el le sous-groupe g7V de 71D 4 ses Gquations de

definition dordree zéro. Autremoent dit ;

Tuvoresy. — Ftant donnd un sous-groupe quefconque gd ' un groupe (),
on peud trovser i prolongement normal (0 de el que le sous-groupe g
de iy correspondant a g sort le plus grand sous-groupe de GO laissant in-
cariuntes un certain nombre de fonctions des variables (rans formees
par

Nous appellerons degré du sous-groupe g le plus pelit entier ¢ pour
lequel Te prolongement g jouit de la proprieté énonceée dans Te théo-
reme precedent. [ est bon de remarquer que les ¢quations de défini-
tion de g peuvent etre dordree supéricur i son degre.

Nous conviendrons de plus de dive qu'une fonetion des variables
transformees par ¢ est d'ordre r, sioelle ne peat pas s’exprimer an
moyen des seules vaviables transformeées par 7 1.

Soit g un sous-groupe quelcongue de degré ¢; sig” est un entier
quelecongue inferieur a g, il est evident qu’il y a un sous-groupe au

(1) Poir B, Cawras, Sur la stracture des groupes infinis de transformations (. An-
neley de U Beole Normale, 30 sévie, 1o XX 1904, pe 15%-2065 3¢ série, t. XX, 19o)
pooatg-To8 ).

(%) 1 GawtaN, Sunades de I Eeole Normale, 30 sério, 1o XX, 1o, p. o29-399.
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plus de degré ¢’ dans lequel g est contenu tout entier : ¢'est le sous-
groupe g’ formé des transformations de (%7 qui laissent invariants tous
ceux des invariants de g qui sont d’ordre inférieur ou égal i ¢

Si deux sous-groupes g, et g, sont homologues, ils sont nécessai-
rement de méme degré ¢; de plus, silun d’eux g, est contenu dans un
sous-groupe g, de degré ¢'<gq, lautre g, doit également étre con-
tenu dans un sous-groupe g, de méme degré ¢'; et les deux sous-
groupes g, et g, doivent étre homologues.

Enfin, si deux sous-groupes g, et g, de degré ¢ sont contenus dans
un méme sous-groupe g’ de degré ¢' < ¢, il faut et il suffit, pour que g,
et g, soient homologues dans ¢, qu’ils soient homologues dans le plus
grand sous-groupe G’ de ¢ qui laisse invariant g/. En effet, toute trans-
formation de ¢ quitransforme g, en g, doil laisser invariants les inva-
riants de g, puisque ce sont les invariants "ordre inférieur ou égal
4 ¢’ communs & g, et g3 cette transformation appartient done a (',

16. D’apres les remarques précedentes, voiei comment on pourra
déterminer tous les types de sous-groupes de ¢

On déterminera dabord tous les types de sous-groupes de degre
zéro de ¢ soit obtenu pour chacun de ces types un représentant

oy, 4 o 7 4
Ho== Sty Sy SNy cees

on déterminera pour chacun de ces sous-groupes le plus grand sous-
groupe de ¢ dans lequel il est invariant, soit

) — )
Gy i, (x4, (1, (i,

..

On reprendra ensuite chacun de cos groupes G, pour chacun d’eux
G;on déterminera les dilférents types de ceux de ses sous-groupes qui
sont contenus dans g; et qui sont de degré inféricur ou égal & 15 on
prendra pour chacun de ces types un représentant, et pour chacun
de ces représentants le plus grand sous-groupe de G dans lequel il est
invariant. On aura ainsi une suite de SOUS-groupes

807" iy Hin At Sy ey
invariants dans les groupes

I ‘
(11’(,_.,. ('1': ('i,lv ‘;t'ﬂ’ Gl‘,rn
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Pour chaque groupe G, ; on déterminera les différents types de ceux
de ses sous-groupes qui sont d’ordre S2 et qui sont contenus
dans g, ;5 pour chacun de ces types on choisira un représentant et
Fono déterminera le plus grand sous-groupe de G, ; dans lequel il est

invariant. Cela donnera une troisieme suite de sous-groupes
80,7055 54 5 ity iy )
invariants dans les groupes
Girjo= G, Grjoa Gijias ey

et ainsi de suite.
Chaque type de sous-groupes de ¢ sera obtenu aprés un nombre
fini de pareitles opérations, et une fois seulement.

I7. Si P'on remarque qu'un sous-groupe de degré ¢ d'un groupe ¢
devient de degre zéro, si on le considere comme un sous-groupe du
g™ prolongement normal ¢, on voit que les différents problémes
partiels auxquels on est ramené peuvent s’énoncer de la maniére sui-
vante :

Etant donnd un groupe G, déterminer tous ses Lypes de sous-groupes de
degre zéro et pour chacun d'eux le plus grand sous-groupe dans lequel il

est invariant.

Remarquons que nous pouvons substituer au systéme des invariants
(de degre zéro ) de P'un des sous-groupes cherches g le systéme d’équa-
tions aux différentielles totales complidtement intégrables qui admet
ces invariants comme intégrales. Ce systéme n’est pas un systéme
complitement intégrable quelconques il jouit, en effet, de la propriéte
caractéristique que le plus grand sous-groupe de (¢ qui laisse inpariante
chacune de ses intégrales ne laisse invariante aucune fonction d’ordre
séro qui ne soll pas unc intégrale de ce systéme.

Nous appellerons systémes (X) les systémes complétement inté-
grables qui jouissent de cette propriété caractéristique.

Cela étant, pour que deux sous-groupes g el g de ¢ soient homo-
logues, il faut et il suflit que les systémes (%) correspondants soient
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dquivalents par rapport i (. De plus, le plus grand sous-groupe de
(ui laisse invariant le systeme () correspondant i g esl fut=-méme fe
plus grand sous-groupe de ¢ qui laisse invariante chacune des inté-
grales de (X).

18. Le probleme géncral de la recherche des sous-groupes de degre
zéro d'un groupe donné ¢ peut alors ¢lre ramene aux problémes sui-
vants :

19 Déterminer tous les types de systémes completement intégrables (X),
chague type élant formé de Uensemble des systémes (X) cquivalents cntre
eux par rapport au groupe (i déterminer pour chague type an systéme
particulier le representant ;

2 Pour chaque systéme (X), déterminer la stracture du plus grand
sous-groupe G de (¢ qui le laisse invariant;

30 Pour chaque systéme (), déterminer la structure du plus grand
sous-groupe g de G qud laisse invariante chacune de ses intégrales ;

A° Pour chague systéme (X0, déterminer les équations de diéfinition et
les équations findes du groupe G correspondant ;

ho  Pour chaque sysiéme (X ), determiner les cquations de définition et
les équations finies du groupe g correspondant.

Les problemes 1 et 2" ont 6té vésolus dans le Chapitre T leur réso-
lation, lorsque legroupe  est donné par sa strocture ou pardes ¢qua-
tions de définition, v’exige que des opérations algébriques. Lo pro-
bleme 3° a été résolu dans un Mémoire précedent (1), oicle leeteur
trouvera en méme temps la manicre de reconnaitre si les systémes
completement intégrables qu'on considere
résolution de ce probléme 3° n’exige, elle
algébriques.

sont des systemes (X); la
aussi, que des operations

lin ce qui concerne les problemes 49 et 59, Ja recherche des faptra-
tions de définition de g et de Goexige, sile groupe ¢ est donne par

(VY K. Canran, Annales de U Ecole Nornale, 3¢ serie, o XX (9o, po25-243. Le
Chapitre ol il est ici référd traite au fond le problime de ln reehorche des HOUS=EPONDES
invariants d'un groupe donné (problome dquivalent & eclui de la recherche des FEOUpPeH
isomorphes méricdriques d'un groupe donnc )
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ses équations de definition, Pintégration de ee que M. Vessiol a appele
des systomes dilferenticls aatomorphes (V). Cette méme inlégration
donne Teurs équations linies, si le groupe ¢ est donné par ses équa-
tions finies. Nous ne nous oceaperons pas ici de ces deux derniers
problémes.

Nous allons appliquer la méthode générale qui vient d’étee exposie
i la recherche des sous-groupes des groupes finis, i celle des sous-
groupes du groupe des representations conformes dans le plan, enfin,
a la recherche des groupes o deax variables, considérés comme sous-
groupes du groupe infini général i deux variables.

Sous groupes des groupes finis.

19, Considerons un groupe ¢ fini d'ordree 7 que nous pouvons tou-
jours supposer simplement transitif. S Pon désigne pare,, @y, ..., @,
les vartables qutil transforme, i est formé de Pensemble des transfor-
mations qui laissent invariantes 7 expressions différentielles Tinéaires
Wy, wy, ooy, lindairement indépendantes en dey, dey, o, de,. On
ade plas des formules de Ta forme

Lo
N
(1) /,,f,' N Ciha g, (s Py By vway l')e

b

Les coeflicients ey, sont les constantes de stracture du groupe.

Tout sous=groupe g dordre g est engendrd par les transformations
de ¢ qui laissent invariante chaque intégrale d'un systeme comple-
tement integrable de r o o équations anx différentielles totales. On
peat toujours mettre ce systeme sous la forme

( 0, Mgy gy gty g g 0,
(%) 02 g g fyg o (g [ Uy, g Oy
g ‘
............ e e e seevevariunay
Upecpi i o e 0y = gy = oo g o= O

(1) E. Vesstor, Sur Uintégration des systimes différentiels qui admettent des groupes
continus de transformations ( Aetee mathematica, to XXVI, 1904, p. 307-349).
Ann, Be, Norme, (3), XXV, e Frviaes tyo8, 1
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Toute transformation de g laissan( invariant le systéme (2) ainsi
que chacune des expressions o; laisse invariant chaque coelticient agy.
Ces coe[ficients sont done des intégrales du systéme (j2).

En exprimant que le systéme (2) est completement intégrable, ef
en (enant compte de ce que les differentieles dag, s’annulent necessal-
remen( an moyen des équations (2), on obtient des relations fintes
entre les ag. Formons en effeC 005 en exprimant o, ..., o, 2w moyen
dew, ..., 0,0, ..., 0, ., nous trouvons

L@ I ] Laar—p ke

’ [l ul . Y : Al » Al

057: _2‘ Aipsomiog -+ 2.1 2‘”1'/‘;»-//,"”/.‘ i L Crs 0.9, WS n
(i, %) FEE ko1 1, h A==

[/).

(=0 PUC T

Les Ay, sont des polynomes entiers du troisicme degré en oayy,
@pyy oees A goe Ges polynomes doivent ¢tre nuls, quels que soient

Ay vvny Xyt

(3) Apps 20 (A =N IR TR S DI T L A R

Ce ne sont pas T les seules conditions auxquelles doivent satisfaire
les coefficients des équations (2). 1 faut encore que la fransformation
la plus générale qui laisse invariante chacune des integrales de (2)
ne laisse invariante aucune autre fonction des e I faut pour cela que
les équations

J0;

soient des conséquences des Gquations (2), en supposant qu’on ait
remplacé dans 0 les dag par leurs expressions en fonction des 0. Cela
donne

i=r—p
(4) = Z Bis0: ($=1,2, oy ps ka0, 00, ).
ie=1

Les By, sont d’ailleurs des polynomes entiers du second degré par rap-
port aux a.

En définitive, les coefficients ay satisfont aux équations finies (3)
et aux ¢quations différenticelles (4).
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20. Nous allons démontrer le théoréme suivant .

Tugoning. — S Con désigne par ay, un systéme quelconque de valeurs
numdreques satisfaisant aux relations (3), o existe lowjours un systéme
de coefficients ay, fonctions de x|, x,, ..., 2, prenant pour des valeurs
particulicres des variables les valeurs «f), et satls faisant aux éguations (3)

et ().

Pour faire cette démonstration, nous pouvons sans inconvénient
supposer que tous les ), sont nuls. Le systeme

m{,,, :mr,,;z R I )

estalors complétement intégrables nous pouvons supposer que @y,
Xgpas -+ O cnsontdes integrales. Alors le groupe ¢ transforme entre
elles les o vartables @, , ..., 2. Soient

ol /1(1’,7 s Ay Dy Gy, 701)7
.......... . . Cerera e e eenay
‘ "

<\,o ,/:/(".Iv s Ty gy Gy ey D)y

:\‘-” 1 ./:J‘ |",.I’4i 19 =« ey Gy Lpy vevy GL,-),
X, Sr et ey s gy Gy ey )

ses equations linies. Désignons par g le sous-groupe formé des (rans-
formations de ¢ qui laissent invariant le systéme de valears parti-
culier (ry s ooy des variables gy, oo e Ge sous-groupe est
dordre g et admet par suite 7 g invariants. Si o (x,, 2y, ...y @) st

Fun quelconque d’entre cux, il en est manifestement de méme de
1}
.

. . . S _
GOy oy Wy gy ey ). SO @ eu soin de choisir ag o002

/ DS S oo r)

D(cy, yy oony &p)

pas identiquement nul Torsquion y fait == 2, ooy &=, 00
voitsans difficulté quiune fonetion telle que g (ry, oo, @, 2,5 -0y T
ne peut etre un invariant de g que si elle se reduit o une constante.
ar suite, la diflérentielle de o(@,, ..., x,) se réduit i une combi-
naison lincaire de dig,y, ..., da,, Cest-a-dire de wgpyy ooy 0 sidans
ses coefficients on fail gy == 2} 4y ooy, = w). Autrement dit enfin,
le systime (2) velatif au sous-groupe g se réduit, si dans les coelfi-

de maniere que le déterminant fonetionnel ne soit
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cients ay on fait @y, ==y, , ..., 2= 2, 0

G)P| | (’)(AIL!“'A:' O RN} N

Le théoréme est ainst démontreé.
La structure du sous-groupe gs’obtient d’ailleurs factlement. 8iFon

désigne par @, 0y, ..., o, ce que deviennent o, oy, ..., o, quand on

y fait @ =g, o0y =2, (g, = .= de,— o, les equations
Xl """" /l(’iv * ""I‘(n '1.3117 L] ’”; D1y Ay -77)-:
......... e e
Xp = fp(’n -y Loy -"'{ivn » Lp s gy Ding wvvs Zp)s

N ]

g fona (g, y Ly Py Gny v
L I R . »
1) .

I" /l(’(,!lv 1"/?1 717 22 » Zp )y

détinissent un groupe isomorphe i g et ce groupe est formd de Pen-
semble des transformations qui laissent invariantes les o expres

SIONS W, Wyy .ouy 0. Or on a

b

— N .

0y Copes i 0 ($e=t, m, 00, 0),y
(i, ki

les coefficients de structure ey, ¢tant ceux qui entrent dans les for-
mules (1). La structure de g est done définie par ceux: des cocfficients de
structure de i pour lesquels les iudices sond i férieurs ou égaice @ 5.

Ce qui précede suffirait pour donner toutes les structures possibles dos
sous-groupes de (j, mais non pour classer cos sous-groupes en Lypes de
sous-groupes homologues. Reprenons i cet effet Pétnde des dqua-
tions (3) et (4).

21. Le théoreéme précédent montre que le systeme des cquations
aux differentielles totales (4), ot lon suppose les a, lices parles rela-
tions (3), est compatible et, de plus, est completement intégrable ; sinon,
en effet, il entrainerait comme conséquence des relations finies nou-
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velles entre les @y, ce quenous venons de démontrer étre impossible.
Cela ¢tant, si Pon regarde les ay comme les eoordonnées dun point
dans un espace i o(r— o) dimensions, les équations (3) définissent
dans cet espace une ou plusienrs multiplicités algébriques indécom-
posables M, M,, ete.

A chaque sous-groupe g de ¢ les ¢quations (3) et (4) font corres-
pondre une multiplicité ., tout entiere située sur Pune des multi-
plicités My, M,, .... Cette multiplicité g est le licu des points (ay)
obtenu en donnant & vy, 2y, ..., 2, toutes les valeurs possibles. Pour
que dewx sous-groupes g et g soient homologues, il faut manifestement
que lears dewa maltiplicites p. correspondantes coincident.

Réciproquement, dewx: sous-groupes auxquels correspond une seule et
mime multiplicad . sont homologues. Pour 'un des sous-groupes, en
effet, Tes coefficients «;, sont certaines fonctions des @y, @y, o.., 23
pour Fautre ce sont des foncetions que nous désignerons par Ay des
memes variables, Les egalites

(5) ‘\I/.(.XH X!h"'y '\:I') ”l‘/.‘(""'lv"'h IR | 'l'l')

sont compatibles, e’est ce qu’exprime hypothese; ¢ est=a-dire on peut
les verifier en prenant pour les X odes fonctions convenablement
choisies des . Tout revient i démontrer que ces fonctions peuvent
¢tre choisies de maniore b définirune transformation de ¢. Or soit 4 e
nombre des dimensions de la multiplicite s cela veut dirve que les day,
exprimés au moyen des de;, ou encore au moyen des 0, forment
/e expressions lindairement indépendantess supposons quelles soient
indépendantes par rapport & 0, 0, ..., 0, Considérons alors le

systeme
(6 s A (X, Xgs ovvs Xi) i gy Ty ey ),
’)
_f £, = my, RN .‘.3{, g, f...’.‘r, LR e St cey L=,

oit 'on désigne par ; ce que devient o, quand on remplace les a par
les X. Ce systeme est complétement intégrable, car les équations
finies (%) entrainent, en différentiant et en tenant compte de (6),

ot W b

,-”1‘.1")(,,“ oy

I admet done une infinite de solutions dépendant de r — A constantes
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arbitraires et chacune de ces solutions définit une transformation du
groupe (.

En définitive, deux sous-groupes avaxquels correspond la méme muldti-
’ grouf

plicité p.sont homologues ; la trans formation laplus géncrale du groupe

qui fait passer de Uun & Uawtre dépend de r b paramétres arbitraires,

si la multiplicité p. est & b dimensions. Chacun d’ewx est done uevdraand

dans un sous-groupe de ( d'ordre r— /.

Pour avoir la structure d'un des groupes correspondant a une cer-
taine multiplicité ., on remarque qu’on peutdonner aux invariants de
ce groupe des valeurs finies arbitraires, par exemple les valeurs qu'ils
ont pour des valeurs arbitrairement données de ey, ey, ooy Gela
revienta supposer le groupe defini parles g expressions o, o, .., 0,
Les covariants sont donnés par les formules (1) dans Tesquelles on
remplace oy, oo, o, par lears valears tirées de (2), en regardant
dans ces formules (2) les @y comme les coordonnées d'un point par-
ticulier arbitraire de p. Quant au plus grand sous-groupe G dans
lequel g est invariant, ila de meme une steaetare definie parles expres-
SI0NS W, Wy, ..., w, supposees lices par les 2 relations XB,,.0, — o, on
Pon donne aux quantités ay dontdépendent les By les memes valeurs
que pour le sous-groupe g.

22. La classification des sous-groupes de G dépend done de Ja elas-
sification des multiplicités p.. Ces derniéres seront dCabord classées
suivant le nombre de leurs dimensions. Pour celles qui sont contenues
dans Pune des multiplicités indécomposables M définies par les équa-
tions (3), ce nombre ne dépasse pas une valeur fixe, qui est le rang o
de la matrice des quantités By, relatives i un point quelconque de M.
Si ce rang est infériewr au nombre de dimensions de M, les multipli-
cités  au nombre maximum de dimensions contenues dans M dé-
pendent de constantes arbitraires. Les multiplicités oo ¢ dimen-
sions sont contenues dans Ta multiplicité obtenue en egalant i zéro
tous les déterminants i 5 lignes et o colonnes de la matrice des Bires
elles peuvent dépendre elles aussi de constantes arbitrairess de méme

pour les multiplicités w52, o~ 3, ..., 1,0 dimension. Les mul-
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iplicités podoo dimension (points) correspondent a des SOus-groupes
ivarianis.

I résulte de ta, ce qui était Cailleurs évident, que les types de sous-
groupes dépendent tout aw plas de constantes arbitraires. Le théoréme
dun® 20 montre d'ailleurs que par tout point de M passe aumoins une
multiplicité s il en est de méme pour toute multiplicité: M, pour
laquelle Te rang de T matrice des By, aune valeur donnée queleonque.

Les caleuls qui permettentd’obtenir les structures des sous-groupes
d'uwn groupe donné ¢ eCde classer ces sous-groupes en types sont pra-
tiquenment les mémes que sile groupe élaiCdéfing par 7 transformations
ilinitésimales indépendantes

Nofs Xofs o Xof
satisfaisant aux relations
s

(XI\/.) E“l’ku\ﬁ,/' (’.v /' B P /')-

&1

Mais Uinterpretation de ces caleuls estbien différente. En particulier,
au lica d'ayvoir les transformations infinitésimales qui engendrent un
sous-groupe g d'un groupe - donton donne les transformations inlini-
tesimales, on a les equations qui permettent de former les équations
de definition de ce sous-groupe g, en supposant données les équations
de définition du groupe (.

La méthode elassique de vecherche des sous-groupes fondée sur la
considération des transformations infinitésimales ne peut pas s élendre
au cas des groupes infinis, tandis que Ta méthode exposée dans les
paragraphes precédents sapplique tout aussi bien a tous les groupes
finis ou infinis.

Sous groupes du groupe des représentations conformes du plan.

23. Nous allons d’abord appliquer la méthode a la recherche des
sous-groupes du groupe infini ¢ & deux variables @ et y, défini par
les équations
JIX _dY JX aY

() dr "y’ dy T O
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SiT'on pose
oy = dx, my = dy,

Tng 3 CONOr bl sl N vl.'-| ] \
¢’estle groupe le plus général pour lequel o et o, subissent une trans-
formation lingaire appartenanti un groupe I' i deux paramétres défini
par les formules

-~

) y
S 2 =y = 90,
(2) |

Qy== vyt oy,
Si l'on introduit les variables auxiliaires « et ¢ ef si Pon pose

Gy T O = 0y,

on a

O) T ) T r,»lr'f.,

), © m,mz e f,);.ml ;

ces dernieres formules definissent la structure du groupe.

En changeant un peu les notations, on peut arriver a reprosenter
par lc.s formules suivantes les structures du groupe ¢ et de ses pro-
longements normaux successifs ¢, (7, ...

oy = o (o Ly ) (-1 (1),

(1)12 o [‘m;:: o { 1?‘5, fa)y e ITT‘).,

‘

0y~ (w ==

oy, = {0, = (04 () (oo =+ £w5) 2 (0,1 () (g~ (77,),

o~~~ o~

) (
)(
= () (gt ) = (o 4 0wy) (g =4 (T5y),
) (
)

'y = (' = (0= (g ) (g -1 £m3g) b 3 (my - (my) (oo 1 (875) 4= 2 (ong b (6%,) (my -+ (73,),

On pourra prendre, par exemple,

Wy LTy == (@ Lyy) (diy -+ Cddyy),

ey iy,

Wy ~+ 5735.2::— oS L)’
AT e )

b (@t iyy) (diey+ i dyy),
dary+ i dy,

)y = (G — Z iy
&y 2

- (- iyy) (day -+ Eely ),

dwy, - [y, . (g~ iyy) (g = i dyy)
Ly LY, (gt Lyy)*

— (ke bye) (dwy - Eddyy)
(@t Ly, )

gt (B —

A= (g dyy ) (g -+ L dyy),
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Le groupe 7 est celui qui transforme  les variables «,, y,,
Ly Vas oo er Xpy Vo SUPPOsons qu'un sous-groupe g de ¢ soit de degré n
et que Pordre minimum des invariants de g” soit p — 1, le nombre
des invariants indépendants d"ordre minimum p — 1 sera alors égal a
un ou i dewr.

Dans le premier cas, Uinvariant sera donné par une équation com-
pletement intégrable de la forme

(‘/l) Loty i- /’um/:‘}“‘ g - /’1 [OF I S R PN A P o /II, RolE=Xt}

dans le second cas, les invariants seront donnés par un systeme com-
letementintégrable de fa forme
kal

) g Wyt gy Iy, ey~ by @ 0,
) 4
[, oy, b Bymg, b oy, oy - B, T o

24. Premier cas. -~ Nous distinguerons le cas ol p est égal i 1 et
celui ot p est supéricara 1.

19« 1. Nous cherchons tous les sous-groupes g de ¢ qui admettent

un invariant et un seul d'ordre zéro. Get invariant est une inté-
grale du systéme

(/l) nans /’(.7;71'- 0.

En réduisant le groupe lincaire I, nous pouvons faire en sorte que
Iéequation (4) se reduise a

Wy 0.

Le groupe 1M est alors réduit au sous-groupe y dont les équations
sont

(o) { L2 wmy,
9 )
| Uy uwy.

On a done des formules de la forme

m; ZZ ) Oy,
(OME==3 o TR PN
d’ot Pon déduit,
/;DI o A w1067y,

dun, Eeo Norm.,, (3), XXV, — Mans 1908. 13
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Le coefficient A est nul; sinon, (oute transformation du sous-groupe g
laisserait invariante chaque intégrale du systéme o= w,==o0 et par
suite chaque intégrale du systtme o, = @, = w,;= 0 (*); le sous-
groupe g admettrait donc deux invariants d’ordre zéro.

Finalement, [e plus grand sous-groupe g, qui laisse invariante chaque
intégrale de Uéquation (4) est invariant dans le sous-groupe fini
& trois paramétres G, défini par les formules

!
S 6y T 0)) Wy,

5 !
Gy ¢ o == 0y,

,
( 1)y = 0,

et ¢’est celui qui laisse invariante chacune des intégrales du sys-
teme o, = w, = o. Ge sous-groupe g, estd un parametre et sa strue-
ture est donnée par o), = o.

In ’ ¢ ; ) , ’ T 2 J e, o/ ey - > >
| En vésumé, se p =1, i y a unscul type de sous-groupes g5 chacun
d’eux est a un paramctre et est invariant dans wn sous-groupe a lrots
paramétres.

On peut prendre
oy =y doey,

Wy dyy,

da:
g e 02
&y
On a alors le groupe
Xi=x,+ Xi== oo+ P
invariant dans } ,1 vt By
Yi=m I Yy == ayi+ v,
ou encore, en posanl z, + (y, == z,
sVl =z5+a invariant dans Gl oz -+ [+ iy

£, - s ol :
25. 2° p>1. Nous cherchons tous les sous-groupes g qui ad-

(1) E. CARTAN, dnnales de ['Feole Normale, 5 strie, L. XXI, 1905, p. 237,
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mettent un invariant et un seul d’ordre p — 1> o, invariant défini par
Iéquation

(4)  O==aym, = by aym, 0w, oy =D, = 0.

Iei Te groupe linéaire T Y, adjoint & %9, laisse invariantes les
rariables o, @, ..., 0, , @, . el remplace w, et o, respectivement
PAr W, =k U~ 9T, T~ 00, - uT,.

On peut done faire en sorte que les coefficients a, ., et b, soient
réduits & zéro. Alors les rapports mutuels des cocflicients a,. b,, a,,
byy.ooosa, oy b, o deviennent des invariants d’ordre = p — 1 du sous-
groupe g considéré; par suite, leurs différenticlles sannulent en
tenant compte de (4). On peat daillears supposer que P'un des coef-
ficients e, et b, a eté reduit i Paniteé.

Si Pon exprime que Péquation (4) est completement intégrable,
en tenant comptle de cette équation elle-méme, on trouve que p est
nécessairement égal & 2. En effet, le covariant 0 peut s’exprimer, en
tenant compte de (4), au moyen de o, &, 0y, @yy ooy ©pey, Ty
byw, — wa,w,; orle coefticient de @, (byw, — a,,) est égal i p— 2.

Supposons done p o= o Léquation (4) se réduit i

(4) 0 ttytmy 4 bywr, = 0.

Lun des coeflicients «,, 0, ¢tant réduit a Punite, on doit avoir
O == 0

[sans quoi toute transformation de g admettrait des invariants ne
satisfaisant pas 4 Péquation (4) 5 cela donne

day= dby= 0,

/

'y == Dy Ty, T, e (U Ot T

Les coefficients a, et b, sont done des constantes; quant au coeffi-
cient o, ¢’est un invariant pour le groupe G qui laisse invariante
Péquation (4); ¢’est en particulier un invariant de g5 on a done une

formule telle que
do = o' 0.
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Si on applique 'identite fondamentale & o, et o, on obtient

@, (a')— nom,) = o,

¢’ est-d-dire
byo' = o, A=

a. %z =o. Il ya une inlinité de types de sous-groupes g, caractéri-

b ) . .
sés par la valeur du rapport =; chacun d’eux est invariant dans le

0

sous-groupe G, & quatre paramétres défini par

G [ o) i = (g A= ) (g i dy),
Yy ‘, ’ . 1 .
Wy = (o3, == 03

g.

intégrales du systéme

. est formé des transformations qui laissent invariante chacune des

oy 4 DyBy, 0}

sa structure s’obtient en posant

g Dy, ™, SR
y \
ot
k w0 byt 2y T3 ),
o LW (e gty b Dy ym,
( m' o,

On peut prendre, par exemple,
o = (o5 (g Lyy) (e 4= Celyy ),

ey -0 dyy

)y e LT o e e o

»
On aalors, st a, =1, by = — m, le sous-groupe

oy L=t e

invariant dans

Gol 2= (i) -y -+ 00
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Sie,=o0, B,=1, onale sous-groupe

it liz=as -+ b+ i

invariant dans

(x EZT?:(Q.JI.Aiﬁ):_f«,/»+_I.8

b. o 0. Alors on a nécessairement by, = o, a,=1, % = 2x,
o =z 0 ciny.

Toute transformation qui laisse invariant le sous-groupe g laisse
invariant et par suite appartient a4 g. On a ici

oy b (o o (6T) (my - LTy,
., O,

BY, - Ui 6.

La fonetion o de @, v,, x,, v, conserve un signe constant. Par
suite, tous les sous-groupes g pour lesquels ce signe est le méme
sont homologues entre cux. Pour avoir la structure des deux types
ainsi obtenus, il suffit de donner 4 z une valeur numérique constante,
par exemple =, ce qui conduit a faire o, ~o. On aalors

!
oy T e 17 TT
Swrsy ) Ty My,

W, I T

On peut prendre, par exemple,
I I

2 . ,
O g (eosu day-— sinwdy,),
Yy
9 . \
Ty 25 g (sin w dw, - coswdy,),
apbe YLt

ay dy  — vy da,

Ty e (L :
2 at-pyice
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ce qui donne les groupes simples & trois paramétres

(et -+ ib)5 ¢ ~+ id
F(c—id)s + a—1ib

\ 1=
(24 IP" ‘
53153 ‘

[e* 4+ b2z (¢ = ) =1

invariants dans eux-mémes.

26. Second cas. — Dans ce sccond cas, le sous-groupe g admet
deux invariants indépendants d’ordre p — 1. Nous pouvons évidem-
ment supposer p >1, sinon le sous-groupe g se réduirait a la trans-
formation identique. Les invariants sont donnés par le systéme

022yt cty g = by, A (g Dy 0,

|4
(%)
( 0:_.:: Wyt gy b= 5105, s gy g b P T O,
Le groupe linéaire I'”7" permet de remplacer o, ol ©, par

W, 4+ UL, — 0T, T, 9o, + uw. On peul done toujours faire en
sorte que dans les équations (5) on ait les relations

%y by bpot==—dy 1.

Alors toute transformation de ¢ qui laisse invariant le systéme (5)
laisse Invariantes les expressions o, @,, w,, @,, ..., ©,, @, ct, de
plus, les cocfficients «;, b;, 4, B Ces cocfficients sont done des inva-
riants du systeme (5).

Si Pon éerit que le systéme (5) est completement intégrable, et
tout d'abord que 0 ¢t 0, sont nuls en tenant compte des équations (5),
on voit que p ne doit pas dépasser U'entier 4. Sinon, en effet, il y
aurait dans 0 des termes non nuls en w,w, . Nous avons done (rois
cas i examiner :

1% p== 2. Le systéme (5) s’6erit

0122 0y~ awy + bwr, == o,

(5) .

255 Wy Doy~ a0,
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ou encore

(6) D=0+ 0=ty [ws+ A, — {w,) =0,

A désignant le nombre complexe @ + @b.

Pourque le sous-groupe gn’admette pas d’autres invariants d’ordre 1
que les intégrales du systeme (5), il faut que 0” soitde la forme a0, 0,.
Or, on a une formule de la forme

ot B, G, D désignent des coeflicients complexes ordinaires (fonctions
de 2, v, 2., v,); de plus, on a

AN == A oy 4= (57 4= A (o= iw)) | = A [ o0y — ity - Ay (0 + (w5p) ],

olt A, designe le nombre complexe conjugué de A.
Cela étant, on obtient, en formant le covariant 07,

= (B 4 A" Ay) (’:)1 = im, ) (':)1 e l.m'])
e (o 4= 003y ) (b {67y) == A () — (13,) (1, = (57,)
e D (o mpe (17 ) (00 = (T5y) == (A — A") (g — {t5;) (g — (T ).

On en déduit
G == Al o,
A=z A, B oo AN == (6?4 bz).

On a, par suite,

ﬁ)’l fn 1»’7;7’1 == (’tH = im, ) (G)z -4 iwz),
oy A I8, = (@ - 02 ) (o= o3 ) () — {5y),

Aot A~ £ db == (== (b)) (g — 63,) 4 (@ -+ b%) (0y -+ iwyy).

a. Supposons @ == b =o. Alorson a un seul type de sous-groupes g,
4 deux paramétres. Chacun d’eux est invariant dans un sous-groupe G,
a quatre paramdtres, défini par les formules
(o)~ i) == (04 {5y) (0 =+ B3,

.
‘l/,‘ / ol
| oyt iy =203

ce sous-groupe g, est celui qui laisse invariante chaque intégrale du
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systeme compleétement intégrable
e "= W,y == 0}
sa structure est donnée par
g, )+ (m) = o.

.b"p {

Par exemple, on peut prendre le sous-groupe

gl =54 a—+ib

invariant dans

gl L= (oo 1) 5 oy 03

b. Supposons a* + b*=£ o. Alors Pexpression meéme de da - wdb
montre que a et b sontdeux fonetions indépendantes de @, v, 2y, v,.
Toute transformation qui laisse invariant le sous-groupe g laissant
invariantes les fonctions @ et b, ce sous-groupe g n’est invariant que
dans lui-méme. Si Fon donne i ses invariants @ et b des valeurs numé-
riques lixes, par exemple, @ == 0, b = 1, on a

Oy S5 Wy, By 555 g,

ce qui donne la structure
) == 20 Ty,
7
2P w =o.

On peut prendre
dx,
() Z5 ey
Y1
. dyy
vt
2¥1
ce qui donne le groupe

il l=az+b

invariant dans lui-méme.
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2° p = 3. Le systeme (5) s’¢erit

(5) { Oi== oy = ayoy+ 055, + ago + by = o,

I 0y22 6y - oy oy =+ By @y 4 byty) — ayoy, == 0,

ou encore

(6) O==0,- 0, oy -+ {wy—+ A (g4 (wy) + B(oy— iwy) 4+ C(0,— ;) = o,

A, B, C designant des coefficients complexes ordinaires.
Si nous exprimons que 0" est nul en tenant comple des équations (%)
et en nogliceant les termes en o, + (o, nous obtenons

B-0C==o0.

Nous trouvons ensuile, en exprimant que 0" doit étre proportionnel
a0,0,,
AN =yl Ty -t A (my -1 (ory),

Wy b 0w s [y (g A (o) 4= ) (o =1 (6y).

Les parties réelle et imaginaire de A sont deux intégrales indépen-
dantes du systeme (5). 11y a done un seul type de sous-groupes ggs
chacun d’eux est a4 quatre paramétres et n’est invariant que dans lui-
méme. On a sa structure en donnant, par exemple, A A la valeur zéro,
ce qui conduit i faire w, o200 Par suile

j ool ey (g o () (mg - (),

,1_7'",,
U e
[ oy = do, == 0.

On peut prendre, par excrple, le sous-groupe

gl o= (a4 ()5 = ¢ - i

invariant dans lui-méme.
39 p = 4. Le systéme (5) peut s’éerire

O == 0, [0z toy = L5, 1= A (g -+ {535) -+ B (my— iwr3)
o= Gyt E57g) ~= D (00— {w5y) - B (0w, — i{w5,) = o,

les coefficients A, B, C, D, E étant complexes ordinaires.
Si I'on exprime que le systéme (5) est complétement intégrable,

Anns B, Norm., (3), ¥XV. - MARS 1908. 14
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ou, d’une manitre plus précise, que 07 est proportionnel a 0,0,, on
trouve
A=B=D=E=o,
puis
dC=12(o,+ (m,) + 20 (0 -+ ().

Les parties réelle et imaginaire de G ¢tant deux intégrales indépen-
dantes du systeme (5), il y a un seul type de sous-groupes g;; ces
sous-groupes sont i six paramétres et chacun d’eux n’est invariant que
dans lui-méme. Sa structure s’obtient en faisant, par exemple, €= o,
0,=,==0, ce qui donne

‘ o) -+ (&) = (o4 (@) (g -+ {65y),
&1 oy - lw, == (g (o) (03~ (75,

<
( 0y = (T (g -+ (W,) (g -+ (T34 ).
On peut prendre, par exemple,

o)+ (@ == (gt Lyy) (day -+ Ldyy),
. divy - (dy, ) .

on 0 P ol AR L LV L - el
)y~ LTy Tyt 1y b (gt yy) (g - Ddyy),
day -t ( dy, (g £ yy)?

Lyt Yy a2y LY y)

(dwy=t-idyy),

1)y =t im;; e

ce qui donne le sous-groupe a six parametres essentiels

Y Sy (a4 ihys A= - dd

BT Un - in)s 1 p =iy

invariant dans lui-méme.
En définitive, le groupe infini
7= [(3)
” » .
n’admet que des sous-groupes finis :
1 type @& 1 parameétre,
2 types A 2 paramétres,
3 types & 3 paramétres (dont 'un dépend d’une constante arbitraire),

1 type a4 paramétres,
1 type & 6 parametres.
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CHAPITRE TIL

LES GROUPES INTRANSITIFS A DEUX VARIABLES.

26. La recherche des groupes a deux variables est identique a la
recherche des sous-groupes dugroupe infini général  deux variables ¢,
dont les équations finies sont
(l) | X“:‘/(L, )

Y = /‘D(J:,)/)_

groupe ¢ est définie par les formules

La structure de ce

[ A——
0)" I Mg ~H T,

(U= PR o 10 PP
Celle de son premier prolongement normal ¢ est délinie par les
formules précédentes jointes aux suivantes :
’n)ll 0 =0y - - Gy, 1 - WygMo1y
Oy ¢ T gy = g W gy - Ty b W1 o1,
Ty =5 Oy b 019G~ T+ oW1,
R Ao IR B ATIE O R S o (o JP

D'une manicre générale, la structure du 72 prolongement nor-
mal (7 est délinic au moyen de (2 1) (n -+ 2) expressions dillé-
rentielles o, @, ©,, ©,, (p-+¢=n) laissées invariantes par G et
dont les covariants dépendent de 2(n + 2) expressions diflérenticlles

nouvelles mM, b (P - q = n+1). Ona, de plus :

o J - =p l) bt /
\’ % G g } N (2 (g [ g
m/,,/ 0 o0 peg g ~f= a1 ;,, B0 petly g~ B 1o
{% -0 (;- 0
a=p g o I’ f=
. 51 ;'-; (
[OPPEs 2 A/; (A,/ 100, B pttyg— f (RS l/; '/ (‘)’I,,anp» Uot-1,0—3s
=] o =0 [(3==0
2
( ) b ,/ [; -
1 © “ W3
/ I
Oy T . “‘,; Dofs Di,q-f = 2 (41] 343 D0,q-- 411
(‘2 =) f'}.ro
o ,} o == ,I
-~ ) o
m;,( e : (:z oty @ p—ohy1 -t : (‘I' e W petit1,00
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Dans ces formules w,, et w,, doivent étre remplacés par o et o;
C” désigne le nombre des combinaisons de m lettres 2 & n, avec la
convention C) =1.

Nous examinerons dans ce Chapitre le cas ot le sous-groupe cherché
admet un invariant d’ordre zéro, fonction de x et y (sous-groupes
intransitifs); dans le Chapitre suivant, le cas ot il n’en admet pas
(sous-groupes transitifs).

27. L’invariant, fonction de @, y, est défini par une équation aux
différentielles totales complétement intégrable de fa forme
(3) am - hw = o.

Le groupe ¢ soumeltant o et o au groupe lincaire I’

Q= umn o5,

I == v o) - 819,
on peut faire en sorte que U'équation (3) se réduise
(3) WO,
Le groupe linéaire I' est alors réduit a un de ses sous-groupes

=ty 4= v,

| ST,

ce qui permetd’écrire, pour le groupe G, qui laisse invariante I'équa-
tion (3),

[
0 S22 gy b W0y,

(4)

| & o Wy, .

Les sous-groupes intransitifs g, de degré zéro appartiennent done
tous au méme type; chacun d’eux est invariant dans un groupe G, ; les
structures respectives de g, el G, sont
5 ’a)l O PY) “= [QIoTYe

&1} 0 == wwgy -+ dy v, Gid
{ oy == WYy
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On peat prendre

X == /(. ", Y A= g
& | i SCr ) invariant dans (3, [ X=/(= )
Y=y (Y =20

28. Nous allons maintenant chercher dans le groupe Gy, parmi les
sous-groupes de g, les différents types de sous-groupes de degré 1.
La structure de G, est définie par les formules (4); celle de ses
prolongements normaux successifs peat étre définic par les for-
mules (2), & condition de supprimer toutes les expressions @, pour
lesquelles poest différent de zéro. Le nombre des variables transfor-

. ~on (re-t=1)(n -4
mées par G estalors Sidakt el X3

2
Le systome complétement intégrable qui définit les invariants de
un des sous-groupes cherchés comprendra d’abord les équations

Y gy = 0,

puis une ou deux ¢quations linéaires entre w, o, 04,.

29. 1° Les invariants du premier ordre sont définis par trots équations

(5) B T By (g = Doy o em o ol

Le groupe () laisse invariantes les expressions o el o, mais sou-
met les expressions o, m,,, @,, au groupe linéaire

S 0 gy - U~ ¢ W,
(6)

20177 gy 1= 000 - W,

’ "M el O PR SR KON

D’apris cela, on peut toujours supposer que dans les équations (5)

v . 17 a , .
le coefficient ¢ est nul; le rapport - (ou 7;> est alors une fonction

d’ordre 1 ou zéro ot, par suite, une intégrale du systeme (5);5 on peut
d’ailleurs supposer que Pun des coefficients @ et b est réduit i "unité.
Le groupe linéaire (6) se réduit maintenant & un de ses sous-groupes,
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celui défini parla relation au—+ by = o. Cela veut dire que aw,y +bw,,
s’exprime linéairement au moyen de , o, w4, ©,,, Ty;-
a. b=o0,a=1. Danscecas on a
0y, = 0 (A w4+ Boy+ Cwyy ) + @0
Pour que le sous-groupe g n’admette pas d’autre invariant que les
intégrales du systéeme (5), il faut que les équations

Jw’, dw oo, Jw'’ Doy’
10 10 10 10 s 10

—_— == — =0
dJdw Jw A Do), Jwy,,

n’entrainent pas entre o, @, w,, w,,, oy, de relation indépendante
de (5). Cela montre que les coeflicients A, B, Csont nuls.

On a ainsi un seul type de sous-groupes g, dont chacun est inva-
riant dans un groupe G,. Leurs structures respeclives peavent étre

représentées par les formules
4

) OLAFPE IR OQLIITIN
l e ] .
gy} o= dy oy, iy« @ W,
/
0y 55 [GIOIE

On peut prendre par exemple le sous-groupe

X f N oo S e n
& oS invariant dans G, ’ \ w0 w(y)
=y Y )

b. b=1. Le covariant bilinéaire de 0 ==w,, + aw,, est

/o .
0" = W9y 4 g1 019+ Woy gy + 0 (Amyo-t- By, -+ CGvgy) - (amyy -+ o' 13y, ) 0105

en posant
da = oty @ oyy) + o' 5y -+ " .

ot K L ) . .
Si'on exprime que le sous-groupe g n’admet pas d'autre invariant
du premicr ordre que les intégrales du systéme (5 ), on obtient

Ar=B=0C=o0, O e a == a.
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On peut alors faire en sorte que «” soit nul, ce qui réduit encore le
groupe linéaire (6) (w = as — au).
On a alors
da -+ 0y, -+ a(w,— ) ) = o.

Toute transformation qui laisse invariant le systéme (5) laisse inva-
riant @. Si lon donne a I'invariant ¢ une valeur numérique fixe, par
exemple zéro, on a

My == 0.

On obtient ainsi un type de groupes g, dont chacun est invariant
dans un groupe (x,; leurs structures respectives sont données par

(o , o = W0y,
g3l o = on,, Gy ,
| ®' == w553,

On peut prendre, par exemple,
I ] ’ :

(X /(o)

@y invariant dans G, X=/(2)
Y oy lY=0()

30. 20 Les invariants du premier ordre de g sont définis par quatre
dquations

(7) W BT T Wy b @ Tty = Doy == 0.

Le groupe lindaire (6) permet de réduire les coefficients @ et b 4 la
valeur commune zéro; cela réduit le groupe linéaire (6) 4 'un de ses
sous-groupes (1= ¢ =o0). Les expressions w,, et o,, deviennent des
combinaisons linéaires de o, o, ®,,, ®,,, Ty,-

On a, par suite, des formules de la forme

. .
oy, Aomr = B Goyy == By w5y - Fo -+ Gong + How,,,

ft)lo = I g (}fn)’x)m -+ [[hlm(,x O LI e aR O S TROTT 4= T3 g9

En exprimant que le sous-groupe g n"admet pas d’autre invariant
du premier ordre que les intégrales du systéme (7), on obtient

A=B=C=E=F=G=H=o.
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On a ainsi un type de groupes g, dont chacun est invariant dans un
type G,. Leurs structures respectives sont délinies par les formules

\ o = - T,
[ M A
gl o' =0, Gy " o == Wl
/
o'y == 0.

On peut prendre, par excmple,

SX-::x—-t—a variant dans G X ar-+[(y)
E )y —y invariant dans :,,‘ Yol

Nous avons ainsi obtenu tous les types de groupes intransite /s a dewx
variables de degré inféricur ou égal a 1, et, pour chacun de ces groupes,
le plus grand groupe dans lequel il est ineariant.

31. Nous allons maintenant reprendre successivement chacun des
quatre groupes Gy, Gy, Gy, Gy, et, pour chacun ’eux, rechercher tous
les types de sous-groupes contenus respectivement dans Tes groupes
Zir 8o &sr & b0’ admettant pas d'antres invariants d’ordres o et
que les invariants de gy, g., g4, &.. Dailleurs, pour G, le probléme
est tout résolu, g, ne pouvant avoir d'autre sous-groupe que lui-
méme et la transformation identique.

I. (}/'()lt )CS (l(lll'l(fl[(l/ll l{,’.ﬁ' IN(?I)ZGS l./lV((I‘l».(HI-[.’f (['()/'([I'(f.s' oel 1 qgue g, -
ot

nj

Sinous considérons le A prolongement normal G

(n-=1)(n--4)
2

de G, i1l trans-

forme entre elles variables, intégrales des équations
(O e O J e O () e Dpy == 0 (1_1 ~“+ g n).

Si g est un des groupes cherchés, le systéme complétement inté-
grable qui donne ses invariants d’ordre inférieur ou égal & 2 contient
certainement les n -+ 1 ¢quations

(8) BT Yy I Wy T e e LT Wy o O

mais il peut en contenir d’autres. Nous considérerons la plus petite
valeur de » pour laquelle ce cas se présente, ¢’est-a-dire pour laquelle
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g admet plus de n + 1 invariants d’ordre inféricur ou égal 4 n. Cet
entier 7 est au moins égal 4 2. Le systéme complétement intégrable
qui donne ces invariants s’obtiendra en ajoutant aux équations (8) une

ou plusieurs équations de la forme

(9) 0= Z Apgpg+ Ao =o,
dans chaque équation, un au moins des cocfficients A, pour lesquels
p ~+ ¢ == n étant différent de zéro. On pourra d’ailleurs toujours faire
en sorte que les coeflicients A de o sotent tous nuls, ce qui réduira le
groupe linéaire auquel G bt un de ses
sous-groupes. Les coellicients restants pourront toujours élre supposcés
alors des invariants d’ordre inférieur ou égal & .

lixprimons que chaque covariant 07 est nul en tenant compte des
¢quations (8) et (), el ne conservons d’abord dans 07 que les termes
qui contiennent en facteur oy, et oy, en négligeant tous ceux qui
contiennent w, o, @y, ..., @,,. En se servant des formules (2), on
obtient ainsi

soumet les (BX])I'(ESSi()IIH (]

~ _ N
0=ty 3 (P 1)N gy b g > I A pyDpat,q 1

Ge résultat montre que Ponca des formules de la forme

al \

(10) N (p=1)A D pg = Oty - Pgr,
~

( I 1) } 7 A paPpat, a1 T [fjml(i “t Y Mae

De la formule (10) on dédait qu’on peuat toujours supposer que dans
chaque équation (q) les indices p des expressions o, (p 4+ gZ2) ont
tous la méme valeur. De la formule (r1) on déduit que, pour 'une au
moins des équations (¢), la valeur commune de cet indice p est égale
an. On peut done prendre

0 = toyg 4= @m g -+ Oongys

les formules (10) et (xx) montrent alors que & doit étre nul.
Finalement, (’une des équations (o) qui déterminent avec (8) les in-
Ann. Be. Norm., (3), XXV. — Mars 1go8. th
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variants d’ordre inférieur ou égal @ n est de la forme

)= D0 =t (0= 0,

D’aprés cela, le nombre 2 ne peut pas dépasser 3, sinon, en effet,
il y aurait dans 0" un terme en o,,m, ,, qui ne pourrait pas se dé-

. - o n(n —3)
traire, car son coeflicient est G | — 1 = nin o) /o,

2

Nous avons done & examiner les deux cas 7z == o, 70 == .
10 no== 3. Les cing expressions o, o, 0,,, 0y, & peuvent servir a
définir un groupe G, holomorphe & Gy, par les formules

/

0) TIZZ )y b B0,

/
(1)1 0 My | mfy)’ 1

/ s
(12) L0y T Mgyt Iy Mg e Ty,
! . B
DYy =5 Mgy P2y My b Ty,
!
(OB O L0 P

Tous les groupes que nous cherchons sont des sous-groupes (u
groupe g, , dont les invariants sont définis par les ¢quations

ny SO,
s Mgy b= (g O,
in posant
det == ' 55 1 o (g - 0myy),

on obtient a” =2 et Pon peut alors faire cn sorte que « soit nul, en
réduisant le groupe linéaire auquel sont soumis o, o, Wy, 0,,. On

a done
da == 2 (i~ dmyy).

Iy a, par suite, un scal type de groupes g, . Le plus grand groupe
Gy qui le Jaisse invariant laisse invariant a; sa structure peut étre
oblenue en faisant @ == o, ¢’ est-a-dire »

g2 0. Les structures respee-

tives de gy, et Gy, sont données par les formules
V. FY— My b= T3y,
W' oy - dy gy, ,

. (RO RO P e OO TP

[A—
S1,1 4 05T gy !/‘)'Vn”, (1‘,1

'
( ' My oMy -t B3y,
P I Ui T {[,'y/')’.’,ly /

B Y.
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On peut prendre, par exemple,

e fiyy o))
aby) -1

invariant dans

s X - z [ ,|)’) = @ ()
xy(y)+1
Y =70y

Gy

Pour achever la détermination des groupes qui correspondent au
cas e == 3, il faut rechercher les sous-groupes de Gy, qui admettent
tous les invariants de g, , eten plus certains autres d'ordre supéricur
ou égal i 3. La strueture des prolongements GV de Gy, est donnée
encore par les formules (2), ot Pon supprimerait tous les o, pour

lesquels poest supéricur ou égal a3, Ona done

Boa
)
[ "W
gy S Ch (01800 8- a2y Bi1)s
Bz
Boq
.
“ r e
(153) / My 2 (‘l,/("’o,"p"’zu/ [ mu{%"’x,vﬁ'l);
B.c0

Beq
ul “
’ 1
Wy = Z Chlmugmy,q 61 T08M0.g Bt )

B0

Supposons que les invariants d’ordre 2 des groupes cherchés soient
donnés par les équations

T LT e S Ty T O,
¢ty en oulre, par au moins une équation de la forme
(4) Doz Ay gt Boy g Gog .. .= 0,

Pun des coefficients A, B, ¢ étant différent de zéro. Les formules (13)
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montrent alors que, pour Pune an moins des équations (17), ona
A =0, B = C=o; la premicre formule (13) montre alors que 0"a un
terme o, w,,_, qui ne peut pas se deteaive. In’y a done pas d'autre
. wihln v o ana In pau — 2
groupe possible que g, dans le cas = 3.
2" n==2. On montre absolument, comme dans le cas n =3, que
tous les groupes cherchés sont des sous-groupes d'un groupe g, , in-
variant dans un groupe G, ,; les structures respectives de g, et Gy,

sont
, O — MMy =k Ty,
o' =y - oy, , ,
ey (iyn o oy Iy,
| oy, == dym, ,
w = W, .

On peut prendre, par exemple,

[ N f(y)+9())
, Y :T,;:‘}’

invariant dans

copN=a ) ()
(1,0

Y =iy

1)

La structure du prolongement G\, de G, est donnée par les for-
mules (2), ot on supprime tous les o, pour lesquels p est supérieur
ou ¢gal & 2. On adone

fe=g

TR P Y

iy “'2‘ ("r/ WyBM1,q-fis

.
(15) 20
fr=q

" ]

L 10

) Wy == 2‘ Lg/ ("’0,’1"’14/» Bt Ty g Bt )

B=0

Soit nZ 2 le plus petit entier pour lequel e systéme complétement
intégrable qui donne les invariants d'ordre ~n d’un des groupes cher-
chés (différents de g, ,) contienne d’autres équations que

(16) [0 Ji o P TR Y
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alors il en contiendra une ou deux autres de la forme

-= /\o"’ln - Buon,+ B, T e e a I Bioy +Bo=o0;

Pun des coeflicients de o pourra étre réduit & zéro si 'un des coeffi-
cients B, estdillérent de zéro. Les formules (15) montrent en tous les
cas que Pune des équations est de la forme

(17) 0= gy g g o= Wy 0y = Do = O

Tous les groupes cherchés sont des sous-groupes du groupe dont les
invariants sont délinis par les équations (16) et (r7). On peut se
borner dCailleurs & considérer le groupe G, holomorphe de G,
défint par les seules expressions o, o4, O, cooy W, &, Tyyy -0y
o - On voit tout de suite, en prenant dans 0" 1e terme en wow, ),
que b doit etre nuls que, de plus, a,, ay, ..., @, (sontdesintégrales du
systeme

‘ BT, T By, O

On trouve

diey == aynrgy - Gh o Wy om0,
e, o,y b GE L a gy b G By b o, T 0
(18)/ et b e e e e e e e e e e e e s N

Aoty g (0 =2 gty 1= Gty g gt Gy T3 gt ee 4= T ey = Oy g 20,

ety g (R D)y Ty~ Gy BT 52 O
mn-1 3 n--1 1 » |

On peut enfin toujours supposer le coeflicient z, , égal i zéro.

Les (no— 2) premicres formuales (18) montrent que @, ayy o ooy @,y
sont n - = invariants indépendants du groupe g cherché, et aussi du
groupe (v dans lequel g est invariant. Comme v n’est pas une fonetion
de ces invariants on peut, sans inconvénient, donner i ces invariants
des valeurs numériques fixes, par exemple zéro. On a alors

(r7) D=ty gt gy yg == 0,

puis des identités de la forme

[ ®yy =0, W,
\ (oL =60, w,
(19) D e e, ,
( m”.n -~y == l)n 2ON
m(r.n' 152 0.
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Les coefficients a, ,, b,, b., ..., b,_, satisfont alors aux relations,
faciles & démontrer,

db, = bywy, ¢ w,
db, — 20,y ¢ Cy W,
(20) e e e et e ,

( Aby_y=(n —3)h, 3Ty~ Cpo 3T,

day == (n-—= 1), Wy, -+ Cp .
Cela étant, nous distingucrons trois cas :

a. Les coefficients a, , by, by, ..., b,y sont tous nuls. — Alors, on
obtient un seul type de sous-groupes que nous appellerons g, 5. Chacun
d’eux est invariant dans un sous-groupe G, ,. Les structures de g, 5
et G, , sont respectivement données par les formules :

w' = g~k (Y oy,
/ ‘o
(O o (/ym“, m SIS SROIATIT
’ 1
Wy e dy g, . Wy S Ty,
1,8 1 Gy '
e S , ’ w - wny,,
! — !
OPITEPE AY Dy 2 (e 0.

On peut prendre, par exemple,

&1y

S X oz g @Y g Y by Yy 1o} ./'(y)
[ Y == Y

invariant dans

o XSy
Wy = ay -+ b

b. Les coefficients a, , by, by, ..., b, , ne sont pas tous nuls. — Alovs,
si Uon considére Pun d’enfre cux, supposé différent de zéro, on peut
lut donner sans inconvénient une valeur numdérique constante, par
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exemple, 1. 0On aalors P'identite

[oNT=— /)‘,73.

Nous considérerons d’abord le eas ow by, by, ..., b,_,, a,_, sont des
constantes. Alors on a une infinité de types de sous-groupes, suivant
fes valeurs numériques de ces n— 1 constantes (dont P'une est égale
a 1). Chacun de ces sous-groupes, que nous appellerons g, ,, est inva-
riant dans un sous-groupe G ,. Les structures de g, , et G, , sont
respectivement données par les formules

Iy ==y = iy,
'y, T dymy,
Wy Ay by,
e C oy oy (e 2 by, = Doy ),
e e e e ,
Ny y (o Gy bymy = Gl by e == by o),

’ 1 10 s \
Vo) g oty (et oy 4= Gy bgong o~ Gl byoog ey =+ o oo Dy o),y

' T 0Y b Ty,
(1 ! . y
T b Ty W11y

' S0,

On peut prendre, par exemple,

X = "4 f(y)
#’;’1,2 ' Y = .

invariant dans

Xe=w f(y)+2(y)

sV a

en désignant par P(y) la solution générale d’une équation différen-
tielle lin¢aire en P(y), a cocfficients constants d’ordre n—+1, Péqua-
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tion caractéristique élant

—r 1 o 0 - 0
o bo—r [ ) e o)
(21) 0 b, 2by—r 0 - O
21 = 0.
1) b, 30, Shy—1r ... 0
' “ o) .
—tpy byey Gl o,y CE o by o o0 (n——2)by—1

L’'un des coefficients @, ,, by, by, «o.y b, 5 estogal &1,

c. Parmi les coelficients b,, by, ..., @, il yen a qui sont des
fonctions non constantes de y. Alors on arrive & un résultat analogue.
L'un des cocfficients by, b,, ..., b, 4, @,—, ayant déjiala valeur 1, Pun
des coeflicients restants b, b,y ..., by, @, , st une fonetion non
constante qu’on peut toujours prendre 4";;',!! »ivy. Alors, on a une for-
mule telle que

ey == m ().

II reste alors 7 — o fonetions arbitraires de y. A chaque choix de ces
fonctions correspond un type de groupes g, ;5 chacun d’eux est inva-
riant dans un groupe G, ; intransitif. Les struetures de g, ; et de G,

sont données par les formules

o RN | “
1) I 030y e et 1)
10 ’”(.)/) 01y
, dy
Oy T et gy,
n(y)
&8 ¢ ({}’
) = e (g Dyt0
11 IH(_‘)’)( 12 0 11)1
............. ce vt sty
. oy .
! P— 0} l
(‘)1,11,«2 - ‘,"T(”);‘) (-~ Wy g Wyt “u ul’u")l,n 2“'}“- oot b/z 3"’“)’
o
o' N T -—-m-):— Doty
] m(y)
(11 A
’ dy
f))/l 0 i -—-—(—75 )1
n
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On peut prvndru, par exemple, le groupe

[ X=we"4 /()
o1, } Y:f;_)/

invariant dans

(X =2/(y)+o()

G|
s [ Y =y

121

en désignant par P(y) la solution générale d’une équation différen-
ticlle Tinéaire en P(y), d’ordre 2 - 1, & coefficients fonctions de y,

d’équation caractéristique

—m(y)r 1 O 0 o
0 by—==m(y)r 1 0 o
O 0, 20y~ m(y)r 0 0
. ve seassaseasr e . . [¢]
- (1/' 1 [}/I 3 ‘:Ill - l)n 3 }f’, 0 ,’u b

(n—2)by—m(y)r

=0

Rappelons que Pun des coefficients &y, by, ..., b, 5, @, ,estégal a1,

et 'un des coefficients by, by, ..., b, 4, @, st égal & y.

On a, dans Panalyse précédente, laissé un cas de ¢ote, celut ot 2 = 2.

Le systéme (18) se réduit alors 2

da,— 65y, = 0.

Si o« =/ 0, on retombe sur un groupe du type g, 4. Mais, st a, est nul,

on obtient le groupe suivant :

invariant dans

Xe=af(y)+2(y)
Y =1(y)

o
('l,ﬁ

Ann. Ec. Norm., (3), XXV. = MARs 1908.

16
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avec les structures respectives, pour g, 4 et G,

, n ==, ey,
0 ==y = dy oy,

., v / J—
1,6y Gy § mip =m0,
( ) =0
o ’ w' = ow
oM 0 10 T

32. Il nous faut maintenant reprendre successivement les groupes
Gy gy Gy Gyyy Gy et, pour chacun d’eux G, rechercher il admet
des sous-groupes contenus dans g, ; el pour lequel le systéme comple-
tement intégrable qui donne les invariants contient une équation
dépendant des w,,. On voit facilement que cela n’est possible que
pour G, ;.

Sinous considérons le groupe G}, ni prolongementnormal de G,
le systétme qui donne les invariants d’ordre n d’un sous-groupe quel-
conque de g, contient les équations

(@ cmwmy o=y, 0,

(22)
[y o gy =ty o O

Supposons que 222 soil le plus petit entier pour lequel le systéme
contienne en outre une équation de la forme

(23) Oz gt gty oy A= oo gy b Wt = Dty 0,

SRR

Le groupe G soumet les expressions o, ,_y, 0g,, @, au groupe
lindaire
$ L ne155 g g b 0T,

4, = g, -+ U~ 05,

(24)

On peut, en réduisant ce groupe linéaire 4 'un de ses sous-groupes
(u=0), faire en sorte que dans 'équation (23 ) le coefficient «, soit
nul. L'expression o, sera alors identiquement une combinaison
lingaire des expressions o, @, o, (¢ n—1), o, (g n), @, (g n).

Si Pon forme 07 et si Pon exprime que le groupe g n’admet pas
Qautre invariant du rime ordre que les intégrales des ¢quations (23)
et (24), on obtient ’abord la formule suivante :

Adb =— 10 4 nbws,, 4+ f.
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On peut faire en sorte que B soit nul, en réduisant encore le groupe
lintaire (24) & Pun de ses sous-groupes (u=y¢=o0); l'expres-
sion w, ., devient alors identiquement une combinaison linéaire
QE 0, 0y ey Oy ity Wgry oves Wppy Ty Tyys + vy Tyye

Toute transformation qui laisse g invariant laisse invariante la fonc-
tion 6. On peut donner & cet invariant & une valeur numérique fixe,
par exemple o5 on a alors identiquement ) == o pour toute transfor-
mation qui laisse g invariant.

On a cnsuite

da, =— Gy -+ aywy + Clo, + Ao,

day == Clmsyy— G @, ®gg 4+ 2 d, o + G+ Cl_, aywy; + A, w,
e e e e e e e e .
Al Y, —
day =z G By — CF @y Wgge— C87) @y gy 4 oo 2@ @gy + Gy

4 CE oy ogg oo G 1 @y W11+ Ao W,

Adty g = e Wy = Ay Ty g == Ay Top gt oot (R — 1) Ay y Ty~ ROy py

(1)U gt eer b Bl g Wy~ Ay B

On peut enfin réduire A, | & la valeur zéro en réduisant encore le
groupe lincaire (24) 4 la transformation identique. Le plus grand
groupe G dans lequel g estinvariant est done fint.

Les coellicients «,, dy, ..., @, , sont manifestement 2 — 1 fonctions
indé¢pendantes. On peat leur donner des valeurs numériques fixes, par
exemple zéro, el on a alors identiquement, pour le groupe G,

[ar IO,

T
(79 F—l-mw»k AON
‘n

ch
. n
Mg 5 (“7[ Wy e ,)2715,

“n
O gty =55 -(—-;T;-::TT)'"‘,, gt [),lm._gm,
in

1
O, g == -[-L Wone
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Supposons d’abord = 2. Les identités precédentes se réduisent &
Doy =2 00y = = Wy 53 0,

Le groupe G a sa structure donnée par les formules

I == it~ Ty,
, 1
[P = W,
1 / ! J
(xy - Wy == = W0 gg == Mgy 00 ~F BTy Moy,
1,7 01 o, “

w = wm,,

Wy 7T T,

\ 7.-')”:, 5 =5 T Ty e ).mm,
la derniére ¢cquation étant une conséquence des premiéres. Le fait que
le groupe g ne doit pas admettre d’invariants du deuxiéme ordre autres

que ceux considérés montre que A est nul.
On a done un seul (ype de groupes g, que nous appellerons g, 5, &
trois paramatres, invariants dans le groupe G, & six paramétres; la
structure de g, s’obtient en supprimant &, o5,, et @,,, ce qui donne

!
I 0,
L 0y e (
S 1,7 Dy -y
!
( (;)01 AT

On peut prendre, par exemple,

( X=ax+4 by +c¢
BT Y = ¥
invariant dans
X o 4t by ¢
G Py
1,7 ' Y B ﬁl',)’ 4 n
L py g
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Supposons maintenant 72> 2. On obtient alors les formules sui-
vantes :

dp, = 1!

Wy + 201, o,

2.3

o
db, =

o a(o —1)

Wy, o2t Oy Wyt 7 by, gyt T bs®o y—nt ...
Cala—1)
e

o by oy -+ (et -+ 1) by Ty + Ca®,

’
7~ 1 I =D
Adby == (_I"'—“—[')‘;mnu.‘l‘ Dig et B Oyt g+ ..
(10 —=2)(n-—23)
o —— LT Dy gy == (== 1) by 33 - Cpy ™,
.
I (1) (n-—2u)
O i b e o e by Ty - R

“2

On voit que les coeflicients by, by, ..., b, sont n — 2 fonctions
indépendantes de leurs arguments. On peuat, sans inconvénient, leur
donner des valeurs numériques fixes, par exemple zéro, et l'on a alors
des tdenaitds de la forme

Ty L0 G 6,

Ty 25 Cy T,

Sil'on calecule les difféerentielles des coefficients ¢;, on trouve enfin

dey = 3e oy, - Iy,
dey, == o0y - G ey - Iy,
e e [ ,

(4 2)(x .

T — P Gy Wy (¢t~ 2) catyy ~+ ho®,

............... W e e rtaaeae beu et ety
n(n =-=39)

‘[("n @2 “(‘”"",) e Cpp oy Wy =t NC 9Ty = /lu 2T,

Cela étant, nous distinguerons trois cas.



126 E. CARTAN.

a. Les coeffficients ¢, sont tous nuls. — On aun scul type de groupes qui
comprend comme cas particulier le groupe g, ; précédemment déter-
miné; nous les appellerons encore g, 75 ils sont d’ordre 2 + 13 chacun

d’eux est invariant dans un groupe G, , d’ordre n - 4. Les structures
respectives de g, ; et G, ; sont données par les formules

o' == 6) 1,
o’ =
1)1 0 IO,

! —
Myq == Dy Wy

g‘]’-, ............. ’

b= T Mary
............. ,
, |
"y sy w—~-;~_-. Do, 1 W0z = Mgy gt Ty
\ g (g —1)
(17 =t By g =t e W 0, g1
................................................ ,
, (re—1)* ‘
OV, n- 1 == T Moy Ty <t g, 1 M0t (7 = 1) BTy 00y, 4
(11 ) (10~ 0)
O AT N R
o
04 T Wy,
’
i Wyy 7 Wy,
i ’
[P R ONTROIPH

On peut prendre, par exemple,

P

Xzmaw 4= ayym b ay )t gy

.“’)fi,‘l ( Y o=y
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invariant dans

\ X = ar - a,v' '+ ay" i a,
Gy (Py +ar™
’ Y — my -+ IE
Py +q

w

b. Les coefficients c, ne sont pas tous nuls. — Supposons, pour fixer les
idées, que ey, ..., ¢, solent nuls, mais non ¢,. Alors on peut donner
aux coeflicients ¢, ¢,p,, qui sont deux fonctions indépendantes, les
valeurs numdériques fixes ¢ =1, ¢q,, = 0. On a alors

(25) [ wype o ®,

’ Why =2 Cp e

Une exception est a faive si o == 2 — a; alors on peut faire ¢,_, =1,

et I'on a
?TFM ("'u-—lm;

cette dernicre équation donne d’ailleurs
e, i Wy o €, T3

on peat alors donner i la fonction ¢, la valeur numérique zéro et I'on
obtient encore identité

(oI E=RGNON

En definitive, les identités (25) sont toujours valables, avee la
restriction ¢, ;== o dansle cas ot e, =cy=...==¢, 3= 0.

Dans (ous les cas il reste 7 — oz — 1 coefficients qui peavent dé-
pendre de y.

Nous supposons d’abord ces n — o — 1 coefficients constants. Ona alors
une infinite de types de groupes g, ,, dépendant des valeurs constantes
données i ces n — o — 1 coefficients. Ghacun d’cux est invariant dans
un groupe (i, 4, qui a un paramitre de plus. Les structures de g4
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et Gy 4 sont donndes par les formules

[} i 3 [/) PR
L — -
() 10 0,

! ]
(1)0 1 0y M0y

‘ 3 A TMATN
S8 02
............. ,
{‘)U(] g (n)(,,lh)w,
............. y
U
v Oy g == Don 1Mo
) f')fj)m~l-' ?-'m)(,l,
!
My, 0,
i 71
Oy T OOy T Oy b € 0 (‘/lr'))a
. 2
/ . 0y
T AT B o ‘ M=t 2 Cp gy (1 2) Cp gy =
........................................................... ,
.
Gig (), - i Gy
' Mg SROTPIOITES Sl o f R AT B/ (O R AT B T Gy
by 1 R '
(:,/ """“:;"‘“‘ (651 (y)”‘,/ 9 Vl/’ ('I 1’1)),
D e e e e e e e e ,
Ni — P —1Y (O '
Wy o == My p1 Mgt W ("‘ = 1) Cpa gy L g Cptg py
o4 = 0.

On peut prendre

5 X=ax+P(y)
Fib )y oy

invariant dans

1
('l,ﬂ

<

(Y =yt b

e -+ P(y)

P(y) désignant, dans les deux formules, la solution la plus générale
d’une équation différentielle linéaire d’ordre i coefficients constants,
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celle dont 'équation caractéristique est

—/ 1 6] 0
n -1
- o Cn Cny—17 [ . o
10— ) - 0.
— € —(n—2)c,  2c,—1 0
9
I n—1
Oy Cnoy —_— e C s, . n—1)Cyy—1
n no-u nou o ne-% ( ) n—1

c. Parmi les n coefficients ¢, dont deux consécutifs sont déja égauzx,
Curca v, Uawtre a séro, ( y en a qui sont fonctions de y. — On peut
alors donner & Pun d’eux la valeur v; on a alors

dy = m(y)wm.

On a une infinité de types de groupes g, ,, chacun étant caractérisé
par fa fonction m(y) et les n - o — 2 autres fonctions de y fournies
par les coelficients ¢, ., ..., ¢, autres que celut quia éte pois égal & y.
Chagque type dépend done de n — o — 1 fonclions arbitraires de y.
Chacun de ces groupes g, , n'est invariant que dans lui-méme et sa
structure est fa méme que celle de gy . On peut prendre

o (NXemawte P(y)
S0 | Yooy

invariant dans lui-méme, en désignant par P(y) la solution la plus
génerale d'une ¢quation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients
non tous constants, celle dont Péquation caractéristique se déduit de
la précédente en changeant renm(y)r.

33. 1. Groupes admettant les mémes invariants d’ordres o el 1 que g,.
— Le groupe G, prolongementnormal de Gy, est defin par les expres-
SIONS 0, 04, Oyyy veey Wy, 4y Oyyy veny Wopy Ty ouny Ty, Lo systéme
complétement intégrable qui donne les invariants d’ordre inféricur ou

Ann. Fe. Norm., (3), XXV.— MARS 1go8. 17
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¢gal 2 nde chacun des groupes cherchés contient les 272 + 1 ¢quations

(26) (© =wy=...=@, =0

[ mpp== oy =...== 0, -1 == O.

Désignons par 2 le plus petit entier par lequel il faille ajouter aux
équations précedentes une équation de fa forme

(27) 0= gy @ 0y gy = o oo == Wy Oy~ @yt 2 0,

Le groupe lincaire anquel G soumet les expressions o, @,

3, Clant

200 =g o WU 07T,

—
L

zl,n ] T e T,

I

(28)
’ Wy, =wy -+ ww,

on peut réduire le coefficient «, de o dans Iéquation (27) & zéro, en
réduisant le groupe linéaive & Pun de ses sous-groupes (w==0).
On obtient alors

day  mz— Gl - @y, -+ Cloyy -+ Ay,

day, w2 gy — Gl myy b oaymg - Gl -+ Gl oy 4= Ay,
....................................... e ey
Al yq === T = N O T R (10 1) @y Ty

- ”'"’l.n l‘"*"(”""')”l")i.n P I 5 2ty ‘.:"’11""‘ '\u 07,

On peat encore réduire le coeflicient A, 4 o, en réduisant le groupe
linéaire (28) 4 P'un de ses sous-groupes (1= @ == 0 ).

On peut alors refaire identiquement les raisonnements faits dans fa
recherche des groupes g, 5, &0 g0 1y a cependant deux différences
essentielles, c’est que dans les équations de strocture des nouveaux
groupes g, w,, doit ¢re identiquement remplace par zéro, ¢’est de
plus que le plus grand groupe G, dans lequel g, est invariant est
infinis o, n'est pas, en effet, identiquement nul pour G, ;.

On aura alors trois cas.

a. Onaun type unique de groupes g, d’ordre fini invariants dans
un groupe G, infint. Les structures respectives de g, , et G, sont



LES SOUS-GROUPES DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS. 131
données par les formules

o' =060 By,

o' =0, , n—t
, My = B 12,

1oy =0, “ i
S ! Goy ¢,
’ ......... S N T wEy,,
!
Wy =5 0, Ty | T W,
m:)g =Wy Wya-
On peut prmulro, par (sxmnplv,
( X b Yy = ey y" 2 b e gy
&t ? Y =)
invariant dans
X - [(y)
, Cpy !
‘lw.]
, y o My
AN

b. Onadestypesdépendant de constantes arbitraires. Chaque groupe
(,.. Les structures respec-

2,2

oo ostoinvariant dans un groupe infini

tives de g, eCG,, sont données par

! ’
1) [
S ' , ’ o' SOyt BT Oy,
) O s
oy o ’ (':!,':! ) "’lxu 0,
......... ,
N
On peut prendre, par exemple,
‘ X oo o I)(‘)’) - L G X==ax ]‘/(.}’)
Suu invariant dans 1y,
= Y —y e ‘ Y=y +0

en désignant par P(y) la solution géncérale d’une équation différen-
tielle lindaire d’ordre na coefficients constants.
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c. On a des types de groupe g, dépendant de forctions arbitraires
d’un argument. Chacun d’cux est invariant dans un groupe infini G, 4.
Les structures sont 1'(35{)0«:l.ivemo.nl,, pour g, ., et Gy,

s o) == 0,
i !l ..
I B T G [ o = omy- ly gy,
52,3 , 2,3 ‘ /
e ey w' o,
10
Dg,n-1 == 0y

On peut prendre
I l

D A N = a4 [y
Fo § ! () invariant dans (2, \ y - e /0)

=y " RS

en désignant par P(y) la solution générale d'une certaine ¢quation
differentielle lincaire d’ordre #2-i coeflicients non (ous constants.

34. UL Groupes admettant les mémes invariants d’ordres o et 1 que g,
— On trouve sans difficulté deux types de groupes différents de g,. Le

premier, g, ., du (roisiéme ordre, est invariant dans un groupe G, ;
leurs structures sont définies par les formules

, , ' IO
0) R LTI '
) I )0
14 1
a1 ¢ m'10 SO0y, “’:1,1 , ' ’
, m“: Wy,
0y 1 5= My My ,
Gy TN .
On peut prendre
_axr-0b 5 ax b
&1 cw+d invariant dans Gy, ey +d
Y=y Y=y

Le sceond, g, ., fini d’ordre 2, est invariant dans un groupe in-
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linl Gy,; leurs structures sont définies par les formules

1
) = g,

g (’)/ = (’)107 il ! !
53,0 ’ ("3,‘.‘ L= 0,
Wy, = 0, /
| o =ow,.

On peut prendre

Ne=aw 40 ) — G 5 XN=axz+b
o invariant dans 4
1]y oy arian 5 e | Y= f(r)

Nous sommes arrives ainsi idix-huit types essentiellementdistinets
de groupes intransitifs & deux variables. Sur ces dix-huit types, neuf
sont d'ordre fing, & savoir

r r o o 0 (r (7 (7 o,
Ay S, S8 AL Sy S St S S8

el neuf sont infints, i savoir

[ 7 o, (r 1" 7., or oo o
S S S S S S S Se o A

Parmi les neaf types ’ordre find, six sont invariants dans un groupe
infini, & savoir

d o (o, o,
Sy Aut Suee S Sut Ao

nfin, pour un seul type g,,, on a des groupes qui ne sont inva-
riants que dans eux-mémes.

Les groupes g, gy S0 Siis £ sont proprement simples, le
groupe g, est improprement simple (*).

(1) Cf. . CANTAN, dnnales de U'Leole Normade, 3¢ séric, 1. XX, 1905, p. 284.
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CHAPITRE 1V.

LES GROUPES TRANSITIFS A DEUX VARIABLES.

35. Nousallons d’abord déterminer et classer les groupes de degré 1,
définis uniquement par un ou plusicurs invariants du premier ordre.

Le groupe ¢, prolongement normal de ¢, est i six variables, et sa
structure est definie par les expressions o, @, o, 0, @,,, ©,,. (e
groupe ¢ soumel les expressions o, 0y, @, @, AU groupe
lincaire I dont les ¢quations sont

1 .
\ 007 gk Uyt i 1y, T,

Q1= gy b Uy 0 b Uy, T,

(1) "

’ ll'“‘ T A Sy W A Oy T,

”ul Ty b e T

Nous allons suceessivement examiner les quatre cas ot le groupe
cherché admet un, deux, (rois ou quatre invariants indépendants du
premier ordre.

10 Le groupe g admnet un tevariant independant da premier ordre. -~
Cet invariant sera donné par une ¢quation (elle que

(2) 02ty -4 oy oy -t Oyt A= 065, & oy - hes o,

On peuat toujours faire en sorte que les coeflicients £ et £ soient
nuls en réduisant le groupe linéaire T & Pun de ses sous-groupes i
quatre paramétres. Les rapports mutuels des coefficients a,, «,, b,, b,
deviennent alors des invariants du premier ordre du groupe g. lixpri-
mons d’abord que 0" est nul, en tenant compte de équation (2).
Nous obtenons, en négligeant les termes qui contiennent o ou @, les
relations

ay— yby i~ vy by== o0,
O gl 2a,0y== 0,
ay(ay - by) =0,

by(aty~t by) = o.
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Ces relations admettent deux solutions

a. b= a,, a, = b,= o,

b. by =— a,, ai—+ a, b,=o.

a. On peut prendre
(2) 0 == gy~ By == 0.

On a alors un seul type de groupes g,, chacun d’eux ¢tant invariant
dans un groupe G, ; les structures de g, et de G, sont respectivement
données par les formules

) (o= 0= T,

) T 000 = B0
‘ ] LA RTT) 0ls Gl ) 7-'7/ - mm,,,-{- mmu“
? w Ty T, , ,
0y =t By = 0.

¢

[=B]

On peut pl'('n(lrn

| X Sl y) D(fw)
e avee LTl o
Y=o, y) D(x, )
invariant dans
(1 \ X = avee Defe) «
FY =o(e,y) Dr, y)

b. On peut prendre

0 == 63y, 4 % (g — myy) — &gy

et Pon trouve
tlos =z )z e Ty e (g Dy )~ ZE g1

On peut donner i Pinvariant = une valeur numérique lixe, par
exemple o, el alors, pour toute ¢ -ansformation qui laisse g variant,

on a identiquement o, = 0. '
Il'y a un seul type de groupes g,, chacun étant invariant dans lui-
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méme. Sa structure est donnée par

[ o' = 0y, -+ o,

A

| © = mw,,.
On peut prendre

Y

invariant dans lui-méme.

36. 2° Le groupe cherché g admel deux invariants independants du
premier ordre.

Herivons les équations qui donnent ces invariants sous la forme

2 Wb b (g =T ) A g b e (g o BT ) b e b BT 0,

/ [ e
2= T A= D (g — T ) b gy b W (g b BTy ) b o e o,

lKn ne tenant pas comple des termes en o, @, on trouve (que les
coeflicients a, b, ¢, h, ) 0, ¢, A doivent satisfaire aux relations finies
suivantes :
Lo =i’ -2 bbby o al! (ac - b,
a2 h(ed ¢ D% N - cd b,

Nous distinguerons deux cas :

a. h=»M~W=o0.— On peut alors prendre

0,= Wy gy - ML 6y 4= 10 BT = 0,

Oy 39~ g1 -t Dongy 4 0t oy - n'ey == o
On peut réduive m, n, n/, n° aux valeurs zéro, en réduisant le
groupe lincaire I'a Pun de ses sous-groupes.
Le caleul de 07 et 0, montre que Pon a

da + b0 — 20l = o,
db 90, — 01, .



LES SOUS-GROUPES DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS. ]57

Iy a denx cas & distinguer :

a,. b*— fha=o0.— On peutdonneria Pinvariant & unc valeur nume-
rique fixe, par exemple zéro, ot Pon a alors identiquement, pour le
groupe dans lequel g est invariant, &,,==0. A ce cas correspond un

seul type defgroupes gy, chacun invariant dans G,. Les st.uctures

de gy et Gy sontdonnées par les formules

‘( 0
(

!
T g -t W0 q,

. ! = BNt 0, G , .
P ; 1y (W T WW 1,
[ &' =®wm,,, , , »

o'y, -y, = o.

On peut prvndrﬂ, par (‘xvmplv,

LV X=we S1y) -+ 9(y)
TEY == ()

invariant dans

S Xeaw f1"(y)+9(y)
(Y = f(y)

Gy

ay. b*- fhafo. On peut donner aux deux invariants indépen-
dants a, b des valeurs numériques lixes, par exemple

0 0, ot L I

On a ainsi deux (ypes de groupes g, chacun nvariant dans lui

méme. Lear structure est donnée par

o,

DL O

{ w! s it~ Ty,

[ w! =z ms gy b By,

Dans le cas ot Pon prend e signe —+, on peut considérer la struce-

ture holomorphe

A—
\ [ e L P
or 0

e ( © = (Do

dnn. B¢, Norm., (3), XXV. — Mags 1908,
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On peut prendre, pour le signe —, le groupe

avee

X _—/( r,v) Aaf _dv  Jdf 0y
Y = o(x, y) de T ady’ 9y T Ox

invariant dans lui-méme, et, pour le signe -, le groupe

or s X:-/.(‘I:)
PRLY =a(y)

invariant dans lui-méme.

b. Supposons maintenant que £ et A ne soient pas nuls tous les
deux, dans les équations (3). On peut supposer o =0, A’ ==1; on a
censuite

e - O e e i - 2 bl o

On peut prendre

2
U=z g =t 2 (0 1g—70;) == %2y = 0,

Oy =2ty b By q - (J(ﬁ)“) — gy ) e 2B Y 0

On peut réduire le coeflicient v & zéro, & moins que B ne soil égal
a — 1. Gest ce premier cas que nous allons examiner.

O,. Ona
Dyzmmg - (o, — w7y ) — ot Myy =20,
f), O N e a2 AT R il AT B O
On en déduit d’abord

dow =53, == (01— Tyq) = 221
On peut donner & 2 la valeur numérique zéro, ce qui donne

Wy 5 0,

Oz RO I 7 0.

En exprimant que Péquation 0, == o est completement intégrable,

on obtient y=o0. Ona done un type de groupes g,. Sa structure, ainsi
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que celle du groupe G, dans lequel il est invariant, est donnée par

== )+ Whyg,

, ()
@) T= 06—+ Ty, 5 ,
s p G ® =ow,,
w = o, ( ,
Wy, = O.

On peut prendre

o ) XSl ) invariant dans G P X=/e )
Y =yt Ariint qans "UY=ay+b

by On peut encore donner & Vinvariant o la valeur numérique zéro,

ce qui donne
Wy 0,

et Pon peat éerire
Oy = thyy— NLTTy,.

On trouve facilement
dm = o.

a done une infinité de types distincts, suivant la valeur de la
groupe gy déja obtenu. Nous

cm'r(:s]mn(l(\nl, a une valeur

On
constante 2. On retrouve pour m=1 le

appellerons encore g, les groupes qui

queleonque de m. On a pour gy et Gy les structures

, (o iy b T0)g1,
g | IOT0 T T, G 5 ol =z W
S8 3 o Ol
(| @ = o, , )
: (:)“)'—“ I)lm”l IO

On peut prendre

N y) - 5()
Y =)

invariant dans

o | Xe=ar f'"(y)+o(y)
;)
k4 Y ::::f(,‘}’)
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37. 3° Le groupe cherché o admet trois invariants ndépendants du
grouy 8 .
premier ordre.

Nous distinguerons deux cas suivant que I'équation
g = Wy = O

est comprise ou non dans le systéme qui donne les invariants du pre-
micr ordre.

a. Dans le premier cas, posons

0122 g9~ @y == 0,
0y 2 53y~ gy == 0,

Oy== =g == Doy~ oy == 0.

Les coefficients de o et de @ ont pu étre réduits i zéro, sauf celui
de o dans la dernitre équation; ce deenier ne peut pas élre reduit
si O — fa est nul.

a;. On ab* — ha=o0.0n obtient, apres des caleuls qui n’offrent
aucune difficulteé,

O, =0

Cmo, Oy 040y, 0o,

db == e 00y == 00y,

de - "‘; ('(//l o 03 )-

Sie est egal i zéro, on peut donner & invariant & la valeur numé-
rique fixe zéro; on aura un type de groupes g, chacun invariant dans
un groupe (xy3 leurs structures sont 1'0spm;l,ivmn(snt,

/ -——
) e T e nl O LA T

} o' =2 ey, . Wy,
!
56 Fe
" | w'=o, "] oo, =0,
!
3 TFT,, 1 5= 0.

On peut prendre

) X =a/y) ivaris . | X=ar+f(y)
e | =y+a invariant dans (xg LY by-+o
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Si ¢ n’est pas nul, les invariants b et ¢ sont indépendants, on peut
leur donner les valeurs numériques fixes b =o0, ¢ =2; on a encore
un seal type de groupes g, chacun invariant dans un groupe G;;

pour G, on a identiquement o, == — w, @,,=o0. Les structures de g,
et G, sont
o C ! == Whyq,
\ ) I T 01y N 5 f
g G, ! » =ww,,
¢ W= — )T,

I
By == Wiy -

On peut prendre

‘ X o -—-——,————— N — ax
s s JH) invariant dans G \ X S
’ Y= /f(y) ’ Y=/(y)

. Onab* — fa - o. Alors on peut supposer ¢ = o. On obtient

9= o, 0 == 0,0, 0% == o,

det == — 0O, wa Oy,

On voil que @ et b sont deux invariants indépendants. On peut leur
donner des valeurs numériques fixes, par exemple

bz o, o

On a alors pour le groupe G, dans lequel g est invariant,

o= g+ By,
/

W = weygg - T,
’

(’)1 0 0.

On tire de ces équations la suivante :

/
o e,

01

le coefficient A étant un invariant du groupe g. En appliquant 'iden-
tité fondamentale, on obtient
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Si A=o0, on obticnt un groupe g, (ou g,) invariant dans un

groupe Gy (ou Gy). Les structures de g, et Gy sont définies par

, o' = ey By,
[ Jp— Why1, N,
o or! UI e 00 (\ (_,, el VOI10y
58158 . i a1 8] Fgy g P
, 1)10 = 0,
rn“ =0, '
0) 2 0.
\ 01

On peut prendre plus simplement, dans le cas ot @ = —1, les
structures

o= my,,

n' == ey, ,
LO e O 1 O N
o

L 1 W I — WO, (xy

"’10 p—H

{))/ TZ 0
100y I

Wy == 0,

ce qui donne le groupe

i
(X =war -+ .
N N (X
Ly I invariant dans

el le groupe

( X arcose-vsine

LY = b - rsine -y yeose ]

invariant dans

G/ S Xea -+ ¢ — /1y
" ( Y =0 o o e ey

Si A est différent de zéro, on peut donner i cet invariant la valeur
numérique fixe ==1 e( 'on a alors un groupe g, (ou g}, ou g4) inva-
riant dans lui-méme. Sa structure est donnée par

PN
s [ — 1y
"
r

. ! I s e
Bur Kos Ky W =i wmyy,

! [
My == 25 00,

.
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Sta=—1, on peut prendre plus simplement

!
s‘ [£3 R— )00 | oy
g = — M,
B == (10

ce qui donne le groupe

axr + b
co 4
S

av b
cy +d

invariant dans lui-méme.
Sl =1, en posanl -7y ==z, on a les groupes

(et +-Eih)s —+4=c - id

Wt ot b (ot 2y
(e id) 5 4w — b Lt b7k (* 4+ ) =1]

PR R
urhin g 4=

invariants dans eux-mémes.
b. Dans ce second cas ['équation
W=+ Ty == 0O
n’est pas comprise dans le systeme qui donne les trois invariants du
premier ordre du groupe g. Posons alors

Oy =5 0y = gy = @( Wy~ Ty ) +~ L3 =0,
Oy=2 gy = B+ @yy) =0,
Op== w0y~ ) = 0.

) y 4 ” , L . . . ’
Le coefficient 4 peut encore étre réduit 2 zéro, & moins que 'on
n'ait
a4 hbe=1;
mais, méme dans ce cas, la condition que lesystéme précédent soit
complétement intégrable exige que A soit nul.
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Supposons done £ = o. Un calcul sans difficulté donne

0 = 20,0,  O,=0,0,,  0,= 0,0,

da =—ocl,- 207,
db=— 00,4+ abl,,
de =— al,4 cl,.

On en déduit
ada—+20de -+ 2cdb=0;

done I'expression a* + 4bc est une constanle »e ¢l cetle constante est
essentielle pour les différents types cherchés.

b,. Supposons dabord @ = b = ¢ = o. On a des groupes g,,, dont
chacun d’eux est invariant dans un groupe G,. On a pour la structure
de G,, les formules

== ATV R O [N
W = T - T,
0y == By g = 201,
0y 7 ooy (0 ),
B =2 (g = BTy ) Wy,
d’ot 'on déduit
m’l o~ ?'T;,, o M.

Le coelficient A estun invariant; mais Pidentité fondamentale appli-
quée aladernivre formule donne

o | el = D (myg -t @y )| = 05

cela exige que A soit nul. Les structures de g, et Gy, sont done don-
nées par les formules

Lo MOy b Ty,
L o L— MTy o~ W6y,
() 00, ,
(x A [OF I
0 L T = @y, R e
PRUBSISSSN Oy g = g (g == Wy ),
g =1y ,
' Wy o= (Mg W),
: Iy y s 0y Wy,
On peut prendre
Xz aw -+ b . . . Xiwar 4-by-4-¢
A0 | invariant dans (14 ) )
Yoy ¢ LY =hw+ky +p
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b,. Si a, b, ¢ ne sont pas nuls (ous les trois, parmi ces trois inva-
riants il y en a deux indépendants. Nous allons faire des hypothéses
sur la valeur de la constante a* + 4 be.

Sioa*—+ hbe est positi/, soit égal & m*(m > o), nous donnons aux
invariants des valeurs numériques fixes. Soit

@ = -— m, Ob=c=o.

Si Pon désigne par G, le groupe dans lequel est invariantle groupe
cherché gy, on a, pour G,,, w,,=w,,==o0. La structure de G,, est
donnée par

(l)' T2 0 g,

!

(1= meymlyy == (1= m)ws, .

St est ¢gal i =1, on ne déduit de Ii aucunce autre relation. On
aura pour g,, et G les structures

Co! iy,
S ' =y, . ,

St ( R, Gy ¢ o' =@y,
?. - ] '

m“ == 0,
et 'on peat prendre
X o [l . . X = f(x)
A \ See) invariant dans Gy | J
Iy - ¥ (Y = ay - /)
I I

Siom? est dillérent de 1, on a

l,)'1 — (1 — m ))_I.)TU,

’

m]l! """

mais, comme tout i Pheure, on montre que A est nul. On a alors
pour g, et G,, les structures

. ! == gy,
o' =z (= 0 ) oy, ,
. oy = 010 P
Ly o = (1 )00y, (12 ;
11}1 o = 0,
I .
YA ( /

Ann, Fe. Norm., (3), XXV.— Avrw 1908, 19
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On peut prendre

—aqlt~mgp -
&2 g X=arnar b (mzo)

[ Y =a"™y ¢

invariant dans

{ X=—ax-+1{

G !
Y =y 4+

Si @+ 4 be est négatif, égal @ —m?*, nous donnerons aux invariants
les valeurs numériques

I
a=0, bmzmm ¢z =
g
On aura pour le groupe G, dans lequel le groupe cherché g, est
invariant, o, ,=265,,, W, = — o,, e, par suile, la structure

U
) o M) gy === TIGT 1(,y

' == g, b gy,

Wy ey, o,
d’ou I'on déduit, comme tout & 'heure,
(’)Il 0 IO,

On a done, pour g, et &, les structures

!
[ L PP R O10)]
10 105
S o = (6 = mwr) oy, ,
W I MGY g~ T0)
' P 10 10
Lo (T = (- mo ) wyy, P , '
P
. Dyp =0,
( Dy == 0,

[ e
W, == 0.

En posant @ + ¢y = z, on a le groupe

:“’)’12 : 7, = plmi e 5 . b"}—l.(,' (I)l;‘é())
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invariant dans

Gyl 2 =(a +ib)s+4+c+ (h

St enfin a* + Gbe est nud, on peut donner aux invariants les valeurs
numériques

a:z==0-=o, ¢ e
2

On a pour le groupe G, dans lequel le groupe cherche g,, est in-
variant,

!
) i () LT PRTRS
w0y b Ty,
, ,
mx o == My ¢ = 0,

d’ou 'on déduit,
"”x 0 o= ./.fn'(D',

et Fon montre encore que A est nul. On a done pour g, et Gy les
structures

, Coml 00y
) ZEE gy
L ©
[ \ , Gy T -t Wy,
dyy 0w (E — 0)) 010, (113 ’
”’ . (,)“) =20,
’
10 E) ! —
[P N

On peut prendre

X=awx-+0

&1 [Y =a(y —aLa)-+c¢

invariant dans

, 5 Xo—awx-+0
(H:; ,
{ Y =aly—cx)+ /L

38. 4° Le groupe cherché g admet quatre invariants indépendants du
premuer ordre.

Nous pouvons toujours ¢erire sous la forme suivante le systeme
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complitement intégrable qui donne ces invariants :

0= oy~ atw =0,
Oy =2 )y = 0,
Oy=mwm=o0,

0# =y + Doy — 03

les coefficients @ et b sont des invariants du premier ordre. On trouve
sans difficult¢ que 'on doit avoir

0,1 = 0,0y,

Ol_: — 0‘2(01_ ‘0")7

Oy=(0y—0,)0s,

U= 0,10y,

puis
da == al,~+ b1,

db =« 0;, “+ 01,

a. Supposons d’abord @ == b= 0. On a alors un groupe g, inva-
riant dans un groupe Gy les structares de g, et Gy, sont

T Myt G0,
e T,
o ' == o, , YPE-=R o TSR
i [ Gy 0, . N
| m' =, Wy, =2 gy (=53, ),
) gz (g == Ty ) gy,
J 7»')':, E=ROTTROITS
On peut prendre le groupe
1% S A=z invariant dans G ( X=aw-tby+e
Pk / Y =y -+ 0b e e i T Y oe=low - ky - p

b. Supposons maintenant que @ et b ne sont pas nuls tous les deux;
ce sont alors deux invariants indépendants. On peat lear donner les
valeurs numériques fixes
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Ona un groupe g, invariant dans un groupe G5 avec les formules
de structure

m' = oy - Ty,
{ o =, . w =o,
S Y Goyy
(_ [ MO
Dy == 01 (M — ).
On peut prendre
| X= ax -0 . . L A\ X=ax+by+ I
LT invariant dans Gy 5
{Y = ay Y =cy

La détermination des groupes transitifs & deux variables qui n’ad-
mettent que des invariants du premier ovdre est achevée. I nous reste
a prendre successivement chacun des groupes g trouvés, y compris le
groupe général ¢ lui~méme, et d rechercher §'il admet des sous-
groupes n"admettant pas d’autre invariant dua premier ordre que ceux
de g lui-méme, mais en admettant d’ordres supérieurs. Cette recherche
est d"ailleurs évidemmentinutile pour les groupes

) . -
Hur Hur Sy S S S S

Elle n’est nécessaire que pour les groupes qui restent, & savoir

4 . . " "
(‘] y A N S S Ss S 1 Sae

39. 1. Les groupes transii s qui n'admettent pas d’invariant du pre-
mier ordre.
Supposons que Pordre minimum des invariants de I'un de ces

groupes soit n, et supposons que U'une des équations du systéme com-
pletement intégrable qui définit les invariants d’ordre n soit

- -
0 == 2‘ Ay py 2 Bhg®p, == 0.
P n prqtn

Si 'on néglige d’abord tous les termes qui contiennent w et &
dans 07 et si Pon ne prend que les coefficients de w,q, 044, 515 @0,
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on obtient

(l’ — 1) Apg®pg + Z/’B/w”/w

2‘ Apy (49 pr1,0-1— B pq) "*‘2‘ IBrg®pria- 1J

N

'*‘”m[ PApg®p vgii+ Z By (e a— m,,,,)]
- Wy [2‘ qApy»pg—+ 2‘ g—1)B I"IUI"II
On déduit de 1a qu’en négligeant, dans les équations du systeme
complétement intégrable qui donne les invariants dCordre n, les termes
pour lesquels p+ ¢Z1, la présence de 'équation 0 ==o entraine la
présence de toutes les équations
V= 1 N P (2

Apgpe By g™, g1 =0 G0, 0,2, o, 1)

P

Puis on montre sans difficulté que le systéme comprend, du moins
si 23, soit les équations

Y e T e e Y = O P S Ll T AT ¢ 1
soit les ¢quations
Opo =t Wpe gt s TE Mgy o Wyg g b T L O g WL L 00,

les termes non ¢erits étant Cordre o ou 1.
Dans les deux cas n ne peut pas éire superieur a 25 en effet, si n est

, . . o - re(rn——1)
supérieur a 2, le cocflicient de o, dans o), est —<——;-—~) W, a4, Of

dans o), + o, , il est W(mn wa @, 4.)5 1l ne peut
done pas s’éliminer.

Supposons done n=2. La considération des coeflicients de o,,
el @, dans 0" montre que la présence d’équations de la forme

Gyt o T2 0, Wypeb. . TH0, @t D@y . 20, @yt Doy .m0
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entraine respectivement la présence des ¢quations

Wy — 2W |+ ...==O0,

Wy — 2By ~+...==0
(a—0)®y+...=bwyu+ (2a — b)wy —+..
by + (ra—b)ywy+...= (@& — b)wgy=+...==o.

|

On en déduit que le systéme est de 'une des formes suivantes :

Mgt Bhg -t e o T Ty Oy ... =<0,
Mgt e e =Wyt s o Z Wy — 2T .. TZ W — 20 +. .. =0,

[ T e PP TV R O Y e e O T8 B I O s g o 8

Suivant ces trois cas, 1l existe

done deux, quatre ou six invariants du
second ordre.

10 I existe deux invariants du second ordre. — On peut poser

Op £ gy == B3 g 4= Uy 0y = Qgy gy b1 Tio -+ Doy Ty, =0,

’ ’
Oy gy b= g == @y 10+ @y 90g == Uy 10+ Uy By + ¢ =0,

apreés avoir réduit, ce qui est toujours possible, trois des coefficients
de o et o a zéro. On a manifestement

0 == 0y, == 0.

En exprimant ces ¢galités on obtient successivement

diryy==10,, dbyy ==y,
SO N Ay N
gy = by == aly, = b, =0,
. ‘
Wy == Ay, Uy == b,
¢==o0.

On peut alors donner aux invariants a,,, b,, les valeurs numériques
fixes zéro; on obtient un groupe g,, qui est invariant dans lui-méme
et dont la structure est donnée par

C o =) - W0y,
Zoq | B == 08— Ty,

’
0y o= Ty == 0.
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On peut prendre

invariant dans lui-méme.
Pour ce groupe on peut exprimer tous les @, (¢ >0) au moyen
des w,,, parla formule

mpl/ - (’)[M 1,4 13
il ne reste ainsi comme expressions d’ordre 2 que
Wngy  Wnoy Dn 1,09 Moy ooy Dy pogy, Mops

Supposons maintenant que le groupe g, ait des sous-groupes
admettant des invariants dordre 223, mais pas dordre n — 1. Le
méme raisonnement que celui qui a été fait plus haut montrerait que
le systeme qui donne ces invariants est de la forme

L0 P LT R R = (7 DR I el (] TIPS SN O,

les termes non écrits ¢lant dordre o ou 1. Mais alors le coeflicient
de @, dans w,, ne peat pas étre nul en tenant compte des équations

du systéme. Le groupe g,, n’admet done pas de sous-groupes de la
nature de ceux que nous cherchons.

2° Il existe quatre inyariants du second ordre. — On peut poser

0= Mgy = g gt Aoy D1 Do B by e =0,
- . g -

Oy gy — 2001 = Gyg 0yt Sy gy -+ Bro B0t Pog Ty == 0,
Jro— ! / ! !

Oy gy — 0Ty = Gy gt &y gy = B o 10~ B | T =2 0,

!

) ! !
0, == (o bl g gy - DY

!
6o~ By Wy == O,

Les coefficients de o el o ont pu étre réduits & zéro, en réduisant i
la transformation identique le groupe lin¢aire auquel étaient soumises
les expressions wyg, O, 045, gy Tyys Toge

On a évidemment comme tout i ’heure

0’1 == 0’2 oy 0/:’ proeont //Ib IO,
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On en deduit

day=—10,, day, =—1,, db' == — Oy, dby, = — 0,
byg=o0, by = — 2.ay,, dpy=—204, ayy=o,
A== 0, 11»122/”“,, Ialt)tgf‘my (301:—“0“
oo =— 0y, oy =3y, Blo=12day, Lo =o.

On peut donner aux quatre invariants indépendants a,,, a,y, 0,

, . . .
b,, des valeurs numériques fixes, par exemple zéro, et lon a alors

identiquement
Moy 52 Woa = 2y =5 0y — 270 == T3, = O,

On en deduit

'
) == g B =k T )y,

,
T = g Wy o By

On obtient par suite un seal type de groupes finis i huit para-

matres g, invariants dans cux-mémes, dont la steacture est donnée

par

m' =ty - Ty,

W 0T b Ty,

! — .
M)y Ty b ATy - Ty,
! —
) My = ey (g = T3, ) == mmyy,
."5’(), A , . .
63y 75 (== Ty ) Ty = T,
By T g By —F BT = 2T,

/
Yy =2 0 Wy = B3 My,

IO MR O PR O SIS SR O PO TER

On peut prendre par exemple

X - =y V=
R e e N M a2
by =Dy v -+ b,

ALY
CLr Gy Y s Gy

invariant dans lui-méme.

Ann. Bx Noron, (575 NXV. — AviiL 1go8. 20
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30 Il existe stx invariants du second ordre. — On peut regarder tout
groupe g,., qui correspond d ce cas eomme un sous-groupe de g,
défini par deux invariants supplémentaives du second ordre. On peut
prendre

0022ty =+ D1 oy Doy 4 (1 Ty == Dyy Ty -+ ¢ 0+ A o5,

Oym= )~ dyymyg = @y oy = Uy Ty Uy By ¢l = A
On a encore mantlfestement
0 =10, == o.

On en déduit suceessivement

(/”nl = 02, iy o Oh
1 ! .
== b=ty == by =0,
I ;o
@y Mony /'M"“ /)01;

¢ W =gy by,

Y — 2 K
¢eag fo-= 0.

Si Pon donne aux deux invariants indépendants a,, et b, les valeurs
numériques fixes zéro, on a

My 16T O,

On obtient ainsi unseul type de groupes g, 4, chacun ¢tant invariant
dans lai-méme. Sa structure est donnée par

U— M0y =t Ty,
W s - Ty,

’
. )y == B0 My g,
50,3 /
03 1 = gy (00— T4y ),
U P X
[T () — 4y ) W10,
'
")HI e PTROITY)

On peut prendre

\ X AT ”::,y bty

LY =0 - /;2}/ 4- by

invariant dans tai-méme.
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[ existe done en somme, en comptant le groupe ¢ lui-méme, quatre
types de groupes, deux finis et deux infinis, n"admettant pas d’inva-
riants du premier ordre, ¢’est-d-dire pour lesquels les éléments linéaires
du plan sont transformés entre cux par le groupe linéaire et homogéne
général. Ge résultat s’¢tend dailleurs au cas d'un nombre quelconque
de variables et a été démontré, sous sa forme générale, par S. Lie (1).

40. 11 Les groupes transitifs gue admetient le méme insariant du pre-
mier ordre que g, — Iei Gyestidentique au groupe g, qui a éte déter-
min¢ tout & Pheure. Le systéme complétement intégrable qui donne
les invariants dordre 2 des groupes cherehés comprend toujours
I'équation

My b= Wy, =7 0.

Soit n e plas petit entier pour fequel il y a d’antres équations et
soil

e ==
0= B,y -+ Ao 4+ Ay 0y, ST B I A Dy Ny . =20

Pune de ces équations, ot Fon n’a éerit que les termes dordre n. Si,
dans 0, on tient compte des équations du systéme, et qu’on ne consi-
dere que Tes coeflicients de o, o4, @y, el, dans ces coeflicients, les
termes d'ovdre n, on obtient

'Hmlj (1) B (n—1)A 04 -+ (.”_'{5)-'\"'—1"’/h—l,l+"-'—'(”+IJ~‘\U")0/L [

- mnll o r'\umuu+35 ’\u l"'u,(l -+ Au—»-z"’uv‘l,l+~-"}_(” 'l—l)“\o”’],n—LI
oI e 2R A DY HAWE ) Ay (gt (n—1)A, oty g atue - Aoy, ]+

Cette formule montre que le systeme contient o -+ 2 équations du
nitme gpdree. Mais alors 2 ne peut élre supérieur a 2, comme le montre

’

la considération du coefficient de w,, dans

no*
S“I)l)()S(HIS (I(HIC n==12.0n ])U”(/ p['(}“dl'(}
0 =yt Wy == 0,
Dy By == @y -4 O (0= 01 ) == €10y =0,

==
0y =2 gy == a5y -+ Dy (0jy— Ty, ) =+ Cytyy = fiyom == 0,

gy~ (T~ Dy (=141 ) =+ Catnyy ~+ lyor = 0,

0y 2ty = 5y = Dy (1) — g1 ) = €4 00gg -+ lym = 0,

(Yy Leipz. Abh., 1. XXI, 18¢5, p. 81 (rédigé par F. Engel ).
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les coefficients de w et & autres que Ay, Ay, 2, ayant été réduits a zéro
par la réduction & la transformation identique du groupe linéaire qui
transforme ,,, .9, ®,,, ©y..

On obtient d’abord

1 1 1 I
Y=o, G=100, f=1loo, g=son, =100,
2 2T i 0 2
3 I
db, = ;0, “+ ~ 0,0,
2 2

. I
day=— 30,4 = 1,

]
da,— 20, = ayf,

i
oty = 0, - -y 7,
1 2 I
c, =0, by=:— —a, oz 5 Dy, Oy — e ly,
6 - B 4
2 3 3
Cy==— S dy, o, 20, PE—— =y, €4ty

‘

Les invariants b,, «,, a,, a, ¢tant indépendants, on peut leur donner
des valeurs numeriques fixes, par exemple zéro; on a alors

B My == B =2 0,
BTy 555 )y 1= /lzm AT h 50 T gy b Jiym == 0.
On deduit de Ta facilement
froy=mz foy oo by oo
On a, par suite, un type de groupes g, chacun d’eux invariant

dans un groupe Gy 1 les structures respectives de g, et Gy, sonl

donnécs par les formules

, T M TGy,
1) i f:l’n]‘, e m’,),”, ,

, (oM PRS0 10 P
™SI Ty e B0y, ,

, . LT T Mg

Ay Ly T 0 g, Gy ! ,

, O 1= gy (=15, ).
’l)“l R AU ITRANTY) ,

p W, == (g = g1 ) g,
T34 = 2 T,

/
o)

01 = M W oe
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On peut prendre

N =a .z + ayy + a,

. ' - /“"—"/ s =1
( Y=0,2 4+ /)2y+ b, (a; b, Dy @y =1)

81,1

invariant dans

L N=ar A4 ayy - ay
(l|’1 b N

LY = by 4 byy + 0y

41. 1. Les groupes transilifs qui admetient le méme invariant du
premicr ordre que g,.

)

Le groupe ()Y,
expressions o, (p =g n), @, @, ..., T, Sa stracture est définie
par les memes formules que G™ i condition d’annuler identiquement
pour lesquelles poest plus grand que zéro.

rivme prolongement normal de Gy, est défini par les

dans ces formules les o,
Soit n Vordre minimum des invariants du groupe cherché, consi-

dére comme sous-groupe de G,. Soit
~ ~
0 ::z Ay mpg 4'2 B,®,,=o

F'une des ¢yquations du systeme qui définit ces invariants d’ordre 2. Si
nous formons encore 07, en négligeant les termes qui contiennent
et o, en tenant compte des ¢puations du systéme et enfin én ne consi-
dérant que les coceflicients de w ,, 0y, @,,, et dans ces coefficients les

termes d’ordre =~ 2, nous obhtenons
~ ~ .
- n""}d(/' —1 )’\/"/ 0 g - (')”IZA'/”/ (7D pset, g1 — T py)

-« . -
-+ mm’ 3 q ,\,,,/m,,,,—i—z (g —1)Bywyy [+ ...
d =
I resulte de T, quen négligeant les termes d’ordre o et 1, chaque
cquation du systeme peut étre supposce de une des formes

Dyt O (/};é,’[)_i_//:,]),
A Myn l‘}‘ “ZTFU” LT O
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De plus, le systéeme comprend certainement 'une des équations

QLY R e ¢

T el O 1N

Dans les deux cas d’aillears on démontre, comme il a ¢té déjivindi-
qué, que 2 est aun plus égal & 3.

1° L'ordre miamum des invarcants est 3.

Nous distinguerons trois cas suivant que le systéme qui donne les
invariants du troisicme ordre ne contient pas 'équation o, +...== o0,
ne contient pas Péquation oy ~...== 0, ou enlin contient ces deux
¢quations.

a. Le systeme qui donne les tnoariants d’ordre 3 ne contient pas
d’équation de la forme o, .. .= o. Alors il contient 'équation

0 2 gy~ gy b Dty ~1- €Ty, = 0,
les coefficients de o el pouvant etre réduits i o. On obtient alors

0 = o, ee ..o l), b=,

On aainsi un type gy, invariant dans fui-méme, dont la structure
s’obtient en faisant o, o:

/
My T,
'
01 S M0y =TTy,
%
/
( 1y == Mg Myy == Ty,

!

LW = wn,.

On peut prendre

invariant dans lui-méme.
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est defini parles expressions o, (gZn), w,(gsn—1),0,,(¢gin—2),
wo,(gZn). St l'un de ses sous-groupes admet des invariants d’ordre
minimum 223, le systéme qui donne ces invariants contient 'une des
équalions

Si Pon considére maintenant le prolongement gi' de ce groupe, il

0=wy,, +...=—=0,

D=t ps—+...==0.
Le premier cas est impossible, car 2 devrait ¢tre égal & 3, et cela est
contraire a U'hypothese. Le deuxicme cas est impossible également,
sar 0" contiendrait le terme (2 — 2)w,, w,,, qui ne pourrait pas se

roduire.

b. Le sysiéme qui donne les invariants d’ordre 3 ne contient pas
d’équation de ln forme »,, +...= o. Alors il contient 'équation
0 == 13,5 <k (g~ Doy 4= €Ty =+ Aoy = 0,
et on trouve
0= o, de =21, «=>b:=/N=o.

On obtient ainsi un type g,,, invariant dans lui-méme, et dont la
structure s’obtient en faisant w,, =o :

/

I )0 =t T3y,
(O J— O O PN

w
x

ZTS:” = W,
L Ty T B Wgye
On peut prendre

Xz= fla, y)
Ko o ; ay -+ b
| Y= ¢y~ h

invariant dans lui-méme.
Le prolongement normal g

ode ga est délind par les expressions @,
@1y Toas 0, (p =g n). Si 'un des sous-groupes de g.. admet des

invariants d’ordre minimum 223, le systéme qui donne ces invariants

2,2
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contient nécessairement I’équation

(P el — o 4

.
s

mais cela n’est possible que si 7 est ¢gal & 3, el cela est contraire i
I'hypothese.

c. Le systéme qui donne les incariants d ordre 3 contient deur équa-
tions de la forme w,,—+...= @y, +...= 0. Ge cas réunit les deux pre-
codents et donne d’abord naissance h un (ype g., dont la structure
s’obtient en faisant w,,=w,,==0 :

m' == 03y = Ty,
! ——
0y == W0y b Wy,
'
0y T2 g Mgy ~t DTy,

Ao ,
B == T,
[—
T g =22 0Ty 2,
! —
VT T Ty By

On peut prendre ‘

invariant dans lui-méme.

Le prolongement g3 de g, , est défini par les expressions @, o,
Toas Wogs s Wage SEIUN des sous-groupes de g, , admet des invariants
d’ordre minimum 2 -3, le systeéme qui donne ces invariants contient

néceessairement une cquation de la forme
2=ty g 2ty == gy 4= 15y -+ Om = 0,

mais 0 contiendrait le terme (n — 2)o,, w,,_, qui ne pourrait pas se
reduire.

29 L'ordre minimum des invariants est <.

Nous distinguerons encore trois cas.
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a. Le systéme qui donne les invariants d’ordre 2 ne contient pas

d’équation de la forme w,, +...= o.
Alors il contient I'équation

0= toyy = oy =+ bty == €Ty = 0.
On obtient

0= o, e = 10, b=c=o.

Cela donne un type g, invariant dans lui-méme, dont la structure

est donnée en faisant o, =0 :

! —
O I 00y == T,
[
'_,_‘rz",‘ ‘ ',)1” SRTON )y,
!
[N O LO Y

On peut prendre

mvariant dans Tut-méeme.,
Le prolongement g de g, estdéling par les expressions @, 0,

Wy, Silun des sous-groupes de g, admet des invariants Cordre mi-

4

nimum 22, le systéme qui donne ces invariants contient, st n = 2,

Péquation w, - 265, ..

Wiyt Ly b TR0,

Lo I S X N

a,. Lesystéme qui donne les invariants J ordre minimum n= 2 ne con-

tent pas Uéquation w,, . .. = o. Il contient alors I'équation
0z ty gy == 10Ty = 2y 1= B0y = Ty b Gt = 0,
On voit sans difficulté que n doit étre égal i o, et Pon a alors
0=z 0, dm = o, oy =21, o= == d=o.

On obtient ainsi un type g, , invariant dans lai-méme, dont la struc-

Ann. Ee. Norm., (3), XXV, Aviin 108, 21
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ture s’obtient en faisant ©,,=mdw,, :

4

\’ o' = )+ Ty,
[ A—
o T =Wy,
( ' —
0)1 0 m W= O.

On peut prendre

[ X=awf"(y)+5(y)
Y =/

invariant dans lui-méme.

Le prolongement g%, de g, ; est délini par les expressions o, o,
@y, Sioun sous-groupe de g, admet des invariants d'ordre mini-
mum =2, la présence, dans le systeme qui les donne, de Péquation

Aoyn+ By, +.. . =0

entraine celle des équations

A [ Y s

Sy

Bwy,~-...== 0,

(mn—1) Ay, .. .== 0.

On voit d’abord que, si B =£ o, nestsupéricur i 2. 1y a encore deux

cas distincts & considérer, suivant que I'¢qquation @, <-...== o n’entre
pas ou entre.

Dans le premier cas, on a

I
nm = -

non)
o (nzn,

e . . . , (n-t+1)y(n-—n
SIon esl supérieari 2, il ya dans ) un terme —— _.L(____.u._)

- Woa®on 4

qui ne peut se reduire. I faut done

que nosoit égal b 2
alors

2. On trouve

0 =0, dA =10, (= —aA, B o.

En donnant & Pinvariant A la valeur numérique o, on obtient o,,== o0
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avec les formules
o' == 00, =4 By,

1

!

W= 7 MWy,
2

1
P
Gy 1 == = 0y g1 (00— o1 ),

w =Wy,

T:')’", [Ty,
Ces formules entrainent
Ty = Wy Wy~ A0

etlidentité fondamentale, appliquée i la derniére formule, donne k =o.
On est conduit ainsi & un type g, invariant dans lui-méme, et dont

la structure est donnée par les formules

[
M g~ B30y,

1
! —
Mg == 7 ™00y,

1
!
AP Loy == =TTy b= (019 — ™1),
w o Wy,
m(’)l - Wy,
L m T Wy W,
On peut prendre
[ ax-by-c
Py -4
S2.6
i ne & - n
"""" Py +q

invariant dans lui-méme.
Dans le second cas, le systéme qui donne les invariants des sous-

groupes cherchés de g, ; contient I'équation

Wop=t-.. . 220 (/L ; 3 )’
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ce qui exige n = 3. En posant

0 =wy -+ Aw+ Boy, -+ Coy + Doy = o,

on trouve
0'=o, dC =120, A=B=D=o.

Cela donne le type g, . invariant dans lui-méme, et dont la strue-
ture est
’ o' = 0y, -+ Ty,
m = Wm))),
Sra Ty = T,
Ty == W1 W,
|, T Ty,

On pe ul prend lre

X == Py +q)"
a7 by e
( Y o e
Py -=q

SK e 4 /()

invariant dans lui-méme.
Ce groupe peut admettre Tui-méme des sous-groupes admettant un
invariant d’ordre minimum 2 23 donné par 'équation

0 ==ty Aoy - Bl ooy, = Clovyy -1 oy = o,

On a
, ‘no—1 ’
Dyn == Don® o= T gt == T Dy = 1 — ™ ) e Do,n e
Cette formule montre qu’on doit avoir
7 —1
I T ey
2
ce qui donne
0 =o, AN = —1), G n A, B/ =D = o.

On arrive ainsi & un type qui contient g, ; comme cas particulier ef

que nous appellerons encore g, .. Sa structure s’obtient en fai-
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sant wy,==o.

! J—
() == M)y, 4= TI0)) 1,

1 e n—1
Moy =gy My = Wy~ Toy 0y — T Do,

1 —
Mg ZE0ya Mg @y 280 gy — (1L — 2) Toa Wy1,

, . o n—3
Dy = gy Mg = W0, = 3Ty gy — 3 > o Doas
L ,
.
K26
’ ' . - n—Ii
0y ey T 0 gy Gl ) Dy, n—1 g2 Mo, n—2y
, n—1
K - (IO
w' = Wy,
1 —
m() 1 —— mmu;’,
! s
C oz =T Bigae

On peut prendre

S = G Y ey, YAy Y @y,

oVt Y

Huyh ( byt (nzZ2)
= Py -t

invariant dans lui-méme.

ay. Le systeme qui donne les tnyariants d’ordre minimum nZ 3 des
sous-groupes de g, , contient ["équation 5., +. ..= 0.

On a alors nécessairement = 3. Posons

0 =2 Wy -+ oy gy 4= Yy - do == 0.
On obtient

0= 0, dy =010, do == df = dis = o.

On a, par suite, un type g, , invariant dans lui-méme, dont la struc-
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ture s’obtient en faisant @ ,==o0:

' = 0y Ty,
0 == ®o)y,
Gas (O 2@y,
Wy, = B,
| 73:, PE=—ROJTRONFN

On peut prendre

S X=x/(y)+9())
&2,8 = b
( Tey L

invariant dans lui-méme.
Si ce groupe avait un sous-groupe admettant des invariants d’ordre
n= 3, le systeme qui donne ces invariants contiendrait I'équation

0= I )

(n-—1)(rn-—=2)

e

or il y a dans 0" un terme Wy O,y QUI NE pourrail pas

se reduire.

b. Le systéme qui donne les invariants d’ordre o des sous-groupes
de g, ne contient pas d’équation de la forme ow,,~+. . .= o.

Alors il contient Iéquation
0= gy -+ Ay -t= Dtngy =+ €Ty, = Ny == 0

et Pon trouve

H'== 0, de == o, a=1b==I=o,

Onestdone d’abord conduit & un type g, , invariant dans lui-méme,
dont la structure est donnée par

! —
0) o ﬁ)’:)“,-*— m’x)‘,l,

(7
4
M2,

—~—

o
!

mui =0,



LES SOUS-GROUPES DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS. 16’7

On peut prendre

X = /(= 7)
Y=ay—+10

52,0

invariant dans lui-méme.
Le prolongement g3, de g, , est délini par les expressions @, &,

w{,,,(/) ~+ ¢ Zn). Siun sous-groupe de g, , admet des invariants d’ordre
n<Z 2, le systéme qui les délinit contient Uéquation
0= Wy~ &0~ (jf:)m -+ Y03y, == 0.
L'entier n est ¢gal & 3.
On a alors

0= o, do — 20, =y=o.

Cela conduit & un type g, invariant dans lui-méme, et dont la

structure est

A — 0)0) g —t= TI0) 1,
R
K m, 0 = D0y, =t W), 19
. ! —
Eago 0y T 00 0y -t gy,
’ w =y,
J—
@, = 0.

On peut prendre

zo(y)+1

gxzwf00+?W)
, Y::.ay—l— b

invariant dans lui-méme.
On montre comme plus haut que ce groupe n’admet pas de sous-

groupes ayant les mémes invariants du troisicme ordre.

c. Le systéme qui donne les invariants d’ordre 2 des sous-groupes

de g, contient deux équations de la forme

GTgy o o o T2 0)y ==, .. T2 0,
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La présence de ces ¢quations conduit d’abord & un groupe g, ,,,
invariant dans lui-méme, et dond la structure est donnée par

(x)l = 0, ~- 737(1)(,1,
0} o = Wy 1,

Sa,11

&,
® = ww,,

20

On peut prendre

[ X=a () ey
Al ( Y=ay-+1b

invariant dans lui-méme.

Sioun sous-groupe de g, admet des invariants dordre minimum
nZ 2, le systeme qui donne ces invariants contient une équation de la
forme

O==thy qq -t~ =t Doy == ety - lim == o.
On en déduit

0'== 0, decz(n-—1)1, w==b =N o

Cela conduit i un groupe g, ., invariant dans lui-méme, et dont la
struecture est

fl)/ SN e m’r)‘”,
o' o Y
DG ST,

/
0 T WOy b B Iy,

!
)y 4 SOy et AT Mg,

! o
Dyn oy =2 - Y)W My -y

o4 == OlaPR
! —
oy =0,

On peut prendre

Xzl v fly)

Sz |

Y=ay-+b
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invariant dans lui-méme, en désignant par P,_, () un polynome arbi-
traire entier en y de degré n — 2.

Si le groupe g,,, a des sous-groupes admettant des invariants
dordre ' n, on voit sans difficulté que n doit étre ¢gal 4 235 on peut

alors prendre
0= oy -+ 2ty -+ 13”301 -+ Yo o,

ce qui donne

0'= o, do == — 10, f=d=o, Y =— no.

On a ainsi un groupe g, 4, invariant dans lui-méme, dont la struc-
ture est donndée par

o' T 0~ T,
I ! ——
Dy S
, .
My Ty Mg b TIM e =t T g,
'
" My Z= gy My = g = 2T M,
N
.............................. ,
! ' 1z ( Z
Ny D1 Myt (70—~ ') By Mo,n—1s
1/
o} L TN,
oM == ¢
RO == 0.

On puu(, prmulrv

X = - ')u-~1(.y)

SEREN Y by (rnZ2)

invariant dans lai-meme, en désignant par P, ,(y) un polynome arbi-
traire entier en y de degré n o,

12, 1V, Les groupes transitifs qui admettent les mémes invariants du

premier ordre que g,

Le prolongement G de Gy, qui est identique & g, 5, peut étre défini
par les expressions o, o, 0, &, @, Le systéme complétement
intégrable qui donne les invariants d’ordre inféricur ou égal a n des

dnn. e, Norm., (3), XXV, — Avein 1goS. 22
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groupes cherchés contient toujours I'¢quation

0= w— mw,; = o.

Soit nZ 2 le plus petit entier pour lequel il contienne d’autres ¢qua-
tions et soit

(/.:fl l/::ll
Wl Wl

0, :;:_}_‘ Ag gy —+ };qu,,,,—l,—. ..==0,
q=2 g=2

les termes non éerits ¢tant Cordre o ou 1. St dans 0] on tient compte
des ¢quations du systeme et qu’on ne conserve que les coellicients
de wyy, @y, et dans ces cocflicients seulementles termes d’ordre supé-
rieuar ou ¢gal & 2, on (rouve ‘

\ Y . l
0, = z:smz [(g—rm) A, mo,—+ (g —1)B,m5,,] =0y, }_:A,, (g —1)w5,,.

Une discussion facile montre alors que le systéme contient soit une
¢quation de la forme
Wy~ . 220,

soit une ¢quation de la forme

I
My =t v 020 (/N S 71

1 Le systéme contient une équation d’ordre n de la forme
0y == Wy = gy = DT, <= Coo == 0.

Nous distinguerons deux cas suivant que =73 ou 2.

a. n=73.Kn posant

0y == Wy =+ iy, = D7, - ¢ =2 0,
0 =ty T3, == 0,
on obtient

O =0 = o, db =20, de =0, == 0, (1m0~ 9) ¢ =o0.

St ¢ =0, on obtient un groupe g,,,, invartant dans un groupe Gy,
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et les structures de g, , et G, | sont

i I
[ 0 = -+ B0,

o= mews,, -+ ®ny,
o = oo
= wm,, 01>
. Al ’
a o — - (13’1 ¢ Wy == WWa,
o1 02 /
Wy, =
m:’:l: 735“15502, I()_ [OJTROFTY
0y = MBTTy,.
On peut prendre
, (ah — be )y x L
S8 .
v ' Y — ay b
LT ey - A
invariant dans
ke
s X == oy i +J/())

(x.
|y ares
T ey A

Siesfko, m=— 2,

GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS.
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on peut donner aux invariants, indépendants &

et e les valeurs numériques o et 1, et Pon obtientun type g, ,, invariant

dans lui-méme, dont la structure est

w —_ mm()]’
/
S Wy == W0,
S ,
) B, TS W T,y - 0T,

'1)’ T D 0) T -} T3y

On peut prendre

S \: - o N ‘/'II/(',y ) . _{E ’/'//z(',),)
et My SRy 2 Sy
( Y — /())

invariant dans lul-méme.
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On voit sans peine que g, ., qui est holomorphe au groupe infini
d’une variable, ne peat pas donner naissance & d’autres groupes ulte-
rieurs.
Quant & g, ,, 8'il a un sous-groupe admettant un invariant d’ordre

n 23, il est donnd par I'équation
0,22 0op 4+ 15ys 4 %00 4 By, 4 Yo = 0 (m —n-1)l. =o.

Oron a

/ =1y

Wy T gy = (TS = 0y )00y — N ( e AU FIGUES D
Il faut done qu’on ait
no—1 .
ne —= . /om0,
2
et Pon trouve
, 71 .
= o, 0y == 00, dfp = — 0, — 54, o=y o,

On arrive ainsi & un type g, , invariant dans un groupe G, s leurs
structures sont données par

' Al |
o  —— T = g,
%
!
9] = W63,

Wy, =W,

™Wyy =207 Wy,
23
o , 7n—23 no-—1
SEA g Ty e T )y e T ),
2 2 °
=4
, n-—-5 "o
2 == Ty g T Mm My =2 . [OIPROTIP
......................................... ,
, _n—1 n—1
\ Mgy == T Wy Oy g g s T ) gy
2 2%
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et
| (J)’ = Wy -t Ty,
(o) = Wy,
Ty = W@y,

/ —
By = W1 W

, n—1
Dy = > [OIOFPH
\
(13“'! ’ . n—1I
)4 =Wy -+ ( By — Mg ) O — P TWoa W
, . . n—on
e = TWmgy - (2T — My )y — 2 Ty Woy,
e e e e e e e e e R
, — ; n—1
Do == [ — 1) — | 0on1 — Wy W, n—2+

On peut prendre

n 1

(ah—bey * oo kyyr=t = ky vyt -k
i (ey = foyn? (nz3)

invariant dans

‘ X l = kyynt 4= 4=k,
oo ! - (cy =Tt
a y — 4+ b
! cy—+h

Nous verrons plus loin que le groupe existe aussi pour r = 2.

b. Le systéme qui donne les invariants des sous-groupes de g, contient

U'équation
Gy == 6y ~+ Ao+ Oy, = Co == 0.

En posant toujours

== tyg— MGy = 0,
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on obhtient
§=0,=o, db=19,, da=al, de = cb), ma = (m-+1)c=o.

b,. Si a=c=o, on ohtient un groupe g, , invariant dans G, _,, les
structures de g, , et G, , ¢tant

' =y -+ @y,

’

[ = a0,
f w =W,

o | W =W, (B2 o
' .o Wy =0,
LW, = 0,

(( == (
\ ))“).._.().

On peut prendre

X=amx+ [(y)
| Y=ay -0

( Xz=cx - f(y)

invariant dans Gy,
LY = ay - b

a4

Si gy admet un sous-groupe ayant des invariants d’ordre minimum
nZ 2, ils sont donnés par

0 ==ty — M5y 2= 0O,
(/, P el AOTYES o ﬁm,,, =y =0,

et 'on trouve
0= o0, Oy = 0,0, dp = (n— m)0— 30, a=y == 0.

Siom — nest different de zéro, on obtient un groupe g, invariant
dans G, ;, avee les structures

[ o TIIRTT g b B0y,
(o4 = TGy,
mlo 1 =0,
Fow i Wl @y (1 — 1) T,y gy,
Mg T W0y = (% )Ty 0340,

!
g g = (10— L )Ty gy
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o' = 06y =+ g,
(’)’1 0 =0,

= W,

- =0,

T 0y = mog (T — m5) 01,

! c——
Wy, = Wy (28— 1) Goay

‘ (’):).11-41 = {_( o I)GF(”— (”10]")0,11~1~

On peut prendre

g X=ama 4 ¢yt 4 Cpyy + Cy
. (nza;mzZn)

Y==ay -+ b

S5

mvariant dans

G ( N=mlw 4= y" -
T3, Y = ay -+ b

Siom — n est nul, ainsi que §, on obtient un groupe g, invariant

dans Gy, avee les structures
Y TGy - W0,
w =Wy,
=0,
My T= g = (1 — )Ty g,

( 0, T Wy (2 = )Ty g,

!
D -y == By Do, n-1s

Y == Wiy = T30y,
f:)l, 0 —= 0,
T;F’ = Tmf)'“,,
’ -
G W, =0,
5,6 ,
Wy T Wyt (B g ) Oy,
' \
Mg == B30y - (2651 = Wy ) Woss
e e e e e e .
’
L M = (o3, — W1g) Don-
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On peut prendre

E. CARTAN.

{ X=a"z+c
o8, ? Y=ay+ 0

Y A A Cp Y Gy

(rnz2)

invariant dans

(; 3,6

g X=lhox-+cyyr+ iy 1+...+¢,
Y = ay —+ b

Si enfin m — n est nul et
valeur — 1, ce quidonne 0
avee les structures

&7

On peut prendre

B different de zéro, on peut donner i f
0. On a un groupe g, ; invariantdans G

T RMTT g ot TI0
R O 10 FFTIN

T 0,
= g A (1 — 1 o EIITe

ST gy A (2 20 ) T g,

e OO I R O N R TV

Iy b T,
TE W0,

=0,

gy =t (1 == 1L )BT Mgy,

= gy = (D e )T Mg,

== TN B My 1

0.

( X ="z

.‘ivr:; 57 ’

oy L /(.)/”' f I .)//1 —1 Tt
Y=ay-+10

«

n
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invariant dans

X=martaw 4+ cyyt4-c,y" ' +...+c,
G:m l Y

Il

ay -+ b

b,. St a0, on am=o0,c=o0,ct'on obticnt un type g, ¢ inva-
riant dans lui-meéme et dont la structure s’obtient en faisant o ,== v, :

s m' == wgy,,

Ty W = Wy,

R (
Wy == Wy .

On peuat prendre

 (X=aw+ L (y)+a
S ( Y o ./m(.)')

invariant dans lai-meéme.
Ce groupe peat admettre fui-méme un sous-groupe en prenant un

nouvel invariant du second ordre défini par équation

T 0.

ﬁ)”&_.‘”l“. .o
Cela donne an nouveaa type g, invariant dans lui-méme et dont la

structure est
m' = [OIONYES

/
\ [o— W,
’ T Ty,

T Ty M.

On peut prendre

Xemw - fh—allley+h)

oy -k b

a0
( Tey - h

invariant dans lui-méme.
23

dnn. Fe. Norm., (3), XXV, — Avei, 1go8.
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b,. Si ¢cs£0, on a m=—1, a=o0, et Pon obticnt un (ype g,.,,
invariant dans lui-méme; sa stracture s’obtient en faisant ©,,= o,
W == — @y, -

o = Ty - Ty,
&30 w = oy,

A
\ Wy = WM.

On peut prendre

ST
Sy SRy
= f(y)

II

&30

——

invariant dans lui-méme.
Cegroupe n’a pas de sous-groupe admettant des invariants d’ordre Z 2.

2° Le systéme qui donne les invariants d’ordre minimum n des sous-
groupes de g, ne contient pas d’équation de la forme o, -+ ... = o.

I contient alors une équation de fa forme

f a2
Uy 22 = gy == DTy 0 o -I-I-> )
a laquelle il faut ajouter

0=y — MWy == 0.

Le covariant o), contenant, lorsqu’on tient compte des équations

on

;o n -1 . , P .
précédentes, le terme — ——w @, ,_,, il est nécessaire que 2 soit
eoal 4 2

‘O
I
n-=12, N sz o- .

On obtient alors

0 =0, Oy =01, dlh =210, — b0, 0,
2
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Gela donne, en faisant b = o, w,, =o,

/
G I 0 - Wy,
/
®m = Wy,
!
m(” - mm()ﬂ,
, I
[T ;mm”x_),

I
’
Moy 7= 0 (00— Ty, ) - P Wo2e

De ces formules on déduit Ta suivante -
m:l g = T3 Wy~ -/ Hny,

et Uidentité fondamentale, appliquee v cette derniere, donne A = o.
On arrive ainsi & un (type qui est contenu comme cas particulier
dans gy 5 10 sullic de donner a PVentier 2, dontdépend e groupe gy 4,
la valeur 2.

3. Y. Les groupes transiti s que admetient les mémes invariants du
premicr ordre que g,

On obtient sans difficulte cing lypes g, G Gas &1 Sas chacun
clant invariant dans lui=meme.

La structure de g, est donnce par les formules

!

) =0y,
S (oM QIO
S '
o "'1 g =0,
w0,
9
et on peut prendre
\ X=awx-+b
(7, /
AL B (g cy -+ h

invariant dans lul-méme.
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La structure de g, .,

et 'on peut prendre

invariant dans lui-méme.

E. CARTAN.

est donndée par les formules

' ==y,
o = oy,

7
@y == WMy,

or,
%,2
A Wy | = Wy,
WYy == M1y Daos
/
TWho == T35 Tuzs
 — . -0
T ey - A
(r
&S a2

( vy 'y o= b

La structure de g, , est donnée par les formules

et 'on peut prendre

invariant dans lui-méme.
La structure de g

et 'on peat prendre

invariant dans lui-méme.

= 010,

Y s
m/ —— mmul ?

e KXY -
’ Ty T B,

T GT 0 T,

| X= /)
Ty L Ay =0

est donnée par les formules

'
) I 0,

L (W = W,
( ?.?7,(, [ Oy
( X == f(.r)
2R .
SO Y == N 0
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Enfin la structure de g, ; est donnée par les formules

' = 0y,

[ o

.
\ Wy == Mg,
/

s | Wy T 0000,
(m’ = Ty,
Wy = 0,
et 'on peut prendre
( X o A b
s ey h

' Y=day+

immvariant dans lui-méme.

4. N'. Les groupes transili s qui admellent les mémes invariants du

premicr ordre que g

Le probleme a été résolu précédemment, puisque g, est le groupe
des représentations conformes du plan. On obtient deux types gt
et g, chacun invariant dans lui-meéme.
estdonnée par les formules symboliques

'

it

La structure de g

, ' A iw = (o == ) (g (W),
o
b R % , "
S bt d "'/1 o - (m ’”] S0,

et Pon peut prendre

i b X Y = (a-ia ) (ALY 4 b A=

’
(=R B

imvariant dans lui-méme.
La structure de g/, est donnée par les formules

S 0 e dw o= (= lm ) (g LTy ),
L Yy = (w  T= (LT ) (g - (63 ),

(=) /
. (”,z o (g == (g = (g1 ) (my + {5, ),
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et 'on peut prendre
[

(a4t (z+(yvy+ b
(c-+de'y(x+iv)-+ N+

”',’,‘_ I X +Y =

invariant dans lui-meme.
Les groupes g et g, sontrespectivement semblables &g, et g,

par une transformation imaginaire.

0
s

45. V1. Les groupes transitefs qui admettent les mémes incariants du

premaer ordre que g;.

Le prolongement G de Gy est défini par les expressions @, @,,, o,
w,,(p-+q n). Le systtme complétement itegrable qui donne les
invariants d’ordree infévicur ou égal i 22 d'un des groupes cherehés con-
tient toujours I'équation

=ty o O

Soit 22 le plus petit entier pour lequel Te systeme contienne dautres
Gquations, el soil
1= Apytmpg==...o20
Pune de ces équations, les termes non éerits otant dCordre o ou 1.
Si Pon foome 07, en tenant compte des équations du systeme, en ne
conservant que fes termes en o, o, et dans les coeflicients de o,

Wy, que les termes dont Pordre est 2, on obtient
" -l . ~
01 "’“’2‘ (/' - I)A/n/")lul‘l" "’01‘,\"/ A[u/”’/: 1,4 i
I résulte de Tque e systeme contient ane équation de fa forme
//1 S ) <t (00 b Oy, = 0.

Comme nous Pavons déjia va souvent, cela n’est possible que si n

est egal 43 ouh 2,
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1° L'ordre minimum des incariants est 3. Prenons done

) =, =o,
Oy= 3y =+ amyy+ by, = o.
On obtient

e — — .
=10 =o0, da =219, b=o,

ce qui donne un type g, , invariant dans Gy ; les structures sont don-
nées par les formules

) (o' = on, 4 @y,
M T= M0y~ B0y, ,
, T =Wy,
' —=o, , ,
o Gyq ¢ w4 =0,

A '
! ( 0V g = 0y = T, , -
6) 5 T= W0y T30)
10 20 11>

,
My == Dy Mag - Ty,

.
0y 7= Mg Wag = Whye

On peuat prendre

@€ '1"()’) -1

=y ~t=

[ v

mvariant dans

S X ES) A 9ly)
Go 0 awbly)
f Y=ay+0

Sig, i sous-groupe admettant des invariants d’ordre minimum

n~ 3, ces invariants sont donnés par un systeéme qui contient les deux
équations

0 = 6y, T O,
0122 gy = Gy Wy gy b e v e Ty o gy~ Ay = by -+ ¢ = 03

mais on se rend compte facilement que cela est impossible, 07 conte-
nant le terme o ,_,,, qui ne peat se réduire.



184 E. CARTAN.

2° Lordre minimum des inyariants est 2. Prenons

b =, = o,

|

01== gy -+ g+ by = 0.
On obtient

(O — 0'1:7:(), da=10,, b —o0.

Cela donne un type g, . invariant dans G; .5 les structures sont

, S — [GIA TS SR OLO PN
0 I 0)6) g~ Wiy, ,
, . w ==y,
Y5y W =o, Gy ,
X W, =20,
)y == Wy, ( ,
My == M.

On peut prvmlru

invariant dans

Sig,, aun sous-groupe adimettant des invartants d’ordre minimum
n= o, ces invariants sont donneés par un systeme quiocontient les
deux ¢quations

0 = Ty == 0,

— /= . -
//1 EE O et W g Dy gt Dy - T 0.

On obtient

=0, Oy = (e —1)00,, 5oy,
Aoy = o, 1, Ao, = 22,0, . Az, == —1)z, 0.

Nous distinguerons deux cas, suivant que les coefficients = sont
tous nuls ou non.
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a. Les coefficients o, ¢y, ..., %,—, sont tous nuls. On obtient un
type gs,, invariant dans G, ,. Les structures sont donnces par les for-
mules

iy = W0 g = Wy,
o' = g T0)gq, @' = wmw,,,
(ol = o0, w,, =o,
0y, =T, oy,  T=w@n,
sy Loy = 0, Gy ! m’, L =W WM,
Wy = Wy, Wy T AT 0y,
............ , e,
{”,1 e TS0, "‘,1 iy T W0 ey E (n—2)®my, 031, 2

, o .
0 == (e —1)T3

=1

On pvul. prmndl'n

. ( X s g TR T ety g Jy)
Sty e

invariant dans

. ‘ \ e b Yty ”l*"/‘(_)/)
)y ay -0

S g, aun sous-groupe admettant des invariants Cordre minimum
n ey ces invariants sont donnés par un systeme de la forme

0 =63, =0,

Oy ==y, == 0,

Oy ==ty -+ N Do e Aoy = Ao = By o,

On voit facilement que cela ne peut avoir liea que si n = 2. St nous
cerivons alors 2 a la place de 2/, nous obtenons

0= 0, 0 == 00, 0y === 100,
dB = — 0, n B0,
AN == nly - Ay 1,
ANy = (n — 1)N 0+ 2A,0,
Ay == (n—o) A, 4= 3 A0,
AN, == A, O+ n A, 0.
Ann. Ec. Norm., (3), XXV, — AVRIL 1908,

S
=~
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On peut toujours donner aux deux invariants indépendants B et A,

“les valeurs numériques zéro, ce qui donne 0, = 0,==0. Deux cas sont

alors & distinguer.

a,. A,=A,=...=A,=o.

On a un type g, invariant dans Gy 3

les structures sont respectivement

o' =0 = Ty,
ol = o0,
Wy, 0,

i Lol I gy gy 0,
(1)1'2 TTE Ty b Mga M.
.................... ,
Dy et T 00 1 D0

On peut pl'(‘ll(ll‘(“

0y T ) - Ty,
w =,

,
w,, =0,

! .
) il §)
\ 10 )
(.:;,Vl
14
Dy == 0y = g (g — Wy ),
/ .
My =Wy - gy (g — 241 ),

{ X = ar + a, y"

invariant dans

oo (n o)
iy ! ‘/ - ‘y - /) J
G ( N ey e ay e ay,

LR v by +¢

a,. Les coeflicients Ay, A,, ..., A, ne sont pas tous nuls. On peut
donner a 'an de ceux qui ne sont pas nuls la valeur numérique 1. On

obtient des types g5 5, chacun invariant dans lui-méme, et de structure

Y Ty~ By,
' =0,
f”l() s (),

S Loy, T T e e gy 1,
(,)l" X T Ty ot My g,

!
Dy ey T W (D0 0yt My g

= Iy ) A g e D1



LES SOUS-GROUPES DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS. 187

les coefficients m,, ..., m, sont des constantes dont 'une est égale a 1.
On peut prendre

) ( X=ax+P(»)
s ( y S b

invariant dans Tui-méme, en deésignant par P(y) la solution générale
d'une équation différentielle lincaire C’ordre 2 & coelficients constants,
celle dont Péquation caractéristique est

— 7 1 0 oy o 0
(8] —_— I .y (8] 0O
0 O —_ L, O 0
= O’
T2
O 9 0 ey =T 1
Ny Mgy Mg ovw, Iy  — T

Ot encore

P e Py 1T e Py T e L — Iy 1 = 100, T O

b. Les coefficients o, Gy, ..., %, ne sont pas lous nuls. Alors on
peut donner a Pun de ceux qui ne sont pas nuls lavalear numérique 1.
On obtient alors un type g, invariant dans G; . Les structures sont
respectivement

!
2] T g b T,
w 0,
!
My == 00y,
55,6
~5,6 ’
My I 0 g,
@

!
Dy gy = 2y g Gy gy )y

ny' =0,

! —— 1)
Myy ==,

(T 2y — Ty,
5.6 0 My o

! o
N AR WA

S 'x)l T MMy ~= g1,

’
I AT SR PO TIE 1)
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On peut prendre

X = ae” 0+ f(y)
8.0 Y =y+a
invariant dans
.\ X=ad - f(y)
5.6 ! Y :y T+ a

en désignant par P(y) la solution la plus générale de Uéquation diffe-
renticlle lincaire dCordre 2 i coefficients constants

P (y) 4 o2 P20 () 4z, P () = o0

On démontre sans difficulté que, si g, , a un sous-groupe admettant
des invariants d’ordre minimum »'~ 7, il faut que no= 23 ensuite que

c’est impossible.

46. VII. Les groupes transilifs qui admetient les mémes invariants du

premier ordre que g, .

Les groupes g et Ggoont lears structures définies par les formules

!
1) IR g <t Ty,
o' == wyn (oA 010 PPN
01 (, 1
& , X '
| w'=o, &, , == 0,
! P
\ !,),I § = O, .

Le systeme complétement intégrable qui donne les  invariants

0 ==ty 0,

//l B O P O

Soit n =2 le plus petit entier pour lequel il en contienne une autre;

SO
0y 72 oy = 8y g gy oy = Lyt gy A= o o g gy == €yt =0
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cette équation. On (rouve

6'=o, g, =o, 0,=10,(0 —nh,),
da, =a,b,,

day, =2a,0,,

day, = (n—1)d,_,0,,

da, =na,9,.

1° Les n coefficients a,, a,, ..., a, sont tous nuls. On obtient alors un
type g, invariant dans G, ,, les structures étant

/ —
) T= 0 = Wy,

r [
iz =M, 5y = W,
m/ == 0, m’o 1 =20,
! — / ! [
. (O S Ty, G (1)“) =0,
&6 , ¥6,1 , .
My = T0yy, M1 7= gy = O (0g— @y ),
, .
............ , 00y = T30 = gy (0)1g — 234y ),

’
0y == W (91— NTTyy)-

On peut prendre

( X y" gyt Ay
M 6y ’ Y — .y 4+ /)

invariant dans

| X=haayy - a,y" "=+, ’

" Y =by-+c ~

(14:,1

20 Les coefficients a,, a,, ..., a, ne sont pas tous nuls. On peut
donner a Pun de ceux qui ne sont pas nuls la valeur 1, ce qui revient i
faire w,,==0. On a alors un type g, invariant dans G, ,; les struc-
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tures sont données par les formules

o' = ®y,
! —
w = o0,
1 —
) Doy = ),

o,
PN

!
Byy == Whgy,

gy T= = W Oy~ I, ),

o' = )y -+ Ty,
r —
o == 0,
!
2 = 0,
bl

il

!
I T W00 = W1 Wigs

! e
My a TZ W0y -t 0o Mgy

! p—
Dy -1 =T 0gp =t Dg.n 1Mo,

’ ‘
on = (I g Iy g e T 001 ) = 6 Mg

On peuat prendre

) ( X==uw -+ P(y)

| \ X b P(‘)’)
6,2 | Yr:")‘ (4 a

invariant dans (xg,»
= -t

en designant par P(y) la solution Ta plus géndérale de Pequation diffe-
renticlle linéaire & coelficients constants

POty ey Py )= iy Py ) = my, PIy) 03

Pun des coefficients m; est ¢gal o 1.

47. V. Les groupes transitifs qui admetlent les mémes invariants

du premier ordre que g,.

La structure de G, est donnée par

[
M T Wy,

' oWy,
.

LO JREE———— O L) PN
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[l n’y a qu'un type possible, obtenu en considérant le systeme

0 =M — Wy,
O1==tgs+ g+ by, = 0.

On trouve
f'=o, 9\ =o,

dh =240,, a == 0.

On a ainsi un type g, , invariant dans G, ,. Les stractures sont

f [

, m' Wy,

) TZBI0) g, ,
, . W =Wy,

AR O B=— e O 10 N (l-,‘] ,
! T3, == DIy,

Yy == MW, ,

’1)1 0 — (OO

On peat prendre

— - S |

S X — a(cy - h)?

ah — bc

FLE TP
( y o -t~ /:
ey A

mvariant dans

X==lha(cy 4 h)?
G,y | Y=l

cy—+ I

48. IX. Les groupes transitifs qui admetient les mémes inpariants du
premier ordre que g .

Les structures de gy et Gy sont données par
5 (l)l = S 1) I
(x g

[
[ R N L ST o
(2] IO

o

S

’ [ & = o, ,
(o E—NIR

Sy, a un sous-groupe admettant par rapport 4 G, en plus de
Pinvariant de g,,, des invariants d’ordre minimum 2 = 2, ces invariants



192 E. CARTAN.
sont donnés par le systeme

0 =w, =o,

0= 0,0+ aw+ b =0,

Il

et I'entier r est égal 4 2 ou a 3.

1° 2=23. Ona
' 9, =o, da = 20, b=o,

ce qui donne un type &1 invariant dans G, . Les structures sont

(1)’ LT

/ J—
) = M0, '

, ' g 7= W00,
0y == 06y

10 205 /

S ; Giyo Doy = g0,
W9 == D10H0, m = mm
= T,

' = o,

’
7-')'" =0

On peut prendre

S v b \ g X - -
Lia e invariant dans Gy @ i h
é Y= )-+da t ' Y =y -0

|

20 n=-2. On (rouve de méme un type g, invariant dans G, ,.

Les structures sont

) L [T
= g, ,
, e 'y == 0,
L 9 fy) 0 X o
s, ' 10 Ll 11,2 m/ - YW?-TM,
L w = o, , )
\ mul ==0.
On peut prendre
?
| X=aw-+0 . . | i G X=ar-+b
gy mvariant dans | 1.9
11 « 11,2
P2 |y =y 5 L B cy -k h
!

49. L’énumération des différents types de groupes (ransitifs réels
a deux variables est ainsi achevée. On o peut réduire un peu leur
nombre en remarquant que, si Pon éerit les équations de g, de la
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maniére suivante :

X —aqm1g 4 b,

Y — am+1y —+ C,

le groupe gy rentre dans le type g,, en faisant e = o; de méme g,
rentre dans g/,
Remarquons de plus que les groupes

. ! " ' ! '
o o o o o o
SR B9 Sy H12 Oh, i O b2

deviennent homologues aux groupes

v Sos Sz St She

par un changement de variables imaginaires.
Parmi les 64 types ainsi obtenus, les types

'
ér:h Ig’l‘l’ )’7’127 A"z‘sy ."7'2.7’ ;'7’11,17 ({7’3,6

dépendent d'un parametre arbitraire ;
Les types

Sar Suaes Seas Sa Suee Su,1 0 A3 Sur S,

dépendent d'un entier arbitraire positif;

Le type 8,5 dépend d’un paramdtre arbitraire et d’un entier arbi-
traire positif;

Les types

£

Hs,u0 H5.60 Ao,

s

dépendent d’un entier arbitraire 2 et de paramétres arbitraires dont
le nombre est lié a entier n.

D’un autre point de vae, parmi les 64 types obtenus, 33 sont infinis
et 31 sont finis. Parmi les groupes infinis :

& dépend de 2 fonclions arbitraires de 2 arguments
Hls &as K0 Hots Suee &ue  (dépendent de 1 fonction arbitraire de 2 arguments

o,

Kats Hags Sae Saoos &0 deépendent de 3 fonctions arbitraires de 1 argument
S A ,-',’,l',» S / N " » . »
o Szt Sue 5 )

Koo S0 A et S '

Hatr Sae Ss Same » ! » 1 »

A3.000 5,30 S, S5 S50 ’

Ann. Eeo Norne, (3), XXV. — Mat 1go8. 20
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Les 31 autres groupes

! o . . i . . 122 7, o,
S Sor Sy S K12y &1 Sy S Sy So,er Sody S, 82,00

i ' .
o, p o (2 €, o, o, J 4 ", o or o,
52,13 83,30 53,5 S3.62 o3, 53,99 eyl Syl S 4,29 S 4,20 e X221 56,4

Sonr Sery Seee S Sy Suge

sont finis.
o 2 ' Y
Les 34 groupes

- ' "
. » o . . or o 1%
G, 25 & Sy Hos Her e Soir Soee Sogsy Sets Soes Sy e

”, " . r ¥ " , r
Sesy Sosr Sat Sose So00 S0 Sean St S22 S3,20 0 53,8

! !
(e} " o o o o,
S99 Sa100 Sty Su S Suer Sk Sk Sese &

ne sont invariants que dans cux-mémes;

Chaque groupe du type g;,, qui dépend d'un entier arbitraire 7 est
invariant dans un autre groupe du méme type, mais pour lequel Uen-
tier r est supérieur d'une unité;

Enfin le Tableau suivant indique, & eoté de chacun des 26 autres
groupes, & quel type appartient le plus grand groupe dans lequel 1l est
invariant :

A1 Ko S Hoa e 211
&3 S 15 5.5 A, 2,12
& S0 S So.s LA Se,13
e Sate a1 a1 o s
&7 S8 S, o6 A2 PN
o 1 F<EWA So,1e 571 a0
811 S Sas 52,13 S F
e Si 3,6 o3 S11,2 S
&1a &t &3,1 S35

&3 A5 5.1 &2.10

Les groupes
(.,

Al !
Gy, g1, S S Sy S S B3, Suitoe A1

sont stmples.



