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LES SOUS-GROUPES
DES

GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS;

PAU M. E. CAKTAN.

Ce Mémoire peut être considéré comme une suite au Mémoire pré-
cédemment paru en deux Parties dans ces mêmes Annales ( { ) , où est
exposée une théorie de la structure des groupes cont inus de transfbr""
malions s ' appl iquant aussi b i e n a*ux groupes i n f i n i s qu'aux groupes
finis . Dans la théorie classique de S, Lie, la siTucl.ure d 'un groupe f in i
esl dé f in i e par ce qu ' i l appel le les constantes de structure, et ces con-
stantes s ' in t roduisent lorsqu'on compose entre elles les transforma-
tions inlinitésimales du groupe; c'est donc la notion de transformalion
infinitésimale qui est à la hase de cette théorie classique de la struc-
ture; mais en, restant à ce point de vue cette (àéorie devait se borner
aux groupes linis et il a é té impossible de retendre aux, groupes in-
tinis. Au contraire, dans la théorie que j 'ai proposée, on prend pour
point de départ les équations de de/iintio'n des équations f in ies du
groupe et, ce sont ces équations de dé f in i t i on q u i donnent naissance a
des constantes (lue j'appelle les constantes de structure du groupe; ces

( 1 ) E. CARTAN, Sur lu structiini de^ groupes infinis de Irunsfo rnuitionfS (annales de
l'Ecole Normale, y série, t. XXJ, H)(>4, p. nS-nG; 311 série, t. XXII, 1905, p. ^ï(}~
3o8).

Afin, Ec, jXo/'frf.f (3) , X X V » — FÉVIUEII 1908* 0



58 K. C A H T A N .

constantes coÏnciden! avec celles de S. Lie d a n s le cas p a r t i c u l i e r où le
groupe est f i n i , mais elles e x i s t e n t toujours, q u e le groupe soit f i n i o î î
i n f i n i .

On sait comment P in t roduc t ion de la n o t i o n de s t ruc tu re a permis îi
S. Lie de r a m è n e r a des opérahons p u r e m e n t al^ln'if/î^^ le p rob l ème
de la dé terminat ion e t d e l ac l a s s i l î ca l ion des sous-groupes d'mi groupe
donné, du moins tan t qu 'on se borne h chercher les t rausrormal . ious
inf ini tés imales des sous-^ronpes, connaissant les t r ans fo rn in t io l i s
infinitésirnales du Hroupe., ou encore t a n t ( )U 'on s'e t»orne ;î rechercher
les siructures des sous"-^ron[»eSy connaissant , la sirnclure du ^ rougH^

Dans le présent Mémoi re^ i l esl: inoni ré c o î n î u f u î t l î i nouvid lc no t ion
de structure pe rmet de ramener a des opéra t ions pu remen t ry/^r^r/yw^
la déterminat ion des systèmes d i l l e ren î ie l s don t dépend ré tah l ihse"
ment- des é(j n a t i o n s de d é f i n i t i o n des sons-groupes d'un groupe donné ,
lorsqu'on conna i t I c ^ s é ( ) u a t i o n s de d é f i n i t i o n de ce groupe ; h t le
groupe n'est donné que par sa s injctnre, ces mêmes opéra t ions pure-
menta l^éhr iques permettent de d é l . e r m i n c r et de classer les s t r u c t u r e s
de ses di l Ïerents sous-groupes; elles d o n n e n t i m m é d i u t c m c î î l - aussi,
pour chacun des sous-groupes, la s t ruc ture du p lu s grand so«^-
groupe dans lequel i l es! i n v a r i a n t ,

La méthode développée dans ce Mémoire rainene1 h. rt^cherclie de^
sous-groupes d'un groupe donné a la résolulkm d'un problème parti-
culier d'équivalence vis-à-vis du groupe douué de certains syntémeH
d'équations auxdif lerentiel les totales complètement iuté^rahie^ Aus^i
ai-je, dans un premier Chapitre, exposé la solution du ^prohicme gé-
néral de l'équivalence des systèmes dilrérentiels, sous la forme h p J u ^
commode pour les applications, que j 'avais en vue. La sotutbn géné-
rale du problème avait déjà été donnée par les t r avaux , de S. Lie et
tous ceux qu ' i ls ont inspirés; ce n'est donc que h/orme de h sohîllo«
donnée ici. qui est neuve; je s ignalera; cependant 'un poi î î t . Important
r tqui est nouveau, c'est le su ivan t : Lorsque deux sptèmeH <liilmm"
f i e l s sont équivalents vis-à-vis d'ini certain groupe, JWimul>le âw
transformations du sroape q u i permet de passer du premier système
au second s'obtient en (.diectuant d'at)ord une» t.ranH.fbrma.tion parlieu-
liere jouissant de cette propriété et. ensuite la (nïnsiorryîatiou")a (dus
générale d 'un certain Bous-groupe dy groupe donné, celui1 qui Jabsc
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invariant le second système différentiel . C'est la structure de ce sous"
groupe qui est mise en évidence dans la so lu t ion donnée du problème
et par suite, jusqu 'à un certain poin( , la nature des intégrat ions à fa i re
pour transformer le premier système dans le second.

Le Chapitre II expose la méthode générale de recherche des sous-
groupes d'un groupe donné; cette méthode est appliquée d'abord aux
groupes finis, puis au groupe i n f i n i des représentations conformes du
plan 5 les différents types de groupes conformes sont indiqués et, pour
chacun d'eux, le plus grand groupe conforme dans lequel il est inva-
riant.

Dans les deux Chapitres 1JI et IV, la méthode est appliquée à la
détermination des dif férents types de groupes continus, à deux va-
riables, considérés comme sous-groupes du groupe général à deux
variables. A côté de chaque groupe obtenu est i n d i q u é le plus grand
groupe dans lequel il est invariant. Cela seul est nouveau comme
résul ta t , S. Lie ayant déjà déterminé tous les groupes finis ( ^ ) et in-
finis (2) à deux variables. Le but des Chapitres III et IV est donc plutôt
d'illustrer la méthode que de donner des résultats nouveaux. On remar-
quera que la dé te rmina t ion des groupes f in i s et celle des groupes
i n t i n i s se font concurremment, par un procédé u n i f o r m e . On pourra
remarquer aussi que la, dé te rmina t ion des sous-groupes n'exige plus
que des opéra t ions ration/ielles u n e fois qu'on a déterminé les sous-
groupes que j 'appel le de degré i ; q u a n t à ceux-là leur dé terminat ion
revient e ssen t i e l l ement à celle des sous-groupes du g roupe 1 l inéaire
homogène à deux variables.

La dé terminat ion des groupes f i n i s et i n f i n i s de l'espace ne présen-
terait d'ailleurs, en ce moment, d'autres d i f f i cu l t é s que celles résu l tan t
de la l ongueu r même de l eu r énuméra t ion . En se b o r n a n t , en effet,
aux groupes infinis ircmsùifs, il existe 137 typ6^ d(* groupes de degré i
qui se dé te rminen t f a c i l e m e n t pu isqu 'on conna î t tous les sous-groupes
du groupe l i n é a i r e et homogène à trois variables. Chacun de ces
ï3^ groupes d o n n e naissance à d 'autres groupes de degré s u p é r i e u r

( 1 ) Nouv. . ' / r c / t . , L III , 1878,?. î ' > / > ; Now. Arcit., t. X, i8S'», p. 74 ; Matli. Ann.,
t. XVI, j[888, i» . 45'>.

( ï ) L(îîpz. A h / s . , t. X X I , 1895, ( ) . 5 r .
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à i; l 'un d'eux, par e x e m p l e y d o n n e na issance juscprà ;)H groupes
différents. D ' a i l l eu r s r é n u m é r a f i o n complète ne semble pas devoir
présenter nn {^rand intérêt , elle ne f o u r n i r a i t aucun groupe s imple
transitif nouveau; inais peut-être y a u r a i t - i l l i e u d ' é t u d i e r , pa rmi tes
groupes UTirans i t i fSy ceux que j 'a i appela i n i i ^ r o l î r e ï n c î î l s i n t p l i ' s et. q u i
semblent rendre di.Hi(;ile l î * j ) ro ldèi î ies i i m p o r î a n l . de lu redî le . i ioî î d'un
groupe à une série normale de sous-groupes ( ' ).

CHÀP1TBI L
LE I^ROJÎÏ.ÈME OjÏNÉlUî. DE Ï./ÉyiJlVAÎJ^NCI1:.

•I. Considérons deux, sysiémes de // ex j ) r (*ss ions a u x d i d e r e n t i e i l e ^
totales l i n é a i r e m e n t imiépendantes a / ^ v a r i a b l e s : l ' un aux n va r ia t ' deN
^i f ̂ '2» * * " ? "r//?

(0

: ^j i ( l ^ 1 ^ - 1 } - . <'/,. //./'g ̂ ^ . , 4- ff.^, ̂ r/,,

• ^g, //./-, 4- ^2% <^,"s -1- , . . - l - ({^ f/.r,^

r/)^ ::::;• a,^ (lî^ -|- a^ f/.r^ -t-~, . . -}...., €t^^ d^^

l'autre aux n varial)l,es X^ X^, ,.., X^,

(^

Ût ̂  Au ^Xr-h A,, ^Xs 1 1 1 • I I ^ J . . . 4- k.v, r/X/»
a :̂̂  An r/Xi 4- A^ f/X a 4 1 - , . , 4-- A^ ^/X^

' i^ = A ̂  ^/X t 4" A ̂  ̂ /X,, 4-. . . 4- A/,« flK n ;

les^^ désignant des fonctions données des/y? et les .A^ deg tonc t ions
données des X. Le problème (}ue nous allons résoudre est celui de
reconnaître u l'on peut trower pour les X de$ fonctiom i/tf/é/Mî/ulanI^

( l ) Voir M. CABTAN1, Ànncdes d(s !/ïîaol(î Nommie, y Bé.rw, I. XXÏÎ, i y ï j , |». yM/i^..m.
Cf. h Noie, parue i)OHtérictironwnt îi lî» réda<îlioiî (!o <;e Méinoirû, rî»î»M lw Cmnpf^

rcndw de l'Académie d^ Scienw de Paw, i. CXUV, ^ f ïmi n^, ww le liim : Â^'^
groupes de tramjormatwm côritinufî, mfinïK, simple.
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des x de manière que û,, û^ ..., iî^ se réduisent respectivement à co^
(D^ . . . , 0\.

La solut ion qui va être exposée est basée sur la considération des
covariants bilinôaires (1). Si nous calculons les n covariants 'de co^
co^, ..., cognons pouvons les mettre sous la forme

î , î , . . . , r t

( 3 ) &^ == J^ C,/,.v O)/ G)/,. ( .S' == J, 2, . . . , /< ) ,

(//.-)

et de même les covariants Os' sont de la forme
1,2, ...,»

(4 ) a;= ^ C,,,û,̂ . (A-= i ,a , . . . , /o .
(//•)

Si un cbansûment de variables t ransforme les o^ dans les û^ il
transformera également les o .̂ dans les û^ et, par su i te , on aura

(5) C//,.ç-=c//^.

Supposons que, parmi les ' ' " " " ' I ) coefficients c^, il y en ait r in-
dépendants, les autres étant des fonctions de ceux-là-

Désignons-les pary^j^, ...,y^. Nous pouvons mettre les difleren-
tielles dy^ sous la forme suivante :

( ^;'1== / / l l^ i -+" ^12^2-1" • • .^- / / l / / ^ / n

—. ] ^'â^ ^'^l^l-i- /^2^2-i-. • .-I- h-in^,^

) • - • • • • • • • • • • • • • • • • • - • • • • • • • • • • • '
[ 6/y/.:= A,.i G)^ 4- hrï w.i +•. . . + ///.,< o),,.

Supposons que parmi les coefficients h il. y en. ait/"., —/ ' i ndépendan t s
entre eux, et indépendants des y, soient^^,,y,.,^, .. .,y^. Nous calcu-
lerons leurs différentielles : '

i 4r/-.4.-i-= A,.4..-i,i^i 4- /-?.,.-(.-1,2 c».)2"+". » .4- //.r.+.i ,/G,)/,,
(7) ...................................;....,

1 r:/r,̂  == //^ {.)i + ///.^ 0)3 ̂  . . . ̂  hr^ f,),^

( 1 ) /^c»//-E. CAUTAN, /ïnnales de l'École Normale, y série, t. XXI, 1904, p. i,54-r56.
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Si, parmi les nouveaux coeff ic ients / / , i l y on a r,^ — r\ i ndépendan t s
entre eux et indépendants des ^y, soient ^.^,,;r^.,g, . . . , • y , , nous cal"
cillerons leurs d i f férent ie l les et a ins i de» sui te jusqu 'à ce q u < * nous
n'arrivions pins à (les fonct ions indépendantes nouvelles,

Nous aurons, en d é f i n i l i v c y obtenu a ins i un cer ta in nombre ' p ^ de
fonct ions indépendantes de «r, soient y,,, jy, ,.., r^ jouissant des dem
propriétés suivantes :

1° Les coefficients ̂  des formules (3) sont des (onc t ions des r;
2° Les coefficients des différentielles dy exprimées l inéai rement au

moyen de û^, o^, .,,, (û,, sont. également des (onct ions des y.

2. Cela étant, si la transformation du système ('!) dans Je svs (éme f ^ )
est possible, II faadm c/(w les meniez np^nfUoft^ cffwtutb^ sïir li' ^r^-
têmc { ^ ) donncnl nahsunw nu mfiïw nombre p (le fûffdfi)/^ V, r/w r/r
plus 1^ (wfjicicnis (;,̂  (ff^ formula ( ^ ) c/ ^ co^f/n-l^H^ n^ ,̂y Û r^/^
ledévdopiwncnl dca d\, soient i^ /H^H^ /(mrUnm' d^ ï ̂ /r/^ an^i///^
^.()rn^p(mf/(ï/U(^ f'^, (4 /^ tUiïicuf. fonriiofis //^w r\

Cède condition nécessaire e^l aussi sufli^inle H nous allfms voir
que la transformation la plus générale qui permet de pa^er du hv^
téme ( î) au système ( 2 ) dépend de n - p conslanfeH arinfrain^.

En efîel supposons, pour iix^r ICH idée^ ^m \^ p di(IeîTn)îefJeh i/r
soient linéairement indépendantes par rapport, à (^, «^, , ,» , (y^ ^| <^^^
sidérons le système

j y,- r, .-:,,:. o,
^ • • 1 1 1 1 1 ! - y" -.n.

(8) y.-1- y, -o,
ww^,..,} — ^ï^,^ rr: 0,

11 résulte (ic J'hypufh.'.sti (}ui vi<-ii(, <|',(t,> f;.i(c qm> <,. sysicmc (.„.
traino • "
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et qu'il suffit par suite do l ' intégrer pour avoir la solution la plus géné-
rale du problème.

Or, si. l'on tient compte de l'égalité des Y el des y, les covariants
bi l inéaires des premiers m.em.bres O .̂i....,., — 00^,1, ..., Û^, — co,/ des équa-
tions de ce système sonfc nu ls en tenant compte de (8).

Ce système est donc complètement intégrable et sa solution générale dé-
pend de n — p constantes arbitraires.

Si Fon a une transforination particulière, faisant passer du sys-
tème (i) au système (2), la transformation la plus générale s'obtient
en effectuant sur les 'ria transformation la plus générale laissant inva-
riantes les expressions co,, co^, ..., co,,,. Cette transformation entendre
un groupe à n — p paramètres dont la structure est définie par les for-
mules (3), avec les invariants ^y,, /y^, .,.,y// (1 ) . Cette structurcy
d'aitrès un théorème démontré ailleurs (2), est encore définie par (es
constantes c^^^^p^ (^./•' •y :::-: ̂  2» • • - » 'n '"" p ) otl ^ï(m donne aux a!
des valeurs numérùfues arbitraires.

3. Il se peut qu'on cherche .l'équivalence des deux systèmes (x)
01(2) en a joutant la restriction qu'un certain nombre A de fonct ions
indépendantes données -3,, ^, ...,^ des x se transforment dans le
même n o m b r e h de fondions également données Z, , ..., Z/, des X.
Rien n'est changé a la s o l u l i o n , sauf que les fonctions données des^"
doivent être traitées comme les f o n c t i o n s ^ dont i l est question dans la
solution générale; on prendra pour y,, y.^, ..., Y,, les h fonc t ions z et
r — h coefficients ^.y indépendants entre eux et indépendan t s des z,
en supposant que tous les autres s 'expriment au. moyen des z et de
ces r --- A coeffn; lents c.

4. Proposons-nous maintenant le problème général soivant :

Etant donnés 'd'une part un système de n expressions aux différen-
tielles totales lilléaireinent indépendantes o-),, o.-^, ..., a)^ en x^ ̂ , » . . ,

( 1 ) K. CAHTAN, Annales de l'École Normale, 3(' série, t. XXÎ, 19047 p- i^).
(2) ,E, CAHTAN, lac. cit., p. ÎÀOI.
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^, <^ rn fondions indépendante y,, .,,, ̂  r/^ /^ variables /y; d'autre
pari, un système de n aï-pressions au.x' dij/erenUelles totales linéaire/ne fit
indépendantes iî^ iX, ..., O/^ en X», X.^ ..., X,,, ^ //z /(niellons indé-
pendantes Y(, . . .y "Y^ de ('es n variables X; reconn/tître s i l existe un
changement de variables irans/o/mani respectivement les fonctions
y^ ..., y^ dans les fonctions Y^ ..., "Y^» tel de I/IKS (fue, par ee e/uin»
cément de variables, 0^ Û^, . . . - » tî^ se déduisent d.e r.o^ (i).^, ..,, ro^ //a/'
une substitution linéaire a/)partenant à un groupe fi/léaire donne à r pa-
ramètres r, les coefficients des équations Jinies de ce ^nntpe po'uwfit
dépendre dey^, y^, .. ̂  y^.

En déf in i t ive , on doit , avoir des relal ions de la (orme

(9)

Ûi—an (y, u)^î^^ ^ 1 2 (y, ft)^t •••••[--. . .•-}- ^in()\ ^l^ha
^ï ̂  ̂ i ( y, u '} ̂  -}-. %^ r y , u ) f,n - t 1 1 1 1 " . . . -4- 5<s,/ ( y, ^ ) ̂ ^,,

£^^ a^j (j', / / ) ( ,») -h ^n-s.(f, ^ " ) ^ î • • 1 1 } - - . . -•-•h ^uni Yi /Q^î

les a élani des lonel ions données de y^ y ^ , ^ * , r^ e { de r q n a n l i f é H
u^, u^y . , . , / / , . ( ) n i , i tonr c luHjue e i j a n ^ o î n e n t , d f » var iables rejH,Hïdafi(..
à la question, seront certaines (onet.ions de ̂  , .-r'a, ,. ̂  »r/, 5 de jd i îS t een
fondions a sont telles que., si ron regarde les ^eonirne des paniî i îeires
et les y comme des constantes, les formules ( i ) ) déf in issent , le groupe
linéaire F (aux n. variables o^, (o^ » , . , °^)<

On peut f^ormuler le problème d'une autre manière. Regardons les u
comme /• "variables auxi l ia i res nouvel les , et posons

(iô) &^= o^(y, u)w^ -h a^(.y, u)^ 4 1 - " . , .4- ̂ (j, ̂ )r,)/, (.y - ̂  'î, «,, ̂ ),

Posons de moine

( i j ) ^; :̂  ̂  ( Y, 1.1 ) ̂  + ̂ ,, ( Y, U ) ̂  -4-... ̂  ̂  ( Y, î,î ) £4 ( ̂  ,:••-:-:: î ,a,..., /. j,

Le problème pr imi t i f peut être remplacé par le problème suivant :

Délerminerpouri,, X^ .,., X^ U,, ..., (..], un système de n 4-11 r fon^
dons indépendantes de ^,, ̂ , ..., ̂ ; ^^ .. ./^ /^ y^. les'Jbno
lions Y deMennent égaies aux fonctions y correspondantes et •l.ellfîs au.f1 les
expressions û deviennent égales aux expressions Ï} correspondantes,
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Cela étant, nous sommes ramenés à l'étude des iwariants (lu système
formé par les m fonctions y et /es n expressions œ".

5» Formons les difÏerentiel les dy^ dy^ ..., dy^ et exprimons-les
au moyen de co,, o^ ..., co,̂  soit

[ dfî —îi^ o»)i-h// iâ 6>)îî4-.. ."I" /<i/, ^7,
(^) ' ..................................

1 ^/^ '::r: ^m\^i -}••' f"imî^h '̂ - «• • • + ̂ mn^n-

Lw eocilicioîits ^^, (bn(;tions des x el des a, sont des covariants du
systeïîK1* considéré»

I m a g i n o n s qu'on efÏectno sur les co n n o snhs i i tu t ion dn groupe r;
les h^ snbironi entr(1 eux u n e subs t i t u t i on l inéa i re engendrant un
groupo ^(dua l i s t . i ^ ' ine du grou))e '?). (^ela veut d i re que, si l'on dé-
signe par /^ la f o n c t i o n de ̂ , ;y^ ' » ^ a^ ^ hiquello s< t réduit Â,y lors-
qu 'on donne aux u les valeurs (correspondant à la t ransformat ion iden-
t ique de F, les A^ se dédu i sen f des A^ par les t ransformations du
groupe I"» Les deux systèmes de valeurs /^. et /i^ sont homologues par
rapport au groupe F ' . Cela étant , nous pouvons trouver une transfor-
mation pa r t i cu l i è re de 1'' (e!le que le système fz^ devienne un système
partiauUer homologue; par exemple, si parmi les À, considérés comme
loncl ious des u^ i l en existe r — r ^ indépendants , on peu t donner
a ces r — r lonciHms indépendan tes des valeurs nurnérufues fixes, les
autres deviendront des fonct ions des ^ qu i pourront s'exprimer au
moyen de y^ . , , , y^ <»t de m' — m d 'entre elles, que rions désignerons
par j^.4.j, « - . , y , n ' ^(ïs mf — m f onc t ions n o u v ( * l l e s sont des iwarianis
du systinne.

Hn sommey nous sommes arrivés à trouver comme éléments inva-
riants les ent iers r ' ot m/ et les fonctions par lesquelles les coeffi-
cients /i,^ s'exprnnent an moyen de y^ « . . , y m ^ne fois que r — r
d'entre eux ont été réduits à des valeurs numér iques fixes.

Cela é tan t , on peut toujours s astreindre à choisir les expressions o)
d'une pari, les expressions il d'autre part, da manière (jue les r — r '
coefficients h^ considères prenne/il les valeurs numériques Ji^es données
à l'awncc (cela revient à remplacer an .besoin les expressions û) par

Ânit. A<", Aw-w., {''i).? X X V . "••— î^',vR:îr.K K)!'» .̂ 9
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d^autres qui s^en déduisent par une subslituhon linéaire particulière
du groupe T, ce qui ne change rien aux: conditions du problème").

Cela étant, ̂  f-rctns formation Unefnre lu pfïfs f^'enernfe de. V f/ui penn.el
de p^wer dea û) •(iux H eorre^pon({ à Ut tmn-sforrn.cîti.on. (.n. plit^ ^n^h^î/.i'
du groupe Y 1 laissant invana/if le n<v/^7w À" (l(»(1,e i î ' i t î îsforî ï i î i î . ioH PÎI"
gendre manifcsi.enioni un soî ïs-^roî i ix* a // ()araH.i« t ttr^s d^ I'\ I^*s /f^
étant en soînmc des fondions dey,,, .,., r^/; ^i, ..,, ffy. f ( ï î î i s q n * i l s si»
déduisent des h^ par la l.ransforniaiion générale1 du «roîijn* I'1' .L ee îsoiîs«
groupe est défini par r — ^ relations entre a^ u,^ ^., ̂ , r^ . » *»,r///.

^^ sommes donc mmenÀH (tu prolderiKî priinliif, w^/yw nfïîi^ (mms
maintenant m'ï m jonctions y ^i, au Uca da ^/wi/n' V, t/fi ^" A'r,v ^H/^»
groupes à r' para/r^ires, les aw/y/clwl^ des nfHalînr^ /ifdf^ d^ rr ^m^»
groupe /mm/ni dépendre de y^, j^, .. ̂  y^',

Nouy raisonnerons sur ce nouveau problème comme hîir l'aucicii
jusqu'à, ce qu'aucun des entiers m et r ne subisse de modification.
Cela revient a supposer en somme que /^ ^^f/ki^nf^ h^ dfï/^ /r^ /h/^
mules (t 2) ne dépendent (pie de j,, r^ ..,, j^, ///^à anwmwe/il de i^,

6. Cette première réduction du problème élaul o !^ (^ î î î i c , for î i îo î îh
les covariants bilînéaires d^ expressions <^ l^ (ori»îi!es ( î ^ )
donnent

( ï 3 ) (^ = cî^ ( y^ u ) ^i +• a^g ( J, // ) ̂  ..4-. . , "-î-. «,,„ ( ̂ -, n ) r,4

+'2"'..,(̂ ,,,,,̂ , „„„.....„ ̂ ,,,,̂

.̂,,(̂ ,,,,.̂ .,,,..,̂ ,̂ ,

Orles covariants û); s'expriment, linéaireruentau moyen des ̂ r, c'esl.
à-dire encore au moyen des co, ou enfin au moyen des to; H cri ^1 de
même des dy^ De plus, soit

î^^î,...,/*

V ^ / ^
2. À^^^/^
p .̂f



LES SOUS-GHOUPES DES GROUPES COJNTLNUS DE TKANSFOnMATIONS. 67

la transformation inf in i tés imale la plus générale de F, les b^s étant des
fonctions de y,, y^, ..., y,^ On a, comme on sait,

< )̂.s. àccst âff.^t V i / \ i —^ ̂  ̂ G)l + — + -^ ̂  =2. À^ < r / )^0)-
Par suite, le covariant o^ peut se mettre sous la (orme

W's :=:^ aikî; Wi ̂ f^Zi ^i^s<sytJ!Li ̂  ̂ tf/tî

(/7f) /', p

ou encore sous la fo rme

( 14 ) r4 =^ a/A4l(>" a)/ ̂  4"' ̂  ^T^' ('')^ ^P ^(s'::L"' ï y 8 y ' ' • T //' ^ ?

((/f) ^ p

les a^ désignant ce r t a ines fondions des ,z' et des a, les (Dp désignant
r expressions di l lerent iel les anx varial)l(.îs x et u, l inéa i rement indé-
pendantes par rapport a da ̂  r/^, ..., ( / U y . .

Supposons qu 'un (^ha^ igernen i de variables d o n n a n t pour les X. des
fonctions des x et pour les U des fonctions des x el des u^ choisies
comme plus hau4 transtorrm» les o^ en I2y. On aura des formules

<"F'—V A 7>^o7«.4-VA. ïT.'îî^^.^ — — ^ r j\ f^y M^{' ww/t. "T /r <//p.y wû^ A.flp,,

H/.l

< l ' o ù l'on ( i s ^ ï

j^(..A/^-- a//;./) < ,> / ^^•^^.^^^/(l îp— Wp) ^- o ( ^ := ï , •^ . . ., r}.

Ces n égalités ne sont possibles que si, l 'on a des formules do la
forme

( t 5 ) !!?::=:: TC^-h t ^ i< ,» t4 -1^2 :̂i - 1 ^ 1 - . . - -r- r?/, ^)^ (^ ::;:: ï , a, ..., /•),
i, . . . , / •

( ï 6 ) A //., ::.r-. a/A:, --h ̂  ( ̂ ^p, î 'p/ — b^ i-p/,},

P

ou les ^ design ent cerla.iîiK^ fonctions convenablement choisies
des x et des u.
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Posons alors

( ï 7 )

• ?^p = TîTp 4"" Cpi ^> i 4- » . * ••}- Cp^ ^)/,,
1,...,/'

aihs^- ( ï i ks "+* j^ (^^ ^p/'—'^^p^'pÂ1)»

où les ^p^ désignent m a i n t e n a n t <lcs varhi î ) los anx i l i a i n^ l îo î . ïv^ l i^s ,
Etant donné un changement de variable (jiielcoïujîîe des .y ihms

les X, on pourra déterminer nr quan t i t é s Vp^ fêliez q î i ' n î ï ai t

S^ ̂ : r»)^ il? —. CTp, A^^ •1"-;1:: ^^•,.

.Nous sommes donc ramenés à é tudier les iimïrni:nt^ du syntéme âw
expressions (0^ e l cyp , des (bncf ion s ̂ y^ et des coefficients a^^

7. Nous allons, en ce qui concerne ces derniers coefficients, o}N'*r<*r
n r i f ^ r ednc î io l ) du problème analogue ii celle qu i a été (ai le précé-
d e m m e n t ( î i ° ! ) ) . Kfi tcchions sur les o; u n e f .n inhfo rn i î ï f io î i i i i î J i n i l é H i »
mâle du groupe 1'; soit

^—.. ^ .̂»,
^'^AA^ Àl^^

p 1P î

LOB (ormules
^^ ̂  J^ ̂ ^^ tôt ̂ ^ ̂  ̂ , &/^ ̂ ^p

nous doriineront

• B^=^Sâ^^^6)^4"j^a^^(3^^)^.+ ̂ ç^)^^ ^p,(%^"+1- % ;̂.

Or on démontre facilement que l'accroissernent de (ofest é^a) au covîi*
riant bilinéaire de âo>^ :

^ == Z ̂ P ̂ /p^+ ̂  ̂  f//^ ̂  4-^ ̂ p A1,?, ̂ .

En égalant les deux valeurs trouvées pouroî^ et remplaçant ICH ̂
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SCD^ ... par leurs valeurs, on obtient

( ï 8 ) ^ ̂ p.s- œ). ( ctep 4- <^p ) •+- ̂  <?p ̂  ( /^.p/ /^ — /̂ : biçs ) ̂ \ ̂ rr
X,p p,X,o" i

^^^^''''^s^ ^(^t^^p^'^^^^p-p^" ̂ .p7 )̂
)„ V. o i

v /^^),p,- / àb^ ; \ | —— „ -^^^^,^^^J^^,,^o.^^^^^"^^JI^^-
À'

Or, si l'on introduit les constantes c^ de la structure du groupe F,
on a

^ ( ̂ .pl ^/rT.9 —— h^i ^/pA- ) ̂ ^ ^pO-T ^?.T.V

/ T'

et la première ligne de l'équation (ï;8) se réduit à

^ ̂ p.v ^ïX ( Ô^Tp •4- cle^ —^ ̂  ̂ -rp ̂ rr ).
^P \ 0-,'r /

p.ç r,)), / O^Tp •4- a^p —^ <?T Cyrp CTo.
>^ P \ T, T /

On déduit delà les formules suivantes, où les e^ sont nr nouvelles
arbitraires :

§7j5p == — de^ —^J^^C<7x?'^'t ^'^.à2?1^19

»7,T t

( 19 ) ( W)^ ̂ ~^ep ^( a^•' b^^ "" a^^ hV'9t "̂  ^''s //>.p/)

^ [^^[LÛS . ^^),pA, \ V / ï y ,^/^^[/.PA- , àb}
^{^^^
k •- p

^^^"^^^^"^^^^^^ "^Zi^^^^- ̂ w)-

Les dernières formules trouvées montrent que les ooef'îicients a^y
sont soumis à un groupe F, à r ( / ? + ï ) paramètres (dont les coeffi-
cients peuvent dépendre des y). Les q u a n t i t é s Uç, et pp/ sont les para-
mètres des équations lin les de ce groupe. Autrement di t , si l'on désigne
par a^ ce que devient a^,y pour des valeurs particulières des u et
des ^, les expressions générales a^y se déduisent des .a^y par la trans-
formation la p lus générale du groupe IV

On dédui t de là que si parmi les a^ il y en. a / indépendants , consi-
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dérés comme fonctions des1 d ci des e, on pourra supposer choisies
les (^ de manière que ces / coeiîicients a i e n t dos valeurs numér iques
fixes données à l'avance; les autres seront alors des fonctions des ^
invariantes s'exprimant ail moyen de^p j^y - * • » y m ̂  ^{' m/111" m d 'entre
elles, soil-j/^,, .,^j^. De pins, le groupe Y\ wa nkluù à celui de ses
sous-groupe!! (fui conserve aux l aoeffleifînts a^ considérés les m/fw.v
numériques fixes données.

Deux cas peuvent alors se présenter. F étant isomorphe hémié-
drique de r\, il se peut (ine la réduction de r, ne réduhe (îas (\ el il
se peut aussi que la réduction de T} réduise 1\ Dans eu:* second ca^ oîï
pourra, des relations entre les u, les v et les y qui dél in ishent le wm»
groupe de T,, déd.uire des rela t ions entre les u seul(:*îî«*iit et le^r; ce
sont ces re la t ions qu i d é f i n i r o n t le sous-groupe â^ F auquel on r?4
ramené si m! est supérieur a w; la considérat ioî î d < » s i î i v a r i î î î i t H
y/,H-^ ...^r,^' |)ourra aussi réduire le1 groupe J\

On v o i f a i n s i q u e de proche en proche on se ra inéner î î au cas o(î //w
las ('oe^/lcie/Us (^^ sont ( l e s fo?ît'lions d c y ^ v.^ , , .^y^ ^ulr/nf'nt, nw/y
na dépendent ni. des u, ni r/cv r, lùî général , les w q m m t i f é - s i^ 111* hero i î ) ,
pas arbi t ra i res ; nr r\ j ) î i r e x e m p l e d 'enf . re elles s ^ ^ x j H ' i n K ^ ' i m l au
moyen des;^, -des n et des /',, r e s f i t î i î . c s . I,e n o u v e a i i Hroupe ( ' ( ^ r»r» i l în
groupe à r '•}- r\ paramèires. Les expressions m^ î i u no ïn l î ^* de r, w
dépendront que des .v, des u et. des /^ paraméire^ i1' r c H t a î i l ^ * U^ ^r -1 / ,
relations l inéaires entre les ̂  et les ^s'ohiiendrmîl en ex j î r i i ï i î i î î t , qiîe
les Sa^ ^^nt îHils^ c'est-à-dire*

J^(^p^pi- ̂ P^pl^^^^p^C^iA^^ '^'^lApr-1!- ̂ '^^•}
P 1 l l p l 1 1 . ' 1 1

i ^^ ^/^p^ <^/.p^ , \
•"A^Zi^^ "^•^ ̂ "^ÀI^ ^^ o (At ̂ ^ .-- i,^ . . ̂  / / ) .

P /(1

Ces relations pcm-nettront par exemj1^:* d^-xprimeî- linéaimîHmt.
les e^m moyen des ^ et de r, nouvel les arbHraires .^ ..., â^, Je^
coefficients étant des fonct ions des y, soit

î,...,r 1,...,-?

(20) ^= ̂  a^p^+ ̂  p/)p£i ( / ::-- ï , ̂  .. ., fn ^ ...:,-. t ̂ ^ „ ̂  ,),
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8. Supposons que, pour les deux systèmes d^x.pressions aux diffé-
rentielles totales donnés, on arrive ainsi ail inôme nombre/^ d'inva-
riants, y^r^ ...,./,/, pour le premier, Y^ Y,, . ../Y,,, pour le second;
([lie les coefficients h,, soient pour les deux systèmes les mêmes fonc-
tions de leurs arguments ; de menu' pour les coefficients ̂ .,. Cherchons
si les deux systèmes sont équivalents, c'est-à-dire si l'on peut trouver
ponr les X. et les U des fonctions désuet des u. transformant les y dans
les Y et les ̂  dans les Û. Pour cela imaginons que le déterminant

li 11 //1 a . . . //1 ///
/4l /4a • • - f^m

^•IHX !l^n'•ï. * ' * fl 'il in

ne soit pas nul, et considérons h système d'équations suivant:

/ Y r-.r 1^0,

j Y,,, — .r,/, = o,
] iî^i'—w^4-.,i^o,

\ ^—0)/,=:0.

Si l'on trouve po-ur les X et les U des fonctions des x et des u satis-
faisant à. ces équations, elles sa t is feront également, d'après les hypo-
thèses faites, aux équations

( ̂  — r,)i =o,
(32) . •^•"•J * ' • • " '

1 S^— r,)^":o.

Or, si l 'on t ient compte de l 'égali té des Y et desj, les covariante
bil inéaires des premiers membres des équations à intégrer,

'-^///.••H "~" (û m 4"i:=: ^
. . * . . . . . , . . » . . . y

il., — W,, ^ 0,
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^ ^,p,M-4-i <^( ÏÏp —' ^p)»
/,p

J, '̂pn ^(îîp — Wp).

i,P

Appliquons là théorie des systèmes en învoî ix t îon ( < ) . Dé^ignon^
par ^, ^, ,.., ^; ̂  . , . ,< ; . . . ; ^"i"1\ ^., ̂ \ n systèmes de n va-
riables arbitraires et considérons la matrice à n(n — m) l ignes et
r colonnes

j^ ̂ ,l,̂ H ̂  ^ ̂ ^%,w+î ̂  * * * ^ ^i^.m.+ï ti

E 6/ ï11" ^ 2 bi^rt' !>( * * ' ^ ^^'"''^ ^^
^ ^/,l,/^.-hï ^- ^^ ^/,2,M--i-i 4 * * * .7, ^i.y.m .i.î '̂2

^/,î^ ^ ,S^2^ ^ •^ ^^^^ ^2
^,I,W-H ̂  ^ bi^m^i t} * ̂  J .̂ ̂ ^^.m+i ^iï

2^^ ^lll"'îî 2^^- ^"î) -- 2^ ^llll•ln

Désignons par a, le degré du déteminani principal de la matrice
obtenue en prenant les n " m premières lignes, par cr^ + 0^ le degré
du déterminant principal de la matrice obtenue en prenant iw
2(/i-w) premières lignes, etc., par ^ + or, +. ..4- ,̂ le degré du
déterminant principal, de la matrice obtenue en premief- les n(n — m)
^nes."g

^nfin, considérons le système d 'équations l inéa i reH aux rn incon-

( 1 ) ^oir E. CARTAN, À/maUs (.ùî l'École Normale, y wrw, L XXi^ fyo.î, i^ ^4-17"^
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nues ̂

1 ^E ^!x^//<•i•-l::^iil'""^ ^•P^//••ll-l»^Pi/t':"~ (1>

1 p p

( 23 ) '' . . . . . . . . . . . . . , . . . * . . . . . . . . . . . . . ( ̂  ̂  ;:::: ( ̂ , . . . , //. ).

f ^S^ •^^'"""'^^^^ ^p!!'-^0

' p p

/.e système ( 21 ) .w/'a <"//. i f i ^o l t î l i oK . sf le fionil^re des inconnues :?^ ( l i t on
peut prcndi'f1 ai'bItmircnwîU (^'t é^nl à

cr, ..-.t.. •^2 ••-{- ^(7;,-i--... --i-- / i ( j , t .

I)îUis < * ( * cas le sysloînc ( l ' r ( ) S î a ( i o i i s (21 ) admet une intiniie (le soin-
lions dépendant de cr^ l 'onetions arbitraires de'• n ai^'innenis, cr^ ( f'one-
lions ai ' I ï i l ï 'a ires ( i ( * // i ar^mnenis el ainsi de su i t e . Si l^on a nne
solution part icul ière, la so lu t ion générale s 'obt ient en ell'eetuant sur
irs x et. les n la transfonnalion la, )) lus H'enerale laissaul invariantes
les fonctions y et les expressions ro» Cette transionnation en^'endr^' un
^ronpe doni on îit inunediatenîeul la sli'ncturc j)ar les formules ([ui
donnent, (D^ , r>1) ' . , ..., r»)^.
l^ . l . tv))0( l îeses laites sur les coeff ic ients h.^ montrent qu'on a,

t , . , . » / <
y' ^hi/^l ^ (/.".,.. I, •t , . . . , / / ^ ; À-•:-.:;: î , ^, . . , / / ; p=: I»2, . . . , / • ) .

i

f^a.r suile, on j )ent sa,iîs incot iveni t înt substituer an système des

l̂i.̂ ^^^^^ équations linéaires (^3) \^ sysl-emf* des^—^^1 e<iua(ions

i , . . . , / *
(^4 ) ^ (^^p-..3p/.— ^>.p..;̂ 0 =r: 0 ()., ̂ , ^ •:•:= J, a, . . * , /Q.

P

Un voit alors que le nombre des i n c o n n u e s Sp/ qu 'on peut prendre
a r b i t r a i r e m e n t n'est aut re que le nombre q u e nous avons désigné
p a r r i . La c o n d i t i o n d ' i n v o l u t i o n est donc

/'i '1:-:;'- o-î "-f- ^ o'y -}•-.. . "i- n ^ 1 1 .
,4n.n. È<\ /V^/w., (^n, X X V . — \^..wm î<j<'^. '0
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9. Supposons nmntenant que le système (21) ne soit pas en irm)"
lution, c'est-à-dire qu'on ait

/ • î< (7i 4-1-1 '^--h . . ^i" //ï7,,.

Nous allons (ormer les cova r iants hilineaires <les r ex[)ressioî is m^
qui dépendent des ^, des // et, d(- r , variables auxiliaires nonvell^
( r , des quantités ^). ir^r^ la inaniére nwrne dont entrent ces
r, quantités, dans les expressions m, on voit qu'on a des formules de la
forme

^=^ A^o)^)^.h^B^^Sp4- ̂  Cp^7ïTp^,,.+-. V .1),>^/^
^ /.p ,p^, o

les jetant ^ expressions de PlafT nouvelles indépendantes des ÛÏ et
des îTr. • '

Si nous a{)p.liquons aux formules ( î 4 ; 1^^^, /^^r^^/^r^)
nous obtenons *

(^) ^-^ ̂ ^.,^^^ ,, ̂  ,^^^^ ^ V|î,^
',f- ,,„, *?

(7— l, :', . . . . /•),

lescoenici<.i>(,s^,f,nr»(, l,s ,-o(.ffi,,,<.nh, de sirurturc ,!<• r\ !<., <•<,<.«}.
cienis a/^ et, ,ĵ  (.tant ceux qui (.utrcitt (l;iîis {<•;, ionnulcs r'x»)

n^re^ donc que les coemdcnts A^ qui pubs<.«( ;t,n: „»;..?,.„.
UdntAdcsy. fei nous posons inai)i(,<.ii;ui(,

Xr--'7,).+ o'î.i^-l" "'/,2^-h .. .4- n'y,//,;;,
1 , . . . , / ' |

/W= A,/,,-..»- ̂  (fi/•/.r"]/A"-.p,/,„•/,),

À

^expressions ̂  ot les cooffîdenis A^ sonf. d,.s ̂ .//,̂ .̂ (,, .

:̂̂ :̂ (;::̂ :::tri;)l>)<ls-fl-<^•-----i-

( 1 ) ̂  K. C,U.TA., ̂ .»/,,, ̂ , ,•/,,/<, ̂ ./,,, ,.. ̂  (, ^x,, ,,̂  ,, „,
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Comme p lus h a u t (n0 7), on mont re que ces coefficients son t soumis
à un groupe :1\ a r .-hr,+/^ paramètres . En planant,, en effet, les
accroissements ô des deux membres des équa t ions (af)), nous obte-
nons

'iK,-1*» t>»««««i, .. .,„ X.'1'^ *»«_ ——

J^ P/-/,-î ^'/ f>/;/. "•t- ̂  rîÀ //,T ^)/ ^)/,. • : . ..,
/,).

les seconds membres étant , des expressions connues. On en dédui t
f a c i l e m e n t

( ^6) ^/. .̂  • 1 - • r / E ) , •h ̂  Q,^/ 4- . . .,

i

les termes non écrits des formules ( ^ Y ) étant l inéa i res par rapport
aux e et aux s, par rapport auss i a u x ^ et a u x /^, les coef f ic ien ts ne
d é p e n d a n t que des^ r . Q u a n t a u x oA//,.y i l s s 'ex^riîmuil l i néa i r emen t au
moyeu des quan t i t é s A elles-mêmes, les coef f ic ien ts é f a u t des expres-
sions linéaires par rappori a u x / < et a u x £ avec des coefficients fbnc-
tions des;r, (Jn a a ins i les t rans lormat ions i n f i n i t é s i m a l e s du groupe .Ta
a r 4" y\ "t" ^^i r^a.rîiméf.rt^,

H), Si les A(^ d é ( ) e n d e î i t . e l }ec l iv<»men t de cer ta ins de ces para-
métres^ ou pourra toujours r é d u i r e un ce r ta in nombre d ' e n t r e eux a
des constantes; les au t res seront alors des i n v a r i a n t s ('fonctions des
seules variables , r ) et le groupe l\ sera r édu i t à l ' un de ses sous-
groupes. La réduct ion du {41*0 upe Vy à l ^ u t i de ses sous-groupes pourra,
aussi réduire, ^u i t l.\? ^it, I ' ; les nouveaux inva r i an t s , s'il y en a,
pourront aussi réduire l\

En to'us les cas ou peut., après uu œHain nombre de réductions et,
au besoin, l ' i n t roduc t ion d ' invar ian ts ; / nouveaux , se supposer ramené
au cas où les A^T Hont des f b n c ï i o n s des seuls invar iants^ et où le
groupe Fa est réduit à l ' u n de ses sous-groupes à r4-/v+"/a para-
métres.

On crmsidérera allers les nombres caractéristiques o"^ cr^ . . . y or^.
correspondant au système des cotîfiicients'p^p. Si l'on a

/"g 11'.;::111; 0-' -h. ^ffy •-t-- - * . -1•1^" It ^nï
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le système dos il sera é q u i v a l e n t an système des co, a c o n d i t i o n q u e »
pour ce second système, on a r r i v e au même n o m b r e ///. d ' i n v a r i a n î s Y
cl que les coeHicients A// , , r</ / ,y , A//^ so ien t les mêmes fonrijons de l eu r s
arguments Y que pour le système des r.o, La t r a n s f o r m a t i o n la p lus
generaie q u i fait . passer des c») s u lx i2 dépend de ̂  f f ) î ( e f . i ( , ) i i s a r l » i f , r a i r e s
(le n argun'ierîis, de^ ^ i o î l e . l i o î i s de. n • 1 - 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 s î i r ^ n m e H f s el a i n s i de s n i t e ,
Si l'on a une t rans fonna l ion par l i r .n l iere f a i s î i n l |)asst*r des r » ) a u x i2,
la p lus générale s 'ohi ieni eu e l l e e i u a u i sur les .r uu ^ r o î i ( ? e îi /// i n v a -
riants et (lont la strucfare (*st donner* |)ar li^s f o r m u l e s ( \ \ ) el ( ' . t K ) i ,

Si Pon a
^< ̂ \ 4-1-1 ^•4- " - • 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 // ̂

ou aura les eovariauts b i l i u e a i r e s des expressi< '»us y^^ il s ' in t rodui ra
ainsi /'^ CKpress ions nouve l l e s 0, el l 'on pourra s 'arranger de m a n i è r e
que Ions les coeHieienIs des y^ so ien t - des fonciions des r, s î i u f * les
eoeffi.(îicn(,s des co/o^,. On procédera alors emnme j » l u s l i a u l , de m a n i e n *
a a r r i v e r a un groupe Ï\, a r 4- r, 4- ^ -h /t, paramétrais e), a ins i de
sui le ,

La Iheorie des systèmes (m i n v o l n l i o n r n o n t r p que ress operatHms
auron i une f i n , e'esl-a-dire qms | ï o i î r un e n t i e r %, on a u m

r^.:.^^^^ '̂  • " • • s - , . . - j . , - ny^--^,

Alors on aura la striu'ture du gr(ni|!e le plus général q u i laisse i n v a -
riantes les expressions (o et. le de^re d l u d e f . e r m i m i î h m de la ( rans ior"
malien q u i (a i t passer du système des co îi un système é q u i v a l e n t .

1 i. Plus généndtu'nenf., considérons ;
D'une part, m fonctions indépendantes y,, ^ ., r,,, des varialdeh .r^

x^, ..., ̂  et deux. systèmes de n expressions aux di f lerent iel les (o- ta fes
1 i n éa i re m e n t i n d é |) w d a n tes

^ ^. .-, ^ / î

^ Diantre p^ri, ^(onctions imiépendanîes Y^ ...,, Y^ des varinJdes X , ,
-X,, - , ^ X/, et deux systèmes de // expressions aux diflerent.ielles
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totales linéairement indépendantes

< ) o o
H,, <-),, ..., e,,

Proposons-nous di* reeonnaitre s^ i l ex is te nn changement (le va-
riables I ransformant les fondions y dans les fonctions Y, Ici (h' plus
que les oxpr^ssions i2 s^ dp.dnisi1!1!!, des r») p',ir (uie. snbsl.il.ulion liî ieairc
u|H) ; i i "J^Hî i î» t , i» (iiii 5 4 ' î ' ( ) t î | ) c doiiiK'* I' d'ordn1 r, î 1 ! . les ox[)î ' r .ssi() ! is (") des
^ïpnssions 0 j);!!' inu* ss i I ) sS i ( i i ( / i o ( î l i lKY^iî ' i» îip|)arl(*natil il un iinirc
Hl'oîijM1 doî i în'* 1" d'ordre r\ l^s co^flicicnl.s d^s rqîiîilions ( in ics do c^s
ddiK ^ r o î î p î * s ( ) (H îVî i î r ( . d^ jx^ idr^, ( > { î ( r p . les jïaraiïHM.res, desfoncl.ionsr.

Si ÎH»I.IS d^si^mïus [)îir

l^s [ t î i r n î î j c t . r ^s dc^s ^roi i ix1^ I1 ' cf. I\ (d.si lions d^signolîs par (o, (U, 0^ ce
qiH» d ( t v i I * n î ) < t î ( ( . (»^, ei 0, pur In suhsiihilion lîi j t i l î s ^(mmie dm
^ ro î î jH^s l111 pi ?» il ^s(., ^!îiir < j t i ( * les 0 s'e^primonf, l i î léain^neî ' î t . îiu
îHoym < t i * s ''0 j ^ ^ î r des formules

Q, 1 - : 1 - ; /,(^ l l)-:l l li l• /,-,^ r . . . -h 1,,/f^ (.v .1•:•;.-• I, 0, . . . , / / ) ,

[(^ r.oefliciejit.s ///, e t î i s i l des ronr.l.ions d.es .r, des H ol d:e.s e. Si l 'oie
enr.edîe s i î î ' i e s (»)1 une. subst i tut ion (psolcoiHiiw. d'u ^rodiîc I' el, sîrr ins 0
t i î K » siihsî.iUlùon qîudcosKj i ip, d î t ^'ronpo I'\ les ^oeni^mil.s/^ siibisscid
I f^s ( rur îstorî j i î l i ions d'îln ^rnti j ï i* liîH'*îiir(* iï / ' - -h / ' ' panum'hTS. \i\\ rai-
sonnani coiniHe [lins haut, on vm'îi q t î ' o i » p(*nl réduire un cerj.nn'i
î i 0 î î $ l ) r i * d '<* i î î r i» c(*s ^otdliciluîis ?( des v^l^irs consiunips, les autres
eiani des ilni'ïf{Ha^.U (o î le i io î is des seules viiriîild(*s ;r. Chîleun dt^s
gr<Mi[M*s I' ei l" est, iilors réduit ^ lin de ses soîls-Hronpes, el eesdeux
soî is-^roî i i^es sonl. e v i d e î î t i n e î î l isomorphes. On jHUil nîîiinl.enani laire
abstraction des expressions 0, el, l'oii esf mnene au prohièrne primitif,
If» groupe r étant réduit h l'ui} de ses sous^roupes*

12. Le problème général précèdent se présente, par exemple Jors-
<)n1 i s'agit de reconnaitre l'e<iuivalence de deux systèmes d'équations
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aux difÏerentielles totales en .r,, ^, ..., <T^ vis-a-vis d 'un groupe f i n i
ou infini donné (ir. Il résulte, en ellet, de la tbéorie des groupes ( 1 )
que, en adjoignant au besoin d(îs variables a u x i l i a i r e s nouvel les , le
groupe est défini par un certain nombre d ' invar ian ts y^ y^, ., ̂ v^ et
par n expressions ci),, (A)^, * . . , o^ soumises entre elles à la subs t i tu t ion
linéaire la plus générale d'un groupe l inéa i r e 1' d'ordre r; d 'autre
part, si

(27) 0,=;0g^...^0,=o

sont les équations de l'un des systèmes di f lerent ie ls donnés,

(28) 01=0,=^..;= 0^o

celles de l'autre (ou les variables sont écrites X an l ieu de ;r)^ et. que
l'on désigne par Oy.^, ,.., 0,^ n '— v ex/pressions quelconques i n d é p e n -
dantes des v premières (de même pour 0v+i, . . . » (-),/), on doit. passer
desO aux© par la subs t i tu t ion l i n é a i r e la p lus générale q u i t ransforme
le système d 'équations (27) dans le système d ' é q u a t i o n s f ^ H } ; cette
subst i tut ion engendre le groupe appelé p lus baiit I11"»

13. Prenons pour application la reclwrchede réquivalence de deux
équations di f ïerent ie l les ï^rdinaires du premier ordre

^-/(.„.),^" '̂.
vis-à-vis du groupe de transformations G défini par les équations

^X, ,
j^Y,

X et Y désignant deux fonct ions arbitraires, la première de ^ la.
seconde de^y.

( l ) roir E. CAIITA^, Annales de l'fîcoh Nonfwle, 3^(»rio, t XXÎ , 1904, ̂  îjiXîî.siïiv.
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Posons ici
r,)i — fl.t\ 0^ —:. dy — /( .T, y) ̂ ..r,
^g-:': c/y, ()„:—: ^,/1-.

Le groupe Y a poî i r équa t ions

r,)i:_: ff^f,)^

^a:r::: ^^,)^

(*(:. 1 < > ^roriiïe î" a pour o q u î t i i o l ï s

^^r,0p

^ ^ • 1 - 1 : 1 ((.^ -4- l'îA.

On a, ( U î a p p l i q u a n l . la l . t i^or ie générale,

, r, — i'(./r.r, ^- } ""
r / , !:-:-:- -...—<',»„ -.-1- »„«....„....,,..„..„„......-..-....,-....—— (;)

n» ' / / ,

,̂,,ri,;: ,.i:î ^^^^^^
^3 '" ^ î

On polirni rcr iui re l < » s qîiais 'e coorlicienf.sd^s seconds îHeinbrcs ^ des
conslani^s ( t ) , (1(* nsaj i ipre (jn'oiit ai l

avec

Oit 'à alors

//...::,:- ('(,
//i:,::: i'i f(^^y'),

r.. :;:" ri,

^ ̂  ^ï.A^^r)-
r,,i 1-::'- ^/(.^, j) ^11^,

r,,̂  ;-. t< r/y,

lï* groiiin^ l1' Manl. réd'iîi t . a l î î i sous-groupe à un paranieire

r»), :-lr::ll ^f^,,

<<)g :,::::.: ^/^)g,

( î ; Nous fr iuj i i fosot is la f o î î f t i o ï î / f ^ , j' ) diffôrerilc de zéro, mnsi ( { u o In fonclk»n F(.^,j').
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(calculons m a i n t e n a n t o/, et col ; on a

, ̂  „„., Z£// nf,.^,.,.^)^—-^ -̂ .-.. ̂ ^
— — / ^/^ \r^ . > , ( . . „ ,

c'est-à-dire
('<) < "'"":"' f»,)j lîT,

(»)., :-•:::: ^rïT,

en posant
.^^•Û^-...-...^^ ^//^ ^^ ,)g ,....„.,.„" .̂- — .^,/j,

Calculons m ' ; on a

n7=~î^'^./r...-^-±^^^.r r/r • 1 ^/a/' ^,/' f}v 1 1 ' : ' - "

Deux cas sont, a distinguer :
o <p i°^7" 1 1 • i ^î ^^^ ,^ ^^ A lo r s i l l a u l < | i î on ail. a n s s j

^ lo^F
^r-'Jr' '-••^

les deux équat ions soni equiva lenles , e l i a rn î i i * dalles admel, î î i î ^nmw
a trois paramètres don t la s t ruc tu re est deihne par les fWîiHlI rs '

f,ï\ :.:.•.::: r t^ îry^
^ îg— 1 1 ; 0»2?ïT,

r^' -:..:• o,

^ Ce groupe étant intégrable, la i-educf. ion d^nw des e < j î ï a f i o n s i:ï
l'autre se la i t par des quadratures. 1/nne des équat ions ehl, mr
exemple,

( { Y
^-î .

1 •» t /•

211 "^irî-' ^:0' Alnrs I<' <• ("• f f î ' ' i^<<l f . <lc 'M,(^ <|;ms •tn' »'(.sf (ms »itil
^'t l'on ()(>n(, |(> (•('•(fu ire a l 'Kn i fe pu (>rcn;int

/ / - - - t / r : 1^; 1 ' ^ : / ' .
V ./' l ) . r < 1 )
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Oïl a a lors

^ /V/ î-';1^7^--^/-^^V ./ il.r i)y \f •' { ) , ! • ( ) ) • '

•„,- , . /" T^ lo^ / -
T ' ) , » .... ft / •—- — --.--^..............:.........^ ft r\fy / <;.r or (f) '

l.c ^ronpn I1 (»s(, mînri( ,(* i i î inf, n*(lnil ;{ Ifi (nuislorinalioM identique
On îi

^i0^./.,^ ^l0^./'
•••••-, ^ ^ l / ^ l " c;,r ^y*' .....«.„,.„.,„

/ t ^" 1(^/ ."
1 • 1 1 1 • 1 1 1 - • - y ^•7/r'/
^1<^'/ ^^lo^/

» /À/' û.v " f)v ——-,

' f ' . ^ , / - ^ 1 ' - ^ ' ) ' "1"'
\ " ^ , r ^ r /

Les r.ueflicîenl.s de (».)„, (o.^ dî i î is ces deux formules soûl deux invîi"
rmuîs rjuc, lions desi^uerous pm' A, el :B; ou peu!, déduire Ions les
autres de ces (Jeux-Iiu Si 1 esl uu iiivarnuil que)e,ou()ue, les eoenicieuls
de 0), (* ! r<^ dîins l 'exjïressiou de r/1 ( * ! » soûl deux autres que nous desi-
^uerons ()^r X , 1 e(. Xy 1 ;

^ "9 ) ^î • . X , J . ^ . i X,l.'^;.

Ou i< d'ililleî'srs

X.î^-^^.. . - . . .1^., , - . . , . , .^,^. .^,
/ î ^h^/^-

y '""1"'"./' "rÀr'^'r""

\ l - 1 - 1 - 1 1 1 1 1 î ^î
^- r--^^^^^^^^^^^^^^^

V '"""1""•/ " '̂.r'̂ r""

Si l'on applique à regdife ( W ) j ridenthé fondîUTjenùile, on arrive à

X . rXâ l ; - X , (X , : I } ^ - : ^ . -AX, I —BX,I .

f îuf in, eiîire les jîwiriîiuls (/énv^ de A et de ti, il existe la relation
suivante, obtenue en exprimant que le covariant hilinéaire de

m :.::.;:: A, 0)2l1"---1 J^),
y^/t. A<-. ,A^/'W-, (3 ) , X X V . 1— I^Vttl(-;« î^»^* l ï
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est égal à l'unité :

(3o) X i A 4 - X â B = i .

Cherchons s'il y a, dans le cas ou nous sommes, des équations
admettant un groupe. La dernière relation montre que A et ,1} ne
peuvent être toutes les deux des constantes. Le groupe en question
est donc à un paramètre au p lusy et tous les invariants sont des fonc-
tions de l'un d'entre eux. Posons par exemple

û\
XiA ( 1)^

dA. = C ( r<>2 + a &) i ) ( X^ A "'rr: (';, // ==; X^A. ;"1'1' / ûk
ày

Alors du est de la forme

(lu — V ( t i ) (r<h4- if^i}^

en appliquant l'identilé fondamenta le , on obt ient

,B -i1-- / /A :::"-:: F( u ) .

L'application de la relation (3o1) condui t alors aux formules

A=v^(u)^,——,

l î=^^~^^(^ l l^^^^^^^

A^ Viu)^^^^^^ (f^^u^

C'est alors la seule fonction V de a qui caractérise l'équation âîïïk-
rentielle vis-à-vis du groupe infini, donné; autrement dit , deux équa-
tions différentielles pour lesquelles tous les invar ian t s sont (mictions
d'un seul d'entre eux sont équivalentes si, pour chacune d'elle^ la
quantité

-n A X . A!^+A.^
A ^ A

s'exprime de la même manière en fonction de — t4• Toute équation deX,sA ! ' ! ! 1 ' 1 1 ' 1 ' 11 " '1 " 1 ! i1""
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cette nature est réduct ible a

(Û
^u^^y},

et l'on a ^^^^^^^^

V ^u11— "(^'

uf ^iu" ('lési^nant les deux dérivées de u par rapport a son arguineni
^4-y,

En résumé, ^équation (l i f l lerent . iel le

%. ./.,.•„,-)
peiït. a^lnietire, vis-a-vis du groupe

.^^X,
^/,,y,

sait. iiii groupe a trois paramétrer et, alors elle est réductible a
réquation

dŷ^^

soit un groupe a un paramétre, ^t alors el le est réductible à la
forme

^ :.»(.. ..t-^);f/r

dans le cas général elle n 'admet a u c u n groupe.
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OlÀiTrHK II.

ÏUÎClIEnCHE DES SOUS-GKOUPES D'UN GHOUPE DONNE

14. Étant donné un groupe do h ' ans fo rma t ions ^ f i n i on i n f i n i , on
dit qu'un autre groupe g est u n sou^^^roui^e de ^ lorsque tontes tes
transformations de ^ a p p a r t i e n n e n t à {f. Deux sous-groupes ^', el ^g
de Ci sont dits hom.olo^ue^ dans (y, ou sont dils a p p a r t e n i r au même (r/^',
s'il existe une ( ra i i s fornui l ion S d e ( { t r a n s f o r m a n t ^^ en ^"a, on si ron a
symbol iquement S '^ S =^ ̂  ; cela veu t d i re q n e ^ si sur I<'*s1 var iables
pr imi t ives et, les var iables t r ans formées on e U e e f u e !e e l i angement de
variables dé l in i [)ar S, les é q u a t i o n s ( in ies de /4\ se changent dans
les é q u a t i o n s f i n i e s de ^''y. Si ^', el ^'y sont deux. sons-^rou[)e,s liomo-
io^nes de (/, fa I r a n s f o r m a t i o n lii p l u s générale di* ^ q u i t rans torrne ^^
en ^ s 'ob t ien t , en e d e e t n a n t , a()rés la l r a n s l o r m a l i ( H i la p l u s géné-
rale d ' u n c e r t a i n groupe ( x , , u n e { . î ^ n s f o n n a f i o n p a r t i c u l i è r e t ranstor-
mant^'i en ^"y; (i , (^s l , ! (» [ ) lus ^raiid groupe de ( { ' q u i t r ans fo rme ^"j en
lu i -même, ou qu i laisse i n v a r i a n t e .

Le problème général de la recbercbe des sous^roupes d'un groupe
donné (j* peut être énoncé de la. m a n i è r e s u i v a n t e ;

x 0 Déterminer tous les typea den yo/^/frou/H^ fie ( f y el pnur e/ifnnie
type y un représentant particulier ;

2° Pour chaque sous-groupe aind obtenu d(Uerminer le plu^ ^rand
sous-groupe G de (; da'm lequel il est iimiriant.

Il est facile de voir que, si deux groupes {{ et ^ sont Indoînorphes
(hoioédriques), à chaque sous-groupe de l ' un correspond î i n sous-
groupe de l 'autre q u i l u i est bolomorphe et récipi^quement. Si l'on
se borne a la recherche des structures des d i f ie reuls sons-groupes d 'un
groupe donné (j1, i l est donc à prévoir que la solut ion du problème ne
dépendra que de la structure du groupe (^

Ainsi, l im i t é , le problème peut éire résolu en s 'appu'yant sur la
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théorie ^('Uïeralc (les ^roupos, (inis on inf inis f 1 ) , et, sur la théories (lè-
ve IODIX'O dans lo Chapitre pn'M^dcnL

1 5 » Considérons un groupe (f qno nous pouvons au Inisoin supposer
prolongé holoedriqucmeni de manuTe que ses équat ions de délini""
(iou soient du premier ordre; désignons par ,'r,, .r'y, ..., -r,/ les va-
r.ial)i(*s JraiisIoniH'u*s i)a:r ('( t ^'ro(j.()(». Si g ^sl Uti d<1 st^s sous"^'roup(*s?
les é ( ) i i i î f i < > î i s di* d( '»( i î i i ( ion do '̂ [ x^ i vo î i f ôire du premier ordn1, mais
aussi d^ordr^ sirpcruuir. S i i j ) [ ) ( )S (»us - l ( *s d^ordr^ /.̂

Si l'oîi coî ' îsidprc les l [ l ) î l ' ( ) l ^> î î ^ ' ( k r ^ ( k ! l l l î s liornianK ( 2 ) s i icr^^ssifs ()'\
(f\ \{\ ,.. d f * (f, dans rhanm d'pnx il r<)rr(»s[)0î id b^' {in so'us"^;roup<1 ff\
^\ ^\ .... iraprps la î.lKVorK* d^s proloîLH'emcî i ts î lo rmai ïx , l (»s c < | î » ^ ( " "
l io î îS d^ d^t i î i i l ioî i d<1 ^, ̂ //, ̂ "'\ ... sonf d'ordr^/^ i , / ) — - ' » , / ^ - - 1 - 1 - 1 'i, ...;
< | ( t sor î^ ' rjnc l^ soîis^n'rolîiH» ^ l < / i i d ( * (j''^ a s^s ('*(ji ialjoiis ( ! (* d('dirii(.i()!i
du prp.Hîh*r orrirc ^l. ! < * S ( > { I S ~ ^ ' Î " O Î Î | ) P ^ / / ! 1 ? d(* (j"^1'"^0 îi ses é<n'iaiions rl^
d p f i î u f i o î î d'ord.r^ /,^î*o. AnIrrnH'nl di t :

I'IÎI'.OJIK^}';. - 1 1 1 1 Klmit t/on./if1 mi sot^^i^roïti^' f/nc/cfnn/tif' ^' ( / . ' ( ( f i - ^/'olf/H' {^
n i ) fî^uf //'nff^/'r if// p/'i.ïlofi^rf/ï^fît //^/7/^^/l(f'y; de \\ Icifff^' le soifs'-^rotti.H1 ^iq'
d^ { f < / ' f'ï^-rr^/Hï/if/f//^ n f^ ,w// /r fïtnH ^raïul ^'on.^'-^'nm/n.î (/c (['(yj laissfnit. in-
<Y//'^////^(A' //// f'rr/a/.// /H}//i/.>rc ff^. /olf.f'finn.s /•AI•l•.v ^ari.a.l)/(\s f/'a/isfor/n^^
IHfr (//i.

^ot î s a [ î ( M d l f * r o ' t î s ( l ^ g n 1 du so i î s -^ ro l î j x 1 ^ h* p l u s p ^ l i l ( u i l i ^ r y poin1'
loquel !(.* j H ^ d r ^ i î g ' ^ î ï K U î t , ^'t/l j o u i t , d^ la l ï ' r o p r i p t ^ ('UkoîK^'1^ dans le Ih^o"
rèiïir* p r e r < ' * d < » î i f . I l ^st l )n î i : dr r ^ î i t i a r c j î i ^ r q u ^ 4 l^s écp i a i i o î i s de d.f 'd ini -
iion de ^ j H ^ j v ^ î ' i t ^t.ri* < i ' o r d r ( t snpmcur a sojï di^ré.

N O Î Î S ronvku ld rons d^ [ ) l î i s d < * < l i r ^ qu ' inu 4 f o r î c f i o n des varial)!^^
(.raïlsfornu'^^ par (f ' 7" '^sf , d^r^Y' /\ si dh» ÎH* [H^UI j>as s'ex.!) ri mer asi
îpovcn <l( ls seî i l f^ v a r i a b i p s t r a n s f o r î î H ^ s i )ar { } 1 ' t / .

S<M( . ^ u i î suus-gnîi îpr ( ( u ^ l ^ o î K j u e d^1 dp^ré y; si y' ^st un tmlier
q i ip i co î iq îH* i f î . f ^ r i f u r a y, i l (*s(, évid.^nl qîl'il y a ÎHJ sotîH-groupe aii

Pj /^//" î^ (^Ain1'.^, .^//' Ift A"//7/r////'<',? :̂̂  ^rnîf.in^ înfun^ fifî ïrffn'îforfnntiffiiv {.'In-
nali^1 f/^ l'iîcnU' Nnnfini..<^ y hérh*, î. XX4 î9°4i î » * ^'^-w^»; ^(1" sérîo, I. XXI!, î9<^
j î 1 . ^K^oB /«

P; J^ ^},iïtïAN^ Jnitfï!^ {If l'^f'ifU1 Normal, 3' Hér»^ t. X X Ï Î , r^o^î p« W)^^)1)^
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plus de degré q ' dans lequel g est c o n t e n u tout ent ier : c'est le sous-
groupe ̂  (briné des t rânsfbr ïnat ions de (j '^qui laissent invariants tous
ceux des invariants de ^ qui sont d'ordre i n f é r i e u r ou égal à r/.

Si deux sous-groupes ̂  el ̂  so^l homologues, ils sont nécessai-
rement de même degré y; de plus , si l ' u n d 'eux^f, est contenu dans un
sous-groupe g\ de degré <7'<y, l'autre ̂  doi t également être con-
tenu dans un sons-groupe ^ de même degré y'; et les deux sons-
groupes^ et g., doivent être homologues.

Enfin, si deux sous-groupes ̂  et ̂  de degré <y sont contenus dans
un même sous-groupe ^ de degré ̂  < (^ il f au t et il suff i t , pour que ̂
et^ soient homologues dans (f, qu' i ls soient homologues dans le plus
grand sous-groupe G7 de y qui laisse i n v a r i a n t ^\ En efÏet , toute trans-
formation de ( /qu i transforme ̂  en ̂  doi t laisser invar ian t s les inva-
riants1 de ̂ , puisque ce sont les i n v a r i a n t s d'ordre in fé r i eu r ou égal
à / communs à g ^ et ̂ ; cette t r ans fo rma t ion appar t ien t donc à O^

16. D'après les remarques précédentes, voici comment on pourra
déterminer tous les types de sous-groupes de (y.

On déterminera d'abord tous les types de sons-groupes de degré
sîéro de (/; soit obtenu pour chacun de ces types un représentant

/y»^(h ^t» ^g, ^ ...;

on déterminera pour chacun de ces sons-groupes le p lus grand sous-
groupe de y dans lequel il est i nva r i an t e soit

(ï^=: (^ G^ ^y^ (j,^ ^^

On reprendra ensui te chacun de ces groupes (.^; pour chacun d'eux
G, on déterminera les différents types de ceux de ses sous-groupes q u i
sont contenus dans g9, et qui sont de degré in fé r i eu r ou égal à i ; on
prendra pour chacun de ces types un représentant , et pour chacun
de ces représentants le plus grand sous-groupe de G, dans1 lequel il est
invariant. On aura ainsi une suite de sous-groupf^s

ë'i^^^h ffi^ ^/g, hi^h * - i f

invariants dans les groupes

C/,o =:(;/, G^n (x^, (;/̂
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Pour chaque groupe G, jon déterminera les différents types de ceux
de ses sous-groupes qui sont d'ordre $2 et qui sont contenus
dans ^-j; pour chacun de ces types on choisira un représentant et
l'on déterminera le p lus grand sous-groupe de G,,; dans lequel il est
inva r i an t . Cela donnera u n e troisième s u i t e de sous-groupes

<4'7,y,(»^ À"'/,./? À^'J,'!» Â'"^/,'2y • • " ?

invariants dans les groupes

G/j,o-=. G/j, ^/ j , î î G/j,â, ...,

et ainsi de suite.
Chaque type de sous-groupes de ()' sera obtenu après un nombre

f i n i de pare i l l es opéra t ions , et, une f o i s seulement .

17. Si l 'on remarque q u ' u n sous-groupe de degré y d^'un groupe {)'
dev ien t de de^ré ^éro^ si on le considère comme un sous-groupe du
yicnm piroloî'ig^y^îj^ normal {^^ on 'voit que les différents problèmes
partiels a u x q u e l s on esi ramené peuvent s'énoncer de la manière sui-
v a n t e :

Elanl. dinniÀ un groupe (f, déterminer lous ^(^ f'y'f^^ ^e ̂ ou^^roupes de
de^ré zéro et pour afiamn d \^uv f(î plus ^rand .^ous- groupe dans lequel il
cM iwwififïl.

Bemarquons que nous j ^ouvo î i s subst i tuer au système des invar ian t s
(de degré zéro ' ) do l 'un des sous-groupes cherchés/.f le système d'équa-
tions aux d ideren t ie l l es to la les complè tement intégrables qui admet
ces i n v a r i a n t s comine intégrales. Ce système n'est pas un système
c o m p l è t e m e n t in tégrable q u e l c o n q u e ; i l joui4 ^n eflet, de la propriété
canK' tér is t ique que le pfw ^rand sons-groupe de (f qui laisse inwianie
chacune d^ ses inté^rali^ îw Utùsc iwariante aucune fonction d'ordre
zéro c/ui ne yoil pa^ une intégrale de ce îîystéme.

'Nous appe l l e rons ^Y^nws (S; les systèmes complètement in té-
grables qui jouissent de ceite propriété caractéristique.

Cela é tan t , pour q-ue deux sous-groupes g et g ' de (, soient homo-
logues, i! f a u t et i l suff î t que les systèmes (S) correspondants soient
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écjîwalents par rapport a { i . De plus, h pins ^'rand sous-groupe de {i
qui laisse invariant: le système (S) correspondant il ^ 'est lui-même !e
plus ^rand soiis-sroupe de ((' qui laisse invariante chacune des inté-
grales de (S).

18. Le problème général de la recherche des sous-groupes de de^re
zéro d'un groupe donné \i peut alors être ramené aux problèmes sui-
vants :

î 0 Déterminer loufi les typeff de ^ysf.enw compleff^nen! in-tegrcdd.es ( ̂  ),
chaque tyiïe éla/il formé de Fememble de^ systèmes (^} écfuivairnfs (7/trc
eux par rapport au ffroupfî ( f ; déterminer pour c/tWjue type un ^ysinnr
pûriicu/ie/' U représentant ;

2° Pour cluufue système ( 2 ), défcr/nilu'r lu sf-ruclure du- plu^ ^'ru.ud
sous»^roupe (;i de (f yui le luùse ifiwriunf ;

3° Pour c/iaque sy^lww (ï), déter/uiuer lu structure du (flu^ ^rund
sous--groupe ^ de (.i ({Ui Ifusse l/t^uriu/Ue c/uu'unc de w.\' i/îféErules :

4° Pour e/uu/ue ^ysleme ( Z ) , déterminer le^ e^uudous (h de/Hîifu.îfî et
les éc/ualions finies du groupe (i eorrespofn'/unt^

t')(> Pour c/uu/ue système (^ ) , déterminer 1rs ey/iu^l/n/^ de défini flou e!
le^ éffuutions finies du ^roîfpe ^ corres/îondunf.

Les lîrobli^ïH^ i0 e( 2° ont el.e résolus dans le Chapitre 1 : leur reHo-
lulion, lorsque le groupe ()' esl. donue[)ar ha siruciureou |>ardes eqiiîi-
tions d(» définition, n'exige que des opérations algébriques Le pro-
blème 3° a été résoin dans un Mémoire précédent ( l t l ) , ou le lecteur
trouvera, en même temps la manière de reconmutre si les systèmes
complètement intenables qu'on considère soûl des systèmes ( S); ht
résolution de ce problème 3° n^xige, elle aussi, que de^ opénitiolîH
algébriques.

En ce qui concerne les problèmes 4° et 5°, la recherche des équa-
tions de définUion de g et de (i exige, si le groupe (f cht donné par

P) H, CAHTAN, .frirud^ de //École Nurmah, r Hério, L XXIi, t^w, j». '^"^i'^ Lf.
Chaf)jlro ou il wl ici i-ofôré Irîiile mi fond le ^mMmiw (Je h mdwrciw deg ww^î'mn^
inmrmnts d'im ^roufe donrîo fprohièrrio 6({iîival(ml h œlui (le IN mûwr^ dm ^mi|wN
isoinorphos ménédriquw (Vun ^roupo doîniéj.



LKS SOtîS-<: l îOn»S-;S DES ( ; I S O < ' P 1 - : S COVH.NCS Ï)K Tr»A^SS^or.M.\T10NS. 8()

ses équations (le delinilion, rinle^'ralion de ce nue M. Vessiol a appelé
(les systèmes dil lerenliels (uUoinorfïlw ( < ) . Celle même inlé^'ration
donne leurs équat ions f in ies , si le groupe \\ esl ( loî i t ic (^a.!* si^s oîina-
lions finies. Nous w. î ions or.ndiHîrot îs j ) ; ês \^\ d f * < t ( k s doux, derni<Ts
probleiïies.

Nous allons appliquer la méthode ^ener'ale <|ui vieni d'el.i^1 (^xixï.see
à la recherr.lK* des soi is-^roî iDes d t^s ^"cou.pes finis, \\ celle des sons-
groupes dn ^'roîiiîo di^s ri^.ïn'^sent.alions eonfonnes dans le, [)lan, enlin,
a la reehen'he <les ^'ronj)(»s a deux variables, considères connue soiis-
^ronpes dn H'^^^I^^ infini général il drnx variat.) les.

Soiis'groiipes des groupes finis.

1 9 » Considérons nn ^roupn ((' tini d'ordre r (,)ne nosis [)onvons l^on-
Jours supposer simplement Iransilif. Si l'on desi^'ne ()ar.z',, «Ty,..., ;r/.
les variables ( jn ' i l j.ranslornK1, il esl forme ( l ( t l'enst^nitle. des {ran.sfor"
niafion^ < jn i la issenf^ invarianles r r^Xjn'e.ssioîîs di f Ïerenf. iel les lineain*s
ru,, (Oy, , . . * ro,,, linraireinent indé|)endanies en (T-T), ^•^ty» . * * » ('/-T^. On
a de (dus des (ennuies de la tonne

[ \} ^ r:- ; ^ r^,, h}, w/, ( .v -..' t , <^ . . - , / • ) ,

Les eoeff ieienis r^^ sont les co/tsfa/Uc^ f/e ^ir/fùlurc dn ^rou|)e.
Tonf sons-gron[H,* ^ d'onire p esi entendre [)ar les IransfbrrnîiS.ions

de <)* <jni laisseni hivarianle chaque intégrale d'un système complè-
tement. inlegrahfe de r 1— p eqnal.ions aux. difÏereniielles iolates. On
peut, toujours nieltre ce sysleme sous la fornN*

I ^î •^ ^^+i —i ^H ^l —— ^ Î2 f•lî2 ••1-111-- - < - -1" ^t? ''l)pr::: (^

Ô^ •:.^ ^^.4^ • 1 1 1 1 1 - 1 - 1 - 1 f / ^ { ^»i •11"11- 0^ h'}y, '—• . , .——- ^2p f»»p^-^' Oy

6 ,̂...,.p~^ Q,»^ •" 1 - 1 1 - - 1 1 1 ^/-,-.-p,i ̂ î "-— ^/-.-....p.â^h —-• ( * IOT"" ^/•-.-p,?^»?^- 0#

P ; IL VftSî-uo'r, .̂ r l'întégrfUhfi. d^ ^u'f/u^ {Itffi'ircntî.fîU f/ul admettent (.IM groupca
conttnff.s dt1. triiii^rmaiwii^ ( ./ïcia ïnfitfwnuitKîd, t. XXViîl, tt)n^ p, 3o7-349^

^//^. AY', A'^rM», (3), X.XV. .— Ï^vftï^i 3(90^* Kî
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Toute transforîTiation de ^ l a i s san t i n v a r i a n t le. système ('2) a in s i
que chacune des expressions co/ laisse i n v a r i a n t cha( i î ie coefficient . a^ / , .
Ces coefficients sont donc ( / e s in/'enraies (la s y ^ t ê / n c f j2) .

En expr imant que lo système ('2 ) esl. c o m p l è t e m e n t in lé^ ' ra tde , et
en tenan t compte de ce que les d i l le ren t ie l les t 'Ta^ s ' annu len t nécessai-
remenl. an moyen des é q u a t i o n s (2 ) , on oht ien i des r e l a l i o n s f i n i e s
entre les a^,. Ponnons en ^[\'d 0 ^ ; en e x , | » r i î n a n l ro^,, , . . , o.^.au moyen
de co,, . . . y ojp, Û^ ..., O/. ^, nons t rouvons

1 , . . ., P / ..-.-:• / • -"" p À' .̂  ? î . . . . , f •--- p fï :;:,::; ?

^^ ̂  A^to^,4- ^ ^ j î^9/r'ï/• l'1"" ^ i^^^/.—^^^^/,
(î,/fl i^l Â=-l I / , Â ) /:::„:: Ï,

(^=^ ï , ^, . . , , / • — p).

Les.A//^. sont des [ )o lynomes ( ^ n i i e r s dn t ro i s ième <l(*gre (^n r ^ , ,
a ,^, ..., .̂.....p .̂ Ces polynômes d o i v e n t être nu l s , quels q u e soient
,r,, . .., .r,, :

(^) A//^;:::: o ( /, /• :..:z:11, 2, ..., p ; .ç :,:.,1:. ,(, '̂  . . ,, r — p),

(^e ne soni pas là les seules c o n d i t i o n s a u x q u e l l e s doivent s a t i s f a i r e
les coefficients des équa t ions (2^. .1.1 f ^ u t encore que la t r ans fo rma t ion
la pins générale qui laisse i n v a r i a n t e c h a c u n e des intégrales de ( 2 )
ne laisse invar iante a u c u n e autre fonction des a ' . .1.1 f a u t pour cela que
les équations

^̂̂ 0 (^^^ î^ , , . . . , / - . . -p )

soient des conséquences des équations (2), en supposant qu'on ait
remplacé dans 0^ les dci^ par leurs expressions en fonction des 0. Cela
donne

/ ^ /—p
(4 ) da^-= ̂  B^A ( ^ ^ 1 , 2 , , , . , /"-?; À—!,^ . , . , p),

i-sii

Les K^ sont d'ailleurs des polynômes entiers du second degré par rap-
port aux a^.

En défini t ive, les coefficients a^ sa t isfont aux équations f in ieH (3)
et aux équations difim.mti elles f4 ) .
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20. Nous a l l o n s démon I re r le théorème su ivan t :

THîUm^ME. — -SÏ /'(7// désigne par a//, un système quelconque de valeurs
numérùfues satisfaisant aux relation s (3), il e'riste toujours un système
de coefficients a,^ fonctions de. x ^ , nc^y ..., /r,., prenant pour des valeurs
particulières des variables les valeurs a^ et ^ali s faisant aux écfualions (3)
./(/i).

Pour (aire celle d é m o n s t r a t i o n , n o u s pouvons sans i n c o n v é n i e n t
supposer que Ions les <^ sont n u l s . Le système

esl uJors eo:mple( ,enien( i n f . ^ ^ r î i b l e ; nous pouvons supposer (:.(ue ^^i,
;rp..^, . , . , /r,.en s o u l d f ^ s in le^rales . Alors le groupe {{Iransfornîe eniro
el les les r • 1-" p var iab les ^^..i, , . . , ^",.. So i<u î t ,

Xi -^ /t(.rj, . .., .^/.; s%n a^ . . ., «,.),
. . . . » * • * . * . * . . » , » . * * * . » « . < » » • • • . < • . • ^
Xp ^'^.-. /^(^•i , . . ̂  ^î ; ^1. «2, . . . , ̂ ,-),

Xp^î..-.: y^ , i ( ./'p.H, .... ^',-î <%i, «a, . . . , ̂ r)»
. , » > * * , . * . . . . . » • • . . . . » . » • • « » » * » • « • • • - • » ?

X,- ..- f,'{-t'^ i, .... -^ / ' î ^i. «^ • . • ? ûc/-)

ses é q u a t i o n s ( i n i e s . Désignons p a r o l e sous-groupe f'ornié des Irans"
f o r î n a l i o n s de ^ ( j n i l ï l i s s c n i i n v a r i a n i le. système de va leurs parti-
cu l ie r (.<,,,, ....^t) des v a , r i a l ) l e s a'^^ ..., ^. Ce sous^roupe est
d 'ordre» p e( ïu lmel par s u i f . e r — p Invar ian ts . Si çC^, ^2, ..., ^r) ^st

l ' u n q u e l c o n q u e d 'entre e u x , i l en esl n i a n i l e s l e î n e n t de njiérne de
9(.r,, ..., j^, .^.,^, . , . , .r^,?. Si l 'on a eu soin de choisir ^.p .,^^
d'e m a n i è r e ( Î U P le* d e l e n n i n a n t f o n c t i o n n e l .—^^^^^^ ne soit.

.1 ij (^.j, a^», . . . , U.r}

pas i d e n l i q u e m e n l . n t i l lo3"s( |u 'on y f a i t ^'p+i ": ̂ ..,iy .. ̂  a^:^ ̂  on
voit. sans d i f ï i c i î l l . e r j u ' u n e lonct ion te l le que o(^'u . — ? ̂  ̂ .+i? • - • » ^-)
ne p f u î t e t r e un i n v a r i a n t de ^ q u e si elle se r é d u i f c i i une constante.
Par suite, la d i ( I<i reni ie l le de ^(^ ^ ^ ^ r ) ^^ r édu i t à une combi-
naison l i n é a i r e de dx^, .. ̂  dxr. c'est-iKiire de ù)^,, . . .» ^•n si. dans
ses cof^ ' f i c i f în t s on fa i ' t a'^ ^ ^,^ -^ .r/.^:^;. Autrement dit enfin,
le système ( 2 ) r e l a t i f an sous-groupe g se r édu i t , si dans Jes cooffi-
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cients ̂  on fait .r^, — .r^.,, ..., ,̂.:= ^), h

û)p..(.i:^. r,)p...^—, . .—;: r,>,.= o»

Le théorème est ainsi démont ré ,
La structure du sous-groupe ^-s 'obtient d ' a i l l eu r s fac i lement . Si Pon

désigne par co,, û^, ..., o)p ce que d e v i e n n e n t o^y co^ ..., o^ q u a n d on
y f a i t ^1=^^ ...,^.^^^, d;r^^ ^.. ,^ ̂ .^ < > , h»s é(( nat ions

X,i"=/i(.r^ , . . , . yp , .r^,.i, . . . » ^^ ; ^i, ^^ . . . , ^ ^ ' ^

Xp =^/p (.r-j, .. ,, .v^ .rg..,.,^ . . ̂  ̂  ; a^ CK^ ..., a,.),

où les paramètres a sont liés par les relat ions

,̂i=.4-,,(4.i. ..., ̂ ; a,, ̂  ..., ^c,,),
• • • * • ' ' • • * » • » > . - < « . 1 • • • » < « . « » » . , » , * , , , ^

•r;' :•= /'/.(.r^,.^ . . ., .y;' ; e%i, «^ . . . ,^,.),

déf in issent un groupe isomorphe à ^ et. ce groupe esf. fo rmé de ren-
semble des t r ans fo rma t ions q u i la issent i n v a r i a n f e s les p expres-
sions o^, (,0y, ..., o^. Or on. a

i.....p
"••"•7 î •.1.."".', ..—-

^^^ 2^ ciifésff^^^ (fî ̂  ̂ y » ' - - » p)f
(i, /»';

les coetïiciont.s de structure c^ é(;ni(, c<>iix <|iii cntroil dans les for-
mules (l). La structure de g (-si. donc dvjirnc par <-<'u:v ,/f's cw/fi.wrils d<'
structure de. ̂  pour lesquels /es i.iidiws KO ni. inférieurs ou ^(uw n ,;.

Ce qui précède suf'(ir;iit pour donner Uwtes Icx sirw'lun's possibles des
sons-groupes de (f, ni;us non pour daimcr ces s»»us-^rniii»eh eu lypw < ( < >
sons-groupes homologues, tieprenoiis ;» cet, efïel l'ef.ïide des eniia-
(ions CY) et ( ^ ) . •

ï\. Le tileoreme prccédeiil. montre que le système des euu;,(ions
aux difïerendelles (o lafes (/,;, où l'ou suj>pose les a,, liées parles rela-
tions ( à ) , est compatible et, de plus, vstwmpiricmcnl intéyahl,,'.' sinon,
en e(ïct, i lcnfTaînerî i i f , comme coiise<iiience des reiations finies 1 1 0 1 1 ^
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velles entre les a^,, ce que nous vouons do démontrer être impossible.
delà élant, si l'on regarde les ̂  comme les coordonnées d'un point
dans un espace a p(r ••--p) dimensions, les équations (3) définissent,
dans cet espace une on plusieurs multiplicités algébriques indécom-
posables M ,, 1VL, etc.

A chaque sous-groupe ^' de (/ les équations (3) et ('/() font corres-
pondre une multiplicité [A, tout entière s i tuée sur Pune des rnulli-
plicités M,, M^ .-- Celte niultiplicité ^ osi le lien des poinis (a,^)
obtenu en donnanl. a .r^ .z'y, ..., a'^ toutes les valeurs possibles. Pour
(fue de(W son.s-^roupf^ ^ et ^ soient /iom()lo^it(}h\ 'd f(mt manifestement.
c/ue leur^ (fenx fnaUi'plicité^ u. cor/'e^poru/anteff coïncident.

lî^ciproffifcrnmf\ demy sofis-^roupes Cf,nx(f(nîls correspond une seule et
m^fne ntidtiplwite u. sont homologues. Pour l'un des sous-^roupeSy en
(dÏety les coefficients (///,. sont certaines (onctions dos .r^.l'y, ..,,.r,.;
[)0ur l'autrt*. ce, sont des fonc t ions une nous désignerons par A//( des
mêmes variables. Les égalités

(^ A^(X, , Xa, . . ., X,).-,,::.:, r/^(^i, .̂ , . - . , .r,)

sont. < tomj l)al i I) les» (.^estcequ'exjïr ime l'I'lypoibèse; c'est-à-dire on peut
les vérilier en prenant pour les X des fonct ions convenablement
choisies des /r. Tout revient a démontrer que ces fonct ions peuvent
être choisies do manière a delillir une transformation do (i. Or soi t /z le
nomim» des dimensions de la multiplicité a; cela veut dire que les</a^
exprimes au moyen des dx^ ou encore au moyen des O/, forment
// expressions l inéairement indépendantes; supposons qu'elles soient
indépendantes par rapport a 0,» (L, . . .» O/^ Considérons alors .le
système

A ^ ( X ( , Xa, ..., X,) .̂. ̂ (./t^ •c,, ..., ̂
£2, ::.1.:.; ̂ i, ^ ^ ^ ••-•- ^^ ^?+^M ̂  ̂ ^^wj " ^ ^r^ w^

où l'on dési^ru'» par 0, ce que devient co/ q u a n d on remplace les x par
les X. Ce système est com|:) lè(ement in tégrable^ car les équat ions
f in ies C ' ) ' ) e n t r a î n e n t ^ en d . i f î e r < : * n t i a n t et. en tenant compte de (6),

£^.^î^:..; ^î1?.»..- i , » • « î U^./{"^- ^îp4...À<

II admet donc u n e i n f i n i t é de so lu t ions dépendant de r — h constantes
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arbitraires et chacune de ces solutions déf in i t une transformation du
groupe ((>.

En définitive, deux aous-^roupc^ auxcfueh correspond lu ///r//^ //{{du-
plicité y.$oru homologues ; la transformation la plus ^énrralc du. groupe, (f
(/ui fait passer de V'un à r autre dépend da r "1--1- li paramètre ar/n/ra/w,
si la multipiicué [A est à lï dimensions. Chacun, d'eux rsl donc inmnanf
dans un sous-groupe de ({ d'ordre r //.

pli

Pour avoir la, structure d'un des groupes correspondant à une cer-
taine multiplicité p-, on remarque qu'on peut donner aux invariants de
ce groupe des valeurs finies arbitraires, par exemple les valeurs qu'ils
ont pour des valeurs arbitrairement données de -r^ .r^, .,., *?',. Cela
revient a supposer le s^^'ipc défi n i |')ar les p expressions co,, r»^, .. » „ r»^.
Les covariants sont donnés ))a.r les formules ( : î ) dans lesrjuelles on.
remplace (Op,,,^ ..., («-),< [>ar leurs valeurs tirées de (2), eu regardant
dans ces formules (2 ' ) les a//, comme les roordonnées d'un point, par-
liculù.r arbitraire de (A, Quant au plus ^raud sous-groupe C dans
lequel g est invariant, il a de même une structure définie parles exprès-
siens co^ (Oy, , . , , o.̂ . suj.^iîosé^^ liées j^ar les li relat ions ÏÏ i î /^O/ ;— o, ou
l'on donne aux quantités ^dontdépendent les H^,s les mêmes valeurs
que pour le sous-groupe ^*.

22- La classification di*s sous-groupes de G dépend donc de» la clas-
sification des multiplicités [x. Ces dernières seront d'abord classées
suivant le nombre (h leurs dimensions. Pour celles qui sont contenues
dans l'une des multiplicités imiécomposables M définies par les équa-
tions (3), ce nombre ne dépasse pas une valeur fixe, qui i^l le ran^ cr
de la matrice des quantités B ,̂ relatives à un point quelconque de AI.
Si ce rang est inférieur au nombre de dimensions de M, les multipli"
cités (A au nombre maximum de dimensions contenues dans M dé-
pendent de constantes arbitraires. Les multiplicités a h ^ - t dimen-
sions sont contenues dans la multiplicité obtenue en épiant a %éro
tous les déterminants à ^ lignes et a colonnes de la matrice des B^;
elles peuvent dépendre elles aussi de constantes arbitraires; de menu*
pour les multiplicités p. a cr - 2, a - '}, ..., 1 ,0 dimension. Les ^mul-



LES SOî îS -CHOrPES DES CIUWPKS C O N T I N U S Î)E TIUNSFOBMATÏOÎNS. 9.5

liplicités ^ a o dimension ("po ints) correspondent a des sous-ffroupes
invariants.

Il résulte de la.» ce qui éta i t d'ailleurs évident, que les types de sous-
groupes dépendent foui a ï s plus de cofisf finies arhilraires, Le théorème
du n0 20 montre d'ail leurs que j)ar (oui, point de M passe au moins une
mult ipl ici fé [À; il en esl de même pour toute multiplicité Mi pour
jaquelle le raiî^" d(* la malriee des B/v.^a une valeisr dounee qu(dcon<(ue.

Les calculs qui permelteni d ' o l ^ î . e î î i ï ' les siructures des sous-groupes
d'un ^'rou|)e douue (i e( de eJîisser ces sous-groupes en types soni pra-
t ic jueuienf les mêmes que si le içronpe elail defiui |>ar/'(ransformalions
i n ( i ui i e s i m;i 1 e s i u d e i ) e n d a u (,e s

X,,/: X,./, . . . , X,f

saiisfaisajul aux relalious
.v i i i f

<\,\ /, ) - ^<',7,... X,,/' ( /', /• - 1 , •>• , . . . , ' • ) .

^' . .,: 1

Mais rin(.erpre(a(.ion <le e.es calculs esl hieu dillerenit1. îîn parliculier,
au lieu d'avoir i^^ l.rausform.aj.ions infiniiesimales qui (Mi^endnï.nl'un
sous-^roujx* g d'un groupe ()' doul on douue les Iransformations indni"
ie:simales, 01» a les c()U},t!-ious qui permelleni de former les é<|ua(,ions
de déf in i ) ion de ce sous-HTOUpe ^\ eis su()posan( données les équations
de délinilion <lu groupe (p

l/d métinode cla,ssi<)iie de recherche des sous^roupes (bndéf^ sur la
considération des irans'formations infinil.ésimales rK* |)eui [)as s'élendre
au 'cas des groupes infinis, tandis que la méthode exposée dans les
paragraphes précédents s'applique ioul aussi, .bien. à lous les groupes
finis ou inlinis.

Sons-1 groupes du groupe des1 représentations conformes du plan.

23. Nous a l lons d'abord app l ique r la méthode à la recherche des
sous-groupes du groupe i n f i n i y il deux variables x et y, défini par
les équations
. , û^ _ tH :(m^_()ï,
( î ) 7)^ ^ ^/ i? ()y ww 1^"
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Si l'on pose
: dx, (,^=: < l y ,

c'est le groupe le plus général pour lequel co, et o^ subissent une
formation linéaire appartenant à un sî'oupe I" a deux paramètres
par les formules

rans-
l e l i n i

i^ :::::: ^o» , — rr»)^
( 2 )

i(L :::::: ^r,), 4- (.f())^,

Si l'on in t rodu i t les variables a u x i l i a i r e s u. et v et si l 'on pose

0)1 r"'.: ^ r > ) , — c ' > ) a ?
r,)3=:: (.'^)} "•-i1- // o)g,

on a
r,) j :•:::: ^.);nT]i —- î'*»a^2?

c»)^ ":.: ff)^-^ 4- <>».;7î7i ;

ces dern ièr^^s f o r m u l e s d é f i n i s s e n t la sîrucUirc < l u ^ 'roune.
En cisan^eant un peu les no ta t ions , ou. p e u t a r r i v e r a represe

par les formules su ivan tes les s i ruel .ures du groupe ()* ri d^ ses
lon^ements normaux successifs ()% (i^, ... :

(f)\ 4- ̂  ""• ( r<>i -h ̂ i ) ( ̂ )g -1- ^g ),

• <CT. ^.tr+^CTiX^r-KTîy;»),

j 0)34- ^^=(<,)i4-<?î7i) (^)44- ^4) "•+- (^îr-i1- < :^)(^;^4-" ̂ a)»

&)^4- ̂ 4= (ô)i4- ^CTi) (^».;4- ^ïïT;,) 4" ^(^4-' ^y) (6»44-" /m^),

c«»g4- ̂ ^= (r,)t4« ̂ i) (^(;4- ̂ fi) 4.3(r,^4- /rr?^(r,),4-1 i^) 4- 2(^ 4- /CT;,) (^4. /r?y,0,

On pourra prendre, par exemple,

&) î 4- Wi =: ( ̂ 2 4"" iy^ ) ( rf.7;i 4- l dy^ ),

;̂r̂  4" l dy.^
^ 4- (^4. </») (^ 4- I d y , ),ûJa-h ÎCT2 :

.̂'3 4" < dy^
oj.,4- ̂ =- ̂ ^—-+ (^.^4-. ̂ ) (^",4" ̂ //O,

l̂̂ L ;̂ 4. i£i±J;2^1^̂r<,4 + < î3i74 := — —————^ 4.-.
^"h^ {^-W

( ^ ^ " i y ^ ( d x ^ i d y ^ . ,.,..,..̂ ^^^^^^^^^ ^ (^,4^7,)(^t+^/,),
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Le groupe (,'^ 1 ) ^st ce lu i ( j ( i i t r ans forme les variables .z',, y^
;x^, y^ ..., <"r//., .y',/. Supposons qu 'un sous-groupe '̂ de ({ soit (.le degré n
et que Perdre m i n i m u m des inva r i an t s de ^(//1) soit ^ ~ i, le nombre
des invar ian ts i rH iépendan t s d'ordre min imun i p — :i; sera alors égal a
un ou à deux.

Dans le premier cas, l ' i nvar ian t sera. donno par une équation com-
plè tement in lés^bic de la (orme

( 4 ) ^u^ i - ^(,7ï7/,'+ f / i '•'•/,-1 4-- ^ i ^ p i -•+- • • • -l'- a/,.........i r») , -4-- ^;,..,-..i^i •==o;

dans le second cas, les i n v a r i a n t s seront donnés par un système com-
p l è t e m e n t in tè^rab le de la forme

r».̂ , 4- ^i '^p - \ "-i--1 ^i ̂ p . . i --h . . . •4" (̂  - i ^»i 4- ^/,-. i ̂ i == 0,

7ï7/, •-i1-- ^1 <»> , , . . . ; -i-- pi TïT/, } --1-- . . . 4-- O/, .....i f,}t 4- p/;-..-.-i îî7i ̂ :: O»

24. Premier ( ' a s . —' Nous d i s t i n g u e r o n s le cas ou p est égal à i et
celui où p est s u p é r i e u r à » .

: i°/7 :̂ î , Nous (*herelî,ous tous les sous-^ronpes^'de ( /( lui admelient
un i n v a r i a n t et nn seul d'ordre %éro. ( îe t i nva r i an t ï ^ s t une inté-
grale dn svs(.ème

( 4 ) </^)i -h- h^^ o.

.En r é d u i s a n t le Hroupe l i n é a i r t ^ V, nous pouvons laire en sorte que
Féq na t ion ( 4 } se réduise à

1^. groupe 1' est alors rédui t , au sous-groupe -y dont les équations
sont

^^.^
{ • / ( lli-:-.//?ï7i.

On a. donc des for roules d^ la forme

<,)[ ̂  r « > i G ) 2 ,
r3\ r:= ^i ^g,

d^ou l'on déduit
( f ) 1 :::«»: A 0))[ïï7i»

A I U I . Kf. Korm., ( 3 ) , XXV, — MAIIS x^oH. ï^
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Le coefficient A est nul ; sinon, toute t ransformat ion du sous-groupe g
laisserait invariante chaque intégrale du système î^ = œ,== o et par
suite chaque intégrale du système T^ == co^ == °^ ̂  ° ( 1 ) ; Ie solns"t

groupe ^ admettrait donc deux invariants d'ordre zéro.
Finalement, le plus grand, sous-groupe ̂  qui laisse invariante chaque

intégrale de l'équation (4) est invar iant dans le sous-groupe f ini
à trois paramètres G^ défini par les fo rmules

^ --=0.), f,)a,

Gi ' ïï7;=?ï7i^g,

r,̂  ̂  Oy

et c'est celui qui laisse invar iante chacune des intégrales du ^-1

terne ^=0^== o. Ce sous-groupe ̂  esta on paramètre et sa struc-
ture est donnée par w\ == o.

En résumé, si p == î , il y a un seul type de sous^roiïjm g^ ; a/uicwi
(Feuûc est à un paramètre et est inwrum.t danîf ÏM ïfous-groupe à trou
paramètre!}.

On peut prendre
f,)i^^f/^iy

^^::^^dy^
fùïî^

On a alors le groupe

Xi== o?i4- a j
Y.=y, 1 invariînîî. (lans

Xî=a^ ï4" (3,
Vi^^yi^y.

ou encore, en posant x.^ + iîy^ == 5,

invîti'iîuit dans G, | Ï:=:ccs -.1- (Ï 4- i^

25. û0 p ^ > î ' Nous cherchons tous les sons-groupes ^* qui ad-

;1) E. (lAiiTAN, Âfinaleff de l'École '.^ornin^, 'y Hérie, i. XXÎ Ï , î9o51 , p. '^7.
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mettent u n i n v a r i a n t et un seul, d 'ordre/> — i > o, invariant défini par
l ' équat ion

(4 ) O^a^^-^ ^7^4- ^)^,..,,.i+ ^i7îT/^i-+". . .+^..-.i^i-1- ^,-iOTi=:o.

Ici le groupe l i n é a i r e T^1"0, ad jo in t a c,^"0, laisse invar iantes les
variables co,, ^^ . .., oy-n ^.-.i. et remplace o^ ett^ respectivement
par (0^4- /KO< — ^i, ̂ + ^cù, + i^îïï,.

On pent donc faire en sorte que les coefficients 0^.1 et ^.i soient
rédu i t s à zéro. Alors les rapports nn i tue l s des c o e f f i c i e n t s a^. ^0, a^
^ i » . . . » <^.-u? ^ a < l e v i e n n e n t des i n v a r i a n t s d'ordre i/> — i du sous-
Srou|)e ff cons idéré ; par s u i t e , leurs (.li.lTérentielles s ' annu len t en
tenant compte de f / i ) . On p e u t d ' a i l l eu r s supposer que l 'un des coef-
f i c i en t s a^ et //o a élé r é d u i t a l ' u n i t é .

Si l 'on e x p r i m e q u e r équa i i on ( f i ) est complè tement intégrable,
en t e n a n t compte de cette é q u a t i o n e l le - înérne , on trouve que p est
nécessai rement é^al a 2. En e f l e f , le covariant 0' peut s 'exprimer, en
t e n a n t compte de ( ^ ) , au moyen de r o < , î^, o.)y, i^a, " . . , o)^»,i, ^-o
f^w^--- a^/. or le ( îoe f t i c i^^n t de icnj^o^-11-1- a^^) est égal. à p — 2 .

Su[)|)osons donc p •^ 2. I / é q u a t i o n (4) ̂  r édu i t à

( 4 ) ^ : 1 1 1 - 1 : 1 1 1 ; n^ft}^-\- b^y^ o.

I/un des coef i ic ients ( ( ^ h^ é t an t r é d u i t h l ' un i té , on doit avoir

b' ̂  o

I s a n s quoi tou te t r a n s f o r m a t i o n de ^ admettrai t des invariants ne
sat is fa isant pas à l ' équa t ion (4) | ; c^ donne

dcf^ ::•:... </^o == o,
r,)^ 1:::::: //„ w,\ i nri, m-g ̂  — ao au î r^.

Les coeff ic ients a^ et b^ sont donc des constantes; quant au coeffi-
cieni a, c'est un i n v a r i a n t pour le groupe G qui laisse invariante
l ' équat ion (4); c'est en pa r t i cu l i e r un invar ian t de g; on a donc une
formule telle que

da—a'Û.
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Si l'on appl ique l ' i d e n t i t é f o n d a m e n t a l e à o^ el OT^ on o h l i c n l

Q)I in; ( a/ <9 — '.•» .ar»)^ ) ::r::: o,

c'est-à-dire
^o a' == o, </„ o^ rr:: a a.

a. a ==o. Il y a une i n f i n i té do types de sous-groupes^ caractéri--
ses par la valeur du rapport ^; chacun d'eux est i n v a r i a n t dans le
sous-groupe G^ à quatre paramètres d é f i n i par

( ^ 4- lrv\ -: ( ̂ i -h m, ) ( ̂ )y ..T- i^ ),
^^â i /

f f*)^ -h ^CTg -:= o;

g^ est formé des t r ans fo rmat ions q u i la issent i n v a r i a n t e c h a c u n e des
intégrales du système

<^)^'2 4-" h^^^:::., o;

sa s tructure s 'obt ient en posant

u ou
rOg ";::': ^o/V», TÎTy^1'::.. —... (^/(,^>,

1 fù\ T:^ ( ^0^)1 41- ^oTîTi )^) ,

^2 . TîT^ •:::r (— ^^,); .4-.- /^,r.Ti ).̂

On peut prendre, par exemple,

</)i •4- <7î7i ••-:- Oa 4- ^ra ) ( fi.ï^ 4"" / ̂ ^i ),

d;c^ 411- /^/r.»
G)^ ".41- TOÏÏ = — ——_——__^.

^â -1- < J<i

On a alorsy si a^ = î , h^ •= ~ m, le sous-groupe

^J Z :•::::: ff^"-1^^1^ 4- //4- ^r•

invariant dans

G 2 1 / ̂  ( a 4- ^fï ) a' 4- y -h /o
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Si ao == o, P(, === i, on a le sous-groupe

j^ S Z == a ,3 4- b 4- ic

invar iant dans

G,> 1 Z -= (y. ~[~ /p).s -h" y 4- /3

^. a ̂  o. Alors on a nécessairement A() = o, a^= i , 0'=-= 2%,

^/Û: :̂:- 2 ^:^»g.

Totiie t ransfornial ion q u i laisse i n v a r i a n t le soiis-groupe ^ laisse
i n v a ^ r i a n i 'X el par suite a p p a r t i e n t à ^. On a ici

,̂ 4- ir^\ • 1 ( r,^ •+• /^i ) ( ff)^ 4- Irn^ ),

r;"T., •— Wt)\ ??Ti.

La f o n c t i o n a do ^, y^ ,z?^, ;y^ conserve un si^ne constant . Par
suite, tons les sous-groupes ^ pour lesquels ce si^ne est le même
sont homologues ( în t re e u x . Pour avoir la structure des deux types
a i n s i ob tenus , i l s u f f i t de d o n n e r a a u n e va l eu r n u m é r i q u e constante ,
par exemple rh i, ce q u i c o n d u i t à fa i re O^E^O. Ou a alors

.•y^//';} , ^i ̂  ^i^
( rîTg ==^":' ^ i^i .

On peut prendre, par exemple,

f,^ -^ "̂ ——l.̂ .p--. ( cos^ ^ù'i — sm n. dy^ ),
(lr i "1"^"11" */1 —^ l

^r^ ̂ : «^̂ ^̂ « .̂ ( si n ^ ̂ -i 4- ces u dyi ),

CTSS —- , ^/^. ,̂̂  ^ ^rtf2l!̂ l21^
^'^4-J^i
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ce qui donne les groupes simples à trois paramètres

( a 4- ib ) ̂  -h e -h /Y/^ q^ ( c — /^/ ) z "4- ^ — Ib
[^4- b^i^ 4"-^) •=l]

invariants dans eux-mêmes.

26. Second cas, — Dans ce second cas, le scnis'^roupe ^ a d m e t
deux invariants indépendants d'ordre p -- i . Nous pouvons évidem-
ment supposer p ^ > ï , s inon le sous-groupe y se réduirail . a. la, trans-
formation ident ique. Les i n v a r i a n t s sont donnes par le système

(5)
0.i ES (ùf, 4- ai ^y,.,. i 4- ^i w/^,,1 -4- . . . 4- d p i ^) i 4-" .̂...i TîTi "̂  o,
0y ̂  7S7^ 4- ai r»»^^i -h pi 7^ i 4- . . . -4- a;,...,,,.i r ,»i "-i- p^..., i ^1 =, o.

Le groape l i néa i r e V i / ) ~ " i i ) (»ermet d(,'! rem[)lacer o.)̂  et ^ par
<JL»^ 4- u^\ — v^^ çr^4" ^c,o< 4- //rrs ' i . On peu t donc toujours f a i r e en
sorte que dans les équations (5) on ait les ( '(dations

a? „„„ i =.: ^ /, ». i y (3 /,... i ̂  -M a p ....„„ i »

Alors toute transiormation à{\ {\ q u i laisse i n v a r i a n t le système ( r ) ' )
laisse invariantes les expressions o^y î^, 0.^» ^y, ..., (o^,, T^ et, d.e
plus, les coeff ic ienis a^ b^ a^, [iî/. Ces coefficients sont donc des inva-
riants du système (5).

Si l'on écrit que le système (5) est complètement inté^rable, et
tout d'abord que 0^ et O^sont nuls en tenan t compte des équations (5),
on voit que p ne doit pas dépasser l ' en t ie r 4* S inon, en e f l e l y i l y
aurait dans 0^ des termes non nuls en o^oj^.^. Nous avons donc (rois
cas à examiner :

i° p ;=: 2. Le système (5) s'écrit

( ^ )
61 ̂ 2 0)2 4- a^i 4- ^OTi "= o,
Ô^ ES SJ% 4- b 0)i — a CTI rr: o,
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ou encore

(6) 0 =S 0i -4- ' ( . B ^ ES2 <^2 4- â 4- A ( ^1 — /'CTI ) -= 0,

A désignant le nombre complexe a 4~ ib.
Pour que le sons-groupe ̂ n 'admette pas d'autres invariants d'ordre i

que les intégrales du système (5), il faut que 0' soit de la forme aô^ 62.
Or, on a une to rmnie de la forme

r^4- ̂ ^ (^r"î- < ' W i ) [ B ( r x ) i — " ^ i ) 4-C(^4- ^2) 4- I ) (û)â— n^OL

où B, G, î) dés ignen t des coefficients complexes ordinaires (fonctions
de x ^ y ^ ^.Vy); ̂  pl11^ on a

r/A. :̂  A'I'^a--^ ^a-h A ( ^ ) i — ̂ i)] 4" h"[^ï— /ÏÏ724- Ao (r»)i"+- ^CTi)],

où Ao dési^n(,ï le nombre complexe conjugué de A.
Cela étant , on obt ient , en f o r m a n t le covariant 0^

0' •:::=.: ( n •...h A" A(, ) ( ̂ i 4- /rrr, ) ( 0)1 — ̂ i )
,.4« C ( r/^ --h /^Ti ) ( ̂ ï •••••i- /"Wg ) -- A/ ( ̂ i •— i^î ) ( r^a 4- ^2 )

-h Ï) ( ̂  i 4-" ̂ i ) ? ^h — ^s) "4•-'> ( A — A// ) (6)! ~ ̂ i ) (r^ """ ̂ a )"

On en dédu i t
C-:::: O^A'^o,

k" ̂  A, I I{ ̂  — AA,,. = — ( a2 4" ̂  ).

On a, par suite,

r^ 4" i^\ = ( r»)! 4- m^ ) ( ̂ )^ 4- ̂ ),
r,)3 4-^ — — (a2 4- ̂ ; (û)i4"" ^ i ) ( f < > i — ^i),
^a 4- ̂ ^ ̂  (^ 4- ib} {(,^— irs5^ 4- (^4- ^2) (^i + ^i).

a. Supposons ^ = A ̂  o. Alors on a un seul type de sous-groupes g ,
à deux paramètres. Chacun d'eux est invariant dans un sous-groupe 64
à quatre paramètres, défini par les formules

( (,)\ -h im\ •"= ( ̂ )i 4"" ^Wi ) ( ̂ z 4- ^-^2 )y
1 4 } 0)^4- ^2==0;

ce sous-groupe ^4 est ceini < i n i laisse invariante chaque intégrale du
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système complètement intépçrable

Gjg ~= VJ^ •zjz 0 '<,

sa structure est donnée par

g-', \ w\ -h irs\ •--= o.

Par exemple, on peut prendre le sous-groupe

.̂ 4 ) Z — z 4- a- 4- ̂

invariant dans

^j Z= ( a + ^ p ) s •+•74- lo

h. Supposons û2 + fr :̂  o. Alors l ' ex in ' t^ss ion même do (ùi + idb
montre que a efc b sont, deux f o n c t i o n s indépendantes de /r,, y ^ , ^;^, y^,
Tonle t ransformat ion q u i laisse i n v a r i a n t le sons-groupe g laissant
i n v a r i a n t e s les fonctions a et b, ce soihs-^'roupe ^ î'rest i nva r i an t que
dans lu i -même. Si, l'on donne à ses in var ian ts a cl b des valeurs numé-
riques fixes, par exemple , a ̂  o, h == — i , on a

r<)y=£ 77^, 7TTyîS r»»i,

ce q u i donne la structure

On peut prendre

ce qui donne le groupe

ér>
^i=:âG,)iCTi,
m' :-= o.

dx^
^"'"""TT

r. ^^^îisr^ :=: ——y
^Yi

^si Ï-=-az +b

invariant dans lui-même*
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2° p == 3. Le système (5) s'écrit

( 0i SSS f*);, -h ^i^24- ^i?3724- (22C,)i 4- ^OTI := 0,

/ ^ ES 7^3 -h c^ G) a 4- (Si OTg 4- ^2 c«)i — O^nTi === 0,

oii encore

( 6 ) 0 E^ Oi 4- ^a ^^ ^;$ 4- ̂ 3 4- A ( r,)a 4" ^a ) -t"- ^ ( ̂ 2 — ^a ) 4- C ( ̂ i — <"?37i ) = 0,

A, B, G (.lési^nant des coet ' f ic ie i s t s complexes ordinaires.
Si nous exprimons (nie O ' e s tnu l en lenant co rnp fedes équations (5)

et en né^liseant les terrnes en co, 4- i^^ nous obtenons

Nous t rouvons ensu i t e , en e x p r i m a n t que (^ doit être proport ionnel
àO^ ,

d\ ̂  ^»;(4" /TîTa-h A (^ 4- lr7f^),

r»)1^ 4- /CT^ :.:;-:- I' r,»^ -|- /r*7a "•-- A ( 6»i •-!-" /"^i ) [ ( r/);; -1- /yrî'3 ).

Les parties réelle cf. i m a g i n a i r e de A sont deux intégrales indépen-
dantes d u système (F)) , î l y a donc un scnl (ype de sous-groupes ^"c;
chacun d'eux est à quat re paramètres et rfest invariant que dans lu i -
même. On a sa s t r u c t u r e en donnan t , par exemple, à A la valeur zéro,
ce q u i c o n d u i t a f a i r e ( ' ^ ) ^ ^ ~ " : ' ^ ^ ^ : • ^ n . Par suite

i w\ 4"» f7Tf\ ::::..: (r , ) i 4" /CT,i ) (f^4- ^2)?

^ 1 ^,4-^,=:o.

On peut prendre, par exemple, le sons-groupe

^f; i Z :•::::: ( a -s-" l^ ") •3 --h c -{/- ^/A c ?

invar iant dans lui-même.
3° /; .== 4. î.e système (5) peut s'écrire

0 ES 61 4- ^2 =^ ^4 4- ^4 4- A (.Oh 4" ̂ 3 ) 4- B ( ^)y— ^OTg)

"h C ( o.)g ••-1-- ^2) 4" 1.) ( rx>2 — l^ ) 4- E ( 6)1 — /i57i ) = 0,

les coefïicieîTts A, B, C, D, E étant complexes ordinaires.
Si l'on exprime que le système (5) est complètement intégrable,

^nn.' A'. Norm.. (3) , X X V . — MAHS 1908. l4
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ou, d'une manière plus précise, que 0' est proportionnel à O/^, on
trouve

A = B = S) = E =: o,
puis

ciC == 2 ( r,.)/, + /"TÏ^ ) -4- 2 C ( c»)a -h ̂ 2 ).

Les part ies réelle et imag ina i r e de G é t an t deux intégrales indépen-
dantes du système (5), il y a un seul type de sous-groupes ^-7; ces
sous-groupes sont à six paramètres et chacun d'eux n'est invariant que
dans lui-même» Sa structure s'obtient en fa isant , par exemple, G == Oy
0)4=5 ÎIL, ss ô, ce qui donne

/ w[ -4- im[ = ( (»)i -4- ̂  ) ( G)^ +• ir^î ),

^7 ' û.)̂  -h W\ = ( r,)i 4" /CTi ) ( r.,);, 4- inr^ ),

f c.^ -h- m'̂  ::- ( (^ + ̂ 2 ) ( ̂ h +' ̂  ) •

On peut prendre, par exemple,
G)I 4- ̂ i == (.'^2 -h ^/2 ) ( dj'i + / ^/yi ),

^h + ̂ 2 ̂  — ̂ --A^ ^ ( .̂ ;t •41- If:, ) ( ̂  i -4" i dfi ),x^-\-ly-i

„ ^,n -_^±^^ '̂Jdl̂ illf̂ r ^ / ,/y ^
a • CTÎÎ " .̂  .4- 'if^ ^(.r, ̂  ly , ) { l f VI / ?

ce qui, donne le sous-groupe a, six paramètres essentiels

( y ̂  (a ""i""" ̂ )5 """'h r'> l""•h ̂07 / ' '"""" {//•^ "h m)^ -t-/.^ -i- ^/

invariant dans lui-même.
En défini t ive, le groupe infini

Z:^/(,=o

n'admet que des sous-groupes finis :
1 type » » pararnèire,
2 types ii 2 para moires,
3 types \ 3 paramètres (dont l 'un dépend d'une constante arbitraire),
i type A 4 paramètres,
ï type A 6 paramètres.
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CIIAPITRE in.
LES GROUPES IN TRANSITIF S A DEUX VARIABLES.

2(5. La recherche des groupes à deux variables est identique à la
recherche des sous-groupes du groupe inf ini général à deux variables ç,
dont les équations f in ies sont

\ X^/(^r),
{ î ) ] Y=cp(.r,y).

La structure de ce groupe (f est définie par les formules
f))' ::::: r,)o)}o 4- me/) 01 ,

rr^ rr^ r,)?^ „ 4- ^TOO} .

Celle de son. premier pro longement normal d" est délinie par les
ibrrnules précédentes jo in tes aux suivantes :

(,) „ -:=: r,K»)ao ~h- î^'»i i 4- n5'i(»^)(n,
^> ^ ^ •r::; ^)r,»^ -h r,,)̂  (»i(, 4" ÎÏT^oa ""h ?î7(n f»>oi,

TST'J „ ":::, rx)?n;.;o 4"" û) ioCTi (,4-" rry^ii 4- ^onToi,

TyTy i ".-.. œr.7ii 4"" r») oi 7î'yi(»4- CT^oa.

D'une manière générale, la structure du ^me prolongement nor-
mal (i^ est dél inie au moyen de Cri 4- i) (n + 2) expressions diffé"
rent. iel les o), ^, <o^, ̂  {p ̂  c ^ < n ) laissées invariantes par (^ et
dont les covariants dépenden t de 2(^ 4- 2) expressions dillorentielles
nouvelles o.)^, ^y (^ 4-" y "̂  ^ 4- î}* On a, de plus :

a-^-.....i pr:1:-1// a.=^ p.^^

0);^^ ̂  ^ C^.i(:Ï ^^^^^--•^-'.'y-^'1"-1-^ ^C^C^a,p^/,..,.a,y.^+i,
a=o ^.o a-^o p='>
<%-// p:-1-^--1! «=^ P^-7

^y=; ̂  ^ C? ^^i.rî7a,^/.-a,y-~?-4-.i4^ ^Cî;C^)a,^^a4-i,^-p,
^^(, p,4(, 0=0 (^0

( 3 ) ^ ^^ p-^

^^ ^ (^ ^"p 6)!^"-^ 41""" ^ c^op <>)0^"P"•H>

p^:;» P=y
a":/, a^/^

^«^ S (^ ^^^//"a,! + ̂  <^o,)a.o?î7^-a+i,o.
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Dans ces formules (A)(^ et CT(^ doivent être remplacés par o j » e t C T ;
C^ désigne le nombre des combinaisons de m lettres //. à n, avec la
convention C^ == i.

Nous examinerons dans ce Chapitre le cas où le1 sons-groupe cherché
admet un invariant d^ordre %éro, fonction de x et y (sous-groupes
'intransitifs); dans le Chapitre su ivant , le cas où i l n^en admet pas
(sous-groupes t ransi t i fs) .

27. L'invariant, fonct ion de x, y , est d é f i n i par une équa t ion aux
différentielles totales complètement intégrable de la forme

(3) (Hù "1-- b'G5 ':::̂  0.

Le groupe ç soumet tant co et ^ au groupe l inéa i re 1''

£2 ::::;:: // r,) 4- crïï,
11 :-:"=: ^f,} -l-^tïT,

on peut fa i re en sorte que l 'équat ion (3} se réduise a

( ̂  ) m :;.;::; o.

Le groupe linéaire T est alors rédui t à l'un de ses sons-groupes

iî2 ̂  U.f)} 4- i'TîT,

1Ï= s^,

ce qui permetd'écrire, pour le groupe (^ q u i laisse invar iante l'équa-
tion (3),
/ ^ ^ &)/=:^r»),o4- CTÇ,)^,

f ^^^ ??î^oi,

Les sous-groupes intransit ifs g , de degré zéro appar t iennent donc
tons au même type; chacun d/euxest invar iant dans un groupe G< ; les
structures respectives de g^ et G-, sont

i / , /.-, ( f^' ̂  ^)f<)t(, 4-- T^^ÎOI,g^ \ ̂  •== 6M)io4- dy^, (^ ), ^ î o o l y

( îîï •:"::::. BTTîïTy^
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On peut, prendre

( X •.---..-,/•(./•,.y)
"''( Y=y

.,,! x
Y

=/(^, ,r)
==y(.y)

invariant (îans

n a n t chercher dans le groupe G^ panni les
ifÏerents types de sous-groupes de degré i.
d é f i n i e par les formules (4) ; celle de ses
successifs p e u t ôt.re déf in ie par les for-

k s u p i ï r i i n t ^ r toul<. ïs les expressions f^ pour
d < 1 zéro. Le no înbre d^^s va r i ab l e s transfor-"

28. Nous allons in ai nie
sous-groupes de ^'i, les d

La s t ructure de G^ est
I.) ro l o n ̂ e rn e ri ts no rrn a u x
mules (2), à c o n d i t i o n de
lesquelles p est d i f té reni
mées par G'^ osl a,lors —

Le système ooinplè lem<
l'un des sons"srouj)es'c1ie

'.»
;nt i n t é ^ r a b l e qui. dctiuil les i n v a r i a n t s de
rchés cornprî.ïndra d'abord les équations

puis u n e ou deux équa t ions l inéa i res entre o, (OH), o^or

29. î:0 Les invariant du. premier ordre sora définis par trou équations

( f > ) ny =:"r rn,,, •=^ ^ïio 4" ^ ^ > o i "h c^ == o.

I.e ^roup(î G^ laisse invar ianles les expressions ^ et ^, mais sou-
met les expressions co^, (o^, ^oi au S11'011?0 ̂ iûk^[iw

(6)

£210"= r,),o+ /^)-h (^W,

^01^-: ^)oi ̂  ( ' r f ) "•+•" ^^^^

li'(n"= rïToi -•h ^r?y.

D'après cela, on peut lonjours supposer qiie dans les équa t ions (5)
le coefficient c est n u l ; le rapport ^ (ou ̂  est alors une fonction
d'ordre i; ou, zéro et, par suite, une in tégra le du système (5); on peut
d'ailleurs supposer que l 'un des coeff ic ients a et b est réduit à l ' u n i t é .
Le croupe linéaire (6) se rédui t m a i n t e n a n t à un de ses sous-groupes1,
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celui défini parla relation au+hç=o. Cela veut dire queao^o+^^i
s'exprime linéairement au moyen de oj, ^, co^p co^, CT'(H.

a. & === o, a == i. Dans ce cas on a

0)^ Q = G) ( A OOi o 4- B G.)oi 4- G W(n ) -4- W&) 1 1 .

Pour que le sous-groupe g- n 'admette pas d'autre invariant que les
intégrales du système (5)y il faut que les équations

OU1 n Ôh)' « ()())' „ Ô^'

rjc») ÔT^ ( ) (» ) i ()^n

n'entraînent pas entre co, tsr, co^p ojny CT'()^ de re la t ion i ndépendan te
de (5). Cela montre que les coeff icients A.,, B, C sont nu l s .

On a ainsi un seul type de sous-groupes ̂  dont chacun est inva-
riant dans un groupe G^. Leurs s t ructures respectives p e u v e n t être
représentées par les formules

6 si l

i (,)' — ^)^4..- r^»^,
(in, , TT/ ::::: CTrïT ( » î »

7î:^),p
1 r,,',,^

On peut prendre par exemple le sous-groupe

X-
é'sî

: x
.,y

-i-/(.y) itivariant (iiuîs fi.
j ^ ^ - ^ f ( v ) ^ ^ ( y )
l Ï-^-H.r)

b. b === ï . Le covariant b i l inéa i re de 0 ^so^^ 4- uw^ est

^^îîTûjoa^- &,)oi0,)io4" ?iToiO}oi-4- r^tAr^to-h Br«)yi "-h C^oî) 4- (^o^-h .^^oi)^^^,

en posant
cla == a(^(,i -h" ^ W i o ) 4- a'CT^ 4- .5<//<571.

Si l'on exprime que le sous-groupe g n^dinet pas d^uire i n v a r i a n t
du premier ordre que les intégrales du système (5}, on ob t i en t

A == .B ̂  C =: o, a =•:: — i a .::•:;: a<
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On peut alors faire en sorte que v J ' soit nu l , ce qui réduit encore le
groupe l inéa i re (6) ((^ == as — au).

On a alors
cla -h ^01 -\- ci ( G) 10 — OToi ) ==0.

Toute t r ans fo rmat ion q u i laisse i n v a r i a n t le système (5) laisse inva-
r iant a. Si l 'on donne à l ' invar iant a une valeur n u m é r i q u e fixe, par
exemple zéro, on a

f,)(,l SS 0.

On ob t ien t a i n s i un type de groupes ^3 dont chacun est invariant
dans un groupe (^ ; leurs structures respectives sont données par

( G/= û)0),o,
^\ C.) ==C^o, (i., ,

( TS5 — OTTïJy [.

On peut prerulrc, par exemple,

x-.-.A.z')
Y:-:: y

invariant dans ( ••"\
Xg

,/v ^

Y r
=/(.^)
=l:p(.y)

30. 2° Lftff iwarianU du premier ordre de g sont définis par quatre
équations

( ^ ) r^ :::•::: rîj,> i :-:= <')io -h- ^ ̂ ) == <»)(» i •+• (̂  ̂  "= o.

Le groupe l i néa i r e (G) permet de réduire les coefficients a et & à la
valeur cornmune zéro; cela rédu i t le groupe l inéaire (6) à l 'un de ses
sous-groupes (u •== 9 == o). Les expressions o>^ et o)n deviennent des
coinbinaisoîis l i néa i r e s de co, î^, c ^ i o ? ^ o i ? ^01"

On a, par suite, des formules de la (orme

W^,=/U)7ï7 4- B^)i<,4" (^(H"4-Ï^> 7î7oi--t-i^ ^K)+OCTROI + H^^Ol»

œ' =: F^^)io 4-" (x^î^oi + HO)^(,I 4- ^oi^io-^ ^oi^oi -+-^^02*

En expr imant que le sous-groupe g n'admet pas d'autre invariant
du premier ordre que les intégrales du système (7), on obt ient

A = B == C = E == F ==. G = H = o.
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On a a ins i un type de groupes g,, dont chacun est i n v a r i a n t dans un
type 64. Leurs structures respectives sont déf in ies par les formules

( , ) ' = O^iy-l- 7»7^)(,i,

^, C,)'=:0, (:;< ^t ^ n'T7«7o

On peut prendre, par exemple,

.1 x
Y

—r .Z- -}̂ a
invar ian t dans u

( X=:a.r-h/(y)
4 ( Y=:9( r )

^^ avons ainsi oblenu tous les types de groupes intranMti^ à deiw
varuibles de degré inférieur (m égal à i , cl, pour chacun de ces groupe.îî,
le plus grand groupe dans lequel il est inwriant.

3'1.. Nous a l l o n s m a i n t e n a n t r ep rendre success ivement chacun des
quatre groupes G-i , ^'29^:^ ^/^ ^ t ? |)our chacun d 'eux, r t^c luercher tous
les types de sons-groupes c o n t e n u s r c spec t iv (*n icn t dans les groupes
/?'•!? ff2? ^'3? ^'ï ^'^ n ^ a d m c S t a n t i?as d 'antres i n v a r i a n t s d'ordres o et j
que les invanan t s de g'^ g^ g.^ g^ D 'a i l leurs , pour G^ 1(* pi-oblème
est tout résolu, g^ ne pouvant avoir d 'autre sous^roupe que lui-
même et la transformation iden t ique .

I. Groupes admettant les mêmes invariants d'ordres o el i ()u-e g\, --"-
Si nous considérons le n1^ prolongement no rma l (j^ de (x^ i l t rans-
forme entre elles l̂ -tl-^^ intégrales des équa t ions

ru ̂  rîTo i — .., r"= CT^ ";: o.) =: fj>)^^ :::r o ( p «h q ̂  ri).

Si g est un des groupes cherchés, le système complètement inlé"
grable qui donne ses invariants d'ordre in fé r i eu r ou égal à. n contient
c e r t a i n e m e n t les n 4- i équa t ions

(8) m =: îTTo ^ TVi^ :::::: . . . ̂  ̂ , -0 ;

mais il peut en con ten i r d'autres. Nous considérerons la plus petite
valeur de n pour laquelle ce cas se présente, c'est-à-dire pour laquelle
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g admet pins de n 4- î i nva r i an t s d'ordre inférieur on. éû;al à ri. Cet
entier n est au. 'moins é^al à 2. Le système complè tement intégrable
qui donne ces inva r i an t s s 'obtiendra en a joutant aux équations (8) une
ou plusieurs équa t ions de la forme

( () ) 0 == V, A pr/ ̂ /n/ -•l1- A ̂  r= 0,

dans chaque équa t ion , l'un au moins des coeff ic ients A.̂  pour lesquels
p + y ̂  /z é t an t d i f fé ren t de zéro. On pourra d 'a i l leurs toujours faire
en sorte que les coe f f i c i en t s A de co soient tous nu ls , ce qui réduira le
groupe l i n é a i r e auque l G^ soumet les expressions co^y à l 'un dose s
sous-groupes. Les coeff ic ients restants pour ron t toujours être supposés
alors des i n v a r i a n t s d'ordre i n f é r i e u r ou ('^al à n.

Expri inons que chaque covar ian t 0' est n u l en t e n a n t compte des
équa t ions (8) et (()), et ne conservons d'abord dans 0' que les termes
qui c o n t i e n n e n t en facteur o)^ et 0)00 en négligeant tous ceux qui
c o n t i e n n e n t œ, ^ ^ o < ? • * • » ^m- En se servant des formules (2), on
o b t i e n t a i n s i

o l i = :" ^ho$^ { p """" ^^i^f^l^^ r t)u1^^ ^f^^p^i^ i'

(^e résultat montre que l 'on a des fo rmules de la forme

(10) S^ 1'~" ^ ^ ^ i ^ i ^ f ^ i ^ ^"lo41" ^^'i»

( ï l ) S ^ A.^y^/,.4-l,y.4-l ̂  P^'io •+- y^-^'l-

Dtï la f o r m u l e ( î o ) on dédu i t qu'on peut toujours supposer que dans
chaque équat ion (9) les indices p des expressions o^y {p + y ^2) ont
tous la même valeur. De la formule (1:1) on déduit que, pour l 'une au
moins des équations (9), la. valeur commune de cet indice p est égale
à n,. On peut donc prendre

0 E;;£ ^o"{- ^ho 4- ^oî ?

les formules (ïo) et (î î) montrent alors que b doit être nul-
Finalementy l'une des équaliom (9) qui déterminent avec (8) fe? in-

Àmf. Éc. Norni., (3), XXV. — MAÎÏ» 1908. K>
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variants d'ordre inférieur ou égal à ïi est de la forme

0 =s r>)//o4" ^>i.»= 0.

D'après cela, le nombre n ne périt pas dépasser 3, s i non , en eHel ,
il y a u r a i t dans 0' u n terme en co^co,, ,^o q u i ne pourra i t pas se dé-
truire, car son coeff ic ient est C2 , — ( " = = —n—'^ :̂ . < > .//-•- i f^ /

Nous avons donc à examine r les deux cas n == 2, //. ̂  '5.

i 0 /?, =: 3. Les c inq expressions œ, o),,,, aj^>, Q);^,, r?T p e u v e n t servir à
d é f i n i r nn groupe (i^ l iolomorplie a (1^ par les f o r m u l e s

( î 2 )

1 ^ ' =r , )^i^. l~r??^>, , i ,
^ c,)^ •:=• w.»^ -•i- 7 n ^ ) j i ,
-, 0)^,-:- :^)^)^,4- ^ 'K,^ '^ , ; W^,^,

^H)^

CT' „; rTTTïToi.

Tous les groupes qmi nous cherchons sont des sons-groupes du
groupe ^'ij dont les i n v a r i a n t s sont d é f i n i s par les é q u a t i o n s

0 :i:i3 ^o-s- </^p,:-: o<

(fa •= a'r^ 4-" ^(^so 4- ^'ho)»

on peut alors f a i r < 1 en s

En posant

on obt ient a"^ 2 et l'on peut alors f a i r e en sorte ( [ne a' soit nu l , en
réduisant le groupe l inéaire auquel sont soumis co, o.)^, o);̂  o.»;^. On
à donc

da =,=: 3 ( <x) ;{o -h ^ ^) K, ),

I I y a, par sui te , un seul type de groupes ̂ ,. Le p lus ^ra.nd ^rou|)0
G^i qu i le laisse i n v a r i a n t laisse i n v a r i a n t a; sa s t r u c t u r e peut être
obtenue en faisant a === o, c'est-à-dire O);^,H':=O. Les stjuictures res()ec-
tives de g^^ < » t G^, sont d o n n é f ^ s par les formules

^>/ ':.::: r i ) r,^^ -..}- r»7^)(,i,

Â^l 0)̂ ::::: <,» <,^^4- ^^,j i i »
( 1^2(,-..•^)Io^':•..l••••ll^<ly^.»,|,

< » > ^ ^ '.=:.. ^lo^o-i-- 7î7ô

r»?'' ::;::.:: ?ï7îîy(1^»
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On peut prendre, par exemple ,

j - f [ y } 4- 'fjj_)
"~" -̂ "̂ yy:.̂ ^

Y =: v

invariant dans

. ^.Ar) -tJPl̂
G , . , 1 ' """ .^(j) -i-

Y== / ( y i

Ponr anhevcr la (létcrnunalion (IPS ^rouiK^ qui correspondent au
c a s / z = = ' î , il fau t rcchercl-K-r les sons^ronpes d(lk G^, qui admettent
ions les invariants de ^,,< et (-n pins cer ta ins antres d'ordre supérieur
ou e^al a 'L l.a sîrnel.nre di-s I)rolon^( tIn( tn(s G^ à^ (;i., (bidonnée
encore [)ar l î ^ s formules (2), où ron sni^n'im^rait tous les o^y ponr
lesquels /> ( ïs t supérieur on e^'al à 3. On a doue.

^— y, ̂ {^hy^î ^+1 ^p^^y-p-H).

\ ^-•-^

i ^/^^:-l:-:>y ^{^^'^.'f fi"+"^<>prï)l,7-p l l!-.l)y

.̂,,..o
p:̂
V fP

0^— ^Là "//v" l'^ l"^
ft~0

^^=^C^(r.)o^)i^.,-,p4-Wo^/),^^.,^).

Supposons que les invariants d'ordre n des groupes cherchés soient
donnés par les équations

rr? ;:::::, TîToi ^11::: - • t ̂  ^o-/ ^^ oy

et, en outre, par au moins une équat ion de la forme

( i 4 ) 0 •^ A^,/, ^-r !^'i,/^.i+ Cc»)o,,r-+-. . . — o,

l'un des coefficients A, B, (^ étant diiîérent de zéro. Les formules (i3)
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montrent alors ([sic, pour l'une au moins des équations (ï \), on a
A ̂  o, B == C == o; la première formule ( i'Y) montre alors que 0' a. un
terme ûjnco^.^ qui ne peut pas se détruire. Il n'y a donc pas d'autre
groupe possible que1 ̂ j dans le cas n == 3.

^<) ^==2. On montre absoinment, comim» dans le cas // • === 3y cjne
tons les ^ro'iipes cliercliés sont des sons-^ronpes d/nn groupe ^,^ in-
variant dans un groupe G'i^; les strnctnres respectives de ^>, a < * t - ( - i i .a
sont

^1,2 )
(tÏ1 0 •

: ^)Q)i()4~ < ' / ) • '<»»( ) ( ,

; ^r^»!!»

...F CT^,),,,,
w,)n,
CT?7y,,i.

On peut prendre, par exemple,

( X:::..:..^-/(7)4"9(.}-)
^^ y^^

invariant dans

tr,
\ ^ =^-/(j) •4"- 9(7;

J ^ .r::^(y)

La strnctnr< 1 dn pro lon^f^TKïnf ; G'^ dt^ Gi^ est donnée par les for-
mules (2), où l'on supprime tous les (0^ pour lesquels p est supérieur
ou égal à 2. On a donc

05)

^•f
^ r3/ V n8

^i//^^ ^i/ ^p<,)^^.^^i,
j^o
p=/y

^/y^ ̂  ^&(''')o|ï^l,7-^+ ^op^o,^.?-M).

Soit n ^ ^ le plus petit en t ie r pour lequel le système complètement
intégrable qui. donne les inva r i an t s d'ordre ̂ n d'un des groupes cher-
chés (différents de ̂ ^) cont ienne d'autres équations que

f ï 6 ) rff ̂  tffQ < :r::. , . ::= ??To., ::r:̂  (> *
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alors il en contiendra, une on deux antres de la forme
A/,-,..i 0)1, „,,..,. i 4- A/,.,„.,„ a û)i^.....^ 4- . . .

4" A, ,^U»+ B/^-'-// -+- ̂ -! ̂ o,// ..-1 +• • • + B I ^ > , H "h B^) == 0 ;

Fun des coefficients de 0 pourra être réduit à. zéro si l'un des coeffi-
cients B,, eshiil îérent de zéro. Les formules/15) rnon t ren t en tous les
cas que rime des équa t i ons est de la forme
( i ^ ) 0 ̂  ^ » i , « . i 4 - ^ i ^ i , « 2-4- . -.4- ^//-.-ic.)io-i- / /G) == o.

Tons les groupes cherchés sont des sons-groupes du groupe dont les
inva r i an t s sont définis par les équat ions (j^6) et (17). On p<^t ^
borner d 'ail leurs à considérer le groupe* G^, holoniorphe de G^
déf in i j)ar le.s senles expressions co, (.1^09 o.)n.» . • • ? ^(^/......i? ï77? ^'01» • • • ?
r^o,, i . On voi t (.ont de sni le , en p r e n a n t dans O' le tenne eii o^o^o,
((ne h d o i t être1 mi l ; que, de pins, ̂ , a^ ..., a,/,.., sont des intégrales du
système

On trouve
da i — (( i m,, i - [•- {'^...... i rn^ -1- a i TIT ~. <•),

[ da. • - ^ /^ m,, i ~\ii- < :;;... ̂ /1 nTo. 4- < ̂  - „ , CT,,:, .4- a, rn r-: o,

( i 8 ) / . . . . . . . . . . . . . . . - - • . . • . • . • • • • • . . • • < - • • • • • • -
1 ^/,/ .,— (//. — ̂ )^n^^ ̂  ̂ n- :»^o- + ̂ n~^^' - ̂  ̂ o,^-1 + ̂ « -^ = 0»

1 ^/<,^-1 — (^ ••1--1" î )^n- l^o l "'i-" a / / - - 1 -1 7Tr ̂ :: 0*

On peu t e n f i n tou jours supposer le c o e f f i c i e n t a^ a (^ u z (k ro-
1̂  (^ -_ i^ preu'niéres formules ( î B ) m o n t r e n t que a^ ( / ^ . . . ? ^-2

son t / / 2 i n v a r i a n t s i ndépendan t s d u groupe ^ cherché, et aussi du
^roupe G dans lequel g est i n v a r i a n t . Comme.y n'est pas une fonct ion
de ces i n v a r i a n t s on peu t , sans inconvén ien t , donner à ces invar ian t s
des valeurs rnuiiériques fixes, par exemple zéro. On a. alors
( ï ^ ) 0 ^'i ^i,n--i + ̂ -l ̂ 10 ̂  <->?

puis <les iden t i t és de la f o r m e
, 757^ -^ 1^ TîT,

^ •^^ SH2 h^ 7?7,

(.«9) , • • • • • • - • - • -
I ®'r», n "- a s= ^/»>--1 <'sCT ^

1 7Sro«.,i=SO.
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Les coefficients à?// i , b^ b.^y ..., &,/ , ;{ sa t isfont alors aux, relations,
fac i l e s à démontrer,

^i^oi-i- <'i ^»
2 ^ro'ni -h- <^ w,

( 20 ;
db,^.-^ (n — ^)^. ;î^<n 4- r.-v^îTT,

da,,. i •rr (//.. — i ) a//, .„....„ iTiToi -1-- r//,..,.iCT.

Cela étant, nous dis t inguerons trois cas :

'i. Les coefficients a^....... ̂  b^ b^ , . . , h n ; , ,vo/z/ foas nuls. — Alors, ona.
obtient un seul type de sous-^ronpes que nous appel le rons ^1,^. Chacun
d'eux est invariant dans un sons-groupe G^;(. J^es siructures d,e ^"^3
et G^3 sont respectivement données par les f o r m u l e s :

^,3 /

^! '=

^\, ^

^l 1 r:lr

G) ,̂̂ ..3:=;

&)^^,,,y:=:

^ > ^ » 1 ( , "•

dy^n

dy^^

^y^i.
0,

^ ^y^oi»
»
»
?
/ ;'"»

< ; 1 , 3 •

r,> :::•:.• ^),,,..h 7î7^)ui,

^ 'p» :^ ̂ 'hn
i7i1 :•: mrî7(,i,

On peut prendre, par exemple,

X =" *r ^^ly""-2-^ '^^""1-113-1 '1-. .-^- ' /^^.^1 ' - -»-1^/. « -h/(y)

^;l | Y ^ r

invariant dans

X=-^/(j) -{-^(j)
v .-..- /, „/ . /.;x^ ) •\'::=:ay^b

b. Les coefficients a^...... ̂  b^, ̂ , .,., ^^..,,,3 /z^ sont pas (ous nuls. — Alors,
si l'on considère l 'un d'entre eux, supposé (.liftèrent de %éro, on peut
lu i donner sans inconvénient , une valeur numér ique constante, par



LES SOUS-GHOÏJPKS DES < ,P*OUPES COÎNT1NUS 1Œ T H A N S F O K M A T I O N S . I I 9

exemple, i. On a alors l ' i d e n t i t é

7î7oi =^ h oOT.

Nous considérerons d/abord le cas où 60, & , , ..., b^^ a^^ sont des
constantes. Alors on a une i n f i n i t é de types de sons-groupes, suivant
les valeurs rnunériques de ces n — i constantes (dont l 'une est égale
a î). Chacun de ces sous-groupes, que nous appellerons g^^ est inva-
r ian t dans un sous-groupe (x,^. Les structures de ̂ ^ et G^ sont
respecUvejnent données par les formules

/ r,/ :::::: ^»)io -h (l^^^i,

f,)\^ =: ^y^n,

ffi^ \ ̂ \ % "^ ^/(^'i^ •-t- ^ ̂ ^^rî ••+- h\ ^ 1 1 )»

. .+ ^/ , -4Mi i ) ,^^ ,n.^ '^ ^'y ^l." ^ 4-' (^":» //<'''>l,/'•l-;î 'ii" ^^i-ï ^l ̂ l./- '- + •

^.^•-^"-••^/(•-"^ 1 ' 1 1 ' 1 " ^i ^ ^ 0 ^ 1 , / / - " 1 ^ C^...,^l^l,«-3^ •
, .4- b,, .3^11) ,

:—: ^>K» 41- W » » ( ) l »

: 0,

On peut. prendre, par exemple,

( X^-r^^/Cr)
^ [ • y = y

invar iant dans

^ ( X=.r/(y) 4-ç (y)
G'î^ î A/- . - , „.Y ; v -t- a

en désignant par P(j) la solution générale d 'une équation différen-
tielle l i néa i r e* en P ( y ) , à coefficients constants d'ordre n+î, Féqua-
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tion caractéristique élani

( 2 1 )

—— y l

o bo — r

o b i

o b^

o o . . .
i o . . .

2 ^o — /' 0 . . .

3 //i 3 ^o— /' ...

— a,, .,.,1 bn^ C^ ̂ ,^ (.;;; ̂  ̂  s; . . . ( ̂  -- 2 ) Z^,

1/un des coefficients a/^i, Z^, h^, ...;, ^ 3 (^li^al à i.

c. Parm,i les coelïlcienis ^», & , , ..., ^«.i;, il y e n a, qui sont des
fonct ions non constantes dey. Alors on arrive H nn résul ta t analogue.
I/un des coeff ic ients b^ h^, . * . , b^ 3, a,,^\ ayant, déjà la v a l e u r i , l ' u n
des coeff ic ients restants h^y b^ ..., l>n^'^ ^n . - . < est iine fonc t i on non
constante qu'on peut toujours prendre é^ale à y. Alors,, on a u n e for-
mule telle que

{ { y —:. rn( y ) CT.

Il reste alors n — 2 fonctions arb i t ra i res de y. A chaque choix, de ces
fonc t ions correspond un type de groupes ^'1,5; chacun d'eux est. inva-
riant dans un groupe (x^ in t rans i t i f ' . Les s tructures de ^"^ et de G^;,
sont données par les formules

(,Y ^ Wi)
dr

^^fj]^
^ /<y' ) 1 0 =^7]^-

é"i.s (ly
'——— (<,)i2+ ^o^ î l )?fn{f)

^ï.^-2^ ————T (— ^/,...,^r«»io4- C .̂ 2^(^)1,«.,.^,24-. . .4" ̂  ..^u)»1

^Cr)

cir̂ ^G^)^,-^

-."xî,& _h_^
rH ( j ) '

G
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On peut prendre, par exemple, le groupe

( X=.r^p(.^+/ t() /)
^ ( Y=:.r

invariant dans

( X==.r/(y)+cp(.y)
G l - i i ( Y.=,y

en désignant pas' P(.r) la solution générale d'une équation dificren"
tieUe linéaire en P(.y), d'ordre n -1-- i, à coefficients fonctions de y,
d 'é (( n a ( i < ) n ça ra et ,éri sti q u e

i f i ( j ' ) r i
o /^.^ m ( y ) f

a^o-- ^t(y)f'

— an• 1 ^ 3 t^.^ ^//..-..4 tî/;^ b" ̂  • ' • C^— ^)^()"- ̂ (j)'"

lta|)()elons <jue l'un des coefjlicients b^, /^y . —•» ^//-a» ̂ 1 est égal a i,
et l'un des coeff icients b^, b^ • . . , b^ 3, a .̂.,..i est é^al. àj".

On a? dans l'analyse précédente, laissé un cas de côté, celui où n == 2.
Le système ( iB) se réduit alors a

(l((. j —— <^i TiTyi :.;= 0.

Si ai ̂  o, on retombe sur un groupe du type ̂ 4. Mais, si a, est nul,
on obt ient le ^Toupe suivant :

é'M
X,=a.T+/(./)
Y^y .

invariant dans

X ̂
rlx11.6 y ••-1--

•V(y)+
'Hy)

?(y)

^^. Éc.Norm., (3), X X V . — MARS 1908. 16
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avec les structures respectives, pour ff^^ et G-,^,

( 0)' = GWio4- TO)yi,
M :=^),o4~f/r^l, ]

^ ; (,,,, r.)^;=:m)n,
( ô/ ^o,

( CT' =:?îTOot.

32. Il nous faut m a i n t e n a n t r ep rendre successivement les groupes
G-,,3, G f ^ , G^a, G I ^ et, pour chacun d'eux G^,, rechercher s'il admet
des sous-groupes contenus dans g^i et pour lequel le système complè-
tement intégrable qui donne les invar ian ts con t i en t u n e é q u a t i o n
dépendant des o^oy. On voit faci lement que cela n'est possible que
pour G,,o.

Si nous considérons le groupe G^, ̂ iml(* pro longementnor rna l doG,^
le système q u i donne les inva r i an t s d'ordre n d 'un sous-groupe que l -
conque de /^i^ c o n f i e n t les équa t ions

( m ::.,:: Tïï^ :.-:: . . . =: 7î7<,/, -:=. <•),
{9/A)

{ ^ ) i i r:,::. ^)^ :::::. . . ::.::: r,}^^ ,.i:::^ 0,

Supposons que /^r '2 soit le p lus p e ( i t entier pour l eque l le système
con l i enne en outre uno è<iuat ion de la f o r m e

( ^ 3 ) Q :-::= ^)()^,4- <Ti%,,/,.,.i 4-. . .4-^/,..,^^)(,i 4-'^rt,^» + ^Q»îo:-^o.

Le groupe G^ soumet les expressions û),^^, (o^^, îT7(»^ au groupe
linéaire

( ^^n-i^^^n-i^ t^.

( a 4 ) / l.îo,, r;:: <0o,/ 4" ^r») 4- ̂ ,

( Ho,, r̂ ^o/, 4- trTrr.

On peut, en réduisant , ce groupe l inéa i re a l ' u n de ses sous-groupes
(^==0) , faire en sorte q u e dans l ' équat ion ( ï ' ï ) le coef f i c ien t a^ soit
n u 1, I/ e x i) re s s i o n œ, „ s e ra al o rs i d e n I. i ( j u e m e n l u n e co m 1 ) i ri a i s o î »
l inéaire des expressions o>, ÎTÏ, w ^ , ( f ' { ^ n — i), o ^ o y C y ^ ^ ) ? ^ (^ / (y^^^-

Si l 'on forme 0' et si l 'on expr ime que le groupe ^ n 'admet pas
d^aulre invar ian t du /^<>me ordre q u e les intégrales des équat ions (23)
et (24), on obtient d'abord la formule suivante ;

df) =— f) .4. ///moi. 4- &7ï?.
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On peut f a i r e en sorte q u e [Ï soi t nul , en réduisant encore le groupe
l inéaire (24} à l'un de ses sous-groupes (u == v == o); l'expres-
sion coo^i d e v i e n t alors iden t iquemen t une combinaison linéaire
de co, ù J i o , ..., ^ i , ^ - i » ^ o i ? ' • " » ^o/t» CT» îîïor " " • ? ^o'/"

Toute t r ans fo rmat ion q u i laisse g- invar iant laisse invar iante la fonc-
tion h. On peut donne r à cet invariant b u n e valeur numérique fixe,,
par exemple o; on a alors ident iquement 0=o pour toute transfor-
mation q u i laisse ^ • invar ian t .

On a ensui te

dci^ =— C/l7î7o% — a^oi 4- C^)n •+• Ai^,

da^ —. — C;ÎOToa — C^ i a iCTois + 2 ̂ 2^01 -h C2^)l2"+• C^.i aiG.)n + A^w,

, , . , . . , , . . . . . . . , , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . » , . . • • • . y

^ ^ _ Cî11 'Woa^i— G? ..-ï ^i ̂ <>a— C°i"1 <^oa-i ̂  . . . 4-- a^a^oi -+" C^ (.)ia

-+••" t '̂""! air,)ia.-i"+-. . .4- Q-a-u^a-i^ll+AaW,

,̂̂ ,....,i ̂ — TîTort — ^ï^ort.-.-! •""- ^â^o/i...^+. . .-4" (^ — ï) ^,^,iCToi-+- nù)^n-l
"+"(^—Q^i^<,/^2+«».+ âart^î^n^-Art-iW.

On peuf . e n f i n réduire A// , a la valeur zéro en réduisant encore le
groupe l inéaire (24.) a la transformation ident ique. Le plus grand
groupe G dans lequel g est i nva r i an t est doncy^.

Les coef f ic ien ts a,, a^ ..., ̂ , sont manifes tement n - ï (onctions
irulépendantes. On peut l eu r donner des valeurs numériques fixes, par
exemple zéro, et l'on a alors iden t iquement , pour le s'ï^upe G,

(f)Q,t :23 0,

(•' 2

0)^ ^ ——ïï7(,2+ ï^^y
^^n.
c3

0) ï g ;'̂ :i ^^ n7(, » --i-" ^2 ̂  ?
"'/'?

, , » * * . . . . • * • • • • • • • • »

^// Ï

C*),,^.-^— "—-"î'^o1,^-----.!-^ bn-î^^
\Afi,

ï
^1,^-1^ -^O/^

/ A
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Supposons d'abord n =. 2. Les identités précédentes se rédu isen t à,

ri)o^ == r,»,; --- — CTo2 2^ o.

Le groupe Cx a sa structure donnée par les (orrniiles

/ r./G) == 0)Wi (,4- 7W,)(,i,

f.), ' — CTîîTi

; ̂ ^ r,)̂  + r,),,, ^»,(, 4- ^,j <,)„),

j ^ == TOTo ̂

j CT^ :=: CTïïïoa»

( CT^ =:= CT(» | ?7T(^ 4- ?.r»)?ï?,

la dernière équation étant, u n e conséquence des premières* l.^ taJt que
le groupe g ne doil , pas a . d r m ^ U r e d ' i n v a r i a n J s du deuxième ordre autres
que ceux considérés mouire que A est u n i .

On a donc un seul (ype de groupes ^\ que nous appellerous /y,^ à
trois paramétres, i n v a r i a n t s dans le groupe ( x , ^ a s ix paramétres ; la,
structure de ^,,7 s 'obt ient en s u p p r i m a n t r^ r^, et rry,^ ce qui donne

^'1,7

On peut prendre, par exemple,

invariant dans

( X
^ ( Y

^1,7 '

\

X

Y

=

a x -4-

y

U,T *-4-

py
rn y •/-\-i

py 4-

h y -4- a

h y -h c

•+- 7
/A

^
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Supposons m a i n t e n a n t / À ^ > 2 , On obtient alors les formules sui-
vantes :

// 4- l ,
du^ :•= -—^—CT();}4~ 9' ^i ^oi 4- Ci T^,

, ï < // -1 '- î ) y • > /
du^ :•:= ~-,-.- .̂--.̂ ^ ^1^7(»1 --f- •"-> ^2^02 "'1"" ^2^?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

//, "4- î a a ( a — î ) .
db^ == ,-.--.~^^^^^^^^——7îT()^y,.,(...^4~ ^i^oa4~ " ̂ a^o,^.-!-^ ———•—— t ) 3^0,0-2 "+" • • •

^ oî -{- î ^ ( (y. -î— ' • ) } î î . .•s

•4- -—"——— ^-i, 7îTo2 -l- ( a 4- 1 ) ^a^oi •-+- ca^,

. . , , , . . . . . < . . . . . . . . . . . , . « . . • . . • • » • • . . . . » • • • • • . • . . . . . . . . . . . . • • • • • • y

/Z •4- t , /^- —" 0- /
dbn—ï^ -.——————^<m4- ^i^(),//.-.-^4- ——— ^a^o,/;.-;( •+• • • •( // —<*«" î j { î , î

( f( ........ .> ') ( /{ -,.-.„ 3 )
...,^ „.„——.......—„»,— .̂.̂ . ^^ ;;7ï7,)2 4- (/^ . — 1 ) ^ « , 2 ^ 0 1 -î- C/^-'^^y

1 . •A

I , ( //. — 1 ) ( H. •—- 9, ) . ^
<•» ;,•;::; • ^o,//-i. i -4- ^i?ï7(i, /, - î -h. . .4- •—————;—————— ^//--..-a7ïT(>2+ ATTT.

On voit q i i î * les coi i f f ic ients ^^ / /à» • • - » .̂.-.2 sonf ' /l ^ 2 fonc t ions
i r K J e p n t H h m t n s < l e l^nrs ar^innents. On peut , sans inconvénient, leur
donner <l,(*s va leurs n u m é r i q u e s fixes, par exemple zéro, et l'on a alors
des identités de la f o r m e

7Î7^ •Z::. r;iî57,

7?7o^ ̂  CaTïT,

. . . . . . . . . y

OT(»/(^ C^..^7ïT.

Si l'on ca lcule les diflerentielles des coefficients c^ on trouve enfin

de î -̂: 3 c î CTO î -i-1" A î rî5,
^•/Cg r::::: ^G.j ?ÏT()X 4- (.\ Cy 7î7o î -h Aa?î7,
, » • . . . « < , * . » . . » * • * . . • • • » " " • * • ! >

^^ ::::; lîJl,.̂  ĉ ..̂  nTo2 + ( a 4- 2 ) CaCT,, î 4" Aa^

» . » < , . < . * . . . , . , » . » . . . . * . . . . . • • • . * • • * * • • • • • • • • * • * • • ?

d€,....... ,,2== ^l^~^î2c^,^CTo2"+"- ^^^.-2^01-1- /ln-^'

Cela étant, nous dis'tinguerons trois cas.
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a, £^ coefficients Cy^ sont lous nuls. — On a lin seul type de groupes qu i
comprend comme cas particulier le groupe ̂ 7 précédemment déter-
miné ; nous les appellerons encore ^,7; ils sont- d'ordre n+i; chacun
d'eux est invariant dans un groupe G^y d'ordre n -|-4" L^s structures
respectives de g^^ et G'^ sont données par les formules> ^ 7 ^^ • ^1 ,7 °

==(y)f<.)io,

) ^ (1^

1 -^ ^ U l ^ l O »

»/ / ::::: ^oy^i»?

^y,// i "= ^O^r- . l^^Oî

or,) 10-h CTC,)^

GîïïToa 4- ^oi ^ÎK) 4- W^n "h l^ot ^)oi y

//, --1" !
• 7 -———— ^.)(),y..-î^(»a "+ ^ » ( } y ^ » i 0 "+•• ^'hK/.-l-l

^ » 1 , 7
(/ ( r/ — ï )

4- 7?57(>i^)oy4- -.—.^^^^^^^ ^^(i^-.-l»

• ^^.(^/..-•-g^oa 4-"" ^>o,//.. i ''»»!(» -1}'" ( ^/- "•"• î ) CTOÎ ^^o,/ / i

( n — ï ) ( n, -— '.\ )
...,J,,... -».<-......„»»-.„.»..«««-«.-«———*....»„«,- CT'^y .̂)tig • " 0 , / î 1 1 ' - 2?

7n,t

: T^PîToi,

^CTo2,

; CTOI^O^.

On peut prendre, par exemple,

( 'X ;= ax "h <,̂  y ^ - 1 1 -+- a^ '^^ - ï - . . . 4"" ^n-i

^ j Y=.r
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invariant dans

a x -h a i _ y " " ' 1 -+ ci ̂  yft " " " " 2 -4- a „._-1

G..7 /
(^y+/y) / / - l

Y=

h. Les confidents c^ ne sont pas tous nuls. — Supposons, pour fixer les
idées, que Ci , ..., Cy^., soient nuls, mais non Cy.' Alors on peut donner
aux coefficients c^, c^i» n111 sont <l{tl.ï lx fonctions indépendantes, les
valeurs nmnéri( juos fixes c^—- ï , Ca..̂  === o. On a alors

^'01 =:s ^//^-.i7î7,

7^,2 E=; C^T.7.

U n t ^ exct»))!!^! (*st ù faire si a ̂  /< •— a; alors on peut faire ^-^== ï ?
(^t l'on a

pTTo,^ c.»,irn;

cette dernier(^ é((uation donne d'ailleurs

f/Cf, ,,,i'i:=— fîTog •-•i- C,/OT;

on pt-u.t alors donner a la fonct ion c^, la valeur numér ique zéro et l'on
ol ) l,i e n 1, e n c o re 1 T i d <' n t i t('*

w^^c,,^.

En définitive, les identités (2')') sont toujours valables, avec la
restriction c,, ^ ^= o dans le cas où (^ = r"a =...== ^-..3 = o<

Dîins tous les cas il resfe n — a — i coefficients qui peuvent dé-
pendre dey.

Nous supposons d'abord ces n — a — T coefficients constants. On a alors
une* infinité de types de ^roupes^H, dépendant des valeurs constantes
données à ces n— a — i coefficients. Chacun d'eux est invariant dans
un groupe G^, qui a un paramètre de plus. Les structures de g-^s
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et G^ sont données par les formules

/ C^ ^:6.)G)io,

^01 =^),)i^i(»,

^ o>., =^

û>)^ = W(,//M>// '"10»

&)' :::•:; r>)C»)io41" 7ïTO.)oi,

' • ' lo • — u ?
/ // — f "\

G),, ^ ";:-: &) ( , i r,)i(, 4" Tî7 [ c,)oa •4- ̂  i < « > o i — —^— <*/^'» J,

' , . ^ "1""
r,)^ :̂ ^o^»ic4- OT r,)(,:,4" ^ <",/^.i ^)(». — ( / ^ - 1 - 1 - 1 1 ^) c,i^ni --• ——r

" //

, // —1 (f ff
•^—r'''1^1 '1^''---'1-^y . t- »

Û)̂ ,,,.̂ : ^o,«-^>io"+- 1^ (^ ••-"•" I) <'n•^ï(^,n-~•ï — ^\-\ ;- ^/^^t^/r-.^"--'' • .

W '. 0.

On peut prendre

À'I,^

j X=^4-P(J)
invariant (Ïans ( X^a^- î - I^ j )

'ïi ,f t <, ,, .
( Y = y 4 - " À

P(y) désignant, dans les deux formules, la solut ion la pins générale*
d'une équation d i f ï e r en tn ï l l e l inéaire d'ordres à coefÏicients constants,
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celle dont lÏu'}uation caractéristique est

• ( / < • — — 2) €,, .̂,,..,.,.i— /•

--- Cf, ..,:{ —^——€„.„„./,, ( / / . — i)c/,._i— /•

c. Parmi les ri coefficients c, ^/o/^ c/o^.r consécutifs soni déjà éf^aux,
l'un à î , 1'(luire à zéro, il y e/i ci qui sont fondions de y. — On peut
alors donner à Fun d/eux la valeur y; on a alors

</yi--:: i n . ( y ' ) w.

On a une infinilé de. types de, groupes g\^, cliacîin éiani caractérisé
j>a.r lîi .loncliols / r i ( y ) ^i les // •--- a "•-- 2 înilr^,^ fonctions de. ^y fonrnies
()a.r I f ^ s ^'oedicients Cy^, ..., c^aulres que celui qui a élé p-is é^al ày.
( î l i a< jS3 ( i (,y[)e dépend donc de n — a —• î fonctions arbitrai.r(*s de y.
Chacun de ces groupes .̂, n'est invariant qcîe dans lui-même et sa
structure est la même que celle de ̂ n- On peut prendre

X ^^.•14-11• P(.y)
Y.:, y

invariant dans lui-même, en désignant 'par P ( y ) la solution la plus
^'cnéraje d'une équation dJJterejtticlle linea.ire d'ordre H à coefficients
non tous constants, celle dont l'eq nation caractéristique se déduit de
la, précédente en changeant r en m.{y')'r\

33. II . Groupes adrwttctîU les mêmes iiwciricints d'ordres o et î que g^.
— Le groupe G^, prolongement normal de G-a» est défini par les expres-
sions o)y o.>,^, o,)^, ..., o^i^...-..u o . > o i y * - " ? ^o/^ îïy? - * " ? ^o/^- L6 système
complètemeni integrable (lui , donne les invariants d'ordre infér ieur ou

Awi. A'<7. i\orm^ (3) , XX/V. — MAKSir)o8. 17
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égal, à /ule chacun des groupes cherchés cont ient les 2 /^ -4 -1 équations

(26)
CT =: CT()I n-::: . . . == Î.T(,/, =::= 0,

G ) i o == c.)i i .==.. .= r,)i^ .......i == o.

Désignons par n le p ins p e t i t ent ier par l e q u e l i l f a i l l e ajouter aux
équations précédentes une équation de la (orme

( 27 ) 0 ES r,),^ + f f i^o ,n - î 4-. . . 4- a//-i ^01 4- a// ̂  = o.

Le groupe linéaire auquel G^5 soumet les expressions co^, TTT,^^,
^o/i é t a n t

[ H ,̂ r= r,),,,, 4- «r,.)+ ^TïT,

(28) , Ûi,rt.,.,.i-= ^i,/,.-i-h u^,

f IIo^ ^ 7i7y,, 4- (FCT,

on peut réduire le coeff icient a,/ de (o dans l 'équation (27) a zérOy en
réduisaul le ^rou[)e linéaire à l'un de ses sous-groupes (a ̂  o).

On obtient alors

{ l a ^ =::: — C^ m,̂  -i- ^i W(,i -h < ̂  ̂ 'i i -•h1 A i w,

(la^ —:—. C^??T(,;( — ( ,̂,.,., ̂ i^^ -|- ̂ ^ui •:•1^• ^^^ l^ î "•^ ̂  i al<*)ll •11 '1^ A.2?ïT,

» » . . . . . . » . . » . » . . . . » . . . , . . • . . » » . . . * « . . , • * . . » . . . . « • » » • » . » . , . . . y

<̂ ........i = — W,»,, — ^CT^^,,.....i——. . .—.( /^ — 1) ^^....î?,T,,i

4- /^.îi,//^.i 4- ( fi — O^i^i,/, ̂ 4-. . . •-i-- '^^^.^^hi 4- A/^., i ?57*

On peul encore réduire !(* coef f ic ien t A^^i a o, en réduisant le groupe
linéaire (28) à l 'un de ses sous-groupes (ti =. w ^= o ) .

On. peut alors refaire ident iquement les ra i sonnements la i ls dans la
recherche des groupes ^7,^^, /f^<,. 1.1 y a c ependan t , d eux d i f férences
essentielles, c'est que dans les équations de s t ructure des nouveaux
groupes ^, (,o^ doit être iden t iquement remplacé par zéro, c'est de
plus que le plus ^rand groupe G^ dans l eque l ^y^ est i n v a r i a n t est
i n f i n i ; ciï^ n'est pas, en ef ïe t , i d e n t i q u e m e n t n u l pour (l^j,

On aura a. lors trois cas.

a. On a un type* unique de groupes ^< d'ordre f in i invariants dans
un groupe (x^i i n f i n i . Les structures respectives de '̂̂  et G^, sont
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données par les formules
c» ) rr= (,) rj), o -4- TÏTG) o i,

/< — t
-CTOT(|

i3 i

^2,1 < ?ïT -==: TîTTTT,» i,

OTy i •"= WrïToy,

CT'., -=: 7ï7ni7ï7(j.).

On ()eut |)reîHlre, par exeînpie,

\ \ ::= j - -\- f( i y7' " ' -\- (i.^ y ' 1 " i ï -\-. . . -T- ^/,,~.i
^1 ( Y ^ y

irivariant. (laiis

(;„
X, •r:

1(' :•:

r/.r "^-./ '(J
TT^y^""^
/ / / _ ) ' I- //.
^ )- i //

^. On a (les types dependaul de œnsUmfes arbftraires. (;lia(|ue groupe
^..., (^i invariant, dans lin ^;roîi[)e infini G^. Les strueinres respec"
iivt^s de, ̂ '̂  et, ^l^.j sotil données par

(,,) '":::::: ^) <>> i (j --I- ?T3'G»o

^n,.-",
ff,' -:• <>.

O,/^ 1 -"-• 1"'

On ) i e t i ( in'cinlr»1 , par exemple,

x—^-h-pc^
Y =7

ilivariîurî (I;uis 1 9 , î
X^^4-/(J)
Y = y 4. b

en desi^niint i)ar P(,y) la solution générale d'une équation difïeren-
tielle llï léaire d'ordre n à coefficients constants.
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<?. On a des types de groupe ^3 <l,<y[ , îCî ida!" i t (.l(\/b^c/^^^ a/'^^/Y^//'f.y
d/un argument. Chacun d'eux, est i nva r i an t , dans un groupe i n f i n i , 6-^3.
Les structures sont respectivement, pour ̂ 3 et G^;{?

( ^ —. r.)^io4" ^.y^oi,

\ d)' „ •-::": o.

On peiit prendre

( X^.r+l^j)

^ i Y=j inv'ariînil ( l i ins \ X : . -„ , / . - l - , / • ( ,»•)
^ • " ( Y . - . , .

en désignant par P(y} la solulion générale d'nne cer ta i îH* e((ua( ion
différentielle linéaire d'ordre // a coefficients non tous constants.

31. III. (ItroupesadnuîUant ((^ rnâmefi invariants 1/,'on/rcs o el •î que ̂ .
— On trouve sans d i f f i c u l t é deux types de groupes d i f fé ren t s de ^\. Le
premiei"y ^;^,y du t ro is ième ordre, est i n v a r i a n t dans un groupe G;^ ;
leurs structures sont délinies par les lonnules

À 3,1
\0/

<, M'iii
( ^n

"-• ^)t(»,

=^)^ïl, G3,î ^

"= ^1,^)1},

^/

./,

r>)!

^ CT''

"::::: r,)^),^

(,=:; ^^,>n,

^= r,),,,r,))

":̂  ?îT?îy^.

On peut prendre

( X -1 A-

ffî.l

{ Y=

€t X ""•

c.y 4
=j

t-^
-</ invariant dans l X —• E^LÈ

G 3,1 ) ""' cj-h^
f Y^/(j)

Le second, ^3^, fini d'ordre 2, est invariant dans un ^oupe in"
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fini, G;t^; leurs structures sont définies par les formules

' 10»
&3,2 ) ,

( (̂  „:=(>,
^•3,2 f.) 10-=:(),

^ =?nn7ni.

On peut prendre

( X =: ̂  ,'r "+- h
^ \ Y --7

i nva r i an i ( l î ins
( X,= rt.z'+6

( a •t '•-» •i
'" 1 Y=/(7)

Nous soinîïH^ arrivés ainsi a dix-hml types essentiellementdisti .ncts
de groupes in Iran si (ifs a deux . var iables . Sur ces dix-huit types., neuf
sont d'ordre l i n i , a savoir

K\i K\^i K\^ .^l/-'» À' ' ; î , l» ^2,2» A''2,;i? A''^lï A'';l,2»

(^t neuf sont infinis, a savoir

^, ^, ^3, ^) , i , ,^'1,^ .Ç'i,;{, ^'1,^ ^'1,^ ^'1,(;-

Pa.rîni les n e u f types d'ordre lini, six, sont invar iants dans un groupe
in f in i , in savoir

/y^ ^,i» ^'2,^ ^,;$? ^,i» f t ; ï , 2 -

Enfin, pour un seul type .̂p on a, des groupes qui ne sont inva-
riants que dans etix-rnêmes.

Les groupes ^, ^, g,, g,^ ^ sont P^^.P^'111^111- ^V^^ ^
groupe ^a e^ impropreruent silnpie ( 1 )»

( i ) C^ E. (UHTAN, Annales de l ' É c o l e Normale, 3e série, t. XXU, 1905, p. %8/i.
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(CHAPITRE IV.
LES GROUPES TRANSITIFS A DEUX VAHIABLES.

35. Nous allons d'abord dé te rminer cl classer les groupes de degré i ,
définis un iquement par un ou [plusieurs inva r i an t s du prr/mer ordre.

Le groupe ^ r , prolongement normal de ()', est a six var iables , el sa
structure est d é f i n i e par les expressions c.o, V), con,, < 0 o i ? ^ i < » ? ^01- (^
groupe ^ sournet les (»xi)ressions 0,0, c ^ o i , ^10, ^01 au groupe
linéaire r dont les équat ions sont

i ^i^ = ^io + (f^^ - i / / i iy î7,
1 H,î= r,),,! 4- / / n ^ > •̂  /^^

j Sli<,~::mi,,-r- <•. „<,) -h ( ' 1 1 CT,

| gl,,-:::: rn,,i-h ri, ^ • t » c^rrr.

iNous allons s(iccessive.ment exainider I t^s ( (nat r^* cas on le ^ronpe
chercliié adïnet un, deux, trois ou quatre invariants indépendants du
premier ordre.

i0 Le groupa ^ admet un invariafil. inâ^Re/idan! (in premier ordre. " •
Cet invariant sera donné par uue équation telle que

(2) 0 ̂  r/or,)^4- a.^ r,)^ 4- ^o^i» + ̂ i ̂ cl ""î"' ^ ^^ l • l î " • ^?7y • 1 1 : ' : 0*

On 'peut toujours '(aire en sorte que les coef f ic ien ts li. et /' soient
nuls en réduisant le pçroupe l inéai re F a. l ' un de ses sous-groupes a
quatre paramétres. Les rapports mutue ls des coef f ic ien t s a^, a^ b^, b^
dev iennen t alors des invariants du premier ordre du groupe ^'. .Expri-
mons d'abord que Û' est nu l , eu t e n a n t compte de Féq na t ion (2).
Nous obtenons, en négl igeant les termes qu i con t i ennen t o,) ou CT', les
relat ions

a^ — a^ bi -1- ^ (À] h^:=i <:>,

b^ — f^^\ 4- 2 a, h^ ̂  o,

^i(^o4- ^1)^0,

^o(^o^" ^i) ^o-
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Ces relations admettent deux solutions

^ ^r== a^ a^-=. b^~=-Q,

[^ b^—a^ a^ 4-^A == o.

a. On. peut prendre

(,;) Ç=.G)io4-CT(H=0.

On a alors un seul type de coupes g,, chacun d'eux étant invariant
dans un groupe G, ; les structures de g, et de G, sont respectivement
données par les formules

/ o/ :--= w,) i o 4- mw o i »
^ ( 0,'-.--OK,>,,,-1-^,,,,,, (,J ^^^,,,-1-^OT,,,,
f t ! ( rn':::•:.̂ ,>m,,-w,>,,,, ( ^^,_^^^^,

OD pciil prendn1;

^X.--/(,/:•, y) IK.API-..,
^1 ( Y.=y(. r ,y) l)(.'^.y)~

i i i v ! > r i ; i n ( dans

i x —-/(.<•, y) l>(.A ?). ' ./ avec, T————-(tl I Y=9(. r ,y) av• lc SH-^r)

^. On peul. j)!^. '̂̂ ,!!'̂ *

0 ̂  rn io - ' i - û<(^oi — ^10) — ^''oi?

et l'on l.rouve
^/^ ̂  .̂  Ç ̂  — 7î71 ̂  — a ( CTQ 1 —— ^ 10 ) -h a2 " 01 •

0,, ^ <l(,nner à l-inva.riant a une valeur nurneriq-ue^ixe,, par
exemple o, et alors, pour toute transformation qui laisse g invariant.
on a, identi.qtienîent î^io^==o- . . ,.

" 11 y a un seul type de groupes ̂  chacun étant nivanant dans 1m-
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mêrnc. Sa s t ruc tu re est, ( Ion née p;ir

( I,) == 0)(>)ii, -I- 73T())(,,,

•yï i OT'=OTro,,,.

On pculprendre

( X-^/(,r,y)

^ f Y =<?(,r)

invariant dans luM'nénie.

36. 2° Z/(? groupe cherché ^ admet deux irwarianis indéperif.lcifits du
premier ordre.

Ecrivons les équations qui d o n n e n t ces invar iants sons la forme

( Oj E:̂  a WK, "-i1-" ^ ( ^10 --- rî7c»t ) "h c r»)y i -1-}-- // ( ̂  K, l••lhl• ̂ i ) -4- ///1 ^) --i-" / i CT ^" o,
^^ES ^CT^-h ^ ' (^ lo—^.i) -h- r - '^oî -h ^(^i(rhrî7,,i; 4 //r <») ••i-1" n. r»r :̂̂  o,

lin no ionant |.)îis conij)!^» df1^ termes en co, rrï", on trouve (\w les
coeflicienis a, by c^/iya^ //, c', A' doivent sat isfaire aux relations finies
suivante, s :

II ( ac' 4- c^' -h 2 ̂ / ) . : - : • î /// ( ne "4- /^ ),
2 A ( r^ /•/ .4- ^2 ) ::-::-:• A' ( ac' "4" c^/ 41-11- 2 ̂ / ;.

Nous dis t inguerons deux cas :

a. ^==^ '==0. — On peut alors prendre

&i s= CT^, »}- ^o>(,^ -h ru, (^ -4.-" /^ Try :::::• o,

^^ ^),y— CT^Î -4- ^^oî --h //^r<.) 4- n'm ̂  <».

Un peut réduire m, n, mf, // aux valeurs xéroy en rédoisant le
groupe l inéaire l'a l 'un de ses sous-groupes.

Le calcul (h ()\ et 0^ montre (rue l 'on a

da 4-- b(^ "•- a a '9 g*::::.: o,

^/^ 4- ^ 6^ — A6/g :-.;:i.;<>.
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II y a (Jeux cas à d i s t inguer :

r t , . A2 — /i a === o. — On peut donner à l ' i i ivar iant & u n e valeur numé-
rique fixe, par exemple zéro, et l 'on a alors ident iquement , pour le
groupe dans lequel g est i nva r i an t , î^==o. A. ce cas correspond un
seul type dégroupes g^ chacun invar ian t dans G^ Les structures
de g.^ et (;;( sont données par les formules

(V) ;::= 00^ 4- ^C^oi,

TO' r= ?7yr,)

..

G 3 < w^
f ^ / . -- m'

•=::W),Q-\- ^C,)^,

:= ÏÏTOîyl,

On peu(, i t r i ^ n d r e ^ j)ar exemple,

\ X^.r 7(^)^9(7)
' V =./'(.)')

in va riant dans

X •^a.rf'(y) -+-9(j)
Ï ::::::/(y)

(^y. / /u . /(^^ o. Ou peut donner aux deux invariants iudépen-
dants a. If des valeurs uumériques l ix(ks, |)ar exemi)le

On a ainsi deux types de groupes gi^ ctiacun invariant dans lui
même. Leur structure est don net» par

^ ^ j ^'^.:: f,^^,~\- rsf,}^,
/"» 4 ? ^y 'i' ' j /f îTy=: q:: < » > < » ) ( , ) 411-1--1»7^)^,*

Dans li1 cas où l'ou prt^nd le signe •+-, OM peut considérer la struc-
ture tmiomorphe

\ ^ ' ^ ^>K,,

'^ ( ^/==^,,

Arm. Kc. Norm., (3), X X V . •--1-1 MAHS 1908.
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On peut prendre, pour le signe — ^ le groupe

( Xrrr/^j) ^ ^ ^ ôf _ ô^ ûf _ 6>9
(y ' aVCC » " ~ '̂ ——y ~-—. •~_.'. -— ->—..-.& " - 1 Y=-:o(.r,y) <^' à y ()y ôx

invariant dans Ini-même, et, polir le signe -h, le groupe

( X=:/(.r)
^ ; Y = y ( y )

i nvarian t da n s luM'nême.

h. Supposons rnainlenant qiK1 h ^i h! IK* soient pas nuls tons les
deux, dans les équations (3}. On peut supposer h == o, fz =; r; on a
ensuite

ac -}-'• I/1 :r1:; ac1 •}- cd' 4- 1>. 1 ) 1 ) ' ̂  <'>,

On peut prendre
0^ ̂  ^i^ -4- a ( ^) io— 7ïT,»i ) — /%2 r,)^ ::;::: o,

0^ r",.),,, 4- ̂  .+ P(/.>io — W,,i) — ^p^oî 1^" y^> ̂  <^

On peut réduire li4 coefficient y à %éro, à m o i n s que p ne soit égal
à — i. C'est ce premier cas que nous allons examiner.

h i . On a
^ ss ?îT;o 4" a(o)^ — CT^ ) — a^i := o,

(/2 SES CT(,I 4- a^)(^ 4- y^» '•= o.

On en déduit d'abord
ch. -=. THio 4- y. ( <,»i.j — CT,, ) — a2^.)^.

On peut donner à a la valeur n u m é r i q u e %éro, ce qui donne
rîT^=s Oy

0^ E^ CT(,Î + y^) =^ o.

En exprimant { (ne l'équation 0^=:o est comj)leternent intégrable,
on obtient y == o. On a donc un type de groupes ̂ . Sa, structure, ainsi
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que celle du groupe G;; dans lequel il est invariant, est donnée par

C«) == 0) C,.ï i o -4- CTO.) o ̂ ,

CT î 0,

1 û.) == 0}C») 10-h Wx)oi,

GS / V5' ==CTW(>1,
( ZÎ7^==0.

On peut prendre

^
x
Y =

/(•^,.y)
»' + c< .i X-r

Y r
=/(A-,
-ay-r

y )
- b

i nv<»r i an t dans

b^. On paît encore donner à l ' invariant a la valeur numérique zéro,
ce qui d o n n e

TïTi(1,^ 0,
ei l'on peut écrire

^=- 0) io— /nCToi-

On (rouve iac i l^ îonui l
d/n «=: o.

On a uonc une i n l i n i t e de types (ustincts, suivant la valeur ue la
constante rn. On retrouve pour / /z== i le ^'roupe ^3 déjà obtenu. Nous
appel lerons encore ^";, les groupes qui corî"esi)ondent a une valeur
quelconque de m.. On a pour ^•3 et G;{ les structures

On a donc une i n f i n i t é de types distincts, suivant la valeur de h

c,) = m. r»)rï7oi -l- îïJWoi,

rîT'-r îïTCTo,,

On peut [ ) rendr<*

( X=:.r/ / / / / fJ)+9(J)
^ ( Y.=/(y)

i n v a r i a n t dans

^ ç X^a^ /^^y^+^î j )
(Y^ / t j )

<^
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37. 3° Le groupe cherché P' admet trois invariants indépendants du
premier ordre.

Nous distinguerons deux cas suivant que réquation

r,,)io "4- 7ï7(,i •== 0

est comprise on non dans le système qui donne les invariants du pre-
mier ordre.

a. Dans le premier cas, posons

6'i== G)io4" OTOI ̂  O?

^ES7îy^-+- ^MOI—O,

^E^ r»:»io—77?oi -+" ^^>(n 4" c^) :"= o.

Les coefficients de co et d(1 ^ oiit pn êtrt^ réduits a xéro, sauf celui
de OD dans la dernière équation; ce dernier ru* peut pas être réduit
si b^ — f\a est nul.

a^ On a &2 — [\(t = o. On obtient, après des calculs qui. n'offrent
aucune difficulté,

h\ ̂  o, ^0,

^^=— ̂ ^+ ^^;^

r7c— - / • ( ̂ 1 - ^ 0 3 ) .

Si e est e^al, à zer'Oy on peut donner à l ' i n v a r i a n t e la valeur numé-
rique fixe zéro; on aura un type de groupes ̂ , chacun invariant dans
un. groupe G((; leurs structures sont respectivement

(fV r=: JS(ï)t)

()) ':̂ : h)h^{) -+- CT^oi

m' r:r ?57r^o i,
06 l CT^O,

On peut prendrcî

; -X.==.r+/(y)
^ ( Y- j+a invariant dans ^g X.=a^4-/(y)

Y "-••:.- by -4" ^
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Si, c n'est pas nul , les invariants b el c sont indépendants, on peut
leur donner les valeurs numériques fixes b = o, c == 2; on a encore
un seul type de groupes ̂  chacun, invariant dans un groupe G y ;
pour G, on a, u l en t iquement co,,==- œ, ^0=0. Lès structures de ̂
et G 7 sont

» r,) :;== 7î7fj)<)i,

fr"7 '; ^=:—0)?Ï7,

On peut prendre

,. ^T^
f Y=/(,y)

invar ia i i l , (Jans
l Y

r '
'7 ;( Y=

â :.'

~/'(.r)
=/(.y)

a.. On a, ̂  - l\a •^ < -> . Alors on peut supposer c == o. On obtient

^=0, 0,:=^^,. ^=0,

da:^.— bQ^-\- ^a0^
dh^— ̂ + / /^-

On voit ( j iu1 a et 6 sont deux invariants indépendants. On peut leur
donner des 'valeurs numér iques fixes, par exemple

b •:=: o, (t ̂  ̂ p i •

On a alors pour le groupe G, dans lequel g est invariant,

G/ =r ^>io4" W^oii

ri?/ := ±: o.) ̂ ) o i 4- Tîï?') i o ?

On tire de ôes équat ions la suivante :

le coefficient A étant un invariant du groupe g. En appliquant l'iden-
tité fondamentale, on obtient

(Fh =- '2 À ût)^o.
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Si À == o, on obtient un groupe ffs (on ^) invariant dans un
groupe Gg (on G^). Les structures de ̂  et Gg sont définies par

&) :̂  7îïG)(>i,

,/ ,; „/ë'^ffs \ ̂ r =±:^^oi, G^ft^

G) == G.)&)^() ~1- mû) oi,

^ ==• :±: r*)ûi.ï(n -h- ?î70:)ic>,
G>^=:0,

O^ .^O.

On peut prendre plus simplement, dans le cas où a = = — : i , les
structures

/ (»)' ::.̂ : rx)^)i
( h)' r-r c,)G,)io,

CT ==:: TîTîîTo

.)^,r::ro,
r ^ ' . -:::: <">,

:—'570)10, (ï'H^ j ^/ ^-

( G)^-=0,: 0,

€(* qui donne le groupe

X=a.r +//

^-,J^
invariant (ians 1 » H

X ̂  a^ ^.h
Y :=ry4-"A

el le ^r ou i)e

'X. :':::.: (t ••'\-' 'v ('ose; — '»' s in c
Y ̂  ^ •-h --<" s in c -i- r < 'osc

invariiint dans

G,
X =":•: (̂  -}-" ^ .'̂  — h y
Y ̂  b ̂  h.ï'^c y

Si À est di f ièrent , de %éro, on peu t donner à cet i n v a r i a n t la va leur
n u m é r i q u e fixe ± i el l 'on a alors un groupe ̂  f o u ^'y, ou ^^inva-
riant dans lui-même. Sa s t ructure est donnée par

( ^ = ^^>OÎ»

^ ^&» ̂  TCr/ ^±^^^,
' r^, ̂  ±: C^îTL
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Si a == — i, on peut prendre plus simplement, «• -
- CT^io,

oro,\ r,)io=

ce qui donne le groupe

A''')

X ^^"

Y=

cix -(•-
C.:-6' -4~

^ r 4-
c r -l-

^
d

h
~d

invariant dans lui-mèrne.
Si a •— +• i, en posant:, ̂  + iy == ^, on a les groupes

^ .// ( y ..- ,l̂ ±iÉ2±:ti±±L r1 a^ + ̂  ± ( ̂  4- ̂  ) = 1 1
.^îi ^ ^ y j '̂  -1-- 4:: ( c — ^/; .̂  4- a' — i^

l43

invarianis dans eux-mêmes.

b. Dans ce second cas l ' équa t ion

r,),io+^oi^^ 0

n'est pas comprise dans le système qui donne les trois invariants du
premier ordre du groupe g . Posons alors

0i^^)io-- CTo^-+-^(^lo•+"ETol) +^OT==Ô,

^)oi 4- ^(^io-+" CToi)

TO-^) -^ C(^io-4- ïî7oi)

:0,

: 0.

Le coefficient h peut encore être réduit à zéro, à moins que Fou
n'ai t

a2 4- 4 ̂  =: î î

mais, même dans ce cas, la condition que le système précédent soit
complètement intégrable exige que h soit nul.
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Supposons donc h ==== o. Un calcul sans d i f f i c u l t é donne

^=2^ ^-=.Mi, 0,=0^
fia == -— '.>. c Q^ + 2 /^ ^3,
clb-=-.— /^i-t- a^,
A =— a^3+ c&i.

On en déduit
<^ ("/a •+• 2 ^ </c -h 2 e; db =: o ;

donc l'expression a2 + ̂ bc est une cons tan te m et cette constante est
essentielle pour les d i f fé ren ts types cherchés.

b^. Supposons d'abord a = l> == c ==- o. On a des ^m1?08 ffu)9 dont
chacun d'eux est i n v a r i a n t dans un groupe GK,. On a pour la s t ructure
de G 10 les f o r m u l e s

O/^, r,)r,)^ .l-iw.)(,i,

în :̂ r,)r?yi(>-4"" CTTïïot,
rx)^,— CT^ =: ^-^lo^oi»

r,)^, irr: r,»^ (r,),,,— ?ï7(»i),

.ïïT'io =;̂  (^ ÎK) — TïToi )"(«7io, ^
d'où l'on déduit

:. ÂC^OT-

Le 00011101(^11 A esl u n i n v a r i a n t ; îna is l ' ident i té tbnda inen ta le ap|)li"
<j[uée à la dernière f o r m u l e d o n n e

^[(Û. — ).(<,),„ 4- ̂ ^)\ :,::::; o;

cela exige que A soit n u l » Les s t r u c t u r e s de /.f^ et G^ sont donc don-
nées par-les forrhules ' . • ' .

[ ^l ;...,^h,r4"-m»,,,,
m' =;: <ll)rîy^(,.4-" ?î7?7y(,i,

i ^, =:"' ^^ho?
,<io < ^/ "̂̂  ^^^10»

CT,,,^H,^o J r')

^n^^l^lo—^oi^

CT^,=: (^>i(, — 7Ï7oî)7ï7io,

On peut {)i*endre
. ^^(I^K).

Â'I" •

X

Y

:•:::; a x

^^f

^ /,

4- €
. invariantdans 0,

X, r= a.,r -h ̂ y -1^ c
Y :'==: /^.'^ -h A" y ••41-" p
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/A. Si a, b, c ne sont pas n u l s tous les trois, parmi ces trois inva-
riants i l y en a deux i n d é p e n d a n t s . Nous allons faire des hypothèses
sur la valeur de la constante a2 "+- l\bc.

Si a2-+•/'îbc est positif soit égal à wr(m>o) , nous donnons aux
invar iants des valeurs numériques fixes. Soit

a •=. — ni, b =~. c -= o.

Si l'on désigne par G^ le groupe dans lequel est invariantle groupe
cherché ^n, on a, pour Gn , ^o,s=^oE^o. La structure de Q^ est
donnée par

r,/=: G)f») io,

TTS' =— 7î7Tî7<) ï ,

(l • ï - ///}r,)^,:::=: (( — //?.)CT^.

Si w est é^al a 4- ï , on ne dédu i t de là aucune autre relation. Onm est égal ;
aura p o u r ^ , , et (In les s t ruc tu re s

A n
< r^ r^ (»)<,)io,

G'ii '' '^' "::;-:: ?î7?ï7()i»

f ?n,, ̂  0,

et l'on peu t prend re

X
ï Y

/^•)
, ^^. ...4... a

i nva r i an t dans <„, ; X,
Y

-.-/(.y;)

=--: a y 4- &

Si m2 est di i ïerent de î , on a

r,),, ==( i—m)7^CT,
m\^ —:: ( î -h IH )"/^CT,

mais, comme tout à Plieure, on montre que A est nu l . On a alors
pour^ et G^ les structures

0)^),'10»

îî?' rrrTîTCToî,
^ , 7^-= (i +/^)^/, Gi2

r»,)

?n',y/ = 0,

^/</ï. /?c, Norm.., (3) , XX V. — AVHIL 1908. 19



i4,6
On peut prendre

E. CAR TAN.

( X^a^^y-h b
^•p) - (m •y£ o)&l' Y^^^r-hc •i ' /

invariant dans

^n )
x=
Y=

: Cl X -t-

:cy4-

b

h

Si a1 •^r[\bc est négatif, égala—m2, nous donnerons aux invariants
les valeurs numériques

a :•= o, • c -^ -m.

On aura pour lo groupe G^, dans lequel le groupe cherché ̂  est
invar ian t , W^^STTS^^ OJ( , ,F^—CT'^ , et, p a r s u i l e , la. s t rnc tn re

• TîJTTS i

?î5"== ^»r»7io-+ wr,)^,,

d'où l'on déduit , comme tout à Plieure,

On a donc, pour^ et G^, les structures

• TÎTrïTi())' :.= ( f,) — m •^ ) f,) ; (.,,
CT' = o)CT"îo4~rïî^io,ff^ ̂ / :=(^ 4. m o) ) ̂ i^ G\ ̂

^,=::o, f -;^^lo '^ 0 »
^0=0.^,=0.

En posant ,'x* + iy •— s, on a le groupe

g[ J Z = ̂ (/^~D^ ^ .4. .6 + le {m-^ o)
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invariant dans

(}' ., } Z ••=-: ( a -r ib ) z -4- c -h ///•

Si enfin a2"^ 4^6* ̂ / nu^ f)n peut (lonnor aux invariants les valeurs
mimér iques

a rr:: b i-^ o, c ̂  — "

(.)n a ()our le ^ronpc G,;,, < l a n s le<|uel le groupe cherché ^',;i est in -
var i an!',

r,/ •":i-: r,)r,)^,,

77S' :.=-. r«)1TTiy -(" 7.7^>K»,

w,,,"-h ^ ,o===o,
(l'où l'on (léduil

- /.^?î7,

et l'on înontre encore que À est nu l . On a. donc pour ^3 et (x^ les
siructures

s (,y :̂: r»)c«)io»

^3 W' ::•::: ( ï î7— r») )o» io , Gi

r,.)' ::::: w») i^ ,

îîî^ =: rj.,)CTio4- TO)io,

ÎÎT Ï O

On peut prendre

i X =: a.-c* "+- b
À/13 f Y = ̂ (y — .rLa) ̂  c

invariant dans

G,
X==a^ "h- ^

Y '.=•: <% (y — ex) 4- A

38, 4° Z/<? groupe cherché g admet quatre invariants indépendants du
premier ordre.

Nous pouvons toujours écrire sous la forme suivante le système
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complètement inté^rable qui d o n n e ces invar ian t s :

0^ =^ 0)^4- 0771 :=r o,
^ 3E. fy)(n =:Q,

0;î=^ OTiu==0,

^SS: CT()I -4" h ().)-=•: 0;

les coefficients a et b sont des invar i an t s du premier ordre. On (ronve
sans di f f icul té que l'on doi t avoir

0[=0,6^
^=^(^-0,0,
^=(0,~0,)(?;,,

û,==M^
puis

da^ a0^ b0^
dh~=a0:^- b0^

ci. Supposons (l'abord a .== h ̂  o. On a alors un groupe ^^ inva-
riant dans un groupe 0 ,^ ; les structures de ̂ , et (x^ sont

A'!.^ / r̂ ::o, (x.,

: ^^K» 4- W^oi»

^)7?Tlo "•h" ïïTïïTot,
' ^ lo^^oiy

^01 "^ ^>0l (^1.0""^ l» l )»

^n,^ (^io—^ui)^^n.
m'. . •^ ^»(i, ?57t<t.

On peut prendre le groupe

6^
X. ~ x -h a
Y = y + ^

itivariant (laiis (i,
{ X, •=r: a .•r -4- /; y -}"1" c
( IY =: // .̂  -|- ky •4" /^

&. Supposons ma in t enan t que a et b ne sont, pas nuls tous les deux;
ce sont alors deux invariants indépendan t s . On peut leur donner les
valeurs numér iques fixes
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On a un groupe g-^ i n v a r i a n t , dans un groupe Gis avec les formules
•. ,-,i ..,, ,-* i.., -.,, -..(le s tructure

Gi,

f,} •=-=. W,}^ ~\-~ OT^)yl ,

175' -=r- 0,

G)^ -== r,)^ ( G ) j o - — OT).

On peut prendre

X ~= a, x -h ^
Y ̂  ay invanain dans (.,.; ^ X =: a x -\- by -+- A

/ Y

La d é t e r n i i n a t i o n des ^roiipes I r a n s i i i f s à d e u x variables qui n'ad-
îne i ten i , ( (uo des i n v a r i a n i s du j ) re in ie r ordre est achevée. I l nous reste
à prendre success ive ineni chacun ([("s groupes g trouvés, y compris le
groupe général ()' I n i - i n é i n e , et à reclumAer s'il admet des sous-
groupes n ' adme t t an t |>as d 'au t re i n v a r i a n t du, premier ordre que ceux
de ft' l u i -même , mais en a d m e t t a n t d'ordres supérieurs. Cette recherche
est d 'a i l leurs é v i d e m m e n t i n u t i l e pour les groupes

À^Hl A'"1" À' '10» .•^12» À^l.'î» A^l'^ .^'lî''

Elle n'est nécessaire que pour les groupes qui restent, à savoir

31). I. Les ^l'oapes lran.siii f-s qui nadrneUerU pas cl'iwawnt du pré-
/nier ordre.

Supposons que l'ordre m i n i m u m des invar ian t s de l'un de ces
groupes soit n, et supposons que l ' une des équations du système com-
plètement intégrable qu i déf ini t les inva r i an t s d'ordre n soit

0:^ ^ A^)^+ ^ B^^=o.
/) ••h 7 '^ n P " } " f / ̂  "•

Si l'on néglige d'abord tous les termes qui con t i ennen t co et CT
dans 0' et si l'on ne prend que les coefficients de œ^, o^, ©o^ ^10»
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on obtient

x ) l < ) [JL ̂  ~~~ ̂ W^y -+- ̂ P^P^I^9'= ro

4- ^01 [^•^/^/((/^//-M^/. l——W/^) 4-J^ /7^/-/CT/,+i,y,.i 1

+TÎJ1() [jî^4^^ 1 ^ / 4 1 +^ KP^/^// i , y» i— a)^/)

'+'?ï701 [ ̂  ̂ y^/'4' 2 ̂  "̂  ï ) B/-/TO"//y •

On déduit do là qu'en négligeant, dans les équa t ions du système
complètement in tégrablequi donne les i n v a r i a n t s d'ordres, les termes
pour lesquels p ^ y ^ i , la présence de ,1'éqnalion 0 = = o entra îne la
présence de tontes les équa t ions

/p -^ o, ï , 9., , ..,n\

^/'v^/^f '^ ^p ï ^ / ( • i ̂ p ï^/+i ̂  o ( q = o, j, y, . . ., n ).

\ P 1 - (/ f ^ ]

Puis on montre sans diff icul té que le système comprend, du moins
si ri^3y soit les équations

G,)^o -("...= (,)^i ,1 4- ...=...:= Cx)y^ 4- . . . == ?î7,/o •4" . . . •1.1^ /. . •:":: ?TT^ .4,- . . . :::: ()^

soit les équations

Cx)^o 4- CT^- i,i "+-... "== ^)^~i,i -4- ?îT/t-2,îi 4- . , . =::, . . ̂  ^)j[^,.^ 4" Wort 4- . . . ̂  0,

les termes non écrits étant d'ordre o ou ï .
Dans les deux cas n ne peut pas être supérieur à 2; en effet, si // est

supérieur à 2, le coefficient de ̂ , dans <o^ est 'î ——^ û .̂̂ , et

dans <,+<,,^ il est ̂ -il̂ ^ il ne peut
donc pas s'éliminer.

Supposons donc /^==:2 . La considération des coefficients de o>o,
et r^o dans (T montre que la présence d'équations de la forme

6>o2+. . .==0, ^,4".. ."1=0, a^y-h ̂ u-h.. .==0, «?îToa+ ^^«-h-. . .":ro
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ent ra îne respectivement, la présence des équat ions

^oa — 2 ̂ i i -h . . . == 0,
0)20—2Ç«7n 4-. . .== 0,

( a — b) OT^o 4- . . . == ^Wo2 -|- ( 2 a — b ) 0.4 j 4" • .. -=• o,
^ ̂ so •4- (2 a — /) ) ^TH 4-.. . '-'=• (a — b ) o)o2 -)--. . . = o.

On en déduit que le système est de l 'une des formes suivantes :

Oâo 4-" Wi i 4-. . . = CTOIÎ + ̂ i i -1- ... = o,
û)^-{- . . ,== ̂ «--h. . .— ^20-- 2 n7n -+-...== ^02— a o)n-4-. . .==0,

0)20 -h . . . == o>i i -4-". * . '-"'̂  0->u2 4"' • • • ̂  ̂ ao '+~ • • .== Wi i -+-... ~= îï7o2 -4- ... =^ o.

Saivant ces trois cas, il existe donc deux, quatre ou six invariants du
second ordre.

1° H axis le deux iriwriants cla second ordre. — On peut poser

6/1 ̂  o»^, 4- ̂ n ••4-" ^io ^^lo ^- ^01 ^oi -+- ^10 ^io ̂  ^01 ^oi ::::= 0?

Ûg .̂  0)i i -h TîToî 4- a\ „ oiio 4- ^o i r')«l + ̂ ^ o ̂ lo -+- ^o i ̂ 01 + cct) ̂  °>

après avoir réduit, ce qui est toujours possiblêy trois des coefficients
de 03 et îïï a %èro. On a manitestemenfc

^=^=0.

En exprimant ces égalités on obtient successivement

^7,(,= (/i, dh^-=. 0^
a^ ;::: ^(H =,: a^ == ̂  „ •== o,

il \,,, r:= a i o, /^^ i =" ^ i o,
€ :== 0.

On peut alors donner aux invar ian t s a^,, h^ les valeurs numériques
fixes zéro; on obt ien t un groupe ^o^ qui est invar iant dans lui-même
et dont la structure est donnée par

0)/ r= 0)0) i o "+" CTO)() i,

g^^ < ^/ == 0)^io 4"- ^CTOI?

o.)/.4- CToi == o.
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À 0,1
D^X^Y^
B(.^r)

invariant dans lui-même.
Pour ce groupe on peut exprimer tous les ©^ (y^>°) ̂  moyen

des co^, par la formule
" ' /Ml , y 1 ?

il ne reste ainsi comme expressions d'ordre n que

^//o» ^m»» rx)// 1 , 1 » ^ t t -2 ,2» " • • » ^'i,// i ? ^o//.

Supposons main tenant que le groupe ^, ait des sous-groupes
admettant des invariants d'ordre n^3y mais pas d'ordre n — i . Le
même ra isonnement que ce lu i qui a été ( a i t plus hau t montrerai t que
le système qui donne ces i n v a r i a n t s est de la f o r m e

TTL, :r,),,,,4- i 4-.

les termes non écrits é tant d'ordre o on ï . M'ais alors le coeClicient
de t^o dans o>^ ne peut pas être nu l en tenant compte des équat ions
du système. Le groupe ^o^ n 'admet donc pas de sous-groupes de la
na ture de ceux que nous cherchons.

2° J7 existe quatre inmriants du second ordre. — On peut poser

4- ^10 ^io"+- OQI 0^,1-4- ^ 1 0 ^îo4" ^01 7îToi-~r.O,

Q^ 7^02— ^^n 4- Oirt ro,o4- ^01 ^»oi 4-"-1 pio rî7io4- poi 7î7oi == o,

^ss. ^30— 2^11 + a^, G);o4- a';, ï <»>(H 4-" i^o^o-h (3, ï rï7oi::^ o>

^4:.=: ^ao + ^^ y r,)^ 4- </y ^ r,)oi 4- ^^ y ï îT io 4-- ̂  ï r^oi == o.

Les coefficients de co et TD' ont pu être réduits à zéro, en réduisant à
la transformation identique le groupe l inéa i re auquel é taient soumises
les expressions co^, o.)^, o.)^ ^20» ^n? ^02-

On a, évidemment comme tout à. l'heure

Û,=^=r^^^^o.
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On en déduit

^=-0da^=— 0^,
^10= o,
aio=: o,

^-/a^==:— 0^,

/^m -=z — 20]

^oi == 2^i(p

a,, =3^,,

4î

^=20,^ l O - ^ — 2 / / u i ,

j3 io-==3aio, POI ^—— ^01 7

^=0.

On peu t donne r aux qna î r e i n v a r i a n t s indépendan ts ^10, a^, b\^,
b\^ des va leurs n n i n é r i q n e s fixes, par exemple zéro, et l'on a alors
ident 'Kj i ie i rHMit

On en déduit

r*.),^ =S 7ï7,^ — '.> r»)ll ^S f,»3^ — 2CTi i =^ 777^0 SS 0.

r,»', , ::̂  ^ )<, ]77T, i -h TïToi' ' '»!!,

77s\ , ::=: ^)i()7ïTn --1- r^o^i.

par s is i le un st^il type de groupes linis à huit para
s ^'o •> invariants dans cux-ïnéines, doni, la striictnre est donnée

On
métré

P^
( , } ' •^. r,)r,),(, -h 7W),ti,

TTT' :—. »'»)7Î7^ (, •+• 'CTTTTo i,

r,»') „ ::r: 7ni(,^>,,i + a^^ii -i- CT^)j i ,

r,»^ ^ ::::: r,),^ ( r,)^, — TTToi ) 4-- ^'^hl?

Tn, „ -:: (/» ) ) o —— 7ÎT(, i ) TO-1 o + 7^11,

?77^ ; •r::: ^»(, iWio-4- ^)Wii -r 27TT^»n,

r,/, , •;.-= r,),,i7ÎTn + 7î7o 1 ^ ) 1 1 ,

\ W, , —: 0)io^il "h-^](,^»n.

On |)ent, prendre par exemple

a\ a' -4- rt^ Y -4- <'/;î

Cj.^ -h C^J -h €3

//,,r "-h ̂ r -i- ^^

<-i.r 4- ^y,y -i- G;»

i nva ri a n t, d a n s I u i-m e n'i e.
Ânn. Ê-. N'^m. ( 3 -, \ X V . — A vit IL 1908. 20



l54 . E. CAnTAIN.

'1° 11 existe si.v invariants du second ordre. — On peut regarder ( o n t
groupe ^:( q u i correspond à ce cas c(»mme un sons-groupe (le ^'o^
d é f i n i par dt'ux i n v a r i a n î s s i i p j ) l é i nen [a i r e s du second ordre. On p e u t
prendre

^i SE r ; ) j i 4- < 7 j o ^ho -1- ^«i ^01 + ^10 ^ID + ^ci ^oi -•L-- c rf} -^ f1 ̂ i

^2=: OTu -t- ^ ^ , < < ) i o -t- ((\^ ^QI -h ^ / l ( ; î r î7^^ ,"+- ^î, iT 'Toi -h- < > / ^ "-h y^^.

On a encore î n a n i l e s l e n i e n t

0\ = 0', = o.

On en dédui t success ivement

f/a^^ 6/2, dh^—: 0^
0.1^ —: ^ io — ^, ^ 1= ^^ , -r:: o,

Si l'on donne aux deuK invarianis indé|>endaii ts a^ el/^,,, les valeurs
nurnéri<[ues f ixes %éro, on a

< » ) , 1 ̂ ; OT,, SS 0,

On o l » t i e n t a i n s i un seul type de ^roupes^, chacun élant i n v a r i a n t
dans l u i - n i é n i e . Sa structure est donnée par

r,/ ^ <,)<„, ,,4,., ?7T^»,,i,

1 1^' :-: r,)^j,,4.. CTTÏT^,

^ i', 3
^y ^ ::::= r,.»,,, (r,)^ ..-.-. TÎJ(H },

7n^,r^ (^», ( ,— rî7(,i )ïï7î(,,

^Ul^^Ol^ lO-

On ) )eu( prendn

, x, ::i,: <7p,:r -t- ^a.y "+" ^:î
f Y == ^pr --h //gy-.i-. //,,

invariant dans luMneme.
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1] exis te donc en sommer en comptant le groupe (f lui-même, quatre
types de groupes, deux f in i s et, deux i n f i n i s , n 'admet tant pas d'inva-
riants du p remier ordre, c'esl-à-dire pour lesquels les éléments linéaires
du plan sont t ransformés en t re eux par le groupe l i néa i r e et homogène
général . Ce r é su l t a t s'étend d ' a i l l eu r s an cas d 'un nombre quelconque
de va r i ab les et a é té démont ré , sons sa forme générale, par S. L i e ( 1 ) .

-IG. 1 1 . Les groupes (ransiiifs f/ui (ulmetlerU le même invariant du pre-
mier ordre (lue /f^ — Ici G| est identique au groupe '̂,,j qui a été déter-
miné (oui a Phèdre. Le système complètement inté^rable qui donne
les invariants d'ordre n des groupes cherchés comprend toujours
l'équation

^10 4- r,7oi— 0.

Soit // le [dus pelit ent ier ()0(ir lequel il y a d'autres équations et
soit

l'une de ces équations, où l'on n'a écrit: que les termes d'ordres. Si,
dans 0\ ou t i e n t compte des équat ions du système, et qu'on ne consi-
dère que les coeff icients de ço ,o , o)^, rrr^ e t , dans ces coefficients, les
termes d'ordre //, on ob t ien t ,

^== r»)i,,[ (n 4" i ) IÎW//0-+ (/^ — i )A/ / ^o •+• (^—3) A/,,..i ̂ )/,-i,i •+-...— (^ •+-i)A „<-)(,„ ]
4- r,».,^ — A,/7n/,,4- 2 A / / i^//,o + ̂  A/,_,,,^)»..,....i,i4"...+(^ -i-l.)A()^i,/^i'|
4-CTlo[~(//,.+l)Iî^//,o4"//. A/ / i/')//-.i,i-h(^—ï)A/^.2^.>/.-2,2+-'--+" AiGJort ,|-

Cette f o r m u l e m o n t r e q u e le système con t i en t / ^ -} - 2 équations du
^irme ^dj.^ ^^^ a lors n w. peut ê t r e supérieur à 2, comme le mont re
la c o n s i d é r a t i o n du c o e f f i c i e n t de ^o dans œ^,.

Supposons donc // === 2. On peut prendre

0 :::; ^),^-h7ÎT,,]=:0,
Ol ̂  TîT^o + Cl[ T^io + l/i ( ̂ ÎK)— 7î7oi ) -J- ^l ^01 ^ oî
^ ES; ̂ o+ ^27 Ï710+ ^ ^ ( ^ h o — — ^ 0 1 ) "̂  ( : t2G)01>+• ^2^ ̂  0»
0;; ̂  r,»^ 4- ff;i^io 4- ^;î ( ^10— 7î7oi ) + ̂ ;i ^01 •+ h^)) ̂  0?
^^ ES r»)^ -h ^4^10 +• ^(^io —" ^ui ) -t- ̂  ^01 -t- ^^-) ̂  ̂

( î ; /^///s. ^/////., 1 . XXÏ, 1895 , { > . 8 t (rédigé par F. Engel).
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les coefficients de oj et ^ autres que /^, h^ h^ ayant été rédui ts à zéro
pa r l a réduct ion à la t ransformation i d e n t i q u e du groupe l i n é a i r e qui
transforme co^o, CT^, co,^ oj^.

On obt ient d'abord

^=o, ^==^^, ^=^, ^==^,, 0;=^^,,

r̂=. ^i-h ^^i^,
'2 ';.»

^ / i = — 3 ^ + •1-^^,

<'7r/y -"r-: 9. 6/;{ 4- - Cf^ 0^

(fa^ 0^^ la;^,

C\ =: 0, ^, = — ^ </, , Ça == — ^i, //;,

Les invariants &,, a^ a.^ a^ éîaul îndépendai i ts , on peul, Ituir don îK^r
des valeurs numériques fixes, par exemple zéro; on a alors

0 ̂  ̂ (,4- w^":.:» o,
TH'^,^ ̂ (, 4- //,^> :.H r,>^ 4- /^) ̂  <,)^ ̂  /^^ ̂  o,

On dédu i t de la f ac i l emen t

//;,== //;; :-,,.,::: /f^::-^ <>,

On a, par sui te , un type de groupes ^,, c l î acun d 'eux i n v a r i a n t
dans un groupe G 1^, ; les s t ructures respectives de* ^, et C x , ,, sont
données par les f o r m u l e s

' r,>

m

(,)'

f̂)

7TT

/ r::: ^)<».»^o 4~ ?7T<»)(,i,

^z ^rrrio11"--- rry<»»^),

o ~T 77 K» ''»;»() i, ^ » ) , i

, 1 — — ^ ^ O l ^ ^ l O î

'io-^ a^i(,77îi,>,

/,)

, 7,7

^>

^)

775'

T!J

::- ^>^)i , ,4-7îï^)oi ,

:̂: ^ÎTT^ .4-11- nrnT(,i,
i,^:=7ry ,„/„„(,

, t— ^,i (o)i,,—rry^)';,

i, ̂  (^) io— ̂ ,j) rïT^,,

) î ̂  ^01^10 .
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On peut prendre

( X. == Oi.r ~\-~ cf., Y 4- a.,
^î ) v — / .... /"" / ( ^ 1 ^ 2 — ^ iû t .2=r )1, l 1 « ^ / , ,

( 11: = b^a' •4~ ^2 y -h ^;i

i nva r i an t dans

X == <7i .r 4- ̂ r -h rt;i
Y =-: ^pz-' 4- /^y 4- />;;

4 1 . III. L^y groupes Iransili.fs (/(d admettent le même invariant du
premier ordre (fuf1 .̂,,

Le ^rou))o G^', /^(>"»< t j t r o l o n ^ e l H e n I normal de G^, e s i d é t i n i i ) a r l e s
expressions ^ p q ( p ~ ^ • r / < . ^ ) ^ ^, ^01 ? • • * • > ^o^" Sa strnclure est d é f i n i e
par les mêmes f o r m u l e s ( ) n e (x^ a e o n d i L i o n d ' a ï u in l e r i d e n t i q n e m e n f c
dans ces l o r m u l t ^ s les rrï ])onr lesquel les p est p lus grand que zéro.

Soif //- Fordre m i n i m u m des invar ian is du. groupe cherché, consi-
dère ( • o m m e sous-groupe de ( « ^ . Soil

0 ̂ ^ A^^c,)^y+^!^^oy== o

l ' une des é q u a t i o n s du système qu i d é f i n i t ces invar ian t s d'ordre //,. Si
nous f o r m o n s encore 0', en né^ l i^ean t les termes qui cont iennent CL)
et uïy en t e n a n t compte des é q u a t i o n s du système et e n f i n en ne consi-
d é r a n t que les co(df ic ients de c0 (o , co,^,, t.^,, et dans ces coefficients les
t e r n i e s d'or d n „* ? 2, n o us o l ) î e n o n s

(jl '::":: ̂ ''.S/^ "" i ^^7^/^)/^/~4'" < ')(^^^./^/( /7^)/^•^-l, y-i "- ?î7/^/)

~5- • ^o i ^7 A /;y O)/^ -4- ̂  ( /y — I ) B./ CToy + . . . .

I l résul te de l a , q u ' e n né^ l i ^ean t les lermes d'ordre o et i, chaque
é q u a t i o n du système peut é i re supposée de l ' une des tonnes

f,)p^ •+•. . , — o ( p y^ i , p 4- </ = n ),
A ^ i , , , i-h Î Î T ï T u / , 4 - - . .== 0.
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De plus, le système comprend cer ta inement Pune des équat ions

Dans les deux cas d 'a i l leurs on démont re , comme i l a été déjà i n d i -
qué, que n est au p lus é^al à 3.

1° U ordre minimum, des invariants efït '"{.

Nous distinguerons trois cas suivant ((rie le système qui donne les
invariants du troisième ordre ne contient pas Féquation r^ +.,.r:= o,
ne contient pas l'équation o^o •+"...== o, ou enlin contient ces deux
équations.

a. Le système (fui donne les invariants (V ordre '5 ne coudent pas
d'équation de la forme ITT^ -+-.. .=" o. Alors il cont ien t Péqua(ion

(} ̂  (,).^ -h. ur,)^.\. h^^ 4.,, r;7?T(,i •::::.:, o,

les coefficients de ro et rrr pouvant être réduits a o. On obtient alors

0' =- o, fïa :-..-.. 2^ h — c ::.:•:::.(•).

On a ainsi un (ype^, invariant dans Ini-méme, dont la siructure
s'oblient (în fa isant o);^^:: o :

/ ^ ^ w^^ •m^^
] h)\^ := w,}^^r^tf}^,

A^,! •\ i\ r,)^,=;-:: r,),^,)^,4. rrrr,»^,

\ r^' == 7î?îTT(,i,

On peut prendre

| x -"- ^L -̂L?'!;̂ }
^,1 • / •r '^(.r^ '•+- ï

f Y=::^fj)

invariant dans lui-même.
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Si l'on considère m a i n t e n a n t le p ro longement^ , de ce groupe, il
est dé l in i par les expressions o - > o y ( y = / z ) , co ,^ (y5 /z ~ ï) , (^^(q^ri — 2),
r7 ( )y (y^n) . Si, run de ses sons-groupes admet des invariants d'ordre
imnimum nï3, le systènie < j u i donne ces inva r i an t s cont ien t l 'une des
équat ions

0 = vj^^ -+-...== o,
0 =. o)^ ,̂..,̂  -)- . .. -=. o.

Le premier cas est imposs ib l e , car n devrait être égal à 3, et cela est
contra i re a l 'hypothèse. Le deuxième cas est impossible également ,
car 0' c o n t i e n d r a i t le terme ( n — 2 ) 0 0 , , o-)^-.;; qu i ne pourrait pas se
rédu i re .

h. Le système (fid (lonne les itiv triants d'ordre 3 fie contient pas
d'équation de la forme o.);̂  -4-. . .== o. Alors il cont ient l'équation

0 ss rî7o3 + fi <»)io 4- b G) 0 1 -{•-" c ?57(» ï -4- h G) == o,

et l 'on t r o u v < t

^ / == o, </c" =: 2 0, a = ̂  --= fi •=. o.

On o l ) l i e n l a i n s i u n type g._^ invar ian t dans lui-rnéme, et dont la
s t ructure s ' ob l i en f , en ( a i s a n i rTo^^^o :

/ (f)' L-= r^^io-h- W^oiî
\ 7ï7 ^^ T'ÎTT'ïTo ),

\ ^oi^ îî7^"^

', CT'y'a •:::=::• ^()1^()2-

On peut, prendre

\^ ^
X,

\7

= f(.y,

a y -4
6\) '~4

.7)
^ b
- li

\ 11 va r i a n t d ans 1 u i - m ê î ri e.
Le pro longement n o r m a l g!^ de g^^ est d é f i n i par les expressions m,

^oo ^02» ^ ^ ( p ^ q ' i r i ) . Si l'un des sous-groupes de ç^ admet des
invariants d'ordre m i n i m u m ^Ï3, le système qui donne ces invariants
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contient nécessairement Féquation

r,),,n 4-. . .-= 0;

mais cela n'est possible que si n est égal à 3, et cela est contraire à
l'hypothèse.

c. Le système qui donne les ùwarianfs (F ordre î contient deux équa-
tions de la forme co,o+.. .= ̂  +• • '= ° - ce cas rwml les deux pré"
cédenis et donne d'abord naissance a un type g-^, dont la structure
s'obtient en faisant o^îossnïo;}^^0 :

/ ç,)' == r,)^i(,4-- CT^)(,I,

G)^, := c..»^)ao-l- ^^11,

G.)^o=:=r. ,))( ,^)^,4- ^'.)2i?
OT7 ==: r?Tî7T(» i ,

j ^ ' , =:= riryTïT,,^

rrTn., ::::: r7T()irî7(,

On jjeut prendre

( \.-....- ilZLill.rî iillli ' 1'1"""^11 ^,^^^7""i Y - a^±.h
\ 1 • ' 1 1 1 1 " 1 1 1 ^ y .4- ^

invar ian t : dans In i -mêrne»
Le prolongement g^^ d î* ^•^;( est d é f i n i par les expressions îr-r, ^ o i »

^02? ^oy? ^^y» ̂ r ^1 ̂ ul1 ^cs sous-groupes de^^:, ad ine l des i n v a r i a n t s
d'ordre min imurn ^^3 , le système ( ( u i d o n n e ces i n v a r i a n t s c o n t i e n t
nécessairement une équat ion de la f o r m e

0 ss ^,,<,.,..,.a4-- ^)io-4- p^oi '••+- /CT'01 -h 0^» == 0,

mais 0' cont iendra i t le terme ( n " - 2)0^ o->a,^";î < ^ u ! ne pour ra i t pas se
réduire.

2° L'ordre minimum des invariants est 2.

Nous distinguerons encore trois cas.
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a. Le système qui donne les invariants d'ordre 2 ne contient pas
d'équation de la forme CT"^ -+-... ;== o.

Alors il cont ient Péquation

0 ^H r,}^ 4- a r,)^, + /;r,>^ 4- ç^ ̂ : o,

On oh lient
0 ' == o, da =- 0, b == c =: o.

Cela donne un type ^'^ invariant <lans lui-mênie, doni la structure
est <loniii('*e en fa isan t (O.>.==E.O :

^i r::z ^»^) ,^4~ 7.7<,)(,

,^,4 . ^'i u ::::: ̂ ^ ' j l î

f ÎTT' :=,2îîT7ryni.

On peiit [ > rendre

\ x : 1 1 : : 1 1 : ^'/(.y) •+ ?(j)
" ( Y ^ ' H ) - )

invariant dans Ini-m^me.
IjC i^rolon^einent ^"^"^ de ^•^ (^sl delini [)ar les expressions î7y<,/., (Oo.,

(o,y. Si l'un des sons-groupes de ^^ ^ admet des invariants d'ordre ini-
ninnnn // 2, \(\ sysl.^ine (jiii donne ces invariants conlieni, si n == 2,
l'équation co, i 4- a^d., •"+-.. .'=- o; si ^ ^> 2, l'une des équations

•))^,... ] -4- aTîT^.-h . . .:

7TT(>,, 4-1- . . .== 0.

a,. L^ système ( j i d donne les in^dricinis d\)r(lremifdfnum n ;! 2 /^ con-
tifnl pas l'ér/uation r^o^"}""... ̂  o. Il contienf. alors l'é<jiiation

0 ::~: <'>i,,/,..-,.i — ffl^^,, "h ^^fK» -h p^oi -i"- 7^01 -f- O^î = 0.

On voit sans diflionité que n doil, cire é^al a 2, et l'on a alors

0' ^=: o, dni. ==: o, ^/y r=: 0, y. r= |3 ::=.» ô rr: o.

On obl ien i a ins i u n typ<î^a,; , i nva r i an t dans lui-même, dont la struc-
. i n n . Kc. Narrn.^ (.''î), XKV . - - AVKIL i()o8, 2 1
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ture s'obtient en faisant O^ESE//^^ :

f Ô/ :== ^)C»),ly-4-TO.)()I,

< ^r = ̂ ^0 1 5

^i
On peut prendre

^ X:^ 0.^/^(7)-4-0(7)
^.û  l Y=/(.r)

invar iant dans lui-même.
Le prolongement !̂̂  de ̂ ;, est dé f in i par les expressions o^o, (û^,

^7oy. Si un sous-groupe de g^^ admet des invar iants d'ordre mini -
mum ^r;2, la présence, dans le système qui , les donne, de réquation

A^^+ B^-f-,. — o

entraîne celle des équations

A c,),,,̂ -. . .-= o,
î^y^'-h. . .^: 0,

( rnn — j ) A r^,/^ •+ ...==: o.

On voit,, d'abord que, si B "̂ : Oy /z est supérieur a, 2. Il y a, encore deux
cas distincts à considérer;, su ivant que l 'équation ©^ "+"...= o n'entre
pas ou entre.

Dans le premier cas, on a,

m

h == G,)̂  -r A ^)io + SU)oi -h C7?7

Si n est supérieurà 2, i lyadans O'un terme ̂ i-îl̂ ^

q u i ne peut se1 réduire. I l f a u t donc que n soit é^al à 2. On trouve
alors

0' r_ 0, rfA = — ^, (,: :r:= — a A,, l'i — 0.

En d o n n a n t a l ' i n v a r i a n t A la valeur numér ique o, on obt ient OL)(^S="O
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avec les forniules
o/ == G) 6)10-4- CT^oi,K) -(- WWQ^

! 1 / \G > y ^ === - G)OT,,3 -+- C,)(,i ( G)io — ZïToi } »

Ces formules entrainent

7n;,y=:: ^,i7ï7o2-4-Àr,)7TT

et r idenl i lé fonda înen la l e , app lKi i i ee a la dernière fornmie, donne À == o.
On est c o n d u i t , a in s i a un type ^(, i n v a r i a n L dans lui-même, et doni
la structure est donnée pai1 les formules

r,^ :-::: ^ » ^ ) | o ""h CTY»Ï()] ,

^ ^ / r,»^ , •=^ - r,»^,y 4- r,)(,i ( r,)^, — TïToi ),

On peut prendre

1 ^ .„- (Lî-±JLÏ-^
^ -' - " p y ^ - q

^ \ Y-^f-i^
[ /^.r + 'y

i n v a r i a n t dans lu i -même.
Dans le second cas, le système qui donne les invariants des sous-

groupes cl ierchés de ^,, cont ien t réquation

7T7^-4-...=0 (/^3),
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ce qui exig'e n === 3. En posant

Q ̂  T^Q^ 4- AC») 10 + B o)ui -h CCT(H 4- D^) == o,

on trouve
^ = 0, C/C =. 2 0, A •==. B -r= 1.) -=. 0.

Cela donne le type ^,7 invariant dans lui-même, et dont la struc-
ture est

r,/ == o)r/)iy-4- îîT^)^i,

TJJ' == OTOTo i,

^'•2,7 ^ol ̂  CT^02,

OT^^rz: ^oi^oa?

On peut prendre

.^2,7 <

x "

Y

^ .r
(/ /y+./)^/< l - / (^ )

b y "h c
'"" // y 4- //

i n vît ri a n t d a n s lu i - m e ni e.
Ce groupe peut adrneltrt.1 l u i -menie des sous-groupes adînci l tani- un

invariant d'ordre minin'unn ^^3 donne par l ^ ^ j u a i i o n

0 ̂  h)^^-\" A^)io4- lî^ïoi -4- (^7ïT<,i 4- I) '^> ^= o,

On a

^ ,̂=: 0)0^0), ,,-4- rî7<»)o,//4-i + //.Wc,i r,)y/, 4- ^ ( -t——— — m \ r^^^^,, .,.

Cetle tbrmule monire qu'on doit avoir

/•/- —— Ï
2

ce qui donne

O'=.o, d^'^— 0, (y::=— /^A', B7-: D'-rro.

On arrive a in s i à un type qui cont ient , g^^ corrune cas i»aî'(;iculier et
que nous appellerons encore ^(,. Sa structure s 'obtient en fai-
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sant oj^===o.

/ n — i
^, ^ == ^oi ^10 4- TO),,2 -i- OTOI C,)^ — ——^—— OToa G) ,

0)^ ^ == <,)^ <,,)^ + OTG)Q3 -4- 2 OTQI ^)o2 — ( I I — 2 ) ÇToâ ^ol?
'?

6)^ ;; ==r r,)^y r,),Q + ̂ G),),, -+- 3 CToi ^)o:{ -— 3 ———— îO-oa G)o2,

A^^i {
\ i ,^\ T^ — Ï

^^n i ::=: ^<t,/<,--l^io-l- ^u - i ^o i^^ ) , ^ - - !—- ————^02^0, ̂ -ay

/ /<?- — I
(,)K, -=::——^~. ^î77^,

?ï7' =; 7-îT?îJoi,

rrj^ ^ .rr: OTTîToa,

On peul ])rerHli"e

( Y — a:r + ̂ i-y""' ""l~' a^z/!̂ l̂ h.;..l,.:̂ aw-"lJC^^^^ , , ,„ ^^^^
A' is 5 <* i /

Y,^^L±i
| 1 '1"1""' ? y 4-. ^

i nva r i an i (huis lu i -même.

a^. /^é; système (fui do/me les invariants d'ordre minimum n^3 des

sous-groupes de ̂ ^ contient l'équation T^o//-4-. . .=== o.

(,.)n a alors neœssajremeni /'// == 3. Posons

6' ̂  7T7o3 4- a^,o 4- p^oi 4- y^oi 4" w .:= o.

On oblieni ,

()' :"=• o, ^/y =.: a '9, <^a -::= /̂|3 = <:/o ==: o.

On a, par suite, un type g^^ invar iant dans lm"mêm,e, dont la struc"
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ture s'obtient en faisant î^==o :

6",8

G)'

G,)^=: 7ïT(,)j.i,

?r̂  =: TFRïJoi?

G)f,)io-

: 7ïT(»)

?5yGL>

^01 =:= ^^oâ»
773'y ^ r"= TîT^i CT(,a.

On peut prendre

( X=:.r/(y)4-9(j)

,6'2,,s / Y _ a •z' +• ^
( " cy -)- A

invariant dans l i i i - rnârne .
Si ce groupe avai t un sou,s-"^roupe a d r n e l t a n t des i n v a r i a n i R d'ordre

/^3, le système qui donne ces inva r i an i s c o n t i e n d r a i l l ' é < ( u a i i o n

0 ̂  Q> i,/<.-..„.. t-h. . .'— 0;

or il, y a dans O' un terme ~^—liL^ q^ j^. pour ra i t j)as
se réduire.

b. Le îîystème (fui donne les iwariantfî (l'ordre 2 des soifs-groupes
de g^ ne contient pas (V équation de Ici forme co.̂  -h.. .== o.

Alors il con t ien t 1/équalion

0 ̂  737^ -4- a^io 4- b (S)Q 3 4- CTîTo) "+- h h) 1-= o

et l'on trouve
6'':=: 0, ^C r::: o, a r= // ::=: /< r:= o.

On est donc d'abord conduit à u n type ̂ , invar ian t dans lu i -même,
dont la siruclure est donnée par

i r,/ :̂: G)C»)K,-|- m)oi,

,^2,9 /, 7Ï7/ :—— CTCTyly

f <,^o.
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On peut prendre

X=/(.r,j)

Y==^7-+- b

invariant dans lui-même.
Le prolongement g ' ^ de ̂  est défini par les expressions 77, CT(, , ,

^Çp+y^n). Si un sous-groupe de g-,,,, admet des invariants d'ordre
n€ 2, le système qui les d é f i n i t cont ient l 'équation

0 ̂  r^o -(- a^)io"4- (3^)oi --i- '/CToi == o. •

L'entier ^ est égal à 3.
On a alors

O'-^o, cl^^^Q, p=y=o.

Cela condui t a un type ^jo invar ian t dans lui-même, et dont la
structure est

j ())' ::::: W)}^ -+- CTO)oi,

^ G)^—: r<)f,)^,-4- CT^n,

: 0) io^)2o+ 'u5(t)î[•»
W5' := CTOT

CT.

On peut prendre

^'2,10

•îLZIZlJl-îlZlX x y ( j ) + i
/ Y=^y"i- ^

invariant dans lui-même.
On montre comme plus haut que ce groupe n'admet pas de sous-

groupes ayant, les mêmes in variants du Iroisième ordre.

c. Le système qui donne les invariants d'ordre 2 des sous-groupes
de ^ conUerd deux équations de la forme

77T., -4-. „ . •;= ̂ o =. . . .=0.
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La présence de ces équat ions conduit d'abord à un groupe ^ 2 , 1 1 »
invariant dans lu i -même, et doni la s i ruc ture est d o n n é e par

W' == û)G)^-4- TO)^,

0)^1=:^) 1 1 ,

TO'' == 7577^01 ?

CT',, =z 0.

On peut prendre

( X=^ / (y )+y(y)o' .'6 2 , 1 1 Y ̂  a y + b

i n v a r i a n I d a 11 s 1 u i -m è m e.
Si un sous-groupe de ^\,j ^ admet des i n v a r i a n t s d 'ordre î n i n i m n m

n^..2., le systènK1 qu i d o n n e ces i n v a r i a n t s e o n l i e n t u n e é < | u a t i o n de la
forme

0 ES. ^i^--i + ̂ ^ho-h ^ r '>() l -I1" <'Woi -h / / ^> "= 0.

On en d é d u i t

f̂ :::: (:>, ^/c .-„»: ( /^ ••1~-" i ) ^ a ::""•: // •;*-.• h 11'1...-:-..1 o.

Cela e o n d u i l a un groupe ^'^^, i n v a r i a n t dans l u i - m ê m e , el don t la
structure est

f,)' :::-::: ^»>io -4- ^7''»»(,tî

^.) „ ^.W^n

^) ^ =::: 7Tyr,)i^-h 7ï7m ^ » i î ,

r,) „ :::r: 7ryr,));;4-. ^Tn,,^)^,
A'a, 1 2

| ^^^^^( '^— -^Wol/')!,/,..„:,,

On peuf prendrï ï

X = .r^ '̂J'.^.. /{ y)
' f II •' 9, )

V1 ~ ., ^ ̂  /, 1 ' ' " 1 /^:i,li' 1 ... ,
( Y == a. y 4- h
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invar iani dans lui-même, en désignant par Pn^(^y) un polynôme arbi-
traire en t i e r en j de degré 7 ^ — 2 .

Si le groupe ^'.s,^ a des sous-groupes admet tan t des Invariants
d'ordre ^^^3 on voit sans di f l icul té que n doit être égal à 2; on peut
alors prendre

0 :=s G.)()/,, 4- ,^>)jo 4- j3^ 4- y^oi -i- OG),

ce qui donne

0' =:z o, c/y. =- — 6', p =r o =:= o, y :== — /< a.

On a a i n s i un groupe ^,1;;, invar ian t dans lui-même, <
ture est donnée par

On a a i n s i un groupe ^,1;;, invar ian t dans lui-même, d o n t l a s t r u c -

—— ^Oi,, + IT^ul y

:::r (..),

;-::..; r,),n r,),,, 4-. 7^r,),,y 4- (T^, ^.)^ ,

=-: r»)^ r,)^ ^ + TÎT^),,^ -4- 9. rr^i 0 ) o 2 ?

7TT

1 •=• ( ' ' ^0 , / / - 1 < • > 10+ ( /À '••••"- 1 ) ^lïl^^),/^--!?

::.-= TTrTÎToi,

( X~r ./.r 4" P^.-.i(y}
t;:ÎJ:î i Yr::: / / .y- i -c

( /^^)

i n v a r i a n t dans l u i - m ê m e , en dé s ignan t par P^ ^(y) un polynôme arbi-
traire e n t i e r en j de degré n^i.

1"2. IV. Les groupes traimtifs ( j u i admettent les mêmes ir^arianU ci
premier ordre (lue î^^.

y au

Le p ro longement G^ de G;;, ( )u i est i d e n t i q u e il ^,,, peut être dé l in i
par les expressions û^, oj, ojoy, îzr, CT(^. Le système complèternent
in t ég ra l ) l e < i u i donne les i n v a r i a n t s d'ordre i n f é r i e u r ou égal à n des

./•/////. /'/<••. Ao/w., (3 ) , X X V . — AVIUL 1908. 221
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groupes cherches con t i en t toujours réquat ion

0 ES (*)^— m^oi =; o.

Soit n ^ 2 le plus peti t ent ier pour lequel il cont ienne d'autres équa-
tions et soit

n :„-: ri <l .~= //

0, ss ̂  Ay cooy 4" ̂  B^TT^ 4~ . .. = o,
<y=2 / /=2

les termes non écrits étant d'ordre o ou ï . Si dans 0^ on t'K^it compte
des é(|ualions du sys tème el ((u'on ne conserve que les coeff ic ients
de c0(^, r^i, et dans ces coefficients seulement les termes d'ordre supé-
rieur ou é^al a 2,, on trouve

0[ = ̂ 01^ [(r/ — m ) A^CK/ 4- (// — i ) B^rn^] 4- ^)ui ̂ A,, (rnr/ — i ) TÎT,,./.

Une discussion facile montre alors que le système contieni soit, une
équation de la forme

CT^-4" . . .=: o,

soit une équation de la forme

( ! \<,,)„/, -4- . . ,==0 w :;:::,:; - •
\ n )

i° Le système confie fît une éc/ucition d'ordre ri de Ici forme

^ ̂  ÏTS-^ 4- a ^>,,i 4- ^TTToi 4- c^) ""̂  o,

Nous distinguerons doux cas suivant que rî === 3 ou 2.

^/. n = 3. En posant,

^i ^= W(,:(4-" (^^Oo) 4-" ^7î7(,i 4- c^) -:"= o,
O ^ r,)^.^-— fïiTT)^^ •:-r: o,

on ob t i en t

^/ =:: 0\ -z o, ^^ ̂  'ï (/, , </c =: c C/, a = o, ( m + -< ) c =: o.

Si 6" = o, on o b t i e n t un groupe ^^o i n v a r i a n t < l a n s un groupe G;(^,
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et les structures de ̂  et G:;,, sont

l"!

A - ^ i

r,/ =

^' =

^0 1 =

r^=

mornoi 4
TîTOTop

CTTi7o^,

Î«7()1"CT'()2!»

G.)
- OTG)^,

^i;î,l

OT'

^0 1

^02
/

== rj)G)io -t~ ^^oi»
=r njnToi,

rr: ?ï7?ï7o2,

0 2 ::::::: ^01^02?

f.,)' == /?zn7?no2.

On peut prt^idre

^-{-^^^.^fÇy)À — ( c ) - - + - / / ) • / / / ^ l • / v l / /

6 •'^'i
Y ^

a r -i- ^

invariant (lans

^^^-^^+y(r)
_ a y^_j^

cy -{- ft

Si r-^o, //z=- 2, on peut donner aux invariants, indépendants h
ei c l(*s val^irs numériques o et i, et l^on obtient lin type g,^ invariant
dans Ini-mêrne, dont la strnctnre ( -s t

-=- ?nîî7u ],

Ol^^^OÏ»

•^ •== 7î7()irî\2-+" r')?"ï7»
/ :::=: — 2 ^> 7î7c, i -h 'GT' ),) i.

On peut prendre
„.-

^ •':{ i ̂

,y.

^'""/"•(.y^
Y =/(.}')

/'"(.y)
/'•-(j)

3 ,/'"'(.r)
^ /"(.y)

i nva r i an t dans Ini-rnen-ie.
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On voit sans peine que ^•;^, qui est holomorphe au. groupe i n f i n i
d 'une variable, ne peut pas donner na issance à d'autres ûçroupes u l té-
rieurs.

Quant à g-.^^ s ' i l a un sous-groupe admet tant ( in i n v a r i a n t d 'ordre
/z^3, i l est donné par l ' équat ion

^i =s G)^ 4- 7?n^ 4- a^,,i 4- ^rjj^ •+- yo.) =: o ( ///- -- // 4- i ) 7 ,—: o.

Or on îi

û)̂ ,r.~ TTTr,)^// ,1 -}- ( //77?,,i —• ^K,)^)»// - // ( // / —— ——^—— )^(•2 r^<>,/ / î .
?1 /

I I faut donc qu 'on a i t

et l'on trouve

0' := o, 0\ — - W,, rl& = ̂ —l o. ̂  y)
2 •

On arrive a i n s i à un type ^";̂  i n v a r i a n t dans (in groupe G;^; leurs
structurais sont données par

//, _ j
r,) rrr ——^—— r,)̂  4. 7î7^)iu,

OT,, ^ == 7î7rï7(,

I ^ua ""̂  ^oi^o^

/ ^ // _ ^
^ ̂ :i ^ ^.)^, -= W^)^ — ...———- m^ r,)^ ,— _—_L ̂ ^ ^^

< > 1 )02 ^ ̂ ^^^ "-- ~——— ^0, ^<,, —— 2 ^-———^ W.,, ^)o, ,

/ _ //. — t //. — ï
^«^/-•l •—— — — ~ — — ' ^ 0 1 ^ ^ , 1 1 - 1 ~- -•""--——

" '•i
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et:

^3,3

^)

V5'

OTu i

^0 2

<,

^0 1

^,2

^>.«

-=: G)

== CT

=- CT

== TO'

//

• l

^)l0-t- CTCJ>)(,I,

^01»

^02»

01^02»

————CTOTo-25

OJ()2 4- ( CTOI -

^)o;}-h (2^01 -

7/i — r)OT,,i-

n — i
G) 10 )^)()l - , ^02^

.2

\ ^ n ——— 2 -̂r" ^ho)^!)*^ •"""""•~ 2 .."-—....... nïog ^,)(ji,

/^, -— 1
"" r) ) 1 c ,| rf) o, n •--1 — ——;—— ^u 2 ̂ o, n

Oii peut prendr eul Di^Midro

// i
Y ..-....• î Lri ̂ ^ZlfrL ĵL^^^^^, ^^ /^//--î

invariant dans

G,
x=^£±Azll

( c y ^ h y 1 - 1

3 j Y — !L21—Èf ï -^T-ir/r

Nous verrons pins loin que le groupe existe aussi, pour n == 2.

/^. Le système qui donne les invariants des soas-groupes de g.^ contient
l'égiUltion

6/1 E^ ^oa+ ^^01 4- ^^oi 4- CC<) = 0.

En posani lonjonrs
0 =3 ?»io— ^î^oi ̂  0»
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Q ' -= Q[ = Oy db •== 0i , da^aQ, de == c 6', ma ==: ( m 4" i ) c == o.

/^. Si a = = = c = = o , on obtient un groupe ^3,,., invar iant dans G;^, les
structures de g.^,, et G;,,4 é tant

G.)' -= /?zr,)CT(.,i -4- Tî-îY.»)^,

^3,4 i ZÎJ/ -^ ^^Ol?

( CTy , = 0,

<-ï3,^

c/)' == r.,)^-(- OTC«..)yi,

TTT'' ^=: CTTîTo i,

On peut prendre

( X=a / /^r+/(y)
^{'4 ( y = ay ^b

invariîuli dans
( x=c^+/(.r)
( y :;~r: ay ^ b

Si r>•:{^. admet un sous-groupe ayant des invarianis d^ordre nriniinnrn
n ;:' 2, ils s o n l < ) o n n é s ]) a r

0 ̂  ^),;(, — WTÎÎoi ̂  0,

0i ̂ : r>)^t + af.)oi 4- (îmoî 4- '/^ = o,

et l'on trouve

^=0, e^Û^, d^ == (n— m)^i—p^. a "=7=0.

Si ̂  — ^ est difïerent de zéns ()^ ohtKUlI. un groupe ^ ;̂, invariant
dans G-. .,, avec Ic^.s structures

/ r,)' •r.:: mo)7n(,j 4-r?î^.)i,3,
^ ^ :=77T7ï7^,

\ ̂ , r::= 0,

^3,î; / ^^ ".= W^og-h ( Ï — /n)7T?oi ^)^,

| r,^ g -:=: OT(,),^ + ( 9. — m. ) TïJ^ ^)oa,

^\^n. l =~ f / ^ -.-• I — m)7ï7(,î^o^..
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et

G

C, > ==: r, ) h) i , ) 4- OTC») y (,

G)'; y == 0,

OT ^r: TSTÎD'o i ;

757;, i = 0,

G/y ^ == ÏÏTO)(^ 4- ( ^oi — ^io ) ^01?

r.)y ^ == Zï7œo;( 4- ( 2 OToi — 0)io ) ^o2»
• » . • . • . • • . . • • . • . • " . . • • • • • • . • »

^o^.,i "== [(/ î — I ) C T ( H — ^io]^o,//-r

On peut prendri*

; X, = ^'^ .'r + Ci y"-1 + . . . + c/̂ ...i y 4- c'/,

,,, ,. ) ( //, "^ a ; m 7^ ^ )
0 " j

i Y = ^.r 4- ^

in variant dans

( X = // .r 4"- c.i .r" -1 -l- ... 4- €„
G:î';; ( Y ̂ ay^ h

Si m — n est n n l , a i n s i ( ino p, on o b t i e n t un groupe ^3,0 invar ian t
dans G:i.(j, av( tc les s t rne tn res

\ ^)' :-:r.3 /^)?^i 4- T^^)()I,

7î7' ;:r,-: TÎTTîToi,

CT;, ^ ^ 0,

,^;{,<; r,)'̂  ^ r= Tïyr,),,^ 4- ( l •— ri )CT()I G)oi,
G)^, g -= CTG)(,3 -h. ( 2 —— /^ )CT()I ^)(,^

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T

G) 0 , /< ... ̂  ^= -— CTO i 0)() ^,/,.... \,

Q)' •== ^)'y)^4- ?î7C)f)(,[,

^,, =0,

Tn' r-r: l577ï7(, j ,

?57^ i = 0,

,);, , -= TO"^(,.^ 4- ( W<,1 "":- ^^ ) ^<)l,

,)^ ^ •r= 7ï?<j..)c,3 + ( ̂  CT()I — 0)io ) r»)^,

; (/^OTui "— û) io)G>o«.
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X == c^x 4- Ci y^-1 -+-. , .4- <^._iJ 4- C^

^ \ -Y^ay+b

invariant dans

X = À.y -+- coj^ + ci y"--"1 -h ... + c/,p ^'^3,0 j ,,, .f Y == a y -+- h

Si enfin m — n est n u l et [il d i f Ï e r e n t de zéro, on peul d o n n e r ;i fr
valeur -• i , ce ((ui d o n n e Û T O . On a un groupe ^f;^ i n v a r i a n t d a n s G
avec les structures

h}
m
77T

=::: fi r,)77yoi -r" ^7^»oi?

^ TîTTïT.n,

^,7 ^ ^»^ i -= ?n^»oa •4- ( 1 — fi ) TTToi ^ » n t ,

~:: rï7^^4- (2 — /Qr7T^<,»^,

rrr //-^7^,, "4"- ?TT^»

rï7 =r?ry7ry^,
CT^ :=0,

^ ";::: r7T/,)^4- ( Ï — ^)?ï7f , i^oi»

^ :== 7rr<,),,;; -4- ( a — n ) r^^ r,)^

.,,̂ ,̂  =r: 7Ty^>(,,/ — 7T7<,i ^,,^-.,.1,

^» ' , , =o.

On peulprendre

( X =:, ̂ ^.y -h- ( ( n l . a r " -h c^r^-"1 -h .. . .4.- c^
^7 ) Y"::ay4^
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invariant clans

X = ci'1 .c 4- c^yn -\- ci j"-1 4- ... -4- €„,
G,•"{17 ( Y = = a j + b

h^. Si ^ =^ o, on a m === o, c == o, ci l 'on ob t i en t un type ̂ g inva-
i a n t d a n s I n i - r n e m e e f c d o n t , la structi iro s 'ohê ' ien ten faisani r^oa^^o

r,) rrr: TÏÎO.)(^,

On penl in'ptidre

X=:.,r+- S. /^y)^^
^ ; S 1 M ( Y^ / (^ )

invariant, dans liîi-nHVrnc.
(;(* ^rouiïc peut adnwUrc Ini- ïnci iK^ nn sons-groupe en prenant un

nonvel invariant du second ordre déf in i par i^qualion

Cda doîme isn nonvean (Y|)Cff'.^^ invai'ian( dans Ini-nierne et, dont la
sin'sclure es t -

Try' -z:: 7nr»7(,

<.)„, :rr7TT,^)(,,.
On [)en( j)rendre

X -=,z-4- /.- — ^.L(cj-h h)
a r -h ^

i n va ri a n l d a n s In i •" rn ê în e.
.•//(//. A'c'. No/m., ( ? > ) , X X V . - Avud. 19"^. 9.3
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^. Si c^o , on a m = = - ~ i , < 2 = = o , et l 'on ob t ien t un type ^3,
invariant dans lu i -même; sa structure s 'obt ient en f a i san t î^==o)

/ n = = - ~ i , a-==o, et l 'on ob t ien t un type ^3,10

OJ,y=S=-- tïT(,, :

[ G.)' ==:—• ^)ÎÏT^ 4- 7^)(ii,

^3,10 1 CT/ ^^^Olï

1 ?n^= ̂ ).

On peut prendre

Ix--^--^^
^,0 /^J) /^(.r)

f Y =/(,}-)

invar iant dans lui~môine.
Ct^roupi^n 'a pasdesous^rouj)e a d n K ^ / t a n t d e s invar ian t s d'ordre ̂ 2.

2° Le système (lui donne les invariants d'ordre minimum n des sous-
groupes de '̂;{ ne contient pas d'équation de la forme î^,,// 4- ... = o.

11 cont ien t alors une équat ion de la ionne

0^ ̂  r.,),,^4- H^^ "h ^7<T,,i -:= 0 ( m. •"::- ^ j »

à laquelle il faut a jouter

0E= W i o — wn7oi==o.

Le covariant oj^ c o n t e n a n t , lorsqu 'on t i< t n( - compte des équations

précédentes, le terme — '^—^o^o^^u.^.-i? il ^l- nécessaire que n soit
é^al à 2 :

/^a, m:=^.

On obt ien t alors

3
Û7^: c), 0\ ̂  ^i ̂  ^^ ̂  - ^i •-- ^^> a " : i : -1 ov
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Cela don lie, en taisant b •-=- o, c^ =o,

179

r<) =r- r,)c«)io-l~ OTG)()I,

7î7 •rr TTJTTT^i,

^

-TTWT^,
2

Di1 (•(^ io rn ïs i l t ^s on deduil la silivaiite :

7TS\ „ l-.-r 77yoi rï7(i-^ -;- À^)7ï7,

( k ( , l ' i denS i le for idaîïK^l ial t^ appliquer à ce((,e dt^/nii^'e, ( lonrK^ À = o.
On arrive ainsi a un type qui est contenu comme cas particulier
dans j,'̂ ;; ; il su f f i t d e d o n n r r a rent ier /?, dont dépend le groupe :̂i,

13. V. !Âis ^'nmpe.s Iransfiifs (/(d ((dmel(en( les me nies invaricifits du
î)reimer ordre r/u^ ^'/..

On ohl icnt sans di^ic.ult<k cinq ty[)es ^.^, ̂ ^, g^^ g^'^ g^^ chacun
étant invar iant , dans Im-incine.

La structure de ^•^, csl donnée par les forrnule.s

r,»' •r:-:: f,)0)j

rrî' "::.: ^)rr7(i

et l'on p^ut prendre.

^ X == rt^ +
Jl ( Y = ^ y 4 - ,

i n va r i a n i d'à n s 1 ui - n i e in ( t .
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La structure de ̂ ^ est donnée par les forn'mles
/ o/ = ̂ )G)^,

1 ^ == rï-y^n.

À 4,2
777 „ : Tî77î7y2?

0).

rîT : ^(»1 ^tia»
et l'on peut prendre

.̂ ,2 ^

Xr=

\ / ' ^ ,

a./:'
C }'

a' y
r• / ./

-i- //
-4- h

-1- h'
-\- II'

\ n varia n t da n s 1 u i.-ï'n ô'n'i e.
La s t ruc tu r e de ^4,3 est donnée par les formules

| f^ ^ ^^» i« ,
J 77!' —r ?17W^,

TÎT;,! ^= rn7ÎT,,y,

(^^ I/on pérît j ^ rendr ï*

i X.^/(^)
4^ J Y ^ .̂--^±1^

f ' - C^;^ -1- //

invariant dans l u i - i ne ine .
La s t ructure de ^"^ est donnée par les fo rmules

et l 'on peul prendre

i r,y -^ o^)^,,

^4,4 ', 7TJl :::r' ^^oi?

^01^7 ri

( X-=./•(,/•)
«'/•, , /(̂  <• » * t •« r , // Ï rr; ^/ ^^••' -i- 6'

invar ian t dan s l u i - m ô m e .
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Enlin la structure de g^^ est donnée par les formules

, û./ ==:û}C.)i(»,

t ^10 '== ^ao»

^.,îi /, ^20 ==^10^20,

W : ÎÏ7ïï7oi,

OT,1=:0,

et l'on i ) e i i f c prendre

^ ,:Z' -h ^
X=

c )' -4- h

\ ^.a'y^ h'

i nva.rian (- dan s 1 ni-m e m e.

44. V. Les ^roupffs Immiufs (/ai admeHenf le^ mêmes invariants du
premier ordre (jue ̂ .

Le problème a ele résolu i)!'^?^^!^!)?^?!)!,, puisque ̂  esl le groupe
des représentations conformes du plan. On oh lient deux types ^ ^
et^.., cl ïacnn invarianî dans Ini-tnerne.

La striK'tnre de ^^ , est don née par les formnies syrDbolkjues

: ( r , ) ̂  ('•^ ) (^ ) i ( ,+ ^ol )»r,/ 4-,- f-^

, 4- / Î77 >

et l'on peut [)rendr( t

^^ \ K, 4- < Y ~~ (^ -\- ia ' } (.r ~-\- i y ) -+- b + ̂ /

i n v a r i a n t d a? \ s II i i -m ô îï) e.
Lii sh'netiire de ̂  , (^st donnée nar les formules

/ r,)' .4-/TÏT' •=: (/») 4-^ ) (^lo 4-^01 )?

^•4,a < ^n» "^ ^ol :::r ^^ "i"" ̂  ) (^20+ ^ O T o à ) »

f ^ y 4- ^(,2 = ( ^>l0 ̂ - ^01 ) ( ̂ W +• ^02 )?



l82

et l'on peut prendre
E. CARTAN.

/ S Y - • v — ^ a 4" i a ' ) ^ x + l y } 'Jr b ̂ ,ih'
^'2 ( A "̂  "" ( c -h ̂  ) ( x 4- ('Y ) -h h -h <///

invariant dans lui-même.
Les groupes ̂  , et ̂  „ sont respectivement semblables à ̂ ^ et ^4^

p a r il n (k Ira n s io r î n a t i ( ) 1 1 i m a ̂  i n a i r e.

45. VI. Les ffrou/)e!f transitifs (lui admeUent les me/neff in^afianis (lu,
premier ordre (lue ^^.

Le prolon^'emeni G!^ ( 1 ( 1 G^ (^st déf in i par les expressions CT, î7>'^,, eu,
oj ( p -4- q ''il). Le système complètement inte^'rable ()ui donne les
invariants d'ordre inférieur on e^'al a // d'un des ^Toupes c l ierc i tes con-
tient tonjonrs re(j nation

0 .:„:::: 777(11 =•• 0.

Soi( , /z li* [)lns [x^ i t en t i e r pour Ie(|uel le systeint* conS ienne d'aiitrt^
é(j nations, (^ soit

0[^^ A/^ r ' )/^4"'•• t:':::o

l'une de ces équations, les termes non écr i ts étant d'ordre o on î .
Si l'on fo . me Op en tenant compte des pf ina j ions dn sysî .e î ïK 1 , m ne
conservant qi'K^ li^s (.(^rmes en c.Oi^ co,,, (^ t , d^ins l ( *s coeff icienis de ro,,,,
o)(,i, (ine les termes dont l'ordre est '2 , on obtient

f/ï "=1 r')loS (/' " ̂ A/^ r ' )/ ; f/~ r r '>0127A/" / r> ) / / l ' î^"••r" lh" "*

résul te (le la (me te système c/ résulte de là (pie le système conhent une équation ( S e la Sorme

Comme nons l'avons déjà vu souvent, cela n'est possible que si e (nie si n
est e^a,l à 3 ou à 2.
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i° L'ordre minimum des invariants est, 3. Prenons donc

On ob lion t

0 S=OT,, i==0,

Q] =E G);^ — a ̂ 10 + b WQI == o.

Q' = 0\ == o, da = 2 ̂ , h == o,

ce qui donne un type ̂ i invariani dans Gç . i ; les structures sont don-
nées par les (or m u l e s

r,)' := 0»<,)^, -r- rïT^)oi,

CT' rrr o,

r,)^ i~=r,)Q)^, 4- 7T7^)n,

r,)^.,rr= ^oG)^4- ^«'21,

r,)7 == o)0)i() 4-CTC«)o,,

CT^ 'zz: '55'7ï7oi,

G;;i ?n;,. == o,

^ r,j^) — ^(^)^-+. wr,)^.

On pent, |)rendre

l \ — ẐL?il±JLL?l2
.̂ ,1 / '""""" ^'^(D+i"

f Y = )- + ̂

lîivariani, dans

^/(.y) +^(y)X
, r^(7)4- i

Y=a r-+" ^

Si '̂,;j a un sous-^Tonpe ad mef tant des invarianis d'ordre minirnurn
77^3, ces invarianis soni <!onnes |)ar un sysièrne qui contient les deux
équations

</ ES 7î7,,i —: 0,

^ ̂  f'>.i.//.,..a-4- ^^^)2,^-";i l l+"• . "4- ^//-.-^^--l- «^io+ ^^01 + Cf^ .= o;

înais on se rend compte facilement que cela est impossible, 0^ conte-
nant le terme co^-yû)^, qui ne peut se réduire.
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2° L'ordre minimum des invariants est 2. Prenons

On obt ient

Q == TÎT(,I •== 0,

01 E^ G.) 20 -p. (^G)io -+• //Ci)^ := 0.

^ == Ç. -= 0, f/a rr: 6,, /^ •r= o.

Cola donne nn lypo '̂;;^ invariani dans G^., ; les sirncinres sont

/ G) :=:: (,) G) 1^-4- ?57r.)^,

;̂̂  .1 7Î7/ r= 0, G;;,a

f G),,,;-: TîTr,)^,

C») -̂:: <»)0) i ( , + ̂ ''^oi»

^ .-:=W7T7,,i,

?TT;,I =: 0,

^H) ̂  ^ '»11.

On poilt prendre

X"-:.z-/(r) +-p(.r)
Y' =::: y -h. ^

invariani dans

x -= ./• y'( j ) -•t- ^ ( ̂ /}
Y -=ay^ h

Si g^^ a un sons-groupe adnn^lani des invar ian ts d'ordre miniinnm
/^2, ces invarianis sont donnes [)ar un sys tème (jui con î i en f , les
deux équations

OI.ES <»)i,/,....... 1-4- ^i^i,/<,^+. . . -•1- a//.,.,.i^;o-h ^ooi 4- y^ =: o.

On ohlient

^-=0, 0^,::::;(,,^ïj^,, ^ - ^ y-::•.:,::<,,

/ / î<) "::: :̂i ^, fl y..,':"": 2y..,0^ ^y.,^...,^ ( /i — î)a,,,,,i^

Nous dist in^iK-rons denx cas, snivant ((IK^ les coefficients a sont
toiis nuls ou non.
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a. Les coefficients a,, a 2, ..., a/^ sont tous nuls. On oh tient un
type ^;{ invar iant dans Gy^. Les structures sont données par les for-
mules

c./ -= c«)c»)i()4- CT<<)()I ,

G.)'

CT'

G)l „

f,)\ 1

<.

^l,/^

== Wî}

•= 0,

•-=: ?n^j
== ÏÏTQ)

=: 7,7 ,̂.)

=: 0,

0-4- 7370)01,

1 1 1

^o^

1 : { ?
. . )

CT'
^01

'̂'l 0

'̂l 1

"-

^'l,/-.-

^= 7î5'Tî3'()

==0,

r=OT^n

rr: 7rr^)i^

=:= 77K,);;j

g~-=7îyr,)^

>

?

4- ^oi^n,

-h 2OT,,i5)^,

/^..1+ ( / / - —

CT r̂: Tîn'ïT

\ f,)^,,,^-r:: (n — l) î .7oi<.) i , /^ i .

On peut prendre

( X- ,

^:( ; Y ̂

inval'iaîit dans

< x ,
( \==,f:cW1"^

^ Y1 ::::-:• a y "-i.- h

-•/..)——........ >+/(y)

Si '̂̂ ;( a nu sons-^'rolîpp adinel l .aît t d^^ invariants (l'ordre nuniîmnn
fif^n'y e/e,s invaî ' iants sont, donnes par un s y s le i ne de la (onne

0 =7Î7^ -:r 0,

^l=::^)l,/,,... j=0 ,

(Ya E^ ^,^ 4- A i ^ )o , / , ' - , i -\- . . . 4- A.^.i r,)^i 4- A ^ G ) 4" .B^K,:=: 0.

On voit lac i l t^ rH^î t que cela ne peut avoir lieu (jue si /t =: 2. Si nous
écrivons alors n a la place de fi\ nous o!)(,enons

^^-o, ^^.^,, ^===/^(/,,
c/B =::::— ^^4- /d: î^ ,
d!\, ~=:nQ^+ A,0,
r/A.2 = ( // ~ i} A i ^i 4- 2 A^,
^/A^ •:=. ( /?- — 2} A, y ^i 4" 3 A;^,
^/A /,:::::: A,/,,..-.,̂ , 4- nA,/^

Aiin. Ec. /Vorm., { ' à ) , X K V . -- AvitiL 1908. 24



"1.86 E. CARTAN.

On peut toujours donner aux, deux i n v a r i a n t s i ndépendan t s B et A^
•les valeurs numér iques zéro, ce qui donue (^ •== 0^==o. Deux cas sont
alors à d i s t i n g u e r .

a,. A^= A,.( = = . . . = = A.,, == o. On a un type g'^,, i n v a r i a n t dans G^.;
les structures sont respect ivement

6) '== ^ ) f » ) i ^ 4- 'CT''•»>(» i »

^ = 0,

fù\ „ —-- 0,

^ o»;,i .== CT^),,^ 4-^»oi^ i 1 0 ,

0)^ :"rr CT^),);; -4- ^02 0)1 , , ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^)o.^_. l "= ^o,/,- i ^ i c ?

On p c ^ u t p rendre

r».;

c,)' -=: G)O)(^-.(- CTr,)^,

r75' .n:7Ty7n<,i,

f,)^ , =: TTT^)^ 4- ^)(» 1 ( ^ ) 1 o —— ^c 1 ) »

^, ^ "= r7y^),,;i -4" o»^ ( ^ ) i o — a ^01 )»

| " ^ ) t < , — ( / / — î ) r ï 7 o i ] .

X •••=:: rt.r 4- a ^ y " 1 + ̂ ;i.y/î

Y-=y4- ^

invariant dans

( X = ( i x -i--- ^ir"""1 -1- ^îî.}'^"11 '1"2 "+
<:ï:;14 ( Y =: hy -h c

02. .[..(^s coefficients A.^ A;,, . . . , A,, ÎH* sont pas tous nuls . On peut
donner à l'un de ceux qu i ne sont pas mi ls la va leur n u m é r i q u e i. On
ob t i en t des types g^^ chacun i n v a r i a n t dans Im-méme, et de siructure

h)

^

^1 0

^01

<.

:=. r,)Q);(, -h OTOlyl,

•r= (.>,

= 77T<,),,24- ^»ui ^10,

r= 7î7^.,;( 4- O.» y 2 ^ ) i,o,

: 7î7(/n^)(),/r-a"+" ^;{^'o,/î-:i^-'"' • -+• t n l t r^} -r- ^o^r-.i^^K»;
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les coefficients m.^ ..., m^ sont des constantes dont l 'une est égale à. i.
On peut prendre

X.=:^r-+-P(r)
Y =-- y 4- b

invariant dans Ini-meine, en désignant par P ( y ) la solution générale
d'une équation différentielle linéaire d'ordre n à coeff icients constants,
celle dont Féquation caractéristique est

— /• i o . . . , o o
< > — / • i . . . . o o
0 0 — /• . . . , 0 0

\.) \i '--' • • • y '

/ / / / , m//..i ///„.- .2 . . . » ^2
ou encore

m^ /•^ — . . . — ^t-n. ï ^ -- w» "= 0'

h. Les €(>e/JkierUs a^ a,, ..., a^^ ne sont pas tous nuls. Alors on
peut donner à Pnn de ceux qui ne sont [tas nuls la valeur munériqne i.
On obtient alors un type ̂ , invariant dans G;;^. Les structures sont
respectivernent

/ ' " i < >

:"-;:= ^)i<) -1111•- ^^^Ol?

=:= 0,

== 77>r,}^ i,

".";:: 77y<»>i2,

- 7ÏT ( a l/»» i ̂ .^ "i- . . . 4- V.n- \ ^ ' 1 0 ) ?

<^

•::̂  r».)^)jo+ ^'''.»oi»
==o,
=:r??7Q)(î,

:—7ÎT<»)i2,

: — rs{ ^i ^)j,,/.,.,-. i -4- ^2^1,.;-â -h- . . . -4- ^//,-i ^h i ) -
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On peut prendre
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^M y =-7-+

" (.r ) -

- a
+-/(y)

invariant dans

\ X=.-z;^^>4-./(y)
^ i Y=:j+a

en désignant par P(,y) la solution la plus générale de l'équation diffé-
rentielle linéaire d\>rdre n a coeff ic ients constants

P(^)(y) + y^ .p^"l)(y) + . . . ̂  a,̂ i P^J) •= 0.

On démontre sans dinienllé que, si ^,,^ a un sous"^roui)e adinettani
des invariants d'ordre nmnnuun n'^r^ il tant que n == 2; ensuite que
c'est impossible.

46. VU. Les groupes fi'cmsiufs qui (idrnetleni les rwfnes iwarianl.s du
premier ordre que ̂ .

Les groupes g^ (^ ( 1 ^ ont leurs structures déf in ies par les formules

r,)' •̂: c»)^)!»^- TîT^ï,,

777 r,':: TÎT^o• r,)' := CT^j,)

^ ^=0,
X(,

Le syste m ( t co ni p 1 è te m e n t i n ( ,é^ra I) 1 e q u i d o n n e 1 e s i n va ri a n ts
d'ordre ̂ n d ' u n des groupes cherchés c o n t i e n t toujours les é q u a t i o n s

0 ^^^rro,

^:^^î:r:::o.

Soit^;;:2 le plus petit entier pour lequel il en contienne une autre;
soi t

^ 32 0-)y/, 4- ^i <')(>, // ...i "h 0^ ù)o,/<-2 ^1"- - . . -4- ̂ .....i ^,»(,i 4- a,, (.,) == 0
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cette équation. On trouve

^==0, 0\-=o, @,=^(0—/ i^ ) ,

de/ ] == ci 1 0 1 ,

r/r/.j == 9.a^ Oi,

da,,-.ï= (^ — ^/i-i6'!»

c/a,, •=^.na,^^

1° te /À coefficients a,, a^ ..., a/, .sw2Z /o^.v ̂ &. On obtient alors un
fpc /!?'oj invariant dans G^, les structures étanti-'yp

f,)' =CT^),H,
Tîî' === 0,

o^ -^).,, ^.^^

r,),3 =7W>o,,

^^//.^ = 0,

M'

TÎ5'

"'••(,) j ^

^U 1

^os

^^o //.

== r,)f,)n^h

rrz 775'7D'oi,

=:= 0,

:=r o,

•=: 7î7C»)oa +

':= 7îy^),,3 -t-"

"":= rji)^,/ ( ^)io

7î7^,,i,

0)oi ( 0 ) 1 0 —

' '»>02(/1)10 ——

--/^oi).

TîToi ) ,

•27ï7oi),

On i)ent p rendre

i X == ^- -4- rti ^•/l--"1 -t- ^2 y"'"""2 -4-. . . -4- ^n
} Y rr: y 4- ^

invariant (lans

i x == A ̂  4- ^«.y" ""{' ^i./""'1 + • • - -i" a"
r ( i11 ) Y - ^y+c

QO J^^ coef fichus a^ a.., ..., ^ ̂  ^ont pa^ tou^ nul,. On peut
,1 ,̂,, ̂  i-^,;\i, o,,,tx qui nn sont pas nuls la valeur i, ce qui nment a
fair<- ^o. —o. On a. alors un type g^ invariant dans (x^; les struc-
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turcs sont données par les formules

w
7^

^01

0);, 2

G)', ,.

== CTr<)()i,
=--0,

== m)o2î
= OTC,) 03,

,-=-OT(&)'(,, , ,_ i -=—OT(Wi &)„-_)+. . .-|- m,,u),

"C,2

/ (>1

OT'

^ 1 0

"01

"02

";,,„-

= 0)G)i(,

==: 0,

r==0,

==: 7ï7 <»..)() a

•= TÎTO.),,^

1 = CTG)(,/,

--h-THOol,

-h- W(,ir,)m

+ ^ ) 0 2 ^ > 1 ( ,

-h ^)o,„-..-. l

CT(Wi r,),,^4~. / /^^ to , / / - . i 4- . . . 4" W/^oi) + r»)o/^»>i

On pent [) l •et l ( l^< t

( X=.:r+I^(y)
^;-2 ( Y =,r-ha in variant, dans

( X /.^-hS>(j)
^. ̂  a

en désignant par P(y) lit solnlion la |)liis ^'en^ralc1 de Peqnation diffé--
renlielle lineair(1 à coeff icients constants

p(^i- i)(y) ^ rn^ V ^ i y ) ^ . . . 4- /̂ ..-...i l'^.y) 4- /^/,l>/(7) "-: o;

l'un des coeflici( tn(s m^ est e^'al a ï .

47. VIII. Les groupes transitifs r/ui admetieni les rnêm.es invariants
du premier ordre a ne ^7.

I^a siructiire de ( x y (vstdonnée par

W r:.::;. 7T77^ ,

757;.. -= ÏÏT^i.
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11 n'y a qu 'un type possible , obtenu en considérant le système

On trouve

0 = r.) —CTOI ,

Oi ES r,)^ -4- ^ G)() 1-4- ^ OT() i == 0.

Ô' = o, 0^ == o,

(r/// -r= a Q ̂ , <7. r= 0.

Oii a ainsi un type ^'7^ invariant dans G^. Les structures sont

< r,) •m 7î7fj)oj[,

^7,1 , TTT' =.— r,)ïï7,

' G)^i =;• ' f^)G>„l,

(L

GJ =; OTC,)oi,

^/ -=7T7?Î7,>|,

^ui =?no)oi,
f,)\ „ "— 7»7,»i 0)( , i .

On peut préndre

\ — 5Jl£̂ .±:A2!
ali — ^c

Y — l7-!̂
-•"•- .̂y + Tl

invariant < lans

"'7,1

X..== { ï x { c y ^ IiY

Y — ÎZ-:̂
""""""" C^^ -h À

48. IX. Les groupes transitifs qui admettent les mêmes invariants du
premier ordre aue g^.

Les structures de ff^ et G^ sont don nées |)ar

^l ( r^o.

Si ^'^ a un sous-groupe adnnîttant par rapport à (i<i, m plus de
l'invariant de ̂ ,, des iuva,riaf"its d/ordrf* nmmnurn n ̂ 2, ces invariants
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sont donnés par le système
Q E= OToi = o,

0i= &)/,o-t- act>io+ ^CT •==o,

et l'entier n est égal à 2 ou à 3.

i° n == 3. On a
9\ =: o, da == 2 0i, & == o,

ce qui donne un type g'nj invar iant dans G , , , , . Les s t ructures sont

À 1 1.1

r,y ==r,)Mio,

^H) == C»)^20»

MSO"^ ^10^-HJ»

^11,1

On peut prendr rendre

X
a ,r ~h ^

À'"! 1 , 1
<• ,-r "4- h

Y = F 4- a'
inv;u'i<uit (lit ils " 1 1 , 1

2° n ,= 2. On trouve de menu1 un t y p e ^ , ^ i n v a r i a n i , d ans Gn, .2 .
Les structures sont

[ G.)/ :=r,^»io,
: 0)^io?

7?T' =.̂  777^0

On peut prendre

[ X == Cix -r ^

^1^ ( Y- .y -\-c
invariani (lans

( X,-:=a^+ b
x 1 1 ' 2 ( Y:=c7 +A

49. L 'énurnérat ion des d i f Ï e r en t s types de groupes t r a n s i t i f s réels
à deux variables est a in s i achevée. On peut rédu i re un peu leur
nombre en remarquant- que, si l 'on écrit les équat ions de ^3 de la
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manière su ivan te :
X ̂ a'^x 4- b,
Y = a'^y -h c,

le groupe ^\ rentre dans le type g\^ en faisant m = = o ; de même ^g
rentre dans g\^.

Remarquons de plus que les groupes

A''4 f S'^ ' ••r'̂  » é^l '2 ' ë\ ,\ » ^4,2

deviennent homologues aux groupes

'̂4 » A'''» î •&'' 1 2 f é'4 ,1 î é^, 2

par un changemen t de var iab les imaginaires.
Parmi les 64 types ainsi obtenus , les types

^'.t î ^ 1 2 ? À' 1 2 î ^ '2, r» » À' 2,7 » ('y-'» 1 1 » Â^î, 4

dépendent d 'un paramètre arbi t ra i re ;
Les types

À'a,(;î ^'2,12» A' '2,13» A':<,:(> A^R» ,^(,7» À^,3» ^îî,^ é^,!

ipend i^n t d 'un entier a rb i t r a i r e pos i t i f ;dep
Le type ^3,;; dé|>end d/un paramètr t ï arbi t ra i r ( i (ît d'un entier arbi-

trai r(1 pos i t i f ;
Les types

A"'5,S» ffï»^l /^'6,2

dep( ;ndent ( l 'un en t ie r arbitraire n et de paramètres arbitraires dont
le nombre est lie à rent ier n,

D'un aut re po in t de vue, parmi les 64 types obtenus, 33 sont inf in is
e t3 i sont f i n i s . Parmi les groupes i n f i n i s :

y dépend de 2 f o n d i o n s îu'bitraires de '2 arguments
^i, ̂ , ^;;, ^n,i, ^ï;,^ ^2,9 dépendent , de i fonc t ion a rb i t r a i r e de y arguments
^2,1,^2,^ ^2,^ A''2,i^ /TS,!! d é p e n d e n t de 3 fonct ions arbitraires de i a rgument

Â^' Â^5 •>i)r'̂  ^2ÎÏ /, „ ^ » I ))

.^2,»'» 6'̂ . Il» &^'»2 )

^<; ? ^7 i À^U ? ^'2,7 ? ^''i, 1 ;i ? j

.̂ •i,l, ^3,2. Â'3,'^ A'^B, - » 1 » l >•'

^3.10 î lé» ,̂ 3 » À'''» ,/» » À"";». ;î1 ï À '̂*'» i R /

A^'i. Kc. Nonn., (3 ; , X X V . — MAI i^oS. %r:>



ig4 E' TARTAN.
Les 3i autres groupes

g-^ g\, ^/, ^-10, g'ny A'U» A^l» A '14» A'I;)» A'0,2» A'0,3» .^1,1» .^2,0,

^2,13» ^'3,3î A'^» ^3,6. ^3,7» A'3,9» é '4 ,1? ^^ 1 ? é^,2» ^4.2» Â^î>» ^'5/^

é'r,,îiy é'^l» .^'^2? ,^7,1» ,^11,i^ o''n,2

sont f inis .
Les 34 groupes

G, ^2, g\, g[, ,̂, ^y, ^'y, ^0,1» ,^',2^ ^0,3» ,^,1? -^2.^ ^' ^2,47

.^2,5? ,^2,0 ,é»'2,7» ^'2,»» é^^î À''2,l'»» .^2,11» À'2,l2î .h^U» ^3-2» ô^^?

^3,')» é^,!»^ é^l? ^ ' 4 , 1 ? A^^i À"' /,,2 ? A^,3? ,^,4» A^,.';» ért>,^>

ne sont invariants que (lans eux-mêmes;
Chaque groupe du type ^o qui dépend d'un entier arbitraire n est

invar iant dans un autre groupe1 du même type, mais pour lequel l'en-
tier n est supérieur d'une u n i t é ;

Enfin le Tableau su ivant i n d i q u e , a côté de chacun des 26 autres
groupes, à quel type appart ient le plus grand groupe dans lequel il est
invar iant :

ffi
^
ff.
^
^
-^IC

^11
8^
^
^13

Les grou

À'O,!

^

^9

,^,t2

^"3,K

^1,1

À^,4

ê\ï

^4.1

/?3,5

pes

À'14

^
A'i,î
/^,i
b'3î3

^3,4
^$,5

.^3,6

^3,7

^,1

Â'0,3

^,î>
A' <î 1 3

-Ai, 7

^'2,0

A'211 2

ffî, 1 3

A'2,13

^^

A'2,10

A;^

^1,3

<•/•..^ ?.», 4

A^,i
A^î,^
A 7,1

AUl

An,2

A'2,n
^'2,12

A^^s

A 3, S

^1,5

A 3.0

A'4,5

A^,!

' < » A^' A'?» A^? A^'j» A^M» A^I,! A^,^? A^»^'» A^îi

sont simples.


