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SUR L'APPROXIMATION
DES

FONCTIONS CONINTUES PÉRIODIQUES
PAR LES SOMMES TBIGONOMÉT.R1QIJES LIMITÉES,

PAU M. MAijiuœ FRECHET.

L Tchebichefï^) a montré que, étant donnée unefbnction cont inue
quelconque/^z') définie dans un intervalle donné (a, b\ il existe pour
chaque valeur de ri un, polynôme de degré/z qui est plus voisin de /C.r)
dans l ' intervalle (a,h) que tout autre polynôme de degré //. Sa mé-
thode, perfectionnée par Kircherberger (2), se trouve exposée en loute
rigueur dans les Leçons sur les fondions de variables réelles de M. Borel,
auxquelles nous aurons encore à renvoyer dans ce qui suit .

Nous commencerons par énoncer sous une forme plus générale les
résultats obtenus par TcbebichelT. Il suiïU de quelques modif icat ions
aux démonstrations développées dans les Leçons de M. Borel (p. 83-<)2)
pour obtenir cette généralisation qui. constituera la première Partie de
ce Mémoire. Au, contraire, nous nous écarterons dans.la seconde Partie
des raisonnements de Tchebichefî et nous appliquerons les résultats
obtenus en choisissant comme fonction approchée non plus un poly-

( î ) JSuMotin de la Société p/^lco-mal/wwïtiquc de l'Académie impérialedes Sciances
de Scuru'Pfhershûury, [„ X.VÎ, i85S, col. 145-!/ig. Mémoires de t'Académie impérude
des Sciences de Saltit-PéKîrsbour^, I . ,IX, 18.59, p, ^01-291.

C2) Inau^amI-'DIff^rtaiio/i : UabGr 'rchebyclicj'salie Ânnâlienungs-met/ioden, (jdllin^en,
190^.
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nome, mais une somme (Ti^ouoniéirique'de la (orme

a,) "4- cî î cos..'f 4-' (Ïi s i ï s .T" 4 1 - . . . •-h 'y-n cos//. . /* - h ' jï// sin. //.-r.

II est d 'a i l leurs probable que les modif icat ions in t rodui tes dans
notre première Partie aux, énonces de Tchehichcif permel . f . ra icni aussi
(le les appliquer dans d'autres cas intéressants ( ' 1 ),

PHEM1ÈHE l^ABTUL

GÉISÉIUHSATION W LÀ MÉTIÏOUK i)!': l 'CÎÎEtîI^ÎÎ^Î'i- ' .

2. Soi.(,/'(^1) une fonct ion d é f i n i e el bornée* dans l ' i n f . e r v a l l e (a, h ) .
Soit d'antre part^ une f a m i l l e de fonct ions c o n t i n u e s de ,r

S(,r, }„„ /.,, ...,/^,;

dépendani de p + i | )arame(,res À , , . . , , À^ f^;, el J rensemide de
tooles les f o n c t i o n s de ^, ̂ , , . . , .1̂  ., ^ Nous supposerons seulement
aux fondions S les propriétés s u i v a n t e s ;

I, La somme ou la. d i f f é rence de d e u x fonc l ions deJ^anpa r l i en t . à S ^

IL Lorsque^ reste fixe, [ SO, 7^ ..., A;J - S(4-, À,, .,., /y)) ( ,4 î<I
vers zéro, iinitonném.ent par rappori à x, lorsque la plus grande des
quantités |À^ — À(,|,, - . . , |À^ — /^ tend, vers zéro dans ( ( ï , h ) .

111. Lorsque p reste fixe et que les A varient de façon qu'on ai l 1*11

( ^ G e t article est Ïo dévcioppmnoiit (hum Noie (lo niuMmr, .Vw. ^nppnu'mmfînn ̂
^nctwru par def: ww tr^oiumiéf.n(fu^ Umît^ (Compta ^iuUi^ 'n mm^r tw- if<-
Après la pnbHcmîon de colle Noio est, puni ,.m Mérri»»!r,. d^ J,-.W Ïm'^1 intiiu^^
<^/wm/ ^^/y of ^/-o.r/m.^/o/. ^ y^/u-/^//. /m^/i.///^ „ ̂ n rnm^r nf ̂ ^frmr
pommeler (hins io n.nncro (lo j.iill.i Kp;, {, Th, (les y/./^,^./^///, nf i^ //www/
^a^^^^/.SW^r. Col inlérossant MrmioJrf. cxaiirnKî to |)n,hlm«e ^ùmî , mt |H,H|,J<:
vue analogue el le gonénUiso en j.kml iiilorvenir <î.. op.nu.KH^ l,rôiir«/ Lh I..
ntisonno,rK:.)is.m|)^ydseUos r^uîî,.lH om,<,n,s ̂ ntm <lilî,r<mtH di.H n6tnm îK'Ntr ̂
le (nivîul actuel no fusse pas avec lin ({nubio emploi.

(^ Tchobichofr pron(! on pariKîulior prHir famille ;̂  l.-cîiBeîrîî^o dos paivuomeH do
uo^ro y^, , ""
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tout point de Ça, b)

S(.'x', À^, . . . , ? , / , ) ! •< M (M nombre fixe quelconcine) ,

les X restent'bornés dans leu. ensemble.

PREMIEH LEMME. — Sous ces hypothèses, on 'voit d'abord que

l /(.^)—S(.r,Ào,...,^)|

a une limite supérieure déterminée ynÇh^y ..., 7^/) lorsque, les À restant
fixes, x varie dans ci, b, La quantité m(À<^ .., 7^)^o a elle-même, une
limite inférieure p-^ o lorsque, p restant jixe, À(), .,., Ày varient de façon
quelconaue. Si la limite a est atteinte pour une fonction S('x", /^, ..., An)
de S^, no ,̂,y dirons que S(.T, /"(p ..., /c^) est une lonclion d'approxiniation
de j\x) dans Sp. Le problème de Tchebiche/f consiste à déterminer s il
existe au moins une telle fonction et, dans ce cas, s il en existe plus (l'une,

En se reportant à 1/Ouvra^e cilé et moyennant les hypothèses II et
ÏII faites sur les tondions S, on verra sans difficulté (p. 83) qu'il en
existe bien au moins une et ceci quel que soit/^.

Les deux lemmes qui vont suivre servent à décider s'il en existe
plus d'une.

DEUXIÈME LEMME. ~ Nous supposerons maintenant (.fue la fonction f(^)
est cou lin ue. Si l'on se reparle à l'Owruf^'e cité., on constate (/ue, si
S(x, /o, ...,/.) est une fonction de ;")• e(. si o est un nombre positif assez
petil, on peut former une suite de nombres croissants a, ^y Ç^, ...,, ^,. ̂  b
jouissant des propriétés suivantes :

Soit A' l'ensemble des Dcdeurs v! de ,'r telles que y ( y / ) -= m. \ en posa/il
y Ç x ) === f(x) -— S Or,, 4? ? • • ? l 'p ) el appelant m le maximum de \Y (^ ' ) \
dans ( a y b )| et soit K" lensemble des valeurs ^" telles que y (c/f ) —: *-- m.
Soient de plus .1.,, ..., L^ les intervalles conU^us déterminés par les
nombres a, ^ et b. Ceci. posé, tous les y/ sont dans des intervalles L dont les
indices so'nt de même parité; les yf sont dans les inte/valles de parité dif-
férente de la précédente et il y a au moins un a! ou un yf dans chaque.
intervalle L. .De plus, les nombres ^ dif/erent de plus de S des nombres a'
ou c/f ; et il en est de même de a auand \Y(a)\^m et de b yuand
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\y(h) [ ̂  w ; ^m l'on. a

'lj(^) | > ̂  pour ) ,r .,.„.... y' ) <- ^ ^ [ ̂  ,„ ̂  j ̂  ̂

On peut tijouter (p.ie, si y (^sl inn1 fo îK- t - io l i pmrHiHjue d^ ()eriod(i
- a) et q pair, il est impossible que |r(^}( ̂ ^ ii rmip ^l^s ex(,r<-

mités a, b.
{b

Ceci étant, on pourra choisir dans chacun des iniwîi ih»s I., t i n
nombre 0^ tel que

y ( a i ) == g m, j ( a^ ) = - g m, y ( ̂  ) :̂ .; € m, ,.,, ^y ( y^ ) ;,,, ( ...,.„ ^ ^y * ^ i ̂  /^

avec £ == ± r .
On aura

a ;:; a, < ̂  < a, < £„ ., ., < ̂ ^^ ,,̂  ^^ . - ̂

et, dans le cas particulier on q est pair et y de période (h - m, on
aura C(:ulainernenl

^ < a,, a^< ^.

TISOIS^ME ÎJ-:MMI^ -.-- ^^ /wu/Ucnanf

^^^ -.,Â,)

une/onction de ^ ld^ qw ^ ma.mm.um m, r/^

|/(^)-S(^/,, ^.,^)|

^^(a, A) ,ou inférieur ou um^mmt égala m. On wù ^ 1 1 M^
une jonction de f 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1

^^)^e[S(^^)^ ...,X,)-S(^4. ...,^j;|
telle (juon ait

(I) ^(^i)ïo, ^(^o, ^(^):;;;o,

:̂s';": ̂  "" ̂  "/•"/""'•<•"" -/- •r """/"- ./•"-""»• "'-
^ f^ )>A

^^y,̂ <^), ̂  ̂  ̂  ̂  ,̂ .̂ ^ ̂ ^^ ̂  ̂ ^^(A

l-7-'"^^2 "n |.•r-c<' /|<ê.
• " %
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Supposons quon puisse déterminer une fonction (ûÇoc) salisfaisant à ces
conditions et telle que, quelle que soit la constante Y], la fonction

(2) Q(^)^Yï(^-^) . . . (^-^ i )^( . r )

sou une fonction de S.
Si l'oit prend pour Y] un nombre assez petit en valeur absolue et d'un

signe convenable, on verra Çloc. ci/., p. 85) que la fonction

H(.^)sQ(^)+S(.r, /o, ..., //)

est une fonction de ^ /elle que le maximum de \fÇx) — kÇx) \ soit infé-
rieur à m.

Le dernier lemme est destiné à faire voir comment varient les fonc-
tions d'approximation de fonctions variables.

CïiNQUïÈME LEMME. — Soient ï p Ç x ) et T^-4-AT^ deux fonctions d ' a p -
proximation dans Sp de deux fonctions f\x) et g(x) telles quon ait
dans (a, b )

|/(.r)~^)|<£.

.ST l'on na pas AT^(.T) [ <^ 2£ j^oar tous les points de Ï un au moins
des intervalles H\-(a^ a^., ) (i == i, 2, ..., q — i), on voit (loc. cit., p. c)ô)
au il existe alternativement un maximum ou un minimum de Aï,/.x)
dans chacun des intervalles

(ai , a;,), (ag, a,J, . . ., (c^,/^, a^).

On peut même ajouter qu.e, si, y == \f{x) — T^(;r^)j est de période 2TT
et q pair, le même ^enre de démonstration prouve que, si l^on n'a
pas [Al^/.r) [ <^ 2£ pour tous les points de l'un au moins des inter-
valles H,|, . . . y H^i ou l lo(a , a , ) ou H^('ay, l/) (lesquels ne sont pas
réduits à des points) , le résultat précédent s 'applique encore en ajou-
tant a. la suite d.es intervalles ( a ^ a ^ ) , (a^, a^) , . . . les intervalles
(^y-o y^-+- h — a ) , (a^, a^+ b — a). .11 y a donc dans le cas général
au moins q — 2 et dans ce cas particulier au inoins q minima ou
maxima distincts de AT^(,2?) dans (a, ^).



48 N A U 1 U C K FIŒCIIKT*

DEUXIEME PARTIE.

APPLICATION DES KÉSULTATS PiU-:CKÎ)KNTS Atî CAS OU Ï/0;N P H K N ! )

COMME PONCTIONS A P P H O C Ï Î K K S DES SOMMES TlUGOMnîK'nUOî^S.

3. Prenons en par t icul ier pour f o n c t i o n s S des sonnnes { r i ^ o d o î n c "
triques limitées

S(^, }.o, An Àg, ..., /.a/,)
^ -^ 4-. (^eos,y -4- T^sin.f) 4-. . .^-(^-îCOS/t-.r 4- / . ^ . s i î» / , l . r ) ,

et supposons a =-= o, A =^ 211.
Ces fonctions satisfoni évkicrmnent aux proprictcs I, I I < I I Î G do i t .

vérif ier loule fonction S. Q u a n t ii l î i ( ï r o i ) r i c î c I I I , e l l e nsull,^ des fo r -
mules connues

L,.,.,,.,.i = _ ^ S cosr.z' ̂ 'r, /„,. ;::r: ^ S ^ t t } /'.r^r ( / • - • 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 n, . , ,, À j,
' o ' < o

d'où l'on déduit,, si |S <,M, (»ar le l l ïéorénie de h moyenne ,

| A,,..^ | < a M1, | }..,.) < 'A M ( /'!;-:.. o, . . ., h ) .

Il en résulte que d'après le premier lemme,: Mf(:v) ^t u-nr /^w-/nm
définie et bornée dans l'inlermUe o, 21:, H e^ùf^, pour (-haf/u^ ^tl^ar ^f

r entier ^z, au moinîî un système (te ^n -h ï nombre u^ u^ ^, . ,., u , ^
tels que la limite supérieure [A dam (o, 2 r.} cic

j./(.r) — (^.4. ^tcos,2--s- <» is i t ) . ^4 1 - , . .4- r^cos n.r 4-11 ^//hin / / .r j |

^^ ̂ ^ ̂ to ̂ a^ À ̂  &"m//^ mpériwrf- m, f/nns fo, :>î: ) r^

|/( x) - ( A, 4- .Ai cos .r -}- lî, si il .,,,• ̂ .., .4. A , <'<,»s // .,• -.-.h 1^, Hi n n .v j [,

ou A^ A^ J'},, ..., A/,, 1̂  ^/^ 2^ -h ï (-o/iMantes f/uclawH/ï.w.
Nous appellerons alors la fonct ion

T^(.z') E:̂  f/^-i- //, CDS^ 4,,,,, .̂  ^^ Hin^
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une somme trigonoméirique d' ctpproocimation de /(/^) d'ordre n.
S1 il existe deux telles fonctions

T,,(.r) et ÏU.-r),

il en existera une infinité.

En effet, tontes les fonctions

H(;r) =EE cos^T,,0) 4- sin^K.,,^;),

oùcp est une constante quelconque, sont des sommes trigonoméiriques
d'ordre n; on a

[/(^)_H(^)(=jcos2y[/(^)-T,,(^):l+si^2y[/(^)-K/,(^);]|^.

Donc, quel que soit y, ï i ( x ) est une soinnie trigonornétrique d'approxi-
mation de /"(^) d'ordre n.

4. Nous allons maintenant déterminer un cas où i l existe une seule
fonction d'approximation en appliquant les deuxième, troisième et
quatrième femmes au cas où/(,r) est une fonction continue.

Sous cette condition, on peut appliquer le deuxième lennne et
former un nombre fini q d'intervalles L^ L^, ..., Ly jouissant des pro-
priétés indiquées, re lat ivement à une somme trigonométrique déter-
minée :

F/^(.z') ESS AO-+- Aicos.r -4- Bisin.z- 4-., .-h A^cos/^' -h B^siti/^'r.

Soit m le maximum de \f{/x") — V n ( ^ ) dans (o, 2-îr). Je dis que, s'il
existe une autre somme d'ordre n.Q^x), telle que le maximum m^
de \f{oc') — G-nÇz')\ soit 5 //<!, le nombre y des intervalles L est $ 'in + i.
.En eilet, d'après le troisième lemme, il existera une somme Iriffono-
métrique ̂ {x) = a^(.r) -- V^x) v é r i f i a n t les relations ( ï ) ̂ n nombre (j,
qui entraîne l'existence d'au moins q — ï racines égales ou inégales
de ^(.r). Or ^(<r), étant d'ordre n au plus, admet au plus 'in racines
égales ou inégales (non congrues, module 2Tc). .Donc

(f •— J ^ 2 II.

Afin. Kc. A'o/•///., (3;, X X V . ~- {''liviuKH i()o8. ^
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5. Inversement, app l iquons m a i n t e n a n t le q u a t r i è m e l emme a une
soirirne ir.i^'onoïnél-riritn* q u e l c o n q u e Z^(.^) telle. que le nombre y des
intervalles L correspondants soit " .2^+1. Supposons d 'abord y im"*
'pair : (/ •== 'ih-^r ï ; alors I/expressiou

Q ( .r ) ̂  Y] [ si n ( lÏ̂  ) si i» (<lr-^..^ yi. . si î i ( •r ."|̂ ...- î i[i) si n •''.'̂ ^i^1

estunesonnne t r i ^onoméi r iqu i^ d^ordre / / , c o s n i n e o n le v o i l e î i î i i c i t a î t )
chacun des h facteurs (sin1—" -c^^ si n^—^} sous l a i o r u i e1 \ 1 1 ^ 1 ^ / 1 1

1 ""cos^—^.1 -(^sf..^- ̂ ±^JA\
a / • • 1 ' ^ 1 \ ^ I ]

et en développant. D'autre part, on peut mettre Q(.r) sous la torme f ^ )
en i)o saut

•^...sinf'7'.-^
. / . r—;, , . / , /• -.^^. ^s ici .....-...-.—-.- . .. s m

/ v *< 7<,, ^•) ::r.: ..-,....-.........,.-,-..-..̂  ^
( ^ • - "C j ) . . . ( ^ • 1 1 1 - 1 1 - 1 ^/. i)

lorsque ,v est distincf, dtï Ç,,, ..., ^ ,, ri

.x^)...'. !!̂ tïh.̂ :̂ ^̂ ^ ( ï< "": !::v 1|sin(^-^). ..„„ (^.<.::^-1)

^ (SÂ-— C i ) . . •(^ ' -"••^- îK^ 1— S^H ) . . . ( ^ • — s ^ ^ )
( / » • — 4 a, . ..^/ — t).

On voit que w ( ^ ) est une fonction coni inue de ̂ ; di» p lug , si o^ est
SUif^) HHlf^)

la plus petite des q u a n j i t é s nos î t ives —-^ ,....-.--...-1.1.1, on ^in.^. 1 .,. li &/,- n—c,/, 1 1 '
quel (.|ue soit ûc entre o et 2?:,

Donc û)(^) satisfait aux eond i l ions du (.roisieine leni îne; par suilrs en
prenant y| assez petit en valeur absolue et d 'un signe corivenahie, on
obtiendra une fonc t ion

:H(^)^Q(.;r)-h%,,(.z-)



SUK L 'AE^PROXBÎATÏON DES FOINGT10NS CONTINUES PKUlODIQIJES , ETC. 5l

telle que le î iKixirnum (.le [./(^') •—" R(;2')[ d a n s (o, 2?:) soit, infér ieur
au m,aximu,m de l/^) — Z//(.ï') [ • OrQ(\-r) étant d'ordre h sera, d'après
l'hypothèse, au, plus d'ordre n, et, en prenant ïj assez peti t , B.(^') sera
certainement du même ordre que Z^(.r). Donc Z^(.z') n'est pas une
s o m m e l.r i. go n o m é tr i. q u e d'a p [:) r o x i s n a t i o n.

Supposons main tenant q pair : q === 2/1 <^ 'm -4- i et admettons main-
tenant que fÇx) soit une fonction périodique de période 21:. Alors, nous
prendrons

, . .'.r . x — ci \x ) EE •/) s in — s i 11 ———-0( L ft \ 2 ÂJ
. / X — ^ \ . / . T — — ^ M : ' " . ( X — — ' E f f 2 \ . f X——Ïrj~\

X s m ——'- s in ———~ • • • sin ————— s ni ———-'—
v 2 / \ 2 /J „ \ ^ / \ IÀ .

On verra encore que Q(.^') est une somme trigononiétricine d'ordre À.
La fonction o)(^) sera encore une fonct ion continue jamais négative;
mais elle sera nul le pour ^"==0 ou 2Tc. Seulement (/'(A*)-"-Z/^/r/J
étant une fonction de période 2T: et (/ pair, les extrémités Oy 2'rr n'ap-
partiendront ni à A/, ni à A". Alors^ d'après le deuxième lemme, on
aura

Kl:^, |a / / |>o\ | 2 7 T — a / | > f 3 , | 2 7 T — a / / | > ô ;

donc les iné^'alités \x—vJ\<^- ou \x—a" <^ - ent ra înent .^^>-'-.̂  '^ à
et 2îr - ̂ > ^.

1,1 en résulte qu 'e l les e n t r a î n e n t aussi

., / . ô\
Q) ( ̂  ) > (s in .- ( pi pa . . . py .-.i.

Donc o)(^} vérifie les condit ions dis troisième lemme e!, l'on arrive
à la, même conclusion q u e précédemment. w

En résuîiîé, que y soit pair ou, non, sifÇ^') es tune Jonc lion continue
et de période 21:5 il. fuut, pour que Z/^(^'} soit une somme trigonornétriqw
(l'approximation d'ordre n, que l'on ait y ^ > 2 / i 4 - î » iy ai Heurs eela
suffit, car, s''il. existait une somme d'ordre n distincte de Z^ dît dillerant
moins de/ï^) que Z/^ on aurai t y ï a ^ + î , comme on l'a, démoniré
plus haut.
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7. De plus, nous avons vu que, pour chaque valeur dc.r, il ex is te au
moins une somme d'approximation (Fordre // qui, d'après ce qui pré"
cède, correspondra à y^>2// . 4- 'i. Mais nous avons vu aussi que, s'il v
avait une autre somme d'approximation, 0 1 1 aurai t y <'„>//. -h i . Donr :

ri/'(.T) ̂  une fonction continue e/ fie /^riof/e 27:, ^/ // //// entier y^^/"
conque, il Y a une yo/nme //li^'o//o///(;//'t(/ne ( l ' o r d r e n

T/,(.r) -ï:s ^y-4-" ^i cos.r -h ('i i^în^' • • • ! • - . . . • 1 • | • 1 1 • if,i cos//.r - i 1 - î  siu //.r

y^// approche p/us de f { x " ) c/ue toute ûutre- Ko/n/ne trigorionïef.riffue
(Fordre n. Anfrement di(, quelle» que soi! la, soîmuie tl'i^onoiiin'q.riqlic
(l'ordre n :

Ky,(<r) sss A(» 4- A i cosj" 4- Ï î i siîL'y 4- . ., 4'- A,, ^os/ / . / ' 41- Iî/, s î î ï / / . / %

le maximum de \f(^) — IV^) sera supérieur fe(, nod pas e^al ) au
maximum de f(x)-- T//'^') .

8. Apj î l iquons mainlemuti le ('imiui^me lemme et. soient /ï.r),
^ ( ^ ) deux fondions conl ini îes d^. ( )er io<l(* ^^ fe l les que, quel que
soif, x,

( 3 ) | / (^}-^(.r) |<Ê.

D'après ce qui précède, à chacune d'elles correspond une somme
trigonométrique d'approximation d'ordre n /Hen déterminée T//^; (*(.

ï^(^) + Al'/^^) ̂  ( / / y4-A/ /J 4 - ( / / i 4- oui) cos^'-}-1 * . . - .1- ( f^ 4-Â< f^ l ) sm//»r.

^ <& y^e /a correspondance établie ai/m entre f(x) et T//^') e^ r'on-
linue, autremeni dit, que l'on peut, choisir c assez peiii j»our <(ue
l'on ail,

(4 ) |A^|<^ |Ar^|<y), |àc,|<^ ,.., |A^«ï),

lorsque, /(^; étant fixe, ̂ (^) vérifie t'inégalif.é (3).
En eftct, ap|).li(jïïons le cinquième lemme en rernarq liant que les

intervalles Inemployés sont indépendants de^(^). îraprès ce lemm(»,
on aura |AÏ,/(^) < 2£ en tous les poiuts d'un intervalle II, non réduit
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à un point . En efïel', dans le cas où q est impair, si l'on n'avait pas
[AT^(,'r)|< 2£ en tous les poin ts de H,, HL, .... H^,, Al\(^) serait
une somme tri^onométrique d'ordre n au. plus qui aurait au. moins y — 2
maxima ou m i n i m a dis t incis . Dans le cas où q est pair, si l'on n 'avai t
pas A T ^ ( ' l ^ ) j < ^ 2 £ en tous les points de l 'un des intervalles H^
H i , . . . , Hy, , , Hy, AT^-r) aurait au moins y maxima et mininia dist incts.
Or, dans les deux cas, la dérivée de Al\ est d'ordre n au plus, e l le a
donc au plus 'in racines et, par suite, ou bien q serait impai r et au
plus é^al à 2/1 "h 2, ou bien q serait pair et au plus égal à 2/1. On
aurait donc dans les deux cas y <^ 'in -4-" ï . Cela est impossible, puisque
T/^ est une somme t r igonométr ique d 'approximation d'ordre n. D'autre
part, nous savons que les seuls intervalles qui pourra ient se réduire
à un point, H() el H^, ne le f o n t pas si q est pair e tyde période 2'ir.

Ceci étant, prenons, dans chacun des intervalles H/, 2/1 -l" i points
distincts x^, ..., .r!̂ , . D'après ce qui précède, AT^(.r) pourra s'écrire
sous l 'une des formes ^/(^) obtenues en donnant à i l 'une des va-
leurs i, 2, ..., q — i si q est impair , o, i, .... q si q est pair, dans
la formule

. / r — . z - ^ \ / ^ ^ ^ \ . / . r ~ ^ . \ . fx- . r ^ \h^n+ï ski———!- - .s in ———f— s m ( ———^-1 . - s u i f ———2^-1-.,/^^ v ,,f/) \ 2 / ^ \ 2 / \ ^ / \ ^ /
i ^ V " ' / ' — — — /' "A //„. ' / '» ,y,l?",l , ,y> l?J ^''^ •\ /.y.'./'-» ,Y.1/"^ , / ,y. ' /5 ,.y.((') \ 7

^ sin ^ -^ ...sinp—1^^1 sin(^—^^...sinf^—^^^
\ 2 / \ a / \, ^ / \ 2 /

avec ^) [ <^ 2 £ -
Si l'on développe ' ^ i Ç ' v ) sous les formes suivantes :

h^în+l

^ i { x ) -^ y u^ [A'^ -i- A'/'7" cos^ + B^7^ sin ,z- +... + A,;'^ cos/^y; 4- B;;'^ sin ^.r]
^=1

ss A^' -)- A ) ^ cos.y + W{' sin.iy 4- . . . •+- A^1 cos/î.r + lî^ sin^.'r,

on voit que les q u a n t i t é s A^^, B^^) sont indépendantes de la. fonc-
tion g ' ( ^ ) . Comme il y en a. un nombre .f ini , leurs valeurs absolues
soni i n f é r i eu re s (quels que soient i, r, h dans leurs limites respec-
tives) à un même nombre P. Donc, on a (quels que soient i, rdans
leurs limites respectives^

lA^ ' J^eP , B ^ < a e P .
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Comme AT,/,('^") est. i d e n i i î p i e h Pune des f o i n - l i o n s 'i^C.rj, ou voi t
qu'on aura bien les inégalités ('/i1) < t n p r enan t . c <" ^ ^ ^

9. Li./n'ife (le som/nes trl^(ï^.o^'^é•fri-c^wts d ' ï u ^ . ^ ' o . r i / i K t i l o / t . d ' o r d r e y
croissants. — Soit/"(<T^) u n e l o n e l i o n r .od i i îUïe d î * |ï('Tio(l(* ^.T:. ( J t i r l q t î i *
soit. l 'entier /?., elle a une somme I r i^onomr l . rh jue ^ra 'pproxiîHal.Hm
d'ordre n bien deterni i r tée T//(a*); soit . a,/ le i ï i a x i î i i i i î ï j i de l/Ï.r) —•T^C. r ' ) )*
D'après la déimilion de* T^(^') , 011 a

^(»ÏP-Î.;^3.- * -^Prt::-. < l ^ f » •

I^es nombres (x^ t end^ 'n i donc (^i decroiss îunl vers une l i t ï î i i e /o. Q^/r
A'w^e e,̂  ^^//e. lin eiïei, soit.

^,,(.y) ̂  rt,j4- ( ^ i cos.r -l11- ^1 s i ï l . . r ) •4-. * . 4- { ( t u eus// . / ' -l11- A/, ^ i l ï f i ^ r )

la sonnne d(^ ^ premiers termes de la série de Former de /Ï^). (hi
sa i l ( 1 ) < |ue la, soms ïn* I r i ^ tH îome l . iK jn i* d'ordre n

. , ^ • V f » ( - / " ) - i - - 1 ( / / . - 1 1 - l ) . V i f , r 1 ) i - 1 . . , . -h A'/, ,Lr)
^l(•'ll)r^l•"'l•l••l:•l:;ll•'

converge u n i f o r m e m f u î i vers /ï<), Done, ! < » m a x i m u m /^ de
|/(^) - ^(a:'}! tend vers zéro. Or, d'après ia de lmi i ion de T^(.r;,
y^^

Ainsi, la mUe fies nommer (ngomm^/Hf/im d'ctf^îrthvi.rmuùïfi il^înfn^
croïssarus de f(^) co/n^r^e u/ïiforf/iémeni mr^ y'f^). VA même elle
converge au moins aussi vile ((ne la somme a ' n ( ^ ) de FeJer .

10. I l en résulle immédia lemenl . ( jue l^ co^lciwis r/^ la ^mi/w //i-
gonoméiricfue ^l'a/yro^w^^/^/^*w^//ï/ n ïù f ( x ) I c / n / e / î l f^^m^iw-
ment et uniformémwt vers les coefficient de Former d(î /'('.r j hm/ue H
tend vers Umfini, En elîei, on a,

1 1 p — ^/^zz - j \^n('f<i) ~-/(^)1-| co^/./.r^r^
t ' O

( I ) ^oir U. i.EîîHSGï;K, Lwonî, isur ̂  séries fri^itwnétriquc^ jh 9^98,
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donc
]^— a^\ < 'i^n

et de même
1 ^ — Cp\< »^.

Cette propriété amène à se demande r si les coefficients de T^(;r) no
seraient pas exactement égaux aux 2n4- ï : premiers coefficients de
Fourier de /*(;x'). Mais i l est évident que cela est impossible, puisque
la série de Fourier de/'(.r) ne converge pas toujours versy'C.r).

On pourrait alors se demander, pour éviter cette objection, si, les
coefficients de T/^^) ne seraient pas ceux de la. somme o^(^) de
M. Féjer, lesquels tendent aussi, vers les coefficients deFosn'ier. Il n'en
est pas ainsi et Von peut même répondre par la négative à cette question
plus générale : Est-ce que les coefficients de 1\ ( x ) dépenden!. seulement des
^n 4- ï premiers coefficients de la série de Fourier de ./(-'x')? En effet, s'il
en était a in s i , la somme d'approximation d'ordre n, Ï.\, de/Çx) serait la
même que celle de .^(.z"), somme des n premiers termes delà série de
Fourier de/(»r). Or, la somme d 'approximat ion d'ordre n de s^Çx)
est évidemment s ^ ( x ) elle-même. On aurai t donc T//(^)=^^(^), et
nous avons vu que cela est impossible en général .

Il en résulte en particulier que T^f^) n'est pas iden t ique en général
a cr^(/r) et, par conséquent, qu/on a a^<^m//,. Ains i , la suite des sommes
trigonof'nétriûues d^wproxunatio'n d'ordres croissants d'une fonction
continue périodique f(x) est une suite bien déterminée, seule de son espèce
et qui converge uruform.éî'nent î)ers /'(.z") /^lus rapideinent, en ^énércd,
que toute autre suite de sommes tri goîzorné triques d/ordres croissants et en
particulier que la mile des sommes cr^(.-r) de Fejer.

11. Calcul des coefficients (F une somme Iri^onoméfrù/ue d ' a p prox'ima-
lion. — La recbcrclie de la somme tr i^ 'onométrique d'approximaiJon
T^(.r) d'ordre n d 'une somme t r igonomét r ique l i m i t é e cr,/('^) peut
être évidem men t ramen é<:i à un problème al géhrique en posan t
/ == tang ̂  Si, d 'antre pîn"t, o^(^) est la somme de Fejer de/Ï^), les
coefticients de T/^ seront aussi approchés qu 'on le voudra de ceux
de T^(^) en prenant p assez grand. Ceci, revient à dire que si, l'on sait
calculer les coefficients de T^ on saura calculer ceux de Ï,^^}. Donc :
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Si une fonction. continua (le période ÏT. eal donnée de façon <fi('on fiffe/ie
calculer nés cwjjiwnU de Fod/'ier, lu detennt'n<flion des winifK's //7i!,'w/«-
w.^/>i!y«ftvc/'«/^/>^,r('w.('///o/< île J ' ( ; ï ' ) iu',vi^'i'a, rn on In', (/w </rs o/^nh
l'wns al^èlm.(fWis.

12. Application au:y fonctwn}! harnwnufws à l'iniciwn' d'un wf'f^'.
— Soient V(a', y ) , V,((A', r) (leux (oiicl.ions (iuriinnii([in*s ci n'Huili'i'cs
à l'intérieur (l'un cercle C preniitil, sili' ce co'c.lc inic siiit.c ctiti!iiui(' de
valeurs /(s), 8,((o). Si V^.v,^) est lin poljitoitif1, S«('^) serîi ui i f1

somme trigononKHrKiiïc liinitéc (J'ordrc // ('̂ iil îm degré de V» ri le
maxinium delY^.T^y)- V;,.,y a riiiti'riciiï'dcC sf't'aégîi! ;f(î instxnni)i»!
de S,,,̂ ) -f(^} sur (L DorK." : Kiwit doMiée uw fonction V(.r^r)
harmonùfiie ei rê^ulwc (Inmi un cercle C cl. continm Htn' C, II c.i'tfilc.
pour chaque vcdcur de n, un polynôme hnniwni^w' de dcpv n, 'I1/,, nw
approche plua de V t / r ^ y ) dans G /ni.c (oui nutiv pol^'nofw fi<nwofiifii(f'
de dc^'én [c't.^t-à-dirc Ici ([DC le iiliixiiinitii de T«('.r^)'j V ( , v , y il
daiis (; soit pins pcfii (juc ('('lili de V,,f,r, Y ] - V(,f^r)||. De |d(is,
pour n/f;w, la cormponddficc ainsi cf (fi/lie entre \ ( :v , Y ) el T,,f,r. Y ]
CM continue, ("esl-it-dirc. ( jnc, si V^r,r) Icnd iHii((ir)tt)' i i i i 't i( diii)s(; (•l
sur ( î vers iitic foiit'fioli aniilo^lic W.(,r^r), ics (•ocl'iic.ic)!);', (IP 'l'./.r, r)
tendroni, iiniforniéitteitl. vers (•(•( ix dit pulyHonic de dc^fi1 // (jui ('(HTCS"
pond àW(a',y).


