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. Dans le Mémoive précedent (1) ona supposé e plus souvent,
au moins dans les énoneés, que chacune des variables pouvait prendre
toutes les valeurs situces o Pintévieur d'an champ complexe, ces
divers champs étant indépendants les uns des autres. Par exemple, %1l
y a seulement deux variables indépendantes a ety on s'est borné i,
dtudier loeas ol les deux variables décrivent respectivement dans
lewrs plans deux domaines déterminés D, e( D, estelair que, dans les
applications au domaine véel, ce n’est pas ainsi que se pose la question,
an moins dans T plupart des cas. Supposons, en effet, que les va-
riables @ ety ne prennent que des valeurs réelles, et qu’on veuille
etadier les proprictes d'une fonction de ces deux variables définie

(Y dnnales scientifiques de I'Beole Normale supérivwre (T XX, 30 série, 1906,
P Aog=h01), Les renvais sans indieations spéeiales se rapportent & ce Mémoire, e .
; AN
dnn, Ley Normo, (3), XXV JANVIER 1908, 2 7 A

2.

J

Y

BIELIG 1

s i
o/

o

oAl

it




TO E. GOURSAT.

d’une certaine facon lorsque le point de coordonnées (a, v) déeritune
région déterminée du plan. Ce domaine de variation pour le systéme
des deux variables @ ot v est tout a fait différent de celui considére
plus haut, et ne peut s’en déduire en restreignant les variables ety
a ne prendre que des valeurs réelles, i moins que la région du planne
soit un rectangle. Dans ce dernier cas, il v’y a que les regions des
deux domaines D, et D,, voisines de P'axe réel, qui soient utilisées,

D’un autre ¢oté, un exemple bien simple suffit pour montrer quon
obtient des énoncés entitrement différents, suivant qu’on altribue
aux variables indépendantes des valeurs complexes queleonques, ou
qu’on se borne au champ réel. Ainsi nous avons fait observer (n© 20)
que l'équation

V=Nl

n’admet aucune intégrale (différente de z = o) qui soit holomorphe
dans tout le domaine complexe défini par les conditions

[]°R, |y]|<R,

si Pon a RR"> 1. Cependant cette cquation admet une infinité d'inté-
grales qui sont régulicres dans le voisinage de tout systéme de valeurs
réelles pour les variables @ et )y, par exemple Pintégrale

-
~

ey ey
o y O y

qui tend vers 2 lorsque y tend vers zéro.

2. Nous rappellerons d’abord quelques définitions. Soient z,
5, un systéme de 2 variables complexes indépendantes

~
7 Ny ceny

Z=Zy+ ¥y, By ==&y b Yyl ey By== oyt Yl

Ly Ly ovvy Tuy Vs Yoy ooey Vo cOnstituent un systéme de 22 variables
réelles indépendantes. Si 'on convient, pour f';u:ililnr le langage, de
considérer tout systéme de valeurs particulitres de ces sz yariables
comme les coordonnées d’un point dans hyperespace i 22 dimen-
sions, E,,, on peut dire que tout continuum (:(lmrmxn"l{,,, de cet espace
définit un domaine de variation pour le systeme des 22 variables a,
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Y lorsque le point de coordonnées (xy, .y, oo, 2,5 ¥y Yoy ovvy Ya)
est assujetti i rester dans ce domaine. A R,, correspond, pour le sys-
teme de variables complexes z,, z,, ..., z,, un domaine de variation
(ue nous représenterons par ®,. .o ou plus simplement par o).
Dans le cas particulier ot chaque couple de variables (@, y;) doit
rester dans un domaine déterminé a deux dimensions l{f_,"’, ces divers
domaines ¢tant indépendants les uns des autres, nous représenterons
le domaine complexe ainsi défini par la notation ¢, ou e, . . .

Soient (o, oy, oony 2,5 By, Buy oo Ba) les coordonuées d’an point
particulier de Phyperespace H,,. L'ensemble des systemes de valeurs
réelles des variables oy, yy, satisfaisanta la condition

n n
Al Al . o
(1) Nt Y (= B
1ol (==

constitue un domaine particulier que nous appellerons une Ayper-
sphére, ayantpour centre le pointde coordonnées (2, Br) el pour rayon
le nombre positif . Le domaine corvespondant pour les variables
complexes z,, z,, ..., 5, se¢ compose de Pensemble des systeémes de
valeurs de ces variables vérifiant la condition

("") ] I 7’1 ]2 I ] Sy y“,! '4‘4 e I Ty o z/: ]gwpg’

7‘1 : “l'}‘ii(jl’ e L B ’.ﬂn'
SO0ient g, Zuy «- .y pu 22 nombres positifs tels qu’on ait

@,
[

2 2 PR
Pibpybe b P

la condition (2) sera certainement satisfaite si Pon a
(:;) !’:‘1""'7/1{'::(’1- ey Ian"' 7‘/1]'7’ ()

¢’est=i-dire si chacune des variables complexes z; déerit dans son plan
an cercle de centre Z; et de rayon g, Mais inversement les condi-
tions () ne résultent pas de Pinégalite ().

Un point de coordonnées (a;, Bi) est intérieur au domaine R,,, si
Pon peat trouver un nombre positif g assez petit pour que hypersphére
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de rayon p ayant ce point pour centre ait tous ses points dans le do-
maine R,,. Un point (o, ;) appartient i la fronticre de R, lorsque,
aussi petit que soit e nombre positif g, Phypersphére de rayon g ayant
ce point pour centre renferme des points dudomaine Ry, et des points
ne faisant pas partie de ce domaine. Nous supposerons le plus souvent
par la suite que les domaines considérés renferment leurs frontivres.

3. Pour montrer 'application de ces généralités au domaine réel,
considérons une fonction analylique w= f(x, y) de deux variables
réelles @ et y, régulitre pour tous les points d'une région Ry, fimitée
par une courbe C de forme quelconque. Soient (o, ) les coordonndes
d’un point M de cette régions dans le voisinage de ce point, la fone-

N

tion west égale & la somme 'une série entitre en2 v, v — 3¢
(4) wu=P(x—c,y—B)=71(, B) - Ag(x-=2) + B (y=—H) ...

Quand on se limite aux valeurs réelles de el de y, Ta courbe qui
limite Ia région de convergence de L série précedente peat avoir des
formes (rés varices, qu'il est inutile détudier ici. Nous désignerons
seulement par p(e, () le nombre positif mavimam tel que T série (4)
soit convergente quand on a i la fois

l‘”“““l‘(P(“v(a)» ly“-ﬁl"i”:r)(%fj)-

A chaque point («, §) du domaine R, correspond ainsi un nombre
positif (e, B). Soient maintenant z, et 5, deux variables complexes

=+ ', sy y b Y,

x, y, ', y" btant quatre variables indépendantes. On peat définir un
continuum R, de I'espace & quatre dimensions de la manitre suivante.
D’abord le point de coordonnées (x, y) dans le plan doit rester dans
la région R,; de plus, pour des valeurs données de 2 ot de y dans ce
domaine, les valeurs de 2’ ety doivent satisfaire i la 4:muliti;m

(9) A e, ),

e(z, y) étant la fonction qui vient d’étre définie. D’aprés les proprictés
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des séries entitres, il existe une fonetion analytique
F(zy,5,)

des deux variables complexes 5, et 5,, qui est régulicre dans le voisi-
nage de tout systeme de valeurs appartenant au domaine ainsi déter-
miné, et qui se rédait a la fonction f(a, y) pour &’ = y" == o. Inverse-
ment, toule propriéte établie pour une fonction analytique F(z,, z,)
des deux variables complexes =, et =, dans un domaine tel que le pre-
cedent s"applique évidemment a Ta fonction f(a, y) des deux variables
réelles et y, & laquelle elle se reduit pour @' ==y = o, dans la ré-
gion R,. .

Il est quelquefois preférable de définir Te domaine w, d’une facon un
peu dilférente. Supposons que la fonction f(a, y) soit aussi régulitre,
non seulement & Uintéricur de la courbe limite G, mais aussi dans le
voisinage d’un point quelconque de cette courbe, de telle sorte qu’i
tout point (e, §) de la région R, et de sa limite G correspond un
nombre positi/ (e, §). On voit aisément, en s’appuyant sur les pro-
priétés des séries enticres, que ce nombre g(e, ) est une fonction
continue des deux variables (e, B). Il a done un minimum posiif r, et
on peut remplacer les conditions (5) par les conditions

(6) lz'|<r, |yl<r

pour définir Ie domaine w,.
Un cas particulier intéressant est celui ot la région R, est un rec-
2 2
tangle ayant ses cotes paralléles aux axes

&= d, N/ (e << ),

yood, gy b (' = "),

Le domaine correspondant pour =z, el z, est alors délini par les iné-
galilés
aly b, || << r, [y | <<r.

a a b,

. - ., . . o
On peutévidemmentconsidérer ce domaine comme undomaine o,

defini de Ta manicre suivante. La variable complexe z, =2 -+ 2'(
décrit dans son plan un rectangle limite par les quatre droites

PR @& =0, & — &=,



14 E. GOURSAT.

et de méme la variable 5, = y - ¥'¢ déerit dans son plan un rectangle
limité par les quatre droites

y=d, y=1, yl o
1l est clair que les remarques précédentes s’ é¢tendent aux fonetions
analytiques d’un nombre quelconque de variables réelles.

4. Soient ®,un domaine devariation quelconque pour un systéme de
n variables complexes z,, 5, ..., %,, défini par un certain continwwn R,
de I'’hyperespace & 2. dimensions, et Z =F(=,, 5,, ..., z,) une fone-
tion de ces n variables complexes. Cette fonction est réguliere, dans le
domaine ®,, lorsqu’elle satisfait & la condition suivante: si

'/1: 7 ﬁ"l:, ey '/,Li,;i‘a,l =} @NI"

sont un systéme quelconque de valeurs intéricur au domaine w,, ¢’est-
a-dive si le point de coordonnées Cay, oy, ooy o, By, Buy oony B4) 05l
intéricurau continuum Ry, pour les valeurs des variables =, 2., ..., =,
voisines de y,, va, ..., v, respectivement, on a

1= P( S Tio By wouy Sy Tulds

le second membre étant une série entiére ordonnée suivant les puis-
sances posilives de z, — Yis «nes By Yus €L cONvergente pourvu qn’un
ait a la fois

l51—71‘<(’7 l:’z_“'/zl":,oy ey lz,,»-~~~'/,,[-»t‘:p,

p étant un nombre positif convenable.

Lorsque cette condition est vérifice aussi pour tout point pris sur la
frontiére de @,, la fonction Z est régulicre dans toat le domaine o, et
sur sa frontiere. Cetle fonction est alors régulicre dans un domaine
plus étendu @, qui renferme le domaine o, tout entier i son intérieur.

Voici encore une remarque générale qui nous sera utile. Conside-
rons, pour fixer les idées, une fonetion de trois variables complexes z,,
Ty, U

72 I ”
1=K 5, 2, u),
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jouissant de la propri¢té suivante : @, étant un domaine de variation
pour le systétme de variables =, z, et (v, v.) un point quelconque de
ce domaine, la fonction Z est régulicre dans le voisinage des valeurs

SI= 71 337 Y =0,
et la série enticére qui représente la fonction dans ce domaine,
L=D(5—71, 52— 72 ),
est convergente pourvu qu’on ail
Izl""}’ll'<{3n |:'2“"/::I<Pz, I”|<"q

61, p2 b 7 étant (rois nombres positifs, dont le dernier r est indépendant
de la posiion du point (v, v.) dans le domaine ®,. La fonction Z peut
alors ¢tre représentée par la somme d’une série enticre ordonnée sui-
vant les puissances de u,

L=W, (5, 3,) -l (5, 55) ~A=...~ "D,(5,, 59) 4. ..,

dont les coelficients sont des fonctions régulitres des variables z,, =,
dans ®,, et qui est convergente pour tout point de ce domaine pourvu
que le module de @ soit inférieur i r.

Cette remarque se généralise aisément. Soit

== W5y, Sy ey Sp5 My Uy, o, 1)

¥

systtme de valeurs des variables z, dans un domaine @, pourvu que

une fonetion des 7+ p variables complexes z;, w;, réguliere pour tout

les modules des variables w, restent plus petits qu’un nombre fixe
positif 73 on peut representer cette fonetion par la somme d’une série
entiere ordonnée suivant les puissances des variables w,, ..., u,, dont
les coefficients sont des fonetions régulieres des variables s; dans e
domaine @, série qui est convergente, quel que soit le systéme des
valeurs des variables s, dans @, pourvu que les modules de «,, ..., u,
soient inférieurs a r.

5. Nous allons encore reprendre, en la généralisant, la démonstra-
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tion du théoréme V (p. 463). Soit

7 s
5?2;; = Py (e, y, 5, 4, 1),
' ds \ .
(7) ;77 = l").(-"' Yo S U L),
du s -
T Fy(e, y, 5, 1, 1)

un systéme de trois équations différentielles du premier ordre, on Jes
seconds membres sont nuls pour «==A = o, et sont développables en
séries entieres ordonnées suivant les puissances de 4 et dew, dont les
coefficients sont des fonctions holomorphes des variables (&, v, 5)
tant que la variable 2 déerit un domaine simplement connexe ., ¢l
que le systeme des variables complexes (v, 5) veste dans un domaine
de variation quelconque w(y, =).

Soit (y,, 5,) un systéme de valeurs appartenant a un domaine
w' (v, ), intérieur 4 @(y, =); posons, dans les équations (7),

Yok Y, L N - U,
clles deviennent

dY . . .
o == Fy (e g+ Y, 5047, p+ U, 2,

7 s , )
(7") ! :77 =Py (x, yo-t- Y, 30+ 7, ot U, 0,

dU . . N
i = 1y (2, yy-- Y, 544 7, [ =t U, L),

Les seconds membres des nouvelles equations sont des fonetions
holomorphes des variables @, v,, z,, Y, %, U, 7, iy lorsque Te couple
(¥o> =) reste dans le domaine W' (y, =) etque xreste dans o, pouryy
que les modules des autres variables Y, 7, U, ey horestent plus petits
qu’un nombre positif convenable c. On peut done développer suivant
les puissances de & et de p les intégrales du systeéme (77) qui sonf
nulles pour @ = o, et les coefficients de ces séries sont des fonetions
holomorphes des variables «, y,, z, dans les domaines 2, et W' (v, s

y ™
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De plus, ces séries sonl convergenles pourvu qu’on ait
2] Zn, Pz,

en choisissant pour v un nombre positif assez petit.

6. Il 0’y a plus maintenant aucune difficulte i généraliser la de-
monstration du théoréme VII (p. 474). Pour lixer les idées, considé-
rons une Gquation aux dérivées partielles du premier ordre & trois
variables indépendantes @, y, =,

du du o du,

(f)) P = I (J”’ Y Sy Uy fy 17 /‘), P = ’)T;;’ ] = ;/;:’ [ WEE

la fonction I est une fonction réguliere des variables qui y figurent
dans un domaine de variation deéefini de la facon suivante :

1° La variable 2 reste dans un domaine simplement connexe ¢, ;

2% Le systéme des variables complexes (y, =) reste dans un domaine
défini d’une facon quelconque @y, 2

3 Les modules des autres variables «, ¢, r, A restent inféricurs 4
un nombre positif p.

On SUP[)OSU (lﬂ ])lllﬁ (lll‘()n H]
F(a, y, 5,0,0,0,0)==0,

et que le développement de Foen série enticre ordonnée suivant les
puissances de «, ¢, r, A ne renferme pas de termes en g et 7 du pre-
micr degreé,

A+ Bl ...,

les termes non éerils ¢tant au moins du sccond degré en w, ¢, r, I

Soit @ = a une valeur de @ dans le domaine ¢,5 proposons-nous
d’étudier Pintéegrale de 'équation (8) qui se réduit i zéro pour x == a,
le module de % ctant supposé tres petit. Cette intégrale est le lieu des
multiplicités caractéristiques i une dimension issues des divers ¢lé-
ments de Ja multiplicite

o, YR Y, S == 2y, w0, ¢ =0, r=o,

Ann. Fe. Norm., (3), XXV. ~ JANVIER 1908, 3
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Les équations différenticlles de ces caractéristiques sont les sui-
vantes :

de _dy _ dz __ du . =dy  —dr
() TESFTOR T OF _ oF o T oK o8 T OF _ OF
9q ar (]W o dy T ou Js du

. o . dy ds du dy dr
5 3 ) g 3¢ T 2D Sl S des
Ces équations différentielles donnent pour ==, ~=» =/ = =

séries entiéres en u, ¢, r, A, dont tous les termes contiennent en fac-
teur une des variables u, ¢, r, A. Pour A == o, elles admettent done les
intégrales

w=o, q=o0, r=o, y =0, z == (Y,

qui représentent les caractéristiques de intégrale particulivre « == o,
pour A =o. Les intégrales qui prennent les valeurs initiales

u=o, q=o, r=o, ¥ =Y, 5= 5y pour Rt
sont done de la forme

V=Y AP (2, Yor S5 1),
CO&mmn Ty e A (‘) (-’I-', Yor <oy ))

(IO) ’
( = AR (&, @y Yoo 1),

P, Q, R désignant des fonctions régulicres de xy, y,, 34, A, lorsque
la variable @ reste dans le domaine 8,, que le couple (y,, z,) reste
dans un domaine w(y, z) intéricur & w'(y, z), et que | A | reste infeé-
rieur & un nombre positif n convenablement choisi.

Les deux premitres de ces relations donnent y, et z, en fonetion
de y, 3, z et A. Posons en effet y =y, + &, 5 =z, {; cos Guations
deviennent

E=AD(w, y—E 5—8, 1),
E==2Q(x, y—E 5—1¢ ).

. < . L0 , . 3 «
Lorsque @ reste dans ¢, et les variables (y, z) dans un domaine
" AN Ariornr & - QO : 1

®"(y, 5) intérieur & '(y, s), les seconds membres de ces relations

. . ihrog doe o - £ 7

sont (lQb fonct.lons regulmm.s des x, y, 5, 5, {, A, pourvu que les mo-

dules des variables £, £, & restent inférieurs & un nombre positif

assez petit.
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On en déduit done pour £, € des fonctions
E=m (v, Ys %, 1), C=my(x, Y> 5 7)

régulieres dans les domaines Sp et @"(y, =), pourva que [h] ne deé-
passe pas un nombre positif . Comme ces fonctions sannulent
pour A==o0, on peul supposer le nombre e assez petit pour que
(y — %, 5 — {)rvestent dans le domaine ' (y, 5) lorsque (y, z) restent
dans le domaine ®"(y, =). En remplacant y, el 5, pary —=, el 5 — 7,
respectivement dans R(x,, vy, 2 ), on obtient pour « une intégrale
(r1) w==~1R(x, y —m, 5—m,, 1),

qui est régulitre lorsque la variable @ reste dans le domaine e qque
les variables (y, =) restent dans le domaine w” (v, 5), pourvu que |A|
soit 7 e.

7. Pour appliquer le théoreme précédent au domaine réel, sup-
posons que les coeflicients A, B, ... de Péquation (8) soient des
fonctions régulivres des variables 2, y, =, & 'intéricar d'un eylindre
ayant ses génératrices paralléles i Paxe des 2, limite par deux plans
X =2, x =z, ¢t dont la section droite par le plan des yz se com-
pose d'une ou plusicurs courbes fermées. Pour lixer las idées, admet-
tons que cetle section est une courbe fermeée G On peatalors prendre
pour le domaine 2, une bande infiniment étroite entourant le segment
(2, x,) de Paxe reel dans e plan de la variable @, et définir comme
plus haat (n°2) un domaine ©(y, z) comprenant en particulier tous
les systémes de valeurs réelles de y et de z, qu’on obtient en prenant
fes coordonnées de tous les points intéricurs b la courbe Go Cela posé,
soit G2 une courbe plane quelconque dntériewre i la courbe G, Len-
semble des points intéricurs & G appartient de méme 2 un certain
domaine w"(y, ) intéricura w(y, =). Soit « une valeur dea: comprise
entre z, el s Papplication du théoreme géncral du paragraphe pro-
ctdent nous montre que intégrale de Uéquation (8), qui est nulle
pour x = a, est une fonction regulicre des variables x, y, =, @ Uintéricur
du cylindre ayant ses géndératrices paralléles a Uaze des x, la courbe G/
pour section droite, et limité par les deux plans x == x,, x = %, pouryu
que la valeur absolue du paramétre I\ sodt suffisamment petite.
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Lorsque les coefficients A, B, ... de Péquation (8) sont réguliers en
tous les points de la surface du cylindre considére, il est elaiv qu’on
peut substituer dans Pénoneé precedent Ta courbe Gala courbe (7.

Etant donnée une ¢quation du premicr ordre

du l‘( " du
ALV O P Ty My ey e
(12) ar SR AR A

. .,
-

admettant Uintégrale particulivre w= o, pour laquelle les caractéris-
tiques sont les droites

y == (:, g == “17

, N . ) du du .
le développement de F suivant les puissances de w, -, = ne renferme
dy  dz

«

qu'un terme du premier degré en «
(13) Fe=Au-+Bu*t.. .,

les termes non éerits étant au moins du second degre en w, :;':, :j” On
peut, et d’une infinité de manicres, introduire un ou plusicurs para-
motres dans Péquation (12), et Pon en déduit que cetfe équation admet
une infinité d'intégrales infiniment voisines de la solution w - o, qui
sont des fonetions régulicres dex, v, s dans une portion (15) de Pespace
pourva que cetle région soit comprise dans an cylindre ayant ses géng-
ratrices paralléles & 'axe O, ot les coefficients de la série (173) sont
des fonctions régulieres. On suppose, bien entendu, que la série (173)
Ju du

est convergente dans cette région, pourva que les modules de w, 5
. dy dz

soient suffisamment petits.

8. Avant d'aborder les équations de forme générale, il convient de
présenter quelques remarques trés simples, que nous développerons,
pour fixer les idées, en restant dans Uespace i (rois dimensions.

Soient f(=,y, 2), 2(x,y, =) deux fonctions analytiques des va-
riables réclles @, y, =, régulivres dans les portions de Iespace (qui
seront considérées. Les équations différentielles

dy : s
(14) P AN R A PR A G )
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définissent une famille de courbes T, que nous appellerons, pour
abréger, caractéristiques. Toule portion de Pespace ol les fonetions /
etz sont régulicres constitue un champ de caractéristiques. Considérons
en particulier un champ de caractéristiques ayant une forme analogue
a celle d’un cylindre, ou les génératrices seraient remplacées par des
caractéristiques et les deux bases par deux nappes de surlace S,
et S, (fig. 1), de telle facon que, par tout point M du champ, il passe

Fig. 1.

un segment m,m, de caractéristique joignant un pomnt 2z, de S, & un
point m, de S,. Soit T un champ deéfini de cette facon, que nous appel-
lerons un wbe de caractéristiques. Le long de 'are mym, de caracté-
ristique, & varie de a, & 2,, el y et z sont des fonctions régulicres de v
dans Vintervalle (,, ,). Prenons dans T une portion de surface ana-
Iytique régulicre X qui rencontre, en un point ¢t en un seul, chacune
des caractéristiques de ce domaine, et supposons les coordonnées
%, 0, L) un point de X exprimées en fonction de deux parametres
(¢, w), detelle sorte que cette surface X corresponde point par point
dune facon univoque & une certaine région R, du plan (¢, «), la
liaison qui existe entre 2, v, £ et les nouvelles variables ¢ et « étant
exprimée par des relations analytiques. 11 est claiv qu’on peut tou-
jours, et d’une infinit¢ de manicres, trouver une surface X, satisfaisant
a ces diverses conditions.

La surface X ¢tant choisie de celte facon, la caracléristique I'issue
d’un point M de T rencontre cette surface X en un point P dont les
coordonnées Z, 7, € sont des fonctions analytiques régulivres de a,
Y, 5 dans T. On le démontre aisément au moyen des équations aux
variations relatives aux intégrales du systéme (14) infiniment voisines
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de la caractéristique considéree. Par suile, ¢ el sont aussi des fone-
tions analytiques régulitres des variables 2, y, s dans T, et Pon peut
remarquer que ces diverses fonctions £, v, §, ¢, « sont des intégrales
de ’équation linéaire aux dérivées particlles

v 00 e

X A

ce qui résulte immédiatement de Tear définition.

Inversement, soient (¢, «) les coordonuées d’un pointde larégion R,
a ce point correspond une caractéristique déterminée de T, représentee
par des formules

(15) y=d(z; tu), sm=mleslu),

dans lesquelles on doit faive varier 2 de X, i X,. Ces limites X et X,
sont des fonctions des variables ¢, «, qui dépendent des surfaces s,
el Sys si ces deux surlaces sonCanalytiques, X, el X, sout ¢galement
des fonctions analytiques des variables (¢, «) rvegulicres dans la
région R,, et nous supposerons par la suite que Pon a

X, N

Les formules (15) font corvespondre point par point d"une facon
univoque le domaine T de Vespace (2, v, 3) & un domaine analogue 1’
de Pespace (z, ¢, u), limité par un eylindre dont les génératrices sont
paralleles & Oa et par les deux surfaces

a == Xy (¢ ), @ mm Ny, @)

les seconds membres des formules (15) qui définissent cette transfor-
mation sont des fonctions analytiques des variables «, ¢, u, regulitres
dans ce domaine 1. De plus, cette transformation fait correspondre
aux caractéristiques I' des droites paralléles 5 O.e dans Fespace

(x, ¢, u).

9. Considérons maintenant une Gquation aux dérivées particlles

(16) dv Ly v

gw =T gy T g A Bl
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les termes non écrits du second membre étant au moins du second
dv dc'

o 95 A.

Pour A = o, cctto équation admet l'intégrale particuliére ¢ = o, et

les caractéristiques correspondantes, qui sont définies par le systeme
d’équations différentielles

degré en o,

de _dy _dz

T f T o’
sont précisément les courbes I'. Nous supposons que tous les coeffi-
cients de la série (16) sont des fonctions analytiques réguliéres de ,
¥, z dans le domaine T défini plus haut, et que cette série est conver-
gente, quelle que soit la position du point (z, y, ) dans T, pourvu

dv

d .
que les modules de ¢, 9y’ 0’ A soient inférieurs & un nombre positif

suffisamment petit.
Faisons dans cette équation le changement de variables
y=d(z; ¢, w), g==q(ax; b ),
g et = désignant les fonctions (15) définies tout & I'heure. De la for-

mule
dv=pdx -+ qdy -+ rds,

ou 'on a posé, pour abréger,

=22, 4= =9,
dx ay’ Js’
on tire
P+15 -)fk PRPLA
4)// ox’
l)(.lJ Uy
(17) T9; +7 ([ """ o’
’ Jy U Jy
m l)u T du

Mais les fonctions § et = satisfont, ’ apres leur définition méme,
aux ¢quations dilférentielles

()JJ

o

/(‘1 '-]’7 ),

“"P(“’ g, ©);
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si on tive ¢ et r des deux dernitres équations (17), et qu’on fasse la
substitution dans I'équation proposée, elle prend la forme
Jdv

(18) by s Ay e By,

ade de -
* ol ()u’
Tous les coefficients de la nouvelle série sont des fonetions analy-
tiques des variables 2, ¢, w régulivres dans le domaine 17, et cefte
série est encore convergente, quelle que soit la position du point de
de de -
a0 au’

les termes non écrits ¢lant au moins du second degré en ¢

coordonnées (x, ¢, u) dans T’, pourvu que les modules de o,

\

soient inférieurs & un nombre positif assez petit.
10. L’intégrale particulicre ¢ = o de 'équation (18), correspondant
a la valeur A = o du paramdtre, admet pour caractéristiques les droites
[N PN = G

Pour ramener le domaine T & la forme eylindrique da n® 7, une
derniere transformation est nécessaire.

Soita == X, (¢, w) abscisse du point ol Ta caractéristique qui cor-
respond au systéme de valeurs (¢, «) rencontre Ta surface X5 on a,
d’apres les hypothéses qui ont été expliquies,

X <2 Xy =2 Xy

Considérons la fraction rationnelle en 2’

(r9)

les coefficients L, M, N, P ayant [es valeurs suivantes :

Lo X (X -+ Xy) 2 Xy X,
M=X,(X,— X1,
N==2Xy— X, — X,

P o= X, X

On vérifie immeédiatement que P'on a

Gt u; —1) =X, Dty u; 0)=X,, DL ;1) ==Xy,
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et que la fonction @ est continue et croissante lorsque & croit de — 1
a +1, le point de coordonnées (¢, «) restant dans la région du plan
considérée. La transformation définie par les formules

(20) =90, a5 2", t=10, u=1u

fait correspondre & la région T de Uespace (@, ¢, «) et, par suite, 4 la
région T de Uespace (@, y, =) un cylindre T” de Vespace (', ', «'),
ayant ses génératrices paralléles & Oz, et limité par les deux plans
2= — 1,2 =+ 1, la section de ce cylindre par le plan "= o cor-
respondant & la surface X du domaine primitif T.

Cherchons ce que devient équation (18) aprés ce nouveau chan-
gement de variables. La relation

dy == S«: da -+ z: dt + gz—:« du

nous donne

(oD oD JD ',> Jdy de ., dv ,
dy = <?)27 dt -4~ {)ul du ~f- J.j(:'/ i ;):1; -} D"L ot - ’-)'-[-; du »

et, par suite, on a les relations

JP e v

Jdx’ Oz — oz’

o Jy ov Jo

9 dz ol T S

,()‘I)A f}“ Jge Je

Ii

du Jz e T Jdu'?

d’oti 'on tire inversement

de 1 Qv ;
d.’ iy
o D
Jv v P
a o b gx”’
Ju
JP
Jdv Jv du’ Qv
du T dd T ob g2’
oz

=~

Ann. Ee. Norm., (3), XXV. — JANVIER 1008,



26 . GOURSAT.
a dérivée 2 pgulitr le pas dans La région 17
La dérivée T st regulitre et ne sTannule pas dans Lareg .
a.x
L’équation (18) se change done en une équation de la forme

' de o o, 4)('A “()x'
8y g = F (e o g G g )

, , . o de o Jde de
le second membre étant une série entiére en ¢, AN AR
tous les coefficients sont des fonctions analytiques des variables a7,
¢, ', régulitres dans le domaine 17, cette série dtant convergente dans
de e

dat’ e’

, 7, dont

tout ce domaine pourvu que les modules des variables v,

Jay . . R Ul M

%; % soient plas petits qu’un nombre positif suffisamment petit. De
. . . , e

plus, la série ne renferme aucun terme du premier degré en -

Jdv  de - ‘o T VR Il

57 gars PAT suite, en résolvant I'équation (18)" par rapport i {

on
)’
en déduira une ¢quation de méme forme que I'équation (18)

(21) ;%—, Ay - Byl

le domaine T" ¢tant seulement remplace par le domaine 170 cette
equation (21) nous pouvons appliquer le theoreme du n® 32 Uintégrale
de cette équation qui se réduit a zéro pour ' == o est une fonetion
réguliere des variables 2/, ¢, « dans tout domaine intéricur a 17,
pourvu_que |A| soit inféricur & un nombre positif 7 convenablement
choisi. Il en sera donc de méme de Pintégrale de I'équation primi-
tive (16) qui se réduit & zéro sur la surface X, dans tout domaine into-
rieur & T. Cette intégrale sera méme réguliere dans le domaine T tout
entier, si les conditions que nous avons supposées verifiees a 'inte-
ricur de ce domaine T sont vérifices également & Pintéricur d’un
domaine analogue, mais un peu plus grand.

La surface X pouvant étre choisie d’une infinité de maniéres, on voit
que Péquation (16) admet une infinité dintograles infiniment yoisines
de l'intégrale ¢ = o et régulitres dans le domaine T, ou du moins dans
un domaine quelconque intéricari T, ot en différant dCaussi peu quon
le voudra.
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I'1. Considérons enfin une équation du premier ordre, ne dépendant
d’aucun parametre, ct admettant U'intégrale particuliere ¢ = o

_(2:' :___/.t)(' gl)(‘
o ‘

—()7:—-‘ ? A+

(22)

Soit (B) une région de Uespace, ol les coefficients de la série qui
est au second membre sont des fonctions régulieres de x, y, =, telle
que cette série soit convergente en tout point de cette région pourvu

1 ) de de e . . . A
que les modules de o, 0y s restent inférieurs & un nombre positif
convenable. Comme on peut toujours introduire un parametre A dans
I'équation (22), par exemple en posant

vz Voo ‘l’(. Ey )y 3),

O (2, y, =) ¢tant une fonction régulicre dans (), de facon que I'inté-
grale particuliére ¢ = o corresponde a la valeur A = o du parametre,
on voit que ’cqualion (22) admet une infinité¢ d’intégrales infiniment
votsines de I’ intégrale ¢ = o, et régulicres dans une portion quelconque (13)
de (B) pourvu que (") soit compris dans un tube de caractéristiques ('T').

Les conclusions précedentes s’appliquent évidemment quel que soit
le nombre des variables indépendantes. Dans le cas de deux variables
el y, le tube de caractéristiques est remplace par un quadrilatére limité
par deux segments de caractéristiques 1') et Iy, deux autres segments
de courbes G et G, tel qu’on puisse joindre un point de I & un point
de T'y par un segment de courbe coupant en un point et en un seul
toutes les caractéristiques du domaine considére.

Reprenons par exemple Péquation lindaire

P =yrq -+ y5;

les courbes caractéristiques sur Pintégrale particuliere z == o sont les

hyperboles
il ) i,

C désignant la constante arbitraire. Ces hyperboles ont pour asymptote
Paxe des 2, et la seconde asymptote est parallele & Oy. Il est elair que
toute région du plan a distance finie peut étre renfermée dans une
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région analogue au domaine T considére plus haut; Péquation doit
done admettre une infinite d’intégrales regulicres dans toute région
finie du plan. On le vérifie sans peine, en remarquant que Uintégrale
qui se réduit & une fonetion g () pour y == a a pour expression

. «7/")’ — e \/( aY — l):! 4. ,/‘:Vz) , (“’i" P \‘/(‘,-", l )27 { /")-'-" | )
5o .',‘y'l - -y ‘. SRR VR

%Y

12. Les théortmes qui viennent d’etre ¢tablis ne sappliquent quianx
domaines a 'intérieur desquels les caractéristiques qui correspondent
a I'integrale particulitre connue ont une certaine disposition. 11 esl
facile de prouver par des exemples (rbs élémentaires que eette con-
dition n’est nullement artificielle, mais qu’elle est au contraive dans
la nature méme des choses.

Prenons d’abord I'équation
(23) ()-i' e !

A étant un nombre positif, et considérons Paire R, Himitée par un ¢on-

Fig. u.

Y S »-~~~P .
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il
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tour fermé tel que T, laissant

‘ a lextéricur le point H de coordon-
nées (0, £). La paralléle y =/ & Paxe Oa rencontre le contour I en

quatre points A, B, G, D, ot les points P et Q dordonndées maximum
et minimum sont supposés, pour fixer les idées, sur la droite 2 — 1

(ig. ).
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&
o)

L’intégrale générale de I'équation (23) est

—1_arclang (V —h Fo(y) 2 +a(y)
5= — arcltangy - ~ © _— V]
¥y -l ¢ P\ @ > 7Ly y—nh )

w désignant angle de HM avec HA et o (y) étant une foncetion arbi-
traire de y. Pour avoir une intégrale régulicre dans la région R, on
doit prendre pour «(y) une fonction de y régulicre dans Dinter-
valle (vy, v1), o et y, désignant respectivement les ordonnées des
deux points Q et P. La fonction ¢ (y) satisfaisant & cette condition, le
premier terme de Pintégrale

arc ltang (:}—/—;—/j >

N

7 |
vl

reste fini lorsque le point M de coordonnées (o, v) vientsur AB; mais,
lorsque ce point M vient sur CD, Pangle o devient ¢gal & =, et inte-
grale = devient infinie sur le segment CD. L'équation (23) n’admet
done aucune intégrale qui soit réguliere en tous les points du domaine
limité par la courbe T', de quelque facon qu’on prenne la fonction
arbitraire o (y).

Cela pos¢, considérons I'équation

(24) ) == ) -+ (-,——— 95 P ():'_
1 P= Ay =Ryt T \I T x] /= Jdy ’

les termes non éerits ¢tant au moins du second degré en z, ¢, 7.
Pour A = o, cette équation admet Pintégrale particulicre s == o, sur
laquelle les caractéristiques sont les paralleles & Maxe Oa.

Si 'on cherche & développer suivant les puissances de 2 une inté-

sz b (a, y) + Moy (a, y) ..,
on a, pour déterminer le coeflicient o, I'équation
4T 1
dr ey — It

qui n’admet, nous venons de le voir, aucune intégrale régulicre dans

la région intérieure & la courbe I Il n’existe par conséquent aucune
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intégrale de Péquation (24), infiniment voisine de Pintégrale =+ o,

qui soit réguliere dans toute cette region. Ge résultat n’est nullement
en contradiction avee le théoréme général, car il est impossible de
tracer dans la région R un are de courbe coupant en un seul point
chacun des segmen(s de caractéristiques situés dans cetle région.

1l serait bien facile de former des exemples analogues pour le cas
de trois variables ou d’un nombre quelconque de variables.

13. Btant donnée une équation du premier ordre, dépendant d'un
paramétre A, ¢t admettant pour A== o intégrale particulicre ¢ o,
le théoréme général précédent permet de reconnaitre, par une discus-
sion qui appartient & la Géométrie de situation, si cetle équation
admet des intégrales infiniment voisines de celles-la, et régulicres
dans un domaine déterminé. Pour obtenir le développement de ces
intégrales suivant les puissances de 2, il estinutile de passer par tous
les intermédiaires qui ont ¢¢ employés pour la démonstration du
théoréme. Pour simplifier I'éeriture, nous exposerons la méthode &
suivre dans le cas de deux variables indépendantes.

Prenons dabord une équation fincaire

(25) poqgfCryy) wle, y)e i, vy,
J> @, b etant des fonetions régulidres des variables 2 ot vy dans une
certaine portion du plan R limitée par une courbe fermée I,

Nous appellerons caractéristiques les courbes intégrales de I'équation
différenticlle

. ) . ,
(26) -(-Z- ;:J':./(,(.',l'y)’

et nous supposons qu'il existe un segment de courbe G coupant en un
point et en un seul tous les segments de caractéristiques situes dans
la région R.

Ges caracléristiques étant supposées connues, il est facile d"obtenir
Pexpression de I'intégrale de I'équation (25) qui se réduit a une fone-
tion donnée le long de Pare AB ( fig. 3).

Soient (%, ) les coordonnées d'un point queleonque de ce seg-
ment AB, que nous supposons exprimées au moyen d'une variable
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auxiliaire ¢. Soient, d’autre part, @ (z) une fonction quelconque de ¢,
et =(, y) une fonction réguliére dans la région R.
Considérons expression
W (X5 )

(27) W, Y)= () + [ w(x,y)de,

g

Iintégrale curviligne du second membre ¢tant prise suivantle segment
de caractéristique PM qui joint le point M de coordonnées (x, y) au
point P(%, 1), ot le segment de caractéristique passant au point M

Fig. 3.

rencontre arc AB. Il est clair que cette fonction «(x, y) se réduit
a @(¢) lorsque le point M vient sur I'are AB. D’un autre c¢oté, il est
ais¢ d’avoir une relation entre les dérivies particlles w, et s en elfet,
pour un déplacement infiniment petit du point M sur la caractéris-
tique PM on a deux valeurs de laceroissement Aw,

Ave= (uy 4 ul f) A,
Au-—=rm(x, v)Ax,

dot on deduit la relation
(28) We == 10y [, ) == (2, ).

Considérons maintenant Vexpression

fﬂmm) . 2y y) ,
\ Pl yrdr /, L yidr
(5, 1) v (3,%) ¥

) Ay —
(29) s(x,y)==e¢ ®(¢) + / b(a, y)e x|,
- Y
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W Y) . R s R
les integrales / Glant prises suivant Pare de caractéristique PM.
W/ EUOI ’
1l est clair que cette fonetion =(a, y) se reduait o @) lorsque le
point M vient sur l'are AB. Pour prouver que ¢’est une integrale de
Péquation (25), posons

Y

= / g, y)du,
S
Sy
pa= @ (L) -+ / Y, ) e e
Y

ces deux fonctions vérifient respectivement les deux relations

Wy -ty [0, y) =, ),
e 0y [y = by 1)

et la formule (29) peut s éerire
(29) S ety

On en déduit
poetenl eyl
ot ety
et, par suite,

P A= q Sl y) mm e o (U fily) b et (0 4= f9)
=ty g, y) et (o, y)e
5 ’{J(I, y) -t '41/(""'; V).

La formule (29) représente done integrale de Péquation (25) qui
se réduit & une fonction donnée @ (¢) le long de Pare AB. 11 est visible
que celle intégrale est une fonction réguliere dans tout fe domaine R,
lorsqu’il satisfait & la condition énonede.

Prenons enfin une équation du premier ordre

(30) p-qgfla,y) = Az By,

‘Y
les termes non léerits du second membre ¢tant au moins du second

degré en =, ¢, 7.. Nous supposons toujours que les coefficients de la
serie de ce second membre sont des fonctions régulivres dans la re-
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gion R, que cette série est convergente, quelle que soit la position du
point (z, y) dans R, pourvu que les modules de =, ¢, A soient infé-
rieurs & un nombre positif convenable 7, et enfin que la région R
satisfait & la méme condition que tout & I'heure, relativement aux
caractéristiques de Dintégrale particulitre =z = o, c¢’est-d-dire aux
courbes intégrales de I’équation (26). Proposons-nous de développer
suivant les puissances de A P'intégrale de I'équation (30) qui se réduit
a zéro tout le long de 'arc AB (fig. 3), qui coupe lous les segments
de caractéristiques situcs dans R :

(31) s== Az, y) A4 Mag(w, ¥) . A E, (2, )
Le coefficient z,(x, y) doit satisfaire & I’équation

) 05, 03 .,
(32) '()7: —f —dj-‘-‘/(.l,.))»’-,\sq‘l"‘ I;,

et, d'une facon géncrale, en égalant les coefficients de A dans les
deux membres de I'équation (30) aprés la substitution, on obtient la
relation

EM

Jds,

29 ) . Js
(“)‘i) ~t= "./‘(’I"y,)‘) = A Sp~t (b <‘r‘c, _)', STy ov ey Bty 7)—)7[’ "'>’

dur dy

"y s (()—)31, vy %,—', dont fes
coelficients sont des fonctions régulicres dans la région R.

L’intégrale de I'équation (32), qui est nulle le long de Parc AB, est
une fonction régulicre, on vient de le voir, dans R. D’une facon géne-
rale, si les fonctions z,, z,, ..., 5,., sont régulicres dans R, il en sera
de méme de Uintégrale z, de 'équation (33) qui s"annule sur Parc AB.
On obtiendra done ainsi une série de la forme (31), satisfaisant {or-
mellement a4 'équation (30), et dont tous les coellicients sont des
fonctions régulitres dans R. Nous avons démontré plus haut que cette

® désignant un polynome en z,, z,, ..., =

série était convergente dans tout domaine intéricur & R, pourvu que
le module de A soit assez petit.

14. Les considérations précédentes peuvent aussi étre étendues aux
intégrales des équations linéaires dans le domaine complexe. Consi-

dnn. Ee. Norm., (3), XXV. — JASVIER 1908, 5
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dérons une ¢équation
(3[1) 14 e (// R | ,_!J’

ot nous supposerons, pour plus de simplicité, que les fonetions /,
G, $ sont des fonctions enticres des variables @ et v, ou des poly-
nomes. Soit ®(y) une fonction régulicre de ydans un certain domaine,
par exemple une fonction entitre. Lintégrale de Péquation (34), se

comme le lieu des multiplicités intégrales du systéme d’équations
differenticlles

prenant les valeurs initiales y==y,, z==®(y,), pour 2 o, quan
on fait varier y,. Prenons, en particulier, Uintégrale de Péquation

or oy .
(35) o JEes Y,

qui prend la valeur y, pour 2= o, el supposons qu’elle soit holo-
morphe dans un domaine simplement connexe o, du plan de Ia va-
riable «, de (elle facon que fa variable y déerive dans son plan un
lomaine 87 lorsque 2 parcourt 8. Si Pon remnlace v par celte intd
domaine ¢ lorsque & parcourt 6. St Pon vemplace y par celte inte-
grale dans g et g, Uintegrale de I'¢quation

s L
———— - f“) 5 . YJ
ol : ’

qui prend la valeur ®(y,) pour a == o, est elle-meme holomorphe
dans ¢,. La caractéristique ainsi déterminée constitue un continnum
4 deux dimensions dans Uespace b quatre dimensions, ef Pintégreale de
I'équation aux dérivées particlles (54 ) est une fonetion réguliore der
et de y tout le long de cetlte caractéristique, o est=i-dire dans le voisi-
nage de tout systéme de valeurs o= o, y == B, prises respectivement
dans les domaines ¢, et 27, de facon qu’elles se correspondent,
Le domaine ¢ varie en général avee y, 5 supposons que toules les
intégrales de Iéquation (35) soient holomorphes dans 2, lorsque y,
varie dans un certain domaine. Si tous les domaines 699 ont en com-
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M ™ M . . . I ’
mun un domaine ¢/ du plan de la variable y, on est assuré que I'inte-
grale de 'équation (34) qui se réduit & ®(y) pour @ = o sera une
fonction holomorphe des variables z et y lorsque ces variables dé-
crivent respectivement les deux domaines ¢, et &;.

Mais il peut arriver que, quel que soit le domaine dans lequel on
fait varier ¥, les deux domaines ¢, el ¢, ne puissent recouvrir simul-
tanément deux régions déterminées dans chacun des deux plans.
Reprenons, par exemple, I'¢quation

(33) P=02q s

I'équation (35) estici

A%

— e 2
dux v

et 'intégrale qui prend la valeur y, == o pour 2 = o a pour expression

1 . ]
== ou A== — —>

»
X — Yo

Faisons déerire & la variable « un cercle C de rayon R ayant pour
centre I'origine; le pointa — a décrit de méme un cerele G, de rayon R

ar N | . . e 1
ayant pour centre le point a; le point y =

—déerit la portion du
plan extérieure d un cercle C; inverse d'un cercle égal & C, par rap-
port au cercle I' de rayon un décrit du point y = o pour centre. Pour
qu'un cercle C" de rayon R” décerit du point y = o pour centre soit tout
entier dans le domaine déerit par le point y, il faut qu’il soit tout en-
tier a Uextérieur de C) . Linverse de ce cercle G par rapport & I'est un

I . . ) . . ,o. . 1
cercle de rayon o qui doit renfermer & son intéricur Pinverse de G,
pav rapport & I'. Or le rayon de ce dernier cercle est égal @ R; on doit
» € M » ’ | ’ K o . A
done avoir w > Rou RR' <x (voir n° 20).

I5. Prenons maintenant une équation du second ordre de la forme
(36) sz=Ap+4 Bg+Cs-+Dh+...,

ol les termes non écrits sont au moins du second degré en z, p, ¢, r,
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¢, A et dont tous les coefficients sont des fonetions analytiques des vi-
riables 2 ot y, régulitres dans un domaine @, tel que ceux (qui ont
6t definis plus haut (n® 3), comprenant une région R odu plan
des @y, limitée par une courbe fermée I telle que celle de la figure. Si
par un point quelconque M de R on méne une parallele MP o Oy et
une paralltle MQ 4 O, le rectangle OPMQ est tout entier dans Ta
région R. On suppose de plus que la série du second membre de

Fig. 4

Péquation (36) est convergente pour toul systéme de valears des va-
riables 2 et y dans le domaine o, pourvu que les moduoles de =, p, g,
ry £, A soient inférieurs i unnombre positif 7. Soient (', v, les eoor-
données d'un point M de la région R. Considérons dans le plan de fa
variable complexex un domaine 3, formé 'une bandeinfiniment minee
de largeur 2¢, comprenant i son intérieur le segment (o, x,) de axe
réel, et dans le plan de la variable y un domaine analogue ¢, formé
d’unebande infinimentmince de largeur 2 ¢/, comprenanta intérieur le
segment (o, y,) de axe réel; les deux membres &, € sont supposés
assez petits pour que Vensemble des deux domaines 2, ef 3, fasse partie
de ®. D’apres le théoréme genéral établi dans le Mémoive précédent
(p- 495), Pintégrale de I'équation (36) qui se réduit i zéro, poura-— o
et pour y =o, est une fonction holomorphe des variables .z, y, %,
lorsque  décrit un domaine ¢, intérieur i 2, ety un domaine 2/, in-
térieur & o, pourva que | A

reste inférieur 4 un nombre positif ¢, Si
les domaines o, 3;, renferment respectivement les deux segments
(0, 2y) et (0,y,) des axes réels, Pintégrale en question sera une
fonction réguliére des variables @ et ¥ dans tout le rectangle OPMQ,
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pourva que la valeur absolue de % soit plus petite que p. Si Pon or-
donne cette intégrale suivant les puissances de A, les coeflicients
successifs sont déterminés de proche en proche par des équations de
Laplace, dont les coefficients sont des fonctions régulicres dans la
région R.

Tous les termes de la série ainsi obtenue, qui satisfait formellement
a I'équation (36), sont donc aussi des fonctions régulicres dans R.
D’apres ce qu’on vient de démontrer, & chaque point M(x,, y,) de ce
domaine on peut associcr un nombre positif p, tel que la série préce-
dente soit convergente dans tout le rectangle OPMQ pourva que Pon
ait || < py-

Sile point M déerit un domaine R” intérieur a R, il est clair que p,
varie d’'une maniére continue et par conséquent reste supéricur & un
nombre n < o. L’intégrale considérée est done rogulicre dans tout le
domaine R, pourvu que 'on ait |A] < 7. Le théoréme s’applique 6ga-
lement & la région R elle-méme, sielle est comprise dans une région
un peu plus grande et satisfaisant & (outes les autres conditions énon-
cées plus haut.

16. Etant donnée une équation aux dérivées particlles du second
“ordre, admeltant la solution ron singulicre z = o, on peut lui appli-
quer les résultats précedents, en introduisant dans cette équation un
paramétre 7, de facon que la nouvelle équation admette intégrale
s=0 pour A=o, ct cela d'une infinit¢ de manicres. Le théortme
géncral du dernier paragraphe permet d’aflirmer Pexistence d'inté-
grales infiniment voisines de la solution z == o (¢'est-d-dire se rédui-
sant & zéro pour A = o), et régulieres, dans tout domaine réel D, sim-
plement connexe, satisfaisant & la condition suivante, qui fait inter-
venir uniquement la disposition des caractéristiques sur Uintégrale
particuliere z = o; par tout point de D, il passe deux caractéristiques
réelles, non tangentes 'une a Pautre, et de plus il existe dans ce
domaine deux segments de caractéristiques «f, 73, de systémes diffé-
rents, dont chacun rencontre en un point et en un seul tout segment
de caractéristique d’une famille différente situé dans D. Une transfor-
mation bien simple raméne ce cas i celui qui vient d’étre traité, ot les
caractéristiques sont les droites @ == (¥, y = (.
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Siles deux systémes de caractéristiques de Vintégrale particuliére
connue s = o sont confondus, la conclusion est o méme que pour
une ¢quation aux derivees partielles du premier ordre et s"établic de
la méme facon.

En résumé, la conclusion géndrale qui se degage de cette étude,
¢est que, dans la recherche des intégrales infiniment voisines dune
intégrale particulicre connue, la disposition des caractéristiques sur
cette intégrale particulicre estun ¢lément essentiel i considérer.

[7. La question se présente d'une facon toute différente pour les
squations du second ordre i caractéristiques imaginaires. On saif, en
effet, que, pour une équation lincéaire du type elliptique, ¢’est e pro-
hleme de Dirichlet, et non le probleme de Gauchy, qui se pose naturel-
lement. Considérons, pour fixer les idées, Péquation du second ordre

s )tz s , 03 .
3 e : : (] Vhob o,
( 57) Ot Oy / O 3 ().)’ B | t

les termes non éerits Gtant au moins du second degré par vapport a

y LUz iz 0z AN "z

RO N2 ' dat’ t).l'().'y7 ) x!

et les coefficients étant des fonetions analytiques régulieres des
variables 2 et y & Uintéricn. d’un contour fermé I, Nous supposons de
plus que cette série est convergente & Uintéricur de ce contour I,
pourvu que les modules des variables 7, =z, ... restent plus petits
quiune certaine limite. Pour & == o, équation (37), admet Pintégrale
particuliére z

== 0. Gherchons une série ordonnée suivant les puis-
sances de A

(38) S AT e MGy e R S e

satisfaisant formellementa Poquation (37), etdont tous les coefficients
27 T N N F Al . .o . « . , .
sannulent Te long de T, tout en restant réguliers a Uintérieur de ce
contour. Le coeflicient 5, (x, y) doit satisfaire i Péquation

(39) '3tz X )3, s

g N S s
o’ dyr = Nor ! I Jy -Gz D,
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s‘annuler le long de T et rester régulier & Pintérienr de ce contour. Ce
probléme admet en géncral une solution et une seule; il n’y a d’exeep-
tion que si 'unité est une valeur singuliére pour une équation de Fred-
holm (') qui se rattache a I'équation lincaire (3g). Si Pon ne se trouve
pas dans ce cas singulier, tous les autres coefficients z,, ..., z,, ...
pourront étre déterminés de proche en proche; z,, par exemple, doit
étre une fonction réguliere & Uintéricur du contour I', s’annulant sar
ce contour et vérifiant une équation de la forme

()25" ()25,, ()Z“, ()sn. ~ ]
e —— T e } -+ (‘ S, 1 N Xy >
dz* dy* oz : dy + ¥ y)

olt F(, y) est une fonction régulicre o Uintérienr de T,
Il resterait encore o ¢tablir la convergence de la série ainsi ob-
tenue.

18. Nousavons toujours supposé jusqu’ici que les coefficients ¢aient
des fonctions analytiques. T parait difficile de s’allranchir de cette
hypothese, au moins dans le cas géndéral, mais on peuat le faire pour
des équations de forme particulivre.

Considérons par exemple une équation

d*s 4 - 0J3 dJdz 0z s )
p— T pe R Rt T — {\ R ; 7= »__(:; = )'.—-—,,,
(o) dx dy S ( T 5 b dz’ ()_)'> dJa | dy ¥ + D7+ ,

Jds  dJds -
dx’ gy’ "
et les coeflicients de cette séric A, B, C, D, ... é¢tant des fonctions
continues des variables & et y lorsque 2 ety varient de o & a. Nous
supposons enfin que la série ./'(.’I»‘, v, 3, :jj7 :j;, '/.) est uniformément
convergente dans le domaine D défini par les inégalités

les termes non éerits ¢tant au moins du second degré en z,

otax"a, 0y,

(1) Poir, par exemple, un article de M. Picard Sur quelques applications de ['équetion
Jonctionnelle de M. Ifredholm (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXII,
1900).
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=

0z - ) T
pourvu que les valeurs absolues de z, == gy restent plus petites

qu’une Limite déterminée. Cherchons encore i former une série entitre
en A

(41) S AS A ASy bk WG

catisfaisant formellement i Péquation (40), et dont tous fes coeffi-
cients 5,(a, y) soient des fonctions continues dans le domaine D,
s'annulant pour 2 = o et pourgy = 0. Le premier cocfficient s, (e, y)
doit satisfaire aux trois relations

( TN LT TS TR
(42) daedy T de Jy : ’
5(0, )) =0, s(w, 0) =0,

et, en général, z,(x, y) doit satisfaire @ trois relations de meéme
nature

, ()'Z Su ')5" ()::“ . i
[ ACUE vl RS B N } o i l‘ (. oy i
(/|3) s e ()y o.r ’ ()." " )
g, (i, 0) 0, S(0, 0) 0,

la fonetion F étant végulivre dans le domaine D.

St Pon intégre les équations (42) et (473) de proche en proche, an
moyen de la méthode des approximations successives, par exemple,
on voit que ces fonctions peuvent se déduive des coeflicients de la

<y 03 03 <\ .
sérmf(m, Vs G 5 0y A) par des quadratures seulement, et il en est

R Tne danionne 95 Js . . .
de méme des dérivées i Ol gy On obtientdone ainsi une série de la

forme (471), satisfaisant formellement i Péquation (40), et dont tous
les coefficients sont continus, ainsi que lears dérivees partielles du
premier ordre, dans D, et s’annulent pour a2 == o et pour y — o,

Pour démontrer la convergence de ce développement, on peut éyi-
demment remplacer e second membre de équation (o) par une
fonction majorante. Soit M une limite supéricure du module de ce
second membre lorsque le point (2, y ) reste dans le domaine D, of que

Js sz

Tog : q [ ..: .. » Ay e Qe o1 i 1
les modules de z, e # ne dépassent pas un nombre positif . La
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convergence du développement (4r1) sera démontrée si Pon établit que
la série obtenue de la meme facon en partant de Péquation

Jis M M

e dy [ Sy )3 93 3
D) (I—b> (;-é(—};)(l—é%ﬁ)(l“— ;j)

est elle-méme convergente. Or les cocflicients de la nouvelle ¢quation
sontanalytiques, et on peut lui appliquer le théoréme général dune 15.

[ YR T

Ann. Feo Norma, (8), XXV. — Janviee 1908, 6



