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A N N A L E S
SîUKNTIFIOUES

L'ECOLE NOHMALE SUPIÎRIEUKE.

SUU LIÎS

INTKdIULRS 'INFINIMENT V01S1PŒS

ÉUIATIONS Al X DlîIilVÉES PAIiïIELLES
{ H}";(; l l ;NÎ» NKMOHU"; ) ;

PAH M. llL GOIIHSAT.

I. Dans h1 Mémoire précédent. ( 1 1 ^ 011 a supposa le j ï l i î s sosivrni»
a;u r d ^ î i î î s tiaiis lî  ^ î lo i ic^s, <) iH 1 ^^('^^^[(^s vari^l)!»^ [toiivuil. jîmitire
iouies l(»s val^Hî 's sil.n^'s i( riïU^rhuir (l'iin cliaini» c'oitî j)!^^^,, r.iïs
divers d'iîrisii^ éUlîil idd^jx^nt laîs l^ IP.S uns (h^ adir^.s. I^ir e 'Xf^rni i l t^ s'il
y a seulement dnix 'variîibhs iîK.lcp^ndîirit^s y ci^y, on s'est borne à,
(Uudier It* cas ou îcs (le.iîx. variables décrivent respediveîiîeni dans
leurs [jlans^li^lix domamesdeiemimes D^cl. 1^.* Il ^^l.clair^ue, dans les
applicaSioris âiu d t i î î i a i tK * réel, ec rs'esl, [>as ainsi que se pose la (iiiesl.ioïî,
a i î moins dmis la plij|)a.ri des cas* Supposons, en eflet, que les va-
riables <t' el y rit1 prenneni qiie des valeurs réelles, ei qu'on veuille
étudier les propriétés d'une fonetion de ces deux variatdes définie

( 1 ; ^frfiafw swnfîfifiiit^ f/<1 rÉcalc Nnr/Wf.l<{ supériwc (T. XXIII, 3' Kéric, l9f»(»,
p, 4'^)-5oî;, Un reavoin HîtilS ilKlIftHliOîiH HjwciîlIcH ne rapportent, à co Mémoire.

./-"- ̂ ' i ^ l '\ \ 1 U J*
.-/rt/r. t\c, A'^r///., ( . 5 ) , X I XV." - l - , ÎÂHVl I - t ^ «)oH. ^ , / i^-
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d'une certaine façon lorsque le point (le coordonnées (;r,r) décrit un»-
région déterminée (lu plan. Ce domaine de vnriiilion pour If système
dc°s deux variables ,r et, y est t"iit, ;> <»" <l iH<^<>l < 1 < 1 f - 1 ' 1 ' '•••••^l'^
plus haut, et ne peut s'en déduire en restreisnant les variables ,r e ( , y
a ne prendre que des valeurs réelles, a moins <iue la r^ion du |»l;in ne
soit un rectangle. Dans ce dernier cas, il n'y a que les relions des
deux domaines D^ etD,, voisines de l'axe réel, qui soieul, utilisées,^

D'un autre côté, un exemple bien simple suftii pour montrer qu on
obtient des énoncés entierenient, diiïercnts, suivant, qu'on attribue
aux variables indépendantes des valeurs i-ornpicxes queleonques, ou
qu'on se borne au champ réel. Ainsi nous ayons fait; observer (n" '20)
que l'équation

p — . y ^ q ^ y z

n'admet aucune intégrale (différente de z == o) qui soit. holornorphe
dans tout le domaine complexe défini par les conditions

M S H, Ir^H',

si l'on a K]{'^> r . Cependant, (•(-(,(,e équation admet, une ninnité d'itif.é-
^•rales qui sont- régulières dans le voisinît^e de fout, système de villeurs
réelles pour les variables x el,y, i)iir exelnjde l ' inté^rît ie

S;Y -- ( -.t- ^/(')"_ .cy )2 -t- ^ y*

~————————J-———————••

qui tend vers 2 lorsque y tend vers zéro.

2. Nous rappellerons d'abordquelques dé f in i t ions . Soient, s^ s.j,...,
Zn un système de ^variables complexes indépe iKia i i t e s

ai=a?i-t-yii, flï •=: x.i, -t- y^ i, ..., s,,--:-.^,,-»-^/;

x^so^, ..., w,i,y\, y^ , ..., y,,, coi is l . i l .uei i t , un système de a//, var iables
réelles indépendantes. Si l'on convient- , pour f a c i l i t e r le langage, de
considérer tout, système de valeurs par t i cu l iè res de ces a//, v;n'i;ibles
comme les coordonnées d'un poin t dans l'hyperespacc a ?./< d imen-
sions, Ean, on peut dire que tou tcor i t inmin i connexe i{.j,,i de cet espace
définit un domaine de variation pour le système des 'ift variables ,r/,
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y^ lorsque le point do coordonnées (.r,,, x^, ...,^; y,, y^ - .?y//)
est assujetti a rester dans ce domaine. A. IL,̂  correspond, |)orir le sys-
tème de variables complexes z ^ y ̂  ..,, ^/^ un domaine de variation
que nous représenterons par CD(^..^_^) ou plus simplement par a)^.
Dans le cas particulier où chaque couple de variables (x^ y / ) doit
rester dans un domaine déterminé à deux dimensions R!^, ces divers
domaines étant indépendants les uns des autres, nous représenterons
le domaine complexe ainsi défini par la notation c^ ou ô^, ^^ ..^,r

Soient ("ai, a^, ..., a//; ^^ ^, . , . „ ^^) les coordounées d'un point
l)a.rticulier de rhy^m^^'M^' Ky,/,, l,/ensej<»hle des systèmes de valeurs
réelles des varia h les .r^y/^ satisfaisant a la condition

» ; j^.^—^)2^ ^(y/-^)^:!?^
/ ;-:.::. 1

constitue un domaine particulier que nous appellerons une hyper-
S^/WT, ayant pour c^n/re le point de coordonnées fa^ [ ï ^ ) et pour rayon
le nombre (ïo^itif p. Le domaine correspondant ponr' les varialdes
com(dexes s^ s^^ ».^ s^ se comi^ose de l'ensemble des systèmes des
valeurs de ces variables vérifiant la. condition

( ;A ) | ,5, .̂̂ -.. Z, l2 -.-{-• l ^g - 1 " 1 1 " 1 Z, 1 ^ "4"... -h | ̂  — Z//12::;; p^

0 U
Zi .̂.- ^i 41- ^p i» . . ., Z,,'̂  ^// 4- /|î,,.

Soient p,, py^ .,-, p^ /^ uomf'îres ()ositi(s tels qu'on ait

p?4 -p^ .4••-.4 l 'p^,;F<îî

la condi t ion (2) sera cer ta inement sat isfai te si l'oi'ï a

( 3 ) | .Sj "w Zi ) <; p i , - * . , 1 ^.,1---- Z^, [ << p/,,

c'est-à-dire si chacune des variables complexes 2^ décrit dans son.plan
un cercle de centre X/ et de rayon p/. Mais inversement les condi-
tions ( 3 ' ) ne résulteut pas de Pn'ié^alité (2^

On point de coordonnées (oc^ p^} est intérieur au domaine Bg,̂  si
l'on peut trouver un nombre positif p assez petit pour que rhyperspbère
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de rayon p ayant ce point pour centre ail tous ses points dans le do-
maine IL,. Un poini (a,, ^) appartient a la, fnmîiên- (le IL, lorsque,
aussi petit que soit le nombre positif p, rbypersp.hère < l e rayon p ayanl.
ce point, pour centre renferme des poinis du domaine IL,, ci des points
ne faisant pas partie de ce domaine. Nous supposerons le plus son vent
par la suite que les domaines considères renferment leurs frontières.

3. Pour montrer l'application de ces généralités au domîune réel ,
considérons une fonction analytique u= / (^y) de deux. v a r i a b l e s
réelles x et y, régulière pour tous les -points d 'une région IL l i m i t é e
par une courbe C de forme quelconque. Soient (a, ̂ ) les coordonnées
d'un point M de cette région; dans le voisinage de ce point , la fonc-
tion /zes t égale à la somme d'une série ent ière en x — a, y — ^ :

( 4 ) u == P ( x - a, y - P ) = /( a, p ) 4- A.i ( x »- a ) -h B, ( J - ̂  ) +1 . . . .

Quand on se limite aux valeurs réelles do x et de y, la courbe qui
limite la région de convergence de la série précédente peut avoir des
formes très variées, qu'il est inutile d'étudier ici. Nous désignerons
seulement par p(a, p) le nombre ^n^W rnn.vfrnunz tel que la série (^
soit convergente quand on a., à la. fois

| x- a 1 < p(a, (3), \y — (5 | < p(o4 i3).

A'chaque/point^a, ^) du domaine Rg correspond, a ins i un nombre
positif p(oc, ^). Soient maintenant Si et s^ deux variables complexes

^ =: .7; + .'.r;7 i, z^ -^ y "-;•" y l,

x^ y, .r', y ' étant quatre variables i ndépendan te s . On peut d é f i n i r un
continuum î^ de l'espace à qua t re d imens ions de la m a n i è r e su ivan te -
D'abord le point de coordonnées (x^ y " ) dans le plan doit rester dans
la région Ry; de plus, pour des valeurs d.ormées de x et de y dans ce
domaine, les valeurs de .r'eiy doivent satisfaire à la condit ion

(3) ^ ^ y ^ < ^ ( ^ : y ) ,

fî(œ,y) étant la fonction qui vient d'être définie. D'après len propriétés
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(les séries entières, il existe une fonc t ion analytique

^i, ̂ )

des deux variables complexes ^ et ^, q u i est, régulière dans le voisi-
nage de tout système de valeurs appar tenant an domaine a ins i , déter-
miné , et qui, se r é d u i t a, la. lbnction/(;r, y ) pour x ' == y ' = o. Inverse-
ment, toute propriété é tab l ie pour une fonct ion ana ly t ique F(.S), ^ 2 )
des deux var iab les complexes 5, et ^ dans un domaine tel que le pré-
cédent supplique é v i d e m m e n t à la fonct ion /f^,. y) des deux/variables
réelles x et y, à l aque l l e elle se réduit pour j/=:y:=:o, dans la ré-
gion IL.

Il est quelquefois préférable de d é f i n i r le domaine (9^ d ' u n e lacon un
peu d i f fé ren te . Supposons que la, fonction/(-r^y) soit aussi, régul ière ,
non seu lement à l ' in té r ieur de la courbe l i m i t e G, mais aussi dans le
voisinage d'un poiut quelconque de cette courbe, de telle sorte qu'à
tout point (a, (3) de la région R^ et de sa l imi te (.:; correspond, un
nomhre^arô^/pCa, [:1). On voit aisément, en s 'appuyant sur les pro-
priétés des séries entières, que1 ce nombre p(a, j3) est une fonction
continue des deux variables (a, p). Il a donc un minimum posuif r, et
l'on peut remplacer les conditions (5) par les conditions

(6) \x'\<r, \ y ' \< r ,

pour définir le domaine a)^.
Un cas particulier intéressant est, celui où la région B^ est uu rec-

tangle ayant ses côtés parallèles aux axes

a.' ̂  a, a':^ h (a < //),
y :r,,:: a1, y=::// (^<^).

Le d o m a i n e correspondant pour ^ et ̂  est alors d é f i n i par les iné"
içalités

a^x^h, a'^y^b', \ ̂  \ < r, |./l<r.

On peut évidemm e n t considéi^er ce doma.ine corn me un domaine Â(^^,?
défini de la manière suivante . La variable complexe z ^ x ^ x ' f .
décrit dans son plan u n rectangle l imi té par les quatre droites

• a, .r =:: h, od ̂  — r, x ' =: r,
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et de même la variable ̂  == y + v ' i décrit dans son plan u n rectangle
limité par les quatre droites

y =: a1, y = b', y 1 := — r, r7 ̂  f\

11 est clair que les remarques précédentes s 'étendent, aux f o n c î i o n s
analytiques d'un nombre quelconque de variables réelles.

4.. ' Soient (,D^ un domaine de variation (pelconque pour un système de
n variables complexes ̂ i, ̂ ? '* ̂  z^ défini par un certain cond/iuurn R^
de rhyperespace à 'in dimensions, et Z ==F(^, ̂  ..., z , , ' ) une lonc-
tion de ces n variables complexes. Cette fonction est ré^uliére^ dans le
domaine o^;, lorsqu'elle satisfait à la condit ion su ivante : si

7i = ̂ i -+- Pi ̂  • • . , Yn, ̂  ff'ti -!•"" p/i ('

soni un système quelconque de valeurs intérienrau domairu* 01^ c^^st-
a-dire si le point de coordonnées (a^ a^, . . . ^ a,/, p ^ , jÏy, . . .» p^) Cht
intérieurau continnum l'i,»//? ()()lîr les valeurs <les variables 5,, ,s,., ,,., ^^,
voisines de y,,, y^, ...,, y,/ res()e(,^iv(kmenl, on a,

Z=P( ^ .««. y^ ^ ^̂ .,.»,« y^^ . . . , ̂ ^ «—- y/, J,

le second membre étant une , série -entière ordonnée suivant lea puis-
sances, positives de ̂  — Y^ .,., ^— ̂ , et, convergente pourvu qu'mi
ait à la fols

|^—yi l<p. | ^—72 l<p , . < . , ( .s/r-y/< | < p,

p étant un nombre positif convenable.
Lorsque cette condition est vérifiée aussi pour tout point pris sur la

frontière de â\, la fonction Z est régulière dans tou t le domaine a^ et
sur sa frontière. Cette fonction est alors régulière dans un domaine
plus étendue»^ qui renferme le domaine 0.5,3 tout ent ier à son intérieur.

Voici encore une remarque générale qui nous sera utile. Considé-
rons, pour fixer les idées, une fonction de trois variables complexes ̂ ,
-^2» u

Z :•:::: F z^ s^ u},
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jouissant de la propriété suivante : (ù^ étant un domaine de variation
pour le système de variables ̂ , ̂  et (^, y,) un point que lconque de
ce domaine, la fonc t ion Z est régulière dans le voisinage des valeurs

.^i === y,, ^—r y.^, ^ -n o,

et la, série entière qui représenle la foncl ion dans ce domaine ,

Z-= :P ( .3 i——-/ i , ^--y^ ^),

est convergente pourvu qu'on ait

I ^i — 7i 1 < pi, [ ^2 — y^ | < p a » [ ^ | < ^,

p i , pa et /• étant trois nombres positifs, doni le dernier r est indépendant
de la position du point (y^ y,) dans le domaine (D^ La fonction Z peut
alors être représentée par la somme d ' u n e série entière ordonnée sui-
vant les puissances de u,

Z = <Ï>o ( ..s,, ^ ).+- // <l>i ( z,, .s, ) 4"... -h ^-//' <ï^ ( ̂ i, ^3 ) +...,

dont les coefficients sont des fonctions régulières des variables z^ z.
dans (D^, et qui est convergente pour tout point de ce domaine pourvu
que le modale de u soit in fér ieur à /'.

Cette remarque se généralise aisément. Soit

Z == F ( ^ i , ^, . . . , z,, ; ffi ({..^ , . . , ( { . ^ )

u n e fonction des n 4- /? variables complexes s,, ^, régulière pour tout
système de valeurs des variables ^ dans un doma ine (^, pourvu que
les modules des var iables u/, restent plus petits q u ' u n nombre f ixe
pos i t i f r; on peut représenter cette f o n c t i o n par la somme d'une série
entière ordonnée s u i v a n t les puissances des var iables u^ ..., u^ don t
les coefficients sont des fonc t ions régulières des variables s, dans le
domaine (ô^ série qu i est convergente, q u e l q u e soit le système des
valeurs des variables z, dans 0)^ pourvu que les modules de u^ ..., u,
soient i n f é r i e u r s à r.

5. Nous allons encore reprendre, en la généralisant, la dérnonsira-
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tien dn théorème V (p. ^03). Soil

«Y », ,_</ ».„„.. g^ / ,n «/ „ ., i \^-Si(<^J. -» ^ A) ,

^1^(7) = ̂ (.^.r» ^» /^ ^).
i f/^ „,\ j^ = ̂ (^y> ̂  //, /)

un système de trois équat ions dr i ïe r fmi id ios du p r e n i i e î * ordns où l.t^
seconds membres sont nuls pour u == X == o^ et sont déve loppahips ^n
séries entières ordonnées suivant les puissances de A et, de u, d o n f . les
coefficients sont des fonct ions ImkHrîorphes des var iables (.r, r, s )
tant que la variable .r décrit un d o m a i n e s i rnpierneni connt^xe o.,., et
que le système des variables complexes (y, ^ ) reste dans un d o m a i n e
de variation quelconque o)(y, ^).

Soit (j^ z,) un système de valeurs a p p a r t e n a n t , à u n doma ine
(ûYy, z ) , i n t é r i e u r à cfâ(y, ^); posons, dans les équa t ions (7),

7^7«+Y,

elles devienuent

• Z ,

(/)

en ,, ,
^1 = 1̂  (^, j/^+» Y, 5(,4" X, p. 4- (J, X),

^x 1 ,^,,
^ = l^(^?, jo+ Y, ^o4" X, ^ 4- (î, ).),

dV
^ ̂  |<^(^, yy+ Y, 5o4- X, p 4- tî, Z).
^û

Les seconds membres des nouvelles équations sont des fondions
hôlomorphes des variables .r, .y,, ̂  Y, X, l;\ À, a, IfH-squc J<- couple
(jo, ^o^ reste dans h domaine o/fy, ^) ci que a- rest-e dans 5^ pourvu
que jes modules des antres variables Y. Z, U, a, À restent pÏun peti ts
qu^n nombre posiHf convenable p. On peul donc dw^m- suivant
les ^puissances de À et de ^ les intégrales du systfeuie (71/) qui sont
nulles pour .r = o, et les -coeflicieuts de ces séries soni d(:m (mictions
bôlomorphes des variables ̂ ^ ^ dans les doruaines 5^ et, ̂ (y, s).
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De plus, ces séries sont con vermeil les pourvu qu 'on ait

N:^ ^1^

en choisissant pour 7] un nombre pos i t i f assez petit.

6. Il n'y a plus m a i n t e n a n t aucune d i f f i c u l t é à s^n^li^011' b1 (^e""
mons t ra t ion du théorème VU (p. 474)" Pour f ixe r les idées, considé-
rons u n e équat ion aux dérivées partielles du premier ordre à trois
variables indépendantes ^*,y, s,

^. .,, . ., ùif du ô/i(b) p ̂  \^ (a', y , s, u, r/, / • ; A) , // =: ̂ , </ ::::;;: ,^ r = ^ ;

la fonction F est. une fonction régulière des variables qui y figurent
dans un domaine de variation défini de la façon suivante ;

i° La variable ^ resie dans nn domaine sim,j) lenient connexe o^.;
2° Le système d.es variables com.plexcs (;)^, z ) reste dans un d o m a i n e

déf in i (l 'une façon quelconque cô(y^);
3° Les modules des autres variables u, y , r, A restent infér ieurs a

'un nombre positif p.

On suppose de plus qu 'on a

^(,^'y JS ^5 Û-» <>î 0, 0) "^ 0,

et que le d é v e l o p p e m e n t de F en série ent ière ordonnée s u i v a n t les
puissances de u, q, r\ À ne renferme pas de termes en c/ et r du pre-
mier degré,

F := A a 4" B À 4-.. . ,

les termes non écrits é t a n t au moins du second, de^ré en u, y, r, A.
Soit x= a une va leu r de x dans le domaine o^; proposons-nous

d'étudier l ' intégrale de Féqual ion (8) qui se rédui t à zéro pour .r ̂ a,
le module de A élant supposé très petit. Cette .intégrale est le l i eu des
mult ipl ic i tés caractérist iques a une dimension issues des divers élé-
ments de la m u l t i p l i c i t é

;<? ::̂  u, v ::^ yo, z ;= Sy, it = o, q ™s o, /' =s ô»
Ânn. Ec. Komt.^ (3), XX.V* — .ÏAîïViEtt ïQo3. 3



i8 , K. COURSAT.
Les équations différentielles de ces caractéristiques sont les sui-

vantes :
clx -„ ^y _ ^z -^ (lu , . — " ' " ' d ^ _ zzj^L^(9) -7- - jp- - -^f — —g^——-^-^ ~ ^^.—^..^^^^^^^^ _ ^ . .^.

Jq Jr q ôq + r dr ^ 4" 7 ̂  ^5 1 / ôa

^ , . ,.r^, .. n •t . ^r 1^ ^^ ^</ ^r îCes équations diflerentielles donnent pour ̂  ^ç» ^> ^<» ̂  (.tes
séries entières en ^, cf, r, X, dont tous les termes cont iennent en (ac-
teur une des variables u, q, r, X. Pour }i == o, elles adîncttent donc les
intégrales

u =o, <7 == o, r == o, y = C, ^ ̂  <;1;̂

qui représentent les caractéristiques de l ' intégrale part icnlihre u^ o,
pour X==o. Les intégrales qui prennent les valeurs initiales

u =: o, (j == o, r == o, j = j/o, s ̂  ,̂ po u r <y = .a

sont donc de la forme
i j^jo+ÀP^y^ ̂  ?.),

(10) j ^=^"4-ÀQ(^y(,, ^, ?.),
[ u= XR(^ , ^o,,yo, ?.),

P, Q, R, désignant des (onctions régulières de x^^ y ^ y s^, ly lorsque
'la variable -x reste dans le domaine 5^ 'que le couple (y^ s ^ ) reste
dans un domaine cD(y, z ) intérieur à (^Çy, s), et que | Â J reste in fé -
rieur à un nombre positif Y] convenablement choisi.

Les deux premières de ces relations donnent y^ et ^ en ioîiction
de j, z, x et À. Posons en effet y =y^ + ̂  s =: ̂  + ^ ; ces équations
deviennent

^=U>(.r,j^.s-^À),
Ç = X Q ( ^ j - ^ ^ - ^ A ) .

Lorsque x reste dans ô.,, et les variables {y, z) dans mi domaine
(^(y, ^) intérieur à ( ô ' ( y , ,s), les seconds membres de ces relations
sont des fonctions régulières des a;, y , s, ^ ^ A, poumi que les mo-
dules des variables ^ ^ A restent inférieurs à un nombre positif rf
assez petit.



SUR LES INTÉGÏULES INFINIMENT VOISINES^ ETC. iq

On en déduit donc pour ^ *( des fonctions

^ = 7:1 ( .C, J, Z, À ), Ç ̂  7:2 ( ,7;, ;/, Z, \ )

régulières dans les domaines ^ et (ô^y, z), pourvu que | X [ i-ie dé-
passe pas un nombre positif £. Comme ces (onctions s'annulent
pour À == o, on peut supposer le nombre £ assez petit pour que
(.7 -~ S, ^ — t) restent dans le domaine (^(y, z) lorsque (y, z " ) restent
dans le domaine c^(y, s). En remplaçantyo et z, par,/ —^ el z — TC,
respectivement dans R(^,,y^ ^, À), on obt ient pour u une intégrale

(^) /^UH^y—TT, . S — T T a , /),

qui est régulière lorsque la variable ,x" reste dans le domaine o^, que
les variables ( y , z ) reslent dans le domaine ^f(y, z}, pourvu que |À|
soit 'I £.

7. Pour appliquer le tlîéorérne |)récédent au domaine réel, sup-
posons que les coeff icients A, B, ... de l 'équation (8) soient des
fonctions régulières des variables x, y, z, à Fïnlérieur d'un cylindre
ayant ses génératrices parallèles à l'axe des /r, limité par deux plans
x ^ x ^ , x ^ = x ^ , et don f i a section droite par le plan desj^ se com-
pose d'une on plusieurs courbes fermées. Pour fixer les idées, admet-
tons que cette section est une courbe fermée G. On peut alors prendre
pour le domaine o^ une bande infiniment étroite entourant le serment
(^o, x , ) de l 'axe réel dans le plan de la variable .T, et définir comme
plus haut (n0 Ï) un domaine 0)(y, z) comprenant m particulier tous
les systèmes de valeurs réelles de jet de,:?, qu'on obtient en prenant
les coordonnées de tous les points intérieurs a la courbe (;. Cela posé,
soit (7 une courbe plane quelconque in/^fieure à la courbe (;. ,1/en-
semble des points nUérieurs à (7 appartient de même a un certain
domaine (.^(y, Z) intérieur a a)fj, s}. Soit a une valeur de.r comprise
entre x^ et ̂  ; l'application du théorème général du. paragraphe pré-
cèdent nous montre (lue V intégrale de l'écjuaUon (8), (jid est nulle
pour x == a, ea une fonction régulière des variables, x, y, .s, à l'intérieur
du cylindre ayant ̂  génératrices parallèles à l'axe des x, la courbe G
pour section droite, et limité par les deux plans a: =: x,, x == ̂ , pourm
que la valeur absolue du paramétre A soit suffisamment, petite.
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Lorsque les coefficients A. B, ... de l'équation CK) sont réguliers en
tous les points do la surlace du cylindre considère, il est clair qu on
peut substituer dans renonce précédent la courbe C a la courbe (//.

Étant donnée une équat ion d u p remie r ordre

au. ,J , ̂  ^ '\
( 1 2 ) ^:":-:::S-^,y,.,^^,^).

admettant l'intégrale particulière ^-o. pour laquel le les caractéris"
tiques sont les droites

y=a ^^cs
le développement de F suivant les puissances de u^ ^ne reniernu:*

qu'un terme du premier degré en u
/ j 3 ) F ^ A M + B ^ 2 - - ! 1 - . . . ,

, , < un < ) ( i ..
les termes non écrits étant au moins du second de^re en u, ̂ , -^ • un

peut, et d 'une in f in i t é de manières, i n t r o d u i r e un ou p lus ieurs para-
mètres dans Inéquat ion (12), el Ton en d é d u i t q u e celte é q u a t i o n admet
une i n f i n i t é d ' in tégrales i n f i n i m e n t , vois ines ( le la so lu t ion u •^ o, q u i
sontdes fonctions régulières de,r,y, ^ dans u n e portion ( K ) de l'espace
pourvu que cette région soit comprise dans un cylindre ayant ses géné-
ratrices parallèles à1" l'axe 0^ où les coefficients de la série ( ï 3 ) Hont
des fonctions régulières. On suppose, bien entendu, que la série (î.T}

1 . , ! , î 1 Ï ^ ^^•1

est convergente dans cette régson, pourvu que les modules de u,j^ j^
•soient saffisamment petits.

8. Avant d'aborder les équat ions de forme générale, i l conv ien t de
présenter quelques remarques très s imples , que nous développerons,
pour fixer les idées, en restant dans l'espace a trois d imens ions .

Soient f { o c , y , z ) , ^ { x , y , z ) deux tonc l , ions a n a l y t i q u e s des va"
mbles réelles x, y, z, régulières d a n s les port ions de l'espace qui
seront considérées. Les équations diflYu'enti elles

(x4) ^ ==/(^, y, s], ^ :-:::: y(^, y, s)
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définissent u n e famil le de courbes r, que nous appellerons, pour
abréger, caractéristiques. Toule port ion de l 'espace où les f o n c t i o n s /'
et y sont régulières const i tue u n c/uim/) de caractéristiques. Considérons
en particulier un champ de caractér is t iques ayan t une forme analogue
à celle d'un cylindre, où les génératrices se ra ien t remplacées par des
caractéristiques et les deux hases par deux nappes de surface Si
et S^ {fi^- i), de telle façon que, par tout poin t M du champ , i l passe

un segment m^rn^ de caractéristique jo ignant un point m^ do S^ à un
point rn^ de Sa. Soit T un champ déf in i de cet/te façon, que nous appel-
lerons un tube de caractéristiques. Le lon^ de l'arc w ^ m ^ de caracté-
r i s t ique , x varie de x^ a x^y et^y et z sont des (onct ions régulières de.r
dans l ' intervalle ( x ^ ^). Prenons dans T une portion de surface ana-
lyt ique régulière S qu i rencontre , en un point et en un seul, chacune
des caractérist iques de ce domaine , et supposons les coordonnées
(^, T], () d ' u n po in t de ^ exprimées en fonc t ion de deux paramètres
(/, u), d é t e l l e sorle que cette surface S corresponde p o i n t par po in t
d'une façon univoque à u n e cer taine région IL du plan (/, u ) , la
l i a i son qu i existe entre c, T], t et les nouvel les variables / et // é tant
exprimée par des re la t ions analytiques. .11 est c l a i r qu'on p e u t (.où-
jours, e td ' une i n f i n i l é de manières, t rouver u n e surface^, sa t i s f a i san t
a. ces diverses condi t ions.

La sur lace 2 é tant choisie de cette façon , la caractéristique F issue
d 'un p o i n t M de T rencontre celle surface S en un po in t P dont les
coordonnées S, 7]y ^ sont des foncl.ions analyt iques régulières de «y,
y, z dans ï- On le démont re a isément au moyen des équa t ions aux
variations relatives aux. intégra,! es du système (i4) infiniment voisines
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de la caractéristique considérée. Par sui te , / et ^ sont, aussi des fonc-
tions analytiques régulières des variables .y, j, z dans 1\ et, Fou p e u t
remarquer que ces diverses .fonctions ^ yj, *(;, ^ ^ sont des in tégra les
de l'équation linéaire aux dérivées par t i e l l es

f)e .. rh» ()^_ 4,, / ,...^ ^ o ....̂ ...,,.. 1»:::.: o
ô.c *' rfy ' <)z

ce qui résulte immédiatenient de leur d é l i n i l i o n ,
Inversement, soient (^ , u) les coordonnées d'un point de la région IL ;

à ce point correspond une caractéristique déterminée de T, représentée
par des formules

(i5) y==ip(^;^a), s =7T(^; l, tfh

dans lesquelles on doit (aire varier x de X., à Xy, Ces liniiles X( et. X^
sont; des fonctions des variables /, u, ([ni déiïeiKit*!!! des surfaces S<
et Sa; si ces deux surlaces sont analytiques^ X, et X..^ sont. égalenieni,
des fonctions analy l iq i îes des varialdes ( l , n. ) ré ̂ u lié i^.* s dans la
région R^y et nous supposerons par la suite, que l'on a

X,<X, .

Les formules ( i^} font corres[)ondr(* p o i n t par po in t d ' une façon
univoque le domaine T de l'espace (^^y, s ) k un d o m a i n e analogue T
de l'espace.. (o^ ^ u), limité par un cylindre dont im général.riee^ sont
parai lelesa 0^ et par les deux surfaces

^ = X i ( ^ ^ ) , ^ ^ X » ( ^ / / ) ;

les seconds membres des formules ( i . ^ ) qu i déf inissent cette transfor-
mation sont des f o n c t i o n s analyt iques des va ri aides ,r, l, //, régulières
dans ce domaine T'. De plus, celle t r a n s f o r m a t i o n fai t correspondre
aux caractéristiques T des droites parallèles a 0-r dans respace
(.r, i, u).

9. Considérons m a i n t e n a n t u n e équa t ion aux, dérivées partielles

ft^\ (h) /l(h) (h' * t k -( r6) ^=:^y^^^^^A.+BA+,.^
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les termes non écrits du second membre étant au moins du second
1 , àv à^ ^deffre en p, —y —? A.0 àf ôz

Pour À == o, cette équation admet l'intégrale part icul ière ^= o, et
les caractéristiques correspondantes, qui sont définies par le système
d'équations différentielles

dx ciy dz
^ y ^ l

sont précisément les courbes F. Nous supposons que tous les coeffi-
cients de la série ( î6) sont des fonctions analytiques régulières de x,
y , z dans le domaine T défini plus haut , et que cette série est conver-
gente, quelle que soit la position du point (x, y, z ) dans Ty pourvu
que les modules de P, -r-? -r:? À soient inférieurs à u n nombre positif
suffisamment petit.

Faisons dans cette équation le changement de variables
y==^(.r; t,u), ^^(.-y; t, u),

^ et TC désignant les fonctions (i5) définies tout à l'heure. De là for-
mule

dv =:p dx -+- q dy -h /• ds,

où l'on a posé, pour abréger,
à^ ô^ ()vp =: -.--, n -^ —, r = —,
àx l à Y ôz

on t i re
<)^ ÔK à^p^q —l 4- /• — =-: —„»,. ,
ÔX ôx ûx
ô^ ^ arc ()^/ \ } \./\y (/;(. »7 >

(,7) (l^^r-1H^^

à^ ^ arc ()^
ou <)u ()u

Mais les fonctions ^ et TC satisfont, d'après leur définit ion même»
aux équations différentielles

^-/(^M.
àTt , . ,
^--•=y(.a;;^7T);
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si l'oii (ire q et r dos deux dernières é q u a t i o n s (17)? et qu 'on fasse la
subs t i tu t ion dans l 'équation proposée, el le prend la forme

( ,8 ) ^ ^ A , . + B , / . 4 - . . . ,

les'termes non écrits étant au inoins dn second deiçré en î-\ . , • > " l, i l-? /,.r) 1 <^ un
Tous les coetïicients de la nouve l le série sont des fondions a n a l y -
tiques des variables Xy l, u régulières dans le domaine T\ et ei^.ie
série est encore convergente, que l le q u e soit la position du point de
coordonnées Çx, t, u " ) dans Ty pourvu, qui» les modules de <^ ̂  ̂ -i A(/ ii i/a
soient inférieurs à un nombre positif assez petiL

10. L'intégrale part icul ière e ^ o d e l 'équat ion (18), co r re s j )0 ï idan t
à la valeur À === o du paramétres admet pour caractéristiques les droites

Pour ramener le d o m a i n e T à la (onne c y l i n d r i q u e du n0 7» u n e
(I ern i é re Ira n s fb rm a t i o n ( k s (, n é (* e s sa. i re.

Soi(,^-=:: X^(/, u) l'abscisse du i )o in t où la carac té r i s t ique q u i cor-
respond au système de valeurs (/, u " ) rencontre la surface S; on a,
d'après les hypothèses qui ont été expliquées^

X ,<Xa<X, .

Considérons là-fraction rationnelle en x '

( -9 ) <1>(^^')=^^;,

les coefficients L, M, N, P ayant les valeurs suivantes :

L----X,, ,(X,4-X,)-aX,X2,
M = = X , ( , X , - - X , ) .
N=:BX. ,~ X i — Xa,
1>=:X,— X,.

On vérifie immédiatement que l'on a

î>(t, u; -1) == X,, 4»^, u; o) = X», <t>(^ u; i) =. X,,
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et que la fonction <I> est continue et croissante lorsque x ' croit de — i.
à +i, le poin t de coordonnées ( t , u) restant dans la région du plan
considérée. La t r ans fo rmat ion définie par les f o r m u l e s
( 20 ) x —-. (ï» ( t', u' ; x' ), t = £' , a -=. u'

fait correspondre à la région T de l'espace ( x , /, u) et, par suite, à la
région T de l'espace ( x , ^y, z - ' ) un cy l ind re T' de l'espace ÇT\ l\ a'),
ayant ses génératrices parallèles à Orr*', et l im i t é par les deux plans
a;' = — î y x1 = -+- ï , la section de ce cyl indre par le plan x''.-== o cor-
respondant à la surtaceS du d o m a i n e primit i f T.

Cherchons ce que devient l 'équation (18) après ce nouveau, chan-
gement de variables. La rela t ion

, àv , àv , ûv ,
dv •=i — dx "\- — dt 4- .- du

()a; ()C ()u
nous donne

, /<X> ,, ô^ , , à^ , \ àv àv , , ()v , ,
dv =: —y dt' 4- ."--/ du' 4- ^-,da:' "." 4" "? ̂  •+• T- du',

\()// au ôx' ) àx àt i)u

' ^ t y par suite, on à les relat ions
^<I> ôv _ àv
(),x;' àx ôx'

ô^ ôv ô^ _ à^ / ' ' .
JF Jx 'Jr Tt "~ ^T77 . ' O 1 . ' 1 1 1 ' ' , . ' ' : 1 - 1

à^ ô^ ô^ ô^ //^y ^ r ' ' i
au' ()x ou a u 1 9 /1'. ' ' • 1 < , / " 1 , ' 1 ' • ; '••

d'où l'on tire inversement , ; ';^• ,-"1'; 1 ^ [
ô^ _ i <h' y 1 . .•'^ ^ //
TTI- ~':"i" 7i<ï>" l)^' l i i^. ';?: 1 1 //

^ ••.•^u^1--"
()^

à^ à^ Ot' <)^^ ̂  ̂  _ .̂ ... ̂ ,

àa-'

()^
àv ôv au' <)c
Tu "" Ju7 "Ï}^ "(hc' *

^7

y//^. /?c. Norm., (3), XKV. --JAWIKK 1908. 4
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La dérivée t— est régul ière et ne s ' a n n u l e pas d a n s la région T.
L'équation (ï8) se change donc en une é q u a t i o n de la t o n n e

ôv { , , , {^v ^c ^it « \
(i8/ ^^F(,r',^//,.,^,^..^'^.

, . < , /h1 <^e ^e ", i ^le second menibre étant une série en t i è re en e, ^p •^p ^p A, doni
tous les coefficients sont des fonct ions a n a l y t i q u e s des var iab les a?\
t1\ u\ régulières dans le domaine T, cette série étant convergente dans
tout ce domaine pourvu que les modules des variables e, ^7» ^P
<—) "X soient pins peti ts qu'un nombre posi t i f suffi sa m m (Mît pe t iL De

plus, la série ne renferme aucun terme du premier degré en " , 1 ; / »

L ^ , —^ p^r suite, en résolvant F é q u a t i o n ( ï H ) ' pîH1* ra))porl . a ,^ on
en dédui ra u n e é ( [ua t ion de même forme que l ' équa t ion ( î H )

(2 l ) ^^A,^4"IÎ^4.--. . . ,

le domaine T' étant seulement remplacé par le d o m a i n e T\ A cNle
équation (21) nous pouvons a p p l i q u e r l e * théorème du n0 îî : î ' Intégrale
de cette équation qui- se réduit à zéro pour ^:^a est une fmîc lhm
régulière des variables a / , ify u' dans tout domaine intérieur à T\
pourvu, que |"Â | soit inférieur à un nombre positif ïj convenablement
choisi. Il en sera donc de même de l'intégrale de réquat ion pr imi-
tive (16) qui se réduit à zéro sur la surface S, dans tout domaine in(é"
rieur à T. Cette intégrale sera même régulière dans le domaine l'tout.
entier, si les condit ions1 que nous avons supposées vérifiées à l 'inté-
rieur de ce domaine T sont vérif iées également à r in t é r i eu r d'un
domaine analogue, mais un peu p lus grand.

La surface S pouvant être choisie d 'une i n f i n i t é de manières, on voit
que l'équation (16) admet u n e i n f i n i t é d ' i n t ég ra le s i n f i n i m e n t voisines
de l ' intégrale ^ = o et régulières dans l e ,domaine T, nu du moins dans
un domaine quelconque in té r ieur a T, et en différant d 'aussi peu qu'on
le voudra.
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H. (A)nsidérons c n n n une équation du premier ordre, ne dépendant
d'aucun paramètre, et admettant rintégrale particulière c == o :

/ . à^ /. à^ <)^ .(9,2) =:—/ — — ^ 4-Ar-h. . ..
<'//•• ^)' < 6^

Soit (E) une région de l'espace, où les coefficients de la série qui
est au second membre sont des fonct ions régulières de x, y , z, telle
que cette série soit convergente en tout point de cette région pourvu
que les modules de v, y-? ~j^ restent inférieurs à un nombre posi t i f
convenable. Comme on peut toujours introduire un paramètre A d,an«
l'équation (22), par exemple en posant

r^r V 4-/.<!>( ̂ ,,r, ;;),

<,D(,2î, r, z ) étant une fonction régulière dans (E)y de la<îon que l ' inté-
grale particulière ^ = = o corresponde à la valeur A = o du paramètre,
on voit que l'ér/ua/ion (22) admet une in/initè d'intégrales infini/rient
voisines de r intégrale 9 == o, et régulières (lans une portion quelconque^")
de (E) pourvu que (E') soit compris dans un tube de ça ractérù tiques (T)-

Les conclusions précédentes s'appliquent évidemment quel que soit
le nombre des variables indépendantes. Dans le cas de deux variables .r
et^y, le tnhe de caractérist iques est remplacé par un quad r i l a t è r e l imité
par deux segments de carac té r i s t iques F, et I\, deux autres segments
de courbes C, et ( ^ , (e l qu 'on puisse j o i n d r e un point de ' ^ ^ à un po in t
de I\ par un segment de courbe coupant en u n poin t et (m un seul
toutes les caractérist iques du domaine considéré.

Reprenons par exemple r équa t i on l inéa i re

/^y^/ ^ y s ;

les courbes caractérist iques sur l ' intégrale particulière z ̂  o sont les
hyperboles

r(^-C).^i,

C désignant la constante arbitraire. Ces hyperboles ont pour asymptote
l'axe des y, et la seconde asymptote est parallèle à ( ) y . Il est clair que
toute région du plan à distance f i n i e peut être renfermée dans une
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région analogue an domaine T considéré ( ) [ns liant; Féquatiou doit
donc admettre une infinhé d'intégrales régulières dans toute région
finie du plan. On le véri'lic sans peine, en remarquant que l'intégrale.
qui se réduit à 'une fonction Gp(<rj pourj ̂  a' a ponî" exj ï ression

......tyr """! 4' \A-n'' —" t 1 ) 2 • l l • î • ^.y'2)
^J"

r ^,^,- . V/î^^r^
<>. •)/

12. Les théorèmes q u i v i ennen l . d'eire é( ,a l ) l i s ne s ' a p p l i q u e n t q u ' a u x ,
domaines à l ' intérieur desquels les caraeléristiqiies qu i correspondent
à l'intégrale particulière connue ont une certaine disposi t ion. I l esl
facile de prouver par des exemples très é lémentaires que ceite con-
dit ion n'est nul lement ar t i f ic ie l le , mais qu 'el le est au contraire dans
la nature même des choses.

Prenons d'abord l 'équation

(.3) {h .:,, ___^^^^^^^^^

h étant un nombre positif, el considérons Faire li, limitée par un con»

tour fermé tel que F, laissant à Pexiérieur le* point H de coordon-
nées^), A). La parallèle y ̂  h h Faxe 0^ rencontre le contour F en
quatre points A, B, G, I), ef, les poinis P et Q dWdônnées tmmmurn
et minimum sont supposés, pour fixer les idées, sur la droite w- î
(/^ 2}<



SUR LES TNTÉGÏU.LES I N F I N I M E N T VOÏSWîSS, ETC. 29

L'intégrale générale de l'équation (28) est

i / y—VA , r,)
z=z— -——- ;i rc t;i H g / •——^—— -+- y ( y ) == — -——- + cp ( y ),

.̂ —— ff Y '̂ y 'y^ .— y^

co désignant l'angle de HM avec HA et ^Cr) étant une f o n c t i o n arbi-
traire de y. Pour avoir une in tégra le régulière dans la région 1{, on
doit prendre pour ^(.y) une fonction de Y régul ière dans l ' i n t e r -
valle ( , ro?J i )? ,Yo ^.y» désignant respectivement les ordonnées des
deux points Q et P. La fonct ion ç(y) satisfaisant à celle cond i t i on , le
premier terme de l ' i n t é g r a l e

i , /y - // \
-T"^'1'11'11^"^-)

resie f i n i lorsque le point M de coordonnées (,r^r) v i e n t , sur AB; ma i s ,
lorsque ce point M v i e n t , sur CD, l 'angle o) devieni , égal a -n:, e(- l ' in l .é-
grale s devient inf inie sur le segment CD. L 'équa t ion (23) n 'admet
donc aucune intégrale qui soit régulière en tous les po in t s du d o m a i n e
l i m i t é par la courbe r, de quelque f açon qu'on prenne la fonct ion
arbitraire ç(,y).

Cela posé, considérons l 'équation

À / ()z ^\
(^) /^ ̂ ^^ +. . . (/>= ̂  7 = Jy^

les termes non écrits é tant au moins du, second degré en z, q, A.
Pour A == o, cette équa t ion admet l ' i n t ég ra l e p a r t i c u l i è r e z — o, sur
laquelle les caractéristiques sont les parallèles a 1,'tixe (}x.

Si l'on, cherche à développer suivant les puissances de A une inté-
grale se réduisant à la précédente pour A == o,

s =- A yi 0, y ) +• A 2 ça ( x, y ) - - h . . . ,

on a, pour déterminer le coef Ï ic ien t o , , 1'éiiuation

<^î/l t

<):/; "'" ^-h ( y -— h )'^

qui n'admet, nous venons de le voir, aucune intégrale régulière dans
la région intérieure a. la courbe I\ II, n'existe par conséquent aucune
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intégrale de r é q u a t i o n ( i^ ) , i n f i n i m e n i v o i s i n e de Fmié^ 'rale 5—0,
qui soit régulière dans t o u t e ( • ( ' ( le région. Ce r é s u l t a i n 'es t n u l l e m e n i
en contradiction avec le théorème re l ie ra i , car i l esl i m p o s s i b l e de.
tracer dans la région R un arc de courbe c o u p a n t en un seul po in t
chacun des serments de caractéristiques s i tues d a n s c e ( ( e région.

Il serait bien faci le de former des exemples analogues pour le cas
(le trois variables ou d 'un nombre que lconque de var iables .

13. Etant donnée une équation du premier ordre, d é p e n d a n t , d ' u n
paramètre "A, et admettant pour 7^— o riutégrale par i icnl ière c •:'.̂  o,
le théorème général-précédent permet de reconna î t re^ par une discus-
sion qui. appartient à la Géométrie de s i t ua t i on^ si cette é q u a t i o n
admet des intégrales i n l i n i m e n t voisines de celles-là, et régulières1

dans un domaine déterminé. Pour obtenir le développement, de ces
intégrales s u i v a n t les puissances de A, i l est, i n u t i l e de passer par tous
les in lermédia i res q u i on t , élé employés pour la démoiîst .ration du
théorème. Pour s i m p l i f i e r r é c r i t u r e , nous exposerons la mélbode à
suivre dans le cas de d e u x var iables i n d é p e n d a n t e s ,

Prenons d'abord n u e é q u a t i o n l i n é a i r e

(25 ) p -^ '/./'( •r» .r ) ^ f? ( -^ y ) ^ • ̂  ̂  ( ̂  » }"h

fy y, ^ étant des fonctions régulières îles 'variables x et y daîfô une*
certaine portion1 du plan B, l imitée par une courbe fermée î\

Nous appellerons caractémtiques les courbes intégrales de requit îou
différentielle

(.6), 1 ^-/(^,y).

et nous supposons qu/i l existe un segment de courbe C cou()an( en uu
point et en un seul tous les segments de caractéristiques s i tués d î îng
la région R.

Ces caractéristiques étant supposées connues, il est fac i l e d'obtenir
l'expression de l'inlégrale de réqualion (aS; qui se réduit,, a une fonc-
tion donnée le lon^ de l'arc AB f//^. 3), '

Soient (^ yj} les coordonnées d 'un point quelconque de ce seg-
ment AB, que nous supposons exprimées au moyen d'uno variable
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auxiliaire /. Soient, d'autre part, < D ( ^ ) u n e fonction, quelconque clé ^
et ^ ( x ' , y) une fonction régulière dans la région R.

Considérons l'expression
p (•^v)

(27) u\x, y}—- <î>(<0 •4- ^ 7r(.r,y)^,
'"(S,-/i)

l'intégrale curviligne du second membre é t an t prise suivant le segment
de caractéristique PM qu i jo in t le point M. de coordonnées Çx, y ) au
point P(^, Y)), où le segment de caractéristique passant au point M

rencontre l'arc AB. Il est clair que cette fonction f i ( x , y ) se réduit
à $(^) lorsquede point M: vient sur rare AB, D'un autre côté, il est
aisé d'avoir une relation entre les dérivées partielles //.^ et /^.; en elîet,
pour un déplacement intiniment petit du point M sur la caractér is-
tique PM on a doux valeurs de l'accroissement A//,

A^='i, (^,-4- uyf)^.r,
A// :=-. T.(x, r ) A.r,

d'où l'on déduit la relation

( 28 ) /4 + «y /( .̂  .,) • ) = TT ( .:r, y ),

Considérons ma in tena nt l 'expression

/*(•'**?.y) r i /^.«ir) ""(
, , , ] . . ,. ̂  y i ^ ' l r ' f y ] -(, y(,r.r^/r
(^9) ^(^j)^^^'^ * (^ )+^ ^(.-r,7)^ J ( ^ 1 1 ^1

L ^(t'/i» ' ' J
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r^'^'les intégrales j é t an t prises s u i v a n t l 'an ' de c a r a c t é r i s t i q u e PM.
^l-ni

II est clair que cette l'onction s ( a ^ r ) se r é d u i t ;» < I > ( " / ) l o r sque le-
point, M vient sur l'arc AIL Pour prouver que c'est n u e i n t é g r a l e de
l 'équation (^5), posons

,^,)-)
u^. | 9(^,y)f/.r,

^it-^
.,(.r,y)

P = <lï ( Q 4" / ^ ( .T, Y ) ^1"1111•M ^^ ;
<Atr,

ces deux fondions vérifient respectivement les deux re la t ionn

/4+" u ' y f ^ ^ y ) =: o(.:.r^r)>
(1^ 4-^/(</•, y) •^^(.r^y)^1 '1 1 1^,

et la formule (29) peut s 'écrire

(^V ^ ::..„,•. .-^-.

On en déduit
// ( . ' 1 { ^if', i ^i^»
y ..;.:. ^rt c//^ 4- <^(^

et, par suite, ^

P + ̂ /(^»j) ̂  ̂ •'^4+.A4) 41- l^rtl(e^•+«/t^)
= r?^' ç 9 ( ̂ , j ) 4- ^^ ̂  ( y, y •) r^

=^9(^y)4--^(^,,r) .

La formule (29) représente donc l 'intégrale de l ' équat ion ( ^ ) qu i
se rédui t à une fonction donnée ^ ( i ) le long de l'arc AIL II est vis ible
que cette intégrale est une fonclion régulière dans tout le domaine B,
lorsqu'il s a t i s f a i t à la condi t ion énoncée.

Prenons e n f i n u n e équat ion du premier ordre

(3 0) ^ + < 7 / ( ^ . r j = A ^ 4 " I î / , 4 - . . ,

les termes non^écrits du second membre étant au moins du second
degré en z, c / , A. Nous supposons toujours que les codîickmts de la
série de ce second membre sont des ionctions régulières dans la ré-
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gion R, que cette série est convergente, q u e l l e que soit, la posit ion du
point (;r,y) dans R, pourvu que les modules de r?, y, À soient infé-
rieurs à un nombre positif convenable T], et e n f i n que la région B
satisfait à la même condit ion que tout à l'heure, relat ivement aux
caractéristiques de l'intégrale part iculière ^ = = = 0 , c'est-à-dire aux
courbes intégrales de l 'équation (^6). Proposons-nous de développer
suivant les puissances de A l ' intégrale de l 'équation (3o) qui se rédui t
à zéro tout le long de l'arc AB (fig» 3), qu i coupe tous les segments
de caractéristiques situés dans R :

( 3 1 ) ^ ==}^(.^j) 4- ?^(.r,j) -h-. . .4-^(.^y) -h. ...

Le coefficient ^ (^?,y) doit satisfaire a l 'équation

(32) ^4^y(.^^)^A,^^B,

et, d 'une façon générale, en égalant les coefficients de À^ dans les
deux membres de l 'équation (3o) après la subst i tut ion, on obtient la
relation

(33) ^^^/(.r,)')=A^+4>(^r^,...,^^

$ désignant un polynôme en ^, z^ ..., .̂....̂  ^-, -., i"—l, don t les
coefficients sont des fonctions régulières dans la région I.{.

L'intégrale de l 'équation (32), qui est nul le le long de l'arc A.B, est
une fonction régulière, on vient de le voir, dans I{. D'une façon géné-
rale, si les fonctions z^ ^, ..., ^,,, sont régulières dans R, i l en sera
de même de l 'intégrale ̂  de l ' équa t ion (33) qu i s'annule sur l'arc AB.
On obtiendra donc a ins i une série de la forme (3ï), satisfaisant for-
mellement à l 'équation (3o), et dont tous les coelÏicients sont des
fonctions régulières dans R.. Nous avons démontré plus haut que cette
série était convergente dans tout doma ine intérieur à B, pourvu que
le module de X soit assez petit .

14. Les considérations précédentes peuvent aussi être étendues aux
intégrales des équations l inéaires dans le domaine complexe. Consi"

Ann^ /'Je. Nonn.y (3), XXV» -•-- JASVIKK 1908. 5
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dérons une équation

(34). /^h^/"=^+4s

où nous supposerons, pour plus de simplicité, que les fonctions/,
o, ^ sont des fonctions entières des variables ;.r (M- j-% ou des poly-
nômes. Soit ̂ (y) une fonction régulière dc^rdans un certain domaine,
par exemple une fonction entière, L'intégrale de réquation C'H), se
réduisant à <I>(y) pour x =-= o, peut être, coniuie on le sait, considérée
comme le lieu des multiplicités intégrales du système d'équations
différentielles

d.f dy dz
~ ̂ : y";:1::1' ̂ ':^

prenant les valeurs initiales r=^y^ ^^^(y^), pour .r^.o, quand
on fait varier jo. Prenons, en particulier, nntégrale de réqnation

riy( 3^ ) ^^^.'^yh

qui prend Ja. valeur yo pour ;r ••-^ o^ et supposons qireih* soit Iiolo-
morphe dans un domaine simplement connexe o^. du plan de la va-
riable x, de telle laçou que la variable Y décrive dans son piau un
domaine c '̂" lorsque x parcourt â,̂  Si l'on remplace y par celle inté-
grale dans y et 4^ l'intégrale de l'équation

dz— ::"": 95 -i.11- d/,(LÏ'

qui prend la valeur ^(yo) pour îv == Oy esf. elle-même lî(domor[die
dans ê^., La caractéristique ainsi déterminée constitue un coulinuum
à deux dimensions dans .l'espace il, quatre, dimensions, et rinié^nde tie
l'équation aux dérivées partielles ( " ) ^ ) est une fouctiou régulière <le.r
ctde^ytout le lon^ de cette caractéristique, c'est-ii-dire dans levo iHî -
na^e de tout système de valeurs /r=.^a, y = ̂ , prises ri^pecl.ivcïnent
dans les domaines û^ et S'^y de •façon qu'dies HC correspondent*
Le domaine ô^ varie en génénil avec yo ; supposons que toutes les
intégrales de l'équation f35) soient holornoriîhes <lani4 S^y lor^ijuey,,
varie d.ans un certain domaine. Si tous les domaines ^w ont eu co'rn-
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m n n u n domaine S\. du. plan de la variabley, on est assuré que l ' inté-
grale de l 'équation (34) qui. se réduit à < D ( r ) pour .r == o sera une
fonction holomorphe des variables x et y lorsque ces variables dé-
crivent respectivement les deux domaines o^. et c^.

Mais i l peut arriver que, quel que soit le domaine dans lequel on
fait varier j^p les deux domaines o^ et o'y ne puissent recouvrir simul-
tanément deux régions déterminées dans chacun des deux plans.
Reprenons, par exemple, l 'équation

(3..i/ p-^y'-r/ ~\~ y ^ ;

Féquat ion (35) est ici

(35 y ^--rSdx "~

et l ' intégrale qui prend la valeuryo 7^ 0 pour x === o a pour expression

_ i , _ ï
y - a:—a ou ^ - — ^ "

Faisons décrire à la variable x un cercle C de rayon R ayant pour
centre l'origine; le points —" a décrit de même un cercle G, de rayon R
ayant pour centre le point a; le point y •=. ——décrit la portion du
plan extérieure à un cercle C^ inverse d 'un cercle é^al à C, par rap-
port au cercle F de rayon, un décr i t du point y == o pour centre. Pour
qu 'un cercle (7 de rayon ÏV décr i t du poin t j= o pour centre soit tout
entier dans le domaine décrit par le point y, il f au t qu' i l soit f o n t en-
tier à l 'extérieur de C^. L'inverse de ce cercle C7 par rapport à T est un
cercle de rayon •,..7 q u i doit renfermera son intérieur l 'inverse de C^
par rapport à. F. Or le rayon de ce dernier cercle est égal à R; on doit
donc avoir — > R ou, RR.^ ï (voir n0 20).

15. Prenons main tenan t une équation du second ordre de la forme

( 36 ) s =: A p - \ B <7 4- C z "4- I) A 4 - . . . ,

où les termes non écrits sont au moins du second degré en z, p , y, r,
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t, *X et dont tous les coeff ic ients son! des f o n d i o n s nna^ t iques des va-
riables x et y,, régulières dans u n d o m a i n e a), I c i que ceux, q u i on t
été définis ^Ins liant (n 0 3). comprenan t une région H du p lan
des ^y, l imi tée par une courbe fermée r t e l l e < i n c ^e l l r » <^1 t la t i^nrc . Si
pa rnn point quelconque M de K on mené n n e p a n i l l é l i - ^11) ii Ojet.
une parallèle MQ à Ox, le rectangle WMQ. est lont e n t i e r dans la
région R. On suppose de plus que la série du second membre de

réqua l ion (36) est c o n v e r ^ e n f c ponr ( -oui sys tème < le va leurs des va-
riables ;y et y dans le d o m a i n e n.'î, p o u r v u que les modules de s» /^ y,
r, /, À soient inférieurs à un nombre posidfï j . Soient (.r,,^^) leHeoor"
données d'un point M de la région /II» Considéroun dans le pbm de lia
variable complexes un domaine ^formé d^une bande î r î d ï l î m e î i t . mince
de largeur 2€^ comprenant à son intérieur le segment, (<1^ ^<,) de l'axe
réel, et dans le plan de la variai/de y un domaine analogue Q^ (orme
d'ut lebâr idelui iniment inincede largeur as', œm prenant a l ' intérieur le
segment (o,yo) de Faxeréel ; les deux rnembres £, € sont supjîosés
assez petits pour que l 'ensemble des deux domaineso^ et ̂  fasse partie
de 0. D'après le théorème général établi dans le Mémoire précédent
(p. 49^)» l'intégrale de l 'équation (36) qui se r édu i t h zéro, pour^1.^: o
et p o u r y = = = 0 y est une fonc t ion holomorplie des variables ^y jy Ay
lorsque x décrit un domaine c .̂ i r H é r i e u r a ô^ et^r uu d < H ' î î a i r u A 3^. in-
térieur à Sy, pourvu que [ A | reste ïnVénwr a un nombre positif p. Si
les domaines â^1 â^ renferment rc^spec t ivement les. deux segments
(o ,^) -e t (o^y^) des axes réels, l ' intégrale eu question sera une
fonction régulière des variables ^ et y dans tout le rectangle OPMCh
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pourvu que la valeur absolue de A soi t p l u s pet i te que p. Si l'eu or-
donne cette intégrale suivant les puissances de X, les coefficients
successifs sont détern'iinés de proche en proche par des équations de
Laplace, dont les coefficients sont des fonc t ions régulières dans la
région R.

Tous les termes de la série ainsi o b t e n u e , q u i satisfait fonnel lement
à l 'équation (36), sont donc aussi des fonc t ions régulières dans IL
D'après ce qu'on vient de démontrer, à chaque point M.(x\^y^') de ce
domaine on peut associer un. nombre positif po tel que la série précé-
dente soit convergente dans tout le rectangle OPMQ pourvu, que l'on,
ait X | < p , .

Si le point M décrit un domaine IV intérieur à H, i l est clair que p < >
varie d'une manière continue et par conséquent reste supérieur à un
nombre Y] <o. L'intégrale considérée est donc régulière dans tout le
domaine IV, pourvu, que l'on ait |"À << T]. Le théorème s'applique éga-
lement a la région R elle-même, si elle est comprise dans une région
un. peu plus grande et sat isfaisant à toutes les autres conditions énon-
cées plus haut.

1.6. Etant donnée une équation aux dérivées partielles du second
ordre, admettant la solution, non singulière z == o, on peut lui. app l i -
quer les résul lals précédents, en i n t r o d u i s a n t dans cette équat ion un.
paramètre A, de façon q u e la nouvelle équation admette l ' inlégrale
s == o pour A == o, et cela d 'une i n f i n i l é de manières. Le théorème
général du dernier paragraphe permet, d'affirmer l 'existence d ' inté-
grales in f in imen t voisines de la solut ion s == o (c'est-à-dire se rédui-
sant à zéro pour À ==== o ) , et régulières, dans tout domaine réel .1), sim-
plement connexe, satisfaisant a la condit ion suivante, (|ui f a i t inter-
v e n i r un iquement la d i spos i t ion des caractéristiques sur l'intégrale
particulière z === o; par tout point de D, il passe deux caractéristiques
réelles, non tangentes l ' une à l 'autre, et de plus il. existe dans ce
domaine deux segments de caractéristiques ,xp, "p, de systèmes di.lîe1-
rents, dontchacini rencontre en un point et en un seul, tout segment
de caractéristique d 'une famille différente situé dans D. Une transfor-
mation bien simple ramène ce cas à celui qui. vient d'être traité, où les
caractéristiques sont les droites x =-= (7,j^ (Y.
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Si les deux systèmes de caractér ist iques de Finté^rale parficulière
^^^^^^^o ^i^ confondus, la conclusion est, la même que pour
une équation aux dérivées parlielles du premier ordre el s 'établ i t de
la même façon.

En résumé, la conclusion générale q u i si1 dégage de celle é tude ,
' c'est, que, dans la recherche des intégrales inHuimeul voisines d'une

intésrale parliculière connue, la -disposition des caractérist iques sur
cette intégrale particulière est nu élément essentiel a considérer.

1,7. La question se présente d 'une façon toute différente pour les
équations du second ordre à caractéristiques imaginaires . Ou saî t , m
effet, que, pour une équation l i néa i r e du type e l l ip t ique , c'est le pro-
blème de Diricblet, et non le problème de Caucby, qui se pose n a t u r e l -
lement . Considérons, pour fixer les idées, Péqua l iou du second ordre

(37) ^ ^ ^ ^ - A ^ ^ ^
' / / ^.r-' < ) } " ().r OY

les termes non écrits étant au moins du second de^ré par rapport a

( j z <)':' <V'z iF's f } " s
/<ï •̂  /;P 1 ^ 1 » 1 1 : - 5 ^•iîî '.J^^ ^ir

et les coefficients étant des fonctions analyt iques régulières de^
"variables x ety à l'mtérietL -d'un contour fermé r\ Nous sujïposous de
plus que cette série est convi*r^ente à l ' intér ieur de ce contour l'i
.pourvu que les modules des variables A, ^ y * . . restent plus peti ts

! qu 'une 1 certaine l imite. -Pour A == o, l 'équation ("37), admet rhitégraîe
particulière z == o. Cherchons une série ordonnée suivant les puis-
sances de "À

( 38 ) Z :::= A ̂  -h Â^ ̂  ••-h . . . •1•1•11^ V Sn. + - - -

satisfaisant fbrrnellement à réqualion ('37), et dont fouis ics coefficients
s'annul^utt le lon^ de î\ tout ^n restant réguliers a llîitérieur de ce
contour. Le coefficient -s^C'^.y) doit satisfaire à réquation,

(39) ^.,.<P3•^^3•.^B^!.^(;^ .,,1».(),v1 ()y^ ù,r ()y
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s'annuler le long de r et rester régulier à riritérieur (le ce contour. Ce
problème admet en général une solution et une s.eule; il n'y a. d'excep-
tion que si Punité est une valeur singulière pour une équation de 1 . Fred-
holm ( 1) qui. se rattache à l 'équat ion l inéaire (39). Si l'on ne se trouve
pas dans ce cas singulier, tous les autres coefficients ^, ..., z^ ...
pourront être déterminés de proche en proche;^, par exemple, doit
être une fonction régulière à r i n t é r i eu r du contour F, s ' annu lan t sur
ce contour et vérifiant une équation de la. forme

à^. + €^ :=A^ 4-B^ 4-C^+F(.^ y),
ox^ ôy1 ûx a y

où F(.'r,y) est une fonction régulière à l ' intérieur de r.
Il resterait encore a établir la convergence de la série ainsi , ob-

tenue.

'1.8. Nous avons toujours supposé jusqu'ici, que hs coefficnmts étaient
des fonctions analytiques. II paraît difficile de s'allranchir de1 celte
hypothèse, au. moins d.ans le cas général, mais on peut le taire pour
des équations de forme particulière.

Considérons par exemple une équation

(4o) -y—— =f(^, r, ., /., ̂ , -y) = \ ̂  + B ̂  -I- C. +. I)/. 4- . . . .ôx ôy \ "' ôx ( ) ) ' j ô.ï' <)Y

les termes non écrits étant an moins du second de^ré en z, —-> — 5 7'.,.„. . . . . . .. . . . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ . , ̂  ^

et les coefficients de cette série A, B, C, I), ... é tant des fonct ions
continues des variables x et y lorsque x et y va r i en t de o a a. Nous
supposons enfin que la série f[x, y , z, (—, r —, 7.) est uniformément

convergente dans le domaine D défini, par les iné^dités

o ..:: <ï' :.... €f. o ,:.: ) ' L: a.

( 1 ) f^oîr, par oxeniplô, "ijn ar"t,icle de M. î^icard Sur qualqucs applications de ('(''filiation
fonctionnelle de M. Fredholm (Ren diconti dcl Circolo matcmcitico dl Palermo, t. XXÎÎ ,
\9oG).
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pourvu que les valeurs absolues de ̂  "—5 — » A resleut, p lus petites
qu'une limite déterminée. Cherchons encore a former une série entière
en À

( 4 î ) :ï:-:Â^4-A^4^..4- //'^.f....

satisfaisant formel lement à l'équation (4°)^ < * ( - don t (•<ms les coeffi*"
cients z ^ Ç x ^ y ) soient des fonctions cont inues dans le domaine. I),
s'annulant pour A* == o et pour^r^ o. Le premier coefficient, ^Cr^r)
doit satisfaire aux trois relations

( ^ ^ A ^ l 4 - B Ç . ( - . + - C . ^ 4 ^ ^(4^) ' à^' ôy f).v à Y ' '
( ^ i (o?,? ' ) ^o, ^t(^, o) ^o,

et, en général, ^(^j) doit satisfaire il trois relations de même
nature

(43) i^--A^+l^">-<:.iF<.^r),
5,/(.r, o) :::::• o, ^ , , (<^ ^ r ) -: <:),

la fonction F étant régulière dans !<* domaine I).
Si l'on intègre les équations (42) et (43) de proche en proche, au

moyen de la méthode des approximations successives» par exemple,
on voit que ces fonctions peuvent se déduire des coeflicients de h
série/^y, s, ̂ , jp, )^ par des quadratures seulement, et i l en e^t

de même des dérivées ̂ j et ̂ . On oh t ien tdonc a ins i uw série de la
forme (4i), satisfaisant formellement à Péquation (4o),e( . dont tous
les coefficients sont continus, a ins i que leurs dérivées partielles du
premier ordre, dans D, et s 'annulent pour ̂  r= o et, pour y ,::..:. o,

Pour démontrer la convergence deœ développement, ' on peut évi-
demment remplacer le second membre de l 'équat ion M o J ' p a r une
fonction majorante. Soit Al une- l imUe supérieure du module de ce
second membre lorsque le point (^j) reste dans le domaine 1), et que
les modules de ., ̂  ̂  A ne dépassent pas un nombre positif p, -U



SUR. LES ÎNTÉGÎULES im'TNîMEIST VOISINES, ETC. 4 î

convergence (lu développement (40 sera démontrée si l 'on é t ab l i t , que
la série obtenue de la même façon en partant de l 'équation

^ ._ M
ô^ à v î z \ / î à^\ f î ôz "\ [ V\

' (.,I-pM..I-p<^^„,•-^^A.'~p.)
est e.lle-rnêm.e convergente. Or les coefficients de la nouvelle équat ion
sont analytiques, et l'on peut lui appl iquer le Ihoorème général du n0 1.5.

Ann. Kc. A' urm», ( 3 ) , X X V . - .lANvriîu i(^)8. G


