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SUR LES

CONDITIONS D'INÏÉGRABILITÉ COMPLÈTE
DU

CERTAINS DIFFÉRENTIELS,

PAR M. CIIAKLES B.IQUIER.

INTRODUCTION.

Dans u n Mémoire p u b l i é i l y a quelques années, nous avons f o r m u l é
la ( léf ini l . ion (les systèmes orthonomes, et établi an ensemble de condi-
t ions nécessaires et suffisantes pour qu 'un pareil système soit complè-
tement in lé arable ( 1 ) . A cette règle on en peut subst i tuer une autre,
q u i présente le double avantage d'être, dans bien des cas, notable-
ment plus s imple, et de s ' app l i que r à des systèmes d i f f é r e n t i e l s noia-
blement pins généraux.

Considérons d 'abord u n système d i f lé ren t ie l résolu par rapport
a cer ta ines dérivées des fonct ions inconnues qui s'y trouvent enga-
gées, et cela de te l le façon qu ' aucun des premiers membres n'y soit
u n e dérivée de que lque an t re ; a t t r i b u o n s e n s u i t e aux diverses

f 1 ) Sur une question fondafucuud.c / l u Calcul i.iiLc^rfd (AcUt Mat/iematica, t. XXIIÎ).
Je (lois ajouter que la dôfmition dos systèmes orlhonomfôs est susceptible (ÏW\Q légère
simplification, consistant en ce que Von peut, sans on restreindre la généralité, supposer
é^ale à î la cote première (posit ive) commune à toutes Les variables indépendante.^ J'a
dAjà eu roceasion de présenter celto remarque dans un Mémoire plus récent ayant pour
titre : Sur le degré de généralité d'un système différentiel quelconque (Àcta Mathe-
ïïwlica, t. XXV).
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variables indépendantes des cotes respectives tou tes égales à :i , et aux
fonc t ions i n c o n n u e s des cotes respect ives q u e l c o n q u e s (posi t ives ,
nul les ou négatives) : cela é tant , l ' app l i ca t i on d'un. procédé t o u t élé-
mentaire permet de d o n n e r aux c o n d i t i o n s i n i t i a l e s d u système u n e
forme te l le , que diverses circonstances (un peu longues a é n u m é r e r ,
et dont on trouvera l ' i n d i c a t i o n d é t a i l l é e au n° 18) se t r o u v e n t
réalisées. Nous c o n v i e n d r o n s , en p a r e i l cas, d ' adop te r , pou r les con-
d i t i o n s i n i t i a l e s , l ' écr i ture à l aque l l e i l v i e n t d'être f a i t a l l u s i o n , et
nous désignerons alors par 5 la cote m i n i m a des premiers membres du
système proposé, par F la cote m a x i m a des premiers membres des
c o n d i t i o n s i n i t i a l e s ; en tin, a d j o i g n a n t par la pensée aux é q u a t i o n s du
système foules ce l les q u i s'en d é d u i s e n t par de s i m p l e s d i l l e r e n t i a -
t i o n s d ' o rd r e s q ( i e 1 c o n q u e s, n o us p a, i :' ( .a g < k r o n s 1 ' e n s e m b 1 e i l l i m i t é
r é s u l t a n t de cette a d j o n c t i o n en groupes l i m i t é s successifs d 'après les
cotes croissantes o, o •+- .1, o •+- ^, ... des prerniers membres , et nous
nommerons Sç, Sg^.,, S^, ... les groupes don t i l s 'agit .

Cela posé, nous fo rmule rons la proposi t ion s u i v a n t e :

Considéro/îs un système différentiel satisfaisant à la double condition
•ci-après :

1 ° La système est résolu par rapport à certaines demies des fonctions
inconnues (lui s'y trouvent enwifées, aucun des 'premiers membres nest
une dérivée de quelque autre, el les seconds îneml^rcs sont indépendants
de loufe dérivée principale ;

2° En allrihuanf, dans toutes les énuafions du système^ aux vanaldes
indépendantes des coles respectives lofaes égales à ï , et aux inconnues
des cotes respectives convenablement choisies (posit ives, nulles ou néga-
tives^, chaque second membre ne contieniy ouire les variables indépen"
dantes, que des quantités (inconnues et dérivées") dont la cote ne surpasse
pas celle du. premier membre carres'pondant.

Cela étant, et dans les limites où cerlaiues restrictions d'inégalité' Çcon"
cernani les valeurs numériques des varia,bles indépendantes, des incon-
nues, et de quelques-unes de leurs dérivées paramétriques') se -trouvent
satisfaites, il faut et il su./fit y pour que le système soif, complètement inté-
arable, quen éliminant entre les groupes

So, So4.i, .... ST-H» ^v+î
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les diverses dérivées principcdes qui ont. pour cote l'un ou U aulre des
entiers (ci/^ébriques)

r^ Ô + T , ..., r-hl, T4-2,

les relouons résultâmes soient vérifiées identiquement (c'est-à-dire pour
toutes valeurs nurnérùjues des varùihles, des inconnues, et de leurs dérivées
par cimétru/ues).

Dans le cas où les diverses dérivées qui const i tuent les premiers
membres du système proposé appartiennent à des inconnues (ouïes
différentes, il n'y a pas de condit ions d'inlé^rabilité; et dans celui ou
le système proposé est ortbouome, aucune restriction d'inégalité
n'est a. formuler-

Voici un exemple très simple où la rè^le formulée ci-dessus pré-
sente un notable avantage sur la ré^'le ancienne, tirée de la considé-
ration des dérivées ccirdi/udes. Supposons qu'un système, impliquant
une fonction inconnue, /,/, des variables indépendantes a', y, ..., ait
pour premiers membres toutes les dérivées d'ordre m de u, les seconds
membres ne contenant, avec les variables a9, y, ..., que J' inconnue u
et ses dérivées d'ordre inférieur a m : pour ce système, visiblement
orthonome, la nouvelle règle conduit à ne considérer que des déri-
vées d'ordre m -h x ; l'ancienne, au contraire, si l'on observe que les
dérivées cardinales ont pour ordre maxinium, 2m, exigerait (sauf le
cas de m ~i) un calcul beaucoup plus lon^', et, parmi les condit ions
obtenues, un ^rand nombre se trouveraient n'être que de simples
conséquences des autres.

Ces résultats ont été communiqués a l'Académie des Sciences le
î22 octobre 1906, et leur exposition détaillée constitue l'objet du pré-
sent Mémoire.

A'n.n. Éc. 'Norm., (3) XXIV. — îNovuMimis 1907, 68
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CHAPITRE I.
CORRÉLATION MULÏIPLÏCATOIRE ENTRE LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS.

i. Etant donnés deux systèmes de re l a t ions (en nombre l i m i t é ) ,
nous dirons que le second est u n e cornhifiaison mMll/'plicatoire du pre-
mier , si, les seconds membres des deux systèmes ayant été r édu i t s
à zéro par la simple t ransposi t ion, de leurs termes dans les premiers
membres, chacune des é q u a t i o n s du. second système peut s\)b ten i r en
m u l t i p l i a n t par des facteurs convenab lemen t choisis les diverses équa-
t ions du premier, et a jou tan t les produits membre a membre.

Si chacun des deux systèmes proposés est u n e c o m b i n a i s o n m u l t i -
pl icatoire de l ' au t re , nous d i rons que les deux systèmes sont en cor-
rélation multiplical()ire.

Par exemple, si un système de m équa t ions , l i néa i r e par rapport
à, rn des var iables qu i s'y t rouven t en^a^ées, est r é s o l u b l e par rapport
à ces m variables conformément à Pal^or î thnie de Cramer, il est en
corrélation mul t ip l i ca lo i re avec le système c o n s t i t u é par les/^ f o r m u l e s
de résolut ion ; i l suf f i t , pour s'en c o n v a i n c r e , de se reporter au ca lcu l
élémentaire à l 'aide d u q u e l on passe du système donné aux, f o r m u l e s
de résolut ion et in vers cm. en t.

Etant donnés trois systèmes, si le dernier est une combinaison
mul t ip l i ca to i re du second, et le second u n e combina i son m u l t i p l i c a -
toire du premier, le dernier est aussi» comme on le voit sans peine ,
u n e combinaison m u l t i p l i c a t o i r e du premier. On en d é d u i t que si
deux systèmes, successivement comparés à u n même troisième, sont
avec l u i en corrélation mul t ip l i ca to i r e , ils jou issen t l 'un par rapport
à l 'autre de la rué me proprié té*

Enf in i l est c la i r que deux systèmes en corrélation mul t ip l icafcoi re
admettent, par rapport aux quantités "variables qu i y figurent, les
mêmes solutions numériques.
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2. Considérons deux systèmes diflerentiels, S, T, impliquant les
mêmes fonctions inconnues (i, (\ ... (-les mêmes variables y, y, ...;
sur chacune des équations de S exécutons, suivant la rè^le des fonc-
lions composées, toutes les dillerentiations possibles des ordres o, :r,
2, ..., m, puis opérons de même su rT ; assimilons enfin, dans l ouées
ces relalions, les variables x, y, ..., les inconnues //, e, ... et leurs
dérivées a autant, de variables indépendantes dist inctes. Cela é lars l , si
les deux systèmes S, T sont en corrélation rmdtiplicaloire, les deux sys-
tèmes qui s'en déduisent respectivement par toutes les di^erenliaUons pos-
sibles des ordres o, ï , 2, ..., m. jouissent de la même /)ropri6/.é.

Noire proposition élani vraie d'elle-rneme pour m == o (puis<jue la
conclusion (^st alors identique a l'hylïothése), il suftiî; de faire voir
qu'en la supposant vraie pour une valeur quelconque de//z, (die l'est
encore pour la valeur suivanle m 4"" î .

A cet e f îe ty nommons S/ (^t ï' les groupes respr^cl iverneut déduits
{\\\ S et T par (..ouïes les dillereniiations possibles du premier ordre;
S" et. T" les groupes respectivement, déduils de S et T par loules les
difTérenliations possibles du second ordre; et ainsi de suile. Ou sup-
pose que chacun des deux systèmes

(0 (S, S'', ...,S^).
(^ (T/r^ .../.H-))

est une combinaison rnultiplicatoire de l'autre, el il s'agit de prouver
que la même chose a lieu pour les deux systèmes

(3) (S^S^ . ^S^ -^S^ ' " 1 ) ) ,
(/,) (T/r,..,/!^^/!^"11)),

que le système ('4)» pî^ exemple, est une combina i son mul t ip l i ca to i rc
du système (3).

Edectivt ïmeni, le système (4) se compose du système ( 2 . ) et du
groupe T^4"0. Or, toute équa t ion du système (2) , é tan t , d'après l'hy-
pothèse, une combinaison mul fc ip l i ca to i re de (î), est, par là même,
une combinaison m u l l i p l i c a l o i r e de (3).

Cons idérons m a i n t e n a n t une équa t ion quelconque du, groupe T^"1"0,
ou, ce qui r ev ien t au même, une équation quelconque déduite de ï^
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par d i f l e r e n t i a l i o n première. .En désignant par

Li == 0, L^rrr 0, . . ., L/,.~rr0

les équat ions (lu système (i) , cl: par

Ai, Ag, ..., A/, ,

des mul t i p i icateu rs convenablemen t choisis, toute équa t ion du
groupe T^ est de la lorrne

Ai Li 4- Aa Lg 4- . . * 4- A/. L/,.=: o.

En la d i f t e r c n l i a n t par rap[)ort a u n e var iable que l conque , ar par
exemple, l 'équat ion r é s u l t a n t e peut s'écrire sous la fonne

^(A, )L ,4- -^ (A, , ) I^4» . . .4 - - -^ ( / \^S^
4" A,,^.,(LO 4- A,i2,;(l.,) 4-. . .4- A^(L/0 :::= o,

où le symbole iî^ désigne une (liflerendalion prerniére reiî i l ive îi x
exéculée suivant la ré^le d(^s ioncSions composées* Cela étaul, il suflil
d'observer que les équaî ions

!.l~= 0, I.^r:1: 0, . . ., î.^— 0,

H,(L,)=:0, i^ {L, ):::.::: 0, . .^ ^,;(I^,),ri,;0

a j )par t i ennen t toutes au système Ci).

3. Si aux équa t ions qui composeni u n système d i f F é r e n t i e l ( l i m i t é ) S
on ad jo in t loutes celles q u i s'en d é d u i s e n t par do s i m p l e s dineren"
(sal ions (d'ordres quelconques) , le groupe i i inn i lé r é s u l t a n t de cet(e
ad jonc l ion s'appellera le système S prolongé.

4. Soient
/r, y, ...,
u, c, .. .

des no ta t ions ' ( en nombre l i m i t é ) dés ignant ; les premières diverses
variables u'Kiépendantes, les dernières diverses fonc t ions inconnues
de, ces variables. A, chacune des quant i tés x, y, . . . » u, ^, , , , faisons
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correspondre un ent ier fposi t ' i f , nul ou négatif), que nous nommerons
la cote de cette quanti té; puis, considérant une dérivée d'ordre quel-
conque r dePl ino des fondions //, r, ..., nornrnons cote de la dérivée.
en question l 'entier obtenu en ajoutant à la cote de la fonction celles
des r variables de dif lerentiation.

Supposons actuellernent que les cotes respectives des diverses variables
indépendantes soient toutes égales à i, celles des (onct ions inconnues
é t a n t q ( i e 1 c o n q n e s ; [ ) u i s, c o n s i d é r i \ n t, soi t n n e :fo n c t i o n c o m p o s é e
différentielle de u, ^, ..., soit une relation différentiel le entre u,
(-7, ..., no ni m on s cote de l'expression ou de la relation dont il s'agît la
cote maxirna des inconn'ues et démëes qui y figurent effectivement
(abstraction totale é tant faite, dans cette évaluat ion, des variables
indépendantes). Cela étant, il est clair que toute difïerentialion pre-
mière exécutée, suivant l'aliçoritbme des fonctions composées, sur
l'expression ou la relation considérée, augmente d'une1 unité la co ïe
de cette dernière.

En particulier, si l'on considère une relation difFérentielle ayant
pour preniier membre quelque dérivée d'inconnue et pour second
membre quelque expression de cote an pins é^ale à celle du premier
membre, et si sur cette relation on exécute des dif Ïercnt iat ions on
nombre q'uelconque, en mmplaçant, avant ou après quelques-unes de
ces dillerentjations, telles ou telles des dérivées qui figurent dans le
second membre par des expressions de cotes respectivement infé-
rieures ou égales h celles des dérivées dont il s'agit, le second, membre
de la re lat ion résultante est, lui aussi, de cote au plus égale à celle de
son premier membre.

5. Belativement aux systèmes dilîerentiels où Von affecte, comme il
vient d'être dit, les variables indépendantes de cotes respectives toutes
égales à î , elles fonctions inconnues de cotes respectives quelconques
( positives, nulles ou négatives), nous adopterons, une fois pour toutes,
les conventions d'écriture suivantes. Le système différendel'élant désigné
par une lettre /najuscule, S :

:},° La nota/ion s^ (lettre minuscule afÏectée de l'indice C) désignera
//ensemble des é(./uuti()'ns (/(d, dans le système S, possèdent une cote égale
à G (n° 4) (C. est alors un entier algébrique au moins égal à la cote
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m i n i m a des équat ions du système S et au plus égal h leur cole
maxima).

2° La notation S^; ( le t t re ma juscu le ai lectée de l ' i n d i c e C, qu i y f igure ,
comme dans 1°, en bas et à d ro i t e ) désignera [.''ensemble des équations
qui, dans le système S prolongé (n0 ^), possèdent une cote é^ale à C
(C est alors un entier a lgébr ique au moins égal à la cote m i n i m a des
équat ions de S, et pouvan t surpasser tout e n l i e r d o n n é ) .

3° La notation ^'S ( le t t re ma juscu le alÏectée de l ' i n d i c e ( I , q u i y f igu re
entre parenthèses en hau t et à gauche) désignera l'ensemble des équa-
tions qui, dans le système S prolongé, possèdeni une cote inférieure ou
e^ale à C ( ic i encore, C est un en t i e r a l g é b r i q u e au m o i n s égal a la cote
m i n i r n a des équa t i ons de S, et pouvant surpasser tout en t ie r donné).

6. Soient S e t ï deux systèmes d i f f é r e n t i e l s i m p l i q u a n t les mêmes
fonctions inconnues des mêmes var iab les i ndépendan te s . A t t r i b u a n t
aux variables indépendantes des cotes respectives toutes égales à i, et aux
fonct ions inconnues des cotes respectives quelconques , dé s ignons
par à et A les cotes respect ivement m i n i m a et m a x i m a des r e l a t i o n s
f i g u r a n t dans les deux, systèmes (n 0 4}, [mis par C un en t ie r algé-
b r ique q u e l c o n q u e (au moins égal à S ) .

Cela é tan t , pour que les systèmes

'^S, ^T

(n0 5) soient en corrélation maUiplicatoire quel que soit G, il su(/il que
cela, ait lieu pour

C .:=-: ô, o -h -1 , ..., A. .

Désignons, en effet, par A la dififérence (positive ou nul le) A — à,
et par

ci/^ iW ( iï --- / » ï f\ "i "\"û^? ^•{•p { p ^ O , ï, ^ .. ., À)

les ensembles de relations respectivement dédui t s de

•^-(•-p '» "S-i-1/?

(n0 5) à Faide de toutes les difTérentiations possibles de l'ordre n;
désignons en outre par k un entier positif quelconque, et, donnant
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à G la valeur A 4- k ou û H- X -+• k, considérons le Tableau
/.()>) JÀ+i). ., .'»g , .'>g ,^S» '^5?

J> -̂)
• » °S ?

,.„ ().-1) (/.) A\+k-i}
<>0-M? • « • » •^-(-l 5 °8..|-1? • • • ? •^4-1 î

(S)

/.</<•).'^3-}^ï ^ô+/.? . . . 5 ^ô.w^

Pour former, à 1/a.ido du Tableau ci-dessus, les systèmes respectifs

^S, ^^S, . . . , ^^S, (S+A-M)S, . . . , (ô+À4-A-)C,^

i l suftil d/eu extrair<,'! les per l ions respectivement obtenues en prenant
sur sa gauche lessur sa gauche les

1 , 9-, . . . , À -1" t , À 1!- '2, . . . , / -4- k -1- 1

premières colonnes verticales. On voit en outre qu'en effectuant sur
les équations ^""^S toutes les dillerenliations possibles des ordres o,
1 , 2 , .... k, on obtient (^"^S.

Les mêmes remarques sont applicables au Tableau,

/^ t1^ / [ / . } / ( / , " > - I ) y l / . - l - / - »
"O? "O» * • • "> "'fj f "^ f ' ' ' 1 v?) f

^ //.-1) /("/,) ,,(/,-1-/<- II
* 'û-)" l '> • • • ? " O i - l » "<>4"l» . . . ? ^ô.t- i 1

(6)

^0-1 •). 5 ^S-}-1).? " • " y "04-X »

et aux systèmes
(Srj^ (S-i-î/j^ ^ ̂  (^^^T, (S-I-'À+I)^^ _ ^ (û^x-hÂ-rp^

C^.d.a étant, pu,is(iue les systèmes

(-...(..̂ g (S-h'A)^

sont, par hypothèse, en corrélation mnitiplicatoiro, les systèmes
(̂ ...>,4-̂  (5»|.-"Â-h^)T

jouissent de la même propriété (n0 2).
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7. Les mêmes notations étant adoptées qu'au numéro précédent, si
l'on suppose (/ne, pour

C = cî, ô •+• i, ..., A,
les deux systèmes

(.s's, .s-s...,...,, . . ., .s-<;)
^

(^ ^.,.1, . . . » ^;)

soient en corrélation mulliplùmloire, la même chose a lieu, nuel que sou C,
pour les deux systèmes

(^S, ^T.

Il suffit, on vertu (lu mmwro precedejil, d(» vérifier l 'cxîscl ididc (|(*
notrtï conclusion pour C ̂  o, o •+ i, . .., A.

Pour C:= 8, (jlle rosulte iîïHncdiîilcîni^nl de rhypolhnse, |)siisque \^
deux systèmes ^S, ^T se déduisent respectivoinent des Taidî-î inx (:*>)
et (6) en prenant sur leur quiche la. première colonne.

Pour C ==S-+-:r, on remarquera, d'une part, qu'en vertu de notre
hypothèse, combinée avec la. proposition du n0 2, les doux systèmes

(•VrS, Ô) ^t (^, 4)

sont en corrélation multiplicatoire;; d'autre part, qu^en vertu de notre
hypothèse, les doux systèmes

(^ ^.-H) et (^ /^..,...J

jouissent de la même propriété. Les systèmes ^"'^S, ̂ r'^ respective-
ment déduits des Tableaux (5) et (6) en prenant sur leur gauche les
deux premières colonnes, ont donc entre onx la corrélation voulue.

Pour C = S "4- 2, on observera de même que les trois systèmes
/ t i i ,(.̂ , ,y$, ^)y

(^» ^4-1» 4^ ̂ ),

('^î ^7ï-(-"i ? '^-i-s)

sont respectivement en corrélation multiplicatoire avec les trois sys-
tèmes

(,^0? ^(3 y ^'ô)f

V'f^ ^O-M!» tfïy ^'ê-l-l)?

(<Î8? ^8+1 ? ^Î-HJ-
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Les s'y s le ni es
(C;4-2)§ (04-2)^

respectivement dédu i t s î les Tableaux (5) et C6) en prenant sur leur
gauche les trois premières colonnes, ont donc entre eux la corrélation
v o u l u e .

pour C == 5 -+" 3, on observera que les quatre systèmes
/ // " / ,

(•^ % -S'o, ^),

{ > ./ ./ ." ." \^.S'^, •S'Q.j.i, A'Ç, ^?j.+i, A'Sî ^a t-i }•>

/ / / / ^
Y ^ O ï ^"S.-H» ^8-)-2? ^'ôî ^'S-t-lî ^04-8 A

(.^'Q? ^'04-jl ? '^'O-i-2? ^"5>4-3)

sont respectivement en corrélat ion m/ul t ip l ica to i re avec les <|'uatre sys-
tèmes

(^44^),
( t?^ ^4 ii ^5? ^5 i " i ? ^'6? ^ f î t i ) ?

(/^, /ô- i- l? ^-.i-â» ^y ^ô-hi » ^4-a)»

( ̂ y ^^-Hy ^fi4'2? ^'-t-ît ) •

Et a i n s i de suile Jusques et y compris C == S -+- À = A.

8. l i tant d o n n é un système d i H e r e n l i e l S, résolu par rapport à cer-
taines dériwîs des fondions inconnues q u i s'y trouvenl. (ui^a^ées, nous
c o n v i e n d r o n s de d i r e q » r n n e dérivées de ces fonc t ions (^principale
re la l ivement au système, l o r squ ' e l l e coïncide, so i t avec q u e l q u ' u n
des premiers membres, soit avec que lqu 'une de leurs dérivées; n o u s
c o n v i e n d r o n s de dire , dans le cas con t ra i re , qu /e l l e est pciramétrù/u.e.
Les re la t ions du système S prolongé f n 0 3) ont a insi pour premiers
membres, avec répét i t ions possibles, mais sans omission, les diverses
dérivées principales des inconnues .

9. Considérons ac tue l lement un système dii ïerentiel , S, satisfaisant
à la doub le condi t ion ci-après :

A. Le système S est résolu par rapport à certaines dériçées des fonc-
tions inconnues c/ui s'y trouvent engagées, et les seconds membres sont
indépendants de toute dérivée principale (n° 8).

Afin. Éc. jNorm^ (3) , XXIV. —• NOVBMBKE 1907. ^9
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/L En attlibuant, dans toutes les éc/uations du système, cuioc variables
indépendantes des cotes respectives loutes égales à. i, et aux inconnues
des cotes respectives convenablement c/loisies (positives, nulles ou néga-
tives), chaque second membre ne contient, outre les variables indépen-
dantes) que des quantités (inconnues et dérivées ) dont la cote ne surpasse
pas celle du premier membre correspondant,

Désignant alors par § et A les cotes respectivement minima et
maxima des équations de S, partageons ces équations en groupes
successifs,

(7) s^ ,s-5, i , .... .v^,

d'après les cotes croissantes,

à, o+i, ..., A,

de leurs premiers membres (n,° 5). Cons idéran t e n s u i l e le système S
prolongé (n° 3), partageons-en de même les re la t ions en groupes
( 1 imités) successi (s,

(8) Sç, Sç.,,,, ..., S^, SA..U -..

d'après les cotes croissantes de leurs premiers membres Cn0 5). Ilela-
tivemeni à ces groupes, noas noterons les observat ions suivantes :

i ° Les groupes (7) se t r o u v e n t respec t ivement compr i s dans

n^, hg^ i,, . . . , b^y

et le premier d'entre eux, ^$, est ident ique a S$.
2° Le groupe général , S<;, de» la suite (8) a pour premiers membres

(avec répéti t ions possibles, mais sans omission) les diverses dérivées
p r inc ipa l e s de cote C; chaque second membre est i n d é p e n d a n t de la
dérivée pr incipale qu i consti tue le premier membre correspondant,
mais p e u t c o n t e n i r , outre les variables x^ y , .. ., d'autres quant i tés
( inconnues et dérivées) de cote i n f é r i e u r e ou égale à G.

3° Le premier des groupes (8), S^, ident ique , comme nous Favons
d i t , à A-s, se trouve résolu par rapport aux dérivées principales de
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cote ô; chacun des groupes

bs..,.̂ , . . . , DA?

composé d'équations en nombre au moins égal. à celui des dérivées
principales de cole égale à son indice., est linéaire par rapport à ces
dernières, ci les coefficients des dérivées dont il s'agit (identiques à
certaines dérivées part iel les du premier ordre des seconds membres
de S) dépendent uniquement des variables x, y, ..., des inconnues^,
c, ..., et des quelques dérivées paramétriques figurant dans les
seconds membres de S; enfin, chacun des groupes

composé d'équations en nombre au moins égal. à celui, des dérivées
priffcipnles de cote égale h son indice, est linéaire par rapport aux
dérivées, (afil. prin.cipcdes ^/f/.e paraméli'i.(iifes, de même cote, et une
remarque toute semblable à la précédente s\:q)plkjiie aux coefficients
de ces dérivées,

4° Si du groupe S<; on extrait un groupe partiel composé d'équa-
tions en nombre exactement, égal a celui des dérivées principales de
cote G, ce groupe partiel possède, par rapport aux dérivées principales
de cote C, un détenrijnant dilïerentiel qui est une fonction des va-
riables A', y, ..., des inconnues a, î ' , ..., et des quelques dérivées
paramétriques figurant dans les seconds înembres de S.

Désignons maintenant par © un entier (algébrique) déterminé, au
moins é^al à A? et, des ^roçipes

s^, s^i, ..^ SQ,

ex trayo n s respec t i ve m e n t d es ^ro u [)es,

(9) ^ f'w^ - - ^ t^^

possédant la double propriété de se composer d'équations en nombres
respectivement égaux à ceux des dérivées principales de cotes
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et ̂  contenir les groupes (7). (La chose est possible, dans ions les
cas, d'une manière au moins, et, dans l'immense majorité des cas, de
plusieurs manières.) Dans la suite des groupes (9), chaque groupe
possède, par rapport aux dérivées principa'ies de cote égale à son in-
dice, un déterminant diiïerentiel qui est une fonction des variables
indépendantes, des inconnues, et des quelques dérivées paramétriques
figurant dans les seconds membres de S; et l'ensemble de ces groupes
possède, par rapporta l'ensemble de ces dérivées principales, un dé-
terminant diiïerentiel qui est le produit des précédents (en sorte que
sa non-nullité, si elle a lieu, entraîne celle des précédents).

Cela étant, nous adjoindrons aux deux hypothèses .4 et //, ci-dessus
énoncées, l'hypothèse suivante :

(?. Il eûciste quelque mile, (9), remplissant les conditions ci-dessus indi-
quées, et telle que les groupes t^ l^, - •^e <{où/u succeswenwit réso-
lubles par rapport aux dérivées principales de cotes ô, o 4-- i, - ., (w).

En d'autres termes, nous supposons que le d é t e r m i n a n t d i d e r e n t i e l
de l 'ensemble de ces groupes par rapport aux. dérivées d o n t i l s 'agit
n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l , et n o u s nous astreignons a ne cons idérer
les diverses quant i tés d o n t i l dépend que dans les l imi t e s où sa valeur
n u m é r i q u e reste di l lerente de zéro.

Toutes ces cond i t i ons é tant supposées sat isfai tes , 11 est c l a i r que la
réso lu t ion successive des groupes (9), effectuée par rapport aux déri-
vées principales de cotes o, 5-+- i, ..., ©, f o u r n i r a pour chacune d'elles
une expression a. la lois indépendante et de t o u t e dérivée* p r inc ipa le
quelle qu'elle soit, et de toute dérivée paramétrique ou l'onction in-
connue dont la cote surpasserait celle du premier membre correspon-
dant. En outre, les divers groupes (7), qui, par hypothèse, f igurent
dans (9), ne contenant dans leurs seconds membres aucune dérivée
pr inc ipa le , ne p e u v e n t manquer de figurer tels quils sont dans les for-
mules de résolut ion, en sorte que ces dernières comprennent nécessai-
rement toutes les équations du système S. Nous désignerons alors par

(10) ^8, ^5"M ? • — ? ^N

les formules de résolution dont il s'agit, par W un système extrait
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de (10) sous la seule cond i t ion de contenir les groupes (7), et par C un
ent ie r algébrique quelconque (au moins égal à à).

Cela étant, les deux systèmes

(Q^ (Cl-W

(n0 5) sont en corrélation multiplicatoire (fuel que soit C.

I. Considérons les deux groupes de variables

(11) «i, ^» ' - - , uf^
( 1 2 ) t, . . .

et soit P une f o n c t i o n de ces diverses variables, de forme entière par
rapport à celles du groupe (n). Considérons en même temps u n
groupe de formules

u^ ::;:[],(/, . . .),
u.^. IL(^, ...),

\ Ï ^ ;

\ m^^iA^ . . .),

exprimant les variables ( 1 1 ) à Paide des variables (1:2), et soit Q la
fonction des seules variables ( (2 ) obtenue en remplaçant dans P les
variables ( n) par leurs expressions tirées des formules (i3).

Cela étant, d l'on considère les d.eu.v équations

P=o,
Q =o,

l'une quelconqu.e d'entre elles est une combinaison muluplicatoire de
l'autre et des formules ( \ 3 ).

Posons en effet
i /<, — { ] , { ( . , ...)=ui,

u^- U^-, ...)..= va,
(^i) 'i

( ^/,——U/,(^ .. .) =L>/,.

Si, dans la fonction P, entière en u^ u^ ..., u^ on remplace ces
variables par leurs valeurs tirées de (i4)y et qu'on ordonne le résultât
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par rapport à u^ u^ , ..., u/,, le terme i n d é p e n d a n t est précisément
égal à Q, et l 'ensemble des termes restants peut s'écrire sous la forme

(l5) Â i U i - h A^g-h. . . 4- A/,V/^

où les A sont entiers par rapport aux u, avec des coelïicients (onc-
tions de /, .... Si l'on e f fec tue m a i n t e n a n t la s s ihs t ih i l ion inverse ,
qu i régénère é v i d e m m e n t la f o n c t i o n , lo terme Q, i î K i é p e n d a n t
des u, reste tel qu'il est, et l 'expression (,î5) prend la (orme

Li {iii — Ui) 4- M^— Us) "1-... --h 'M. Uf,— Ï.J/,),

où les L sont entiers par rapport aux u, avec des coetÏicients fonc t ions
de ^, .... On a donc l ' identité

P = Q 4- Li ( il, — (J'i ) + L, ( u, - U,) 4- .. . + L/.( u/, - ÎJ/,).

laquelle entraîne iminédialement le double po in t que nous avons en
vue.

II. Désignant par C un entier algébrique inférieur à © (et an moins
égal à <S), remplaçons dans le groupe /<;^ (entier |)ar ra,p[)ort a.iix
dérivées principales) les dérivées principîi le-s d^ cote inferie.nre, a
C 4- î par leurs valeurs tirées de

( ï6) ^8, ^S,.,H, . . . , ^<-;,

et nommons cf^ le groupe résul tant . Cela étant, l'un quelconque des
deux groupes

^;4,.ly 9(;,.4,,1

est une co'mhinaiso'/î mddplicuUïire de V autre el du système (î (>).
Car si, dans ces deux groupes, on considère deux re la t ions corres-

pondantes, il, résulte immédia tement de l ' a l inéa ,1 que l 'une quel-
conque d'entre elles est une combinaison m u l t i p l i c a t o i r e de l 'antre et
du système (î6).

11]. Pour
C=ô, Ô4"S .^ ©,
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les deux systèmes

( 1 7 ) (^ ^M, ..., ^)

et

( 1 8 ) (t^,^,,^ ...,^)

.sw^ eu corrélaiiofi mul/ipliwioire.

La chose est é v i d e n t e pour C == o, pu isque /^ et ^g sont l 'un et
l ' au t re i d e n t i q u e s a ^. I I sui ï i t d o n ( ^ de fa i r e voir qu ' en supposant
C moindre que ©, la cor ré la t ion spécifiée, si e l le a l i eu entre les
systèmes (17) et ( i < S ) , a nécessai rement l i e u entre les systèmes

(n)) (^ ^ 1 1 , • • * , ^:, ^;4.i)

et

(ao) (^5, ^44, . . ., ipc, ^r,n).

:i:° l'..e système (20) est u n e c o m b i n a i s o n m u l t i p l i c a t o i r e de (T()),
E i l ec l i vemen t , le système (20) se compose du système (ï8) et d u

groupe ^<;-.,-r
Or, en ver tu de ce q u i est a d m i s pour la va leu r C, le système (18)

est u n e c o m b i n a i s o n m u l t i p l i c a t o i r e de (17), et, par la même, de (n)).
Quan t au g roupe ^< ; i ,.p H^ p r o v i e n t du groupe ce, p d é f i n i à l ' a l i n é a

précéden t , par la s imple a p p l i c a t i o n de l 'a lgor i thme de Cramer, il en
est, comme céda résul te d ' une r emarque é lémenta i re (n0 1), une
combina i son m u l t i p l i c a t o i r e ; a son tou r , le g roupe 9<;^i est, en vertu
de l ' a l i n é a I I , u n e c o m b i n a i s o n m u l t i p l i c a t o i r e de

( a l ) ( ̂ S, 4^. M y • * • » ^ï ^-H ) ;

f i n a l e m e n t , le système

(^ ^+19 - ' • > 4^)
est, comme nous l 'avons d i t , u n e combinaison mul t ip l i ca to i re de

(^8? ^S-i-iï ' • • ? ^(î)?
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^ d'où il résul te que ('21') est u n e combina i son m n i t i p l i c a t o i r e clé (i()).
On voi t donc, de proclie en proche, cpje le groupe ^c;+i est, l u i aussi,
une combina i son m u l t i p l i c a t o i r e de ( ï : < ) ) .

20 Le système (19) est une c o m b i n a i s o n m u l t i p l i c a t o i r e de (20).
.Effect ivement , le système (19) se compose du système (17) et du.

groupe /c-H.
Or, en vertu de ce qui est admis pour la va leur G, le système ( 1 7 )

est une combinaison m u l t i p l i c a t o i r e de (18), et, par là même, de (20).
Quant au groupe /^,.p il est, en vertu de l ' a l inéa précédent , une

combinaison mult ipl icatoire de

(2 2) (4^ +5+1 » —» +(;» y(;4l);

à son tour, le groupe ;̂,,,i en est une de ^cn? <l 'oû i l r ésu l te que (22)
est une combinaison mul t ip l ica to i re de (20). On voit donc, de proclie
en proche, que t^ est, lu i aussiy u n e combinaison m u l t i p l i c a t o i r e
de (20).

ÏV. Revenons à notre énoncé pénéraL
Le système S taisant par t ie de W, le système ^'S (ait partie de '^W,

et, par suite, en est u n e combina i son m u l t i p l i c a t o i r e .
Réc iproquement , dés ignons par V e t T les systèmes respectifs (10)

et (()). Le système W f a i s a n t p a r t i e de» 'W, le système ^'W f a i t p a r t i e
de ^W, et, par su i t e , en est u n e combina i son m u l t i p l i c a t o i r e . D'ai l -
leurs, les systèmes W et T s a t i s f a i s a n t , en ver tu de l ' a l inéa I I I , à
toutes les c o n d i t i o n s requises par not re énoncé du n° 7, l 'un q u e l -
conque des deux systèmes ^llr, ^T, le premier par exemple, ^W, est
une combina ison m u l t i p l i c a t o i r e de l ' au t re , '^T. E n f i n , ^T comprend
m a n i f e s t e m e n t les mômes é q u a t i o n s que ^'S. On voit donc, de proche
en proche, que ^'W est une c o m b i n a i s o n mul t ip l ica to i re de ^'S.

10. Aux convent ions d'écriture posées au n° 5 nous ad jo indrons
désormais la suivante.

Si sur un système d i f Ï e r e n t i e l (ou, sur une fonc t ion composée dif-
f é r e n t i e l l e ^ ) on e f ï ec tue un changement l i n é a i r e et homogène des
variables indépendantes (c'est-à-dire un changement où les nou-
velles variables s 'expriment par des fonct ions linéaires et homogènes
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des anciennes, et inversement), le nouveau système (ou la nouvelle
f o n c t i o n composée) obtenu par l 'application pure et simple des for-
mules de la transformation sera désigné par la même notation mise
deux fois entre crochets.

Supposons, n o t a m m e n t , qu ' i l s'agisse d ' un système, S, où les va-
riables i n d é p e n d a n t e s a ient été affectées de cotes respectives toutes
égales à i et les (onc t ions inconnues de cotes respectives quel-
conques; puis que, sur le système S, on effectue le changement de
variables don t i l s 'agit, en a t t r i b u a n t de môme aux nouvelles variables
des cotes respectives toutes égales à r , et en conservant aux fonct ions
inconnues les cotes respectives qu 'e l les avaient avant la iransforma-
l ion . Cela é tant , la no ta t ion ^ [ I S J L par exemple, désignera, parmi
les re la t ions appar tenant au système transformé ( | S ) [ ou s'en dédui-
sant par de s imples d i f fé ren t i a t ions d'ordres quelconques (relatives
aux nouvelles variables), l 'ensemble décol les d o n t la cote ne surpasse
p a s C ; la noial ion J ^ ' S l ) désignera le groupe obtenu en considérant,
parmi les re la t ions q u i a p p a r t i e n n e n t au système pr imi t i f S ou qui
s'en déduisent par de s imples d i f f é r en t i a t i ons d'ordres quelconques
( re la t ives aux anc iennes variables) , l 'ensemble do celles dont la cote
ne surpasse pas G, et en e f fec tuan t sur elles le changement de va-
riables ; etc.

il. Si deux systèmes di/férentiels, S, T, impliquant les mêmes fondions
inconnues des mêmes variables indépendantes, sont en corrélation niulti-
li cataire, les deux systèmes (/ui s en déduisent respectivement par un
même changement de variables linéaire et homogène Jouissent aussi de
cette propriété.

iMÏectivement, si l'on désigne par

L I — Ô , L^o, ..., L^r::o

les équat ions de S, il résulte de la corrélation supposée entre S et T
que toute équat ion de T est de la, forme

A,i LI -4- AÏ Lg 4-... 4- A^ Lff == o,

où A, , A ^ , ..., A^. sont des mult ipl icateurs convenablement choisis.
./•/////. Kc. A'^rm., ( 3 ) , XXIV. — ^oViiMîiïUi 1907, 7°
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Après le changement de variables, celte équal ion prendra donc la
forme

[[Ai]] [[LJ] + [[A,]] [1:4:1] +.. .+ [[A^l] [|:Î ]] = o.

Ainsi, toute équa t ion de | [T[ est une combinaison m u l t i p l i c a t o i r e
de [ [ S | j , et l'on prouverait de même la réciproque.

12. Soient, S et ï deux systèmes d i f l e r e n t i e l s i m p l i q u a n t les mêmes
fonctions i nconnues des mêmes variables i n d é p e n d a n t e s .

Considérant las écfuations du système S, effectuons sur elles toutes les
di/erenlialions des ordres o, ï , 2, .. * , //?, puù, sur le système résulla/ff,
un changement de variables linéaire el homogène,

Considérant à leur tour les équations du système T, opérons dans
l'ordre inverse, c'est-à-dire excluons d'abord sur elles le chanwmefil
de variables dont il s'agit, puis, sur les é(f nations résultantes, toutes les
r/fj^erenUalùms des ordres o, j, 2, ..., ///- (relativement aux nouvelles
variables).

Cela étant, si les deux systèmes S, T sont en corrélation multil) lieu foire,
les deux systèmes (fui s en déduisent respecliwrnent par les deux suites
d'opérations ci-dessus de'ft'nies jouissent aussi de cette propriété,

I. Etant donnée une relat ion d ide ren t i e l l e , efÏecliions sur e l le toutes
les d i d e r e n l i a l i o n s premières, pu i s su r les équa t ions résul tantes u n
changement de variables l inéa i re et homogène. Renversons m a i n t e n a n t
l'ordre des deux opérations, c'est-à-dire ellectuons d/abord sur la.
relation proposée le changement de variables dont i l s'agit, puis sur
l 'équat ion t ransformée toutes les di i ïerent iat ions premières (relat ive-
ment aux variables nouvelles) . Je dis que les deux systèmes ainsi
obtenus (dans lesquels i l est i n u t i l e de comprendre l ' équat ion trans-
formée elle-même) sont en corrélation multipUcatoire (le passage de
l'un à l'autre s'effectuant à l'aide de mul t ip l ica teurs constants).

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y a i t trois variables indépen-
dantes, et que les anciennes, x , y , s, soient liées aux nouvelles, ̂ \y\
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s', par les r e l a t i o n s
x' := apr-h pij+yi.^,

(^3 ) • y' = a2.r •4- paj -l-- 7^,

.G' ::= a;î.r+ (3;}j -l- y;(3.

Soil, d'autre part,
. ,, -,/ o^^u \
(.4) i- ̂  y. ̂  ̂  . * - jr^^^5 • • • ) ~=10

la relation ditrérentiolle proposée entre les inconnues u, .... Soil,
enfin,

^•A'1'-^/ ^ ( ) P ' \ ' î 1 ^ ' 1 g
( •>,> ) ^^^^ :-:::::^A//^/'-'<' ̂ 7^77^^

1 ï* 1 • " 1 S ' t ' " ^ A - ) A l /.•^, , p . . . pla lorniule cjui exprime la dérivée ancienne ,̂ .—.̂ —^ a t aide des dé-
rivées nouvelles du même ordre : dans le second membre de celle for-
mnle, la sommation doil cire étendue à toutes les valeurs des entiers
//, r/, r' pour lesquelles on a

// ...,p. ^' ^. r' =::: ̂  -\- fi -+• /r,

et A^^y désigne une lonclion entière et homogène, de degré g-^rh +^,
des coenicients de la transl'ormalion.

Jîirecl.uons d'al)ord sur l'équalion |)roposée (^\) les dilrérentiations
[u'emièi^^s relativ(.ks a /r, y, z, puis sur les trois équalions résuliantes
la Iransfbrîaation (a'i). En posant:, pour abréger,

rX1 / f ] / t ' (i-
^F^~^~

il vient, par les diflerential.ions,
/ ()¥ f)V ou j)V_ ^'E^'41•1)•1•1•^•1^'^ ,.-^ „+- ̂  ̂  4....... -4- ̂ ^ ̂ ^^^ ^... _ „ ,

. ... ôV ()V Ou W_ O^^^n( ,,0 ^ ^ .4. ̂  ̂  4» . . . ...4. ^.^^^ ̂ ,̂,., ̂ ,̂. i . . . -^. . . . ,

ô^ ()F ^ ()¥_ ^^ t̂!̂ L 4- -.-- o
1)z ^ 1)u \)z "'"h > ' ' " ' J^J W ày^ 0^^ ^ ï "

^(y+.i ),-(- h •+-Â- ff

D'aulre part, la f o rmu le qui exprime la dérivée ancienne ^^..i^y^^/c
a l'aide des dérivées nouvelles du même ordre peut s'écrire

^-(--i H-/A .+-/<? ̂  ôu^ i, ie àu^jzjc . à(^,iijc , ,, àu^/^/c^^^^ ^ ̂ - = ̂  -^r» + ̂ -^— + ̂ .~7i--
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ou, si l'on a égard à la f o r m u l e (2,5),
^+l)4,/̂ ,,̂  ^ ^ / ^(//+.1)4<+/-'^ ^//•4-(//'-H}+r'^

, - -———— —»—- + a.
,̂.̂ .̂ .,..,,̂  __^ / o^'

'^ày^à^ —2^A//1^ /"^ l <W^àx^-1 ày^ ()^ """j-ri / / 1 y 1 / > ^ l ̂ 7//'+l ̂ y^^^ 2 ôx'Pày'^ûz'7'
^^'->"y'+•(/•ll l)^ -

+ ̂  ̂ ^

et l'on aura, par un calcul semblable,

^-HA-H)+Â" ̂  _^ / ^(p'+î^'+r'^ ^p'+^ïy+r'^

ô^ ày11'^ à"^ ̂ ^ //'y'1^' ̂ rl ̂ ĵ ^^^ + fjg ̂ ^j^^

-i?.!l!l!tll̂ ^ ^+ p^ ̂ ^^^^^ ,

^4-Â-I {/^î) ^ _^ / ^(P'4-1)4-Y/'-+/- '^ ^//4 (y'H! 1 / - '^
^ r̂̂ Ti ~^A//,y'.,.' ̂ /i ̂ .̂ ^ -̂̂ ^ ̂  y^ ̂ ^^^^^

^/ /-^ ' - ( -( / • ' t - i )^ ^
-4- ̂  ̂ ^^

les soiiiïnations des seconds membres é t an t é t e n d u e B a u x mêmes va-
leurs de/?', g ' , r ' que précédemment. Cela étant , la t ransformat ion (Y? ),
appliquée aux fo rmules (26), donnera

()¥ dV ( ou ad ()u "\; — ̂  l y ^ ^ „.(., ̂  ,., , -p...
ôx ou. \ ô.î)' ()y' ()z' )

^F» V \ ( <^/^+i) 'y '- t /"/ / ^//i c / / ' ( i ) i / "^
^^ ^ / / 1 y î ' " \al ̂ TTT^pT^^ 4- a^ ̂ r̂̂ ĵ̂ ,

^// i . / ' i ( / - ' i i)^ \
+^^^^^

^F ^F/. au ^ au ., ( ) u \
^^^^^+^^^^)+,^

(w\ 1 ^^VA ( p ^ f l j l )<r(/ ' '^ ? ^/4'^'•M^-hr'^v / / \ ' ôu^ ̂  Ap'1<7'lr' \pl ^^^'-H ̂ /^ ̂ ^^ •+' ̂  ̂ '̂ ̂ ^'+r^7?
p -J^11^0"'4''15^ \+ p^ ̂ .̂.̂ ^̂ ^̂  .4. .

âV <)F / (?// 6^ ^^\
^ '̂ ̂  v1 ̂  + '̂  ̂ 7 + ̂  ̂ )+1 • *

^F ^ / ^^^"1 )+'7'-t-/" ̂  ^//'-Hy'-.M ) ( /•' ̂à¥ ^ç / ^(//4-1 )-+.//'-(-/" ̂  ^//-.Ky'-4..1 ) ( /•' ̂

'""" ̂ ,/^J^ ' //'r/'lr' V 1 ^ '̂"n^T"̂ ^ 4'' y2 ^?7^?7 :̂rĵ p4"" ^ ,̂,̂  ̂  A^^^' ̂ ^ J^^T^^F ^ ̂  ̂ r^

i ()Pf••i•H''H'''••^) u \
\ 4-7,^^^^^
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lormules dans lesquelles x, y, 5, ^A,/^ * • • doivent être remplacés par
leurs valeurs p r o v e n a n t de la t ransformat ion .

Opérons m a i n t e n a n t dans l 'ordre inverse, c'est-à-dire effectuons sur
l ' équa t ion proposée (24) la t ransformat ion (â3), puis sur l'équation
transformée les d i l l e r e n t i a î i o n s premières relatives à ̂ ,y', z\ II vient
ains i

| ()¥ àx ()F ày à¥ as à¥ au
(Jï J^ "4" ôy àÏ + àz àx' ^ 7)7i ôx' 'Jr " '

()¥ ^ \ ^̂ !̂ !Ĵ JL-.^ ^(//.-HH-y'-i-r^

Zà A//1^'r' ̂ /7q:i.^^ + . • . •--- <->,v^/'^ ̂ /^^^"^ ĵ?^
àl(ff,ft,k

(28)

âV àx ()¥ <)Y ()¥ ûz ()¥ ()u,.:..„,, _„_ ^i_ _„_ ...̂ «'̂ L. -.1- ^^. , ..--..- -ĵ . _ —,_ -.1-
()x ( } y ' Oy ôy' ôz ô y 1 ôa ôy'

^/,'4-.(r/'4-l)-h/"^,W
^ A/^y',r' ̂ r̂̂ ? :̂,̂ ^^

( ) ( I y

()¥ 0^ ()V ()y iW ()z ()F ou^g^ ^M^ ̂  .„„.)... . . .

^//-H/'Kr'-hl)^
tl''<^ ' " ^/p-^y^^TT

J^; \)^ 4" ^y ^7 -'•" JJ ^7 "(-" ̂  ^7 -"••'" • "

rfl^ y1 A,,',y',,.'
<^,//,A-

(ormules dans lesquel les ^, y, s, ̂ ^, ... doivent encore être rem-
placés par leurs va leurs p rovenant de la t r ans format ion .

Cela é tant , i l sunil , pour obtenir la première fo rmule (28), de mul-
o ''y! f) v

tiplier les équations (27) respectivement par les constantes -y''^? —7?

—p et d'ajouter membre à membre en tenant compte des relations

^ ^ ̂  ^ + y, ELà.v

ôx -. à y ôz
o^a,^ 4^,^+7.^.a ôx'

<)Y,^.^ôa; ., () Y ()z . . .,^^^^,,,.^^ (.).

Un calcul semblable ferai t retomber sur la deuxième formule (28),
puis sur la troisième.

( 1 ) 11 suffit, pour obtenir ces relations, de considérer, dans les formules (-23}, .r,j-, z
comme fonctions de .•-y/, Y, s;', et de différentier par rapport à x ' .
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Inversement , i l suff i t , pou r obteni r la première f o r m u l e ("27), de
m u l t i p l i e r les équa t ions ('28) respectivement p a r a , , a^, a^, et d'ajouter
membre à membre en tenant compte des re la t ions

(^9)

ôx à.r
-^y+a^

1 à v à v à yELôx1

ôz

' y ——, -4" as —— + a;; -— rr: o,
j ûx' à y' ()z

()z à^ àz .,
^.-^^a +a^^o (^.

^/

On obt iendra semblablement la deux ième et la t ro is ième for-
mule (27).

( 1) Comme on a, on vert/a do ('^3),

A.i , hi , Ai ,
^ ^3 ««.

L ' " ' A '"'
B,^^,-^^y.,

r,. ^ . . , ^ .,, ,

( H I A ( losi^mo le ( J f ' ï l e r t i i i n a î i l

et
Ai , Bi, ri,
Aîi, .Bâ, 1̂ ,
An, i^ rs

les coefficientg rôspociiifâ dô ses ôlôrnonts, on a aussi

àt- Ai
A-r' "" A ?

1̂ ~ î^
dr' " A" ?

r)3 ^ l:1!
(îî? ^ "A"î

„ .•»•,*' ̂ . .̂ ,,': •).-' ^L.

1 i i)ï> »

l . ^ ,•. .^ •'.„-(..- ..,„'" }.•',.....[

ai ^ Yi
^î Py. Ta
a» P» T.-t

à.K A 2
^-' "" Ï"
Of ÎÎ.2

^7 :" T9

( ) z 'i\
J/ ^ "A '

" T ^
^ ,, ^.,,

r;î
A

f

àr A^^ = ^ ,

( } } • \h
r7? "T7

ds }\
^ ^ l 9

d'ûù ron déduit les relations ( '^9).
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II. La proposition formulée an début du présent numéro 12 est vraie
pour m == o.

C'est ce qui a été démontré au n° il.

III. Si la proposition formulée au début du présent numéro i2 est
vraie pour une valeur de in, elle F est pour la valeur suivante m -t- i.

Considérons successivement les c inq sui tes d'opérations définies
ci-après :

Première suite. — Edectuer sur S toutes les d i l t e ren t i a t ions des
ordres o, :r, 2, ..., m, m + i , puis sur le système r é s u l t a n t un change-
m e n t de var iables l i n é a i r e et liomo^ène.

Deuxième suite. -— Effectuer sur S toutes les difTérentiations des
ordres o, i, 2, .,., m, sur le système résultant toutes les diiïeren-
tiations des ordres o, r , et sur le système obtenu en dernier lieu le
chan^em,ent de variables.

Troisième suite. — Eiïectuer sur S toutes les diiïerentiations des
ordres o, :t, 2, ..., m, sur le système résul tant le changement de va-
riables, et sur le système ob tenu en dernier l i eu toutes les dif leren"
tiations des ordres o, :ï.

Quatrième suite. — Eirectuer sur T le changement de variables, sur
le système résul tant tou tes les d i f î e r e n t i a t i o n s des ordres o, i, 2, ...,
ni, et sur le système o b t e n u en dernier l i eu toutes les d ide ren t i a t ions
des ordres o, i.

Cinquième suite, — Ef fec tue r sur ï le changement de variables, et
sur le système résultant toutes les dilîoren dations des ordres o, ï ,
2, ..., m, rn -+• ï .

Des cinq systèmes di i îerenfciels respectivement obtenus par ces cinq
suites d'opérations^ le premier est visiblement ident ique au deuxième.

Si, au système
(S, S^S^ ,.., S^),
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déduit de S par toutes les d i l le ren t ia l ions des ordres

o, i, 2, .... m,

on appl ique les conclusions de l ' a l inéa î, on voit que le deuxième de
nos cinq systèmes est en corré la t ion multiplicatoire avec le t roisième.

Considérons m a i n t e n a n t la t roisième et la qua t r i ème des cinq suites
d'opérations décrites ci-dessus, et, p o u r les comparer en t r e elles, ta i -
sons d'abord abstraction, dans chacune, de la dernière part ie , qu i
consiste à effectuer sur le système que l'on v ien t d 'obteni r toutes les
différent iat ions des ordres o, ï . I l résulte alors de ce qui est admis
pour la valeur m q u e les deux systèmes, Q» II, respectivement obtenus
avant cette dernière part ie de l 'opéra t ion , sont en corré la l iou i n u l l i "
plicatoire, puis , du n0 2, que les deux systèmes respec t ivement dédu i t s
de Q et R par toutes les d i f ie ren t ia t ions des ordres o, ï jouissent de la
même propriété.

Enf in , le quatrième de nos cinq systèmes d i f le rent ie l s est v is ib le-
ment i den t ique au c inqu i ème .

De ces comparaisonsy fai tes de proche en proche, i l résulte, en déf i -
n i t ive , que le premier et le c i n q u i è m e sys tème sont en corré la t ion
mult ipl icatoire : c'est ce q u ' i l s 'agissait de prouver.

IV. Le simple rapprochemenî des alinéas II et 111 surfil , à établir
l'exactitude de notre énoncé.

13. Supposons actuel lement que, dans les systèmes d i f f é r e n t i e l s S
et T, on. ait a t l r ibué aux variables indépendantaî des cotes nweclùw
taules égales à ï , et aux (onctions inconnues des cotes respectives
quelconques; désignons alors par à la cote rn in ima des équa t i ons du
système, par A leur cote maxima, et par 0 un en lier algébrique que l -
conque (au moins égal à $); reportons-nous enfin aux convent ions
des n^ 5 et 10.

Cela étant, pour que les systèmes

[[-s]], -HT]]

soient en corrélation multiplicatoire c/uel que soU C, il su/fit que cela ait
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lieu pour
C===ô', rî-4-i, ..., A.

Désignons, en effet, par À la différence (positive ou nulle) A — o,
par

4%> [^^l]^ (P=O, Ï^ , . . . ,TO

les ensembles de relations respectivement déduits de

•^S i py j |.^5-t-7u |

à l'aide de toutes les différentiat ions possibles de l 'ordre n, et par k
un en t i e r posi t i f que lconque ; puis, d o n n a n t a C la valeur § -4- "X 4- /c,
considérons le Tableau

1^1]- |1<1|- •- iKll> [[^ l j )]]- • • - [I^U>
[l:.,,,:l], .., \\^% |[^J|, ..., |[.^-1•|],

| ) :̂l], [[4.A:lj. • • - fl:^]]-

Pour former, à l 'aide du Tableau ci-dessus, les systèmes

( [(OS]], [ [^ ^)S]], . . . , [[^"••^S]], [[(5^ M)S]], . . ., [ [(5^)S]j,

i l suffit d'eu extraire les port ions respectives obtenues en p renan t sur
sa gauche les

ï , îî, . . ., À 4- l, À 4" 2, . . ., "A -+- A- -l- î

premières colonnes verticales. On voit en outre que, pour obtenir
[^^S]], i l suffît d'effectuer sur ̂ S toutes les d i f f é ren l i a t ions des

ordres o, ï, 2, < . . , k, pu i s sur le système résultant le changement de
variables l inéaire et homogène.

Les systèmes

^[m], ^^[mj, —, ^^]], ^^ .^ (^^^1-^ij
Aw. /'-<;•- ^orm., (3), XXIV. — Ï)ÉCEMI»R(Î 1907. 71
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se formeront de la même manière a l 'aide du Tableau.

(3i)

i [IXI], [[<, - [C^r- [[^f^- - [W^
[i:^-.]], ..., [i:^^]]^'1^ [[^-i]]^^ — [1:^-1], - 1 1 i i . 1 1 ( ^ 1 ) fr, • i j ( ^ ) [ r ^ -.|(U/. i)

^4 l j » • * • ? L ^ t l J , lAll.l » • • • ^ 1 4 4 1 . 1 ?

[[^]], [l:̂ ).]]', — [l:^,).]]^^

On voit en outre que, pour ob ten i r r'H~A< l l ^ l p i l suftit d'efîectucr
sur ^ " ^ ^ [ T l l toutes les d i f fe ren t i a t ions des ordres o, î , 2, ..., k.

Cela étant, puisque les systèmes

[|:^)S:l|, ^-^[[T]]

sont, par hypothèse, en corrélation multiplicaloire, les systèmes ( j i i i
s'en déduisent respectivement par toutes les di i îérent iat ions des
ordres o, ï , 2, . . . , k sont eux-mêmes en corrélation m u l t i p l i c a "
foire (n0 2). Or, en effectuant ces d i f ï e r en t i a t i ons sur ^/ |T| , on
, . 1 1 Ï - ft^-^)t"ïir^iï{ 1 ' ilobt ient , comme nous venons de le d i re , l 1 ) "" l!e ^y^teme
^^ 1 [T] se t rouve donc en corrélation mu l t i p l i ca to i r e avec ce lu i

que l'on obtient en t r ans fo rman t d'abord ^"^S, et eiïcctuant ensicite
sur le système transformé toutes les dilÏ^ren da t ions des ordres o, i,
2, ..., k. D'ai l leurs , en vertu du n° 12, le système obtenu en dernier
lieu est, à son tour, en corrélation mul t ip l i ca to i r e avec ce lu i q u i pro-
vient de l ' interversion des deux opéra t ions précédentes, c'est-à-dire
avec celui qu i provien t : i°des d i i îé ren t ia t ions des ordres o, ' f , 2,. . . , k
exécutées sur ^"^S; 2° de la t ransformat ion exécutée sur le système
résultant. Or, comme nous l'avons d i t plus haut, on tombe, en opé-
rant de cette dernière façon, sur ( [^"^S] L

Finalement donc, les systèmes

[[^^S]], ^^-^([T]]

sont en corrélation multiplicatoire, ce qu'il s'agissait d'établir.

14, Les mêmes notations étant adoptées (fu'au numéro précédent, si
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l'on suppose que, pour

0=0, â+l, ..., A,

les deux systèmes

et
(.^8, A'CH-I» • • • ? '^c)

( ^ô? ^04-1? * • • » ^C )

soient en corrélation mzdiiplwitoire, la même chose ne peut manquer
(F avoir lieu, auel (jue soit C, pour les deux systèmes

[[^S]], ^[[T]].

Il suff i t , on vertu du, numéro précédent, de vér i f ier l 'exactitude de
notre proposition pour

C==c5, r î+ ; i , ..., A.

Pour G == 5, e l le résulte it ïHBédiatem.ent de l'hypothèse, cornhinée
avec la propos i t ion du n0 1 I , p u i s q u e les systèmes j ^ S j » ||T| se

dédu i sen t respect iverneni , des Tableaux (3o) et (3:î) en prenant sur
leur gauche la, prem-iére colonne.

Pour C = = $ 4 " î , on remarquera^ d 'une part, qu'en verlu de notre
hypothèse, combinée avec la propos i t ion du n° •12, les deux systèmes,o ,|9

^ f) \.~' i ï.^ \ 1 A ,* * .»,/ .1 1 1 I'.;' <.-> (l V <-.' l..̂  l i(l \f l \.f \ ' ^1 ̂  t. <.. * ^' « * ^ < l-t .1* ' *^ f < V.-' tï

(|l:^:l]. [1::^;1|) et ([1^:1]. [l;^]]^

sont en. corrélation mul t ip l i ca to i re ; d'autre part, qu'en vertu de notre
hypothèse, combinée avec la proposit ion du n° i ' I , les deux systèmes

([1:^:1]. [l:^M]]) Ci ([[/5]], [[^M:|])

jouissent de la même propriété. Les deux systèmes J ^ ^ S I , '+ [ï| ,
respectivement déduits des Tableaux (3o) et (3ï) en prenant sur leur
gauche les deux premières colonnes, ont donc entre eux la corrélation
voulue.

Pour C == ô+ 2, on observera de même que les trois systèmes

([l:<l], [TA]]. [[4:1]).
([M- [1>^:IJ, [Kl], [1:4J]).

([[^]], [[^Mj], [[^.]])
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sont respectivement en corrélation mult ipl icatoire avec les trois sys-
tèmes

([W], [W]', [[<),
([[^s]], [[^.]], [W]\ fl:^-,]]'},

([l:^]]. [[^-,]], [[^]]).

Les deux systèmes

[[(5-^S]], ^'[[T]],

respectivement déduits des Tableaux (3o) et (3i) en prenant sur leur
gauche les trois premières colonnes, on t donc entre eux la corrélation
vo.ulue.

Pour C = S + 3, on observera que les quatre systèmes

([M], ||>8]j, |1:^], |[€1]).

([M], [[^-,]], [l^]], [[.iJ]> [l:^]]> [[^-H:J]).
([[%]], |>S.M]], [[^^]|, |[^:|], ||:4,Jj. [l:^-,jj),

([[.%]], [|:.<S-M]|, [|:.V3-,.,]|, [|;̂ ,,,]])

sont respectivement en corrélation mu l t i p l i c a to i r e avec les quatre sys-
tèmes

([[<4 [w\1, [w]\ [[<5:ij"),
([[<8]]» [[<34-.J|, [[^]]', [1^,]]', |[<8]]", [[^.]]'/),

([[<8]]> [[^:1|. [lA«]], [[^]]^ |[̂ .]|', [[^-J]').

([!:<5]]. [[A,.,]], |"[̂ -,:|], [C^]]).

Et ainsi de suite jasques et y compris C = § + \ =• A.
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CIïiPITHIî II.

RÉDUCTION DE CERTAINS SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS AU PREMIER ORDRE.

15. Si, dans une fonction schématique de n', y, ..., on se propose
d'effectuer une coupure à l'aide d'un ensemble E ne contenant aucun
monôme superflu ( ' ), l'application d'un procédé tout élémentaire (dont
l'indication se t rouve conten ue dans la démonstration ci-après )
fournit, pour le résidu, des termes sciléjnatùjues Çw nombre limité)^
forme telle, el écril:.s les uns à la suite (/es autres dans un ordre tel, que
les irais conditions suivantes se trouvent à la fois satisfaites :

i° Tout monôme extérieur du résidu (sauf celui de degré zéro") s ob-
tient en midtt pliant (fuelque autre monôme extérieur par ûualauufie
des différences étrangères à la fonction schématique (^dégénérée ou non)
qui correspond à ce dernier.

2° Tout monôme de l'ensemble K s'obtient en multipliafit quelque mo-
nôme extérieur du résidu par quelquune des différences étrangères à
la, fonction schématique (degénérée ou non) qui correspond à ce dernier.

3° ^i, en multipliant un monôme élémentaire ('extérieur ou non),
provenant d'un terme scliématique, /, du résidu, par une des différences
étrangères à la fonction schématique qui figure dans t, on obtient Çau
coefficient schématique prés) quelque autre monôme élémentutre du ré-
sidu, ce dernier monôme élémentaire provient certainement de quelqu'un
des termes schématiques écrits à la suite de t (2).

I. Notre proposition est exacte si dans F ensemble E ne figure effective-

(r) Sur WKÎ question fondamentale du. Calcul intégral, î'16 Partie ( Acta Malîwnaûca,
l. XXIÏI). — Sur 1'a.y^lc/iae, dans certainfî Sf^lèrne.v dtffére^U'els, des Intégrai répon-
dant à. de.v condition}! initiales données, Chap. î ( Annales de l9 École Normale^ 1904).

( ï ) En particulier, un monôme élémentaire provenant du dernier terme écrit ne repro-
duit jainilis, par le-s rnuliiplications indiquées, aucun monôrae élémentaire du résidu.
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ment qu'une seule des différences

.-r—.-ro, y—j'o, ....

Car l 'ensemble E, ne contenant, par hypothèse, aucun terme su-
perflu, se compose nécessairement ici. d 'un monôme un ique tel que
(x—^o)"? 1e résidu de la coupure peut alors s'écrire sous la forme

Fo(y . . - )^ (^~^o) F , ( y , . . . )
4, (,̂  _ ̂  p^y^ ...) ̂ .. .4, ̂  „ ,^)a-i p^ (^ .. .)^

où F(p F^, F^, . - . , Fa,,...! désignent a fonct ions schématiques des seules
variables y, ..., et où les monômes extérieurs sont

(^—^o)0 , (.r—.rj1, (.z'—^o)2. - • • . (^—^o)'^--1.

On en déduit immédiatement le po in t à démontrer .

II.. AÏ noire propo.ntion est exacte dana le cas où F ensemble E contient
effectivement moins de k -+-1 différences^ elle l'est encore dans le cas où il
en contient k 4" i.

Supposant, pour f ixer les idées, que x —" .v^ soit une des^+ ! d i f -
férences dont il s'agit, et dés ignant par a l 'exposant max in iom d o n t
elle se trouve anectée dans l 'ensemble, écrivons le rés idu de la cou-
pure E sous la forme

(i) To(y, .,.) +• (;z1 -^) T, (j, .,.),+. (^ ~^)2 ̂  (^ ^ ^ ^ ̂ _ ^
+ (.̂  -^o)^ T^i(y, ...) + (x -,^T (.^j,...).

Les expressions

(a) ïo(j....), Ti(j,...), T^y,...), .... Ta. i (y , - . . )

s 'obtiennent, comme nous l'avons établi ailleurs ( 1 ) , par certaines
coupures pratiquées dans une fonction schématique des seules va-
riables y, ,.. à l'aide d'ensembles où ne ftgure pas la différence x — ûo^
et que l'on peut toujours supposer débarrassés de leurs monômes

( 1 ) Voir les Mémoires eilôs au débat de co Chapitre*
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superf lus ; quant à l'expression

(3) T(.z',y, ...),

ou bien elle est i den t iquemen t n u l l c y ou bien elle s'obtient par une
coupure pra t iquée dans u n e fonct ion schématique de toutes les va-
riables Xy y, ... à l'aide d'un ensemble où ne figure pas non plus la
différence x — x^, et qu 'on peut supposer, l u i aussi, débarrassé de ses
monômes superflus. En vertu, de ce qui est admis, on peut donc écrire
les résidus (2) et (3) de tel le façon que, dans ces résidus et dans les
ensembles qui les ont fournis , les trois propriétés formulées par
l'énoncé général, se trouvent satisfaites. Les supposant désormais écrits
(.dnsi, nous rappellerons, conformément à ce qui a été établi dans un
des Mémoires cités ( < ) , que les deux premières propriétés se trouvent
vérifiées pour l 'ensemble E et le rés idu correspondant (ï), et il nous
reste à f a i r e voir que la troisième propriété l'est également.

Considérons, à cet e f fe t , dans le résidu ( ï ) , un monôme élémentaire
(extérieur ou non) provenant de la, por t ion

( 4 ) (.r-^x'(.r,...),
ou a' est supposé <^ a, et soient

(5) (^-^'(J-yo)?...

le monôme élémentaire dont il s'agit, t le terme du résidu (ï) d'où il
provient : ce terme t est le produit de (x — ^x^'par quelque terme, T,
du résidu ïa(j» - • - ) » 01 le terme T est, à son tour, le produi t de
q u e l q u e monôme indépendant de x — x^ par quelque fonct ion sché-
mat ique indépendante de x. Cela étant, si, en m u l t i p l i a n t le monôme
élémentaire (5) par^ — ^"0, on reproduit un monôme élémentaire du,
résidu (ï), ce monôme

^x-x,Y^{y-y^...

ne peut provenir que de la portion du résidu (ï) qui contient le fac-

(i) Sur l'existence, dans certains ^ternes âifférentids, des intégrales répondant a
des conditions initiales données, Chap. 1 (Annales de {/Ecole N'ormale, 1904).
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tenir Çv — x^y^^ et, par sui te , que de l 'un des termes de ce résidu.
écrits à la suite du terme t. Si, en m u l t i p l i a n t le monôme élémen-
taire (5) par une des différences, autres que x — .T(,, étrangères à la
fonction schématique qui figure dans t (et r), on reprodui t un mo-
nôme élémentaire du résidu (i), ce monôme é lémenta i re est fourni
par la portion (4); il en résulte qu'en considérant le monôme élémen-
taire

(y-jo)^.
fourni par le terme T du résida Ta (y, ...), et le m u l t i p l i a n t par la
différence dont il s'agit (étrangère, comme nous venons de le dire, a
la fonction schématique qui. figure dans T), on reprodui t un monôme
élémentaire de T^-^y, ...) : en. vertu de ce qu i est admis, ce de rn ie r
est fourni par l 'un des termes de Ta'(y, ...) écrits a la su i t e d e r ;
donc le monôme élémentaire de (r) sera fourni par l 'un des termes
de (i) écrits à la suite de /.

Considérons maintenant un monôme élémentaire p rovenan t de la
portion

(6) (^~.^T(^,y,...)

du résidu ( i ) : si un pareil monôme é l émen ta i r e existe, c'est., évidem-
ment', que l 'expression schémat ique T ( x , y , ..,) n'est pas iden t ique -
ment nu l l e , et, dès lors, ainsi que nous l'avons rappelé, cette expres-
sion se d é d u i t d 'une fonction s chéma t ique de toutes les var iables x,
j, ... par u n e coupure opérée à l 'aide d'un ensemble ou ne figure pas
la d i f f é r e n c e x — x^ Cela é tan t , soient

(7) (^ - ̂ ^(.r—ytOy... [a^o]

le monôme élémentaire dont il s'agit, et t le terme de (6) d'où il pro-
vient : ce terme t est le produit de {x — x,'f par quelque terme, T,
du résida T(.r, y, ...), et le terme -: est, à son tour , le p rodui t de
q u e l q u e monôme par quelque fonction schém.atique. Si, en mul t i -
pl iant le monôme élémentaire (7) par une des différences étrangères
à la fonction schématique qui figure dans t (et T), on reproduit un
monôme élémentaire du résidu, (î), ce dernier monôme ne peut pro-
venir que de la portion (6), pu isque l'exposant de x - ̂  y est au
moins égal, a a; il en résulte qu'en considérant le 'monôme ôlémen.-"
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taire
{ ^ - ^ " ( y - y ^ ' "

f o u r n i par le terme T (lu résidu T(.r,y, . ..), et le m u l t i p l i a n t par la
différence d o n t i l s'agit ( é t r angère , comme nous venons de le dire, à
la f o n c t i o n schématique q n i f igure dans T), on reprodui t un monôme
élémentaire de T(;r,^y, ...) : en ve r tu de ce qui est admis, ce dernier
est fourni par l ' u n des termes de ï(.'r, r, ...) écrits à la suite de T;
donc le monôme é l é m e n t a i r e de ( i) sera f o u r n i par l 'un des termes
de ( i ) écr i ts à la s u i t e de /.

III. Le simple rapprochement des alinéas I et II sufîit à prouver
l'exactilude de notre énoncé général.

'16. Darïs une fonction scftématique des variables x, y, ..., effectuons
une coupure a F aide d'un ensemble E ne contenant aucun, monôme su-
per/l(f, cl supposons que les fonctions thématiques figurant dans l'ex-
pression du, résidu se réduisent toutes à des constantes. Une pareille ex-
pression, dont la (orme est évidemment unique quand on y fait
abstraction de l'ordre des termes, possède des lors, en vertu du nu-
méro précédent, les trois propriétés ci-après :

ï° Si Fort, considère ((distraction faite de leurs coejficienis schéma-
li({ues") les nionomes, en nombre esseflUellenwnt fini, du résidu, l'uru/uel-
conque d'entre euv (sauf celui de de^ré zéro) s'obtient en multi-
pliant (/uelqu un des antres par c/uelc/unne des différences ,v — ̂ ,
y-j,, ....

2° Tout monôme de r ensemble lî s obtient en muJtiplicinl c/uelqu un des
monômes du résidu par r/ue/quune des différences /r — .1.̂ , y — y,? ....

3° Les monômes du résidu peuvent être rangés les uns à fa suite des
autres dans un ordre, tel, r/ue si, en multipliant que/quun d'entre eux
par (fuel(fuufi€ des différences x — -r;'(p y — Y(,, .. ., on reproduit quel-
qu'un des autres, ce dernier occupe toujours un rang plus éloigné que le
premier ( ) ),

(r) 11 suffit, pour colay que le do^ré n'aille jarnîns on diminiianf- lorsqu'on passe (Puti
monôme au suivant. Et il va sans dirô que le domior d'entre eux n'en peut, par les mul-
tiplication*? indiquées, reproduire aucun autre.

^nn. Éc. Norru.. (3 ) , X5UV.—DÉCKMJIHK 1907- 7^
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i7. Dans une fonction schématique des variables .%\ y, . .., proposons-
nous cl9 effectuer une coupure à l'aide d'un ensemble E ne contenant aucun
monôme superflu, et supposons que dans F ex pression du résidu figure
quelque fonction schématique non dégénérée. Cela étant, si l'on désigne
par N un entier (arithmétique) convenablement choisi, et par P un entier
supérieur ou égal à N, arbitraire d'ailleurs, Inapplication d'un procédé
tout élémentaire fournit, pour le résidu, des termes schématiques (cil
nombre limité) de forme telle, et écrits les uns à la suite des autres dans
un ordre tel) que les quatre conditions suivantes se trouvent à la fois sa-
tisfaites :

ï° Le degré maximum des monômes extérieurs est exactement égal
à P ; à l'un au moins des monômes extérieurs de degré P correspond,
dans F expression du résidu, une fonction schématique non dégénérée, et
à tous ceux de degré inférieur à P correspondent des constantes schéma-
tiques.

2° Tout monôme extérieur (sauf celui de degré séro) s obtient en mulli-
pliant quelque autre monôme extérieur (ce dernier de degré nécessaire-
ment inférieur à P) par qu.elquune des différences x — A'o, y — ĵ ,, ....

3° Tout monôme de lensemble H s obtient en multipliant quelque
monôme extérieur du résidu par quelqu une des différences ÛD --"• «y^
y — y^, ..., et cela de telle façon que, si au second de ces deux monômes
correspond une fonction schématique nou dégénérée, la différence par
laquelle on doit le "multiplier pour reproduire le premier soit étrangère à la
fonction schématique, dont il sagiL

4° Si, en multipliant un monôme élémentaire (extérieur ou. non),
provenant d'un terme schématique, t, du résidu, par une des différences
étrangères à la fonction schématique (dégénérée ou non) qui figure
dans t^ on reproduit (au coefficient schématique près) quelque autre
monôme élémentaire du résidu, ce dernier monôme élémentaire provient
certainement de quelqu'un des termes schématiques écrits à la suite de l ( 1 ).

1. .En désignant par K un entier positif donné, le développement d'une
fonction schématique des variables -y, y»... peut être mis (sans omission

( 1 ) En particulier, un monôme élénifôiUmre provenant du dornîer terme écrit ne repro-
duit jamais, par les multipliccttions indiquées, aucun monôme élémentaire du résidu*
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ni répétition de monômes élémentaires) sous la forme d'une somme de
term.es, en nombre limité, (lui s obtiennent :

Les uns, en muùipliant respectivement par des constantes schématiques
les divers mo no/nés (A coefficient ï ) de degrés o, i, 2, . . . , K — ï par
rapport à l'ensemble des différences x — .T(), y — y^, ... ;

Les autres, en multipliant respectivement les divers monômes de degré K
(à coefficient i) par diverses fonctions schématiques {non dégénérées),
dont une, et 'une seule, dépend à la fois de toutes les variables.

Ces termes peuvent d'ailleurs être rangés les uns à la suite des autres
dans un ordre tel : 1° (jue le dernier d'entre eux contienne Ici fonction
schématique dépendant de toutes les variables; 2° que le produit d'un
monôme élémentaire provenant d'un terme, t, autre que le dernier, par
une des différences étrangères à la. fonction schématique ^dégénérée ou
non) (pu figure dans /', soit identique (au coefficient schématique prés)
à l'un des monômes élémentaires fournis par les termes suivants,

A, La propriété est vraie si le nombre des variables est égal a ï .
Car, en désignant par x la variable u n i q u e , par A^p A,,, ... y Â^i des

constantes schématiques, et par II (x) nne (onct ion schématique dex,
la proposée peut s'écrire sons la forme

Ao -+- ( ̂  - .y<> ) A 1 4 - . . . + ( x - x, )K -î AK-I 4- ( .r - ̂  ̂  H ( ̂  ).

B. Si la propriété est vraie pour n variables, elle l'est aussi
pour n 4- ï.

Désignons par^y^ ... les n+ i vambles dont il s'agit, et dist in-
guons dans le développement diverses portions comprenant : la pre-
mière, les termes de degré zéro en x—x^; la seconde, les termes de
degré î en x — a^; etc.; l 'avant-dernière, les termes de degré K •— i
en x — x^ ; la dernière, les term es de degré au moins égal à K, en x — x^,
Nous aurons ainsi l'expression

^o (y,. - ) +• ( x — <z'o ) Fi ( y , . , . ) -h.. *
+ {x - ̂ )^F^(y....) •+- (^ - x^'F^, j,...),W

où Foy î\y ..., F^ désignent des fonctions schématiques dej , , . . ,
et F une fonction schématique de oc, y, -...
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Or, en vertu de ce q u i est admis pour n variables :
La f o n c t i o n schémat ique F(,(y,.. .) peut s 'obtenir en m u l t i p l i a n t

les divers monômes de degré K en y — jy, ... par diverses fonctions
schéma t iques (non dégénérées) de que lques -unos des /ivariablesy, . . . »
et a j o u t a n t à cette somme de produi t s u n po lynôme ent ier de degré
K — ï en y — y(p ... à coef f ic ien ts i n d é t e r m i n é s , cela de te l l e façon
que la circonstance spécifiée dans la dernière par t ie de l 'énoncé du
présent a l inéa 1 se t rouve réal isée;

La fonct ion schémat ique Fi (y,...) p e u t s 'obtenir de même en
mul t ip l i an t les divers monômes de degré K — ï e n y — y o , ... par
diverses fonc t ions schématiques (non dégénérées) de que lques-unes
des n variables y, . .., et a jou tan t a cette somme de p rodu i t s un poly-
nôme e n t i e r de degré K — 2 en y — y < » , . . . à coeff ic ients indéterminés ,
cela de telle f açon q u e la c irconstance spécifiée par la dernière part ie
de notre énoncé se t rouve réa l i sée ;

Etc.;
La f o n c t i o n schématique Fi<.,-...i(y? .. •) peu t s 'obtenir en m u l t i p l i a n t

les divers monômes du premier degré y — y o , ... par diverses fonc-
t ions schématiques (non. dégénérées) do que lques -unes des n va-
riables y, . . . , et a j o u t a n t à ce t te somme de p rodu i t s une constante
schématique, cela de t e l l e f a ç o n que la c i rcons tance spécifiée par la
dern iè re part ie de notre énoncé se t rouve réalisée.

E n f i n , l a f b n c t i o n s( ; l i iématiqueF(^^y, ...) sera \^^k{\t(dle^tieUeest.
Cela é t a n t , i l est f a c i l e de voii\ a l 'aide de la f o r m u l e (8), que la

propriété ne cesse pas d 'être vraie pour "n •4- r var iab les .
E f f ec t i vemen t , l 'expression (8) (après les subs t i tu t ions qui v i e n n e n t

d'être indiquées sur F(,, F,, ..., Fi,.,,i) s 'obtient év idemment en m u l t i -
p l i a n t les divers monômes de degré K en x — x^y y — y o y * - • P^1'
diverses fonct ions schématiques (non dégénérées) dont u n e seule
dépend des n -+-1 variables^, y, ..., et a joutant à cette somme de pro-
d u i t s un polynôme entier de degré K — î en x — «x?o,y — /o, ... a coef-
ficients indéterminés . D'ailleurs;, l 'ordre dans lequel nous avons écrit
les termes est tel, que la circonstance spécifiée par la dernière part ie
do notre énoncé se trouve réalisée, car : 1° la dernière fonc t i on sché-
m a t i q u e F(.^,y,...) dépend de toutes les variables sans exception;
2° les m u l t i p l i c a t i o n s indiquées portant sur des monômes élémcn-
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taires fourn i s par des termes où l'exposant de la différence x —• XQ est
i n f é r i e u r à K, i l suffira de répéter, avec de légères modifications, le
ra i sonnement fait dans la première partie de l 'alinéa II du n0 15.

C\ Le simple rapprochement de A et tf suffit à établir le point que
nous avons ac tue l l emen t en vue.

11 est c la i r d ' a i l l eurs que, dans l'expression schématique ainsi
o b t e n u e , tout monôme extér ieur (sauf celui de degré zéro) s^obtient
en mul t ip l i an t que lqu ' un des autres monômes extérieurs par quel-
q u ' u n e des diiïerences x — ̂ , y — yo, ....

I I . Revenant à notre énoncé général , met tons le résidu de la cou-
pure sous u n e forme, ^y qui satisfasse à la triple condition formulée
dans le n° 15, el dés ignons par N le degré maximum, des monômes
extérieurs q u i y f iguren t , par P un en t ie r supérieur ou égal à N, arbi-
traire d ' a i l l eu r s . Considérant ensui te un terme quelconque de ce
résidu <I>, dés ignons par n le degré du monôme extérieur qu i y f igure
( n ^ N ^ P ) , el par K^ la d i f férence (positive ou nu l l e ) P •— n. Si le
terme considéré ne contient qu 'une (onc t ion schématique dégénérée,
nous le laisserons tel q u ' i l esl; dans le cas contraire ( q u i , d'après
l 'hypothèse, se p r o d u i t forcément pour q u e l q u ' u n des termes), nous
remplacerons, conformément à l 'a l inéa Ï, la f onc t i on schématique (non
dégénérée) par un polynôme de degré K^, entier par rapport aux dif-
férences dont elle dépend, et ou les termes de degré in fé r ieur à K,,
a i e n t pour coefficients des constantes arbitraires, tandis que les
termes de degré K^ auront pour coeff ic ients des fonctions schéma-
t iques non dégénérées (cela de telle façon, d'ailleurs, que la circon-
stance spécifiée dans la dernière par t ie de l'énoncé de l 'alinéa I. se
trouve réalisée). Eu opérant a insi sur tous les termes deî>, il est facile
de vo i r que les diverses cond i t ions requises par notre énoncé général
se t rouveront satisfaites dans la nouve l l e forme.

Edeclivemeut :
i° Le degré max imum des monômes extérieurs est, d'après ce qui

précède, exactement égal à P {n •+- K^= P), et à. tous ceux de degré
i n f é r i e u r à P correspondent des constantes schématiques; e n f i n , l'un
au moins des monômes extérieurs de degré P se trouvera mul t ip l ié par
une fonction schématique non dégénérée.
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2° Tout monôme extérieur figurant p r imi t ivement dans $ se trouve
remplacé, dans la nouvelle forme du rés idu , par un groupe de
monômes extérieurs : pour obtenir le groupe en question (abstraction
fai te des fonctions ou constantes schématiques qui, correspondent
à ses différents termes), il suffit de mul t ip l ier par le monôme exté-
rieur primitif les divers termes d 'un certain polynôme, ent ier par rap-
port à quelques-unes des différences x — ^o, y — y o , - . - , et ayant,
avec un degré'posit if ou nul , tous ses coefficients égaux à ï . Cela
étant, si nous considérons, dans la nouvelle forme du résidu, l'en-
semble des monômes extérieurs qu i f iguraient p r imi t ivement dans <t>,
il résulte du n° 15 que chacun d'entre eux (sauf celui de degré zéro)
peut s'obtenir en m u l t i p l i a n t quelqu 'un des autres par que lqu 'une
des différences^ — .^0, y •~ Vo» ••- Si nous considérons d'autre part
le groupe par lequel se trouve ac tuel lement remplacé l ' un quelconque
des monômes primitifs (groupe en tête duque l f igure le monôme pri-
mit i f dont H s'agit), i l résulte de la manière même dont on a obtenu
le groupe en question que l'un quelconque, de ses termes (sauf le
monôme pr imi t i f ) s\)btient en mult ipl iant que lqu 'un des autres par
que lqu 'une des différences x — x^ , y — y ^ , .... On voi t donc bien que,
dans la nouve l l e forme, tou t monôme extérieur (sauf ce lu i de dogré
zéro) s 'obtient en m u l t i p l i a n t que lque aut re m o n ô m e extérieur par
quelqu 'une des différences x — x^, y — y<p .,..

3° 11 résulte du n° 15 que tout monôme de l 'ensemble E s'obtient
en m u l t i p l i a n t quelque monôme extérieur de <I> par q u e l q u ' u n e des
différences x •— ̂ , y — y ^ y .... Or, ce monôme extér ieur f igure aussi
dans la nouvel le forme du résida. D'ai l leurs , pour que la fonction
schématique qu i lui correspond dans la nouvelle forme ne soit pas
dégénérée, il est nécessaire que le monôme extérieur soit de degré P,
et, par suite, qae la différence ci-dessus désignée par K^ se réduise
pour lu i à zéro : le terme de <ï> où il figure est donc resté tel qu ' i l est
dans le passage à la nouvelle forme, et, des lors, en vertu du n° i5, la,
différence par laquelle on doit le mul t ip l ie r pour reproduire le mo-
nôme considéré de E est étrangère à la fonction schématique dont
il s'agit,

4° La forme primit ive^ se compose d'un certain nombre de termes
écrits dans un certain ordre; et, pour passer de cette forme à la nou*
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velle, on y a remplacé chaque fonction schématique non dégénérée
par un groupe de termes écrits, eux aussi, dans un certain ordre,
conformément à l 'alinéa I.

Cela étant, considérons, dans ^ un terme qui n'ait pas changé
dans le passage de la forme p r imi t ive à la nouvelle. Si, en mult ipl iant
un monôme élémentaire provenant de ce terme par une différence
étrangère à la fonct ion schématique correspondante (dégénérée ou
non), on reproduit un monôme élémentaire du résidu, ce dernier
monôme est cer tainement fourni , en vertu du n° 15, par quelqu'un
des termes qui, dans la forme primitive, sont écrits à la suite du
terme considéré : il en sera donc évidemment ainsi dans la forme
nouvelle.

Considérons maintenant, dans <t>, un terme qui ne soit pas resté
iden t ique à lui-même dans le passage de la forme pr imit ive à la nou-
velle : ce lerme primit if , t, produit d'un monôme extérieur primitif, w,
par une fonction scimnatique primitive, F, se trouve remplacé par
une sui te de termes, if^ t'\ ..., obtenue en substituant à la fonction
schématique primitive une expression construite conformément aux
indications de l 'al inéa ï : cette expression est de la forme

où ni!', rn", .,. désignent certains monômes extérieurs, et F', T\ ...
certaines fonct ions schématiques, en sorte que le groupe des termes i\
l\ ... a lui-même la forme

mm'V •Jrmm"T-J^.. . <

Cela étant, considérons un monôme élémentaire provenant de l 'un
des termes r, t\ ..., par exemple du terme r, et supposons qu'en le
mul t ip l i an t par une des différences étrangères à la fonction schéma-
t ique F", qui figure dans le terme en question, on reproduise un des
monômes'élémentaires du résidu. Deux cas sont alors à distinguer.

Si la différence dont il s'agit est étrangère à la fonction schématique
primitive F, le monôme élémentaire qui provient de cette multiplica-
t ion est fourn i , dans la forme primitive ^, par un des termes écrits à
la suite de / : il est donc fourni, dans h forme nouvelle, par un des
groupes de termes qui viennent à la suite du groupe (Y, t " , ...).
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Supposons m a i n t e n a n t que la (.lilTérence par l aque l l e on m u l t i p l i e
soit étrangère à F^ sans l 'être à F [d/où résulte nécessairement que,
dans le groupe ( t ' y t'\ . . .)? le terme /// ne peut être le dernier écri t ].
Il est clair que la m u l t i p l i c a t i o n d 'un monôme é l é m e n t a i r e p rovenan t
du terme p r i m i t i f / par u n e d i f f é rence non étrangère à la fonct ion pri-
mitive F donne un m o n ô m e é lémenta i re provenant du même terme / :
donc, la m u l t i p l i c a t i o r î d'un monôme é l émen ta i r e provenant d e / " par
une différence q u i soit étrangère a V" sans l 'être à F d o n n e un mo- '
nome élémentaire provenant du groupe de termes (l\ t . " , . . . ) , c'est-
à-dire de

ni m.' V + mm" V" -h... ;

il en résulte, en faisant abstraction du facteur w^ que la m u l t i p l i c a t i o n
d ' u n monôme élémentaire provenant de n^V" par la d i f férence dont i l
s'agit donne un monôme élémentaire provenant du. groupe

Si Fon a é^'ard a la manière dont celle dernière expression a é té con-
s t ru i te , on voit qu'un pareil produit est nécessairement founn par un
des termes écrits à la su i te de r n ^ V " ^ d\)ù i 'oîi conclut, eu rétablissant
le facteur m, que le produii considéré en premier lieu est fourni par
un des termes écrits à la su i te de fnm<IVff c^st-a-dire de /\

18. Des propositions que nous venons d'établir, on en dédui t aisé-
men t une autre relative a la forme des condit ions initiales dans un
système différentiel .

Soit S un système différentiel résolu par rapport à cerlaineff dériçées dea
fonctiom inconnues qui sy troiiçent en^a^ëes^ et tel. (j'uawun de^ pre-
miers membres ri y soit une dérivée de queUfiie autre. Aux diverses va-
nables indépendantes attribuons des cotes respectives toutes égales à î^
et aux fonctions inconnues des cotes respectives ffu^lcorul'ues ; puis, parla-
geons les conditions initiales en groupes, suivant (fu elles se r apportent à
telle ou telle inconnue. Cela posé\ Inapplication d'un procédé tout élémen-
taire fournit, pour cluufue groupe de conditions initiales, des relations de
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forme telle, et écrites les unes à la suite des (mires dam un ordre tel, que
les diverses circons'tances suivantes se trouvent à la fois réalisées :

ï° Si Fon désigne par T la cote rnaxima. des premiers membres dans
F ensemble formé par les divers groupes de conditions initiales, chacune
des conditionff dont le premier membre est de cote inférieure à F a pour
second membre une constante schémcitique,

2° Toute dérivée (d'ordre ^> o) figurant corn/ne premier membre dans
quelqu'une des conditions initiales peut se déduire de quelque autre des
conditions initiales Çdu même groupe) à V aide de quelque dérivation pre-
mière effectuée sur le premier membre de cette autre.

3° Tout premier membre du système S peut se déduire de quelqu'une
des conditions initiales à l'aide de quelque dériçaUon première effectuée
sur le premier membre de celle-ci, et cela. de telle façon que, si la condi-
tion initiale dont il s a,git a pour second membre une fonction scJiéma-
tique non dégénérée, la, dérivation première a effectuer sur le premier
membre n intéresse aucune des variables dont dépend la, fonction schéma-
tique du second membre,

4° (Jonsidérant, dans l'un. quelconque des groupes^ l'une quelconque
des conditions initiales, effectuons sur son premier membre une d'ifféren-
lialion (d'ordre quelconque, positif ou nul) qui intéresse exclusivement
les variables dont dépend la/onction schématique du second membre ; ejffec-
tuons ensuite sur le résultat (qui est une dérivée parcimétrique ou une
inconnue du système S) une différentiation première nintéresscmt pas les
variables dont il ^a^il. Cela, étant, si ce nouveau résultat est lui-même une
dérivée paramétrique de S, il se déduit de quelqu âne des conditions ini-
tiales qui suivent {dans le groupe en question) en (effectuant sur le pre-
mier membre de celle dernière une différentiation (d'ordre positif ou
nul) relatiçe aux seules variables dont dépend la fonction schématique
du second membre ( ( ).

Si l'on désigne par u l 'urne quelconque des inconnues engagées dans
le système S, le groupe de conditions ini t iales relatif à l 'inconnue u

( i ) En pariîôulicr, le premier membre do la dernière condition initiale d'un groupe
quelconquo no roproduit jamais, par les différentiations indiquées, aucune dérivée para-
métrique.

Ann, Éc. A'orw., (3), XXIV. — DÉCEMBRI; 1907. 7^
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s'obtient., comme i l a été expl iqué dans tin travail antérieur, en prati-
quant une cer ta ine coupure dans une f o n c t i o n schémat ique des va-
riables indépendan(es;r ,y, ...; d ' a i l l eu r s , pour avoir les divers ternies
de l 'ensemble a. l 'aide d u q u e l on doit ell 'ectuer la coupure , i l sulïi t de
prendre, parmi les premiers mernhres de S, ceux qui. sont des dérivées
de l ' inconnue u, et d'en déduire respectivement, par la considération
des ordres partiels de d é r i v a t i o n , certains m o n ô m e s ent ie rs par rap-
port aux difÏerences x •— ^ ' u ^ y — y o » .. - Or, pu i sque , p^u* hypothèse,
aucun des premiers membres du système S n'est une dérivée de
quelque autre, l 'ensemble ainsi, obtenu ne c o n t i e n t a u c u n monôme
superflu,

Cela étant, si le résidu d e l à coupon1 ne c o n t i e n t que des constantes
schématiques (auquel, cas sa forme, abstraction lai te de l'ordre des
termes, est u n i q u e ^ , nous désignerons par N/^ le de^ré le p lus élevé
des monômes extérieurs qui y f igu ren t ; s'il, cont ien t que lque f o n c t i o n
schématique non dégénérée, nous dés ignerons par N^ rentier (ar i th-
métique) convenablement choisi dont il . est question au n^ 17; dans
l ' u n et l ' au t r e cas, nous désignerons par <^ la cote de l ' i n c o n n u e u.
Opérant ensu i te pou r chacune des inconnues ç», (r-7, ... comme nous
l'avons l a i t pour Uy n o u s considérerons les divers entiers ( a lgéb r iques )
Op('

N^"4-- <•/„ .Np-4" €^ N^-h Gn

et nous désignerons par r le plus ^rand d'entre eux : les dil îercnces

1 —— Cu, A, "••" Ci, y F—— CH», . , .

seront, dès lors, au inoins égales aux entiers ar i thmét iques

*' fiy •^(.'y ^ [V» . , * .

Cela f a i t , considérons le résidu de la coupure relat ive à l ' i n c o n n u e //.
Si, ce résidu ne contient que des constantes schématiques, l'ordre

maximum des premiers membres, dans le groupe correspondant de
condi t ions in i t ia les , sera N^, et leur cote rnaxima N,,+^r; tous les
seconds membres se r édu i ron t , d 'a i l leurs , à des constantes schéma-
t iques , et il en sera a ins i , notamment, de ceux d'entre eux q u i cor-
respondont à des premiers membres de cote intér ieure à F; enfin, i l
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résulte immédiatement du 11° '16 qu'en écrivant les termes du résidu
dans un ordre convenable, les condi t ions 2°, 3° et 4° de notre énoncé
se t rouvent satisfaites en ce qui concerne l ' i nconnue u,

Si le résidu de la couplire relative à cette inconnue contient quelque
f o n c t i o n schérnatique non dégénérée, nous le mettrons sous la forme
spécifiée au n.° '1.7, en prenant pour P la va leur F— c^, au moins égale
à N« : dans le groupe correspondant de condit ions initiales, l'ordre
m a x i m u m des premiers membres sera. alors F— c//, et l eur cote maxima
(r—- c\f) + c^=== T ; à tous les premiers membres d'ordre inférieur à
T — c ^ , c'est-à-dire de cote infér ieure à r, correspondront , comme
seconds membres, des constantes schématiques; enf in , les termes du
résidu étant écrits dans l 'ordre spécif ié au n° :1.7, les condit ions 2°,
3° et /i0 de notre énoncé se trouveront encore satisfaites en ce qui
c o n c e r ne F i n c o n n u e u,

Ci* qui "v ient d'être dit pour cette inconnue doit être répété pour
toutes les autres.

Il nous reste, pour achever noi re démonsi ra t ion , à faire voir que,
dans les premiers membres des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s , la cote maxima
est égale h F. Or, i l résulte de ce que nous venons de dire que, dans
le groupe partiel, r e l a t i f à //, la cote max ima des premiers membres
est égale a N«4""<^ ou a F, su ivan t que les seconds membres se ré-
d u i s e n t tous on non a. des constantes schématiques. Considérant alors
l 'ensemble des groupes, on voit, que, si q u e l q u ' u n de leurs seconds
inernbres est u n e (onc t ion schématique non dégénérée, la cote maxima
des premiers membres est T, et que , si tous leurs seconds membres
sans exception se rédu i sen t à des constantes schématiques, la cote
maxima des preî 'n,iers .membres est le plus grand, des entiers

N/, -h c'a, N(, + c^ Nw + CH>, ...,

c'est-à-dire encore F.
Observons, en t e r m i n a n t , qu 'en vertu, de l 'avant-dernière partie,

3°, de notre énoncé, V entier F+ i est au moins égal à la cote maxima
cle^' premiers membres de S.

i9. Soit S un système différent iel remplissant les diverses condi-
tions ci-après :
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A. Le système S est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions
inconnues qui s'y trouvent engagées, les seconds membres y sont indépen-
dants de toute dérivée principale, et aucun des premiers membres ny est
une dérivée de quelque autre.

£. En attribuant, dans toutes les équations du système, aux variables
indépendantes (les cotes respectives toutes égales à î , et aux inconnues des
cotes respectives convenablement choisies, chaque second membre ne con-
tient, outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et
dérivées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Mettons alors les conditions ini t iales du système S sons la forme
spéciûée au n° 18, eL désignons par S et A les cotes respect ivement
m'inima et maxima des premiers membres de Sy par F la cote maxima
des premiers membres des conditions ini t ia les ; d'après ce qui a. été
vu, l'entier F+i est au moins égal à A. Cela étant, on peut , des
groupes

Ss? ^S-M» • • • 5 Sr+i

du système S prolonge (n08 3 et 5), ext ra i re respectivement des
groupes,

(9) ' ^ ^.M> . - ? ^ r -M?

possédant la double propriété de se composer d'équations en nombres
respectivement é^aux à ceux des dérivées principales de cotes

5, S + ï , . . . y r+1,

et de contenir les groupes

( ï ô ) .çg, î, ..., ^

du système S (la chose est possible, dans tous les cas^ d'i.ine manière
au moins, et, dans l ' immense majori té des cas.» de p lus ieurs manières).
Nous ferons alors l'hypothèse suivante :

6'. .// existe quelque suite, (<)), remplissant les conditions ci-dessus "indi-
quées, et telle que les groupes

tQ, ^s-n? • • * ï ^r-M
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soient, successivement résolubles par rapport aux dérivées principales de
cotes o, ô + t , ..., r -hi .

En d'autres termes, nous supposons que le déterminant différen-
tiel de l'ensemble de ces groupes par rapport à l'ensemble de ces déri-
vées est une fonction non ident iquement nulle (des variables, des
inconnues et des quelques dérivées paramétriques figurant dans les
seconds membres de S); et n o u s nous astreignons à ne considérer les
diverses quan t i t é s dont dépend cette fonction que dans les limites où
sa valeur numér ique reste différente de zéro.

il. importe d'observer que les trois hypothèses A, B, C, ci-dessus
énoncées, ne se dis t inguent des trois hypothèses A, B, C d u n0 9 que
par les deux par t icu la r i tés suivantes : i° Nous supposons expressé-
ment. , ic i , qu 'aucun des premiers membres de S n'est une dérivée de
que lque autre, ce qu i n 'avai t pas forcément l i eu au n° 9. 2° L'entier
algébrique @, que, au n° 9, nous supposions s implement supérieur ou
égal à A, reçoit ici la va l eu r part icul ière F + i: (^A).

Cela étant, on peut, du système S, déduire un système, S, du premier
ordre, résolu par rapport à certaines dérivées ( premières) des inconnues
qui s y trouvent engagées, et j\>uùsant, par rapport à S, de propriétés
remarquûhles que fious indiquons ci-après (alinéas 1 et V du présent nu-
méro).

I. Formation du système S.

Étant donné un système différentiel du premier ordre, résolu par
rapport a certaines dérivées (premières) des fonctions inconnues qui
s'y trouvent engagées, on peut, pour en disposer nettement les diverses
équat ions , les écrire dans les cases d ' u n quadri l lage rectangulaire
dont les l ignes correspondent aux variables indépendantes et les co-
lonnes aux fonctions i nconnues , en mettant l 'équation qui aurait, par
exemple, (-^ pour premier membre, dans la case qui appartient à la

OiV

•fois à la colonne (u) et à la l igne (.r).
Le système S étant, comme nous allons le voir, du. premier ordre,

nous en écrirons les diverses équations dans un quadrillage rectangu-
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laire conformément aux indica t ions ci-après, en ne nous occupant ,
tout d'abord que des premiers mernhres.

Les conditions i n i t i a l e s du système S ayant été mises, comme n o u s
ravons dit, plus haut, sous la forme spécifiée an n0 i<S, désignons
par .r, y, ... les variables i n d é p e n d a n t e s , par u l ' u n e des i n c o n n u e s

^a-h^+-... ^
engagées dans S, par ———^—— l 'un des premiers membres u n iu u A. .̂a ()y\^ _ l • " 1 • •

figurent dans le groupe ^ condi t ions re la t i f a u, et par F ^ a le
second membre correspondanL Cela é t a n t , nous p rend rons dans i,
pour l 'une de nos inconnues, la, quan t i t é -<—L J[L, qm. nous désiffne-
A 1 f}j^()^ _ . •l • • • • 1 ^ ••

rons par //a,?,...; puis, en supposant, pour f ixer les idées, q u ' i l v a i t
cinq variables indépendantes.^, y , s, .v, / , et que la fonct ion schéma-
tique Fa,p,... dépende de^, t, nous écrirons dans les cases (.r), ( y ) , ( z ' " )
de la colonne (^a.p....) b's premiers membres

îïlJLl: — ^^^'P-'" .- ^a,^...
ÔX ^ : : " ' 9 ^y •=... , — — — - ^ — — . . . ,

et nous laisserons vides les cases (/) et Ci) de cette même co lonne ; au
cas où Fa,p,... s(^ r é d u i r a i t à u n e s imple constante s chéma t ique , les cases
de la colonne considérée s e r a i e n t a i n s i f o n t e s p l e ines . Ce q u e nous
venons de faire p o u r l ' u n e des cond i t ions i n i t i a l e s a p p a r t e n a n t au
groupe re la l i f à u, nous le f e r o n s pour toutes les au t r e s du même
groupe; et ce q u e nous au rons fa i t pour l ' i n c o n n u e //, nous le ferons
successivement pour toutes . Nous a u r o n s a i n s i un quad r i l l age rectan-
gulaire contenant des cases pleines et des cases v ides ; d ' a i l l eu r s ,
quelques seconds înembres que nous écrivions id tér ieurement dans
les cases pleines^ on voi l , dès ma in t enan t , que, si l 'on forme succes-
sivement, dans , l ' anc ien système, puis dans le nouveau, un ensemble
composé des i nconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme à terme, et que le
second se déduira du premier par de simples changements de nota-
t ions; de même, et toujours aux, notat ions près, l 'économie des condi-
tions initiales sera i d e n t i q u e dans les deux systèmes. Quant aux déri-
vées principales du nouveau système, elles coïncideront, aux. notat ions
près, les unes avec des dérivées principales, les autres avec des déri-
vées paramétriques deTancien,
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• I I va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes et
aux anciennes inconnues les cotes resf)ectives qu'elles avaient dans le sys-
tème S, et ('lue nous attribuons aux inconnues adjointes des cotes respec-
tivement égales à celles des dérivées anciennes qu'elles admettent pour
homonymes. Cela é t a n t , il conv ien t d'observer que les fonctions incon-
nues dn système S d o n t la cote tombe au-dessous de r n'ont, dans le
système S, a u c u n e dérivée paramétr ique, puisqu 'e l les se t rouvent ,
dans les cond i t i ons ini t iales, égalées à de simples constantes schéma-
tiques, et que, par suite, toutes les cases de leurs colonnes sont
pleines. En conséquence, toute dérivée paramét r ique du système S
possède u n e cote au mo ins égale à T + i , et toute dérivée paramé-
t r i q u e de cote T. "4~ ï ne peut . appartenir qu'à une fonclion inconnue
de cote T, par sui te est du premier ordre.

Occupons-nous m a i n t e n a n t des seconds membres du système S*
A cet effets nous désignerons par

( i ï ) ^ '+04. i » • • • ? +r-i i
les groupes obtenus par la résolut ion successive de (9)^ et qui pos-
sèdent, eux aussi, la propr ié té de con t en i r les groupes (xo) (n0 9).

Cela étant , considérons, pour fixer les idées, l 'équation qui , dans S,
a pour premier membre ^^^— A la notation près, ce premier
membre coïncide avec une dérivée anc ienne ,

^(a"HM ?•+•••• a
^ 9 1 ) ^^^^,

dont la cote ne surpasse pas T •+- î , et qu i peut être, relat ivement à S,
ou paramétr ique, ou pr incipale .

i° Si. la. dérivée ('12) est paramétrique par rapport à S, il existe,
dans le nouveau système, une dérivée paramétrique ou fonction in-
connue , et une seule, q u i , à la notation près, coïncide avec elle : nous
égalerons alors ̂ -1—. à cette quan t i t é , et nous aurons une relation
0 " (.h€

dont les deux me:mbres auront même cote que la dérivée (12). Si cette
dernière est de cote i n f é r i e u r e ou égale à F, le second membre de
notre relation sera une i nconnue adjointe; si elle est de cote T + i, le
second membre sera une dérivée paramétrique première du systèmes-
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2° Si la dérivée ^12) est principale par rapport à S, elle admet , en
vertu des équations (n), une certaine expression à la fois indépen-
dante, et de toute dérivée pr inc ipale (de S) quelle qu'elle soit, e(: de
toute dérivée paramétr ique ou fonc t ion inconnue (de S) dont la cote
surpasserait la s ienne propre; en outre, dans le cas particulier où la
dérivée (12) co ïnc ide avec un premier membre de S, l 'expression
dont il s'agit coïncide avec le second membre correspondant . Gela
étant, dans l'expression considérée de la dérivée p r inc ipa le (12), nous
remplacerons toutes les dérivées paramétr iques de S par les dérivées
paramétriques on fonctions inconnues de £ qui leur correspondent
respectivement, et nous égalerons—^I—à l 'expression a ins i modi-
fiée. Or, il est facile de voir que, après cette modi f i ca t ion d 'écri ture,
l'expression est, ou d'ordre zéro, ou du premier ('mire, suivant que la
dérivée (12) a une cote in fé r ieure ou é^ale à F 4" x . Dans le premier
cas, en effet, elle ne peut contenir (outre les variables indépen-
dantes) que les inconnues anciennes et les expressions nouvelles
de leurs dérivées paramétriques de cote mfe r i eu re ou égale à F,
ou, en d'autres termes, que les i n c o n n u e s anc iennes et nouvel les*
Dans le second cas, el le ne peu t con ten i r que les i nconnues anc iennes
et les expressions nouvelles de leurs dérivées paramétriques de cote
inférieure ou, égale à P - f - î , ou, en d'autres termes, que les incon-
nues anciennes et nouvelles avec des dérivées paramétr iques pre-
mières. Dans l 'un et Fautre cas d 'a i l leurs , s'il arrive que ( 1 2 ) coïncide
avec un premier nriernbre de S, Féquation considérée du système S
coïncide, aux notat ions près, avec l'équation du système S q u i a pour
premier membre la dérivée (12)*

Tel est le système du premier ordre, S, auquel fa i t allusion notre
énoncé : on voit qu'il se trouve résolu par rapport à certaines dérivées
(^premières) des fonctions inconnues qui s ' y trouvent engagées', que l ' 9 éco-
nomie des conditions initiales y est la même, aiw notations près, que dans
le système S, et enfin que la cote de chaque second membre est au plus
égale à celle du premier membre correspondant.

(I. Toute équation de S figure dans S, aux notations près.

Effectivement, les conditions initiales de S étant mises, comme
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nous l'avons dit, sous la (orme spécifiée au. n° 18, les quantités qui y
figurent comme premiers niernbres ont des cotes inférieures ou égales
à T, et, d'autre part, chaque premier membre de S peut se déduire de
l 'une des q u a n t i t é s en ques t ion à l'aide d'une dérivation première,
d'où résulte q u ' i l est de cote au p lus égale à F+ ï . Cela posé, consi-
dérons d'abord dans S un premier membre de cote in fé r i eu re à r+ ï :
la quan t i t é d o n t i l p e u t être considéré comme une dérivée première
est alors de cote i n f é r i e u r e a F, et, comme les inconnues de S dont la
cote t o m b e au-dessous de F n 'ont dans S a u c u n e dérivée paramé-
t r i q u e , on a été c o n d u i t , dans la fo rma t ion de S, à écrire comme pre-
mier membre, a la n o t a t i o n près, le p remier membre considéré de S.
Considérons , en second l i e i i y dans S, un premier membre de cote
P-t- i : ce premier membre peut alors être considéré comme une déri-
vée première d ' u n e q u a n t i t é de cote F f i g u r a n t dans les condi t ions
i n i t i a l e s de S, et, comme cette dér ivat ion première n' intéresse aucune
des var iab les dont dépend la fonct ion schématique qu i correspond a
cette q u a n t i t é , on a été condui t , celte fois encore, dans la f o r m a t i o n
deS, à écrire comme p remie r membre , à la no ta t ion près, le premier
membre considéré de S»

Ains i , tout premier membre de S figure, à la no ta t ion près, parmi
les premiers membres de S, et, par su i te , en vertu d 'une remarque
faite à l ' a l i néa I, toute équa t ion de S figure, aux notat ions près,
dans S.

III. Si l'on considère l'une quelconque des inconnues adjointes de 2, il
existe dans le système S une relation où l'inconn'ie dont il s'agit se trouve
égalée à une quantité homonyme, dérivée première clé quelque inconnue
ancienne ou adjointe,

Ef lec t ivement , les i n c o n n u e s anciennes et nouve l l e s de S ont res-
pectivement pour homonymes les premiers membres des c o n d i t i o n s
in i t i a l e s de S, et, dès lors, (MI v e r ï u d u po in t 2° formulé dans l'énoncé
du n° 18, toute i n c o n n u e nouvelle de £ a pour homonyme une dérivée
première de quelque autre inconnue a n c i e n n e ou, n o u v e l l e ; comme,
d'ailleurs, cette dernière i n c o n n u e a une cote nécessairement i n f é -
rieure à celle de la première, par suite in fé r i eu re à T, elle n 'admet
dans te système S aucune dérivée paramétr ique; on a donc été

Ann. Éc. Norm.., (3), X X I V . — DÉCKMIBRE 1907. 7 (\
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condu i t e dans la formation de ce système, à égaler entre elles les deux
quant i tés dont: i l s'agit.

IV. Dans le système S, partageons les équat ions en deux groupes,
S', S\ su ivan t que l e u r premier membre coïncide (soit exactement,
soit à la n o t a t i o n près) avec u n e dér ivée paramétriqw ou, avec une
dérivée principale du système S : aux nota t ions près, les équa t ions de S'
sont des identités, et celles de S" comprennent toutes celles de S (II).
D'autre part, désignons par H l 'ensensbio des relations obtenues en
égalant chaque i n c o n n u e adjointe de S à la dér ivée a n c i e n n e qu 'e l le
admet pour homonyme : aux no ta t ions prés, les équa t ions II sont
encore des identités. Cela posé, les système S^ H(; (n° 5) ffonl., comme
je vais l'établir, en corrélation muliiplicaioire (les m u l t i p l i c a t e u r s étant
tous égaux, soit à zéro, soit à l 'uni té , au signe prés).

En premier lieu, toute équation de ̂  est u n e coinbinaison mult i-
plicatoire de H(^: car, chaque équation de S7 ayant pou r premier et
pour second membre deux quant i tés homonymes (nécessairement de
même cote), une équation q u e l c o n q u e de S<; a p o u r premier et pour
second membre deux q u a n t i t é s homonymes do cote (.1; dès lors, ou
bien le système H<; c o n t i e n t r équa t ion considérée de ï^ ou bien il
c o n t i e n t deux équat ions égalant respect ivement les deux quant i tés
homonymes dont i l s'agit a la q u a n t i t é a n c i e n n e qu'el les ont pour
homonyme commun, auque l cas une combinaison très s imple dos
deux équat ions de 11^ f a i t re tomber sur l ' é q u a t i o n considérée de S^

Réciproquement , toute é q u a t i o n de H(; est u n e combina ison mul l i -
pl icatoi re de S^;. Considérons, en efïèl, une relation de l;t<;; dans cette
relation, dont la cote est C, figure une dérivée, d'ordre positif ou
nul, de quelque inconnue nouvel le . En vertu de l ' a l inéa I I I , i l existe,
dans le groupe S', une relation égalant l ' i n c o n n u e dont i l s'agit a u n e
quan t i t é homonyme, dérivée première de que lque i n c o n n u e a n c i e n n e
ou nouvelle. Si cette deuxième i n c o n n u e est el le-même n o u v e l l e , i l
existe encore, dans le groupe, 5V, une relation l 'égalant à quelque
q u a n t i t é homonyme, dérivée première d 'une trois ième i n c o n n u e . En
cont inuant de cette manière, on f i n i r a par tomber sur une inconnue
nouvelle qui, en vertu d 'une relat ion de Ïi\ se trouvera égalée a
quelque quanti té homonyme, dérivée première d'une i n c o n n u e an-
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cienne. Il est clair que les relations successivement considérées de S'
ont des cotes qui décroissent progressivement d'une un i té . Cela étant,
il est très facile de voir que si, dans le groupe formé par ces relations
et par celles qui s'en déduisent à l'aide de difïerentiations d'ordres
quelconques, on considère celles de cote C, leur ensemble, qui fait
partie de £^, régénère, moyennant une combinaison très simple,
l 'équation considérée de H(;.

V. En attribuant à la notation II le même sens que dans l'alinéa IV,
les deux systèmes

^JS, (^H, ^S)

(n0 5) sont en corrélation multiplicatoire.

Nommons W le système dédui t de S" par la substitution aux nou-
velles inconnues et à leurs dérivées de leurs synonymes anciens, et
considérons les quatre systèmes successifs

'<;ï^ ou C^,^),
(^iï, ̂ 'y),
(^H, ^W),
(^H, ^'S).

Il résulte, en premier l i eu , de l'alinéa IV que le premier et le
second de ces systèmes sont en corrélation inul fc ip l ica to i re .

I l résulte, eu second l i e u , de la dé f in i t ion de W que ^W se déduit
de ^ Ï / ' par la subs t i t u t ion aux nouvel les i n c o n n u e s et à leurs dérivées
de leurs synonymes anciens. Cela étant, si l'on désigne par

les diverses quant i tés nouvelles qui figurent dans ^^"y par

-'1 ? •^îy • • " 9 "^ ttï.

leurs homonymes anciens (dont quelques-uns peuvent être iden-
tiques entre eux), et que l'on pose

/ __ y, i ^ _ 4- ^.l _ ~ __ 'r
^ ^ ———— ̂  ___ (̂  ^ ——— ̂  .——— (^y . . . , AS f^ Àf/fl ———— S//i»



588 C. R I Q U ï E I l .

d'où
z i '^ ^i '+ Ç j ? '̂ a:::::: ^2 ""̂ ~ ^a» . . ., ^,/t, ̂ - •^//; -{-" Ç//o

le développement de Tavlor, a p p l i q u é aux équa t ions '^'S^ à p a r t i r
de z^ ^ a» • • • ? ^m. nous mont re ra , comme à l ' a l inéa 1 du n° 9, que,
deux équat ions correspondantes é t an t prises respect ivement dans
[{^ et ^W, l 'une que lconque est u n e c o m b i n a i s o n m u l t i p l i c a t o i r e de
l'autre et du système ^'II. Le second et le t ro i s i ème de nos quatre
systèmes sont donc é v i d e m m e n t en corréla t ion m u l t i p l i c a t o i r e .

Enfin, puisque, aux no ta t ions prés, S^ est ex t r a i t de (i i) et c o n t i e n t
toutes les équations de S ( I I ) , il est c la i r q u e , après le re tour aux
anciennes notations, W j o u i t des deux mêmes propr ié tés , et que, dès
lors ( n0 9), les systèmes '^W, ^'S sont en cor ré la t ion n n i l t i p l i c a t o i r e ;
i l en est donc de même de nos troisième et q u a t r i è m e systèmes*

On voit a i n s i y de proche en proche, que le p remie r système el le
dernier sont en corrélation mu l t i p l i ca to i r e .

20. Dans le cas où le système diflerentiel proposé S est orl/io
nome ( 1 )y sans (,ju aucun des premiers membres soll fine dérivée de
quelque autre, les deux conditions /t et li du n0 lî) se trouvent satis-
faites, et il sufï i t , pour que les groupes

0^) ^ ^4.1 ? . * • > ^r..M,

respectivement extraits de1

Sr% ys- i - t? * • • » Sr.4-î»

satisfassent/à la condit ion C, des supposer qu ' i l s sont formés d^équa"
tions en nombres respectivement é^aux à ceux des dérivées pr inci-
pales de cotes

o, 3 -h i , . . . , F •+" i ,

qu ' i l s ont pour premiers membres les dérivées don t il s'agit et qu'ils
c o m p re n n e n 11 e s ^ ro u p e s

04) .̂  A"S4-i» —» 'fà

(>•) Voir la noto de l'iîUroduclioiï.
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du système'S; le dé te rminan t spécifié dans Ph.ypoth.ese C'est alors, en
effet , i d e n t i q u e m e n t égal à î y et la condi t ion qui lui est imposée
d'être d i f f é r e n t de zéro se trouve satisfaite d'elle-même pour toutes
valeurs numér iques des quanti tés tl^urant dans les seconds membres
de S.

Gela posé, et éteint donné un système orfhonome, S, tel qu aucun des
pré/mers membres ny soit une dérivée de quelque autre, on en peut y comme
nous allons le voir, déduire, à l'aide du mécanisme décrit au numéro
précédent, un système du premier ordre. S, qui est lui-même orthonome.

Tout d'abord, les groupes (i;3), q u i comprennent les groupes (i4),
se composent exc lus ivement de relat ions normales (1), et la même
chose a l ieu pour les groupes

( i 5 ) 'h? ^+1. " "> '-pp-i-i?
obtenus en ellectuant la résolut ion successive des groupes (i3) par
rapport aux dérivées principales de cotes (premières)

o, a 4-i, ..., r-hï.

Cela é tan t , si l'on, a p p l i q u e le mécanisme décrit à l 'alinéa 1 du
n° '19, h système du premier ordre, S, ainsi obtenu, peut, comme nous
l'avons d i t (n° -19, IV) , se partager en deux groupes, S', S^ suivant
q u e ses. équa t ions ont pour premiers membres (soit exactement, soit
aux n o t a t i o n s près) des dérivées paramétriques ou des dérivées pnnci-
pales du système S : aux nota t ions près, les équations de S' sont des
identi tés, et celles de S^ extraites de (î:5), sontdes relations normales.

Conservons alors à chacune des variables indépendantes et des an-
ciennes inconnues les p cotes mccessiw quelle awit dans le système
orthonome S, et attribuons à chaque inconnue adjointe p cotes succes-
sives respectwsrnefU égales à celles de la dérivée ancienne quelle admet
pour homonyme : il est clair qu'avec un pareil choix toutes les équa-
tions de ^sont normales; mais cela ne suffit pas pour les équations

( i ) Celte dénomination fai t parlio do la tenoinologio quo j'ai cru devoir adopter pour
exposer plus commodément les propriétés des systèmes ortïioiwmes.
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de 27, car chacune d'elles étant, aux notations près, une identi té , les
p cotes successives de ses deux membres sont égales chacune à cha-
cune, et l 'adjonction de cotes su pplémentaires (convenable m en t
choisies) devient absolument nécessaire.

Observons, à cet efïefc, que les inconnues de S ne sont autres, aux
notations près, que les premiers membres des condi t ions in i t ia les
de S, et que ces dernières, si on les suppose écrites conformément à
l'énoncé du n° 18, se partaient on un certain nombre de groupes,
dans chacun desquels les condi t ions se succèdent s u i v a n t un ordre
déterminé. Dans chaque groupe, faisons abstraction des seconds
membres, remplaçons les premiers par leurs notat ions nouvel les , et
attribuons au groupe (F inconnues de 2 ainsi obtenu des cotes ( p "4- ly^^'
distinctes et décroissantes; attribuons enfin aiw variables indépendantes
<y,j, ... des cotes ( p •4-i)^^ toutes nulles. Cela étant, i l est facile de
voir, en se reportant, dans l 'énoncé du n° •18, à la condi t ion /i°, que ,
dans toute équation de S', la cote ( p 4- ï)^"^ du premier membre est
'supérieure à celle du second. En conséquence, le système S est l u i -
même orthonome, ainsi que nous l'avions annoncé.

21. (considérons a c t u e l l e m e n t un système d i fFéren t ie l , S, où se
trouvent vérifiées les hypothèses générales A, li et 6'du n° 19, et dé-
signons par I; le système du premier ordre que l 'on dédu i t de S à
l 'a ide du mécanisme i n d i q u é (n0 '19, .1); imaginons ensui te q u e ron
effectue sur le système S un changement l inéaire et liomo^èno des
variables indépendantes , et, dans le système transformé, convenons ,
d'une part, d 'attribuer aux nouvelles variables des cot^s respectives
toutes égales à i (comme nous l'avions tai t dans S pour les an-
ciennes), d^autre part, de conserver aux fonctions inconnues les cotes
quelles avaient avant la transformation.

Cela posé, si, dans le système du premier ordre S, les valeurs initiales
des variables^ des inconnues et des dérivées paramétriques premières
satisfont à certaines résiliations d'inégalité, on peut, par un change-
ment linéaire et homogène des variables indépendantes, suivi d'une
résolution convenable (par rapport à certaines dérivées premières), le
transformer en un autre, il, jouissant des deux propriétés suivantes :
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ï0 Les cotes (premières) des variables et clés inconnues étant fixées,
dans le système il, comme nous venons de l'indiquer Çvoir les quelques
lignes qui précèdent le présent énoncé), et des cotes secondes convena-
blement choisies leur étant adjointes au besoin, le système û satisfait à
la définition de F or t ho no mie.

2° Le nombre des quantités paramétriques (^inconnues et dérivées) de
cote G est, quel que soit G, exactement le même dans Û que dans S (^ ).

I. Etant donné un système du premier ordre résolu par rapporta
certaines dérivées (premières) des fonctions inconnues qui s'y trouvent
en^a^ées, nous dirons que son Tableau, construit comme nous l'avons
i n d i q u é à l 'a l inéa 1 du n0 '1e), est régulier, si l'on peut adopter pour les
lignes de ce Tableau, c'est-à-dire 'pour les variables du système, un
ordre tel , que les cases vides de chaque colonne se trouvent toutes si-
tuées au bas de cette co lonne .

Etant donné un système du premier ordre à Tableau régulier, si, en
attribuant aux variables des cotes premières toutes égales à ï, et aux in-
connues des cotes premières convenablement choisies, on peut faire en
sorte que les cotes premières des inconnues et dérivées fi'curant dans chaque
second membre ne surpassen.t pas celle du premier membre correspondant,
on peut aussi, en adjoignant à ces cotes premières des cotes secondes con-
venablement choisies, faire an sorte que le système proposé satisfasse à la
définition de F ortfionomie.

Ge n'est là, en effet, q u ' u n cas particulier d'une proposition établie
dans un Mémoire antérieur ( 2 ) .

II. Nous allons ac tue l l emen t faire voir qu'en imposant aux valeurs
initiales dont parle l 'énoncé certaines restrictions d'inégalité, on
peut , à l'aide des opérat ions indiquées , transformer le système^ en un
système à Tableau régulier, Q, dont les colonnes comprennent respective-

(r) Pour la commodité do notre énoncé, nous assimilons les inconnues du système S
n des dérivées paramétriques ((Fordre zéro).

( t 2 ) Sur les systèm.ef! dîjféf'eniwU dont l'intégration sa. ramène à celle d'équations cliffé-
rcnticUe$ totahs ( Amudas de L'École Normale, 1 9 0 1 , p» 4^ 6t suiv.).



5c)2 C. n ï Q U Ï K H .

m^/ /6'.y mêmes nombres d ' é ( f nations que celles de S. Nous ferons voir en
même temps que, dans ce système (î, la cote première (évaluée confor-
mément aux indicat ions ci-dessus) de chaque second rnemhre est au plus
égale à celle du premier membre correspondant.

Observons a cet. effet que, dans le système S, les premiers memhres
s o . n t d e c o t e a n p l u s e g a l e a . r 4 ~ r ? et chaque second membre de cote
au plus égale au premier membre cor respondant : que les équa t ions
de cote inférieure à F 4-ï cor respondent a certaines colonnes, entiè-
rement pleines, du Tableau, et que leurs seconds membres sont indé-
pendants de toute dérivée; e n f i n , que les équat ions de cote T+ î ne
peuvent contenir d'autres dérivées que celles de cote r-i-i (n° 19).

Cela posé, effectuons sur S la t r a n s f o r m a t i o n l i n é a i r e et homogène

(x6)
.^==01^4" (3,iy4"...,
y=a2.r+pg74-... ,

où x, y , ... désignent les anciennes var iab les indépemiantes , ^\ y\ ...
les nouvelles, et a, , p , , . . , , a^ f ^ y . . . , etc. des cons tan tes n u m é r i q u e s
p rov i s o i re m. e n t i n d é te rm i n é e s.

Si l'on considère d'abord les diverses é q u a t i o n s de cote inférùîure à
.r4- î contenues dans une mfimfi colonne ( ' ent ièrement p l e i n e ) du Ta-
bleau de S, ces équations ont pour premiers membres les diverses
dérivées premières f a n c i e n n e s ) d ' u n e même fonc t i on i n c o n n u e , avec
des seconds membres i ndépendan t s de toute dérivée ; dès fo rs ( p o u r v u
que le dé t e rminan t

^ P, - |
^ (3si - . •

de la transformation soit différent de zéro), les équat ions don t i l s'agit
pourront, après leur t ransformat ion , être résolues par r appo r t aux
nouvelles dérivées premières de la même fonc t ion (cela, quel les que
soient les valeurs numériques que l'on a t l r ibue aux variables et aux
inconnues); d'ailleurs, les seconds membres des formules de réso-
lut ion ne contiendronty outre les nouvelles variables, que des incon-



SUR L'INTÉGnABÏLITÉ DE CERTAINS SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS. 5c)3

nues de cote ('première) au plus égale à la cote (première) commune
des premiers membres.

Reste d o n c à considérer , dans le système S, le groupe, o-p^i, formé
par les équa t ions de cote F+ t . Pour que ce groupe puisse, par l'ap-
plication des formules ( i ( ) ) , su ivie d 'une résolut ion convenable, être
transformé en un système à Tableau régulier dont les colonnes con-
t i ennen t respec t ivement les mêmes nombres d'équations que les co-
lonnes correspondantes de crp,^, i l faut que le système d é d u i t de o"r-n
par l ' appl ica t ion pure et s imple des formules de la transformation
(sans résolution u l t é r i e u r e ) possède des so lu t ions numériques n'an-
n u l a n t pas un certain dé terminant .

Ce dé te rminan t , I), peut être considéré comme u n e fonction :
Soit des constantes indé te rminées de la t rans format ion , des an-

ciennes var iab les / r , y , . . . , des i n c o n n u e s de S, et do leurs anciennes
dérivées paramétr iques premières ('(lui sont toutes de cote r-t- ï) ;

Soit des constantes i n d é t e r m i n é e s de la t ransformai i o n , des nou-
velles variables ^/, y , . . . , des i n c o n n u e s de S, et de leurs nouvel les
dérivées premières de* cote '?•+" ï .

En le cons idéran t , tou t d'abord, comme u n e fonc t ion du premier
groupe de q u a n t i t é s , i l est facile de voir qu ' i l est entier et homogène
par rapport a u x constantes de la t ransformation, et qu ' i l a pour coef-
f i c i en t s certaines fonct ions de^,y, ..., des i nconnues de S, et de leurs
anciennes dérivées paramét r iques premières . Si. l ' une , au moins, de
ces fondions n'est pas i den t i quemen t n u l l e , on pourra trouver pour les
constantes de la t ransformat ion des valeurs numér iques telles que 1.)
no soit pas i d e n t i q u e m e n t n u l , et qu 'en même temps le déterminant
do la t rans format ion soit d i f f é r e n t de zéro. Les valeurs de ces con-
stantes é tant fixées comme i l v ient d'être di t , et le d é t e r m i n a n t I) étant
considéré comme u n e fonct ion de^;, y , . . . , des i n c o n n u e s de S, et des
anc iennes dérivées [paramétr iques premières, le groupe o-p.̂  possède
des solut ions numér iques n ' a n n u l a n t pas ce dé te rminan t . Si donc on
considère ï) comme une fonct ion de .y' ,y\ ,.., des inconnues de S, et
de leurs nouvelles dérivées premières de cote F-h i, le groupe dédui t
do 0-p^.i par pplication pure et simple-dés formules de la t ransforma-
tion possède des solut ions numér iques n 'annulan t pas le dé te rminant
dont il s'agit, ce qui permet d'effectuer la résolution voulue : il est clair

Ann, Eu. Norm^ (3) y XKIV. — DÉCEMBHB 1907. 7^
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d'ail leurs que, dans le groupe, cop^,, f ina lement obtenu, chaque pre-
mier membre esl une dérivée de (.'oie Y-h i, et que le second membre
correspondant est de cote in fé r i eu re ou éyde.

Ï1I. Le s imple rapprochement, des al inéas 1 et 11 montre que le sys-
tème û, d é d u i t de S a l 'aide du mécanisme ci-dessus décrit, s a t i s f a i t
a la première des deux c o n d i t i o n s formulées par notre énoncé général.
Il sa t i s fa i t , d'ailleurs, à la seconde, c'est-à-dire que le nombre des
quanti tés paramétriques ( inconnues cl dérivées) de cote C est, dansï2 ,
exactement le même que dans S. Elteclivement, la chose est évi-
dente en ce qui concerne les seules inconnues . D 'antre part, en verlu
de ce qu i précède, les dérivées paramétriques (d'ordre ^> o) ne
peuvent appar tenir qu'aux fonctions inconnues de cote F, c'est-à-dire
à celles dontles dérivées principales premières (décote r~h i) f i gu ren t
comme premiers membres dans le groupe1 crp^ s'il. s'agit du système ï,
ou dans le groupe o^^, s'il s'agit de û; or, ces inconnues étant les
mêmes dépar t et d'autre, et les colonnes de cojp-M contenant respecti-
vement les mêmes nombres de cas-es vides que les colonnes de crp.,i. .(,
on en dédui t imuiéd ia tement le po in t que n o u s avons en vue.

Ains i se trouve établie notre proposi t ion. Pour que les restr ict ions
d' inégali té qu'elle impose aux valeurs n u m é r i q u e s des diverses q u a n -
tités figurant dans les seconds membres de ï puissen t être vé r i f i ées ,
il faut., d'après le ra isonnement ci-dessus, que certaines f o n c t i o n s de
ces quant i tés ne soient pas toutes ident iqueinent nulles, ce qu i n 'ar-
rive pas nécessairement.

CHAPITRE III.
DE LA PASSIVITÉ.

22, Considérant un système diilerentiel, S, composé d'un nombre
limité d'équations, et, dans ce système^ un groupe d'i/uéyrale^, nous
dirons de celles-ci qu'elles sont ordinaires, s'il existe quelque domaine
tel, que non seulement les intégrales dont il s'agit y soient dévelop-



SUK L'îNTEGHABÏLÏTSî DE CERTAINS SYSTÈMES DÏFFÉKENTÏRLS. 59?

pables par la formule de Taylor, mais encore que leurs valeurs, prises
conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen-
dantes, restent toujours in tér ieures à q u e l q u e domaine où les pre-
miers et les seconds membres du système donné soient à la fois déve-
loppai) les.

Un groupe quelconque d' intégrales ordinaires du système S satis-
fai t i d e n t i q u e m e n t à toutes les relat ions du systèmes prolongé (n° 3) :
dès lors, si l 'on convien t do considérer pour u n i n s t a n t les variables x,
j, ..., les fonctions inconnues u, v, ... et leurs dérivées de tous
ordres comme au tan t de variables Indépendantes distinctes, le sys-
tème S prolongé ne peut m a n q u e r d'être numérùfiiemeni vérifié par
des valeurs par t icul ières quelconques, x^, j-^, ..., de /x?, j, .. ., prises
con jo in t emen t avec les va leurs correspondantes des intégrales consi-
dérées el de leurs dérivées de tons ordres (cela, bien e n t e n d u , dans
les l imites assignées par la d é f i n i t i o n môme dos intégrales ordinaires).

Inversement , supposons que, dans u n d o m a i n e ou les premiers et
les seconds membres de S soient a la f o i s déve loppables , le système S
prolongé admet te q u e l q u e so lu t ion numérique; supposons en outre
que, en dés ignan t par x^, j^, ... les valeurs numér iques de ^y» • • •
q u i l igurent dans la so lu t ion considérée, les développements, entiers
en x — .Toy y —jo, ..., q u i ont pour coefficients, aux facteurs numé-
riques connus près, les va l eu r s nurnôr iqnes de a, \\ ... et de leurs
dérivées de tous ordres, soient convergents, Cola étant , les sommes des
f/éwdoppernents dont il s'agit constituent un groupe d'intégrales (^évidem-
ment ordinaires) d'u; système S.

Désignons en eiret par U, V , . . . les sommes de ces développements,
et considérons, a u t o u r des valeurs .z"o, y ^ , . - . , u n domaine 3P dont les
rayons soient suff isamment pet i t s pour que les f o n c t i o n s de oc, y, ...
en lesquelles se t r a n s f o r m e n t , par la s u b s t i t u t i o n de U, V, ... à u,
(% .. -, les deux mem.bres des diverses équat ions S, soient toutes déve-
loppables dans le domaine dont i l s'agit. Par la manière même dont les
développements U, V, ... ont été construits , les valeurs initiales de x,
y , ... de U, V, ... et de leurs dérivées de tous ordres const i tuent la
solu t ion n u m é r i q u e dont l 'existence a été supposée dans le système S
prolongé. Donc les fonc t ions de -r, y, ... qui , après la substi tut ion,
figurent dans les deux membres d 'une équation quelconque du sys-
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terne S, sont égales, a ins i que leurs dérivées semblables (.le tous
ordres, pour

x — .TQ -^ r — j'o =:...== o,

et, par suite, sont i den t i quemen t égales entre elles dans toute r e tendue
du do m a ine 3P.

23. Le théorème précédent m o n t r e que l i n t é r ê t i l peut y avoir ,
é t a n t d o n n é un système d i i ï e ren t i e l l i m i t é (c'est-à-dire composé d 'un
nombre l imi té d 'équat ions) , à considérer, au p o i n t de vue des solu-
tions numér iques , tel ou tel des systèmes i l l i m i t é s q u i s'en d é d u i s e n t .
Il convient de poser à cet égard la d é f i n i t i o n s u i v a n t e :

Considérons deux systèmes d i f f é r e n t i e l s , l i m i t é s ou i l l i m i t é s , com-
posés de re la t ions q u i a i e n t la f o rme ent ière par rappor t aux dér ivées
d'ordre suffisamment ^rand des inconnues ( ' ) ; ass imi lons-y pour u n
instant les variables a:', y, . . , , les i nconnues u, ç-s * . . et leurs dérivées
de tous ordres à autant de variables i ndépendan te s dist inctes, et con-
venons expressément de ne considérer, parmi les so lu t ions numé-
r iques des deux systèmes, que c<dles q u i t omben t dans q u e l q u e do-
m a i n e où les p remiers cl, les seconds membres de l ' u n et de Fautre
so ien t a la (ois dévcloppables . Cela étant, si t - o u t e s o l u t i o n n u m é r i q u e
du premier est en même temps u n e s o l u t i o n n u m é r i q u e du second,
n o u s d i rons que le second est u n e conséquence numérique (lu premier ;
et si chacun d'eux est une conséquence n u m é r i q u e de l 'autre, les sys-
tèmes seront dits numériquement é(.iiwalen'fs.

24. Considérant actuellement un système d ideren t ie l . S, résolu par
rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s^v t rouven t
engagées, nous dirons qu'il ̂ 1 passif, si, eu assimilant pour un ins tan t
les var iables oc, y , - . .y les inconnues u, ^ . . , et leurs dérivées de tous
ordres à a u t a n t de variables indépendantes d i s t inc tes , on peu t , par
voie d 'é l iminat ions , déduire du système S prolongé ("n01 3) un système
numér iquemen t équiva len t (n0 23) résolu par rapport aux dérivées

( l ) Cotte condition so trouve remplie d'elle-mcinô dans un syrilèrno limité.
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pr inc ipa les : chacune de ces dernières se trouve ainsi exprimée à
l'aide des variables indépendantes , des fonctions inconnues etde leurs
dérivées paramétriques, et i l va sans d i re qu'à chacune d'elles est sup-
posée correspondre, dans le système n u m é r i q u e m e n t équivalent à S
prolongé, une fo rmule unique de réso lu t ion . La solution numér ique
générale de S prolongé est alors f o u r n i e par un groupe i l l imi té de for-
mules où les variables, les inconnues et leurs dérivées-paramétriques
de tous ordres reçoivent des valeurs arbitraires, tandis que les diverses
dérivées p r i n c i p a l e s se t rouven t ent ièrement déterminées en fonctions
d e c es diverses q u a n l i t é s.

Un système passif é tant donné , la ques t ion de savoir si le groupe
(forcément un ique) d'intégrales ordinaires hypothétiques répondant à
des condi t ions in i t ia les données existe effectivement, se résout par l'affir-
mative dans le cas où leurs développements construits a priori sont
tous convergents, par la. négative dans le cas contraire : c'est là une
conséquence immédia te du n° 22.

Nous dirons en f in qu 'un système dil lerentiel , S, résolu par rapport
à certaines dérivées des fonc t ions inconnues qui s'y t rouvent enga-
gées, est complètement intégrable, lorsque les intégrales ord ina i res
hypothétiques répondant à des condit ions i n i t i a l e s données existent
effectivement et sont uniques pour uo choix arbitraire décès dernières.

25. Considérons un système différentiel . S, impliquant les fonctions
inconnues a, P, ... des variables indépendantes oc'y y y ..., et satisfai-
sant aux diverses condit ions ci-après :

A. Le système S est résolu par rapport à certaines dérivées des/onc-
tions inconnues qui .y'y trouvent engagées, et les seconds membres y sont
indépendants de toute dérivée principale.

li. En attribuant, dans toutes les équations du système, aux variables
indépendantes des cotes respectives toutes égaies à i y et aux inconnues
des cotes respectives convenablement choisies, chaque second membre ne
contient,, outre les variables indépendantes, que des quantités ^inconnues
et dérivées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre carres-
pondant.
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C. En désignant par § la cote min ima des premiers membres de S,
et en imposant, éventuellement aux valeurs numér iques des quant i tés
qui f igurent dans les seconds membres de S telles ou telles restric-
t ions d'inégalité, on peut, des groupes successifs (en nombre i l l i m i t é )

So, 034-1, .. ., b(;,

(n° 5), extraire respectivement des groupes,

0) ^ ^4-îy - -» ^ - • • ?

tels que F un quelconque d'entre eiw, /<;, composé 0'équations en nombre
exactement égal à celui des dérivées principales de cote G, soit résoluble
par rapport à elles. Les groupes partiels (:r) sont alors successivement
résolubles par rapport aux dérivées pr incipales de cotes

8, Ô 4 - i , ..., C, . , . ,

et cela quelles que soient (sauf les restrictions éventuelles à'i.négci-
lue auxquel les il est l'ait al lusion p lus hau t ) les valeurs n u i n é r i q n e s
at t r ibuées aux variables .r, y, ,.., aux inconnues u, P, .., et a u x déri-
vées paramétriques de u, ^, ....

Gela étant :

i ° Pour que le système proposé S soit passif, U faut et il suffit que
l^ élimination des dérivées principales de cotes

ô, ô ••+- ï , ..., C,

effectuée entre les groupes

b$, '?û4-l» * • • 9 S(;,

conduise, quel que soit G, à des IDENTITÉS (c'est-à-dire à des relat ions qui
soient vérifiées pour toutes valeurs numériques des variables, des
inconnues et des dérivées paramétriques).

Ce premier point est évident.

2° Pour que le système proposé S soit complètement inté^rahlf^ il faut
et il suffit, en premier lieu, qu'il soit passif, et, en second lieu, que la con-
vergence des déterminations imtiale$ arbitrairement choisies pour ses inté-
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grales ordinaires hypothétiques en traîne Ici convergence des portions res-
teintes de leurs développements (construits ci priori\

Cette double condi t ion, év idemment suffisante pour l'intégrabilité
complète, est, de plus, nécessaire.

Si l'on suppose, en effet, que (dans les l imi tes indiquées) le sys-
tème donné admette un groupe d'intégrales ordinaires répondant à
des déterminations initiales convergentes arbitrairement choisies, il
admet, notamnient , un groupe d'intégrales tel que, pour des valeurs
arbitrairement choisies des variables, les quanti tés paramétriques
( inconnues et dérivées) de cote in fé r i eu re ou égale à G prennent des
valeurs arbitrairement choisies, tandis que les quantités paramé-
triques de cote supérieure prennent toutes la valeur zéro» II est donc
nécessaire que le système

(83, Ss-n, ..., Se),

ou ne figurent, avec <r,y, ..., que des quan t i t é s de cote infér ieure ou
égale a C, admette, au point de vue numér ique , u n e solution géné-
rale où ^, y, ,.. et les quant i tés de cote inférieure ou égale à G aient
des valeurs arbitraires : il est nécessaire, par suite, que l 'é l iminat ion
indiquée dans x° conduise à des identités, c'est-à-dire, pu i sque C est
quelconque, q u e le système S soit passif.

Cela étant, puisque à des déterminations initiales convergentes cor-
respondent , par hypothèse, des intégrales effectives, les por t ions res-
tantes des développements ne peuvent manquer d'être elles-mêmes
convergentes»

26, Considérons un système différentiel . S, remplissant tes diverses
conditions /l, K y C, successivement énumérées ait n° 25, et désignons
par h le nombre des variables indépendantes «r, y, ..., par ^'A le
nombre des quantités paramétriques ( inconnues et dérivées) dont la
cote ne surpasse pas C, enfin par^p. le nombre des dérivées princi-
pales dont la cote satisfait à. cette même condit ion : ces diverses quan-
tités sont donc, en tout, au nombre de h -+- ^'X 4- t c î^.

Cela posé, pour que le système donné S soit passif, il faut et il suffit
au! en considérant x, y, ... et les diverses quantités (^inconnues et déri-
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vées) dont la cote ne surpasse pas G comme autant de variables indépen-
dantes distinctes Çen nombre h -+- ^'À -+-lcl;^), la solution numérique
générale du système ^'S (n° 5) soit fournie, quelque soit G, par des for-
mules exprimantlcl^ d'entre ces variables à F aide des h -f- ((;)^ restantes,
dont les valeurs sont arbitraires f 1 ) .

I. La condi t ion posée est év idemment nécessaire : car, le système S
étant supposé passif, la so lu t ion générale de ^'S s 'obt iendra (n 0 25)
en effectuant la résolut ion successive des groupes

tiî ^S-H? • • • T t{\

par rapport aux ^'p- dérivées p r inc ipa l e s de cotes

o, (3-+ i , . . . , C;

ces dernières se trouveront alors exprimées a l 'aide des h var iables
x, y , . . . e t des ̂  quant i tés paramét r iques ( i nconnues et dérivées)
de cote inférieure ou égale à C, dont les valeurs sont a rb i t r a i res .

II. La condit ion posée est suffisante. Supposons, en ef fe t , que la
solution numérique générale du système ^S soit f ou rn i e par des for-
mules, G, exprimant ( ( ; )^ d'entre les q u a n t i t é s dont par le l 'énoncé a
l'aide des Â-I-^X restantes. Si l'on é^ale ces dern iè res à des arbi-
traires, la solution générale de ^S se trouvera tout aussi b ien expri-
mée à l'aide d'un système, L, de h + ̂ X -^^[x fo rmules , résolu par
rapport aux À -{-^À -^ lc)^ quant i tés en quest ion, et les exprimant à
l'aide des h -^"-^À arbitraires ainsi in t rodui tes : par rapport à ces arbi-
traires et aux '(^ quantités fleurant dans les premiers membres de G,
le déterminant di f férent ie l de ce même système L est d'ailleurs mani -
festement égal à ± t , ce qui permet , par rapport à ce de rn i e r groupe
de À+^'T^ -+-(c)^ quantités, une résolut ion exécutée confo rmément au
principe général des fonctions implici tes .

De ce groupe de formules L extrayons ma in tenan t le groupe part iel
qui exprime, à l'aide des arbitraires, les h quantités ^,y, .,. et les ^A

(1) Comme nous l'avons déjà fait plus haut , nous assimilons ici les fondions inconnues
à des dérivées paramétriques d'ordre xéro.
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quantités paramétriques ( inconnues et dérivées) dont la cote ne sur-
passe pas C; puis, à ce groupe partiel , adjoignons les ( c )^ formules,

( % ) ''8» ^ô4-l y • • • » ''Cî

que fournit la résolution successive des groupes

extraits de '^S : nous obtiendrons ainsi un système, I/, de

/^(<^4-!C^

formules, m a n i f e s t e m e n t résoluble par rapport aux h -f-^-)-10^.
quantités dont parle l 'énoncé, et, ident iquement vérifié par la substitu-
t ion a ces quant i t és de leurs expressions tirées du système L; après la
résolu t ion dont i l s 'agit, le système I/ deviendra donc iden t ique à L,
d'où résulte qu'il fourn i t , comme l u i , la solution générale de ^'S.

Les deux systèmes L et I/ étant ainsi numériquemeTit équivalents ,
il résulte de remarques générales relatives à la théorie des fonctions
impl ic i tes qu'ils sont résolubles par rapport aux mêmes sroupes ^
h -j»1^ ̂ \). quant i tés . Le second, L', sera donc, comme le premier,
résoluble par rapport aux A-h^X arbitraires et aux (<^ premiers
membres des formules G; comme, d'ailleurs, les ( c )^ formules (2)
sont entièrement indépendantes des arbitraires in t rodui tes , il faut
bien que les A+ '^À formules restantes de L' soient résolubles par
rapport a ces arbitraires. En effectuant cette résolution, et remplaçant
dans les^'p. formules (2) les A-^^ arbitraires par les expressions
ains i obtenues, les ( < : )^ fo rmules résultantes fourniront , aussi bien
que J/, la solution générale de ^'S : or, cette opération laisse iden-
tiques à elles-mêmes les '^ jx formules (2), qui fournissent, dès lors,
la solution générale.

Il résulte de là que l 'élimination des dérivées principales de cotes

effectuée entre les équations

Sg, SS.M, - . . , $(;y
76Ann. Kc. Nurm., (3), X.XIV. — DÉCBMimE 1907.
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conduit, quel que soit G, à des identités, et, par suite (n° 25), que le
système S est passif.

27. La proposition dont nous venons d'achever la démonstration
peut encore se formuler comme il suit :

Pour que le système proposé S, satisfaisant aux trois conditions A y J?, G
du n° 25, soit passif, il faut et il suffit quen considérant x, y,... et les
diverses quantités (inconnues et dériçées) dont la cote ne surpasse pas G
comme autant de variables indépendantes distinctes, la solution numé-
rique générale du système ^S soit fournie Çquel que soit G) par des
formules exprimant les h +(c}\ ̂ .^'p, variables dont il s'agit à l'aide
de h 4- ̂ X arbitraires, h •+•(G}\ d'entre ces formules étant résolubles par
rapport aux arbitraires conformément au principe général des fonctions
implicites.

28. Dans tout système orthonome, les condit ions A et B du n° 25 se
trouvent satisfaites d'elles-mêmes, et il suffit, pour que les groupes

^î ^S"H? • • • » tCf - * • ?

respectivement extraits de

Sô» Ss+i, . . . » Se, .. .y

satisfassent à la condition C, de supposer que le groupe /'c corn/prend
exactement autant d'équations qu'il y a de dérivées principales do
cote G, et qu'il, a pour premiers membres les dérivées dont il s'agit :
car alors le déterminant différentiel de /c; par rapport à ces dernières
est identiquement égal à i. On sait d'ailleurs qu'un système ortho-
nome, s'il est'passif, es typar là même, complètem.ent intégrable.

Désignons actuellement par S un système orthonome tel qu aucun des
premiers membres n y soit unedériyée de quelque autre, et par 5 la cote
(première) min ima des équations de S; puis, adoptant pour les con-
ditions ini t iales du système l'écriture spécifiée au n° 18, désignons
par F la cote (première) maxima des premiers membres de ces condi-
tions. Cela étant, pour que le système S soit passif (par suite, complè-
tement intégrable), ou, ce qui revient au même (n° 25), pour que
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l3élimination des dérivées principales de cotes (^premières)

^ ô-hï, ..., C,

effectuée entre les équations

So, Sg+i, ..., Sç,

conduise, quel que sou G, à des identités^ il suffît que cela ait lieu pourc = = r ^ 2 .
En vertu du n° 20, on peut, du système orthonome S, déduire un

système du premier ordre, S» jouissant des diverses propriétés indi-
quées au n° '1.9, et, de plus, orlhonome comme S.

Cela étant :

t. La condition posée par notre énoncé relativement aux groupes

(3) Sg, Sg.4.i, .... Sr.,,i..,.i, Sr^a

entraîne la passivité du. système orthonorne S.

Considérons, on elïet, dans l'un quelconque des deux systèmes S, S,
le nombre des quantités paramétriques ( inconnues et dérivées) dont
la cote première ne surpasse pas C : à cause des relations qui existent
entre S et 2, ce nombre est le même dans les deux systèmes, et nous
le désignerons par ^''À; nous désignerons en outre par h le nombre
des variables indépendantes x, j, ....

Cela étant , il résulte de la condition posée par notre énoncé que là
solution numérique générale de ^^S ou (3) est fournie par des for-
muleB expr imant les variables indépendantes x, y , ... et les quantités
( i nconnues et dérivées du système S) dont la cote première ne sur-
passe pas F 4- 2, à l 'aide de A-h-^^À arbitraires, Â"^^2^ d'entre
ces formules étant résolubles par rapport aux arbitraires.

Si l'on passe de S à Z, le système ^"^S est, comme nous savons
(n° 19, V), numériquement équivalent à

(^^H, ^^S) :

le groupe ̂ "^H sVbtient d'ailleurs en extrayant de l'ensemble illimité
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que forment les inconnues adjointes et leurs dérivées de tous ordres
les diverses quant i tés dont la cote première ne surpasse pas F -h 2, et
en les égalant à leurs synonymes anciens. D'après ce qui vient d'être
dit sur ^^S, il est manifeste que la solution numérique générale de

(^-^ïi, ^-^S) ou (r-^

est fournie par des formules exprimant les variables indépendantes
x ^ y , ... et les quantités ( inconnues et dérivées du système S) dont la
cote première ne surpasse pas T -h 2, à l'aide de h •+•(^"h^X arbitraires,
h --^(r'+2yX d'entre ces formules étant résolubles par rapport aux arbi-
traires : on en conclut, en raisonnant comme à l 'a l inéa II du n0 2(5,
que, si l'on élimine entre les équations ^-^S les diverses dérivées
principales de S dont la cote première ne surpasse pas F -+" 2, on est
conduit à des identités.

Cela étant, comme, dans le système S, orthonome et du premier
ordre, la cote première rnaxima des inconnues est Ty et, par suite,
celle des dérivées cardinales (toutes du second ordre) au p lu s é^ale à
F 4- 2, il résulte d'une rè^le formulée dans un Mémoire antérieur (1)
que le système S est passif. C'est ce que nous vou l ions établir.

II. La passivité du système S e/'Urcune celle du système S.

Le système S étant supposé passif, la solution numér ique sénéral(î
de ^S est fournie (quel que soit C) par des formules exprimant \w
variables indépendantes et les quant i tés ( inconnues et dérivées du
système S) dont la cote première ne surpasse pas C, à l'aide de
h --{-^À arbitraires, À+'^A d'entre ces formules étant résolubles par
rapport aux arbitraire/s.

Répartissons maintenant cet ensemble de formules en deux groupes,

,L K,

suivant qu'elles ont ou non pour premier membre quelque dérivée
(d'ordre positif ou nul) d'une inconnue adjointe. Le système ^'S ayant
pour conséquence numérique ^H (n° 1.9, V), le système (J, K) a pour

( 1 ) Sur une gestion fondamentale du Calcul intégral.
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conséquence numérique (^H, K) ; et, comme les deux systèmes

( 3 , K } , (^ÏLK),

visiblement réduits ( < ) , comprennen t le même nombre d'équations,
ils sont numériquement équivalents : or, le premier d'entre eux con-
t i en t A + ^ À équat ions résolubles par rapport aux arbitraires; il en
est donc de même du second, et, comme le groupe ^'H est indépen-
dant des arbitraires, les A^^À équations dont il s'agit sont forcé-
ment contenues dans le groupe K. Ainsi , dans les formules (J, K), qui
fournissent la solution générale de ^S, le groupe K contient h +^\
équations résolubles par rapport aux arbitraires.

Cela posé, observons qu'en vertu de l'équivalence numérique entre

«;)2 et (^H, ^'S),

les fo rmules 0',K) f o u r n i s s e n t la s o l u t i o n générale de (^U'^S) : il
est aisé d ' e n ' c o n c l u r e que les formules K (dont A-h-^1^ sont réso-
l u b l e s par rapport aux arbitraires) fourn i s sen t la solut ion générale
de^S."

Le sysleme S est donc passif (n° 27).

ÏIL L'exactitude de notre énoncé général résulte du simple rappro-
chement des al inéas I. et 11.

29. Considérons ma in lenan t un système différentiel, S, oa se
trouvera satisfailes les irais hypothèses A, B, C du n° 25, et à ces hypo-
thèses ad jo ignons les part iculari tés suivantes :

i° Quaucun des premiers membres de S ne sou une dérivée de quelque
autre; ^

2° Quen désignant par A la cote maxima des premiers membres clé b,
les groupes

^ ^\-i, .-» ^

(les premiers de ceux que vise rhypothèse C) comprennent respective-

( i ) Ils sont, on effet, résolubles l'un et Fautro par rapport aux variablœ hulépôndaûtes
et aux quantités (inconnues et dérivées do S) dont la eote première no surpasse pas C.
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ment les groupes
SQ, ,?5-M» • - • y ^A

du système S (n0 5) ;
3° Que le système du premier ordre, S, que l'on déduit en pareil cas

de S (n° 19), puisse, par un changement l inéaire el homogène des
variables indépendantes, suivi d 'une résolution convenable, être trans-
formé en un autre, û, remplissant les conditions spécifiées au n° 21.

Cela posé, et en attr ibuant à la notation T le même sens que dans
les n03 18 et 28, pour que le système proposé S soit passif, ou, ce qui
revient au même (n° 25), pour que V élimination des dérivées principales
de cotes

^ ô-i-i, ..., C,

effectuée entre les équations

Sg, S§-n, - • ' 9 Se,

conduise, quel que soit C, à des identités, il suffit que cela ait lieu
pour C == F 4- 2.

I. La condition posée par notre énoncé relativement aux groupes

( 4 ) S$, Sr-n-i, ..., S r-n ? S r«+.2

entraîne la passivité du système û.

Considérons en effet, dans l'an quelconque des trois systèmes, S,
S, û, le nombre des quantités paramétriques ( inconnues et dérivées)
dont la cote (unique ou première) ne surpasse pas C : à cause des
relations qui existent, d'une part entre S et S, d'autre part entre S
et 0, ce nombre est le même pour les trois systèmes, et nous le dési-
gnerons par ^X; nous désignerons en outre par h le nombre des
variables indépendantes.

Cela étant, il résulte de la condition posée par notre énoncé que la
solution numérique générale de ^^S ou (4) est fournie par dos for-
mules exprimant les variables indépendantes et les quantités (incon-
nues et dérivées de S) dont la cote (unique) ne surpasse pas T 4- 2,
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à l'aide de h -h^2^ arbitraires, h -^^^ d'entre ces formules étant
résolubles par rapport aux arbitraires-

Si l'on passe de S à S, le systènie ^-^S est, comme nous savons
(n° 19, V), numériquement équivalent a

((r-^)H, (r+2)s) :

le groupe ^""^H s'obtient d'ailleurs en extrayant de rensemble illimité
que forment les inconnues adjointes et leurs dérivées de tous ordres
les diverses quantités dont la cote (unique) ne surpasse pas r + 2, et
en les égalant à leurs synonymes anciens. D'après ce qui vient d'être
dit sur ^"^S, il est manifeste que la solution numérique générale do

(^^H, ^-^S) ou ^^S

est fournie par des formules exprimant les variables indépendantes et
les quantités (inconnues et dérivées du système S) dont la cote
(unique) ne surpasse pas F + 2, à l'aide de h'J^([^rk arbitraires,
^4-(r+^ (j'entre ces formules étant résolubles par rapport aux
arbitraires.

Si l'on passe maintenant de S à [[S]) (n° 10), il résulte immédiâ-i.« ' ' ."i1 ..• «„
tementdu n0 14 que la solution numérique générale de ^"^[[SJ.j est
la même que celle de Ip^^S]] : elle s'obtiendra donc en remplaçant
dans les formules précédentes les anciennes variables et dérivées par
leurs valeurs tirées des formules de la transformation, et en résolvant
le système ainsi obtenu par rapport aux nouvelles variables et aux
quantités (fonctions inconnues et nouvelles dérivées) dont la cote
première ne surpasse pas r + 2. Ces dernières variables, inconnues et
dérivées se trouveront ainsi exprimées à l'aide de h +^'^\ arbitraires,
et il, résulte d'ailleurs de remarques générales, relatives à la théorie
des fonct ions implicites, que, parmi les formules obtenues, A-h^^A
seront, comme précédemment, résolubles par rapport aux arbitraires.

Si l'on passe, enfin, de [[S]| à Û (et si l'on observe que F+ i est la
cote première maxima des équations de ces deux systèmes), le méca-
nisme à l'aide duquel cette opération s'effectue (voir n° 2'1, Il) entraîne,
en vertu du n0 7, l'équivalence numérique de ^"^[iS]] et de ^"^û :
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la solution numérique générale de ̂ ^[î est donc fournie par les for-
mules dont il a été question en dernier l ieu .

Cela posé, extrayons de ^""^û un groupe, $, composé d'équations
en nombre exactement égal à celui des dérivées principales (du sys-
tème Q) dont la cote première ne surpasse pas r •+- 2, et résoluble par
rapport à ces dérivées; puis, répartissons les formules qui donnent la
solution générale de ^-^Û en deux groupes,

E, F,

suivant qu'elles ont oa non pour premier membre quelqu'une des
dérivées principales dont il s'agit. Les formules (E, F), fournissant la
solution générale de ^"^û, ont pour conséquence numérique le
groupe $, et par suite aussi ($, F); et, comme les deux systèmes

(E ,F) . (<D,F) ,

visiblement réduits (1), comprennent le même nombre d 'équat ions ,
i l s sont numériquement équivalents : or, le premier d'entre eux con-
tient, comme nous l'avons dit, h -h"^2^ équat ions résolubles par rap-
port aux À -h^"1'2^ arbitraires; il en est donc de moine du second, et,
comme le groupe <I> est i ndépendan t des arbitraires, les A-h^^A
équations dont il s'agit sont forcément celles de F. Cela é tant , pouravoi r
la solution générale de (p^^, on peut, dans (<!>, F), tirer du groupe F
les À-h^^X arbitraires et les porter dans le groupe <I>, que l'on
résoudra ensuite par rapport aux dérivées principales (du système û)
dont la cote première ne surpasse pas F + 2 : le grouper restant
identique à lui-même par la subst i tut ion dont il s'agit, sa sirnpie réso-
lut ion fournira la solution générale de ^-^û. Il résulte de là qu 'en
éliminant, entre les relations ^-^û, les dérivées principales d o n t la
cote première ne surpasse pas F + 2, on est conduit à des identi tés ,

Finalement, comme, dans le système û, orthonome et du premier
ordre, la cote première maxima des inconnues est F, et, par suite,
celle des dérivées cardinales (toutes du second ordre) au plus égale
à F -+- 2, le système Û est passif, ce qu'il s'agissait d 'établir*

(1) Ils sont en effet résolubles l'un et l'autre par rapport aux variables (nouvelles) et
aux quantités (inconnues et dérivées de û) dont la eote première ne surpasse pas F 4- a.
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II. Lci passivité du, système û entraîne celle du système S.

Le système û é t an t suppose passif, la solution numérique générale
de^'û est fournie (quel que soit C) par des formules exprimant les
variables (nouvel les) et les quan t i t és ( inconnues et dérivées du sys-
tème il) dont la cote première ne surpasse pas C, à l'aide de A + ^ ' A
arbitraires, h ̂ "^'À d 'entre ces fo rmu le s é tan t résolubles par rapport
aux arbitraires. Cette solut ion générale de ^QL est (railleurs en même
temps ce l le de ̂ \ | S] |, a in s i qu ' i l résulte du n0 7 et des relations qu i
existent entre les deux systèmes 0 et [[S] | ; et elle est aussi, en vertu
dun° l^ .oel ledel ' I '^Sj ] .

Cela étant,, la solution numérique générale de ^'S s'obtiendra en
remplaçant, dans les formules précédentes, les nouvelles variables et
dérivées par leurs valeurs S i rées des formules de transformation, et
résolvant le sys tème ainsi obtenu par rapport aux anciennes variables
et aux quantités (fonct ions inconnues et anciennes dérivées) dont la
cote unique ne surpasse pas C. C^s dernières (var iab les, inconnues et
dérivées ) se trouveront ainsi exprimées a l'aide de h +' ( l ' IAarl•)Itra^res,
et il résulte d'ailleurs de remarques générales relatives à h théorie des
fonctions implicites que, parmi les formules obtenues, h 4-^'Â seront,
comme précédemment, résolubles par rapport aux. arbitraires.

Répartissons maintenant les formule, dont il s'agit on deux groupes,

su ivan t qu'elles on t ou non pour premier membre quelque dérivée
^d'ordre pos i t i f ou n u l ) d 'une i n c o n n u e adjointe. Le système I L^
ayant pour conséquence n u m é r i q u e '^H (n° 1,9, V), le système ( J , K )
a pour conséquence n u m é r i q u e (^'il, K) ; et, comme les deux systèmes

( J , K ) , C ^ H ^ K ) ,

visiblement réduits (1), c o m p r e n n e n t le même nombre d 'équations,
ils sont. numér iquement équivalents : or, le premier d 'entre eux con"

( i ) Ils sont en effcl résolubles l 'un (U l'autre \w rapport < î u x variables (ancJonnos) et
aux quoniités (inconnues et dérivées <la système S) dont la cote no surpasse pas G.

4n./t. Éc. Norm., (3), KKIV. — DWMWK 1907. 77
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tient /^-+" ( C ) "X équations résolubles par rapport, aux arbitraires; il en
est donc de même du second, et, comme le groupe ^H est indépen-
dant des arbitraires, les h -i-^A équat ions dont il s'agit sont forcément
contenues dans le groupe K. Ainsi , dans les formules (J, K), qui four-
nissent la solution générale de ^'S, le groupe K cont ient h 4-^X équa-
tions résolubles par rapport aux arbitraires.

Cela posé, observons qu'en vertu de l 'équivalence numér ique entre

(c^ et (^'H, ^'S),

les formules (J, K) fournissent la solution générale de (^H, ̂ S) : i l
est aisé d'en conclure que les formules K (dont k -{- ^'À sont résolubles
par rapport aux arbitraires) fournissent la solution générale de ^S.

• Le système S est donc passif (n° 27).

III. L'exactitude de notre énoncé général résulte du simple rappro-
chement des alinéas 1 et II.

CHAPITRE IV.

THÉORÈMES D'EXISTENCE.

30^ Considérons un système différentiel , S, satisfaisant aux trois
conditions ci-après :

A. Le système S est résolu par rapport à certaines dérivées des fonc-
tions inconnues qui s y trouvent engagées, et les seconds membres soni
indépendants de toute dérivée principale.

/). En attribuant, dans toutes les équations du système, aux variables
indépendantes des cotes respectives toutes égales à x, et aux inconnues des
cotes respectives convenablement choisies, chaque second membre ne con-
tient, outre les variables indépendantes, que des quantités {inconnues et
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dériçées) dont Ici cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Il est clair, d 'ai l leurs , que cette deuxième cond i t i on , supposée véri-
fiée, ne cesse pas de l'être lorsqu'on augmente d'un même entier
quelconque, posi t i f* ou. négatif , les cotes de toutes les inconnues.

(L En désignant par ô et A les cotes respectivement rninima et maxima
des premiers membres de S, on peut, des groupes

bo, b ,̂-i, . . . , SA

du système S prolongé (n0" 3 et 5), extraire^especliçement des groupes,

t?^ ^S - ) . l» .... t^.9

possédant la double propriété de se composer d'équations en nombres
respectivement égau^o à ceiw des dérivées principales de cotes

et d'être successivement résolubles par rapport à ces dérivées.

En, d'autres termes, nous supposons que le déterminant différentiel
de l'ensemble de ces groupes par rapport à l'ensemble de ces dérivées
n'est pas identiquement nul, et nous nous assujettissons à ne consi-
dérer les diverses quantités dont il dépend que dans les limites où sa
valeur numérique reste différente de zéro.

Dans un système ainsi, défini, considérons u,n groupe d'intégrales
ordinaires hypothétiques répondant à des conditions initiales données.
Cela étant, si /es valeurs numériques initiales choisies pour les quantités
qui figurent dans les seconds membres de S satisfont (en outre de celle
qu'exige déjà la condition 0) à certaines restrictions d'inégalité :

ï° Pour toute valeur de ('entier (algébrique) G supérieure à A, tout
groupe partiel, /'^, extrait de S(; sous la seule condition cF açoir pour pre-
miers membres (sans omission ni répétition) les diverses dérivées princi-
pales de cote C, est résoluble par rapport à ces dernières.pal<

2° Les développements (bien déterminés") construits à l'aide des valeurs
initiales données et de celles que fournit la résolution successive des
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groupes
^S? ^5-M» • • • ? ^\? ^A-M» ^A+2» " • •

sont convergents,

I. Considérons un système de y équations du premier de^ré à q
inconnues, par exemple de trois équations du premier de^ré à trois
inconnues, ayant la forme suivante :

i x -==. ay -\~ b z -h c,
( I ) < y~=^ex -h/^+Â-,

( z -==. rnx - ^ n y - ^ p .

En même temps que (i), considérons le système

| ^-=Ay+B.;4-C ( 1 ) ,
(^) y^E^+Vz+K,

f ^=M^-+-Ny-+-l\
et supposons :

i° Que le Tableau
A, a, c,

(3) E, F, K,
M:, N, P

ait tous ses éléments positifs ou nids, ceux de la dernière colonne de
droite étant tous positifs ;

2° Que, dans le Tableau
ci, b^ c,
^ /, ^
m, n, p ,

les éléments aient leurs modules respectivement inférieurs ou égaux
aux éléments correspondants du Tableau (3);

3° Que le système (à) admette une solution (X, Y, Z), en nombres
positifs.

(1) Le sens que nous attribuons ici à la notation C n'a, bien entendu, rien de commun
avec celui qu'elle possède dans notre énoncé général.
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Cela étant, le système (i) est nécessairement résoluble par rapport à
x, y, ^, et les valeurs de ces 'variables qui le vérifient ont des modules
respectivernent inférieurs on égaw à X, Y, Z.

Nous avons établ i , dans un Mémoire antérieur, que le système (i)
admet, en pareil, cas une solution, Çx, y , z ' ) , satisfaisant aux relations

mod^X, mody5Y, mod^Z ( î ) :

reste à. démontrer que cette solution est unique.
Kiïocti veinent , si elle ne l 'était pas, le système (î) serait indéter-

miné , et l ' une de ses équations, la première par exemple, serait une
conséquence des autres. 'En désignant donc par A et }A des constantes
convenablement choisies, on aurait, entre les coefficients

— î , a, b, c,
a, — ï , /, /r,

m, //,, — î , p

du système (i), les relations
- î = \e 4- [J-rn^
a ==—^ 4- ^/^,
h^ If-y.,

c = À k 4- p-p-

Or, le coefficient c ayant un module infér ieur ou égal à la constante
posiiwi C, il existe évidemment quelque valeur, //, satisfaisant à la
double condi t ion d'être d i f f é r e n t e de c et d'avoir un module in tér ieur
à G (2). Cela étanty si, dans le système (î), on remplace c par c ' sans
toucher aux autres coe/fideuls, le système résultant est incompatible,
puisque les trois premières relations (4) ne cessent pas d'être véri-
fiées, mais que l 'on a, au contraire,

Cf^l/!•+• [J.p.

C 1 } Sur L'^scisîtaiïw., dfuiK 6W/W7/.v ffy'stèmef! différentiels, des î,ritégraLes répondant à des
corulillonv initiales données {Annales de l'École Normale, 1904 y p. 357 et Stiiv.)^

(2) Eircctivoiaeïit, si c == o, on pourra prondrô pour c/ une quantité quelconque dû
modulo mtoriour à C et supérieur à zéro; si c rfest pas nul, on pourra prendre pour d une
quantité quelconque dont le module soit inférieur à coluî dô c.
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D'autre part, puisque le module de c' est inférieur à G, les hypothèses
posées au début du présent alinéa I continuent à être toutes vérifiées,
et le même système admet, en vertu de la démonstration déjà invoquée,
quelque solution en x, y , z , ce qui est contradictoire.

II. Considérons, au lieu du système S, le système SA..M, que nous
désignerons aussi, par (S). Il est clair que, dans les deux systèmes S
et (S), la répartit ion des dérivées des fonc t ions i nconnues en princi-
pales et paramétriques est la même, à cela près que les dérivées prin-
cipales du système S dont la cote tombait au-dessous de A 4-1 sont
devenues paramétriques dans le système (S); et si, dans les deux
systèmes

S prolongé, (S) prolongé

(n° 3), on partage les relations en groupes successifs d'après leur cote
croissante", cette suite illimitée de groupes est la même de part et
d'autre, à cela près que, dans le système (S) prolongé, un certain
nombre de groupes,

bg, bo.,.)-.!, . . . , b^?

ont disparu en tête de la liste. Au l i e u donc d' imposer aux intégrales
hypothétiques de S les condi t ions ini t iales choisies, i l revient au même,
pour la démonstration de notre énoncé général, d'imposer à celles
de (S) des condi t ions ini t ia les identiques, en ayant soin seulement de
prendre, pour les anciennes dérivées principales devenues paramé-
triques, les valeurs initiales calculées à l'aide des groupes

/g, ^S+l? . . . . ^A*

On peut maintenant, moyennant un simple changement de fonct ions ,
remplacer le système (S) par un autre où les déterminations i n i t i a l e s
des inconnues soient toutes identiquement nulles. Effectivement,
soient L, 1^,, ... les déterminations initiales respectives des inconnues
if, c', ... dans le système (S). Nous observerons tout d'abord que,
parmi les dérivées de 1 ,̂ 4, ..., celles qui. sont respectivement sem-
blables aux dérivées principales de u, p, ... ont toutes xéro pour valeur
initiale, et qu'elles sont, par suite, identiquement nulles, puisque
leurs propres dérivées, nécessairement semblables à des dérivées
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pr inc ipales de i i y c, ..., on t toutes aussi, pour valeur init iale zéro;
quant aux va leurs in i t i a l e s de 1^, 1^ ... et de leurs dérivées restantes,
elles sont précisément égales aux valeurs in i t ia les de u, v, ... et de
leurs dérivées (paramétriques^) semblables. Cela posé, 'effectuons dans
le système ( S) la transibrination

// ==r ],,,4- »,
v ==: 1.̂  4- y,

où n, u, ... désignent de nouvelles fonct ions inconnues, et soit (5?) le
système ainsi obtenu. : de la remarque fa i t e ci-dessus il, résulte évidem-
ment que le système (i?) prolongé peut se déduire de (S) prolongé en
remplaçant les dérivées pr inc ipa les de u, c, ... par les dérivées sem-
blables de n, y, . . . y puis les fonc t ions Uy v, ... et leurs dérivées para-
métr i<[ues par les sommes l^-h u, !„"+• D, ... et les dérivées semblables
de ces sommes. Les deux, systèmes (S) et (^i) ont donc, sauT le chan-
gement de //, (\ ... en il, tî, . . . , les mêmes premiers inembres, et les
dérivées des (onct ions i n c o n n u e s s'y répart issent de la même manière
en pr incipales el paramétriques; d'ailleurs, si aux intégrales hypothé-
t iques u, v , . . , de ( S ) on impose des déterminations in i t i a l e s identi-
q u e m e n t nu l les , il, est clair que les valeurs n'urnériques in i t ia les prises,
dans le système f S ) ^ par les intégrales hypothétiques //, (î, ..., qui
correspondent aux dé t e rmina t ions initiales 1 ,̂ Ï(,, .,., et par leurs
dérivées paramétriques de tous ordres, sont respectivement égales aux
valeurs n u m é r i q u e s in i t i a l e s prises, dans le système (ô), par les
sommes I/^ 4- il, le, 4- tî, ... et les dérivées semblables de ces sommes.

Cela étant, conservons aux variables ^,y, ..., dans le système (i5),
les cotes respectives, toutes égales à i, qu'elles avaient dans les
systèmes S et (S}, et a t t r i buons aux nouvelles fonctions inconnues
lî, iî, ,.. les mêmes cotes respectives qu 'aux anc iennes corres);KmdaiUes
u, v, .... Considérons d'autre part, dans les systèmes (S) prolongé et
( S»') prolongé, deux relations correspondantes, et désignons par C leur
cote commune (supérieure ou égale à A -4-1) : de diverses remarques
déjà fa i tes i l résulte que toutes deux sont l inéaires par rapport aux
dérivées ( t an t principales que paraniétriques) de cote C, que, dans la
première, les coefficients de ces dérivées dépendent exclusivement des
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variables x, y, ..., des inconnues u, v, ... et des quelques dérivées
paramétriques figurant dans les seconds membres du système pri-
mitif S, et que, dans la seconde, les coefficients dont il s'agit ont
respectivement les mêmes valeurs ini t ia les que dans la première.
Finalement, si, dans chacune des deux relat ions considérées, nous
remplaçons par les valeurs numériques init iales qui leur conv iennen t
respectivement les variables indépendantes .-r, y , ..., les intégrales
hypothétiques Çu, y, ... ou u, i», .... suivant qu'il, s'agit de l 'une ou
de l'autre relation), et leurs dérivées paramétriques de (.eus ordres,
les deux relations ainsi obtenues (où ne figurent p lus que des dérivées
principales) seront identiques l 'une à l'autre.

En conséquence, il suffit, pour établir notre énoncé général, d'éta-
blir le double point suivant :

Si, dans les seconds membres de (9), les coe/fîcients des dérivées ( tant
principales que paramétric/ues) de cote A -+-1 ont des valeurs "initiales
satisfaisant à certaines restrictions d'inégalité :

i° Pour toute valeur de V entier Çcdgéim^ue} C supérieure à A, tout
groupe partiel, (t)(;, extrait de (0)<; sous fa seule condition d'avoir pour
premiers membres Çsans omission ni répétition} les diverses dérivées prin-
cipales de cote G, est résoluble par rapport à ces dernières.

2° Les déveioppemenf.s (bien déterminés} construil.s à l'aide des de ter"
minations initiales données (toutes identiquement nulles) ci des valeurs
initiales que fournit, pour les dérivées principales de cotes A + ï y
A -+- 2, ..., la résolution successive des groupes

t^A-M» (1)^2» • • • ?

sont nécessairement convergents.

Effectivement, si le premier de ces deux points est exact, le groupe
qui correspond à (t)^; dans le système (S) prolongé sera lui-même
résoluble par rapport aux dérivées principales de cote C de u, p, ,..,
et, dès lors, le groupe désigné par t^ dans notre énoncé général jouira
aussi de cette propriété. D'ailleurs, si. aux variables, aux intégrales
hypothétiques, et à leurs dérivées paramétriques, on attribue les
valeurs initiales qui leur conviennent respectivement dans les sys-
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ternes (ô) et (S)? les groupes correspondants (t)c et t^ deviennent,
comme nous l'avons vu, iden t iques l 'un à l'autre, en sorte que la réso-
lution successive, soit des groupes

soit des groupes
(QA+I, Wà+î,

^A-t-iy ^'A-i-2»

fourni t , pour les dérivées p r inc ipa le s semblables, les mêmes valeurs
ini t ia les : si donc, dans les developpoînents construits de part et
d'autre à l'aide des valeurs i n i t i a l e s t an t données que calculées, on
fai t abstraction des portions (convergentes) formées par les délen'm-
nat ions in i t ia les , les po r t i ons restantes sont respectivemeni, Iden t iques
de part et d'autre, et la convergence, lorsqu'elle a l i e u d'un côté, ne
peut m a n q u e r d 'avoir lieu de l 'autre.

Ainsi, nous nous trouvons ramenés à. établir le double point formulé
ci-dessus dans le présent alinéa 1 1 .

I I I . Dans le système (i?), partageons les fonc t ions inconnues en
catégories s u i v a n t la valeur de l eur cote, et supposons, pour fixer les
idées, que le nombre des catégories ainsi obtenues soit égal à trois»
Les dérivées de tous ordres des inconnues se partaient naturel lement%
alors en trois catégories, s u i v a n t qu'el les a p p a r t i e n n e n t à te l le ou te l le
inconnue.

Cela étant, désignons par y, y", ^ " ' les cotes attribuées aux incon-
nues des trois catégories respectives, et posons

A 4- i — / == K\ A + i ~ / =: S^, A 4- î - f = K1" ;

la cote d'une i n c o n n u e quelconque étant au plus é^ale à A (puisque
celles des diverses équations du, système propose S ne surpassent
pas A), les différences A — y', A — y", A — -f sont positives ou nu l les ,
et, par su i te^ les entiers K', K^ K^sont au. moins égaux à i. Il est clair
d'ail leurs qu'une dérivée d'inconnue aura une cote infér ieure , éi.çale,
ou supérieure à A •4- ï > suivant qu'elle sera :

D'ordre infér ieur , égal, ou supérieur à KY s'il s^igit d'une dérivée
de première catégorie;

Aïin. Éc. /\'orm., (3) , X X I V . — DteMnitE 1907. 7^
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D'ordre inférieur, égal, ou supérieur à K\ s'il s'agit d'une dérivée
de deuxième catégorie ;

D'ordre inférieur, égal, ou supérieur à K", s'il s'agit d 'une dérivée
de troisième catégorie.

Considérant, en particulier, les dérivées de cote inférieure ou égale
à A - f - ï , qui seules figurent dans (Ô), nous qualifierons, pour abré-
ger, de secondaires celles dont la cote est inférieure à, A-4-1, et de
dominantes celles dont la cote est égale à A 4- x . Chaque équation d u
système (5), linéaire par rapport aux dérivées dominantes, a pour
premier membre une de celles-ci.

Nous nommerons, en outre, dans ce qui suit :

Coefficients du système (,9) les diverses fonctions (des variables,
des inconnues et des dérivées secondaires) qui f igurent dans les
seconds membres, soit comme multiplicateurs des dérivées domi-
nantes, soit comme termes indépendants de ces dérivées;
.T(), jy, ... les valeurs initiales de x, y , ... ;
f, ... les diverses quantités du groupe formé par les inconnuesn, », ...

et leurs dérivées secondaires (toutes ces quanti tés ont des valeurs
initiales nulles, puisque les dé terminat ions in i t ia les sont identique-
ment nulles) ;

u', v\ ... les inconnues de première catégorie, g ' lew nombre, g\,
g'^ ..., g^ les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres
i, 2, .... K '— i;

u", if, ... les inconnues de deuxième catégorie, g^ leur nombre, g\,
g.^ * . . , ^-i les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres
1 ^ 2 , ....IT-i;

if, îT, ... les inconnues de troisième catégorie, g " leur nombre,
ë\f g ' > ^ • • • ? g'K1"^! 1̂  nombres respectifs de leurs dérivées des
ordres 1 ,2 , ..., K^ — i.

D'ailleurs, les seconds membres du système primitif S étant, par
hypothèse, développables à partir des valeurs initiales choisies pour
les diverses quantités qui y figurent, on voit sans peine que les côeOi-
cients du système (,$), fonctions des diverses quantités

•a7? y1 • • • ? l? - " * >
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seront développables à partir des valeurs initiales
.TQ, jo, . . - ? ô, ....

IV. Soient :

£ une constante positive moindre que .. (c'est-à-dire moindre que le
quotient de i par le nombre des catégories d ' inconnues du système
d o n n é ) ;

(x une constante positive quelconque;

éf i ^i •> .•^ss:» " • • ? .^H'--!?K/
K".
^'"

t^ t y " n" //'
? ft 1 O 1 ? Ô 2 » • • • y ,'-} K"-—!?

^ <r<" < r " ^'" </"
î Ô ? 0 1 » ft 2 » * * * > ft 1 ^ . — 1

les ent iers d é f i n i s dans ce q u i précède ( I I I ) ;
^/, ^y w11' trois fonc t ions inconnues de la variable indépendante t.

Ô^' i ^K'-l(p/
.^«^ +...^^,^,, ^̂ .̂

^(P" , Ô^W"
+ . . . "-h ^K-.-.-.I^^^,^^

.-.^^.^ ^K^l

^K'^ln.^
. .-t-^ïc^i ~^rrr>

elQ(z') ^ le système différentiel

(6)

[ ^^ __ p0(^)..„ ̂ ^^^.^,
^//(</

^K"^// p.©(^)
^ ,̂ :_ ̂ ^^ .̂,

d^w^ /j.0(^)
\ ô^' ~ i~3£C(.,)

admet un groupe (]/intégrales satisfaisant aux conditions initiales

(7)

w 1 =

ifw" —:

ww==

r)<^̂ :=...,«

J^//
^^ ^... ̂

àw1"^-. . .=

^K-l^/
: -jjî^rr

y^w"
" ^/K

r^^
= à^

'—i

î w^
lîCÎ"'

pour t —.. o,
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Les dérivées restantes de ces intégrales ont, d'ailleurs, pour t == o, des
valeurs initiales essentiellement positives.

D'abord, l'existence d'un groupe d'intégrales répondant aux condi-
tions initiales (7) résulte immédiatement de propositions connues (1).

D'un autre côté, si l'on développe Q(z) par la formule
l -4- s -+- ^ -4-. . .,

et que, après avoir remplacé z par le second membre de (5), on
ordonne le résultat par rapport aux puissances de

à^ ^"W
^ ^ ^7- •- "̂ r-

à^ ^'~~i^
w ï -JT' ' " î -IH^'

^ à^ ô^n^
w ' '~ôT' " > î à^-1 î

on voit immédiatement que les valeurs i n i t i a l e s de la fonc t ion ainsi
obtenue et de ses dérivées part iel les de tous ordres sont essentielle-
ment posit ives. Il en est de même de la fonction ——^....—»—-, que l'onl I -.„ ,̂  g (w) ^ ̂  ^ A

peut, à cause de £<^ - y » développer suivant la formule

; + 3 e 0 4 - . 3 2 g 2 Q 2 ^ _ ^

par suite, enf in , du p r o d u i t

^^-S^.)'

second membre commun aux équa t ions du système (6). Les valeurs
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent donc,
elles aussi, de la propriété énoncée : car l'attribution aux quantités

/, W'' y W", WM

des cotes respectives
r Vf ___ Ut' ___ V.M
i y ———— J^ ^ ' " " " " " • ' JlTk. , " ' A».

met tout d'abord en évidence la nature orthonome du système (6), et,

( l) ^oir, par exemple, Âcta Mathernatica, t. XXIIÏ, p. a65 oL '266.
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cela étant, on aperçoit sans peine que le calcul des valeurs initiales
des dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes
successives à l'aide des relations du système (6) prolongé, conduit
nécessairement a des résultats tous positifs.

Nous désignerons par W { t ) , W^/), W^Q les intégrales considé-
rées du système ((>).

Nous ferons, en outre, observer ce qui. suit :
Si l'on. nomme' ̂  ̂  ...,<,£:,..., <, £:,... des quantités posi-

tives (en nombre limité; vérifiant les relations

le système (G) entraine év idemment comme conséquence

à^
7)^'

ô^w'^ ̂
=^©^)^©(^^r +e,e^)"^ir -+...

. .a r^^^ ^eM^ ++ e, ̂  ( z ) -ĵ r +• £., u (,- ) ^^, * " "

(8) +<e(,5) à^^
"ÎJ?^ +£;ô(^)

ĵ̂
à^"

^1^
^^

ô^"'^
^J^

idem,

= idern.

D'ailleurs, le système ((>} entraînant aussi comme conséquences les
r e l a t i ons

.e(.)^-^)^=^)y-^^(z)
^(•nï)"^ ̂

si, ditiis l'iiix' quelconque des équations (8), on remplace telle ou
telle des sommes

,)lt(.,' /)K' (y/

^(--)y ^W^-jw- + • • • '
.)K'(Y// ^^«^

^©(^^ +4®(^)-y + • • • '
^K'"/.,/// /)KW(^///

sTe(.)^+sïe(.)^,-+...
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par la quantité ^£ • t f / ; on tombe encore sur une conséquence
de(6).

V. Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues,
/y. „/• ii/' y.7 «// n^ lî^ n'11.37, y, . .., il , v , .. ., u , u , . . ., il , o , . . .,

du système (S), faisons correspondre autant de quantités positives,
£, Y], .... z/-r, ^-r, . . . , ^-r, ^-r, . . . , ^~-r\ y-r, . . . ,
que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé-
rant ensuite une dérivée d'ordre A' d'une inconnue , appelons poids de
cette dérivée le quotient oblenu en divisant le poids de la fonction à
laquelle elle appartient par ceux des k variables de d i f férent ia t ion;
désignons enfin d'une manière générale par cp, ... les poids respectifs
des quantités f, . . . .

Gela posé, considérons une équation, conséquence de (6), subsis"
, , , <^W à^'w" à^^ , , , ,tant entre z, ——y , , et remplaçons-y la somme s par la
somme

.ç == S {x — ̂ ,) -4- 'n (y — jo) +... "h 9^ +... ;

substituons, d'autre part, à la dérivée —^", qui peut figurer dans
divers termes de l 'équation considérée, divers produits obtenus chacun
en mul t ip l ian t l 'une quelconque des dérivées dominantes de u\ u', . ..
par son poids; effectuons, enfin, des subs t i tu t ions analogues pour
chacune des dérivées -—^ et pour chacune des dérivées <—^ : la
relation résultante sera, comme il est bien facile de s'en rendre
compte, identiquement vérifiée pour

u^uTW^^-^O+rKj-yo) +...],
^=^r w^(^-^)+<r-y,)4-...],

(9)
u^u^W^^-^+^y-r,)^...-],

. f f=:^rWy[^.r-^)+^(y-yo)4-...],

u'^^rw-Ui^-^^'n^-y,) +...],
^ ̂  yr'w^^x - ̂ o) + •n (y -./o) +.. .J,
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il. suff i t , pour le voir, d'observer qu'en vertu, des formules (9), toute
inconnue ou dérivée de première catégorie, multipliée par son poids,
s'obtient en remplaçant , dans la fonction WÇl} ou dans sa dérivée
d'ordre égal, la variable i par la somme

Ç(;r~- ^o)-l-^(j—yo) H-...,

puis, de faire une remarque analogue relativement aux inconnues ou
dérivées de deuxième ou de troisième catégorie.

Prenons maintenant, dans le système (-S), une équation quel-
conque, (jûi), et désignons par //, ///, p ' " les nombres respectifs (^o)
des dérivées dominantes de première, deuxième, troisième catégorie
qui figurent dans son second membre, par

^ B^ ..., 1^,
r,, J^, ..., lî^
r;, ^ ..., ^

ces dérivées respectives, par

'G3\y ?ï7^ . . . , CT^,

Wp m'^ . . . » T55p",
,_tll III tifCTI, CTg., . . . , ro^

leurs poids respect i fs , par 21 le premier membre de (^)y et par vs le
poids de H. Si l 'entier/?' n'est pas nnl, on remplacera l 'ensemble des
termes en JB\, JE^y •.., Î B p ' q u i f igurent dans le second membre de (0)
par

^^ê(^r,+^^©(.s•)î?,+...-h^^e(.st)^

si p ' est nul , on remplacera cet ensemble absent par ^Ji^^ On
effectuera, des subst i tut ions analogues pour les termes en ÎP^ SÇ ...,
SÇ et pour les termes en W\, W^ ..., W^ qui figurent dans le second
membre de (^)- Quant au, terme indépendant des dérivées dominantes,
on le remplacera par jx©(^). On remplacera enfin le premier membre îî
par ©XI, et l'on multipliera les deux membres par"1-- L'équation fina-
lement obtenue» ((^))» ne différera alors de (^) que par les coefficients,
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fonctions de x, y, .... f, ... qui f igurent dans le second membre.
A chaque équation du système ($) on fera correspondre de même une
équation telle que ((^)) î on obtiendra finalement un système, ((0)), ne
différant de (S») que par les coefficients des seconds membres, et identi-
quement vérifié par la substitution aux inconnues des seconds membres
de (9)? c'est-à-dire de fonctions qui, elles et toutes leurs dérivées secon-
daires, prennent en x^, yo, ... des valeurs initiales nulles, tandis que
leurs dérivées restantes y prennent toutes des valeurs initiales posi-
tives (IV). Chacun des nouveaux coefficients s 'obtient d 'ai l leurs en
faisant le produit de @ ( s ) par quelque constante positive, et y a jou tan t
parfois le produit de __ g 1-w ^ P^r que lque autre constante positive.
La première de ces deux constantes, qui seule est importante à consi-
dérer, et que nous nommerons, pour abréger, caractéristique du coeffi-
cient, dépend de £ ou de ^ suivant que le coefficient ou elle figure
mult ipl ie ou non quelque dérivée dominante . Son produi t , par 0(.v) est
identique au coefficient de ((0)) dont il s'agit, ou l'admet pour majo-
rante relativement aux valeurs x ^ y j'y, ..., o, ... de x, y, ... f, ....

Il importe de remarquer que, dans les seconds membres d u sys-
tème ((^)) que nous venons de former, les caractéristiques dépendant
de £ sont de degré zéro par rapport à l'ensemble des quantités

Oo) S, •/], .... v', y, ..., ,̂ y, ..., ^ y, ....

Effectivement, le poids d'une dérivée que lconque est, d'après notre
déf in i t ion , un produit de puissances, pos i t ives ou négatives, de ces
quantités, et le degré de ce produit v i s ib lement égal et de signe con-
traire à la cote de la dérivée considérée; dès lors, les dérivées domi-
nantes qui f igurent dans une équation que lconque de ((5)) o n t pour
poids respectifs des produits qui sont tous de degré — ( A 4-1) , en
sorte que, après réduction à l 'un i té du coefficient du premier membre,
les caractéristiques dépendant de £ sont de degré zéro par rapport à
l'ensemble des quantités (10).

Il est bon de remarquer aussi qu'en augmentant , s'il le faut, d'un
même entier négatif convenablement choisi les cotes y', Y\ ^ ' " des
fonctions inconnues (augmentation permise comme nous l 'avons fait
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remarquer au d é b u t du présent numéro) , /eypoù/s ç, ... des diverses
epiantités f, ... seront fous de degré supérieur à zéro par rapport à l'en-
semble des quantités (10). Effect ivement , parmi les cotes des diverses
quanti tés f, ..., la p lus grande algébriquement est A, d'où résulte que,
parmi, les cotes changées de signe, la. p lus pe t i te algébriquement
est — A : il suffit doue que l'on ai t -— A > o, ou A <; o. C'est ce. que
nous supposerons désormais.

VL Si, dans les seconds membres de (0), les modules initiaux des
coefficients des dériçées do'min.anles satisfont à certaines inégcdités, on

peut ciltribu.er, (Vune part à la constante £ ^moindre que ^^ d'autre

part aux constantes (10), des valeurs telles, que, dans le système ((S))?
les caractéristiques dépendant de £ soient respectivement supérieures auv
modules initiaux dont il s'agit.

11 est toul. d'abord é v i d e n t que, si ces modules in i t i aux sont suffi-
samment peti ts , on pourra 1 a i re 1 en sorte que les carac té r i s t iques dé"
pendant de £ l e u r soient respcc t ive inen t supér ieures : i l s u f f i t , en,
effet, pour que cette circonstance se réalise, d'attribuer à £ une valeur
posi t ive q u e l c o n q u e mo ind re q u e r^ aux q u a n t i t é s (10) des valeurs
}111) o s i t i v (l s q u e 1 c o n q u c s, c I, d ' a s s uj e 11., i r e n s t.], i t G ,1 e s m o d, u 1, e s i n i t i a u x
dont nous par lons a, être respect ivement infér ieurs aux valeurs a i n s i
obtenues pour les caractér is t iques dépendaufc de £.

Plus ^ é n é r a 1 e i n e n t, é c r i v o n s q u G 1 e s ça r a c t é r i s t i q u e s d é p e i i < 1 î \ n t
de £ sont r espec t ivement supé r i eu re s aux modules i n i t i a u x , et que £
est i n f é r i e u r à 75 et formons u n ensemble de c o n d i t i o n s suffisantes
pour q u e ces inégal i tés puissent ; être vérifiées par nn choix conve-
nable des q u a n t i t é s ( io) et de c : nous tomberons a i n s i sur certaines
inégalités subs i s tan t ent re les modules i n i t i a u x .

VII» Si, par un chow co'wenahie de la constante £ ( moindre que 7; )

et des contantes (i o), on'peut faire en sorte que, dans les seconds membres

de ((S"))? l^s caractéristiques dépendant de £ soient respectivement supé-
rieures aux modules des valeurs numériques initiales que prennent, dans

Âitft, Èc. Norm., (3) , XXÎV. — DKCÏÎMBBE KJO-J. 79
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les seconds membres de ("Si), les coefficients des dérivées dominantes, on
peut, en laissant à £ sa valeur, multipliant les quantités (10) par un
même nombre convenablement choisi, et prenant pour [M une valeur
convenablement choisie, faire en sorte que les coefficients des seconds

membres de (('S)) (nous voulons dire les coefficients des dérivées
dominantes et les termes indépendants de ces dérivées) soient res-
pectivement majorants pour les coefficients correspondants des seconds
membres de (J?i).

Effectivement, supposons que, par un choix convenable de £ et des
constantes (10), les caractéristiques dépendant de £ dans les seconds
membres de ((^)) soient respectivement supérieures aux modules
des valeurs numériques ini t ia les que p rennen t , dans les seconds
membres de (.ô), les coefficients des dérivées dominan tes , et dési-
gnons par M, ... les caractéristiques dont il s'agit. D 'aut re part, soit r
une constante positive satisfaisant à la double c o n d i t i o n : 1° d'être
infér ieure à des rayons de convergence s imul t anés des coefficients
des seconds membres de (0), quand on suppose ces coefficients
développés a partir des valeurs in i t ia les des quan t i t é s dont i l s dé-
pendent ; 2° d'être assez pet i te pour que, en remplaçant dans les
développements des coefficients des dérivées d o m i n a n t e s les coeffi-
cients n u m é r i q u e s par leurs modules et les accroissements par r, les
sommes ainsi obtenues soient respectivement infér ieures aux carac-
térist iques M, ... (la chose est évidemment possibk1, puisque, dans
ces développements, les termes constants o n t des modules respecti-
vement inférieurs aux constantes M, ...). La constante /• é tant ainsi
fixée, mul t ip l ions les nombres (10} par une cons tante posi t ive telle,
que les nouvelles valeurs de ^ T], ..., y, ... soient toutes supérieures
à ^ [ce qui , est possible, puisque ^ T], ..., y, ... ont des degrés posi-
t i fs par rapport à l'ensemble des quant i t és (;œ)J, et remplaçons désor-
mais les constantes (10) par les produits ainsi obtenus : une parei i le mul-
tiplication ne change passes valeurs des caractéris t iques dépendant
de e, parce que chacune de ces caractéristiques est de degré zéro par
rapport à l'ensemble des quant i tés (10), et, en conséquence, la double
condition à laquelle nous avons assujetti r ne cesse pas d'être véri-



SUR L'INTÉGRABÏLÏTÉ DE CERTAINS SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS. 627

fiée. Soient alors co le po ids maximum, des premiers membres du sys-
tème (J5) ou ((.S)) , e t N u n e constante positive supérieure à toutes
celles qu'on obtient lorsque, après avoir développé à partir des valeurs
ini t iales des quan t i t é s q u i y f igu ren t les termes indépendauts des
dérivées dominantes dans les seconds membres de ( S ) , on remplace
dans ces développements les coefficients numér iques par leurs mo-
dules et les accroissements par /'. Cela étant, si l'on prend (X>NO),
toute caractérist ique dépendan t de ^, é t an t au moins égale à ^5 sera,
par suite, supér ieure à N.

Dans ces cond i t i ons , on vo i t sans peine que les coeff ic ients du sys-
tème (J9) admet ten t comme majorantes , par rapport aux valeurs ^o,
jo, ..., o, - . . de x, y , ..., f, ..., les coeff ic ients correspondants du
système f(2?)).

VI I I . Si, par un choi.v coii^encibie de lu constanle £ (moindre (nie -7 \ et• ' \ 1 .')/
des constantes (10 ), on penf /aire en sorte (fue, dans les seconds membres

de ( (C i ) } , les caraclérisiu/aes dependani de £ soient respect we/neni supé"
nedreK ctu.x modules des valeîcn /lu^neric/ueff 'i/rilwles (file prentierzt, dans
les seconds membres de fï?), les coef/icierif.s des dériçées d(>minantes, la
double c'ireonslanee spécifiée à r alinéa 11 se trouve réalisée.

E n rappr o o \\ a, n (, ( I, e n o t r e h.y [:) o [h è s e a c t u elle les c o n c 1 u s i o n s d e
l ' a l inéa p récéden t , on vo i t q u e la cons t an t e £, les constantes ( :io) et
la cons tan te y. p e u v e n t ê t re d é t e r m i n é e s de telle façon que les coef-
ficients des seconds membres de ((1?)) soient respectivement majo-
ran ts pour ceux de (9). Cela f a i t , rappelons-nous que les valeurs ini-
tiales imposées dans le système.(.9) aux inconnues et à leurs dérivées
paramétriques de tous ordres sont nu l l e s , t a n d i s que les valeurs i n i -
tiales prises par les in t ég ra l e s effectives don t nous avons constate
l'existence dans le système ((ëi)) et par leurs dérivées paramétr iques
sont positives ou, nulles,

Observons m a i n t e n a n t que, dans les deux systèmes

(^) prolongé, (C^)) prolongé,
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les relations se correspondent chacune à chacune. Considérons alors
deux relations correspondantes. Dans la première [celle qui provient
de (S) prolongé], le premier membre est u n e certaine dérivée pr in-
cipale des intégrales hypothétiques de (ô), et le second membre une
somme de produits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de
quant i tés , savoir : certains entiers positifs; cer ta ins coefficients
des seconds membres de ( ô ) ; certaines dérivées partielles de ces
coefficients; enfin, certaines dérivées, principales ou paramétriques,
des intégrales hypothétiques de (5). Si de cette relation [prove-
nan t de (ô) prolongé] on passe à la relat ion correspondante [ pro-

/ ' ~i L.
venant de ((ô)) prolongé j , cette dernière est composée exactement
de la même façon avec les dérivées p r inc ipa les ou paramétr iques des
intégrales effectives de ((ï?)), les entiers p o s i t i f s don t nous venons de
parler, les majorantes des coefficients de (5), et les dérivées part iel les
de ces majorantes.

Gela é tan t , considérons, dans (S) prolongé, les groupes successifs

(t)^, (t)A^» • • •

dont il est question a l 'alinéa II, et, dans ((5)) prolongé, les groupes
correspondants\

((t))A+i, (0))A^ —<

Si, dans les groupes
(t)A+i, (0))A+i,

on remplace par les valeurs ini t ia les q u i l eur conv iennen t respective-
ment de part et d 'autre les variables, les inconnues et leurs dérivées
paramétriques, chacun des groupes résultants, à l 'aide desquels on
cherche à déterminer de part et d 'autre les valeurs initiales des déri-
vées pr incipales de cote A 4-1, aura pour premiers membres (sans
omission ni r épé t i t i on ) les dérivées principales dont il s'agit, et pour
seconds membres des fonctions l inéaires de ces dérivées principales
( aucun des premiers membres ne f igurant dans le second membre
correspondant); si l'on compare d'ailleurs les coefficients de ces fonc-
tions l inéaires dans les deux groupes, on voit que, dans le second
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groupe, les coefficients (positifs) sont supérieurs aux modules des
coefficients du premier groupe, et que les termes indépendan t s y sont
tous supérieurs à zéro; e n f i n , i l est clair que le second groupe admet
une solution en nombres posi t i fs à savoir les valeurs in i t i a les des.
dérivées pr inc ipales de cote A 4"" i des intégrales effectives de (f5))|-
Si donc on a p p l i q u e la proposit ion de l 'al inéa I, on voit que le pre-
mier groupe est résoluble par rapport aux dérivées p r i nc ipa l e s de
cote A-h i des in tégra les hypothét iques do (ô), et que les valeurs
n u m é r i q u e s a ins i obtenues ont des modules respectivement, inférieurs
aux valeurs i n i t i a l e s (positives) prises par les dérivées semblables des
intégrales effectives de ( ( ô ) ) '

Cela é t an t , considérons les groupes

(QA.-K. (0))^,

et, dans ces deux, groupes, remplaçons les variables, les inconnues
et les dérivées paramét r iques par les valeurs in i t i a les q u i leur con-
viennent respectivement de part et d 'autre, pu is les dérivées prin-
cipales de cote A +" i par les valeurs n u m é r i q u e s respectivement obte-
nues comme il. v i en t d'être d i t . Chacun, des groupes résul tants , à
l 'aide (lesquels on cherche à dé te rminer de part et d'autre les valeurs
i n i t i a l e s des dérivées p r inc ipa le s de cote A+ 2, aura 'pour premiers
membres (sans omiss ion ni, répét i t ion) les dérivées principales dont
il s'agit, et pour seconds membres des f o n c t i o n s l inéai res de ces déri-
vées pr inc ipales (aucun des premiers membres ne f i g u r a n t dans le
second membre correspondant) ; si l'on compare d'ailleurs les coeF-
f ic ien ts de ces fonctions l inéa i res dans les doux groupes, ou voit, par
tout ce q u i précède, q u e , dans le second groupe, ces coefficients (posi-
tifs) sont supér ieurs aux modu les des coefficients du premier groupe,
et que les termes i n d é p e n d a n t s y sont tous supérieurs à zéro; en f in ,
i l est clair que le second groupe admet une solut ion en nombres posi-
tifs à savoir les, valeurs ini t iales des dérivées pr incipales de cote A+-2
des intégrales effect ives de ( fS) ) . Si donc on applique la proposit ion
de l'alinéa I, on voit que le premier groupe est résoluble par rapport
aux dérivées principales de cote A 4- 2 des intégrales hypothétiques
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de ($), et que les valeurs numériques a ins i obtenues ont des modules
respectivement inférieurs aux valeurs i n i t i a l e s (positives) prises par
les dérivées semblables des intégrales effectives de ((â^))-

Et ainsi de suite indéf in iment .
Ainsi , les groupes

(t)A-M, OU+2, ...

sont bien, comme nous l'avions annoncé, successivement résolubles
par rapport aux dérivées principales de cotes

A + i, A-+- 2, .- ..

En outre , les développements (déterminés) construits à l 'a ide des
valeurs initiales données et de celles que f o u r n i t cette r é s o l u t i o n suc-
cessive ont des coefficients dont les modules sont respectivement
infér ieurs aux coefficients correspondants (posi t i fs) des développe-
ments des intégrales effectives de ((S)) *. par suite, ils sont , comme ces
derniers, nécessairement convergents.

IX. Du, simple rapprochement des alinéas II et VIII résul te immé-
d ia tement la conclus ion su ivan te :

Les conditions A, K et C (du présent n° 30) étant supposées salis faites
pour que la double circonstance spécifiée dans notre énoncé général se
trouve réalisée, il suffit que les valeurs initiales choisies pour lefî diverses
quantités qui figurent dans les seconds membres de S satisfassent (en
outre de celle qu'impose déjà la condition G) à certaines restrictions
d'inégalité,

Notre démonstration même ind ique comment ces inégal i tés d o i v e n t
être formées.

On considère, à cet effet, les deux systèmes ci-dessus désignés
par (J9) et (('S8)); dans l'un et l'autre de ces deux systèmes, on ne
conserve que la partie l inéaire et homogène par rapport aux dérivées
dominantes, et l'on suppose, dans (9), les coefficients de ces dérivées
remplacés par leurs valeurs initiales, qui sont respectivement les
mêmes que dans (S) [II]. Désignant ensui te par h le nombre des
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catégories en lesquel les se parlagent les inconnues suivant les valeurs
de leurs cotes, et augmentan t , s'il le faut , d'un même entier négatif
les cotes de toutes les inconnues , a f in que les poids de ces inconnues
et de leurs dérivées secondaires, d é f i n i s à l 'al inéa V, soient tous de
degré supér ieur à zéro par rapport à l 'ensemble des quant i t és ( io)y
on écrit, d'une part, que la constante c est moindre que -? d'autre
part, que, dans les seconds membres de (S), les coefficients des
dérivées dominantes ont des modules i n i t i aux respectivement infé-
rieurs aux caractéristiques des coeff icients correspondants du sys-
tème ((fi?)); on forme enf in , entre ces modules in i t i aux , un ensemble
de conditions suftisantes pour que les relations a ins i écrites puissent
être vérifiées par u n choix convenable de £ et des quanti tés (îo). Les
inégalités résultantes ( jo in t e s à cel le qu 'a antérieurement fournie la
condi t ion C ) sont celles q u ' i l s'agissait déformer.

3L PREMIER THÉORÈME D 'EXISTENCE. — Considérons un système diffé-
rent iel , S, sa t i s fa i san t a. la double cond i t ion ci-après :

•i.0 Le système ! S est résolu, par rapport à certaines dérivées des /onc-
tions ificonnues qui ,y'y trouvent engagées, et les dérivées dont il s'agit
appa.-rtienue'nt respectivement à des inconnues toutes différentes; les
seconds membres sont d'ailleurs indépendants de foute dérivée principale.

2° En attril)uant, dans toutes les équations dii système, aux variables
des cotes respectives toutes égales à i, et aux inconnues des cotes respec-
tiçes conwnal/lement choisies, chaque second membre ne contient, outre
les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et dérivées)
dont la cote ne surpasse pccs celle du premier membre correspondant.

Cela étant-, et dans les (imites où les valeurs initicdes choisies pour les
quantités qui figurent dans les seconds membres de S satisfont à cer-
taines restrictions d'inégalité, le système dont il sa^'it est complètement
intégrable.

Etîeclivernent, le groupe général, S^ de la, suite

(n) , Sg, SS-M^ ' " ^ Se, . . .

contient, en pareil, cas, un, nombre d'équations précisément égal au
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nombre des dérivées principales de cote G. Gela étant, choisissons
d'une façon arbitraire les conditions ini t iales imposées aux intégrales
hypothétiques, en assujettissant simplement les valeurs i n i t i a l e s des
diverses quanti tés qui f igurent dans les seconds membres de S :

i ° A ce que les groupes

OQy OS-+-1» ... y 0^\

soient résolubles chacun par rapport aux dérivées principales de cote
égale à son indice, c'est-à-dire à ce que la restriction d'inégalité
imposée par la condition C du n° 30 se trouve sa t i s fa i t e ;

2° A ce que les restrictions d'inégalité spécifiées dans r alinéa IX
du n° 30 le soient également.

Il résulte alors de la proposition qui vient d'être établie (n°30)que
les groupes (n), où l'on suppose remplacées par les valeurs in i t i a les
données les variables, les inconnues et leurs dérivées paramétriques
de tous ordres, sont successivement résolubles par rapport aux
dérivées principales de cotes

î\ "\ jTIo, o - h ï , . . . , L, ...,

et que les développements (uniques) construits à l'aide des valeurs
init iales, tant données que calculées, sont de toute nécessité conver-
gents : leurs sommes fournissent donc des intégrales effectives du sys-
tème proposé S.

32. Appliquons ce résultat à l'équation très simple

/ . à^ fr J ou au à'1 if àîu\
(I2) -ô^ôy ̂ /\xï yî uf Jx' ày' ô^' 1)^)'

qui remplit la double condition énoncée au début du n° 31, ainsi
qu'on le voit en a t t r ibuant à x, y, u les cotes respectives i, T , c, où c
désigne un entier positif ou négatif choisi comme on voudra. Gela
étant, si Fon désigne par A et B les dérivées partielles du second
membre de (12) par rapport à — et — respectivement, puis par Ay
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et Bp les valeurs numériques in i t i a l e s de A et B, le système (.5), réduit
à sa partie l inéaire et homogène par rapport aux dérivées dominantes,
et après subs t i t u t ion aux coefficients décès dernières de leurs valeurs
initiales, prend la forme

( ô''n - t î̂ l!! ., R ^u

] ().x-2 à Y ~ (} O^ "h 0 àx à)^ + ' "7

j (Pu . (Pu ,. (Pu
î ————„ ^^ ̂  — — _t- 15 —- .4- ̂  _
\ àx (}j^ ûx" à y </y1

Le nombre h des catégories d ' inconnues est ici égal à î ; on peut
d'ail leurs supposer la cote c de r i n c o n n u e u choisie de telle façon,
qu'en désignant par ^, Y], u""^ comme i l a été vu a l 'alinéa V du. n° 30,
les poids respectifs de Xy y , u, les poids

,j—(; ,j—/.' ,j "•-("• •u•~~c V " " ^
1J • «.„,———— y ——————————————— , -^___ y ^———————— y —————————____

E, -H ^ i:f\ ri2-

« î,. , « s . . . « • <hï an (PU (PU à^u(•le 1 inconnue n ci de ses dérivées secondaires —7 -—y —p -,——7 —;ox à y ûx" àx Ov uy
soient de degré supérieur à. xéro par rapport a. l 'ensemble des trois
quant i tés ^, Y), u ( i l s u f f i t pour cela de supposer c = — 3). Gela étant,
désignons par ,y la somme des p rodu i t s ob tenus en mu l t i p l i an t x — x^
par ^, y — y^ par Y), et l ' i n c o n n u e n avec ses dérivées secondaires par
leurs poids respectifs; posons on outre @(.ç)== ——? et formons le
système

'^1 6PU^ - Ê ^ " l ^ t - ' ̂  £ ^(sir '' J^L-^ .̂27^ — a r̂ M ^ç) ̂ 3 + ,] ^^2 ̂ s) '^jy-z -f--. . . ,
y - ^ ^»H g y . - / • ^;{^ g y-r- ^^H

__„ ' _ —— _ ____ (A ^ y \ ________ .̂L- —, ____ (MÏ ^ ç \ -___ -4-

'E/rr àxày^ """" a 'ç-f\ ' ) à^ûy 2 ri3 v / ày^

(où nous ne cons idérons non p l u s que la por t ion l inéai re et homogène
par rapport aux dérivées d.oro.inautes). Ce dernier devient, après
réduct ion à l ' u n i t é des coefficients des premiers membres,

^u ^ e '^ (\ f 6>3 u £ S {\ ^l''t u
^^y-^^W^ ^^^(^^^i+.-..

(PU _ £ n ̂ , . ^3" fi S n / \ ^31t

à^ôy^ a Ç •• v- ^ (J^(}y a rj <^y3

.'//^^. jE'c. ^orm,, (3 ) , X X Ï V . — DÉCEMBnjK X907. 80
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et, en comparant le système ((5)) ainsi formé au système (5) ou (i3),
nous avons à écrire les inégalités

£ < i , ^^^nodAo, ^^^modBo,
2 <Ç 2 f]

dont l'ensemble équivaut à
, 2 modAo Y] E

( i 4 ) e < r , — — — - — — < F <V 4 / — ? s ^ 2 m o d B o

Pour que les deux dernières inégalités ( i4) soient compatibles, il faut
et il suffit que l'on a i t

£2

(15) modAo modBo< T?
H

ce qui entraîne, à cause de £ < ^ ï , la condition nécessaire

(16) rnodAo rnod B<)< y;

réciproquement d 'a i l leurs , si l ' inégal i té (16) est satisfaite, on pourra
trouver pour s une valeur positive et plus pet i te que i, vérif iant ("iS),
puis pour -^ une valeur positive vérifiant la double inégal i té qui. figure
dans (i4)- La condition nécessaire 'et suff isante pour que les rela-
tions (i4) soient compatibles est donc

m o d ( A o B o ) < —
4

En conséquence, pour que l 'équation aux dérivées partielles (12)
admette une intégrale, et une seule, répondant à des condit ions ini-
tiales données, il suffît , en désignant par A et B les dérivées partielles
du second membre/par rapport à — et — respectivement, que le

module init ial du produit AB soit inférieur à —

33. Etant donné un système di f fé ren t ie l résolu par rapport à cer-
taines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, on
peut, pour se représenter commodément l'économie des conditions
initiales, procéder comme il suit : construire un quadrillage rectangu-
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laire dont les lignes correspondent aux diverses variables indépen-
dantes Xy y, ..., et les colonnes aux diverses quantités (inconnues et
dérivées) qu i f igurent dans les premiers membres des conditions
initiales; puis, dans Fune que lconque de ces colonnes, noircir a l'aide
de hachures les cases des diverses variables dont ne dépend pas la
fonct ion schématique (dégénérée ou non) qu i figure dans le second
membre de la condit ion correspondante; en répétant cette opération
successivement dans toutes les colonnes, on obt ient une sorte de
damier où les cases blanches et noires peuvent offrir des dispositions
relatives variées.

Si l'on. considère, par exemple, un système différentiel impliquant
deux fonctions inconnues, u, v, des trois variables indépendantes
oc, y , -s, et résolu par rapport aux quatre dérivées

(P (l <)(' ( F - 1 ' Ô'^ P

ôx ôy ()z Ox? ()f ()z î ày'^ '

les conditions initiales peuvent s'écrire sous la forme

? (j'? z ) P°11 r x — x^ ̂  0 ^

-, àx

()a; à Y

K
au

à2 n,

v

()^
ày
y v
à^

•=-^{,v,z)

-=-y-{it:,y}

=^(^)

pour

pour

pour

y - yo=o,

^—.ro=:y—ro=o,

poiir - •^o = y •- jo '- :o;

et à cette forme correspondra le damier ci-dessous :

Cela étant, nous dirons que le damier des conditions initiales est
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régulier, si l'on peut adopter pour ses lignes, c'est-à-dire pour les
variables indépendantes du système, un ordre tel, que les cases
blanches de chaque colonne se trouvent toutes situées au bas de cette
colonne. (Le lecteur remarquera la similitude de cette définition avec
celle que nous avons posée à l'alinéa 1 du n° 21.)

34. Les conclusions formulées dans notre premier théorème d'exis-
tence (n° 31) s'appliquent, naturel lement, au cas où, les hypothèses
i° et 2° du n° 31 étant supposées satisfaites, le damier correspondant
aux conditions initiales du système S est régulier : mais il convient
d'observer que, dans le cas dont il s'agit, toute restriction d'inégalité
devient inutile, parce que le système S, ainsi que nous l'avons prouvé
dans un Mémoire antérieur ( f ) , est forcément orthonome.

35. DEUXIÈME THÉORÈME D'EXISTENCE. — Considérons un système dif-
férentiel, S, remplissant les conditions ci-après :

i° Le système S est résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions
inconnues qui s y trouvent engagées, et les seconds membres sont indépen-
dants de toute dérivée principale ; quant aux premiers membres, aucun
d'entre eux n'est une dérivée de quelque autre, et deux au moins d'entre
eux sont des dérivées d'une même inconnue.

2° En attribuant, dans toutes les équations du système, aux variables
des cotes respectives toutes égales à i, et aux inconnues des cotes res-
pectives convenablement choisies, chaque second membre ne contient,
outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et dé-
rivées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Cela étant, et dans les limites où certaines restrictions d'inégalité (con-
cernant les valeurs initiales des variables indépendantes, des inconnues
et de quelques-unes de leurs dérivées paramétriques') se trouvent satis-
faites, il faut et il suffit, pour que le système S soit complètement inté"
grable, quen attribuant aux notations 5 et F le même sens que dans les

(1) Sur les sf sternes différentiels réguliers, Chap. 1 {Annales de la Faculté des Sciences
de Marseille, t. XIV, fascicule IV).
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n05 18, 28 et 29, l'élimination des dérivées principales de cotes

o, â4- i , . . . , r + i , r + a ,
effectuée entre les équations

O?) Ss? SS-M, ..., Sr.+.i, Sr-i-2

(n0 5), conduise à des identités.

Les restrictions d'inégalité auxquelles fait allusion notre énoncé
sont les suivantes : *

i° En désignant par o", comme nous venons de l ' indiquer, la cote
minima des premiers membres de S, et par A leur cote maxirna, on
peut, des groupes

°Û? Og^-i, . . . , b^

du système S prolongé, extraire respectivement des groupes,

^Ï ^0-1 î 7 • • ' f ^A»

possédant la triple propriété de comprendre respectivement les
groupes

•^5? ^S-4-i? . . . » «S'A

du système S (n0 5), de se composer d'équations en nombres respec-
tivement égaux à ceux des dérivées principales de cotes

rî, 0 4 - 1 , ..., A,

et d'être successivement résolubles par rapport à ces dérivées.
2° Les restrictions spécifiées à l'alinéa IX du n° 30 doivent, elles

aussi, se trouver satisfaites.
3° Le système du premier ordre^ E, que l'ensemble des restrictions

précédentes permet, comme nous allons le voir, de déduire de S à
l'aide du mécanisme décrit au n° 19, peut , par un simple changement
linéaire et homogène des variables indépendantes, suivi d'une résolu-
tion convenable, être transformé en un autre, Û, remplissant les con-
ditions spécifiées au n0 21.

Il résalte, en effet, des deux premières restrictions qu^en. désignant
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par
^A-M? ^A-+-2? • • •

des groupes respectivement extraits de

SA-MÎ ^A+^î

sous la seule condition d'avoir pour premiers membres (sans omission
ni répétition) les dérivées principales de cotes

les groupes
A-i-i, A-}- 2, . . . ,

^Ô» ^0-1-1 f ' ' ' v ^A? ^A-M? ^X-l-2?

sont successivement résolubles par rapport à ces dérivées (n0 30). On
peut alors, du système S, déduire un système du premier ordre, 2,
par le mécanisme indiqué au n° 19; et, cela étant, il résulte de la troi-
sième restriction que les conditions nécessaires et suffisantes pour la
passivité du système S sont celles mêmes (n°29) que formule notre
énoncé actuel relativement aux groupes (17). Ces cond i t i ons sont
donc nécessaires pour que le système soit complètement intégrable;
elles sont d'ailleurs suffisantes (n° 25, 2°), puisque, en les supposant
satisfaites, notre proposition du n° 30 assure la convergence des déve-
loppements des intégrales hypothétiques répondant à des condit ions
initiales données.

36. Les conclusions formulées dans notre deuxième théorème
d'existence (n° 35) s'appliquent, naturellement, au cas où, les deux
hypothèses posées au début du n°35 étant satisfaites, et les condi t ions
initiales du système S ayant (comme l'exige le théorème en ques t ion)
la forme spécifiée au n° 18, le damier qui leur correspond est régulier
(n° 33) : mais alors les restrictions d'inégalité se s implif ient notable-
ment, e t i l suffit, en ce qui concerne ces dernières, de supposer que
des groupes

03, OCH-I» . • •, br-^i

on puisse extraire respectivement des groupes,

£^ ^5-n ? • - • 5 ^r+i»
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possédant la triple propriété de contenir les groupes

.yç, .s-3.^1, . . . , ^A

du, système S, d'être composés d'équations en nombres respectivement
égaux à ceux des dérivées principcdes de cotes

à, ô-n, . . . , r + r ,

et d'être successivem.ent résolubles par rapport à ces dérivées principales.
(De cette restriction cly in égalité, supposée vérifiée,, et de la disposition
régulière du damier des conditions initiales, il, résulte, comme on le
prouverait sans peine, que le groupe Sp^a contient quelque groupe
partiel résoluble par rapport aux dérivées principales de cote F 4- 2.)

I. Les deux hypothèses posées au. début do n° 35, et auxquelles il
faut adjoindre la restr ict ion d ' inégal i té ibrnnilée ci-dessus, rendent
possible la format ion d'un système du premier ordre. S, déduit de S à
l'aide du mécanisme décrit au n° '19. Cela posé, la recherche, dans le
système S, d'une solution ordinaire (^hypothétique) répondant à des con-
ditions initiales données se ramené à une semblable recherche exécutée
dans le système IL

Rappelons-nous, en efîet , q u e l'économie des conditions initiales
est la même dans les deux systèmes aux notations près, que les sys-
tèmes ^SY, ^'H, sont en corrélation multiplicatoire quel que soit G, et
que toutes les équations de S f igurent dans S" aux notations près (voir
le n0 '19, dont nous adoptons ici, les notations).

Cela étant, il est d'abord évident que toute solution ordinaire de S
en fourni t une de S par la, simple adjonction aux fonctions qui la con-
stituent de quelques-unes de leurs dérivées.

Réciproquement, puisque toutes les équat ions du système figurent
dans 1" aux notations près, le système S peut se déduire, par élimina-
tions, du système

(^, (Î^DH)^
ou encore du système

(î  a^Di/);
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il peut donc se déduire, pardifférentiations et éliminations, du système

(^ ï " ) , ou ï.

En conséquence, toute solution ordinaire de S en fourni t une de S par
la simple suppression des fonctions trouvées pour les inconnues
adjointes.

II. Le système du premier ordre S est orthonome.

Il jouit, en effet, des deux propriétés suivantes :
i° II est résolu par rapport à certaines dérivées (premières) des

inconnues qui s'y trouvent engagées, et l 'économie des condi t ions
initiales y est la même, aux notations près, que dans le système S, en
sorte que si l'on inscrit, conformément aux indications du n° 19, les
diverses équations de S dans les cases d'un quadril lage rectangulaire,
en adoptant, pour les lignes de celui-ci, an ordre convenable, les cases
pleines et vides du Tableau ainsi obtenu présentent une disposition régu-
lière.

2° En a t t r ibuant , dans toutes les équations de S, aux variables
oc, y , ... des cotes respectives toutes égales à i, et aux inconnues
(anciennes et nouvelles) des cotes respectives convenablement choi-
sies, chaque second membre de S ne contient, outre les variables indépen-
dantes, que des quantités (^inconnues et dérivées) dont la cote ne surpasse
pas celle du premier membre correspondant.

Or, tout système du premier ordre possédant les propriétés ci-dessus
énoncées est nécessairement orthonome (n° 21, I).

III. La condition posée dans l'énoncé du n° 35 relativement aux
équations (17) est évidemment nécessaire pour que le système S, spé-
cifié par notre énoncé général, soit complètement intégrable : car, si
elle n'était pas satisfaite, les condit ions init iales pourraient être
choisies de telle façon que les équations dont il s'agit (fournissant les
valeurs ini t iales des dérivées principales de cotes 5, à -4- i, ..., r -4-1,
r +• 2) fussent incompatibles.

Réciproquement, si l'on suppose cette condition satisfaite, il résulte
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de raisonnements semblables à ceux de l'alinéa 1 du n0 28 que le sys-
tème orthonome S est passif, et, par suite, qu'il admet un groupe
d'intégrales ordinaires répondant à des condi t ions initiales arbitraire-
ment choisies. Il en sera donc de même du système S.

37. Appliquons à quelques exemples très simples les propositions
des n08 28, 35 et 36.

I. Considérons d'abord u n système d'équations aux dérivées par-
tiel les i m p l i q u a n t trois fonct ions i n c o n n u e s , a, ç7, w, des variables
indépendantes x , y , ..., et supposons qu'il ait pour premiers membres
toutes les dérivées d'ordre m de u, toutes celles d'ordre n de ç7, toutes
celles d'ordre p de w, les seconds membres ne contenant, avec les
variables .r, y, ..., que les trois inconnues u, Vy w et leurs dérivées
d'ordres respectivement infér ieurs à m, n, p . En at tr ibuant à. ne, y , ...
des cotes respectives toutes égales à i, et à a, ^, w des cotes respec-
tives, c^, c^y c\y, vé r i f i an t les re lat ions

CM "4- rn •=: <;(/--h il •= Cw + p,

on voit imméd ia t emen t : ï° que le système dont il s'agit est ortho-
nome; 2° qu'en désignant par Q la valeur commune des trois
entiers <^-+-w? c ^ ^ r ' n , c^+ p , il. a pour premiers membres les
diverses dérivées de cote Q, et que les dérivées paramétr iques des
inconnues sont, dès lors, toutes celles de cote in fé r i eure à Q (en
nombre essentiel lement l imi té) . En conséquence, l 'entier désigné
au, n0 '18 par T est ici égal à Q — î, et l'on a, T -4- 2 == Q 4- i. On en
déduit sans peine ia règle suivante pour l'intégrabilité complète du
système :

Si l 'on considère une dérivée de cote Q •+• ï intéressant plusieurs
variables dist inctes, k par exemple (/c^> i), i l existe, dans le système
proposé, k équat ions dist inctes q u i , dUîerentiées chacune par rapport
à la variable voulue, en f o u r n i r o n t des expressions où ne figurcut,
avec les variables indépendantes, que des quanti tés (inconnues et
dérivées) de cote inférieure a Q + i : dans ces k expressions, on rem-
placera les dérivées de cote Q par leurs valeurs tirées des équations du,
système, et il faudra que les k expressions résultantes soient toutes

Ânn. Éc. Nonn., (3), XXIV. — DÉCEMniiE 190';. 8l
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ident iquement égales. On procédera de même pour toutes les dérivées
de cote Q-+-I intéressant plusieurs variables distinctes, et l'on aura
ainsi l'ensemble des conditions pour que le système soit complè-
tement intégrable.

II. Considérons un système ditFérenliel impl iquan t trois fonctions
inconnues, //, v, w, des trois variables indépendantes x, r, z, et résolu
par rapport aux dérivées

à u an à n—;—? ——, ——.,
ox ôy àz
à^ àv à^v
Jx' ~ôJ'-' %T5

àw à2 w à2 w à^ w
JI'' ~ày^' T)~TZ' ~~à^'

Les dérivées paramétriques sont, i c i , en nombre essentiellement
limité, et les conditions init iales ont pour premiers membres

àv àw àw
tlï ^ T.' ^ ^y ^-î

les seconds membres se réduisant, na ture l lement , à des constantes :
de là résulte, notamment, que le système est régulier, p u i s q u e le
damier correspondant aux c o n d i t i o n s i n i t i a l e s ne con t i en t que des
cases noires. Cela étant, si l'on suppose que, en at t r ibuant à

x, y, z, u, ^, (P

les cotes respectives
r , i, r , o, o, o

(et en posant au besoin certaines restrictions d'inégalité), les diverses
hypothèses exigées par notre énoncé du. n° 36 se trouvent vérifiées, la
cote d'une dérivée quelconque sera égale à l'ordre même de cette
dérivée, l'entier F à i, l'entier T + 2 à 3, et l'on n'aura à s'occuper,
dans l'application de la règle concernant l'intégrabi.l.i.té complète
(règle qui se trouve formulée au n° 35), que des dérivées principales
du premier, du deuxième et du troisième ordre.
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Nous avons eu, dans un récent Mémoire, l'occasion de considérer
un. système de cette nature ( f ) .

III. Considérons le système différent iel , auquel conduit le problème
du. calcul inverse de la dér ivat ion, c'est-à-dire un système différentiel
ayant pour premiers membres (tous distincts) certaines dérivées de la
fonction inconnue u^ et pour seconds membres des fonctions données
de x, y, .... Un pareil système est v i s ib lement orthonome, comme on
le voit en attribuant aux variables x, y y ... la cote r et à l ' inconnue u
la cote zéro. On sait d 'ail leurs que les conditions d'inté^rabilité com-
plète tirées de la considération des dérivées cctrclinales sont alors néces-
saires à Vexislence de toute intégrcde, et, pour cette raison, se nomment
simplement condition}! d'intégrcibiltté ( 2 ) : nous allons chercher, en
nous appuyant sur les résultats du présent Mémoire , une forme plus
simple de ces conditions.

Supposons tout d'abord qu 'aucun des premiers membres du sys-
tème ne soit une dérivée de q u e l q u e autre : nous mettrons alors les
condi t ions ini t iales sous la forme spécifiée au n° '18, et nous désigne-
rons par F l'ordre maximum dos premiers membres de ces condi t ions
(la cote d'une dérivée quelconque est en e l îe t égale a son ordre,
puisque la cote de l ' inconnue 1 est zéro). Cela étant, pour que le sys-
tème proposé soit intégrable, i l est nécessaire et s u f f i s a n t que, pour
toute dérivée pr incipale d'ordre infér ieur ou, égal a r + 2, les diverses
expressions (en .r, y , ...) dédui tes du système proposé soient iden-
tiques entre elles. En supposant, ces ident i tés satisfaites, et, par suite,
le système intégrable, la solution générale s'obtient, comme on
sait ( : î), en ajoutant à une solution particulière quelconque une
expression toute semblable à la détermination in i t ia le schématique :
or, il résulte du raisonnement, ( a i t à la f in du n° 20 que, pour se pro-
curer une so lu t ion particulière du système donné, i l su f f i t de résoudre

( 1 ) Sur l'Intégration d'un afStènïG d'équations ciux dérivées partielles auquel conduit
l'étude des déformations finies d'un milieu continu (Ân.iKfIes de l'Ecole Normale, 190 5,
p. 5of> et 507).

( 2 ) Sur le calcul inverse des dérivées {Annales de la Faculté des Sciences de Mar-
seille, t. X, fasc, Ï).

(3) Sur le calcul inverse de^ dérivées.
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le même problème successivement dans divers systèmes de même
nature, mais du premier ordre; on est donc ramené à des quadratures.

Supposons maintenant que quelqu'un des premiers membres du
système soit une dérivée de quelque autre. On commencera par faire
abstraction, dans le système, de toute équation dont le premier
membre est une dérivée de quelque autre, et l'on formera les conditions
d'intégrabilité du système résultant S. Si elles ne sont pas identique-
ment satisfaites, le système proposé n'est pas intégrable. Si elles le
sont , deux cas peuvent se présenter : ou bien quelqu'une des équa-
tions jusqu'ici négligées ne peut se déduire de S par dif ïerentiat ion,
auquel cas le système proposé n'est pas intégrable; ou b ien chacune
des équations jusqu'ici négligées peut se déduire de S par différentia"
tion, auquel cas le système proposé peut être remplacé par le système
intégrable S : on retombe alors sur le cas précédemment examiné.

38. Considérons, en terminant, un système différentiel résolu par
rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouven
engagées; dans ce système, faisons abstraction, Jusquù nouvel ordre,
de toute équation dont le premier membre serait une dérivée de quelcfue
autre (cette suppression ne change pas l 'économie des conditions ini-
tiales), et supposons que le système résultant, S, satisfasse aux hy po-
lîtes es formulées dans F un ou l'autre des n05 28, 31, 34, 35, 36.

Cela étant, pour que le système primitivement donné soit complètement
intégrable, il faut et il suffit : ï° que le système S le soit lui-même;
2° que les équations jusqu ici négligées soient (chose très facile à vérifier)
de simples conséquences numériques de S prolongé.

Effectivement, puisque S fait partie du système d o n n é et que l'éco-
nomie des conditions initiales est la même dans les deux systèmes, il
faut et il suffit, pour que le système donné soit complètement intô-
grable : 1° que le système S le soit lui-même; 1° que les équations
jusqu'ici négligées soient, au point de vue de l ' intégration, des con-
séquences de S.

Or, le système S étant supposé complètement mtégrable, si l'on
considère les équations restantes et qu'on y remplace les dérivées
principales par les expressions (indépendantes de toute dérivée prin-
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cipale) qu'en fournit S prolonge, les équations résultantes doivent
être, elles aussi, des conséquences de S au point de vue de 1 intégra-
tion- par suite, S étant complètement intégrable, elles doivent être
numériquement vérifiées par des valeurs arbitraires de toutes les
quantités qu'elles renferment (variables, inconnues, dérivées para-
métriques); les équations négligées sont donc forcément des consé-
quences numériques de S prolongé. Inversement, d'ailleurs, si elles
sont des conséquences numériques de S prolongé, elles sont, a plus
forte raison, des conséquences de S au point de vue de l'intégration,
et il est clair qu'o» peut les négliger sans changer la solution générale
du, système primitif.

FIN DU TOME V1NGT-QUATKIÈME.


