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SUR LES

CONDITIONS D'INTEGRABILITE COMPLETE

DE

CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS,
Par M. Cuarries RIQUIER.

e G

INTRODUCTION.

Dans un Mémoire publié il y a quelques années, nous avons formulé
la définition des systémes orthonomes, et élabli un ensemble de condi-
tions néeessaires et sulfisantes pour qu'un pareil systéme soit comple-
tement inl,(sgrnl)lc (') A cetle regle on en peut substituer une autre,
qui présente le double avantage détre, dans bien des cas, notable-
ment plus simple, et de sappliquer i des systemes différentiels nota-
blement plus généranx.,

Considérons d’abord un systeme différenticl résolu par rapport
a certaines dérivées des fonetions inconnues qui sy trouvent enga-
gées, et cela de telle facon qu’aucun des premiers membres n’y soit
une dérvivée de quelque autre; attribuons ensuite aux diverses

(1y Sur une question fondamentale du Calenl intégral ( Adcte Mathematica, L. XXUI).
Jo dois ajouter que la définition des systémes orthonomes est susceptible d'une 1égére
simplificalion, consistant en ce que 'on peut, sans en restreindre la généralilé, supposer
éacle o 1 la cote premiére (posilive ) commune & toutes les variables indépendantes. J'a
d6ja eu loceasion de présenter celle remarque dans un Mémoire plus récent ayant pour
litre : Sur le degré de géndralité d'un systéme différentiel quelconque (Acta Mathe-
matica, t. XXV).
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variables indépendantes des cotes respectives toutes égales i r, el aux
fonctions inconnues des cotes respectives quelconques (positives,
nulles ou négatives) : cela étant, application d’un procédé tout elé-
mentaire permet de donner aux conditions initiales du systéme une
forme telle, que diverses circonstances (un peu longues & ¢numérer,
et dont on trouvera Iindication détaillée au n® 18) se trouvent
réalis¢es. Nous conviendrons, en paveil cas, d’adopter, pour les con-
ditions initiales, Uéeriture a laquelle il vient d’étre fait allusion, et
nous désignerons alors par 2 la cote minima des premiers membres du
systtme proposé, par ' la cote maxima des premiers membres des
conditions initiales; enfin, adjoignant par la pensée aux équations du
systbme toutes celles qui s’en déduisent par de simples différentia-
tions d’ordres quelconques, nous partagerons Pensemble illimité
resultant de cette adjonction en groupes limités successifs d’aprs les
cotes croissantes o, ¢ 41, 6 -+ 2, ... des premiers membres, el nous
nommerons Sz, Sgeyy Saqus - .- Les groupes dont il s"agit.

Cela posé, nous formulerons la proposition suivante :

Constdérons un systéme différentiel satis fursant a la double condition
cl-apres :

19 Le systéme est résolu par rapport a certaines deripées des fonctions
tnconnues qui 8’y lrousent engagées, aucun des premiers membres i’ est
une derivée de quelque aulre, el les scconds membres sont indépendants
de toute derivée principale ;

20 Bn altribuant, dans toules les équations du sysiéme, aux variables
tndépendantes des coles respectives loules égales @ 1, el aux inconnues
des cotes respectives convenablement choisies (positives, nulles ou niga-
tives), chaque second membre ne contient, outre les variables indépen-
dantes, que des quantités (inconnues el dérivées ) dont la cote ne surpasse
pas celle du premier membre correspondant.

Celu étant, et dans les limites ow certaines restrictions d’inégalité ( con-
cernanl les valeurs numériques des vardables indépendances, des incon-
nues, el de quelques-unes de lears dérivées paramétriques) se trouvent
satisfailes, il faul el il suffit, pour que le systéme soil complétement inte-
grable, gu’en éliminant entre les groupes

S8y Sip,  cevy Bruyny Sy
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les diverses deripces principales qui ont pour cote l'un ou Uauire des
entiers (algeébrigues)

9, 041, ..., 41, T2,

les relations résultantes soient vérifides identiquement (¢ est-a-dire pour
toutes valeurs numériques des variables, des inconnues, et de leurs dérivées
parametriques).

Dans le cas ot les diverses dérivées qui constituent les premiers
membres du systeme proposé appartiennent a des inconnues (outes
différentes, il n’y a pas de conditions d’intégrabilité; et dans celui ol
le systeme proposé est orthonome, aucune restriction d’inégalité
n'est a formuler.

Yoici un exemple (rés simple oir la regle formulée ci-dessus pre-
sente un notable avantage sur la regle ancienne, tirée de la conside-
ration des dérivees cardinales. Supposons quun systéme, impliquunl.
une fonction inconnue, «, des vartables indépendantes a, y, ..., ail
pour premiers membres toutes les dérivees d’ordre mode w, les seconds
membres ne contenant, avee les variables @, y, ..., que Pinconnue «
et ses dérivees dordre inféricur & m o pour ce systeme, visiblement
orthonome, la nouvelle regle conduit & ne considérer que des déri-
vées d’ordre m - 1; lancienne, au contraire, si Pon observe que les
dérivées cardinales ont pour ordre maximum 2m, exigerait (sauf le
cas de e =1) un caleul beaucoup plus long, et, parmi les conditions
obtenues, un grand nombre se trouveraient n’étre que de simples
cons¢quences des autres.

Ces résultats ont ¢té communiqués & PAcadémie des Sciences le
22 octobre 19o6, et leur exposition détaillée constitue Uobjet du pré-
sent Mémoire.

Ann. Ie. Norm., (3) XXIV. — Novemsre 1907. 68
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CHAPITRE L

CORRELATION MULTIPLICATOIRE ENTRE LES SYSTEMES DIFFERENTIELS.

1. Btant donnés deux systtmes de relations (en nombre limité),
nous dirons que le second est une combinaison multiplicatoire du pre-
mier, si, les seconds membres des deux systémes ayant ¢té réduits
4 zéro par la simple transposition de leurs termes dans les premiers
membres, chacune des équations du second systéme peut s’obtenir en
multipliant par des facteurs convenablement choisis les diverses ¢équa-
tions du premier, et ajoutant les produits membre & membre.

Si chacun des deux systémes proposés est une combinaison multi-
plicatoire de autre, nous dirons que les deux systemes sont en cor-
rélation multiplicatoire.

Yar exemple, sioun systéme de m équations, linéaire par rapport
a m des variables qui 8’y trouvent engagées, est résoluble par vapport
a ces m variables conformément a Palgorithme de Cramer, il est en
corrélation multiplicatoire avee le systéme constitué par les z formules
de résolution : il suffit, pour s’en convaincre, de se reporter au caleul
¢lémentaire i aide duquel on passe du systeme donné aux formules
de résolution et inversement.

Etant donnés trois systémes, sile dernier est une combinaison
multiplicatoire du second, et le second une combinaison multiplica-
toire du premier, le dernier est aussi, comme on le voil sans peine,
une combinaison multiplicatoire du premier. On en déduit que si
deux systemes, successivement comparés & un méme troisicme, sont
avee lui en corrélation multiplicatoire, ils jouissent I'un par rapport
a lautre de la méme propriété.

Enfin il est clair que deux systémes en corrélation multiplicatoire
admettent, par rapporl aux quantités variables qui y figurent, les
mémes solutions numériques.
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2. Considérons deux systemes dillérentiels, S, T, impliquant les
mémes fonctions inconnues «, ¢, ... des mémes variables x, y, ...
sur chacune des ¢quations de S exéeutons, suivant la regle des fone-
tions composées, toutes les diflérentiations possibles des ordres o, 1,
2, ..., m, puis opérons de méme sur T; assimilons enfin, dans toutes
ces relations, les variables 2, v, ..., les inconnues w, ¢, ... et leurs
dérivees dautant de variables indépendantes distinetes. Cela étant, s
les dewx sysiemes S, T sont en corrélation multiplicatoire, les deua sys-
témes qui s’en déduisent respectivement par toutes les différentiations pos-
stbles des ordres o, 1, 2, ..., m jouissent de la méme propricie.

Notre proposition ¢tant vraie d’elle-méme pour m = o (puisque la
conclusion est alors identique & 'hypothése), il sulfit de faire voir
qu'en la supposant vraie pour une valeur quelconque de sz, elle Test
encore pour la valeur suivante m + 1.

A cet effet, nommons 8 ¢t 17 les groupes respectivement déduits
de S et T par toutes les différentiations possibles du premier ordre;
S” et T les groupes respectivement déduits de S el T par toutes les
différentiations possibles du second ordre; et ainsi de suite. On sup-
pose que chacun des deux systémes

(1) (8,87, ..., Sy,
(2) C1,TY, L, T

est une combinaison multiplicatoire de Pautre, et il s’agit de prouver
que la méme chose a lieu pour les deux systémes

(3) (S, 8, ..., 80m, Sy,
(4) r, T, __'7’|‘(//1)”|‘(111,|t)),

que le systeme (4), par exemple, est une combinaison multiplicatoire
du systeme (3).

Bffectivement, le systéme (4) se compose du systetme (2) et du
groupe T+, Or, toute équation du systeme (2), é¢tant, d'aprés Ihy-
pothése, une combinaison multiplicatoire de (1), est, par la méme,
une combinaison multiplicatoire de (3).

Considérons maintenant une équation quelconque dua groupe T+,
ou, ce qui revient au méme, une équation quelconque déduite de T
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par différentiation premicre. En désignant par
Li=o, L,=oq, ceey L,=o0

les équations du systéme (1), et par

Al) .!\-n, ey J\/,:

des multiplicateurs  convenablement choisis, toute équation du
groupe T est de la forme

AL+ Ayl ..o AgpLp=o.

En la differentiant par rapport & une variable quelconque, 2 par
exemple, 'équation résultante peut s’éerire sous la forme

'gz:z:(-/\l) Ll -t Q.A:( \:) L:""- -k 53.(’( \A-) If/»‘

4 Ay (Ly) 4 Ap82, (L) 4+ o= A& (L) == 0,

ot le symbole 0, désigne une différentiation premitre relative &
exéeutée suivant la regle des fonctions composées. Cela ¢tant, il soffit
d’observer que les équations

[y=o0, L,= o, Cey Li— o,

(L) = o, Qu(Ly) =0, Cey £,(L) o

appartiennent toules au systéme (3).

3. Siaux équations qui composent un systeme différentiel (limité) S
on adjoint toutes celles qui s’en déduisent par de simples différen-
tations (Fordres quelconques), le groupe illimité résultant de cette
adjonction s’appellera le sysieme S prolongé.

4. Soient
des notations (en nombre limité) désignant ¢ les premieres diverses

variables indépendantes, les derniéres diverses fonctions inconnues
de ces variables. A chacune des quantités x, y, ..., «, ¢, ... faisons
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correspondre un enticer (positif, nul ou négatif), que nous nommerons

la cote de cetle quantité; puis, considérant une dérivée d’ordre quel-
conque r de Pune des fonctions «, ¢, ..., nommons cote de la dérivée

en question Pentier obtenu en ajoutant a la cote de la fonction celles -
des r variables de dilférentiation.

Supposons actuellement que les cotes respectives des diverses variables
indeépendantes soient toutes égales a v, celles des fonetions inconnues
¢lant quelconquess puis, considérant, soit une fonction composée
différentielle de w, ¢, ..., soit une relation dillérenticlle entre «,
¢, «.., nommons cole de expression ou de la relation dont il s'agit la
cole maxima des dnconnues et déricdes qui y figurent effectivement
(abstraction totale ¢tant faite, dans eccette ¢valuation, des variables
indépendantes ). Cela étant, il est clair que toute différentiation pre-
mitre exéentée, suivant Palgorithme des fonctions composées, sur
Pexpression ou la relation considérée, augmente d’une unité la eote
de cette dernitre.

i particulier, si Pon considere une relation différentielle ayant
pour premier membre quelque dérivée d'inconnue et pour second
membre quelque expression de cole au plus égale i celle du premier
membre, et si sur cette relation on exéeute des différentiations en
nomhre quelconque, en remplacant, avant ou apres quelques-unes de
ces dilférentiations, telles ou telles des dérivées qui figurent dans le
second membre par des expressions de cotes respectivement infé-
ricures ou egales i celles des dérivées dontil s’agit, le second membre
de la relation résultante est, lui aussi, de cote au plus égale & celle de
son premier membre.

5. Relativement aux systémes différenticls olt Pon affecte, comme il
vient d’¢tre dit, les varcables indépendantes de cotes respectives toutes
égales ¢ 1, et les fonctions inconnues de cotes respectives quelconques
(positives, nulles ou négatives), nous adopterons, une fois pour toutes,
les conventions d'éeriture suivantes. Le systéme différentiel élant désigné
par une leitre majuscule, S -

1* La notation s, (1ettre minuscule allectée de Vindice C) désignera
Uensemble des équations qud, dans le systéme S, possédent une cote égale
a G (n"4)(Cest alors un entier algébrique au moins égal a la cote
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minima des équations du systeme S et au plus égal @ leur cote
maxima).

2° La notation S, (lettre majuscule alfectée de Pindice G, quiy figure,
comme dans 1°, en bas ¢t & droite) désignera Uensemble des équations
qut, dans le systime S prolongé (n° 3), possédent une cote égale a G
(C est alors un entier algébrique au moins égal & Ta cote minima des
équations de S, et pouvant surpasser tout entier donné),

3° La notation 'S (lettre majuscule affectée de Uindice G, quiy figure
entre parentheses en haut et & gauche ) désignera Uensemble des équa-
tions qui, dans le systéme S prolongé, possédent une cote inféricure ou
egale a C (ici encore, Cestun entier algébrique au moins ¢gal i lacote
minima des équations de S, ¢t pouvant surpasser tout entier donné).

6. Soient S el T deux systémes différenticls impliquant les mémes
fonctions inconnues des mémes variables indépendantes. Attribuant
aux variables indépendantes des cotes respectives loutes égales @ 1, el aux
fonctions inconnues des cotes respectives quelconques,  désignons
par ¢ et A les cotes respectivement minima et maxima des relations
figurant dans les deux systémes (n® 4), puis par G un entier al
brique queleonque (au moins égal i 2).

Cela étant, pour que les systémes

’
-

~t

((1)5, wyp

(n° 5) sotent en corrdlation multiplicatoire quel que soit C, il suffit que
cela ait liew pour
Ce==0, 041, ., Al
Désignons, en effet, par A la différence (positive ou nulle) A — ‘,
el par

o 70) n) - b y
S tﬁ;'/, (P==0,1, % ooy 1)

les ensembles de relations respectivement déduits de
Sa-!-[n sy P

(n° 5) a l'aide de toutes les différentiations possibles de Pordre n;
désignons en outre par £ un entier positif quelconque, et, donnant
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3 G la valeur A + & ou ¢ 4= A + £, considérons le Tableau

. I 1) (h+1) (h-+k)

S8y S8y ceey  S3, S5 > -y S 5
- (A1) 1) S Le—1)
Ste1s - evs Spaas S ey 8B

¢
(B) ,
.................. Y ’
" Lo (N
SB4ds  SBady - v ey SGade

Pour former, a Paide da Tableau ci-dessus, les systémes respectifs
B8, @GN L BN @S R CEV SRS
il suffit d’en extraire les portions respectivement obtenues en prenant
sur sa gauche les
T T N R N T R B A
prmni('ms colonnes verticales. On voil en outre qu’uu effectuant sur
les ¢quations ®+S (outes les dillérentiations possibles des ordres o,

1,2, ..., &, on ohtient @++hS,

Les mémes remarques sont applicables au Tableau

1 () 1241 Ded-Fy
sy, L, ey b, g ey T
R e 1) (2 Ah- 1y
(s - gy G ceer La ’
. |
(6) /
.............................. ,
......................... ,
1 3]
(540, L5470 ceey 3,

ct aux sysl(‘u‘nes

@, @y G, G @kl

Cela étant, puisque les systémes

(NG, @GR

sont, par hypothtse, en corrélation multiplicatoire, les systémes

(F—{--).~0~lc)s’ (B-4Der-I)

jouissent de la méme propriété (n° 2).
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7. Les mémes nolations élant adoptées qu’aw numéro precédent, s
Uon suppose que, pour
Ce=0, 01, ..., 4,

les deux systémes

(855 8514 <o S62)
el

(Lgs Liyys - o5 /(:)
sotent en corrélation multiplicatotre, la inéme chose a licw, quel que soie G,
pour les deux systemes

(g, e,

1l suftit, en vertu du numéro précédent, de verifier Pexactitade de
notre conclusion pour G =2, ¢+ 1, ..., A.

Pour = ¢, elle rasulte immeédiatement de Phypothése, puisque les
deux systémes @8, OT se déduisent respectivement des Tableaux (5)
et (6) en prenant sar leur gauche Ia premiere colonne.

Pour C=2 -1, on remarquera, dune part, quen vertu de notre
hypothése, combinée avee la proposition du n® 2, les deax systémes

(55, 85) ol (L (5)

sont en corrélation multiplicatoire; d'autre part, qu’en vertu de notre
hypothese, les deux systemes

(555 s504) el (4ey liya)

joaissent de la méme propriété. Les systémes B, B respeclive-

ment deduits des Tableaux (5) et (6) en prenant sur leur cauche les

deux premitres colonnes, ont done entre cux la corrélation voulue.
Pour G = ¢ -+ 2, on observera de méme que les (rois systémes

. ! .II‘
(‘5737 S8y $5)»
e 1
(855 Si41s S5y S541)»
(855 St41y 854 2)
sont respectivement en corrélation multiplicatoire avee les trois sys-
temes
! ”
(&, s, ts),
/ ! \
(la’ ta—v 1y t?h ['aﬂl)’

(Lo Loyrs Lign)-
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Les systemes
(0+2)S’ (’l+2)'[‘,

respectivement déduits des Tableaux (5) et (6) en prenant sur leur
gauche les trois premicres colonnes, ont done entre cux la corrélation
voulue.
1 ~N . 1
Pour C= ¢ -~ 3, on observera que les quatre systémes
(‘S.E’ '\‘é, S’é’ ’s‘,él)’

. . -{ i " "
(%5 8415 SBr St41y 585 5511 )5
o on o g oh L
(58> $841> S5-25 58y STty S5an)s

(8 Stor1> Shazs SBaes)

sont respectivement en corrélation multiplicatoire avee les quatre sys-
temes

"

/ "
(5, tgy L5y L5),
! / " "
(l';’ Loy b8y Loty (85 (541),
/ ! !
(L85 Uity Lipas 8y Loty LBan),

(8 Loty Louns loas).
Kt ainsi de suite jusques el y compris G = ¢ + A = A.

8. Ltant donné un systeme différentiel S, résolu par rapport a cer-
taines dérivces des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, nous
conviendrons de dire qu’une dérivée de ces fonctions est principale
relativement au systéme, lorsqu’elle coincide, soit avee quelqu’un
des premiers membres, soit avee quelqu’une de leurs dérivées; nous
conviendrons de dire, dans le cas contraire, qu’elle est paramétrique.
Les relations du systeme S prolongé (n° 3) ont ainsi pour premiers
membres, avee répétitions possibles, mais sans omission, les diverses
dérivées principales des inconnues.

9. Considérons actucllement un systeme différentiel, S, satisfaisant
4 la double condition ci-apres :

A. Le sysiéme S est résolu par rapport & certaines dérivées des fonc-
tions inconnues qui 8y lrouvent engagees, et les seconds membres sont
indépendants de toute dérivée principale (r° 8).

Ann. Le. Norm., (3), XXIV. — NOVEMBRE 1907. 69
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B. En attrtbuant, dans toutes les équations du systéme, aux variables
indépendantes des cotes respectives toutes égales a 1, el aux inconnues
des cotes respectives consenablement chotsies (positives, nulles ou néga-
tives), chaque second membre ne contient, oulre les variables indépen-
dantes, que des quantites (inconnues et derivées ) dont la cote ne surpusse
pas celle du premier membre corresponduant.

.. N . . . .

Désignant alors par ¢ et A les coles respeclivement minima et

maxima des ¢quations de S, partageons ces équations en groupes
successifs,

(7) S8y S8ty - SAy
d’apres les coles croissantes,
8, 61, ..., A,

de leurs premiers membres (n° 5). Considérant ensuite le systéme S
prolongé (n° 3), partagecons-en de méme les relations en groupes
(limités) successils,

(8) Sz, Sﬂln Sa, SAsn e

Qapres les cotes croissantes de leurs premiers membres (n° 5). Rela-
tivementa ces groupes, nous noterons les observations suivantes :

1° Les groupes (7) se (rouvenl respectivement compris dans
8z, Sa’n <y DA,

et le premier d’entre cux, s;, est identique a S;.

¢ Le groupe général, 8¢, de la suite (8) a pour premiers membres
(avec répétitions possibles, mais sans omission ) les diverses dérivées
principales de cote C; chaque second membre est indépendant de la
dérivée principale qui constitue le premier membre coreespondant,
mais peul contenir, outre les variables @, y, ..., d’autres quantités
(inconnues et dérivées) de cote inférieure ou égale i (.

3% Le premier des groupes (8), Sz, identique, comme nous Uavons
dit, & sz, se trouve résolu par rapport aux dérivées principales de
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N
cote o; chacun des groupes

O841s  « -9 SAa

,

composé d’équations en nombre au moins ¢gal & celui des dérivées

principales de cote égale & son indice, est linéaire par rapport & ces
dernicéres, et les coefficients des dérivées dont il s"agit (identiques a
certaines dérivées particlles du premier ordre des seconds membres
de S) dépendentuniquement desvariables @, y, ..., des inconnues u,
0, «.., ¢t des quelques dérivées paramétriques figurant dans les
seconds membres de S; enfin, chacun des groupes

€

Sa 19 SAges oo

composé d’équations en nombre au moins ¢gal i celui des dérivées
principales de cote ¢gale doson indice, est lin¢aire par rapport aux
dérivees, tant principales que paramétrigues, de méme cote, et une
remarque toute semblable i la precedente s"applique aux coellicients
de ces dérivies.

4 Siodu groupe S, on extrait un groupe particl composé d’¢qua-
tions ¢n nombre exactement égal i celui des dérivees principales de
cole G, ce groupe partiel posséde, par rapportaux dérivees principales
de cote G, un déterminant différentiel qui est une fonction des va-
riables 2, y, ..., des inconnues «, ¢, ..., el des quelques dérivées
paramaétriques figurant dans les seconds membres de S,

Désignons maintenant par @ un entier (algébrique) déterminé, au
moins égal a A, et, des groupes
Sa, Sien, e Do,
extrayons respectivement des groupes,
(9) Ly Loy ceey L@y,

possédantla double propriété de se composer d’équations en nombres
respectivement égaux i ceux des dérivées principales de cotes

3, 041, ..., O,
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et de contenir les groupes (7). (La chose est possible, dans tous les
cas, d’'une maniére au moins, et, dans 'immense majorité des cas, de
plusicurs manitres.) Dans la suite des groupes (9), chaque groupe
posside, par rapport aux dérivées principales de cote ¢gale a son in-
dice, un déterminant diflérentiel qui est une fonction des variables
indépendantes, desinconnues, etdes quelques dérivées paramétriques
ficurant dans les seconds membres de S; et 'ensemble de ces groupes
posside, par rapport & Uensemble de ces dérivées principales, un dé-
terminant différentiel qui est le produit des précédents (en sorle que
sa non-nullicé, si clle a lieu, entraine celle des précédents).

Cela ¢tant, nous adjoindrons aux deux hypotheses 4 et B, ci-dessus
énoncées, hypothése suivante :

C. I existe quelgue suite, (), remplissant les conditions ci-dessus indi-
quées, et telle que les groupes g, Ly, ..., Lo sOLCnL Successicement 1eso-
L, [ ; DN
lubles par rapport aux deérivées principales de cotes 6, o + 1, ..., 0.

En d’autres termes, nous supposons que le déterminant différenticl
de I'ensemble de ces groupes par rapport aux dérivees dont il s"agit
n’est pas identiquement nul, el nous nous astreignons i ne considérer
les diverses quantités dontCil dépend que dans les limites ot sa valeur
numcrique reste differente de zéro.

Toutes ces conditions ¢tant supposées satislaites, il est elair que la
résolution successive des groupes (g), eflectuce par rapport aux déri-
vées principales de cotes 8,04 1,...,0, fournira pour chacune delles
une expression a la fois indépendante et de toute dérivée principale
quelle qu’elle soit, et de toute dérivée paramétrique ou fonetion in-
connue dont la cote surpasserait celle du premier membre correspon-
dant. En outre, les divers groupes (7), qui, par hypothése, figurent
dans (9), ne contenant dans leurs seconds membres aucune dérivée
principale, ne peuvent manquer de figurer tels gu'dls sont dans les for-
mules de résolution, en sorte que ces derniéres comprennent nécessad-
rement Loutes les équations du systéme S. Nous désignerons alors par

(IO) ‘*P('J) LPF»H, RS} Ll-‘(-)

les formules de résolution dont il s’agit, par W un systéme extrait
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de (o) sous la seule condition de contentr les groupes (7), et par C un
entier algébrique quelconque (au moins égal & 0).

Cela étant, les deux systémes

©g, VW
(n” 5) sont en corrélation multiplicatoire quel que sott C.
I. Considérons les deux groupes de variables

(r1) Usy Uy wuny Uy

(12) t,

et soit P une fonction de ces diverses variables, de forme entiere par
rapport & celles du groupe (rr1). Considérons en méme temps un
groupe de formules

(13)

exprimant les variables (11) 4 Paide des variables (12), et soit Q la
fonction des seules variables (r2) obtenue en remplacant dans P les
variables (11) par leurs expressions tirées des formules (13).

Cela ¢tant, s¢ Lon considere les dewr équations

) QO
P:=o,

Q 0,

lune quelconque d'entre elles est une combinaison multiplicatoire de
Cautre et des formules (13).

Posons en effet
5 wy — Uy (4, .. ) = vy,

ty ~= Uy (by oo.) =y,

(14)

Si, dans la fonction P, entiére en w,, «,, ..., 4z, on remplace ces
variables par leurs valeurs tirées de (14), et qu’on ordonne le résultat
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par rapport & v,, vy, ..., U le terme indépendant est précisément
égal 2 Q, et ensemble des termes restants peut s’écrive sous la forme

(15) Ao+ Ayvs .o = A,

ol les A sont entiers par rapport aux u, avee des coefficients fone-
tions de ¢, .... Si Pon effectue maintenant la substitution inverse,
qui régénere évidemment la fonction , le terme Q, indépendant
des v, reste tel qu'il est, et expression (15 ) prend la forme

Lo, —Uy) + Ly(upg— Uy) ... Ly —Uy),

ou les L sont entiers par rapport aux «, avee des coefficients fonctions
de ¢, .... On a done lidentité

P=0Q 4 Li(u;— Uy) Ly (g — Uy) 4., o L (g — Up),

laquelle entraine immédiatement le double point que nous avons en
vue.

II. Désignant par C un entier algéhrique inféricur a ® (et au moins
. \ ™ .
égal 4 ¢), remplacons dans le groupe ¢, (entier par rapport aux
dérivées principales) les dérivées principales de cole inféricure i
C -+ 1 par leurs valeurs Lirées de

1

(16) Doy Yowrs  oeen b

et nommons 9., le groupe résultant. Gela étant, lun quelconque des
deux groupes
bivts Qe

est une combinaison multiplicatoire de U awtre et du systéme (16).

Car si, dans ces deux groupes, on considére deux relations corres-
pondantes, il résulte immédiatement de Palinéa 1 que Pune quel-
conque d’entre elles est une combinaison multiplicatoire de "autre et
du systeme (16).

1. Pour
im0, -4, ..., O,
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les deux systémes

(17) (Lo logns -+ vs b))
el
(18> <¢?)’ '“Lﬁ{-l) "',LP(I)

sont en corrélution multiplicatoire.

La chose est ¢vidente pour C =g, puisque /; et $z sont 'un et
Pautre identiques & sz 11 suffit done de faire voir qu’en supposant
G moindre que @, la corrclation spécifice, si elle a lieu entre les
systemes (17) et (18), a nécessairement lieu entre les systemes

(19) (485 €511y = oy by be)
el
(20) (Vs Yoy « o vs Yoy Piaa)e

1° Le systéme (20) estune combinaison multiplicatoire de (19).

Bifectivement, le systéme (20) se compose du systeme (18) et du
groupe b .

Or, en vertu de ce qui est admis pour la valeur C, le systeme (18)
est une combinaison multiplicatoire de (17), et, par i méme, de (19).

Quant au groupe Y, qui provient du groupe o, défini & Palinéa
précedent, par la simple application de Palgorithme de Cramer, il en
est, comme cela résulte d'une remarque élémentaire (n® 1), une
combinaison multiplicatoire; & son tour, le groupe .., est, en vertu
de Palinéa 1, une combinaison multiplicatoire de

(21) (V5> Pavts -« o5 Pos lew)s
finalement, le systeme
(s, ‘-Prh—n sy '1'—’(;)
est, comme nous Pavons dit, une combinaison multiplicatoire de

(L?'n 564.1, ] t(})’
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d’ou il résulte que (21) est une combinaison multiplicatoire de (19).
On voit done, de proche en proche, que le groupe g, est, lui aussi,
une combinaison multiplicatoire de (19).

2 Le systeme (19) est une combinaison multiplicatoirve de (20).

Effectivement, le systéme (rg) se compose du systéme (17) et du
groupe £e.,,.

Or, en vertu de ce qui est admis pour la valeur G, le systéme (17)
est une combinaison multiplicatoire de (18), et, par Ia mémes; de (20).

Quant au groupe f,,, il est, en vertu de alinéa précédent, une
combinaison multiplicatoire de

(22) (Vgy Yogery - -5 Yy Pira) s

s

a son tour, le groupe o¢,, en est une de b, ,, Coiil résnlte que (22)
est une combinaison multiplicatoire de (20). On voit done, de proche
en proche, que ¢, est, lui aussi, unc combinaison multiplicatoire

de (20).

IV. Revenons a notre énoncé général.

Le systtme S faisant partic de W, le systéme 'S fait partie de ‘“W,
et, par suite, en est une combinaison multiplicatoire.

Réciproquement, désignons par W et T les systemes respectifs (10)
et (). Le systéme W faisant partie de U, le systéme "“W fait partie
de “W, e, par suite, en est une combinaison multiplicatoire. D'ail-
feurs, les systemes M7 et T satisfaisant, en vertu de Palinca 11, 4
toutes les conditions requises par notre énoncé du n® 7, M'un quel-
conque des deux systémes “U, T, le premier par exemple, U7, es(
une combinaison multiplicatoire de Pautre, “T. Enfin, “T comprend
manifestement les mémes équations que ““S. On voit done, de proche
en proche, que "““W est une combinaison multiplicatoire de "“S.

10. Aux conventions d'écriture posées au n® 5 nous adjoindrons
désormais la suivante.

Si sur un systéme différentiel (ou sur une fonction composée dif-
férenticlle) on effectue un changement linéaire et homogéne des
variables indépendantes (¢’est-d-dive un changement ot les nou-
velles variables s’expriment par des fonctions linéaires ¢t homogenes
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des anciennes, et inversement), le nouveau systéme (ou la nouvelle
fonction composée) obtenu par I'application pure et simple des for-
mules de la transformation sera désigné par la méme notation mise
deux fois entre crochets.

Supposons, notamment, qu’il s’agisse d’un systéme, S, ou les va-
riables indépendantes aient été alfectées de cotes respectives loutes
égales 4 1 ct les fonctions inconnues de cotes respectives quel-
conques; puis que, sur le systéme S, on effectue le changement de
variables dont il s’agit, en attribuant de méme aux nouvelles variables
des cotes respectives toutes égales a 1, et en conservant aux fonctions
inconnues les cotes respectives qu’elles avaient avant la transforma-
tion. Cela ¢tant, la notation “““S]yl, par exemple, désignera, parmi
les relations appartenant au systéme transformé ||5]| ou s’en dédui-
sant par de simples différentiations d’ordres qll(;l(;nnq,ucs (relatives
aux nouvelles variables ), Pensemble de celles dont Ta cote ne surpasse

pas C; la notation || s ] designera le groupe obtenu en considérant,
parmi les relations qui appartiennent au systéme primitif S ou qui
s’en déduisent par de simples différentiations d'ordres quelconques
(relatives anx anciennes variables), 'ensemble de celles dont la cote
ne surpasse pas C, et en effectuant sur elles le changement de va-
riables: ete.

11. Si dewx systémes différentiels, S, T, impliquant les mémes fonctions
inconnues des mémes variables indépendantes, sont en corrélation mulli-
licatoire, les deux systémes qui s'en déduisent respectivement par un
méme changement de variables lincéatre et homogene jouissent aussi de
cetle propriéié.

Lffectivement, si 'on désigne par

L,=o, [,==o0, ey Ly=o0

les ¢équations de S, il résulte de la corrélation supposée entre S et T
que toute équation de T est de la forme
Allq""‘ Az [Jg“‘*"’- .o AKIJH': 0,

ot Ay, Ay, ...y Ay sont des multiplicateurs convenablement choisis.

dnn. Ee. Norm., (3), XXIV. — NoveMBRE 1907. 70
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Aprés le changement de variables, cette équation prendra donce la
forme

[[AT][E] + [[AT] [T 121] oo [TAD] [T LT =0

Ainsi, toute équation de UF[I est une combinaison multiplicatoire

de ][Q] ], et on prouverait de méme la réciproque.

12. Soient S et T deux systemes différenticls impliquant les mémes
fonctions inconnues des mémes variables indépendantes.

Considérant les équations du systéme S, effectuons sur elles loutes les
différentiations des ordres o, 1, 2, ..., m, puis, surle systéme résullant,
un changement de variables linéaire el homogene.

Considérant a leur tour les équations du systéme T, opérons dans
Pordre inverse, ¢’'est-d-dire effectuons d abord sur clles le changement
de variables dont il sagit, puis, sur les équations résullantes, loutes les
différentiations des ordres o, 1, 2, ..., m (relativement aux nouvelles
variables).

Cela étant, si les dewx systémes S, T sont en corrclation multiplicatoire,
les deux sysiémes qui §"en déduisent respectivement par les dewx suites
d’opérations ci-dessus difinics jouissent aussi de cette propriéle.

[. Titant donnée une relation différenticlle, effectuons sur elle (outes
les differentiations premicres, puis sur les équations résultantes un
changement de variables linéaire et homogene. Renversons maintenant
Fordre des deux opérations, ¢’est-a-dire effectuons d’abord sur la
relation proposée le changement de variables dont il s’agit, puis sur
["équation transformdée toutes les différentiations premicres (relative-
ment aux variables nouvelles). Je dis que les dewx systémes ainsi
obtenus (dans lesquels il est inutile de comprendre équation trans-
formée clle-méme) sont en corrélation multiplicatoire (le passage de
Pun i Pautre s’effectuant a "aide de multiplicateurs constants ).

Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois variables indépen-
dantes, et que les anciennes, x, y, 5, soient lices aux nouvelles, o, ¥/,
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z', par les relations
P gy - @1)’ + 715,
(23) Y

3 gy ﬁ:;)’ -+ Y85,

=g -t By ¥ - Y5,

Soil, d’autre part,

(),:,'-IAIL A " 5
(24 Floe, v, 5,0, ..., ——— "')to
(24) RARIES Tt Qyn PELS ;
la relation différenticlle proposée entre les inconnues w, .... Soit,
enfin,
(m’)) OEhe ke, o >..‘ A grivaert gy,
R i E = R A i NN Vel

. . . .. . Yoerhovky )
la formule qui exprime la dérivée ancienne T 0y T alarde des deé-
rivées nouvelles da méme ordre : dans le second membre de cette for-
mule, la sommation doit ¢tre ¢tendue i toutes les valeurs des entiers
P g’ ' pourlesquelles on a

J A T S = R R

et A, oo désigne une fonction enticre et homogene, de degré g—+4 + £,
des coeflicients de la transformation.

Effectuons d’abord sur équation proposce (27) les diflérentiations
premicres relatives &, v, =, puis sur les (rois équations résultantes
la transformation (23). lin posant, pour abréger,

itk

dak Dy 5k = s loles

il vient, par les differentiations,

Jar oF du I QR vl )
) + g ow Tt Dty e QXL Qyl )z = O
(46) Jov oF e o 0N oertihvte
‘ dy du dy Dty e dicd dy” 1 st ?
OF  OF Ju OF gkt
gz T owas T Ditgp 028 QyPoghti 7 7 o

Qe+ Lot T u

] o)pbtt ()J,IL ()5/4:
a Paide des dérivées nouvelles du méme ordre peul s’éerire

’autre part, la formule qui exprime la dérivée ancienne

DU RRIR ho-le g n ()”/,r,/l.,lc — ()M”_/,,,}c

()M,(;‘,/L,/I . ()”g./l.,lc
1 h [ It J - ?
Jaett gyh sk dix Jux

ayr TP os!

-+ oy
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ou, si 'on a égard a la formule (

Sl

JHh+-ke gy

Jle+1)
Jus gyt Qe L ) yk g5k

(. RIQUIER.
(25),
Jp )y

PPy dy'1t gz

b L GRR VI
~+ oty e |
Y oa'r ay't gz )2

QL
da'v gy’ 93"

et 'on aura, par un calcul semblable,

05’+(/L+1 )+ gy

Jw¥ Jy" T gsk

()g+/4 (k1)
()xg()ylz U"/‘ 1

_.ZA/» g, <@1 JdaT T gyl )5

ZAP 7, </1

- p QU
2 ()-’L‘l"’ ()‘y/l/‘—H ();/I"
. ()[!-i—l[*}r(l +1) 0 N
- Ps dx'? Jy't" g5+

) D--1) 4"+ gy

()(p’»l D'+ 1"
Qx'? Tyt Js'r

Gy
R e e o
o' Qy' it g5
QUL gy

N Dyt «):"""‘)’

les sommations des seconds membres étant ¢tendues aux meémes va-
leursde p', ¢, ' que précédemment. Cela étant, la transformation (27)
appliquée aux formules (26), donnera

du du

a7 ey

A Py, <G{1

Cde T du %

| N ~_()l.f‘ ~

()(IA,,/,’/, e

oF  OF ou Jdu
o o (ﬁr Py
JF
(27> ()”g thAl'a’I. (()1
oF " ()j - du e du
Uz du " 0z /2 D;-’

20 AL
()1/;; Ik Z P\ T

—

du’
Oy ’();,) .
Qg ey,

R N

QP ey,
“2 't Dy T
QUL

‘,{‘.‘
-+ o
du

+ s ()”’) +

’){pll)lijllu )//+(!/ 1 )0’ u
dz'P L gy'd" )5’ P (2()J‘I” Jy' 1+ g5

oar g b (141 u

+ P Q2P Jy" g5 ;‘T—‘) +

Ju’
- '/;, ;)"z‘,) ’}". .

QP A1) A1 u

D& gy g5

QP A
72 dx'P" Jy' -+t )z
op"i-!/'fi-(l"w-l) u

+ s W) I e
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formules dans lesquelles @, v, 5, wg 44 .- . doivent étre remplacés par
leurs valeurs provenant de la transformation.

Opérons maintenant dans ordre inverse, ¢’est-3-dire effectuons sur
équation proposée (24) la transformation (23), puis sur I’équation

transformée les différentiations premiéres relatives

ainsi

ox
() 2!

| OF
Ju

0 l*
Jx

dx

(28)

JF
o

.&...

formules dans lesquelles @, y, 5, tgp ... doivent encore étre

aa,y, s llvient

IF oy oF 0= JF Jdu
dy 0x' 7 9z dx’ T Ou Ja
JF Qg y
()“;.' Ik 2‘ Astoaor QP dy'? 95" F-e =0
aF oy JF 0= JF Jdu
dy (7;7 T Jz 0y" T dudy
Il ~ QPHla ey
ity it 2-4 A ' gyl )51 =0
aF dy  IF 9z JIF du
dy 9s' T Js 0" T du d5'
JF ~ Jrira e gy
T 2 M i g O

rems-

placés par leurs valeurs provenant de la transformation.
Cela etant, il suffit, pour obtenir la premiere formule (28), de mul-

tiplier les équations (27) respectivement par les constantes

s
Jx

., (), 4B Jz
I P ! () 2 g
()z
( -+ 72
) = (3 ’) ( -+ 2 (}
o, 05 g, O 0%
e ] 20! P ox!

()y
,7

O
dx'’ ¢

—» ¢l "ajouter membre & membre en tenant compte des rclations

Un calcul semblable ferait retomber sur la deuxiéme formule (28),
puis sur la troisieme.

(1) Il sulfit, pour obtenir ces relations, de considérer, dans les formules (23), »

)y 3

comme fonctions de a4/, ', 2', et de différentier par rapport a x'.
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Inversement, il suftit, pour obtenir la premicre formule (27), de
multiplier les équations (28) respeclivement par o, o, oy, ¢t d'ajouter
membre & membre en tenant compte des relations

[0, 9% 4 0 9% L0 97 |

& Lo fy! Yos' T

(29) ’0-(-)-‘Z-+a»—(»)'—‘£+a—(-)»‘i*'n
"9 " ox! Loy Hod T

’ oy ()._;._ _4_0(2..(.).{‘ -Fa.{.(_)i:_ o O (1)_
L da! dy' R

On obtiendra semblablement la deuxieme et la troisicme for-
mule (27).

(1) Comme on a, en vertu de (»23).

nr = T K') -+ K-.‘.’.,
B B B
- A A .) A i)

= Ity I ok ) Ly

A A A

ot A désigne le déterminant
G .
TR TR S
43 (52 M2 |y
oy (5:; (3
et
Ah Bh rh

A‘Iv ”‘27 1‘21
A.’H B.’h ]‘3

les cocfficients respeclifs de ses ¢léments, on a aussi

éﬁ - A1 dx . Ag o o A;,
or A’ 't A’ o A7
Qf_ By oy By Jdr By
dr’ R’ g A’ N
dz 1 0z Iy Uz Iy
YN TN gz~ A’

d’olt Pon déduit les relations (29 ).
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1. La proposition formulée au deébut du présent numéro 12 est vraie
pour m = o.

C’est ce qui a été démontré au n° 1.

HI. Si la proposition formulée au debut du présent numéro 12 est
vraie pour une valewr de mn, elle Uest pour le valeur suivante m + 1.

Considérons successivement les cing suites d’opérations définies
ci-apres

Premicre suite. — Bffectuer sur S toutes les différentiations des
ordres o, 1, 2, ..., m, m—1, puis sur le systéme résultant un change-
ment de variables linéaire et homogtne.

Deuxiéme suite. — Ellectuer sur S toutes les différentiations des
ordres o, 1, 2, ..., m, sur le systeme résultant toutes les dilféren-
tintions des ordres o, r, el sur le systéme obtenu en dernier lieu le
changement de variables.

Troisieme suite. — Blfectuer sur S toutes les différentiations des
ordres o, 1, 2, ..., m, sur le systeme résultant Ie changement de va-
riables, et sur le systéme obtenu en dernier licu toutes les dilléren-
tiations des ordres o, 1.

Quatriéme surte. — Ellectuer sur T le changement de variables, sur
le systeme résultant toutes les différentiations des ordres o, 1, 2, ...,
m, etsurle systeme obtenu en dernier licu toutes les différentiations
des ordres o, 1.

Cinguiéme suite. — Lffectuer sur T le changement de variables, et
sur le systéme résultant toutes les dillérentiations des ordres o, 1,
2, oou, My, M+ 1.

Des cing systemes differentiels respectivement obtenus par ces cing
suites d’opérations, le premier est visiblement identique au deuxiéme.
Si, au systéme
(S, S’, S”, ey S(m})’
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déduit de S par toutes les différentiations des ordres
o, I, 2, ..., m,

on applique les conclusions de I'alinéa I, on voit que le deuxitme de
nos cing systémes est en corrclation multiplicatoire avee le troisiéme.

Considérons maintenantla troisicme et la quatricme des cing suites
d’opérations décrites ci-dessus, et, pour les comparer entre elles, fai-
sons d’abord abstraction, dans chacune, de la derniére partie, qui
consiste a effectuer sur le systéme que 'on vient d’obtenir toutes les
différentiations des ordres o, 1. Il résulte alors de ce qui est admis
pour la valeur m que les deux systémes, Q, R, respectivement obtenus
avant celte dernitre partic de opération, sont en corrélation muli-
plicatoire, puis, du n°2, que les devx systémes respectivement déduits
de Q et R par toules les différentiations des ordres o, 1 jouissent de la
méme propriété.

Enfin, le quatritme de nos cing systémes diflérenticls est visible-
ment identique au cinquitme.

De ces comparaisons, faites de proche en proche, il résulte, en défi-
nitive, que le premier et le cinquitme systéme sont en corrélation
multiplicatoire : ¢’est ce qu'il sagissait de prouver.

IV. Le simple rapprochement des alinéas IT et 1T suffit & établir
Pexactitude de notre ¢noncé.

13. Supposons actuellement que, dans les systémes différentiels S
et T, on ait attribué awx variables indépendantes des cotes respectives
toutes égales a 1, et aux fonctions inconnues des cotes respectives
quelconques; désignons alors par ¢ la cote minima des équations du
systéme, par A leur cote maxima, et par G un entier algébrique quel-
conque (au moins ¢gal i 2); reportons-nous enfin aux conventions
des n* 5 et 10.

Cela étant, pour que les systémes
[[“S ” , ((hl l,l.ll

sotent en corrélation multiplicatoire quel que soit G, il suffit que cela art
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lieu pour
=209, 341, ceey A.
Désignons, en effet, par A la différence (positive ou nulle) A — ¢,
par
() .“t" alin) N o
S5 L (,._,,_I\ (p=o,1, .‘,...,-A)

les ensembles de relations respectivement déduits de
S8-4p> [ [ 54p l]

a Paide de toutes les différentiations possibles de 'ordre », et par £
un entier positif quelconques; puis, donnant i G la valeur 8 + A + £,
considérons le Tablean

lsat]e Jissth oo 121 [0 - [1571)s
[T R | il | R 0 | R | v | B

(30) ¢

| l[g?' b ‘ l’ l [“';'J-xfl. l l » rey I [?ﬁ;/i, JI .
Pour former, & aide du Tableau ci-dessus, les systémes
[[®s1], [rowsy], .., [Lewsy), [[@os)], ..., [[eRs]],

il suffit d’en extraire les portions respectives obtenues en prenant sur
sa gauche les

T, 2, eeey A1, A-F2, ..., heh-1

premieres colonnes verticales. On voit en outre que, pour obtenir
I["’ "“"’S]], il suffit d’effectuer sur @S toutes les différentiations des
ordres o, 1, 2, ..., £, puis sur le systéme résultant le changement de
variables linéaire et homogene.

Les systémes

(a)’.[TjJ, (&H)I.['l‘:]_l’ ., (6-»7.)[[1’];], <6+).~H)lrlt,l,”, o, (a+7.-»/.',[[,”-l

Ann. Le. Norm., (3), XXIV. — DEcEMBRE 1907, 71
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se formeront de la méme maniére i aide du Tableau

[e1] [tel]s oo [re))™ (e e (6]

3 ([t 1]s oo [[2ea]]®70 [La 1] e [TE02]",
Go U e :

[(oad]s [laad]s e [laad]™

v

Bk A, o .
On voit en outre que, pour obtenir ([ I ﬂ | suffit d’effectuer
B-+))
sur | [['l ] toutes les différentiations des ordres o, 1, 2, ..., £.
Cela étant, puisque les systémes

[[emsy], ]

sont, par hypothese, en corrélation multiplicatoire, les systémes qui
s’en déduisent respectivement par toutes les différentiations des
ordres o, 1, 2, ..., £ sont cux-mémes en corr(:la(ionN mul!ipli«-:l-
toire (n° 2). Or, en effectuant ces différentiations sur l[ l|| on
obtient, comme nous venons de le dire, (’JHM'“ T Il le systeme

(M)M'“T]J se trouve done en corrélation multiplicatoire avee celui
que on obtient en transformant d’abord 1S et effectuant ensuite
sur le systeme (ransformé toutes les différentiations des ordres o, 1,
2, ..., £ D'ailleurs, en verta da n® 12, le systéme obtenu en dernier
lieu est, 4 son tour, en corrélation multiplicatoire avee celui qui pro-
vient de Uinterversion des deux opérations précédentes, ¢ est-a-dire
avec celui qui provient : 1°des différentiations des ordres o, 1,2, ..., &
exéeutées sur @S5 20 de la transformation exéeutée sur le systeme
résultant. Or, comme nous 'avons dit plus haut, on tombe, en opé-
rant de cette derniére fagon, sur l["‘”*"s ]l
Finalement donc, les systémes

[[@ng]], O[T

sont en corrélation multiplicatoire, ce qu'il s’agissait d’établir.

14. Les mémes notations étant adoptées qu’aw numéro précédent, si
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lon suppose que, pour

C =9, 041, e, A,
les deuax systémes
(88y $34-15 « - -5 S¢)
el
(L3 Loay =+ -5 Le)
soient en corrélation mulliplicatoire, la méme chose ne peut manquer
d’avoir licu, quel que soit C, pour les dewx systémes

[rosil. [l

Il suffit, en verta da numéro précédent, de vérifier Pexactitude de
notre proposition pour

i=0, 01, ce A.

r ~ ’ . ’ . ) d ’
Pour G ==, clle résulte immédiatement de Phypothese, combinée
. . . st Gt
avee la proposition du ne 11, puisque les systémes l[""b]l, '“ I ]I Se
déduisent respectivement des Tableaux (30) et (31) en prenant sur
leur ganche la premiére colonne.
~ ‘

Pour € == o1, on remarquera, d’une part, qu’en vertu de notre

hypothese, combinée avec la proposition du n® 12, les deux systémes

([Lsa]s [Lss1]) et ([Leal]s [Lea1]")

sont en corrélation multiplicatoire; d’autre part, qu’en vertu de notre
hypothese, combinée avec la proposition du n® 11, les deux systémes

([Lsa1]s [Lsand]) ev ([[a1]s [[aa]])

jouissentde la méme propri¢té. Les deux systémes l[‘a""S | l, (w')[ [T] l,
respectivement déduits des Tableaux (30) et (31) en prenant sur leur
gauche les deux premiéres colonnes, ont done entre cux la corrélation
voulue.

Pour (= ¢ + 2, on observera de méme que les trois systémes

([so1]s [Cs3] [Ls51]),
([Lsa1]s [Lsesd]s [Ls81)s [Lsbaa]])s
([Lse1] |Lsowed]s [Dsaaad])
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sont respectivement en corrélation multiplicatoire avec les trois sys-

temes
([te))s [ret] [te1]"),
([ta]s [teead]. [Lad]s [Leaead]),
([ra1]: [tend]s [Laa1]).

Les deux systtmes
[[(54-2)5” (@+2) [[ lJJ

respectivement déduits des Tableaux (30) et (31) en prenant sur leur
gauche les trois premitres colonnes, ont done entre cux la corrélation
voulue.

Pour C = ¢ + 3, on observera que les quatre systémes

([t [1s1]s [E22], [Ls51)),
([t} [tssead]. (151> L5t (1] [L501]),

(L1 [tsnend]s [l ]s [Es51] [055021)5 [[501])s
([Csa1], [soasd]s [Ls321]s [L52101])

sont respectivement en corrélation multiplicatoire avee les quatre sys-

temes
([ta1), [te], [ralf’s [a]),
(ta1), [taa] [talfs [tawi], [tal]’s [laal])
(ta1), (oot [(al]. [161]' [en]s [(ea]),
(1), [t} [ty [1e]):

Et ainsi de suite jusques et y compris C =6 + A = A.
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CHAPITRE 1I.

REDUCTION DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS AU PREMIER ORDRE.

v

I5. Si, dans une fonction schématique de x, y, ..., on se propose
d’effectuer une coupure & U'aide d’un ensemble B ne contenant aucun
monome superflu ('), Uapplication d’un procédé tout élémentaire (dont
Pindication se (rouve contenue dans la démonstration ci-apres)
JSournit, pour le résidu, des termes schématiques (en nombre limité) de
Jorme lelle, et éerits les uns a la suite des autres dans un ordre tel, que
les trois conditions suivantes se trouvent a la fors satisfaites :

1° Tout monome extérieur du résidu (sauf celud de degré zéro) s'ob-
tient en multipliant quelque autre monome extérieur par quelqu’une
des différences étrangéres a la fonction schématique (dégénérée ou non)
qui correspond a ce dernier.

20 Tout monome de U ensemble B s’obtient en multipliant quelque mo-
nome extéricur du résidu par quely’une des differences étrangeres a
la fonction schématique (dégénérée ou non)) qui correspond & ce dernier.

30 8, en mudtipliant un monome élémentaire (extérieur ou non),
provenant d’un terme schématique, , du résidue, par une des différences
élrangéres a la fonction schématique qui figure dans t, on obtient (au
coefficient schématique pres) quelque aulre monome élémentaire du ré-
stdu, ce dernier monome élémentaire provient certainement de quelqu’ un
des termes schémaltiques éerits a la suite de ¢ (*).

I. Notre proposition est exacte si dans U ensemble B ne figure e ffective-

(1) Sur une question fondamentale du Caleul intégral, I Partie (Acta Mathematica,
Lo XXID). = Sur Leristence, dans certains systémes différentiels, des intégra'es répon-
dant & des conditions initiales données, Chap. 1 (Annales de U’ Ecole Normale, 1904 ).

(%) En particulier, un monome ¢lémentaire provenant du dernier terme éerit ne repro-
duit jamais, par les multiplications indiquées, aucun monome élémentaire du résidu.
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ment qu’une seule des différences
X —Zgy Y=o e

Car 'ensemble E, ne contenant, par hypothése, aucun terme su-
perflu, se compose nécessairement ici d’'un monome unique tel que
(z — x,)*; le résidu de la coupure peut alors s’éerire sous la forme

Foly, ...)+(z—x) Fi(y,...)
(2 — ) Foly, .. )+ (—2)* Fo (y, -..),

ouF,, F,, F,, ..., F,_, désignent o fonctions schématiques des seules
variables y, ..., ¢t ol les monomes extérieurs sont

(#—20), (=) (—x), ..., (B——m2y)* L
On en déduit immédiatement e point & démontrer.

I1. Si notre proposition est exacte dans le cas ot I ensemble ¥ contient
effectivement moins de k + 1 diflérences, elle Uest encore dans le cas ot il
en contient k + 1.

Supposant, pour fixer les idées, que & — @, soit une des £ -1 dif-
férences dont il s’agit, et désignant par o Uexposant maximum dont
elle se trouve affectée dans U'ensemble, éerivons le résidu de la cou-
pure E sous la forme

() To(y, .. )-+(x—a,) Ty (y,...)+(@—x,)* Ty(y,...) 4...
e (2= 20 ) # Ty (7r ) A+ (2= 2, 2T (2, 3, )

Les expressions
(2) Tolys o) Ty, o)y Taly, o)y ooy Ty, ..0)

s’obticnnent, comme nous I'avons établi ailleurs ('), par certaines
coupures pratiquées dans une fonction schématique des seules va-
riables y, ... a laide d’ensembles o ne figure pus la différence ©v — x,,
et que I'on peut loujours supposer débarrassés de leurs monomes

(1) Poir les Mémoires cilés au début de ce Ghapitre.
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superflus; quant & 'expression
(3) T(z, 5, ...),

ou bien elle est identiquement nulle, ou bien elle s’obtient par une
coupure pratiquée dans une fonction schématique de toutes les va-
riables @, y, ... a4 l'aide d'un ensemble od ne figure pas non plus la
différence x — x,, et qu’on peut supposer, lui aussi, débarrassé de ses
monomes superflus. En vertu de ce qui est admis, on peut donc écrire
les résidus (2) et (3) de telle facon que, dans ces résidus et dans les
ensembles qui les ont fournis, les trois propriétés formulées par
'énoncé général se trouvent satisfaites. Les supposant désormais écrits
ansi, nous rappellerons, conformément & ce qui a été établi dans un
des Mémoires cités (1), que les deux premiéres propriétés se trouvent
vérifices pour 'ensemble K et le résidu correspondant (r), et il nous
reste d faire voir que la troisicme propriété est également.

Considérons, a cet effet, dans le résidu (1), un monome ¢lémentaire
(extérieur ou non) provenant de la portion

(4) (0 —=@g)* Ty (yy -0 0)s
ol o’ est supposé < «, et soient
() (@—2)* (y —y0)P...

le monome ¢lémentaire dont il s’agit, ¢le terme du résidu (1) d’ou il
provient: ce terme ¢ est le produit de (x — ,)* par quelque terme, ,
du résidu Ty (y, ...), etle terme < est, & son tour, le produit de
quelque monome indépendant de  — 2, par quelque fonction sché-
malique indépendante de x. Cela étant, si, en multipliant le monome
¢lementaire (5) par ¢ — 2, on reproduit un monome élémentaire du
résidu (1), ce monome

(@ — 2)* 1 (y — y,)f. ..

ne peut provenir que de la portion du résidu (r) qui contient le fac-

(1) Sur Uexistence, dans certains systémes différentiels, des intégrales reépondant a
des conditions initiales données, Chap. I (Annales de 1'Licole Normale, 1904 ).
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teur (v — x,)**', et, par suite, que de 'un des termes de ce résidu
écrits A la suite du terme ¢. Si, en multipliant le monome élémen-
taire (5) par une des différences, autres que & — o, étrangeres a la
fonction schématique qui figure dans ¢ (et 7), on reproduit un mo-
nome élémentaire du résidu (1), ce monome ¢lémentaire est fourni
par la portion (4); il en résulte qu’en considérantle monome ¢lémen-
taire ]
(y—=y0)P...

fourni par le terme 7 du résidu T, (y, ...), et le multipliant par la
différence dont il s’agit (étrangere, comme nous venons de le dire, a
la fonction schématique qui figure dans 7), on reproduit un monome
¢lémentaire de T, (y, ...) @ en vertu de ce qui est admis, ce dernier
est fourni par Uun des termes de Ty (y, ...) éerits & la suite de T;
donc le monome ¢lémentaire de (1) sera fourni par 'un des termes
de (1) éerits & la suite de ¢.

Considérons maintenant un monome élémentaire provenant de la
portion

(6) (2 —2)* T (2, ¥, ...)

du résidu (1) :siun pareil monome élémentaire existe, ¢’est, ¢videm-
ment, que Pexpression schématique T(a, y, ...) n’est pas identique-
ment nulle, et, dés lors, ainsi que nous Pavons rappelé, cette expres-
sion sc déduit d'une fonction schématique de toutes les variables ,
Y. --. parune coupure opérée i Paide d’un ensemble o ne figure pas
la différence z — x,. Cela ¢lant, soient

(7) (@ = 20)* " (y =y )T .. [« 0]

le monome ¢lémentaire dont il s’agit, et zle terme de (6) d’ou il pro-
vient : ce terme £ est le produit de (z — 2, )* par quelque terme, =,
du résidu T(x, y, ...), et le terme < est, & son tour, le produit de
quelque monome par quelque fonction schématique. Si, en multi-
pliant le monome élémentaire (7) par une des différences étrangires
a la fonction schématique qui figure dans ¢ (et 7), on reproduit un
monome ¢lémentaire du résidu (1), ce dernier monome ne peut pro-
venir que de la portion (6), puisque Iexposant de z — 2, y est au
moins égal & o; il en résulte qu’en considérant le monome ¢lémen-
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taire
(x — )% (y — ¥o)V- - -

fourni par le terme = du résidu T(2, y, ...), el le multipliant par la
dilference dont il s’agit (¢trangeére, comme nous venons de le dire, &
la fonction schématique qui figare dans 7), on reproduit un monome
¢lementaire de T(a, ¥, ...) : en vertu de ce qui est admis, ce dernier
est fourni par 'un des termes de T(x, v, ...) éerits & la suite de 73
done le monome ¢lémentaire de (1) sera fourni par l'un des termes
de (1) éerits & la suite de ¢.

HI. Le simple rapprochement des alinéas T et IT sulfit & prouver
Iexactitude de notre énonee géneral.

16. Dans une fonction schématique des vartables x, vy, ..., effectuons
une coupure a Uaide d’un ensemble W ne contenant aucun monome su-
perflu, et supposons que les fonctions schématiques figurant dans [ ex-
pression du résidu se réduisent toutes a des constantes. Une pareille ex-
pression, dont la forme est évidemment anique quand on y fait
abstraction de "ordre des termes, possede des lors, en vertu du nu-
meéro précédent, les trois propriélos ci-apres

1 Se lon considére (abstraction fuite de leurs coefficients schéma-
tiques ) les monomes, en nombre essentiellement fini, dw résidu, Uun quel-
conque d’entre eur (saw/ celui de degré zéro) sobtient en mult-
pliant quelqu’un des awtres par quelyid’une des différences x — x,,
Y = Yoy oo

22 Tout monome de l'ensemble 1i s’ obtient en multipliant quelqi’ un des
monomes du résidu par quelqu’'une des différences x — x,, Yy — ¥y, <o .-

3% Les monomes du résidu peuvent étre ranges les uns a la suite des
autres dans un ordre tel, que si, en multipliant quelqa’un d’entre cux
par quelya’ une des différences x — x,, y — ¥,y «.., on reproduit quel-
qu'un des aulres, ce dernier occupe loujours un rang plus élotgné que le
premier ().

(*) 1 suffit, pour cela, que le degré n'aille jamais en diminuant lorsqu'on passe d’un
monome au suivant. Kt il va sans dire que le dernier d'entre eux n’en peut, par les mul-
tiplications indiquées, reproduire aucun autre.

Ann. Fe. Norme., (3), X XIV. — Dicemsre 19o7- 72
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17. Dans une fonction schématique des variables x, y, . .., proposons-
nous d’effectuer une coupure al’ arde d’un ensemnble i ne contenant aucun
monome superflu, et supposons que dans ['expression du residu figure
quelque fonction schématique non dégénérée. Cela étant, si l'on désigne
par N un entier (arithmétique) convenablement choisi, et par P un entier
supérieur ou égal a N, arbitraire d’adlleurs, U application d’un procédé
lout élémentaire fournit, pour le résidu, des termes schématiques (en
nombre limité) de forme telle, et écrits les uns a la suite des autres dans
un ordre tel, que les quatre conditions suivantes se (rouvent a la fors sa-
tsfaites :

1° Le degré maximum des monomes extérieurs est cxacternent €gal
a P; a l'un au moins des monomes extérieurs de degré P correspond,
dans Uexpression du résidu, une fonction schématique non dégénéree, et
a tous ceux de degre inférieur & P correspondent des constantes schéma-
tiques.

2° Tout monome extérieur (sauf celui de degré zéro) s'obtient en multi-
pliant quelque autre monome extérieur (ce dernier de degré nécessaire-
ment inféricur & P) par quelqu’une des différences © — x4, ¥ == ¥yy oo - -

30 Tout monome de Uensemble B s obtient en multipliant quelque
monome extérieur du résidu par quelyeune des différences x — x,,
Y = Yoy -ens et celade telle fagon que, si au second de ces dewx monomes
correspond une fonction schématique non dégénérée, la différence par
laguelle on dovt le mudtiplier pour reproduire le premier soit étrangére ala
Jonction schématique dont il s’ agit.

4° Si, en multipliant un monome élémentaire (extéricur ou non),
provenant d’'un terme schématique, t, du résidu, par une des différences
étrangeres a la fonction schématique (dégénérée ou non) qui figure
dans , on reproduit (aw coefficient schématique pres) quelque autre
monome élémentaire du résidu, ce dernier monome élémentaire provient
certainement de quelqu’un des termes schématiques écrils a lo suite de ¢ ().

L. En désignant par K un entier positi £ donné, le développement d’une
Jonction schématique des variables x, y, ... peut étre mis (sans omission

(*) En particulier, un monowme élémentaire provenant du dernier terme 6erit ne repro-
duit jamais, par les multiplications indiquées, aucun monome élémentaire du résidu.
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ni répétition de monomes é¢lementaires) sous la forme d’une somme de
termes, en nombre limité, qui s’ obtiennent :

Les uns, en multipliant respectivement par des constantes schématiques
les divers monomes (a coefficient 1) de degres o, 1, 2, ..., K—1 par
rapport a I’ ensemble des differences & — x,, ¥y — vy, «. .}

Les autres, en multipliant respectivement les divers monomes de degré K
(@ coefficient 1) par diverses fonctions schématiques (non dégénérées),
dont une, et une seule, dépend a la fois de toutes les variables.

Ces termes peuvent d’ailleurs étre rangés les uns & la suite des autres
dans un ordre tel : 1° que le dernier d’entre eux contienne la fonction
schématique dépendant de toutes les variables; 20 que le produit d’un
monome élémentaire provenant d’un terme, t, aulre que le dernier, par
une des différences étrangeres @ i fonction schématique (dégénérée ou
non) qui figure dans t, soit identique (au coefficient schématique pres)
a l'un des monomes élémentaires fournis par les termes suivants.

A, La propriété est vraie si le nombre des variables est égal i r.

Car, en désignant par 2 la variable unique, par Ay, Ay, ..., Ay, des
constantes schématiques, et par I(z) une fonction schématique dex,
la proposce peut s’éerire sous la forme

Aot —= 2 VA A= = (0 — 2y )T Ay - (0 — o)X H ().

B. Si la propri¢té est yraic pour n variables, elle Pest aussi
pour 7 1.

Désignons par @, y, ... les n + 1 variables dont il s’agit, et distin-
guons dans le développement diverses portions comprenant : la pre-
mi¢re, les termes de degré zéro en x—x,; la seconde, les termes de
degré 1 en @ — x,; cte.; Vavant-derniere, les termes de degré K — 1
en @ — a5 la dernibre, les termes de degré au moins égal A K enx — x,.
Nous aurons ainsi Uexpression

(8 Fo(y, ...)+(e—wxy) Fi(y,...) ...
) (@ R (Y, - ) (2 — 2)KF (2, y, ),

ou Py, F,, ..., Fi_, désignent des fonctions schématiques de y, ...,
et F une fonction schématique de «, y, .. ..
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Or, en vertu de ce qui est admis pour n variables :

La fonction schématique F,(y,...) peut s’obtenir en multipliant
les divers monomes de degré K en v — y,, ... par diverses fonclions
schématiques (non dégénérées) de quelques-unes des rvariables y, ...,
et ajoutant i cette somme de produits un polynome entier de degré
K—1¢eny—y,...4coefficients indéterminés, cela de telle fagon
que la circonstance spécifiée dans la dernicre partie de I'énoneé du
présent alinéa I se trouve réalisée;

La fonction schématique F, (v, ...) peut s’obtenir de méme en
multipliant les divers monomes de degré K —1 eny — y,, ... par
diverses fonctions schématiques (non dégénérées) de quelques-unes
des n variables y, ..., et ajoutant i cette somme de produils un poly-
nome entier de degré K — 2 en y — y,, ... dcoefficients indélerminés,
cela de telle fagcon que la circonstance spécifiée par la dernitre partic
de notre énoncé se trouve réalisée;

Kte.;

La fonction schématique Fy (v, ...) peat s’obteniv en multipliant
les divers monomes du premier degré y — y,, ... par diverses fone-
tions schématiques (non dégénérées) de quelques-unes des n va-
riables v, ..., et ajoutant & cette somme de produits une constante
schématique, cela de telle facon que la circonstanee spécilice par la
derniere partie de notre énoncé se trouve réalisée.

Linfin, la fonction schématique F(a, v, ...) seva laissée telle i’ elle est.

Cela etant, il est facile de voir, & 'aide de la formule (8), que la
propri¢lé ne cesse pas d'étre veaie pour n ~+ 1 variables.

Elfectivement, 'expression (8) (apres les substitutions qui viennent
d’étre indiquées sur Fy, Fo, .o, Feo ) s'obtient évidemment en multi-
pliant les divers monomes de degré K en @ — &, ¥ — y,, ... par
diverses fonctions schématiques (non dégénérées) dont une scule
dépend des n + 1 variables 2, y, ..., etajoutant i cette somme de pro-
duits un polynome entier de degré K — 1 en @ — x,, ¥ — y,, ... i coel-
ficients indéterminés. Dailleurs, lordre dans lequel nous avons éerit
les termes est tel, que la circonstance spécilice par la derniére partie
de notre énoncé se trouve réalisée, car @ 1° la derniere fonction sché-
matique F(x,y,...) dépend de toutes les variables sans exception;
2° les multiplications indiquées portant sur des monomes ¢lémen-
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taires fournis par des termes ot 'exposant de la différence & — x, est
inféricur & K, il suffiva de répéter, avee de légores modifications, e
raisonnement fait dans la premiére partie de I'alinéa II du n° 15.

C. Le simple rapprochement de A et 5 suffit & établir le point que
nous avons actuellement en vue.

[l est clair d’ailleurs que, dans Pexpression schématique ainsi
obtenue, tout monome extérieur (sauf celui de degré zéro) s’obtient
en multipliant quelqu’un des autres monomes extérieurs par quel-
quune des différences @ — @q, y — yoo - ...

II. Revenant & notre énoncé général, mettons le résidu de la cou-
pure sous une forme, @, qui satisfasse & la triple condition formulée
dans le n° 15, et désignons par N le degré maximum des monomes
extéricurs qui y figurent, par P un entier supérieur ou égal a N, arbi-
traire d’ailleurs. CGonsidérant ensuite un terme quelconque de ce
résidu @, désignons par 2 le degré du monome extérieur qui y figure
(rNTP), el par K, la différence (positive ou nulle) P — n. Si le
terme considére ne contient qu’une fonction schématique dégénérée,
nous le laisserons tel qu’il est; dans le cas contraire {qui, ’apres
hypothése, se produit forcément pour quelqu’un des termes), nous
remplacerons, conformément a Valinéa l, la fonction schématique (non
dégénerée) par un polynome de degré K, entier par rapport aux dif-
ferences dont elle dépend, et ol les termes de degré inféricur a K,
aient pour coefficients des constantes arbitraires, tandis que les
termes de degre K, auront pour coefficients des fonctions schéma-
tiques non dégénérées (cela de telle fagon, dailleurs, que la circon-
stance speécilice dans la derniere partie de I'énoncé de alinéa I se
(rouve réalisée ). Bn opérant ainsi sur tous les termes de @, il estfacile
de voir que les diverses conditions requises par notre énoncé général
se (rouveront satisfaites dans la nouvelle forme.

Effectivement :

1 Le degré maximum des monomes extéricurs est, d'aprés ce qui
précede, exactement égal & P (n+K,=P), et a tous ceux de degre
inféricur & P correspondent des constantes schématiques; enfin, 'un
au moins des monomes extéricurs de degré P se trouvera multiplié par
une fonction schématique non dégénérée.
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2° Tout monome extérieur figurant primitivement dans @ se trouve
remplacé, dans la nouvelle forme du résidu, par un groupe de
monomes extéricurs : pour obtenir le groupe en question (abstraction
faite des fonctions ou constantes schématiques qui correspondent
a ses dilférents termes), il suffit de multiplier par le monome exté-
rieur primitif les divers termes d’un certain polynome, entier par rap-
port a quelques-unes des différences x — x,, ¥y — ¥,, ..., ¢t ayant,
avec un degré positif ou nul, tous ses coeflicients égaux & 1. Cela
étant, si nous considérons, dans la nouvelle forme du résidu, Ien-
semble des monomes extérieurs qui figuraient primitivement dans @,
il résulte du n° 15 que chacun d’entre eux (sauf celui de degré zéro)
peut s’obtenir en multipliant quelqu’un des autres par quelqu’une
des différences x — 2y, ¥ — ¥,, .... Si nous considérons d’autre part
le groupe par lequel se trouve actuellement remplacé un queleconque
des monomes primitifs (groupe en téte duquel figure Te monome pri-
mitif dont il s’agit), il résulte de la maniere méme dont on a obtenu
le groupe en question que I'un quelconque de ses termes (sauf le
monome primitif) s’obtient en multipliant quelqu’un des autres par
quelqu’une des différences z — a,, v — v,, . ... On voit done bien que,
dans la nouvelle forme, tout monome extérieur (saul celui de degré
zéro) s'obtient en multipliant quelque antre monome extérieur par
quelqu’une des dilférences x — x,, ¥ —~ ¥y, - ..

30 Il résulte du n® 15 que tout monome de 'ensemble B s’obtient
en multipliant quelque monome extérieur de ® par quelqu’une des
dilférences @ — x,, ¥ — ¥, « ... Or, ce monome extéricur figure aussi
dans la nouvelle forme du résidu. D'ailleurs, pour que la fonction
schématique qui lui correspond dans la nouvelle forme ne soit pas
dégénérée, il est nécessairve que le monome extérieur soit de degre P,
et, par suite, que la différence ci-dessus désignée par K, se réduise
pour lui & zéro : le terme de @ ou il figure est done resté tel qu’il est
dans le passage & la nouvelle forme, ot, dés lors, en vertu du ne 15, la
différence par laquelle on doit le multiplier pour reproduire le mo-
nome considéré de B est étrangére & la fonction schématique dont
il s’agit.

4° Laforme primitive @ se compose d’un certain nombre de termes
écrits dans un certain ordre; et, pour passer de cette forme & la nou-
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velle, on y a remplacé chaque fonction schématique non dégénérée
par un groupe de (ermes écrits, eux aussi, dans un certain ordre,
conformément & I'alinéa I.

Cela étant, considérons, dans ®, un terme qui n’ait pas changé
dans le passage dc¢ la forme primitive & la nouvelle. Si, en multipliant
un monome élémentaire provenant de ce terme par une différence
étrangére & la fonction schémalique correspondante (dégénérée ou
non), on reproduit un monome ¢lémentaire du résidu, ce dernier
monome est certainement fourni, en vertu du n°® 15, par quelqu’un
des termes qui, dans la forme primitive, sont écrits & la suite du
terme considéré : il en sera donc évidemment ainsi dans la forme
nouvelle.

Considérons maintenant, dans @, un terme qui ne soit pas resté
identique a lui-méme dans le passage de la forme primitive 4 la nou-
velle : ce terme primitif, ¢, produit d’un monome extéricur primitif, m,
par une fonction schématique primitive, F, se trouve remplacé par
une suite de termes, ¢, ¢, ..., obtenue en substituant & la fonction
schématique primitive une expression construite conformément aux
indications de 'alinéa I': cette expression est de la forme

m'E = m"F 4L,

e

ou m', m”, ... désignent certains monomes extérieurs, et ¥, F”, ...
certaines fonctions schématiques, en sorte que le groupe des termes ¢/,
U, ...alui-méme la forme

mm!' B A= mm"F 4. ...

Cela étant, considérons un monome ¢lémentaire provenant de I'un
des termes ¢/, ¢”, ..., par exemple du terme ¢”, et supposons qu’en le
multipliant par une des différences ¢trangéres 4 la fonction schéma-
tique F”, qui tigure dans le terme en question, on reproduise un des
monomes ¢lémentaires du résidu. Deux cas sont alors 4 distinguer.
Si la différence dont il s’agit est étrangére i la fonction schématique
primitive F, le monome élémentaire qui provient de cette multiplica-
tion est fourni, dans la forme primitive ®, par un des termes écrits i
la suite de ¢ : il est done fourni, dans la forme nouvelle, par un des
groupes de termes qui viennent  la suite du groupe (¢, ¢, ...).
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Supposons maintenant que la dillérence par laquelle on multiplie
soit étrangére & 7 sans Pétre & F [d’ou résulte nécessairement que,
dans le groupe (¢, ¢, ...), le terme " ne peut &tre le dernier éerit].
Il est clair que la multiplication d’un monome ¢lémentaive provenant
du terme primitif ¢ par une différence non étrangére a la fonction pri-
mitive F donne un monome ¢léementaire provenant du méme terme £ :
done, la multiplication d'un monome élémentaire provenant de ¢” par
une différence qui soit ¢trangére & F” sans étre & F donne an mo-
nome ¢lémentaire provenant du groupe de termes (&, 27, ...), ¢est-
a-dire de

mm B = mm" B -

il en résulte, en faisant abstraction du facteur m, que la multiplication
d’un monome ¢lémentaire provenant de 2 F” par la différence dont il
s'agit donne un monome ¢lémentaire provenant du groupe

m' I‘V - m" [ “+ ..
Si Pon a ¢gard i la manicre dont cette dernitre expression a ¢té con-
straite, on voit qu’un pareil produil est nécessairement fourni par un

des termes éerits & Ta suite de 27 F7, ot Fon conelut, en rotablissant
b
le facteur m, que le produil considére en premier licu est fourni par

un des termes éerits i la suite de ¥, ¢lest-a-dire de ¢”.

18. Des propositions que nous venons d’établiv, on en déduit aise-
ment une autre relative & la forme des conditions initiales dans un
systeme différentiel.

Soit S un systéme différentiel résolu par rapport @ certaines derivées des
Jonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, et el qu’aucun des pre-
miers membres w'y soit une dérivée de quelque autre. Aux diverses va-
riables indépendantes attribuons des cotes respectives toutes cgales @ 1,
el aux fonctions inconnues des cotes respectives quelconques ; puis, parla-
geons les conditions initiales en groupes, suivant qu’elles se rapportent a
telle ou telle inconnue. Celu posé, U application d’'un procédeé tout élémen-
taire fournit, pour chaque groupe de conditions initiales, des relations de
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Jorme telle, et écrites les unes alaswile des autres dans un ordre tel, que
les diverses circonstances suivantes se trouvent a la fots réalisées :

1° St lon désigne par U la cote maxima des premiers membres dans
l'ensemble formé par les divers groupes de conditions initiales, chacune
des conditions dont le premier membre est de cote in férieure & T a pour
second membre une constante schémalique.

20 Toute deripée (d ordre > o) figurant comnme premier membre dans
quelgu’ une des conditions initiales peut se déduire de quelque awtre des
conditions initiales (du méme groupe ) a l aide de quelque dérivation pre-
micre effectuce sur le premier membre de celie aulre.

3° Tout premier membre du systéme S peut se déduire de quelqu’une
des conditions initiales & U aide de quelque déripation premicre effectuce
sur le premier membre de celle-ct, et cele de telle Jagon que, sila condi-
tion (nitiale dont il s'agit a pour sccond membre une fonction schéma-
tique non dégéncrée, la déripation premicre a effectuer sur le premier
membre n’intéresse avucune des variables dont dépend la fonction schéma-
tique du second membre.

4° Considérant, dans U'un quelconque des groupes, 'une quelconque
des conditions initiales, effectuons sur son premier membre une différen-
tiation (d'ordre quelconque, positif ou nul) qui intéresse exclusivement
les variables dont dépend la fonction schématique du second membre ; effec-
tuons ensuile sur le résullat (qui est une dérivée paramétriqgue ou une
inconnue du systéme S ) une différentiation premicére n’intéressant pas les
variables dont il s’ agit. Cela étant, si ce nouveaw résultat est lui-méme une
derivée paramétrique de S, il se déduit de (/Il,el(/u'une des conditions tnt-
tiales qui suivent (dans le groupe en question) en effectuant sur le pre-
mier membre de celte derniére une différentiation (d’ordre positi! ow
nul) relative aux seules variables dont dépend la fonction schématique
du second membre ().

Si Pon désigne par w Pune quelconque des inconnues engagées dans
le systéme S, le groupe de conditions initiales relatif & 'inconnue «

(*) En particulicr, le premier membre de la derniére condition initiale d’un groupe
quelconque ne reproduit jamais, par les différentiations indiquées, aucune dérivée para-
métrique.

Ann, Ee. Norm., (3), XXIV. — DECEMBRE 1007. 73
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s’obtient, comme il a ¢té expliqué dans un travail antérieur, en prati-
quant une certaine coupure dans une fonclion schématique des va-
riables indépendantes 2, y, ... d’ailleurs, pour avoir les divers termes
de Pensemble & Paide duquel on doit effectuer la coupure, il suffit de
prendre, parmi les premiers membres de S, ceux qui sont des dérivies
de 'inconnue «, et d’en déduire respectivement, par la considération
des ordres partiels de dérivation, certains monomes entiers par rap-
port aux différences @ — x, v — y,, .... Or, puisque, par hypothése,
aucun des premiers membres du systéme S n’est une dérivee de
quelque autre, 'ensemble ainsi obtenu ne contient aucun monome
super{lu.

Cela etant, sile résidu de la coupure ne contient que des constantes
schematiques (auquel cas sa forme, abstraction faite de Pordre des
termes, est unique), nous désignerons par N, le degrd le plus ¢leve
des monomes extérieurs qui y figurent; s'il contient quelque fonetion
schématique non dégénérée, nous désignerons par N, Uentier Carith-
métique) convenablement choisi dont il est question au n* 175 dans
'un et Paatre cas, nous désignerons par ¢, la cote de Pinconnue u.
Opérant ensuite pour chacune des inconnues ¢, 40, ... comme nous
Pavons fait pour «, nous considérerons les divers entiers (algehriques)

Nut-€uy No-tCo, Nk Cpy  onn,
et nous désignerons par I' le plus grand d’entre eux : les différences
'—c¢yy Ue-cy,y L—cy, ...
seront, des lors, au moins égales aux entiers arithmétiques
N, Ny Ny onn.

Celafait, considérons le résida de la coupure velative a Pinconnue w.

Si ce vesidu ne contient que des constantes schématiques, Pordre
maximum des premiers membres, dans le groupe correspondant de
conditions initiales, sera Ny, et leur cote maxima N+ ¢, 1I'; tous les
seconds membres se réduiront, dCailleurs, 4 des constantes sehéma-
tiques, et il en sera ainsi, notamment, de ceux d’entre cux qui cor-
respondent & des premiers membres de cote inférieure 4 I'; enfin, il
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resulte immediatement du n® 16 qu’en écrivant les termes du résidu
dans un ordre convenable, les conditions 2°, 3° ¢t 4° de notre énoncé
se (rouvent satisfaites en ce qui concerne U'inconnue u.

Sile résidu de la coupure relative i cette inconnue contient quelque
fonction schématique non dégénérée, nous le mettrons sous la forme
specifice au n® 17, en prenant pour P la valeur I'—¢,, au moins égale
a N, @ dans le groupe correspondant de conditions initiales, 'ordre
maximum des premiers membres seraalors I'— ¢,, etleur cote maxima
(F—c¢,)~+c¢,=T3 i tous les premiers membres d’ordre inférieur a
I'—¢,, dest-i-dire de cote inféricure 2 T', correspondront, comme
seconds membres, des constantes schématiques ; enfin, les termes du
résidu ¢tant cerits dans Pordre spécific au n® 17, les conditions 2°,
30 et 42 de notre énoneé se trouveront encore satisfaites en ce qui
concerne 'inconnue u.

Ce qui vient d’étre dit pour cette inconnue doit étre répété pour
toutes les autres.

Il nous reste, pour achever notre démonstration, & faire voir que,
dans les premiers membres des conditions initiales, la cote maxima
est egale & 1. Or, il résalte de ce que nous venons de dire que, dans
le groupe particl relatif & w, la cote maxima des premiers membres
est ¢gale & N-e, ou a ', suivant que les seconds membres se ré-
duisent tous on non i des constantes schématiques. Considérant alors
Pensemble des groupes, on voit que, si quelqu’un de Teurs seconds
membres est une fonetion schématique non dégénéreée, la cote maxima
des premiers membres est I°, el que, si tous leurs seconds membres
sans exception se réduisent h des constantes schématiques, la cote
maxima des premiers membres est le plus grand des entiers

Ne+Cuy, Ny+c¢oy Npt+cu, ...,

¢est-a-dire encore I'.

Observons, en {erminant, qu'en vertu de avant-derniére partie,
37, de notre énoneé, Uentier T+ 1 est au moins égal a la cote maxima
des premiers membres de S.

19. Soit S un systéme différentiel remplissant les diverses condi-
tions ci-apres :
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A. Le systéme S est résolu par rapport a certaines derivées des fonctions
inconnues qui 8’y trouvent engagées, les secconds membres y sont indépen-
dants de toute derivée principale, et aucun des premiers membres 'y est
une deripée de quelque autre.

B. En attribuant, dans toutes les equations du systéme, aux variables
indépendantes des cotes respectives toutes égales a 1, el aux inconnues des
cotes respectives convenablement chotsies, chaque second membre ne con-
tient, outre les variables independantes, que des quantités (inconnues et
dérivées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Mettons alors les conditions initiales du systéme S sous la forme
, ey, , . N * .
spécifiée au n° 18, el désignons par 5 et A les cotes respectivement
minima et maxima des premiers membres de S, par I' [a cote maxima
des premiers membres des conditions initiales @ d'aprés ce qui a ¢(6
vu, 'enticr T'+1 est au moins égal & A, Cela étant, on peut, des
groupes
8 L w .
) h?-f-l, ey b[‘A;Al
du systéme S prolongé (n* 3 et 5), extraire respeclivement des
groupes,
(9) la; 651‘1’ LI} 6['(17
possédant la double propricté de se composer d’équations en nombres
respectivement égaux i ceux des dérivées principales de cotes

0, O-1, ..., De1,

et de contenir les groupes
(10) 58, SBa1y ..-s  SA

" \ v F - - L)
du systeme S (la chose est possible, dans tous les cas, d’une maniére
au moins, et, dans 'immense majorité des cas, de plusicurs maniéeres ).
Nous ferons alors 'hypothése suivante

C. I existe quelque suite, (), remplissunt les conditions ci-dessus indi-
/
quées, et telle que les groupes

&gy lorts ooy 4y
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sotent successivement resolubles par rapport aux deérivées principales de

cotes
d, 0-+1, ..., D1,

En d’antres termes, nous supposons que le déterminant différen-
tiel de 'ensemble de ces groupes par rapport  'ensemble de ces déri-
vées est une fonction non identiquement nulle (des variables, des
inconnues et des quelques dérivées paramétriques figurant dans les
seconds membres de S); el nous nous astreignons a ne considérer les
diverses quantités dont dépend cette fonction que dans les limites ou
sa valeur numérique reste différente de zéro.

II importe d’observer que les trois hypotheses 4, B, C, ci-dessus
énoncées, ne se distinguent des trois hypotheses A, 8, Cdu n° 9 que
par les deux particularités suivantes : 1° Nous supposons expressé-
ment, ici, quaucun des premiers membres de S n’est une dérivée de
quelque autre, ce qui n’avait pas forecément licu au n® 9. 2° L’enticr
algébrique ®, que, au n® 9, nous supposions simplement supérieur ou
¢gal & A, recoit el fa valeur particulicre I' + 1 (ZA).

Cela étant, on pewt, du systéme S, déduire un systéme, X, du premier
ordre, résolu par rapport @ certaines dérivées ( premiéres) des inconnues
qui 'y lrouyent engagdes, el jouissant, par rapport & S, de propriéles
remarquables que nous indiquons ci-apres (alinéas I et 'V du présent nu-
meéro).

[. Formation du systéme X.

Ltant donné un systéme dilférenticl du premier ordre, résolu par
rapport i certaines dérivées (premicres) des fonctions inconnues qui
s’y trouvent engagees, on peut, pour en disposer nettement les diverses
tquations, les éerire dans les cases dun quadrillage rectangulaire
dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et les co-
lonnes aux fonctions inconnues, en mettant I'équation qui aurait, par

ou . . . \
exemple, = pour premicr membre, dans la case qui appartient i Ja
fois & la colonne (w) et i la ligne (x).

Le systéme X Gtant, comme nous allons le voir, du premier ordre,

nous en écrirons les diverses ¢quations dans un quadrillage rectangu-
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laire conformément aux indications ci-aprés, en ne nous occupant
tout d'abord que des premiers membres.

Les conditions initiales du systeme S ayant ¢té mises, comme nous
Pavons dit plus haut, sous la forme spécifice au n® 18, désignons
parx, y, ... les variables indépendantes, par « 'une des inconnues

. . ()scv|~,'i+u. “ s . .
engagtes dans S, par Py s Pun des premiers membres qui
figurent dans le groupe de conditions relatif & «, et par F g le

second membre correspondant. Cela ¢tant, nous prendrons dans X,

, ; L 0% EBA ey -

pour I'une de nos inconnues, la quantité ———; (que nous désigne-
dx*dyr ... ‘

YONs par teg 5 puis, en supposant, pour fixer les idées, quil v ait

cingq variables indépendantes 2, v, 3, 5, ¢, el que la fonction schéma-
tique Fy g dépende des, ¢, nous éerirons dans les cases (), (y), (3)
de la colonne (uy g ..) les premiers membres

duy B, ... Ay 4. Dte, g, ...
de 7 dy TV 0z ”

et nous laisserons vides les cases (s) el (¢) de cette méme colonne; au
cas ot Fy g seréduiraitiune simple constante schématique, les cases
de la colonne considérée seraient ainsi toutes pleines. Ge que nous
venons de faire pour 'une des conditions initiales appartenant au
groupe relatif & «, nous le ferons pour toutes les autres du méme
groupe; el ce que nous aurons fait pour inconnue «, nous le ferons
successivement pour loutes. Nous aurons ainsi un quadrillage rectan-
gulaire contenant des cases pleines et des cases videss; d'aillears,
quelques seconds membres que nous éerivions ultéricurement dans
les cases pleines, on voil, dés maintenant, que, si Pon forme succes-
sivement, dans Pancien systeme, puis dans le nouveau, un ensemble
composé des inconnues et de feurs dérivees paramétriques, les deux
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme 4 terme, et que le
second se déduira du premier par de simples changements de nota-
tions; de méme, et toujours aux notations pres, 'éeonomie des condi-
tions initiales sera identique dans les deux systémes. Quant aux déri-
vées principales du nouveau systeme, elles coincideront, aux notations
pres, les unes avee des dérivées principales, les autres avee des déri-
vées paramétriques de Pancien.
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Il va sans dire que nrous conservons aux variables indépendantes et
awx anciennes inconnues les coles respectives qu’elles avaient dans le sys-
téme S, ot que nous allribuons aux (nconnues adjointes des cotes respec-
tivement égales c celles des deérivées anciennes qu’elles admettent pour
homonymes. Cela étant, il convient d’observer que les fonctions incon-
nues du systéme X dont la cote tombe au-dessous de T' n’ont, dans le
systétme X, ancune dérivée paramétrique, puisqu’elles se trouvent,
dans Tes conditions initiales, égalées & de simples constantes schéma-
tiques, el que, par suile, toutes les cases de leurs colonnes sont
p]uincs. in conséquence, toute dérivée paramdétrique du systeme X
possede une cote au moins ¢gale & T'+ 1, el toute dérivée parama-
trique de cote T' =+ 1 ne peut appartenir qu’a une fonclion inconnue
de cote T, par suite est du premier ordre.

Occupons-nous maintenant des seconds membres du systeme X.

A cet effet,. nous désignerons par

(I I) '4);'” '-P?,-s 1 LIS} LPP-H

les groupes obtenus par la résolution successive de (9), et qui pos-
sedent, cux aussi, la propriéte de contenir les groupes (ro) (n°9).
Cela étant, considérons, pour fixer les idées, Uéquation qui, dans X,

. ()U’Z.H..-. . 1 4
& pour premier membre ~———.(}....__ A la notation pres, ce p['cm“;r

membre coineide avee une dérivée ancienne,
()(u+l}~yﬁ«-... "

(12) Dz rt )yB.

dont la eote ne surpasse pas I' 1, et qui peut étre, relativement & S,

ou paramélrique, ou principale.

1 Si la dérivee (12) est paramétrique par rapport a S, il existe,
dans le nouveau systéme, une dérivée paramdétrique ou fonction in-
connue, et une seule, qui, a la notation pres, coincide avee elle : nous

Loty fBy.nn

17
(","lll(EI'UHS Hl()l"ﬁ —L—"‘——-
2 .

dont les deux membres auront méme cote que ladérivée (r2). Si cette
derniére est de cote inférieure ou égale 4 T, le second membre de
notre relation sera une inconnue adjointe; si elle est de cote '+ 1, le
second membre sera une dérivée paramétrique premiére du systeme 2.

4 celle quantité, et nous aurons une relation
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2° Sila dérivée (12) est principale par rapport & S, elle admet, en
vertu des ¢quations (rr1), une certaine expression a la fois indépen-
dante, et de toute dérivée principale (de S) quelle qu’elle soit, et de
toute dérivée parameétrique ou fonction inconnue (de S) dont la cote
surpasserait la sienne propre; en outre, dans le cas particulier ou la
dérivée (12) coincide avec un premier membre de S, I'expression
dont il s’agit coincide avec le second membre correspondant. Cela
étant, dans U'expression considérée de la dérivee principale (12), nous
remplacerons toutes les dérivées paramétriques de S par les dérivées
paramétriques ou fonctions inconnues de X qui leur correspondent

. 4 i Do, B,y 1 L .
respectivement, et nous égalerons ——= 4 I'expression ainsi modi-

o
fice. Or, il est facile de voir que, apres cette modification d’écriture,
Iexpression est, ou d’ordre zéro, ou du premier ordre, suivant que la
dérivée (12) a une cote inférieure ou égale & I' 4+ 1. Dans le premier
cas, en cflet, elle ne peut contenir (outre les variables indépen-
dantes) que les inconnues anciennes et les expressions nouvelles
de leurs dérivées paramétriques de cote inféricure ou égale & T,
ou, en d’autres termes, que les inconnues anciennes et nouvelles.,
Dans le second cas, elle ne peut contenir que les inconnues anciennes
et les expressions nouvelles de leurs dérivees paramétriques de cote
inféricure ou égale & I'+ 1, ou, en d’autres termes, que les incon-
nues anciennes et nouvelles avee des dérivees paramétriques pre-
micres. Dans un et 'autre cas d’ailleurs, s'il arrive que (12) coincide
avec un premier membre de S, U'équation considérce du systéme X
coincide, aux notations prés, avee I'équation du systeme S qui a pour
premier membre la dérivée (12).

Tel est le systeme du premier ordre, %, auquel fait allusion notre
énoncé : on voit qu’il se trouve résolu par rapport a certaines dérwées
(premiéres) des fonctions inconnues qui s’y Lrouvent engagées, que [’éeo-
nomie des conditions initiales y est la méme, aux notations pres, que dans
le systéme S, ot enfin que la cote de chaque second membre est au plus
égale a celle du premier membre correspondant.

[1. Toute équation de S figure dans X, aux notations pres.

Effectivement, les conditions initiales de S étant mises, comme
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nous I'avons dit, sous la forme spécifice au n° 18, les quantités qui y
figurent comme premiers membres ont des cotes inférieures ou égales
aTl, et, d’autre part, chaque premier membre de S peut se déduire de
'une des quantités en question & Paide d’une dérivation premiére,
Qo résulte qu’il est de cote au plus égale A '+ 1. Cela posé, consi-
dérons d’abord dans S un premier membre de cote inférieure 3 T'+ 1t
la quantité dont il peut &tre considéré comme une dérivée premiére
est alors de cote inféricure 2 T, et, comme les inconnues de X dont la
cote tombe au-dessous de I' n’ont dans ¥ aucune dérivée paramé-
trique, on a été conduit, dans la formation de X, h éerire comme pre-
micr membre, i la notation pres, le premier membre considéré de S.
Considérons, en second licu, dans S, un premier membre de cote
F—+1: ce premier membre peut alors étre considéré comme une déri-
vée premicre d'une quantité de cote T figurant dans les conditions
initiales de S, et, comme cette dérivation premitre n’intéresse aucune
des variables dont dépend la fonction sehématique qui correspond
cette quantité, on a 616 conduit, cette fois encore, dans la formation
deX, i ¢erire comme premier membre, & la notation prés, le premier
membre considére de S.

Ainsi, tout premier membre de S figure, 4 la notation prés, parmi
les premiers membres de X, et, par suite, en vertu d’une remarque
faite & Palinéa 1, toute ¢quation de S figure, aux notalions prés,
dans X.

HWI. S lon considére I une quelconque des inconnues adjointes de X, il
existe dans le systéme X une relation ot Uinconnue dont il §’agit se trouve
dgalée a une quantité homonyme, déripée premicre de quelgue inconnue
ancienne ow adjointe.

Effectivement, les inconnues anciennes et nouvelles de 2 ont res-
pectivement pour homonymes les premiers membres des conditions
initiales de S, et, des fors, en vertu du point 2° formulé dans 'énoncé
dun® 18, toute inconnue nouvelle de £ a pour homonyme une dérivée
premiére de quelque antre inconnue ancienne ou nouvelle ; comme,
d’ailleurs, cette derniere inconnue a une cote néeessairement infé-
ricure & celle de la premitre, par suite inféricure & I, elle n’admet
dans le systéme X aucune dérivée paramétrique; on a donc éLé

Ann. Fe. Norm., (3), XXIV. — DEcEMBRE 1907, 74
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’

conduit, dans la formation de ce systéme, i égaler entre elles les deux

b

quantités dont il s’agit.

IV. Dans le systéme X, partageons les équations en deux groupes,
¥, ¥, suivant que leur premier membre coincide (soit exactement,
soit & la notation pres) avec une dérivée paraméirique ou avee une
dérivée principale du systéme S : aux notations pres, les équations de X/
sont des identités, et celles de X7 comprennent toutes celles de S (11).
D’autre part, désignons par H 'ensemble des relations obtenues en
égalant chaque inconnue adjointe de X & Ta dérivée ancienne qu'elle
admet pour homonyme : aux notations pres, les équations I sont
encore des identites. Cela posé, les systémes X, U, (n° 5) sont, comme
je vais Détablir, en corrélation multplicatoire (1es multiplicateurs ¢tant
tous égaux, soit & zéro, soit & Uunité, au signe pres).

En premier lieu, toute équation de X est une combinaison mulli-
plicatoire de Hg: car, chaque équation de X ayant pour premier et
pour second membre deux quantités homonymes (nécessairement de
méme cote), une ¢quation quelconque de X a pour premier el pour
second membre deux quantités homonymes de cote Gy des lors, ou
bien le systéme H, contient I'équation considéree de X, ou bien il
contient deux équalions ¢galant respectivement les deux quantités
homonymes dont il s’agit i la quantité ancienne qu’elles ont pour
homonyme commun, auquel cas une combinaison tres simple des
deux ¢quations de 1, fait retomber sur 'équation considéree de X,.

Réciproquement, toute équation de H, est une combinaison multi-
plicatoire de Xi.. Considérons, en effet, une relation de Hg; dans cetle
relation, dont la cote est G, figure une dérivee, d’ordre positif ou
nul, de quelque inconnue nouvelle. En vertu de Palinéa 111, il existe,
dans le groupe X', une relation égalant 'inconnue dont il s’agit i une
quantité homonyme, dérivée premicre de quelque inconnue ancienne
ou nouvelle. Si cette deuxieme inconnue est elle-méme nouavelle, il
existe encore, dans le groupe X', une relation I'égalant i quelque
quantité homonyme, dérivée premiére d'une troisicme inconnue. En
continuant de cette maniére, on finira par tomber sur une inconnue
nouvelle qui, en vertu d’une relation de ¥/, se trouvera égalée &
quelque quantité homonyme, dérivée premitre d'une inconnue an-
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cienne. 1l est clair que les relations successivement considérées de T’
ontdes cotes qui décroissent progressivement d’une unité. Cela étant,
il est tres facile de voir que si, dans le groupe formé par ces relations
et par celles qui s’en déduisent & Vaide de différentiations d’ordres
quelconques, on considere celles de cote C, leur ensemble, qui fait
partie de X, régénere, moyennant une combinaison tres simple,
I'équation considérée de 1.

V. En aitribuant a la notation W le méme sens que dans Ualinéa 1V,
les deux systémes
((:;}“7 (((2)”’ ((:)S)

(n°5) sont en corrélation multiplicatorre.

Nommons W le systéme déduit de 27 par la substitution aux nou-
velles inconnues et & leurs dérivées de leurs synonymes anciens, et
considérons les quatre systémes successifs

1(‘.;:; ou ((I;}:I’ |(:,:r/)’
¥ Y4
(;”, Gy )’

(

(

(G, W),
('O, 198).

Il résulte, en premier lieu, de Palinéa IV que le premier et le
second de ces systemes sont en corrélation multiplicatoire.

Il résulte, en second lieu, de la définition de W que ‘“W se déduit
de %" par la substitution aux nouvelles inconnues et a lears dérivées
de leurs synonymes anciens. Cela étant, si Pon désigne par

~ ! Iy
~1y 2 st ~m
les diverses quantités nouvelles qui figurent dans ‘2", par

“1y 22 ] Sm

leurs homonymes anciens (dont quelques-uns peuvent étre iden-
tiques entre eux), et que Pon pose

/ o ’ p— S j—
31—51'——517 52“52'——C2’ L ] Sm zm“—C”n
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d’oli
sy=5,+ L), 5, = 3,

. ‘
-+ Cg, ceey “'/)L:‘:Ill"‘—CIIH

le développement de Tavlor, appliqué aux équations X7 & partir
de z,, %4y <.+, 3, nous montrera, comme a Palinca I du n® 9, que,
deux équations correspondantes ¢tant prises respectivement dans
R et “W, 'une quelconque est une combinaison multiplicatoire de
autre et du systéme I Le sccond et le troisicme de nos quatre
systétmes sont done évidemment en corrélation multiplicatoire.

Enfin, puisque, aux notalions pres, &7 est extrait de (11) el contient
toutes les équations de S (1), il est clair que, apres le retour aux
anciennes notations, W jouit des deux mémes propriétes, et que, des
lors (n°9), les systemes “W, “S sont en corrélation multiplicatoire;;
il en est done de méme de nos troisicme et qualricme systémes.

On voit ainsi, de proche en proche, que le premier systéme et le
dernier sont en corrélation multiplicatoire.

20. Dans Ie cas ou le systtme differenticl propost S est ortho-
nome ('), sans qu’aucun des premiers membres soit une dérigée de
quelque autre, les deux conditions A et B du n® 19 se trouvent satis-
faites, et il suffit, pour que les groupes

(13) gy loyy oo Uy,
respectivement extraits de .
Sa’ Halh ] Sl‘ih

satisfassent & la condition €, de supposer qu’ils sont formés d’équa-
tions en nombres respectivement égaux & ceux des dérivées princi-

pales de cotes
~ - 1
0, O~1, ..., "4,

qu’ils ont pour premiers membres les dérivees dont il s'agit et qu’ils
C(Hﬂpl'(ﬁll“(.’rllt les gl'()upes

(’[1) 88y SBa1s ceey A

(*) Voir la note de U'introduction.
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du systéme S35 le déterminant spécifié dans hypothése € est alors, en
effet, identiquement égal a 1, et la condition qui lui est imposée
d’étre différent de zéro se trouve satisfaite d’clle-méme pour toutes
valeurs numériques des quantités ligurant dans les seconds membres
de S.

Cela posé, et élant donné un sysiéme orthonome, S, tel qi’ aucun des
premiers membres wy soil une dérivée de quelque autre, on en peut, comme
nous allons le voir, déduire, ¢ Uaide die mécanisme déerit au numéro
preecédent, un systéme du premier ordre, X, qui est lui-méme orthonome.

Tout d’abord, les groupes (13), qui comprennent les groupes (14),
se composent exclusivement de relations rormales ('), et la méme
chose a lieu pour les groupes

(l;.”) 'JHV';, ‘-PEAH’ ey LI)l’«l 15

oblenus en effectuant Ta résolution suceessive des groupes (13) par
apport aux dérivées principales de cotes (premiéres)

5 Beb1, ..., Deer.

Cela ¢tant, si Pon applique le mécanisme déerit & Ialinéa I du
n? 19, le systéme du premier ordre, X, ainsi oblenu, peut, comme nous
"avons dit (n® 19, 1V), se partager en deux groupes, X', X7, suivant
que ses, Gquations ont pour premiers membres (soit exactement, soit
aux notalions pres) des derivees paramétriques ou des dérivées princi-
pales du systéme S @ aux notations pres, les ¢quations de X7 sont des
identités, eteelles de X7, extraites de (15), sontdes relations normales.

Conservons alors « chacune des variables indépendantes et des an-
cennes inconnues les pocoles successives qu'elle apait dans le sysiéme
orthonome S, et attribuons & chaque inconnue adjointe p coles succes-
sives respectivernent égales « celles de la dériode ancienne qu’elle admet
pour homonyme : il est clair qwavec un pareil choix toutes les équa-
tions de X” sont normales; mais cela ne suffit pas pour les ¢quations

(1) Cetle dénomination fait partic de la terminologio que j'ai cru devoir adopter pour
exposer plus commodément les propriétés des systomes orthonomes.
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de ¥, car chacune d’elles étant, aux notations preés, une identité, les
p cotes successives de ses deux membres sont ¢gales chacune & cha-
cune, et l'adjonction de cotes supplémentaires (convenablement
choisies) devient absolument nécessaire.
Observons, & cet effet, que les inconnues de X ne sont autres, aux
notations prés, que les premiers membres des conditions initiales
de S, et que ces derniéres, si on les suppose écerites conformément &
I'énoncé du n° 18, se partagent ¢n un certain nombre de groupes,
dans chacun desquels les conditions se succedent suivant un ordre
déterminé. Dans chaque groupe, faisons abstraction des seconds
membres, remplacons les premiers par leurs notations nouvelles, et
attribuons au groupe d’inconnues de X ainsi obtenu des cotes (p =+ 1)/
distinctes et décroissantes; attribuons enfin awr variables independantes
z,y, ... descotes (p—+ ‘r)"é’”‘"“ toutes nulles. Cela otant, il est facile de
voir, en se reportant, dans '¢énoncé du n® 18, a la condition 4°, que,
dans toute ¢quation de X', la cote (p =+ 1) du premicer membre est
supcrieure a celle du second. En conséquence, le systéme 2 est lui-
méme orthonome, ainsi que nous 'avions annonceé.

21. Considérons actuellement un systétme différentiel, S, ot se
trouvent veérifices les hypotheses géncrales A, £ et Cdu n® 19, et dé-
signons par X le systeme du premier ordre que Pon déduit de S
Paide du mécanisme indiqueé (n® 19, 1); imaginons ensuite que Pon
effectue sur le systétme X un changement lincaire of homogene des
variables indépendantes, et, dans le systéme transformé, convenons,
d’une part, d’attribuer aux nouvelles variables des cotes respectives
toutes égales i 1 (comme nous Pavions fait dans X pour les an-
ciennes), d’autre part, de conserver aux fonctions inconnues les cotes
qu’elles avaient avant la transformation.

Cela pose, si, dans le systéme du premier ordre X, les valeurs initiales
des variables, des inconnues et des dérivées paraméiriques premicres
satisfont @ certaines restrictions d’inégalité, on peut, par un change-
ment lincaire et homogéne des variables indépendantes, suivi d’une
résolution congenable (par rapport & certaines dérivées premiéres ), le
transformer en un autre, Q, jouissant des deuzx propriétés suivantes :
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1° Les cotes ( premicres) des variables et des inconnues élant fixées,
dans le systéme Q, comme nous venons de U'tndiguer (voir les quelques
lignes qui précedent le présent énonce), et des cotes secondes convena-
blement choisies lewr élant adjointes aw besoin, le systéme Q satisfait &
la définition de U orthonomie.

2® Le nombre des quantités parametrigues (inconnues et dérivées) de
cote G est, quel que soit G, cxactement le méme dans Q que dans % (*).

I Btant donné un systéme du premier ordre résolu par rapport a
certaines dérivees (premicres) des fonctions inconnues quis’y trouvent
engagées, nous dirons que son Tableaw, construit comme nous 'avons
indiqué a alinéa I du n® 19, est régulier, sil’on peut adopter pourles
lignes de ce Tableau, ¢’est-i-dire pour les variables du systéme, un
ordre tel, que les cases vides de chaque colonne se trouvent toutes si-
tucées au bas de cette colonne.

Etant donné un systéme du premier ordre ¢ Tableaw régulier, si, en
attribuant aux variables des coles premicres toutes égales a 1, et aux in-
connues des cotes premicres convenablement choisies, on peut [aire en
sorte que les cotes premiéres des inconnues et dérivées figurant dans chaque
second membre ne surpassent pas celle du premier membre correspondant,
on peut ausst, en adjoignant @ ces cotes premicres des cotes secondes con-
venablement chousies, fuire en sorte que le sysiéme proposé salisfasse a la
definition de U orthonomie.

Ce n'est la, en effet, quun cas particulier d'une proposition ¢tablie
dans un Mémoire antéricur (*).

II. Nous allons actuellement faire voir qu’en imposant aux valeurs
initiales dont parle I'¢énoncé certaines restrictions d’inégalité, on
peut, a aide des opérations indiquées, trans former le systéme X en un
systéme a Tableaw régulier, Q, dont les colonnes comprennent respective-

(%) Pour la commodité de notre énoned, nous assimilons les inconnues du systeme 2
& des dérivées paraméliriques (d'ordre zéro).

(2) Sur les systemes différenticls dont Uintégration se raméne & celle d’équations diffé-
rentielles totales ( Anneales de I Fcole Normale, 19ox, p. 466 et suiv.).
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ment les mémes nombres d'équations que celles de 3. Nous ferons voir en
méme temps que, dans ce systéme Q, la cote premicére (évaluée confor-
mément aux indications ci-dessus) de chaque second membre est au plus
égale a celle du premier membre correspondant.

Observons a cet effet que, dansle systéme X, les premiers membres
sont de cote au plus égale & T'+1, et chaque second membre de cote
au plus ¢gale au premier membre correspondant: que les équations
de cote infericure A I'+1 correspondent i certaines colonnes, entic-
rement pleines, du Tableau, et que leurs seconds membres sont indé-
pendants de toute dérivée; enfin, que les équations de cote '+ 1 ne
peuvent contenir d’autres dérivies que celles de cote T-=1 (n” 19).

Cela posé, effectuons sur X la transformation linéaire et homogéne

d=ogx 4Gy ..,
(16) cyl=ogr )y,

ol x, y, ... désignent les anciennes variables indépendantes, @', y/, ...
les nouvelles, et e, By, ..., 2y, Ba, ..o eteodes constantes numériques
provisoirement indéterminées.

Si Pon considere d'abord les diverses ¢quations de cote in féricure
P—+1 contenues dans wne méme colonne (entitrement pleine) du Ta-
bleau de X, ces équations ont pour premicrs membres les diverses
dérivées premieres (anciennes) d’une inéme fonetion inconnue, avee
des seconds membres indépendants de toute dérivee 5 des lors (pourva
que le déterminant

22N TR
ay £y

de la transformation soit différent de zéro), les équations dont il s’agit
pourront, aprés leur transformation, étre résolues par rapport aux
nouvelles dérivées premicres de la méme fonetion (eela, quelles que
soient les valeurs numériques que Pon attribue aux variables ef aux
inconnues); d'ailleurs, les seconds membres des formules de réso-
lution ne contiendront, outre les nouvelles variables, que des incon-
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nues de cote (premiére) au plus égale a la cote (premiére) commune
des premiers membres.

Reste done & considérer, dans le systéme X, le groupe, op,,, formé
par les ¢quations de cote I'+ 1. Pour que ce groupe puisse, par 'ap-
plication des formules (16), suivie d’une résolution convenable, étre
transformé en un systéme & Tableau régulier dont les colonnes con-
tiennent respectivement les mémes nombres d’équations que les co-
lonnes correspondantes de op,., il faut que le systéeme déduit de opy,
par application pure et simple des formules de la transformation
(sans résolution ultéricure) posseéde des solutions numériques n’an-
nulant pas un certain déterminant.

Ce déterminant, D, peut étre considéré comme une fonetion :

Soit. des constantes indéterminées de la transformation, des an-
ciennes variables x, y, ..., des inconnues de £, et de leurs anciennes
dérivees paramétriques premicres (qui sont toutes de cote T4+1) 5

Soit des constantes indéterminées de la transformation, des nou-
velles variables a7, y/, ..., des inconnues de X, et de leurs nouvelles
dérivees premicres de cote '+ 1.

Bn le considérant, tout d’abord, comme une fonction du premier
groupe de quantités, il est facile de voir qu’il est entier ¢t homogéne
par rapport aux constantes de la transformation, et qu’il a pour coel-
ficients certaines fonctions dex, y, ..., desinconnues de X, et de leurs
anciennes dérivées parameétriques premiéres. Si Pune, au moins, de
ces fonetions n’est pas identiquement nulle, on pourra trouver pour les
constantes de la transformation des valeurs numériques telles que D
ne soit pas identiquement nul, et qu’en méme temps le déterminant
de la transformation soit dillférent de zéro. Les valeurs de ces con-
stantes ¢lant fixées comme il vient d’étre dit, et le déterminant D ¢tant
considére comme unc fonctiondex, y, ..., desinconnues de X, et des
anciennes dérivées paramdtriques premicres, le groupe opy, possede
des solutions numériques n"annulant pas ce déterminant. Si done on
considere D comme une fonction de 27, ¥/, ..., des inconnues de X, et
de leurs nouvelles dérivées premicres de cote '+ 1, le groupe déduit
de op,, par  pplication pure et simple des formules de la transforma-
tion posséde des solations numdériques n’annulant pas le déterminant
dont il s’agit, ce qui permet d’effectuer la résolution voulue : il est clair

Ann. Ee. Norm., (3), XX1V. — DiceMpre 1907, 75
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d’ailleurs que, dans Ie groupe, op,,, finalement obtenu, chaque pre-
mier membre est une dérivee de cote I'+ 1, et que le second membre
correspondant est de cote inférieure ou égale.

I Le simple rapprochement des alinéas T et 1T montre que le sys-
teme Q, deduit de X a Paide du mécanisme ci-dessus déerit, satisfait
a la premicre des deux conditions formulées pav notre énoncé général.
I satisfait, d’ailleurs, a la seconde, ¢’est-a-dire que le nombre des
quantités paramétriques (inconnues et derivées) de cote Gest, dans £,
exaclement le méme que dans X. Effectivement, la chose est évi-
dente en ce qui concerne les scules inconnues. D’autre part, en vertu
de ce qui précede, les dérivées paramdétriques (dCordre >o0) ne
peuvent appartenir qu'aux fonctions inconnues de cote I, ¢’es(=h-dire
a celles dontles dérivées principales premieres (de cote '+ 1) figurent
comme premiers membres dans le groupe opy, s7il s'agit du systéme X,
ou dans le groupe wpy, §'il s'agit de Q; or, ces inconnues étant les
mémes de part el d’autre, et les colonnes de wpy, contenant respecti-
vement les mémes nombres de cases vides que les colonnes de op,
on ¢n déduit immeédiatement le point que nous avons en vue,

Ainsi se trouve ¢lablie notre proposition. Pour que les restrictions
d’inégalite qu’elle impose aux valeurs numériques des diverses quan-
tites figurant dans les seconds membres de X puissent élre vérifices,
il faut, d’apres le raisonnement ci-dessus, que certaines fonctions de
ces quantités ne soient pas toutes identiquement nulles, ce qui n’ar-
rive pas nécessairement.

CHAPITRE IIL

DE LA PASSIVITE.

22. Considérant un systeme différentiel, S, composé d’'un nombre
limité d’équations, et, dans ce systéme, un groupe d’intégrales, nous
dirons de celles-ci qu’elles sont ordinaires, s'il existe quelque domaine
tel, que non seulement les intégrales dont il s’agil v soient dévelop-
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pables par la formule de Taylor, mais encore que leurs valeurs, prises
conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen-
dantes, restent toujours intéricures & quelque domaine o les pre-
miers et les seconds membres du systéme donné soient i la fois déve-
loppables.

Un groupe quelconque d'intégrales ordinaires du systéme S satis-
fait identiquementa toutes les relations du systéme S prolongé (n°3):
des lors, sil'on convient de considérer pour un instant les variables «,
¥s ... les fonctions inconnues «, ¢, ... et leurs dérivées de tous
ordres comme autant de variables indépendantes distinctes, le sys-
teme S prolongé ne peul manquer ’étre numériqguement vérifié par
des valeurs particulicres quelconques, @y, y,, ..., de x, y, ..., prises
conjointement avee les valears correspondantes des intégrales consi-
dérées et de leurs dérivies de tous ordres (cela, bien entendu, dans
les limites assignées par la définition méme des intégrales ordinaires).

[uversement, supposons que, dans un domaine ot les premiers et
les seconds membres de S soient & la fois développables, le systéme §
prolongé admetle quelque solution numdérigue; supposons en outre
que, en désignant par a,, ¥,, -.. les valeurs numériques de x, y, ...
qui figurent dans la solution considérée, les développements, entiers
CN X — Ty, ¥ — Vo -+, Ui ont pour coefficients, aux facteurs numé-
riques connus pres, les valeurs numériques de «, ¢, ... et de leurs
dérivées de tous ordres, soient convergents. Gela étant, les sommes des
développements dont il S’ agit constituent un groupe d’intégrales (évidem-
ment ordinaires) dw systéme S.

Désignons en effet par U, V, ... les sommes de ces développements,
et considérons, autour des valeurs 2, v,, - .., un domaine 3 dont les
ayons soient suffisamment petits pour que les fonctions de @, y, ...
en lesquelles se transforment, par la substitution de U, V, ... a «,
¢, ..., les deux membres des diverses ¢quations S, soient loutes déve-
loppables dans le domaine dont il s’agit. Par la manitre méme dontles
développements U, V, ... ont ¢(é construits, les valeurs initiales de «,
¥y ... de U, V, ... et de leurs dérivées de tous ordres constituent la
solution numérique dont Pexistence a 6té supposée dans le systéme S
prolongé. Donc les fonctions de &, y, ... qui, aprés la substitution,
figurent dans les deux membres d’une équation quelconque du sys-
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ttme S, sont égales, ainst que leurs dérivées semblables de tous
ordres, pour

X —Ty== ¥ —)y=...==0,

et, parsuite, sontidentiquement égales entre clles dans toute I'étendue
du domaine 3.

23. Le théoretme précédent montre quel intérét il peut vy avoir,
¢tant donné un systeme différentiel limité (¢’ est-h-dire composé d’un
nombre limité d’équations), a considérer, au point de vue des solu-
tions numériques, tel ou tel des systémes illimités qui s’en déduisent.
Il convient de poser i cet égard la définition suivante :

Considérons deux systemes différentiels, limités ou illimités, com-
posés de relations qui aient la forme entivre par rapport aux dérivees
d’ordre suffisamment grand des inconnues ()5 assimilons-y pour un
instant les variables @, y, ..., les inconnues «, ¢, ... et leurs dérivées
de tous ordres a autant de variables indépendantes distineles, et con-
venons expressément de ne considérer, parmi les solutions numé-
riques des deux systemes, que celles qui tombent dans quelque do-
maine ot les premiers et les seconds membres de Pun et de Pautre
soient & la fois développables. Gela étant, si toute solution numérique
du premier est en méme temps une solution numérique du second,
nous dirons que le sccond est une conséquence numérique du premier;
et si chacun d’eux est une conséquence numérique de Pauatre, les sys-
temes seront dits numnériquement équivalents.

24. Considérant actuellement un systeme dillérentiel, S, résolu par
rapport a certaines derivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent
engagées, nous dirons qu’il est passi/, si, en assimilant pour an instant
les variables @, v, ..., les inconnues «, ¢, ... et leurs dérivées de tous
ordres & autant de variables indépendantes distinctes, on peut, par
voice d’éliminations, déduire du systéme S prolongé (n® 3) un systéme
numériquement équivalent (n® 23) résolu par rapport aux dérivées

(1) Cetle condition se trouve remplie d’elle-méme dans un systéme limité.
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),

principales : chacune de ces dernivres se trouve ainsi exprimée i
'aide des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de leurs
dérivées paramétriques, ct il va sans dirve qu’a chacune d’elles est sup-
posée correspondre, dans le systéme numériquement équivalent & S
prolongé, une formule wrigue de résolution. La solution numérique
géncrale de S prolongé est alors fournie par un groupe illimité de for-
mules ot les variables, les inconnues et leurs dérivées paramétriques
de (ous ordres recoivent des valeurs arbitraires, tandis que les diverses
dérivées principales se trouvent enticrement déterminées en fonctions
de ces diverses quantites.

Un systéme passif étant donné, la question de savoir si le groupe
(forcément unique) d’intégrales ordinaires kypothétiques répondant a
des conditions initiales données existe effectivernent, se résout par Paffir-
mative dans le cas ou leurs développements construits « priord sont
tous convergents, par la négative dans le cas contraire : ¢’est la une
cons¢quence immédiate du n® 22,

Nous dirons enfin qu'un systéme dilférentiel, S, résolu par rapport
a certaines dérivées des fonctions inconnues (ui s’y trouvent enga-
gies, est complétement intégrable, lorsque les intégrales ordinaires
hypothétiques répondant a des conditions initiales donunées existent
effectivernent et sont uniques pour un choix arbitraire de ces dernitres.

25. Considérons un systeme différentiel, S, impliquant les fonctions
inconnues u, ¢, ... des variables indépendantes x, y, ..., et satisfai-
sant aux diverses conditions ci-apres :

A. Le systéme S est résolu par rapport a certaines dérivées des fonc-
tions inconnues qui s’y lrouvent engagées, et les seconds membres y sont
indépendants de toute dérivée principale.

B. En autribuant, dans loutes les équations du systéme, aux variables
(ndépendantes des cotes respectives loutes égales a 1, el aux inconnues
des coles respectives convenablement choisies, chaque second membre ne
contient, outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues
et dérivées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.
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C. En désignant par & la cote minima des premiers membres de S,
et en imposant ¢ventucllement aux valeurs numériques des quantités
qui figurent dans les seconds membres de S telles ou telles restric-
tions d’in¢galité, on peut, des groupes successifs (en nombre illimité)

ST T, P S¢, .-
(n° 5), extraire respectivernent des groupes,
(l) L3, ta'ﬁ‘l’ ceey Loy RS ]

tels que U'un quelconque d’entre eux, L, composé d’équations en nombre
exactement égal a celui des dérivées principales de cote G, soit résoluble
par rapport a elles. Les groupes partiels (1) sont alors successivement
résolubles par rapport aux dérivées principales de cotes

3 O-41, ..., C, ...,

et cela quelles que soient (sauf les restrictions éventuclles d'inéga-
lite auxquelles il est fait allusion plus haut) les valeurs numeériques
attribuces aux variables xz, v, ..., aux inconnues «, ¢, ... et aux déri-
vies p:nr:‘tm(&[riquas de u, ¢, ....

Cela étant :

1° Pour que le systeme proposé S soit passif, il fawt et il suffit que
Uélimination des dérivées principales de cotes

1

N
O, 041, ..., C,

effectuce entre les groupes

conduise, quel que soit C, a des wentrvis (¢’ est-a-dire d des relations qui
soient vérifiées pour toutes valeurs numériques des variables, des
inconnues et des dérivées paramétriques).

Ce premier point est évident.

2° Pour que le systéme proposé S soit complétement intégrable, il faut

et i suffit, en premier liew, qu'il soit pussi [, et, en second licu, que la con-
vergence des délerminations initiales arbitrairement choisies pour ses (nié-



SUR L’INTEGRABILITE DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS. 509

grales ordinaires hypothétiques entraine la convergence des portions res-
tantes de leurs développements (conslruits a prior).

Cette double condition, évidemment suffisante pour I'intégrabilité
compléte, est, de plus, nécessaire.

Si l'on suppose, en effet, que (dans les limites indiquées) le sys-
teme donné admette un groupe d’intégrales ordinaires répondant a
des déterminations initiales convergentes arbitrairement choisies, il
admet, notamment, un groupe d’intégrales tel que, pour des valeurs
arbitrairement choisies des variables, les quantités paramétriques
(inconnues et dérivées) de cote inféricure ou égale & C prennent des
valeurs arbitrairement choisies, tandis que les quantités paramé-
triques de cote supéricure prennent toutes la valeur zéro. Il est donc
nécessaire que le systeme

(857 Sa-H, ey 5(2)7

ol ne figurent, avee x, y, ..., que des quantités de cote inféricure ou
égale & G, admette, au point de vue numérique, une solution géné-
rale o, y, ...oet les quantités de cote inférieure ou égale i G aient
des valeurs arbitraires : il est nécessaire, par suite, que I'élimination
indiquée dans 1° conduise a des identités, c’est-d-dire, puisque G est
quelconque, que le systeme S soit passif.

Cela ¢tant, puisque d des déterminations initiales convergentes cor-
respondent, par hypothése, des intégrales effectives, les portions res-
tantes des développements ne peuvent manquer d’étre elles-mémes
convergentes.

26. Considérons un systéme différentiel, S, remplissant es diverses
conditions A, B, C, successivement énwmérées aw n° 25, ct désignons
par k le nombre des variables indépendantes x, y, ..., par '“A le
nombre des quantités paramétriques (inconnues et dérivées) dont la
cote ne surpasse pas C, enfin par ‘“p. le nombre des dérivées princi-
pales dont la cote satisfait & cette méme condition : ces diverses quan-
tités sont done, en tout, au nombre de /& + A 4+ “p..

Cela posé, pour que le systéme donné S soit pussif, il faut et i sujfit
gu'en considérant x, y, ... et les diverses quantités (inconnues et dért-



600 i. RIQUIER.

vées) dont la cote ne surpasse pas C comme autant de vartables indepen-
dantes distinctes (en nombre h + "N +'“'w), la solution numérique
générale du systéme (©'S (n° 5) soit fournie, quel que sott G, par des for-
mules exprimant ‘“'u. d’entre ces variables a U aide des I+ "N restantes,
dont les valeurs sont arbitraires (*).

I. La condition posée est ¢videmment nécessaire : car, le systéme S
étant supposé passif, la solution générale de '“'S s’obtiendra (n® 25)
en effectuant la résolution successive des groupes

Lay tafH’ ] g
par rapport aux % dérivées principales de cotes
0, 041, ..., C;

ces dernibres se trouveront alors exprimées a Paide des /2 variables
@, ¥, ... et des ‘A quantités paramétriques (inconnues et dérivées)
de cote inférieure ou égale & C, dont les valeurs sont arbitraires.

II. La condition posée est suffisante. Supposons, en elfet, que la
solution numérique générale du systéme '“'S soit fournie par des for-
mules, G, exprimant ‘“p dentre les quantités dont parle I'énonce i
Paide des A+ '\ restantes. Si Pon égale ces dernitres a des arbi-
traires, la solution géndérale de ‘'S se trouvera tout aussi bien expri-
mée a 'aide d’un systeme, L, de A+ "“"A +“p. formuales, résola par
rapport aux A +'“A 4 quantités en question, et les exprimant i
aide des & + '*"A arbitraires ainsi introduiles : par rapport i ces arbi-
traires et aux ‘“'p. quantités figurant dans les premiers membres de G,
le déterminant différentiel de ce méme systeme L est d’aillears mani-
festement égal & == 1, ce qui permet, par rapport & ce dernier groupe
de A —+'"“A + . quantités, une résolution exécutée conformément au
principe général des fonctions implicites.

De ce groupe de formules L extrayons maintenant le groupe partiel
qui exprime, & 'aide des arbitraires, les A quantités x, y, ... et les (%

(1) Comme nous I'avons déja fait plus haul, nous assimilons ici les fonetions inconnues
a des dérivées paramétriques d’ordre zéro.
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quantités paramétriques (inconnues ct dérivées) dont la cote ne sur-
passe pas C; puis, & ce groupe partiel, adjoignons les ‘“'u formules,

(2) T8 Toaas  «eey T
que fournit la résolution successive des groupes
&y longy ey Loy
extraits de '“’S : nous obtiendrons ainsi un systéme, I, de
Jo 4 (€, e (€,

formules, manifestement résoluble par rapport aux A -+ %7+
quantités dont parle énonce, et identiquement vérifié par la substitu-
tion & ces (quantités de leurs expressions tirées du systeme L; aprés la
resolution dont il Sagit, le systéme L' deviendra done identique a L,
Aot résulte qu’il fournit, comme Jui, Ta solution générale de '“'S.

Les deux systémes [oet L7 étant ainsi numériquement équivalents,
il résulte de remarques générales relatives & la théorie des fonctions
implicites qu’ils sont résolubles par rapport anx mémes groupes de
B0 49, quantités. Le second, I, sera done, comme le premier,
résoluble par rapport aux A-+'“% arbitraires et aux “'u. premiers
membres des formules Gy comme, d’ailleurs, les “'u formules (2)
sont enticeement indépendantes des arbitraires introduites, il faut
bien que les A—+'"“A formules restantes de L' soient résolubles par
rapport i ces arbitraires. Bn elfectuant cette résolution, et remplagant
dans les '“'u formules (2) les A + )k arbitraires par les expressions
ainsi obtenues, les “'u formules résultantes fourniront, aussi bien
que 17, la solution générale de ('S @ or, cette opération laisse iden-
tiques & clles-mémes les ' formules (2), qui fournissent, dés lors,
la solution générale.

Il résulte de la que I’élimination des dérivées principales de cotes
0, 0~1, ..., G

effectuée entre les équations

8% Sorry o SC’
Ann. Ec. Norm., (3), XXIV. — DEceMste 1907. 76
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conduit, quel que soit C, & des identités, et, par suite (n°25), que le
systéme S est passif.

27. La proposition dont nous venons d’achever la démonstration
peut encore se formuler comme il suit :

Pour que le systéme proposé S, satisfaisant aux trots conditions A, B, C
du n° 25, soit passif, il faut et il suffit qi’en considérant x, y, ... et les
diverses quantités (inconnues et derivées) dont la cote ne surpusse pas G
comme autant de variables indépendanies distinctes, la solution numé-
rique générale du systéme '“'S soit fournie (quel que soit C) par des
formules exprimant les b + "'\ + ' p. variables dont il s’agit a U aide
de b + 'O\ arbitraires, b '\ d’entre ces formules étant résolubles par
rapport awx arbitraires conformément au principe general des fonctions
implicites.

28. Dans tout systéme orthonome, les conditions 4 et B du n° 25 se
trouvent satisfaites d’elles-mémes, et il suffit, pour que les groupes

&gy Lopr, oovy oy ey
respectivement extraits de
56, SE—H; LR SC? ey

satisfassent & la condition €, de supposer que le groupe ¢, comprend
exactement autant d’équations qu’il y a de dérivées principales de
cote G, et qu’il a pour premiers membres les dérivées dont il s’agit :
car alors le déterminant différentiel de ¢, par rapport & ces dernicres
est identiquement égal & 1. On sait d’ailleurs qu’un systeme ortho-
nome, s’il est passif, est, par la méme, complétement intégrable.
Désignons actuellement par S un sysiéme orthonome tel qu’ aucun des
premiers membres Wy soit une dérivée de quelque autre, et par ¢ la cote
(premiére) minima des équations de S; puis, adoptant pour les con-
ditions initiales du systéme I'écriture spécifice au n° 18, désignons
par I' la cote (premiére) maxima des premiers membres de ces condi-
tions. Cela étant, pour que le systéme S soit passif (par suite, complé-
tement intégrable), ou, ce qui revient au méme (n° 25), pour que
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U élimination des dérivées principales de cotes ( premicres)
g, 041, ..., G,

effectuce entre les equations
Sz, 841, ... Sca

conduise, quel que sott C, a des identités, il suffit que cela ait liew pour
Al ™
P ,l ~+ 2.

En vertu du n° 20, on peut, du systéme orthonome S, déduire un
systéme du premier ordre, ¥, jouissant des diverses propriétés indi-
quées au n® 19, et, de plus, orthonome comme S.

Cela étant :

[. La condition posce par notre énonce relativement aux groupes
(:;) Sag Sal 1» AL SI‘-I 1» SF—|2

entraine la passivite du systéme orthonome X.

Considérons, en effet, dans P'un quelconque des deux systémes S, 2,
le nombre des quantités paramdétriques (inconnues et dérivées) dont
la cote premiére ne surpasse pas G : 4 cause des relations qui existent
entre S et £, ce nombre est le méme dans les deux systemes, et nous
le désignerons par ‘“A; nous désignerons en outre par A le nombre
des variables indépendantes z, y, ....

Cela ¢tant, il résulte de la condition posée par notre énoncé que la
solution numérique générale de ™S ou (3) est fournie par des for-
mules exprimant les variables indépendantes x, y, ... et les quantités
(inconnues et dérivées du systéme S) dont la cote premiére ne sur-
passe pas ['-+ 2, & Paide de £ +T+2) arbitraives, £+ T2k d’entre
ces formules étant résolubles par rapport aux arbitraires.

Si I'on passe de S & 3, le systéme T*»% est, comme nous savons
(n° 19, V), numériquement équivalent &

((l‘—mH, (I'+2)g ) 2

le groupe T+*H s’obtient d’ailleurs en extrayant de ’ensemble illimité
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que forment les inconnues adjointes ct leurs dérivées de tous ordres
les diverses quantités dont la cote premicére ne surpasse pas I' + 2, et
en les égalant i leurs synonymes anciens. D’apres ce qui vient d’étre
dit sur T+2S, il est manifeste que la solution numérique générale de

((I‘-w:)[]’ (F’*'”S) ou (+2)%

est fournie par des formules exprimant les variables indépendantes
@, y, ... et les quantités (inconnues et dérivées du systéme X) dont la
cote premiére ne surpasse pas I' + 2, 4 I'aide de £ +®+»X arbitraires,
h + T+ d’entre ces formules étant résolubles par rapport aux arbi-
traires : on en conclut, en raisonnant comme a 'alinéa II du n° 26,
que, si I'on élimine entre les équations T+ les diverses dérivées
principales de = dont la cote premicre ne surpasse pas I' 4 2, on est
conduit & des identités.

Cela étant, comme, dans le systtme %, orthonome et du premier
ordre, la cote premitre maxima des inconnues est I', et, par suite,
celle des dérivées cardinales (toutes du second ordre) au plus ¢gale i
I'+ 2, il résulte d’une regle formulée dans un Mémoire antérieur (*)
que le systéme X est passif. C’est ce que nous voulions é¢tablir.

II. La passivité du systéme X entraine celle du systéme S.

Le systéme X étant supposé passif, la solution numérique générale
de ‘9% est fournie (quel que soit C) par des formules exprimant les
variables indépendantes et les quantités (inconnues et dérivées du
systétme X) dont la cole premiére ne surpasse pas G, a laide de
h +"'“'X arbitraires, £ +"“"A d’entre ces formules ¢tant résolubles par
rapport aux arbitraires.

Répartissons maintenant cet ensemble de formules en deux groupes,

J, K,
suivant qu’elles ont ou non pour premier membre quelque dérivée

(d’ordre positif ou nul) d’une inconnue adjointe. Le systeme '’ ayant
pour conséquence numérique ‘“H (n° 19, V), le systeme (J, K) a pour

(V) Sur une question fondamentale du Caleul intégral.
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cons¢quence numérique (‘“H, K); et, comme les deux systemes

J, Ky, (‘9H, K),

visiblement réduits ('), comprennent le méme nombre d’équations,
ils sont numériquement équivalents : or, le premier d’entre eux con-
tient £ +'“A équations résolubles par rapport aux arbitraires; il en
est done de méme du second, et, comme le groupe ‘“II est indépen-
dant des arbitraires, les A ~+'“A équations dont il s’agit sont forcé-
ment contenues dans le groupe K. Ainsi, dans les formules (J, K), qui
fournissent la solution géncérale de "%, le groupe K contient A —+ "
¢quations résolubles par rapport aux arbitraires.

Cela posé, observons qu’en vertu de I’équivalence numérique entre

Ox et ('“H, '©8),

les formules (J, K) fournissent la solution générale de ("“'H,'“8) : il
est aisé d'en conclure que les formules K (dont £ +“A sont réso-
lubles par rapport aux arbitraires) fournissent la solution générale
8
de 'S,
Le systeme S est done passif (n° 27).

[1I. Lexactitude de notre énoncé général résulte du simple rappro-
: 2
chement des alinéas 1 et 1.

29. Considérons maintenant un systeme différentiel, S, ow se
trouvent satisfailes les trois hypothéses A, B, Cdu n® 25, et i ces hypo-
thisses adjoignons les particularités suivantes :

1° Qu' aucure des premiers membres de S ne soit une dérivée de quelque
aulre ;
2" Qu'en désignant par Al cole mazxima des premiers membres de S,
les groupes
la; { ERT erey lA

(les premiers de ceux que vise hypothése O) comprennent respective-

(1y ls sont, en effel, résolubles 'un et Iautro par rapport aux variables indépendantes
ot aux quanlités (inconnues et dérivées de ¥) dont la cote premiére ne surpasse pas C.
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ment les groupes
S5y S341s  ce+s SA
du systeme S (n° 5);
3° Que le systéme du premier ordre, T, que U'on dédwit en pareil cas
de S (n° 19), puisse, par un changement linéaire el homogtne des
variables indépendantes, suivi d’une résolution convenable, étre trans-
formé en un autre, Q, remplissant les conditions spécifices au n° 21.

Cela posé, et en attribuant & la notation T' le méme sens que dans
les n° 18 et 28, pour que le systéme proposé S soit passif, ou, ce qui
revient au méme (n° 25), pour que I'élimination des déripées principales

de cotes
6, 041, ..., G,

effectuée entre les équations
Sa, Sa-i-h RN SC,

conduise, quel que soit G, & des identités, il suffit que cela ait lieu
pour C =T + 2.

I. La condition posée par notre énonce relativernent aux groupes
(4) Sz, Strn -5 SPaty SIae

entraine la passivité du systéme Q.

Considérons en effet, dans I'un quelconque des trois systémes, S,
Z, Q, le nombre des quantités paramétriques (inconnues et dérivées)
dont la cote (unique ou premiére) ne surpasse pas C : & cause des
relations qui existent, d'une part entre S et £, d’autre part entre X
et Q, ce nombre est le méme pour les trois systemes, et nous le dési-
gnerons par ‘“’A; nous désignerons en outre par /& le nombre des
variables indépendantes.

Cela étant, il résulte de la condition posée par notre énoncé que la
solution numérique générale de T+S ou (4) est fournie par des for-
mules exprimant les variables indépendantes et les quantités (incon-
nues et dérivées de S) dont la cote (unique) ne surpasse pas I' + 2,
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a laide de A + T+2 arbitraires, £ -+ T+ d’entre ces formules étant
résolubles par rapport aux arbitraires.
Si I'on passe de S & %, le systtme T+*X est, comme nous savons
(n° 19, V), numériquement équivalent &

( <I‘+2)H, (F+2)g E

le groupe T+»11 g’obtient d’ailleurs en extrayant de ’ensemble illimité
que forment les inconnues adjointes et leurs dérivées de tous ordres
les diverses quantités dont la cote (unique) ne surpasse pas I' -+ 2, et
en les égalant & leurs synonymes anciens. D’aprés ce qui vient d’étre
dit sur T+28, il est manifeste que la solution numérique générale de

(T+nH, T+28) ou T+13

est fournie par des formules exprimant les variables indépendantes et
les quantités (inconnues et dérivées du systeme X) dont la cote
(unique) ne surpasse pas T =42, 4 aide de A -+ T+¥A arbitraires,
h+T+¥) d’entre ces formules étant résolubles par rapport aux
arbitraires.

Sil'on passe maintenant de 2 4 [[L]] (n° 10), il résulte immédia-
tement du n® 14 que la solution numérique générale de (I‘+2)[[2:J] est
la méme que celle de [[‘1"*'-’)2_]] : elle s’obtiendra donc en remplacant
dans les formules précédentes les anciennes variables et dérivées par
leurs valeurs tirées des formules de la transformation, et en résolvant
le systéme ainsi obtenu par rapport aux nouvelles variables et aux
quantités (fonetions inconnues et nouvelles dérivées) dont la cote
premicre ne surpasse pas I' + 2. Ges dernieres variables, inconnues et
dérivées se trouveront ainsi exprimées i 'aide de & + T+ arbitraires,
et il résulte d’ailleurs de remarques générales, relatives i la théorie
des fonctions implicites, que, parmi les formules obtenues, 4 A4 (P2
seront, comme précédemment, résolubles par rapport aux arbitraires.

Si I'on passe, enfin, de [[L” a Q (et si’on observe que I'+ 1 est la
cote premitre maxima des équations de ces deux systémes), le méca-
nisme a 'aide duquel cette opération s’elfectue (voir n° 21, II) entraine,
en vertu du n° 7, 'équivalence numérique de ‘V*”)[[‘E]] et de T+Q :
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la solution numérique générale de *+2Q est donc fournie par les for-
mules dont il a été question en dernier lieu.

Cela posé, extrayons de T+»Q un groupe, ®, composé d’équations
en nombre exactement égal & celui des dérivées principales (du sys-
téme Q) dont la cote premiére ne surpasse pas I' + 2, et résoluble par
rapport & ces dérivées; puis, répartissons les formules qui donnent la
solution générale de T+20 en deux groupes,

E, F,

suivant qu’elles ont ou non pour premier membre quelqu’une des
dérivées principales dont il s’agit. Les formules (B, F), fournissant la
solution générale de T+»Q, ont pour conséquence numérique le
groupe @, et par suite aussi (@, F); et, comme les deux systémes

(E,¥), (@,F),

visiblement réduits (*), comprennent le méme nombre d’équations,
ils sont numériquement équivalents : or, le premier d’entre eux con-
tient, comme nous 'avons dit, A -+ T+ ¢quations résolubles par rap-
port aux + T2 arbitraires; il en est done de méme du second, et,
comme le groupe ® est indépendant des arbitraires, les /- T+
équations dontils’agit sont forcément celles de F. Cela étant, pouravoir
la solution générale de T+¥Q, on peut, dans (®, ), tirer da groupe F
les A +T+2) arbitraires et les porter dans le groupe ®, que lon
résoudra ensuite par rapport aux dérivées principales (du systeme Q)
dont la cote premiere ne surpasse pas I' +2 : le groupe ® restant
identique & lui-méme par la substitution dont il s’agit, sa simple réso-
lution fournira la solution générale de T+2Q. Il résulte de 1A qu’en
éliminant, entre les relations T+¥Q, les dérivées principales dont la
cote premiére ne surpasse pas I' + 2, on est conduit & des identités.

Finalement, comme, dans le systeme Q, orthonome et du premier
ordre, la cote premiére maxima des inconnues est I', et, par suile,
celle des dérivées cardinales (toutes du second ordre) au plus égale
al + 2, le systeme Q est passif, ce qu'il s’agissait d’établir.

(1) Ils sont en effet résolubles I'un et I'autre par rapport aux variables (nouvelles) et
aux quantités (inconnues et dérivées de Q) dont la cote premiere ne surpasse pas I' - 2.
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1. La passivite du systéme Q entraine celle du systéme S.

Le systéme £ étant sapposé passif, la solution numérique générale
de 'Q est fournie (quel que soit C) par des formules exprimant les
variables (nouvelles) et les quantités (inconnues et dérivées du sys-
teme Q) dont la cote premicre ne surpasse pas G, a Paide de A+
arbitraires, £ -+ “"A d’entre ces formules étant résolubles par rapport
aux arbitraives. Celte solution générale de '“Q est d’ailleurs en méme

temps celle de ‘“’l [ 2] I, ainsi qu’il résulte du n® 7 ¢t des relations qui

existent entre les deux systémes £ ot “E] ; et elle est aussi, en vertu
dun® 14, celle de []l“"’}J,]].

Cela ¢tant, la solution numérique générale de "“X s’obtiendra en
remplacant, dans les formules précédentes, les nouvelles variables et
derivees par lears valeurs tirces des formules de transformation, et
résolvant le systéme ainst obtenu par rapport aux anciennes variables
el aux quantités (fonctions inconnues el anciennes dérivées) dont la
cole unique ne surpasse pas G Ges dernieres (variables, inconnues et
dérivees) se trouveront ainsi exprimcées a laide de A 4= "“Aarbitraires,
et il resulte dCailleurs de remarques géndcrales relatives i la théorie des
fonctions implicites que, parni les formules obtenues, 2 -+ “"Aseront,
comme precedemment, résolubles par rapport aux arbitraires.

Repartissons maintenant les formules dont il s’agit en deux groupes,

I, K,

suivant qu'elles ont ou non pour premicer membre quelque dérivée
(Cordre positif ou nul) d'une inconnue adjointe. Le systeme (4%
ayant pour conséquence numérique "I (n° 19, V), le systeme (J, K)
a pour conséquence namérique ("Y1, K); et, comme les deux systémes

(J, Ky, ("“H,K),

visiblement réduits (*), comprennent le méme nombre d’équations,
ils sont nuinériquement équivalents = or, le premier d’entre eux con-

(1) Ils sont en effet résolubles 'un el Pautre psr rapport aux variables (ancicnnes) ct
aux (uantités (inconnues et dérivées du systeme ) dont la cote ne surpasse pas C.

dnn. Ee. Norm., (3), XXIV. — DicEMorg 1907. 77



610 C. RIQUIER.
tient &2 + ' équations résolubles par rapport aux arbitraires; il en
” 3 - I, (G A A

est done de méme du second, et, comme le groupe "“II est indépen-
dant des arbitraires, les £ +'“% ¢quations dont il s’agit sont forcément
contenues dans le groupe K. Ainsi, dans les formules (J, K), qui four-
nissent la solution générale de ‘“%, le groupe K contient & +'“"A équa-
tions résolubles par rapport aux arbitraires.

Cela posé, observons qu’en vertu de 'équivalence numérique entre

©F et (‘OH, ©8),

les formules (J, K) fournissent la solution générale de (‘*“’,'S) : il

est aisé d’en conclure que les formules K (dont 2 +‘“"Asont résolubles

par rapport aux arbitraires) fournissent la solution générale de 'S,
Le systeme S est donc passif (n® 27).

I1l. L’exactitude de notre ¢énoneé géncéral résulte du simple rappro-
chement des alincas I et II.

CHAPITRE 1V.

THEOREMES I’EXISTENCE.

30. Considérons un systeme différentiel, S, satisfaisant aux trois
conditions ci-apreés :

A. Le systéme S est résolu par rapport & certaines dérivées des fonc-
tions inconnues qui s’y lrouvent engagées, et les seconds membres sont
indépendants de toute deérivée principale.

B. En attribuant, dans toutes les équations du systéme, aux variables
indépendantes des cotes respectives toutes égales & 1, et aux inconnues des
cotes respectives convenablement choisies, chaque second membre ne con-
tient, outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et
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deripées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Il est clair, d’ailleurs, que cette deuxiéme condition, supposée véri-
fice, ne cesse pas de 'étre lorsqu’on augmente d’'un méme entier
quelconque, positif ou négatif, les cotes de toutes les inconnues.

C. En (lc'.s"/fgna/zt par ¢ et A les cotes respeclivement minima et maximna
des premiers membres de S, on peut, des groupes

. o
S5, St

147]

A
du systéme S prolonge (n 3 et b)), extraire respectivement des groupes,

f o ’ s

P TR I 7

possedant la double propriété de se composer d’équations en nombres
respectivernent égaux & cewx des deérivées principales de cotes

RN
0, O-1,

-y A’
et d’étre successivement résolubles par rapport a ces dérivées.

En Cautres termes, nous supposons que le déterminant différentiel
de Pensemble de ces groupes par rapport & 'ensemble de ces dérivées
n’est pas identiquement nul, et nous nous assujettissons 4 ne consi-
dérer les diverses quantités dont il dépend que dans les limites ot sa
valeur numérique reste différente de zéro.

Dans un systeme ainsi défini, considérons un groupe d’intégrales
ordinaires hypothétiques répondant i des conditions initiales données.
Cela étant, st les valeurs numériques initiales choisies pour les quantitcs
qui figurent dans les seconds membres de S satisfort (en outre de celle
quexige déja la condition €) a certaines restrictions d’inégalite :

1% Pour toute valeur de Uentier (algébrique) G supéricure a A, toul
groupe partiel, t., extrait de S sous la seule condition d’ avoir pour pre-
miaers membres (sans omission ni répétition) les diverses dérivées princi-
pales de cote C, est résoluble par rapport a ces dernicres.

2° Les dépeloppements (bien déterminés) construits a U aide des valeurs
initiales données et de celles que fournit la resolution successive des
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groupes
&, o, cey LAy A LA+as

sont convergenls.

I. Considérons un systéme de ¢ équations du premier degré a ¢
inconnues, par exemple de trois équations du premier degré a trois
inconnues, ayant la forme suivante :

\/x:ay + bz +c,
(1) ¢ y=ex + fz+k,
( s=mx-+ny-+p.

En méme temps que (1), considérons le systéme

(z=Ay +Bs+C (),
(2) ¢ y=Ex +Fz +K,
s=Mx~+Ny—+P,
et supposons :

1° Que le Tableau

(A, B, (G
(3) E, F, K, .
M, N, P

ait tous ses éléments positifs ou nuls, ceux de la derni¢re colonne de
droite étant tous positifs;
2° Que, dans le Tableau
a, b, c,
ey [y ok

m, n, p,

les éléments aient leurs modules respectivement inférieurs ou égaux
aux ¢léments correspondants du Tableau (3);

3° Que le systéme (2) admette une solution (X, Y, Z), en nombres
Positifs.

(1) Le sens que nous attribuons ici & la notation C n’a, bien entendu, rien de commun
avec celui qu'elle possede dans notre énoncé général.
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Cela ¢tant, le systéme (1) est nécessavrement résoluble par rapport a
@, y, 5, el les valeurs de ces variables qui le verifient ont des modules

~

respectivernent inférieurs ou égaux a X, Y, Z.

Nous avons ¢tabli, dans un Mémoire antérieur, que le systéme (1)
admet en pareil cas une solution, (2, y’, "), satisfaisant aux relations

modz'Z X, mody’ 2 Y, modz'z7 (1) :

reste & démontrer que celte solution est unique.

Effectivement, si clle ne Iétait pas, le systéme (1) serait indéter-
miné, et 'une de ses équations, la premiére par exemple, serait une
consequence des autres. En deésignant done par 2 et p. des constantes
convenablement choisies, on aurait, entre les coefticients

—1, a, b, ¢,
e, — 1, ,/7 /‘ﬂ’
m., n, 1, P

du systéme (1), les relations

prniod Ae -i—{J.m,
==~k —un,

(4) )
b= A —p,
c== Ak pp.

Or, le coelticient ¢ ayant un module inféricur ou égal & la constante
positive G, il existe évidemment quelque valeur, ¢, satisfaisant & la
double condition d’étre différente de ¢ et d’avoir un module inféricur
a C(*). Cela ¢tant, si, dans le systéme (1), on remplace ¢ par ¢’ sans
toucher aux autres coefficients, le systéme résultant est incompatible,
puisque les trois premicres relations (4) ne cessent pas d’étre véri-
fices, mais que 'on a, au contraire,

ALk A pp.

(1) Sur Lexistence, dans certains sysiémes différenticls, des intégrales répondant & des
conditions initiales données (Annales de 'Ecole Normale, 19oj, p. 357 et suiv.):

(%) Effectivement, si ¢ = o, on pourra prendre pour ¢ une quantité quelconque de
module inféricur & € et supéricur & zéro; si ¢ n’est pas nul, on pourra prendre pour ¢ une
quanlité queleongue dont le module soit inféricur & celui de c.
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D’autre part, puisque le module de ¢’ est inférieur & G, les hypothéses
posées au début du présent alinéa I continuent a étre toutes vérifices,
et le méme systéme admet, en vertu de la démonstration déja invoquée,
quelque solution en x, v, =, ce qui est contradictoire.

I1. Considérons, au lieu du systéme S, le systéme Sy, ,, que nous
désignerons aussi par (S). Il est clair que, dans les deux systémes S
et (S), larépartition des dérivees des fonctions inconnues en princi-
pales et paramétriques est la méme, & cela prés que les dérivées prin-
cipales du systtme S dont la cote tombait au-dessous de A+ 1 sont
devenues paramétriques dans le systéme (S); et si, dans les deux

systémes
S prolongé, (S) prolongé

(n° 3), on partage les relations en groupes successifs d’apres leur cote
croissante, cette suile illimitée de groupes est la méme de part et
d’autre, a cela prés que, dans le systéme (S) prolongé, un certain
nombre de groupes,

S?.;’ Sr}»-n L] SA’

ont disparu en téte de la liste. Au lieu done d’imposer aux intégrales
hypothétiques de Sles conditions initiales choisies, il revient au néme,
pour la démonstration de notre ¢noncé général, d’imposer a celles
de (8) des conditions initiales identiques, en ayant soin seulement de
prendre, pour les anciennes dérivées principales devenues paramc-
triques, les valeurs initiales calculées a I'aide des groupes

Ly lovts ..y LA

On peut maintenant, moyennant un simple changement de fonctions,
remplacer le systéme (S) par un autre ot les déterminations initiales
des inconnues soient toutes identiquement nulles. Effectivement,
soient I, I,, ... les déterminations initiales respectives des inconnues
t, ¢, ... dans le systéme (S). Nous observerons tout d’abord que,
parmi les dérivées de I,, I, ..., celles qui sont respectivement sem-
blables aux dérivées principales de «, ¢, ... ont toutes zéro pour valear
initiale, et qu’elles sont, par suite, identiquement nulles, puisque
leurs propres dérivées, nécessairement semblables & des dérivées
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principales de «, ¢, ..., ont toutes aussi pour valeur initiale zéro;
quant aux valeors initiales de I, 1, ... et de leurs dérivées restantes,
elles sont precisément égales aux valeurs initiales de «, ¢, ... et de
leurs dérivées (paramétriques ) semblables. Gela posc, effectuons dans
le systéme (S) la transformation

=1, u,
v=1,+mu,

ot u, v, ... désignent de nouvelles fonetions inconnues, et soit (5) le
systéme ainsi obtenu @ de la remarque faite ci-dessus il résulte ¢videm-
ment que le systeme (5) prolongé peut se déduire de (S) prolongé en
remplacant les dérivées principales de w«, ¢, ... parles dérivies sem-
blables de w, v, ..., puis les fonctions u, ¢, ... el leurs dérivées para-
meétriques parles sommes 1+ u, I+, ... el les dérivees semblables
de ces sommes. Les deax systemes (5) et (53) ont done, saufl le chan-
gement de w, ¢, ..o enm, v, ..o, les mémes premiers membres, el les
dérivées des fonctions inconnues 8’y répartissent de la méme manicére
en principales et parameétriques; d’ailleurs, si aux intégrales hypothe-
tiques u, v, ... de (53) on impose des déterminations initiales identi-
quement nulles, il estclair que les valeurs numériques initiales prises,
dans le systeme (8), par les intégrales hypothétiques «, ¢, ..., qui
correspondent aux déterminations initiales I, I, ..., et par leurs
dérivées parameétriques de tous ordres, sont respectivement égales aux
valeurs numériques initiales prises, dans le systéme (%), par les
sommes I, +u, I, +wv, ... et les dérivées semblables de ces sommes.

Cela ¢tant, conservons aux variables «, y, ..., dans le systéme (5),
les cotes respectives, (outes égales & 1, qu’elles avaient dans les
systemes S et (8), et attribuons aux nouvelles fonctions inconnues
w, v, ... les mémes cotes respectives qu’anx anciennes correspondantes
i, ¢, .... Considérons d’autre part, dans les systémes (S) prolongé et
(%) prolongé, deux relations correspondantes, et désignons par G leur
cote commune (supéricure ou égale & A +1) @ de diverses remarques
deja faites il résulte que toutes deux sont lincaires par rapport aux
dérivées (tant principales que paramétriques) de cote G, que, dans la
premiére, les coefticients de ces dérivées dépendent exclusivementdes
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variables z, y, ..., des mconnues «, ¢, ... et des quelques dérivées
paramétriques figurant dans les seconds membres du systéme pri-
mitif S, et que, dans la seconde, les coefficients dont il s’agit ont
respectivement les mémes valeurs initiales que dans la premicre.
Finalement, si, dans chacune des deux relations considérées, nous
remplacons par les valeurs numériques initiales qui leur conviennent
respectivement les variables indépendantes 2, y, ..., les intégrales
hypothétiques (u, ¢, ... ou u, v, ..., suivant qu’il s’agit de I'une ou
de I'autre relation), et leurs dérivées paramétriques de (ous ordres,
les deux relations ainsi obtenues (ot ne figurent plus que des dérivées
principales) seront identiques I'une 4 I'autre.

En cons¢quence, il suffit, pour ¢tablir notre ¢énoncé général, d’éta-
blir le double point suivant :

St, dans les seconds membres de (), les coefficients des dérivées (Lant
principales que parametriques) de cote A+ 1 ont des valeurs initiales
satis farsant a certaines restrictions d'inégalité :

1° Pour toute valeur de Uentier (algébrique) G supérieure « A, tout
groupe partiel, (1), extrait de (5), sous la seule condition d’avoir pour
premiers membres (sans omission ni répétition)) les diverses dérivées prin-
ctpales de cole C, est résoluble par rapport a ces dernicres.

2° Les développements (bien déterminds ) construils a U aide des déter-
minations initiales données (toutes identiquement nulles) et des valewrs
tnittales que fournit, pour les dérivées principales de coles A+ 1,
A+ 2, ..., la résolution successive des groupes

(t).\%lv (i)A—k‘z’ L]

sont nécessairement congergents.

Effectivement, si le premier de ces deux points est exact, le groupe
qui correspond & (t), dans le systéme (S) prolongé sera lui-méme
résoluble par rapport aux dérivées principales de cote C de «, o, ...,
et, des lors, le groupe désigné par ¢, dans notre ¢noncé général jouira
aussi de cette propriété. D’ailleurs, si anx variables, aux intégrales
hypothétiques, et & leurs dérivées paramétriques, on attribue les
valeurs initiales qui leur conviennent respectivement dans les sys-
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temes (5) et (S), les groupes correspondants (t), et ¢, deviennent,
comme nous Pavons vu, identiques 'un & Pautre, en sorte que la réso-
lution successive, soit des groupes

(t)A-Mr (t)A»F‘H L]

soit des groupes
A1, LA, ey

fournit, pour les dérivées principales semblables, les mémes valeurs
initiales @ si done, dans les développements construits de part et
d’autre & Paide des valeuars initiales tant donnces que calculées, on
fait abstraction des portions (convergentes) formcées par les détermi-
nations initiales, les portions restantes sontrespectivement identiques
de part et ’autre, et la convergence, lorsqu’elle a lieu d'un coté, ne
peut manguer d’avoir licu de Pautre.

Ainsi, nous nous trouvons ramenes  clablir le double point formulé
ci-dessus dans le present alinéa 11.

. Dans le systeme (£), partageons les fonctions inconnues en

sateeories suivant la valeur de lear cote, et supposons, pour fixer les
)
idées, que le nombre des catéeories ainsi obtenues soit ¢eal & trois.
) (2] Ea]
Les derivees de tous ordres des inconnues se partagent naturellement
I . . . .
alors en trois catégories, suivant qu’elles apparticnnent i telle ou telle
) 2

inconnue.

Cela ¢tant, désignons par v/, v7, v” les cotes attribuées aux incon-
nues des trois catégories respectives, et posons

Adt—y =K, Aty —y =K, At — " =K";

la cote d’une inconnue quelconque étant au plus égale & A (puisque
celles des diverses cquations du systéme proposé S ne surpassent
pas A), les différences A — v/, A — ", A — " sont positives ou nulles,
et, par suite, les entiers K', K7, K” sont au moins égaux a 1. Il est clair
Lailleurs qu'une dérivée d’inconnue aura une cote inférieure, égale,
ou supérieure & A -+ 1, suivant qu’elle sera :

D’ordre inférieur, égal, ou supéricur & K/, s’il s’agit d’une dérivee
de premiére catégorie;

Ann. Fie. Norm., (3), XXIV, — DECEMBRE 1007, 78
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D’ordre inférieur, égal, ou supérieur a K”, s’il s’agit d'une dérivée
de deuxieme catégorie;

D’ordre inférieur, égal, ou supérieur a K”, s’il s’agit d’unc dérivée
de troisi¢me catégorie.

Considérant, en particulier, les dérivées de cote inférieure ou égale
4 A+ 1, qui seules figurent dans (£), nous qualifierons, pour abré-
ger, de secondaires celles dont la cote est inférieure 2 A +1, et de
dominantes celles dont la cote est ¢gale & A +1. Chaque ¢quation du
systeme (%), linéaire par rapport aux dérivées dominantes, a pour
premier membre une de celles-ci.

Nous nommerons, en outre, dans ce qui suit :

Coefficients du systeme () les diverses fonctions (des variables,
des inconnues et des dérivées secondaires) qui figurent dans les
seconds membres, soit comme multiplicateurs des dérivées domi-
nantes, soit comme termes indépendants de ces dérivées;

Toy Yoy --- les valeurs initiales de z, y, .. .5

f, ... les diverses quantités du groupe formé par les inconnuesm, v, ...
et leurs dérivées secondaires (toutes ces quantités ont des valeurs
initiales nulles, puisque les déterminations initiales sont identique-
ment nulles);

w, v, ... les inconnues de premicre catégorie, g’ lewr nombre, g0

8us -+e» Sw— les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres

1,2, ..., KK—r1;

u’, v”, ... les inconnues de deuxitéme catégorie, g” leur nombre, g7,
8as +-or 8w les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres

1,2, ..., K"—1;

u’, v”, ... les inconnues de troisitme catégorie, g” leur nombre,

8\s &us ---» 8wy les nombres respectifs de leurs dérivées des

ordres 1, 2, ..., K" — 1.

Dailleurs, les seconds membres du systéme primitit' S étant, par
hypothese, développables & partir des valeurs initiales choisies pour
les diverses quantités qui y figurent, on voit sans peine que les coeffi-
cients du systeme (%), fonctions des diverses quantités

Z, Y, .. 6oLl
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scront développables & partir des valeurs initiales

Ay, y(,, ey 0, Ceea

[V. Soient :

.. . 1 . . .
e unc constante positive moindre que 5 (¢’est-i-dire moindre que le

quotient de 1 par le nombre des catégories d’inconnues du systeme
donné);

b

- une constante positive quelconques;

]{/ ! o o' o
-y o S o2 teey B K-
I( " 1}‘” o ’ () " lf”.

4 o Ll B4 o2 R ] S K'—1y
l( " o " I!“” lfw (r ”./

’ 5 o1 M ay ey o K1

les entiers définis dans ce qui preeede (1 ;
w', ", @ trois fonctions inconnues de la variable indépendante ¢.
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Les dérivées restantes de ces inteégrales ont, d’avlleurs, pour t = o, des
valeurs initiales essentiellement positives.

D’abord, I'existence d’un groupe d’intégrales répondant aux condi-
tions initiales (7) résulte immédiatement de propositions connues ().
D’un autre coté, sil’on développe @(z) par la formule

1 +35—4+524...,

et que, aprés avoir remplacé = par le second membre de (5), on
ordonne le résultat par rapport aux puissances de

L oK1/
L, o, —;)7 ’ By ==l
) au” QR =1y
W g T T
w O gR =t
) e e “ e —_—
1 i H H =1 ’

on voit immédiatement que les valeurs initiales de la fonction ainsi
obtenue et de ses dérivées particlles de tous ordres sont essentielle-

ment positives. Il en est de méme de la fonction — » que 'on

1
—3e0(5)
\ I , . 3
peut, & cause de ¢ < 5 développer suivant la formule
0
1360 4- 3220 . . .,

par suite, enfin, du produit
I
+O) ey

second membre commun aux équations du systeme (6). Les valeurs
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent donc,
elles aussi, de la propriété énoncée : car attribution aux quantités
oowl, Wl
des cotes respectives
o, —K, —K, —K”

met tout d’abord en évidence la nature orthonome du systeme (6), et,

(v) Foir, par exemple, Acta Mathematica, t. XXIIIL, p. 265 ¢l 266.
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cela étant, on apergoit sans peine que le caleul des valeurs initiales
des dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes
successives a Paide des relations du systéeme (6) prolongé, conduit
nécessairement 2 des résultats tous positifs.
Nous désignerons par W'(z), W”(¢), W"(¢) les intégrales considé-
rées du systeme (6).
Nous ferons, en outre, observer ce qui suit :
Si 'on nomme ¢, €, ..., ¢}, e, ..., €, &, ... des quantités posi-
tives (en nombre limité ) vérifiant les relations

! ! —
- SR

" n —
€y +Eyt...7=¢g,
/II "

+Ey-t.. =€,

le systeme (G) entraine évidemment comme conséquence

oV ! ()" ! 0¥ !
. =p0(s) +e0(s) g e 0(s) Sy o+
" oW gy o !
-+—El(“)(3)-‘(‘)“*[:i\f;" "{”—5»()( ) ()lhv Rl
. n \ () Kwﬂﬂ’”/ U ) Kmﬂ'
(8) { "*”'El(“)(z)—;)tkm +&,0(s )"'—[1(7- ey
Oy .
i == idem,
()]Q’””,l// .
i idem.
|

Dailleurs, le systéme (6) entrainant aussi comme conséquences les
relations

pe®i(s) o oV o 0N O
=e0(s) S =¢0(z) DX =¢0(s) JF”

2
I——.)-("(")

si, dans ['une quelconque des équations (8), on remplace telle ou
telle des sommes

AT I% o/
e O(5) ~mirim ® ; v,
10( )()t" + e, 0(5) vl ~+
, P L ) pLUE
E;@(S)W —i~€2®( ) = P ..y
)lx”’ o () K ¢ vl//
" () " () -
£,0(35) ——mr —5 € 0(3z) 5
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' < @ (s ' . .
par la quantité —p———(——)—-—, on tombe encore sur une conséquence

1—3e0(3)
de (6).
V. Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues,
E R L L L A

du systeme (%), faisons correspondre autant de quantités positives,
E, my, ..., VT, “P"Y’y cewy UYL TEY L TY Y,

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé-
rant ensuite une dérivée d’ordre & d’une inconnue, appelons poids de
cette dérivée le quotient oblenu en divisant le poids de la fonction &
laquelle elle appartient par ceux des £ variables de différentiation;
désignons enfin d’'une maniere générale par =, ... les poids respectifs

des quantités f, ....
Cela posé, considérons une équation, conséquence de (6), subsis-
¥’ QW' QW

tant entre z, 3 g g ©

t remplacons-y la somme z par la
somme
s=E(ax—ay)+n(y—10) +... Aot

o o'
0K
divers termes de 'équation considérée, divers produits obtenus chacun
en multipliant I'une quelconque des dérivées dominantes de w', v, ...
par son poids; effectuons, enfin, des substitutions analogues pour

P L Lo IR
chacune des dérivées —a ¢t pour chacune des dérivées —ze— @ la
relation résultante sera, comme il est bien facile de s’en rendre
compte, identiquement vérifiée pour '

substituons, d’autre part, 4 la dérivée qui peut figurer dans

W =vY W [E(z—ax)+n(y—y0) +---]
o = W [E(z— ) +n(y — ) +-- -],

wW=v""" W'[E(z— @) +n0(y—)+...],
(9) o = W [E(x—x) +n(y — o) +--.1,

W= YW [ B (2 — ) 40 (y— )+ . . ],
W= Y WILE (2 — @)+ 1(y — o)+ -,
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il suffit, pour le voir, d’observer qu’en vertu des formules (g), toute
inconnue ou dérivée de premicre catégorie, multipliée par son poids,
s'obtient en remplacant, dans la fonction W’(z) ou dans sa dérivée
d’ordre égal, la variable ¢ par la somme

E(x — @) = 0(y —Yo) +--+s

puis, de faire une remarque analogue relalivement aux inconnues ou
dérivées de deuxicme ou de troisivme catégorie.

Prenons maintenant, dans le systéme (5), une équation quel-
conque, (8), et désignons par p’, p”, p” les nombres respectifs (Zo)
des dérivées dominantes de premicre, deuxi¢me, troisitme catégorie
qui figurent dans son second membre, par

o, 0, ... D,
o, 0, ..., D,
DY, Y, ..., D

ces dérivées respectives, par

f / ’
wW,, W,y ey m/)/,
" " "
Wiy Wyy 0.y wl)",
" " "
Wyy Tlyy oy, Wpyw

leurs poids respectils, par B le premicer membre de (s), et par o le
poids de M. Si 'entier p” n’est pas nul, on remplacera 'ensemble des
termes en D7, D, ..., D), qui figurent dans le second membre de (s)
par

3 / . ' € N , ’ g AT .

;‘,75’1 O(s)D) + 7 w0 ()P, .. .+ Fm,,@(.s)ﬂ,,r,

() 2
G e X annra anf anan o L pEO(s) . (
si p’ est nul, on remplacera cet ensemble absent par ——— T:0(5) n

effectucra des substitutions analogues pour les termes en D, o,...,
D, et pour les termes en DY, DY, ..., D, qui figurent dans le second
membre de (5). Quantau terme indépendant des dérivées dominantes,
on leremplacera par ¢1.® (s). On remplacera enfin Ie premier membre
par w1, et 'on multipliera les deux membres par t; L’équation fina-

lement obtenue- ((a)), ne différera alors de (s) que par les coeflicients,
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fonctions de @, y, ..., f, ... qui figurent dans le second membre.
A chaque équation du systéme (5) on fera correspondre de méme une

\

équation telle que ((5)>; on obtiendra finalement un systéme, ((5)), ne
dyfferant de (%) qu\e par les coefficients des seconds membres, et identi-
quement verifié par la substitution aux inconnues des seconds membres
de (9), c’est-a-dire de fonctions qui, elles et toutes leurs deérivées secon-
daires, prennent en x,, Y,, ... des valeurs initiales nulles, tandis que
leurs dérivées restantes y prennent toutes des valeurs initiales posi-
tves (IV). Chacun des nouveaux coefficients s’obtient d’ailleurs en
faisant le produit de O (s) par quelque constante positive, et y ajoutant

. . O (s)
parfois le produit de T-%O)(c)
La premicére de ces deux constantes, qui seule est importante & consi-
dérer, et que nous nommerons, pour abréger, caractéristique du coefli-
cient, dépend de e ou de p suivant que le cocflicient o elle figure
multiplie ou non quelque dérivée dominante. Son produit par @(s) est
identique au coefficient de <(k’i}> dont il s’agit, ou "admet pour majo-
rante relativement aux valeurs Loy Vor ey 0 oo dex,y, oo f, oL,

Il importe de remarquer que, dans les seconds membres du sys-

par quelque autre constante positive.

téme ((5)) que nous venons de former, les caractéristiques dépendant
de ¢ sont de degré sero par rapport a ensemble des quantités

4 . ! ! N I N V4
(10) & n, ..., VW, o, Ll W, L, W, Y,

Effectivement, le poids d'une dérivée quelconque est, d’apres notre
définition, un produit de puissances, positives ou négatives, de ces
quantités, et le degré de ce produit visiblement égal et de signe con-
traire a la cote de la dérivée considérée; deés lors, les dérivées domi-
nantes qui figurent dans une équation quelconque de <(5)) ont pour
poids respectifs des produits qui sont tous de degré — (A+1), en
sorte que, aprésréduction & P'unité du coefticient du premier membre,
les caractéristiques dépendant de e sont de degré zéro par rapport a
'ensemble des quantités (10). :

Il est bon de remarquer aussi qu'en augmentant, s'il le faut, d’un
méme entier négatif convenablement choisi les cotes v/, v*, v des
fonctions inconnues (augmentation permise comme nous I'avons fait
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remarquer au déhut du présent numéro), les poids o, ... des diverses
quantiés £, ... seront tous de degré supérieur a zéro par rapport @ len-

semble des quantités (10). Effectivement, parmi les cotes des diverses
quantites £, ..., la plus grande algébriquementest A, d’ou résulte que,
parmi les cotes changées de signe, la plus petite algcbriquement
est — Az il sulfit done que Pon ait — A >0, ou A<o. Cest ce que
nous supposerons désormais.

V1. Si, dans les seconds membres de (5), les modules initiaur des
coefficients des dérivées dominantes satisfont e ceriaines inégalités, on

peul attribuer, d’'une part « la constante ¢ ( moindre que :>, d’autre
b
\

part aux constanles ( 10), des valeurs telles, que, dans le systéme ( ( L:l)) ,

les caractéristiques dépendant de < sotent respeclivernent supérieures aux
modules initiaux dont il s'agit.

I est tout d’abord ¢vident que, si ces modules initiaux sont suffi-
samment petits, on pourra faire en sorte que les caractéristiques dé-
pendant de e leur soient respectivement supéricures @ il suffit, en
effet, pour que cetle circonstance se réalise, d’attribuer 4 e une valeur

. . . I . .
positive quelconque moindre que 5. aux quantités (ro) des valeurs
b N
positives quelconques, el d’assujettiv ensuite les modules initiaux
dont nous parlons & &tre respectivement inféricurs aux valeurs ainsi
obtenues pour les caractéristiques dépendant de e.
Plus généralement, éerivons que les caractéristiques dépendant
de e sont respectivement supéricures aux modules initiaux, et que ¢
. st ¢ » .. e
est inféricur & =, et formons un ensemble de conditions sulfisantes
)
pour que ces inégalités puissent étre vérifices par un choix conve-
nable des quantites (10) et de € @ nous (omberons ainsi sur certaines
in¢galités subsistant entre les modules initiaux.

VII. Si, par un choix convenable de la constante e (moimlr(e que £>
et des contantes (10), on peut fuire en sorte que, dans les seconds membres
de <(5)), les caractéristiques dépendant de e soient respectiverment supé-
rieures aux modules des valeurs numériques initiales que prennent, dans

Ann. Ec. Norm., (3), XXIV. — DicEMBRE 1907. 79
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les seconds membres de (5), les coefficients des dérivées domunantes, on
peut, en laissant & ¢ sa valeur, multipliant les quantités (10) par un
méme nombre convenablement choisi, et prenani pour . une valeur
convenablement choisie, faire en sorte que les coefficients des seconds

membres de <(5)> (nous voulons dire les coefficients des dérivées
dominantes et les termes indépendants de ces dérivées) sotent res-
pectivement majorants pour les coefficients correspondants des seconds
membres de (5).

Effectivement, supposons que, par un choix convenable de ¢ et des
constantes (10), les caractéristiques dépendant de ¢ dans les seconds
membres de <(5)) soient respectivement supérieures aux modules
des valeurs numériques initiales que prennent, dans les seconds
membres de (£), les coefficients des dérivées dominantes, et dési-
gnons par M, ... les caractéristiques dont il s’agit. D’autre part, soit »
une constante positive satisfaisant & la double condition : 1 d’étre
inféricure 4 des rayons de convergence simultanés des coefficients
des seconds membres de (%), quand on suppose ces coefficients
développés o partir des valeurs initiales des quantités dont ils dé-
pendent; 20 d’étre assez petite pour que, en remplacant dans les
développements des coefficieats des dérivées dominantes les coefli-
cients numériques par leurs modules et les accroissements par r, les
sommes ainsi obtenues soient respectivement inféricures aux carac-
téristiques M, ... (la chose est évidemment possible, puisque, dans
ces développements, les termes constants ont des modules respecti-
vement inférieurs aux constantes M, ...). La constante r étant ainsi
fixée, multiplions les nombres (ro) par une constante positive telle,
que les nouvelles valeurs de Z, 7, ..., @, ... soient toutes supéricures
a ’1 [ce qui est possible, puisque &, 7, ..., ¢, ... ont des degrés posi-
tifs par rapport & I'ensemble des quantités (10)], et remplagons désor-
mais les constantes (10) par les produits ainsi obtenus : une parciile mul-
tiplication ne change pas les valeurs des caractéristiques dépendant
de ¢, parce que chacune de ces caractéristiques est de degré zéro par
rapport & ensemble des quantités (10), et, en conséquence, la double
condition & laquelle nous avons assujetti 7 ne cesse pas d’étre véri-
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fiée. Soient alors w le poids maximum des premiers membres du sys-
teme (9) [ou ((5))], et N une constante positive supérieure a toutes
A -

celles qu’on obtient lorsque, apres avoir développé a partir des valeurs
mitiales des quantités qui y figurent les termes indépendants des
dérivées dominantes dans les seconds membres de (5), on remplace
dans ces développements les coefficients numériques par leurs mo-
dules et les aceroissements par 7. Cela étant, si 'on prend g.>No,
toute caractéristique dépendant de p, ¢tant au moins ¢gale h—f—f, sera,
par suite, supérieure & N.

Dans ces conditions, on voit sans peine que les coefficients du sys-
teme (5) admeltent comme majorantes, par rapport aux valeurs z,,
Yorover 0y oo dew, v, oo, L, les coefficients correspondants du

systeme (( 5 ))

.o . . I
VHI. &, par un chocx concenable de la constante € ( moindre que —) el
]

des constantes (10), on peut fuire en sorte que, dans les seconds membres

\

de ( (S )) , les caractéristiques deépendant de e sotent respectivement supc-
reeures awx modules des valears numériques initiales que prennend, dans
les seconds membres de (% )» les coclficients des derivées dominantes, la
double circonstance spécifice a Ualinéa 11 se trouse réalisce.

En rapprochant de notre hypothise actuelle les conclusions de
Palinéa précedent, on voit que la constante e, les constantes (10) et
la constante p peuvent étre déterminces de telle facon que les coel-
ficients des seconds membres de <(,"5)) soient respectivement majo-
rants pour ceux de (5). Cela fait, rappelons-nous que les valeurs ini-
tiales imposées dans le systeme (5) aux inconnues et a leurs dérivées
paramétriques de tous ordres sont nulles, tandis que les valeurs ini-
tiales prises par les intégrales effectives dont nous avons constaté
I'existence dans le systéme ((5)) et par leurs dérivées paramdétriques
sont positives ou nulles.

Observons maintenant que, dans les deux systémes

(%) prolongé, ((%)) prolongé,
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les relations se correspondent chacune a chacune. Considérons alors
deux relations correspondantes. Dans la premiére [celle qul provient
de (5) prolongé], le premier membre est une certaine dérivée prin-
cipale des intégrales hypothétiques de (%), et le second membre une
somme de produits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de
quantités, savoir : certains entiers positifs; certains coefficients
des seconds membres de (5); certaines dérivées particlles de ces
coefficients; enfin, certaines dérivées, principales ou paramétriques,
des intégrales hypothétiques de (5). Si de cette relation [prove-
nant de (5) prolongé] on passe a la relation correspondante Lpro-
venant de (('5)) prolongé], cette derniére est composée exactement
de la méme facon avec les dérivées principales ou paramétriques des
intégrales effectives de (/‘(';'l)), les entiers positifs dont nous venons de
parler, les majorantes des coeflicients de (5), etles dérivées particlles
de ces majorantes.

Cela étant, considérons, dans () prolongé, les groupes successifls

(t)A41s (1)A2s

1 3 Q 1 N ,A N 'll N ans ) » ’) NQ " \
dont il est question a I'alinéa II, et, dans <(k1)> prolongé, les groupes
correspondants,

()ars (()arer oo

Si, dans les groupes
()A+1s ((t)>A+1:

on remplace par les valeurs initiales qui leur conviennent respective-
ment de part et d’autre les variables, les inconnues et leurs dérivées
paramétriques, chacun des groupes résultants, & I'aide desquels on
cherche & déterminer de part et d’autre les valeurs initiales des déri-
vées principales de cote A+ 1, aura pour premiers membres (sans
omission ni répétition ) les dérivées principales dont il s’agit, et pour
seconds membres des fonctions linéaires de ces dérivées principales
(aucundes premiers membres ne figurant dans le second membre
correspondant); si I'on compare d’ailleurs les coefficients de ces fonc-
tions linéaires dans les deux groupes, on voit que, dans le second
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groupe, les coefficients (positifs) sont supérieurs aux modules des
coefficients du premier groupe, et que les termes indépendants y sont
tous supérieurs & zéro; enfin, il est elair que le second groupe admet
une solution en nombres positifs [51 savoir les valeurs initiales des
dérivées principales de cote A -+ 1 des intégrales effectives de ((Ei))J
Si done on applique la proposition de I'alinéa I, on voit que le pre-
micr groupe est résoluble par rapport aux dérivées principales de
cote A+1 des intégrales hypothétiques de (%), et que les valeurs
numériques ainsi obtenues ont des modules respectivement inféricurs
aux valeurs initiales (positives ) prises par les dérivées semblables des

intégrales effectives de (( Ei')).

\

Cela étant, considérons les groupes
(t)A -2 ((t)>A+29

et, dans ces deux groupes, remplacons les variables, les inconnues
et les dérivées paramétriques par les valeurs initiales qui leur con-
viennent respectivement de part et d’autre, puis les dérivées prin-
cipales de cote A + 1 par les valeurs numériques respectivement obte-
nues comme il vient d’étre dit. Chacun des groupes résultants, &
Iaide desquels on cherchie & déterminer de part et d’autre les valeurs
initiales des dérivées principales de cote A— 2, aura pour premiers
membres (sans omission ni répétition) les dérivées principales dont
il s’agit, et pour seconds membres des fonctions linéaires de ces déri-
vées principales (aucun des premiers membres ne figurant dans le
second membre correspondant); si lon compare d’ailleurs les coef-
ficients de ces fonctions linéaires dans les deux groupes, on voit, par
tout ce qui precide, que, dans e second groupe, ces coeflicients (posi-
tifs) sont supéricurs aux modules des coefficients du premier groupe,
et que les termes indépendants y sont tous supéricurs & zéro; enfin,
il est clair que le sccond groupe admet une solution en nombres posi-
Lifs la savoirles valeurs initiales des dérivées principales de cote A + 2
des intégrales effectives de <(5 )) l Si done on applique la proposition
de I'alinéa I, on voit que le premier groupe est résoluble par rapport
aux dérivées principales de cote A + 2 des intégrales hypothéliques
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de (), et que les valeurs numériques ainsi obtenues ont des modules
respectivement inférieurs aux valeurs initiales (positives) prises par
les dérivées semblables des intégrales effectives de ((5))

Et ainsi de suite indéfiniment.

Ainsi, les groupes

(t)A—(—l’ (t)A—fZa

sont bien, comme nous ’avions annoncé, successivement résolubles
par rapport aux dérivées principales de cotes

A1, A+2, ...

En outre, les développements (déterminés) constraits & aide des
valeurs initiales données et de celles que fournit cette résolution suc-
cessive ont des coefficients dont les modules sont respectivement
inférieurs aux cocfficients correspondants (positifs) des développe-
ments des intégrales effectives de ((5)) : par suite, ils sont, comme ces

derniers, necessairement C()l]V(E]‘gO!][LS.

IX. Du simple rapprochement des alinéas II et VII résulte immeé-
diatement la conclusion suivante :

Les conditions A, B et C (du présent n° 30) etant supposées satis [ailes,
pour que la double circonstance spécifice dans notre énoncé général se
trouve réalisée, il suffit que les valeurs initiales choisies pour les diverses
quantités qui figurent dans les seconds membres de S satisfussent (en
outre de celle qu’impose déja la condition ) @ certaines restrictions
d’inégalite.

Notre démonstration méme indique comment ces inégalités doivent
étre formées.

On considere, a cet effet, les deux systemes ci-dessus désignés
par (5) et <('5)>, dans 'un et Pautre de ces deux systémes, on ne
conserve que la partie linéaire et homogéne par rapport aux derivées
dominantes, et 'on suppose, dans (%), les coefficients de ces dérivées
remplacés par leurs valeurs initiales, qui sont respectivement les
mémes que dans (S) [II]. Désignant ensuite par % le nombre des
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catégories en lesquelles se partagent les inconnues suivant les valeurs
de leurs cotes, et augmentant, s’il le faut, d’'un méme entier négatif
les cotes de toutes les inconnues, afin que les poids de ces inconnues
et de leurs dérivées secondaires, définis & Talinéa V, solent tous de
degré supéricur & zéro par rapport i I'ensemble des quantités (10),
on écrit, d’'une part, que la constante ¢ est moindre que —;;, d’autre
part, que, dans les seconds membres de (5), les coefficients des
dérivées dominantes ont des modules initiaux respectivement infé-
rieurs aux caractéristiques des coefticients correspondants du sys-
tome <(5)>, on forme enfin, entre ces modules initiaux, un ensemble
de conditions suftisantes pour que les relations ainsi éerites puissent
étre vérifiées par un choix convenable de ¢ et des quantités (o). Les
inégalités résultantes (jointes a celle qu’a antérieurement fournie la
condition C) sont celles qu'il s'agissait de former.

31. Premier rigorime v’ExistENGE. — Gonsidérons un systeme diffé-
renticl, S, satisfaisant & la double condition ci-apres :

10 Le sysiéme S est résolu par rapport « cerlaines derigées des fonc-
tons tnconnues qui 8y Lrouvent engagées, el les dérivées dont il s'agit
appartiennent  respectivement @ des inconnues toules différentes; les
seconds membres sont d’ailleurs indépendants de toute dérivée principale.

2% En altribuant, dans loutes les équations du systéme, awr variables
des coles respectives toutes égales a1, el aux inconnues des coles respec-
tves convenablerment chousies, chague second membre ne contient, outre
les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et derivées)
dont la cote ne surpasse pas celle dw premier membre correspondant.

Cela érant, et dans les limdtes o les valeurs initiales chodsies pour les
quantités qui figurent dans les seconds membres de S satisfont a cer-
taines restrictions d’inégalite, le systéme dont il s agil est complétement
intégrable.

Effectivement, le groupe général, S, de la suite
(11) Sz, Sty oy Se, ...

contient, en pareil cas, un nombre d’équations précisément égal au
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nombre des dérivées principales de cote C. Cela étant, choisissons
d’une facon arbitraire les conditions initiales imposées aux intégrales
hypothétiques, en assujettissant simplement les valeurs initiales des
diverses quantités qui figurent dans les seconds membres de S :

1° A ce que les groupes
St’ly SE—H» ey Sa

sotent résolubles chacun par rapport aux dérigées principales de cote
égale & son indice, ¢’cst-d-dire h ce que la restriction d’inégalité
imposée par la condition ¢ du n® 30 se trouve satisfaite;

2° 4 ce que les restrictions d’inégalité spécilices dans Ualinéa IX
du n° 30 le sotent egalement.

Il résulte alors de la proposition qui vient d’étre établie (n°30) que
les groupes (11), ott 'on suppose remplacées par les valeurs initiales
donncées les variables, les inconnues et leurs dérivées paramétriques
de tous ordres, sont successivement résolubles par rapport aux
dérivées principales de cotes

3, O0+1, ..., G, ...,

et que les développements (uniques) construits & I'aide des valeurs
initiales, tant données que calculées, sont de toute nécessité conver-
gents : leurs sommes fournissent donc des intégrales effectives du sys-
teme proposé S.

32. Appliquons ce résultat a I’équation trés simple

Ju Jdu du 0*u Q*u
(r2) >’

()———$ dy :f<.’L‘, '}’, i, (—)—;7 a—y, -(Tl-,—‘, '()—}';'

qui remplit la double condition énoncée au début du n°® 31, ainsi
qu’on le voit en attribuant & z, vy, « les cotes respectives 1, 1, ¢, ol ¢
désigne un entier positif ou négatif choisi comme on voudra. Cela

étant, si I'on désigne par A et B les dérivées partielles du second

. 0w d*u . .
membre de (12) par rapport & J=7 8t 557 respectivement, puis par A,
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et B, les valeurs numcériques initiales de A et B, le systeme (&), réduit
a sa partie linéaire et homogeéne par rapport aux dérivées dominantes,
et aprés substitution aux coefficients de ces dernieres de leurs valeurs
initiales, prend la forme

BERY — ()_‘1—1- B J*u
( 5) ()1 (), [—" Y1 d.l::; 0 ().‘l-' ()__V" -+.. .y
i
' P 3 B O
oz dyt T T oa? (),)’ 0y dy?

Le nombre 2 des catégories d’inconnues est ict ¢égal & 15 on peut
d’ailleurs supposer la cote ¢ de I'inconnue w« (J]l(')lhl() de telle facon,
qu’en désignant par £, 1, v comme il a ¢té vu i I'alinéa V du n° 30,
les poids respectifs de @, y, u, les poids

U-—'L‘ -J-—(.' u“(! U_C

vl 0 —_— howal) = 3
[l 1) gl én

¢

v
.n2

Ju  Ju J*u  J*u J*u
soient de degré supéricur & zéro par rapport a 'ensemble des trois
quantités ¢, 7, v (il sulfit pour cela de supposer ¢ = — 3). Cela étant,
désignons par s la somme des produils obtenus en multipliant x — 2,
par %, ¥ — y, par », ¢t 'inconnue n avec ses dérivées secondaires par

de 'inconnue u et de ses dérivées secondaires

I »
leurs poids respectifs; posons en outre 0(s) = ——, et formons le

systéme
: *u e v e
G(s) — = -
)(5) da? +3 00, ()1/' ‘).7 ’
J*u g v¢ J*u
EF dwdyt T 2 "n OO Trrgy 5w O g

(ot nous ne considérons non plus que la portion linéaire ¢t homogéne
par rapport aux dérivées dominantes). Ge dernier devient, apres
réduction & 'unité des cocfficients des premiers membres,

du € n Jd*u P E J*u
A R Al AR ELIDP vy
_'()f‘u __En g J*u £ é Jd*u
dzdy* 2 g()( ) Ty Jy 2 ®( )()y B

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — Dicemsus 1907. 80
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et, en comparantle systeme ((5)) ainsi formé au systéme (%) ou (13),
nous avons a écrire les inégalités

& [
e<<l, E:g- > modA,, 5 %>mod]£o,
dont ’ensemble équivaut a
amodA, = £
(14) e <, — <7< smodn,

Pour que les deux derniéres inégalités (14) soient compatibles, il faut
et il suffit que 'on ait

82

il

(15) modA, modB, << 7

ce qui entraine, & cause de e <1, la condition nécessaire

I
(16) modA, mod B, Z;
réciproquement d’ailleurs, si Pinégalité (16) est satisfaite, on pourra
trouver pour ¢ une valeur positive et plus petite que 1, vérifiant (15),
puis pour 7 une valeur positive vérifiant la double inégalité qui figure

£ :

dans (14). La condition nécessaire’ et suffisante pour que les rela-
tions (14) soient compatibles est done

mod (A,B,) < [i
1

En conséquence, pour que I'équation aux dérivées partielles (12)
admette une intégrale, et une seule, répondant & des conditions ini-
tiales données, il suffit, en désignant par A et B les dérivées partielles

tu )L- Y sn b ) 1)
t a7 respectivement, que ie

module initial du produit AB soit inférieur 51%-

. 0%u
du second membre £ par rapport & gz ©

33. Etant donné un systéme différentiel résolu par rapport i cer-
taines dérivées des fonclions inconnues qui s’y trouvent engagées, on
peut, pour se représenter commodément I’économie des conditions
initiales, procéder comme il suit : construire un quadrillage rectangu-
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laire dont les lignes correspondent aux diverses variables indépen-
dantes z, y, ..., ct les colonnes aux diverses quantités (inconnues et
dérivées) qui figurent dans les premiers membres des conditions
initiales; puis, dans 'ane quelconque de ces colonnes, noircir a I'aide
de hachures les cases des diverses variables dont ne dépend pas la
fonction schématique (dégénérée ou non) qui figure dans le second
membre de la condition correspondante; en répétant cette opération
successivement dans toutes les colonnes, on obtient une sorte de
damier ol les cases blanches et noires peuvent offrir des dispositions
relatives variées.

Sil'on considére, par exemple, un systéme différenticl impliquant
deux fonctions inconnues, «, ¢, des trois variables indé¢pendantes
x, y, 5, ot résolu par rapport aux quatre dérivées

0P u v 9% Jro

().1:())'(}—;’ Jz’ ().y():.’ W’

les conditions initiales peuvent s’éerire sous la forme

« =y, 5) pour &X — 2y==0,
Jdu
i (i, 5) pour Y — Yo==0,

( 0w
= p(x, y) pour 5 — 5,==0;

dw dy
0 =d(5) pour Z— ==y — V=0,
o,

cdy T

our X — Xy= — =5 5)== 03
( Dt . I =Y — Yo 0 ;
VLo T
et 4 cette forme correspondra le damier ci-dessous :

Ju  J%u 0 do 0%e
dr dxdy Jdy  dy?

T

Cela étant, nous dirons que le damier des conditions initiales est
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régulier, si 'on peut adopter pour ses lignes, c’est-d-dire pour les
variables indépendantes du systéme. un ordre tel, que les cases
blanches de chaque colonne se trouvent toutes situées au bas de cette
colonne. (Le lecteur remarquera la similitude de cette définition avee
celle que nous avons posée a I'alinéa I du n° 21.)

34. Les conclusions formulées dans notre premier théoréme d’exis-
tence (n° 31) s’appliquent, naturellement, au cas ou, les hypothétses
1° et 2° du n° 31 étant supposces satisfaites, le damier correspondant
aux conditions initiales du systéme S est régulier : mais il convient
d’observer que, dans le cas dont il s’agit, toute restriction d’inégalité
deyient inutile, parce que le systéme S, ainsi que nous l'avons prouvé
dans un Mémoire antérieur ('), est forcément orthonome.

35. Deuxime THEOREME D'EXISTENCE. — Considérons un systéme dif-
férentiel, S, remplissant les conditions ci-apres :

1° Le systéme S est résolu par rapport a certaines derioées des fonctions
inconnues qui s’y trouvent engagées, et les seconds mmembres sont indepen-
dants de toute dérivée principale; quant aux premiers membres, aucun
d’entre eux n’est une dérivée de quelque autre, et deux au moins d’entre
eux sont des dériyées d’une méme inconnue.

2° En attribuant, dans toutes les eguations du systéme, aux variables
des coles respeclives toules égales @ 1, el aux inconnues des cotes res-
pectives convenablement choisies, chagque second membre ne contient,
outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et de-
rigées) dont la cote ne surpasse pas celle du premier membre corres-
pondant.

Cela étant, et dans les limites ou certaines restrictions d’inégalité (con-
cernant les valeurs initiales des variables indépendantes, des inconnues
et de quelques-unes de leurs dérivées paramétriques) se trouvent salis-
JSaites, il faut et il suffit, pour que le systéme S soit complétement inté-
grable, qu’en attribuant aux notations 8 et U le méme sens que dans les

(*) Sur les systémes différentiels réguliers, Chap.1 ( Annales de la Faculté des Sciences
de Marseille, t. X1V, fascicule 1V).
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n® 18, 28 et 29, Uélimination des dérivées principales de cotes
3, 041, ..., T+1, I+

effectuce entre les équations

(17) S:, St4ts -+vs SPans Srae

(n°5), conduise & des identités.

Les restrictions d’inégalit¢é auxquelles fait allusion notre énoncé
sont les sulvantes :
1° En désignant par 8, comme nous venons de 'indiquer, la cote

minima des premiers membres de S, et par A leur cote maxima, on
peut, des groupes

Ui

~

0 Sa—{»“ ceey SA
du systéme S prolongé, extraire respectivement des groupes,
567 Zf:—I 1y R ] lA)

possédant la triple propriété de comprendre respectivement les
groupes

S8y SBa1y  -c-s  SA

du systeme S (n°5), de se composer d’¢quations en nombres respec-
tivement égaux a ceux des dérivées principales de cotes

6, 041, ..., A,

et d’étre successivement résolubles par rapport & ces dérivées.

2° Les restrictions spécifices & Ialinéa 1X du n® 30 doivent, elles
aussi, se trouver satisfaites.

3° Le systéme du premier ordre, 2, que U'ensemble des restrictions
précédentes permet, comme nous allons le voir, de déduire de S &
I'aide du mécanisme décrit au n® 19, peut, par un simple changement
lingéaire et homogéne des variables indépendantes, suivi d’une résolu-
tion convenable, étre transformé en un autre, Q, remplissant les con-
ditions spécifiées au n® 21,

Il résulte, en effet, des deux premicres restrictions qu’en désignant
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par
LA+, LA+2

des groupes respectivement extraits de
Sa+is Sasas

sous la seule condition d’avoir pour premiers membres (sans omission
ni répétition) les dérivées principales de cotes

A+1, A+2, ...,
les groupes

[57 ta-d-h R lA) tA+17 t_&+27

sont successivement résolubles par rapport a ces dérivées (n° 30). On
peut alors, du systéme S, déduire un systéme du premier ordre, Z,
par le mécanisme indiqué au n° 19; et, cela étant, il résulte de la troi-
sieme restriction que les conditions nécessaires et suffisantes pour la
passivité du systéme S sont celles mémes (n°29) que formule notre
énonceé actuel relativement aux groupes (17). Ces conditions sont
donc nécessaires pour que le systéme soit complétement intégrable;
elles sont d’ailleurs suffisantes (n° 25, 2°), puisque, en les supposant
satisfaites, notre proposition du n° 30 assure la convergence des déve-
loppements des intégrales hypothétiques répondant & des conditions
initiales données.

36. Les conclusions formulées dans notre deuxicme théoréme
d’existence (n°® 35) s’appliquent, naturellement, au cas ou, les deux
hypotheses posées au début du n° 35 ¢tant satisfaites, et les conditions
initiales du systéme S ayant (comme I’exige le théoréme en question)
la forme spécifiée au n° 18, le damier qui leur correspond est régulier
(n° 33) : mais alors les restrictions d’inégalité se simplifient notable-
ment, et il suffit, en ce qui concerne ces derniéres, de supposer que
des groupes

S8y Saw1, -eer Srag

on puisse extraire respectivement des groupes,

Ly Lov1s  o-ey Dy,
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possédant la triple propriété de contentr les groupes
S8y Sie1y -9 SA

du systéme S, d’étre composés d’équations en nombres respectivement
égaux a ceux des dérivées principales de cotes

8, 0 +1, ..., I+,

et d’étre successivement résolubles par rapport @ ces dérivées principales.
(De cette restriction d’inégalité, supposée vérifice, et de la disposition
régulicre du damier des conditions initiales, il résulte, comme on le
prouverait sans peine, que le groupe Sp., contient quelque groupe

particl résoluble par rapport aux dérivées principales de cote '+ 2.)

I. Les deux hypothéses posces au debut du n® 35, et auxquelles il
faut adjoindre la restriction d’in¢galit¢ formulée ci-dessus, rendent
possible la formation d’un systeme du premier ordre, X, déduit de S 4
Paide du mécanisme déerit au n 19, Cela pose, la recherche, dans le
systéme S, d'une solution ordinaire (hypothétique) répondant « des con-
ditions initiales données se raméne « une semblable recherche exécutée
dans le systéme X.

Rappelons-nous, en effet, que Péconomie des conditions initiales
est la méme dans les deux systémes aux notations pres, que les sys-
temes ‘%7, ““I sont en corrélation multiplicatoire quel que soit G, et
que toutes les ¢quations de S figurent dans X" aux notations prés (voir
le n° 19, dont nous adoptons ici les notations).

Cela ¢tant, il est d’abord ¢évident que toute solution ordinaire de S
en fournit une de X par la simple adjonction aux fonctions qui la con-
stituent de quelques-unes de leurs dérivées.

Réciproquement, puisque toules les équations du systéme figurent
dans 2" aux notations pres, le systéme S peut se déduire, par élimina-
tions, du systéme

(27, I+111),
ou encore du systéme
(2", (Te0Zl);
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il peutdonc se déduire, par différentiations et éliminations, du systéme

(X, =", ou 2.

En conséquence, toute solution ordinaire de = en fournit une de S par
la simple suppression des fonctions trouvées pour les inconnues
adjointes.

1. Le systéme du premier ordre X est orthonome.
Il jouit, en effet, des deux propriétés suivantes :

1° Il est résolu par rapport a certaines dérivées (premicres) des
inconnues qui s’y trouvent engagées, et I’¢conomie des conditions
initiales y est la méme, aux notations pres, que dans le systéme S, en
sorte que si I’on inscrit, conformément aux indications du n° 19, les
diverses équations de ¥ dans les cases d’un quadrillage rectangulaire,
en adoptant, pour les lignes de celui-ci, un ordre convenable, les cases
pleines et vides du Tableaw ainsi obtenu présentent une disposition régu-
licre.

2° En attribuant, dans toutes les équations de X, aux variables
xz, ¥y, ... des cotes respectives toutes égales & 1, ¢t aux inconnues
(anciennes et nouvelles) des cotes respectives convenablement choi-
sies, chaque second membre de X ne contient, outre les variables indépen-
dantes, que des quantités (inconnues et dérivées) dont la cote ne surpasse
pas celle du premier membre correspondant.

Or, tout systeme du premier ordre possédant les propriétés ci-dessus
énoncées est nécessairement orthonome (n° 21, I).

III. La condition posée dans I’énoncé du n° 35 relativement aux
équations (17) est évidemment nécessaire pour que le systéme S, spé-
cifié par notre énoncé général, soit completement intégrable : car, si
elle n’était pas satisfaite, les conditions initiales pourraient étre
choisies de telle facon que les équations dont il s’agit (fournissant les
valeurs initiales des dérivées principales de cotes ¢, 6 +1, ..., 41,
T' + 2) fussent incompatibles.

Réciproquement, si 'on suppose cette condition satisfaite, il résulte
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de raisonnements semblables 4 ceux de I'alinéa I du n° 28 que le sys-
tétme orthonome X est passif, et, par suite, qu’il admet un groupe
d’intégrales ordinaires répondant & des conditions initiales arbitraire-
ment choisies. Il en sera donc de méme du systeme S.

37. Appliquons 2 quelques exemples trés simples les propositions
des ns 28, 35 et 36.

I. Considérons d’abord un systéme d’équations aux dérivées par-
ticlles impliquant trois fonctions inconnues, u, ¢, w, des variables
ind¢pendantes x, y, . .., et supposons qu’il ait pour premiers membres
toutes les dérivées d’ordre m de u, toutes celles d’ordre n de ¢, toutes
celles d’ordre p de w, les seconds membres ne contenant, avec les
variables z, y, ..., que les trois inconnues u, ¢, w et leurs dérivées
d’ordres respectivement inféricurs & 2, », p. En attribuant d x, y, ...
des cotes respectives toutes ¢gales & 1, et & «, ¢, w des cotes respee-
tives, ¢, ¢,, ¢, verifiant les relations

Cy—t= M == Cy~+ 1L == Cy+ P,

on voit immédiatement @ 1 que le systeme dont il s’agit est ortho-
nome; 2° qu’en désignant par Q la valeur commune des trois
entiers ¢,~+m, ¢,~+n, c¢,—+ p, il a pour premiers membres les
diverses dérivées de cote Q, et que les dérivées paramétriques des
inconnues sont, des lors, toutes celles de cote inférieure 4 Q (en
nombre essentiellement limité). En conséquence, 'entier désigné
au n® 18 par I' est ici égal 4 Q — 1, et 'on a '+ 2=Q +1. On en
déduit sans peine ia regle suivante pour 'intégrabilité complete du
systéme :

Si Pon considére une dérivée de cote Q 41 intéressant plusieurs
variables distinetes, & par exemple (4> 1), il existe, dans le systétme
proposé, £ équations distinctes qui, différentiées chacune par rapport
a la variable voulue, en fourniront des expressions ot ne figurent,
avec les variables indépendantes, que des quantités (inconnues et
dérivées) de cote inféricure & Q -1 @ dans ces & expressions, on rem-
placera les dérivées de cote Q par leurs valeurs tirées des ¢quations du
systeme, et il faudra que les £ expressions résultantes soient toutes

Ann. Ee¢. Norm., (3), XXIV. — DECEMBRE 1507, 81
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identiquement égales. On procédera de méme pour toutes les dérivées
de cote Q-1 intéressant plusieurs variables distinctes, et I’on aura
ainsi 'ensemble des conditions pour que le systéme soit compleé-
tement intégrable.

II. Considérons un systeme différentiel impliquant trois fonections
inconnues, «, ¢, w, des trois variables indépendantes x, y, 5, etrésolu
par rapport aux dérivées

du Jdu du
= o %
Jde Jdv d%¢
'J:;;) J;‘_’ ;F’
dw  Pw 02w 02w
-(—)-:’-(_-:’ W’ m’ F'

b

Les dérivées paramétriques sont, ici, en nombre essentiellement
limité, et les conditions initiales ont pour premiers membres

Jv o  dw

Uy Oy —=—y W, m——
A ) > dy? ds

les seconds membres se réduisant, naturellement, & des constantes :
de la résulte, notamment, que le systeme est régulier, puisque le
damier correspondant aux conditions initiales ne contient que des
cases noires. Cela étant, si 'on suppose que, en attribuant a

Z, Y, 5, U, ¢, w

les cotes respectives

(et en posant au besoin certaines restrictions d’inégalite), les diverses
hypothéses exigées par notre énoncé du n° 36 se trouvent vérifices, la
cote d'une dérivée quelconque sera égale a l'ordre méme de cette
dérivée, entier I' & 1, entier I' +- 2 & 3, et I'on n’aura & s’occuper,
dans l'application de la régle concernant Pintégrabilité compléete
(régle qui se trouve formulée au n° 35), que des dérivées principales
du premier, du deuxicme et du troisiéme ordre.



SUR L'INTEGRABILITE DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS. 643

Nous avons cu, dans un récent Mémoire, occasion de considérer
un systéme de cette nature (').

HI. Considérons le systeme différentiel auquel conduit le probleme
du calcul inverse de la dérivation, ¢’est-a-dire un systéeme différentiel
ayant pour premiers membres (tous distinets) certaines dérivées de la
fonction inconnue «, et pour scconds membres des fonctions données
de @, y, .... Un pareil systéme est visiblement orthonome, comme on
le voit en attribuant aux variables 2, y, ... la cote 1 ¢t & 'inconnue «
la cote zéro. On sait d’ailleurs que les conditions d’intégrabilité com-
plete tirces de la considération des dérivées cardinales sont alors néces-
saires  Uexistence de toute intégrale, et, pour cotte raison, se nomment
simplement conditions d’tntégrabilite (*) : nous allons chercher, ¢n
nous appuyant sur les résultats du présent Mémoire, une forme plus
simple de ces conditions.

Supposons tout d’abord qu’aucun des premiers membres du sys-
teme ne soit une derivée de quelque autre @ nous mettrons alors les
conditions initiales sous la forme spécifice au n® 18, et nous désigne-
rons par I' Vordre maximum des premiers membres de ces conditions
(la cote d’une dérivée queleonque est en effet égale & son ordre,
puisque la cote de Pinconnue est zéro). Cela ¢tant, pour que le sys-
teme proposé soit intégrable, il est nécessaire et suffisant que, pour
toute dérivee principale d’ordre inféricur ou égal & I+ 2, les diverses
expressions (en 2, vy, ...) déduites du systeme proposé soient iden-
tiques entre clles. En supposant ces identités satisfaites, et, par suite,
le systéme intégrable, la solution générale s’obtient, comme on
sait ("), en ajoutant & une solution particuliere quelconque une
expression toute semblable & la détermination initiale schématique :
or, il résulte du raisonnement fait & la fin du n° 20 que, pour se pro-
carer une solution particulicre du systeme donné, il suffit de résoudre

(1) Sur Uintégration d’un systéme d&équations aur dérivées partielles auquel conduit
Vétude des déformations finies d’'un miliew continu (Annales de "Ecole Normale, 1905,
p- 5006 el 5o7).

(%) Sur le calcul inverse des dérivées (Annales de la Faculté des Sciences de Mar-
seille, t. X, fasc. I).

(3) Sur le caleul inverse des dérivées.
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le méme probléme successivement dans divers systémes de méme
nature, mais du premier ordre; on est donc ramené a des quadratures.
Supposons maintenant que quelqu’un des premiers membres du
systéme soit une dérivée de quelque autre. On commencera par faire
abstraction, dans le systéme, de toute équation dont le premier
membre est une dérivée de quelque autre, et’on formera les conditions
d’intégrabilité du systéme résultant S. Si elles ne sont pas identique-
ment satisfaites, le systéme proposé n’est pas intégrable. Si elles le
sont, deux cas peuvent se présenter : ou bien quelqu’une des ¢qua-
tions jusqu'ici négligées ne peut se déduire de S par différentiation,
auquel cas le systéme proposé n’est pas intégrable; ou bien chacune
des équations jusqu’ici négligées peut se déduire de S par différentia-
tion, auquel cas le systéme proposé peut étre remplacé par le systeme
intégrable S : on retombe alors sur le cas précédemment examiné.

38. Considérons, en terminant, un systeme différentiel résolu par
rapport a certaines dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouven
engagées; dans ce systéme, faisons abstraction, jusqu’a nouvel ordre,
de toute équation dont le premier membre serait une dérivée de quelque
autre (cette suppression ne change pas I’économie des conditions ini-
tiales), et supposons que le systéme résultant, S, salis/asse aux /Lypo—
theses formulées dans I'un ou U’ autre des n* 28, 31, 34, 35, 36.

Cela ¢etant, pour que le systéme primitivement donné soit complétement
intégrable, il faut et il suffit : 1° que le systéme S le soit lui-méme;
2° que les équations jusqu'ici négligées soient (chose tros facile a veérifier)
de simples conséquences numériques de S prolonge.

Effectivement, puisque S fait partie du systéme donné et que I'éeo-
nomie des conditions initiales est la méme dans les deux systemes, il
faut et il suffit, pour que le systeme donné soit complétement inté-
grable : 1° que le systéeme S le soit lui-méme; 2° que les équations
jusqu’ici négligées soient, au point de vue de Uintégration, des con-
séquences de S.

Or, le systéme S étant supposé complétement intégrable, si Uon
considére les équations restantes et qu’on y remplace les dérivées
principales par les expressions (indépendantes de toute dérivée prin-
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cipale) qu’en fournit S prolongé, les ¢quations résultantes doivent
étre, elles aussi, des conséquences de S au point de vue de Uintégra-
tion; par suite, S étant complétement intégrable, elles doivent étre
numériquement vérifices par des valeurs arbitraires de toutes les
quantités qu'elles renferment (variables, inconnues, dérivées para-
métriques); les équations négligées sont done forcément des consé-
quences numériques de S prolongé. Inversement, d'ailleurs, si elles
sont des conséquences numériques de S prolongé, elles sont, & plus
forte raison, des conséquences de S au point de vue de I'intégration,
et il est clair qu'on peut les négliger sans changer la solution générale
du systéme primidif.

FIN DU TOME VINGT-QUATRIEME.




