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SUR LA

GÉNÉRALISATION DES FORMULES DE SÎLVESIER
RELATIVES AUX FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT DANS L'APPLICATION

DU THÉORÈME DE STURM,
ET SUR LA CONVERGENCE DE LA TABLE DES RÉDUITES

D'UNE FRACTION RATIONNELLE (1),

PAU M. HENRI PADÉ.

La première Partie de ce travail , qu i a pour objet la démonst ra t ion
de fo rmules qui comprennen i comme cas très par t icul ier celles don-
nées par Sylvester pour la. représentat ion des polynômes qui se pré-
sentent dans l ' app l ica t ion du théorème de Sturm, a pour o r ig ine le
rapprochement de la théorie générale des rédui tes d 'une fonct ion telle
que je l'ai exposée dans des Mémoires antér ieurs , des très nombreux
travaux auxquels ont donné l ieu , ces célèbres fo rmules , de ceux, en
particulier, de Joachimstal , Brioschi,,.Hermann Hankel etKronecker.

En fa isant découler les formules de Sylvesfcer de celles qui sont
relatives à la fraction r a t i o n n e l l e approchée générale non seulement
d 'une fraction rat ionnelle , mais encore d'un développement de Taylor
absolument quelconque, nous croyons avoir montré mieux qu'on ne
l'a f a i t jusqu ' ic i la vraie place qu'elles occupent dans la théorie des
fractions cont inues algébriques, ou l'on n'a jamais hésité, depuis
Sturm, à reconnaître leur vér i table source.

(1 ) Foir lintroduetiôïi à mon Mémoire RGchcrcffes sur la convergence des développements
en fr action ff continues d'une cerial/ie catéwrie de fonctions, p* 34ï d<3 ces Annales,
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Les formules générales que nous obtenons dans ce l le première
Partie de notre travail permet tent l 'é tude de la convergence des frac-
t i o n s c o n t i n u e s holoïdes attachées à une f r ac t i on r a t i o n n e l l e , et c'est
cette é tude qu i fa i t l'objet de la seconde Partie. Nous ne crevons pas
qu'en dehors du cas de la fonct ion e x p o n e n t i e l l e , on soil j u squ ' i c i
parvenn à traiter cornpié tement la ques t ion de la convergence de toutes
les tract ions c o n t i n u es holoïdes d 'une Ta b lé de rédui tes ; et le problème
semble des p lus d i i Ï i c i l e s . Cet te c i rconstance nous fera pardonner ,
sans doute , de nous être arrêtés à Pexarnen du cas de la fraction ra-
t i o n n e l l e q u i , pour être s imple , n 'en est pas mo ins f e r t i l e en ensei-
gnements et propre a préparer de n o u v e a u x progrès. Nos r é s u l t a t s
s 'accordent, d ' a i l l e u r s , d a n s ce qu ' i l s on t de c o m m u n avec e u x , avec
ceux obtenus par M'. IL de1 Montessus dans ses belles recherches sur
cette quest ion de convergence f 1 ) .

L

L Soit/'f.^"} u n e fonc t ion développable par la f o r m u l e de* Taylor,
en sorte que

/(.r) ::i:: So+ Spr -h. . .-h S/,....,i.r^ 1 4- ̂ T//(»,

T i , { a ; ) :-= S/,-h^T//, i(.r).

S,,, S^ ... représen len ides constantes que l conques ; nous regarderonSy
dans ce q u i sui t . une let t re S affectée d ' u n ind ice négatif comme
représentant zéro, e l les let tres T aliectées d ' indices négatifs comme
dét in ies par la, de rn iè re des re la t ions précédentes.

Soit —^ une rédui te normale de f ( x ) , c'est-à-dire une fraction
Vp *• -

ra t ionne l le dont le d é n o m i n < i t e u r soit de degré (x, le numéra teur de
degré v, et qui, pour x' i n f i n i m e n t petit, d i f î e re d e f ( x ) d 'un i n f i n i -
men t pet i t d'ordre a 4- v -h i ; on aura

Vp/(^) ~ V^-.^'-^ Kp(^),
iî^(o)^o.

( 1 ) Sur les fractiotu cûtïtinue^ al^ébriqiw (Mail. de la Soc. mat/i, de France, t. XXX,
Ï 90'2 ).
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Si l'on pose
V^ = 1 4- ^i X -h 4^2 -h ... -h ^..rt1,

on voit immédiatenient que

R p ( x ) :-= T .̂,̂  ( x ) + /i Tp,̂  ( .x ) 4- . .. -h /;;. Tv.4-1 (^ ) ;

et, comme les coefficients /,,, 4»? ^ î» • " " ? ^ sont- déterminés par les
é q u a t i o n s

Sv.,1,-1 + Sy li -(-...+ S,̂ ;.;,,i.i ̂ j,= o,
Sy+y ~1- Sv4...1 /i + . . . -4- S v.-..(/. + 2 ̂ J.'-̂  0,

Sv.4...a~-l- S^4-(;,,.,i /i 4-. . . 4- Sy L== 0,

on aura, en désignant par A(^(S) le déterminant des coefÏ îc ients deson aura, en désigna
inconnues, savoir

S. •'V-[;--)-1

A.,,(S)=
s,,,,..

celte relat ion :
Sv.
s...

.. . i'5«/....,̂ ..,i,.,i
• * • ^v.-^-i.-a

A^^S î l î ^ ^ t - î ) ^
S...,,.

On voit aisément que toutes les lettres S, dans le déterminant du
second membre, peuvent être remplacées par des lettres T, et l'on en
conclut cette formule :

A^(S) H^(^) = (- i)^ V,.i,v...i[T(^)].

Quant à V«v, il est immédiatement donné par

by -,).-.. i . . . bv—p..4,.l

S Hi/..,}-.„ S; . * * Oy - p,4»2

A,,v(S)V,,,=(-i)P-
bv,-4-.(;. . • • by

. . . .̂ H-

Ânn. Éc, Norm., (3), XXIV. — NOVEMBRE 1907. 66
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Si l'on pose
HENI.U PADE.

(̂  rr: S /^ — .2' S /̂ . i,

il viendra simplement
Ap(S)Vp=A^(©).

On a ainsi cette proposition :

THÉORÈME ï. — Si l'on a

f{x) = So + Si.:r +... +8/^-4-.. .,

et que l'on regarde une lettre S affectée (F un indice ru-^alif comme re/)ré-
sentant zéro; si l'on pose

Ï^SA+^TA-M, To=/(^),
(T ̂  =:: S ̂  — x S /i,,.,,. ï,

et, a ̂  v désignant deux entiers positifs ou nuls,

\ Q QOy . . . k7 .̂,...,.,j;,...|-.l

A,,,(S)=
d C.0 V 4. f ;,..(.. j . .. 0*^

alors, le dénominateur V^ ^/ fc reste IL^ ̂  /^ réduite (a, v), supposée
normale, de /\x)^ définis par les égaillés

^p /( ̂  ) - U ̂  = ̂ IÂ-<••v--t•! Iî ;,v ( ̂  ), Vp,,/ (o) ::::: ï ,

seront donnés par les formules

Ap(S)V^^Ap((?),
Ap(S)H^=(~ï)^Ap,,,,^i(T).

2. Supposons ma in t enan t qoe/('^) soit une fonction ra t ionne l l e
dont le dénominateur; , que nous désignerons par ^ ( x ) , n ' a i t que des
racines simples. Soient n et m les degrés du numérateur et du déno-
minateur ; on aura, en décomposant en f rac t ions simples^

f{GC) -=.CQ+ C^X +. . ,4- Cn^^X^1 m^ l̂——
ï — <%,̂  ̂

_Ji___
ï — a ^ x '



SUPt LA GS.SNltiULlSA.TION DES FORMULES DE SYLVESÏER. S^S

où il faut entendre que toutes les constantes c sont nul les lorsque m
est supérieur à n.

L'ident i té

l — a. ,ir
M, M/a?

: Mi ( i -h a/.z' -(-...+ a?"1 ^~-1 ) -h
I — CXfÛC

donne immédiatement

S/, == c^ + M'i a^ +...-+- M',/, <„

où c^ est nul.5 si p n'est pas l 'un des indices o, ï , ..., n — m. Il est
d'ailleurs fac i le de s'assurer que cette formule subsiste encore pour
les valeurs négatives de p dès que p est supérieur à n—m. Dans
cette hypothèse, la m.ême identi té donne aussi

1.,̂ M,
ï — ai x 1! l — (y.,,i ̂

E n f i n , l'on a.

^::::: s^ -•" ^ 'S^i-^M^iCi— ai.z-)a^+. . . 4"M,,,(i —a,,^)a^.

(]es trois formules permettent de calculer les déterminants A^v(S),
A^(T), A^v(s), en supposant seulement v — [î^ri — m.

Le déterminant A^(S) est le produit , effectué par horizontales, desu <.; v.i. v:' ^ <•:/ ». 1 1 1 1 * ï a ï A ^ *"AU//

deux malrices à [x lignes et m colonnes

Mia-i-"^1 . . . M,^^-^-1-1

Mi a*; .. . M/,, a^

en sorte que, si l'on, désigne par A ( a ^ , ..., a^) le produit

a^ ... a^

(^2— ai) ( a 3 — a i ) . . . ( a^—ai ) ( a»—a^) . . .((Zp.--a^i)?

on à immédiatement
i^-t

A^(S) =. (" r) 8 i-MiM^ -Mp.(^,a,... ̂ y^-M-1 A^ai^ ... ap,),

la somme S étant obtenue en remplaçant, dans le terme écrit, les
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• indices î . 2, . . . , a par toutes les conih ina isons p. à p. des indices i ,
2, . . ., W.

Les déterminants A^(©) et. A(;,,(T) se dédu i sen t simplement de
A^/S) en remplaçant M, par M,(i — a^-) et y^^; on en conclu t
que

î j - ip.—D
Ap.v(G) r= (~i) a I<^lp..M;,(a^...apJV-^•tlA2(al...a^,)(,f —ai.r)...(i ~ ̂ x),

\}. ( [ A — 1)

A^(T) = (- ï) ^ ' ^ M i ^ . M ^ ^ a i ...ap,)v-ilÂ-i-lA2(ap..a,)——————^______ .
'" ( î—a i ^ - ) . . . ( ï—ap , . z - )

Eri mu l t i p l i an t les deux membres de la dernière f o r m u l e par

9( ,y )=( i - a^ ) . . . ( ï~a / , . y ) ,
elle devient

©(^ )Ap(T)
p'fp.-ij

=(-1) ;i IM\...M^ap..^r^^À^(^...a;,)(r-^^^^^

et l 'on a cette propos i t ion :

THÉORÈME II . — Si, n et ni élani deux ender^ positi/^ ou nuls, on a

/{x} =. c., + Ci x •+ . . . ..+- Cn..^ a'^-"1 + ——Ml—— -.{,.,.. . . ̂  —.M'î!__,
r —^ i^ r ".-• a/^.-r

la par lie entière n exilant pas pour n — /// < o. M,, . . . » M//, ̂ /^ des
constantes diffërentefî de zéro, et %^ ..., a^ .̂v constantes déférentes de
zéro et différentes entre elles; si l'on pose

9 (.2-) = (j — v.,x) (ï — a,^). . .(ï — a^);

<^ /Y;/i suppose enfin
v — [ï,;, /^ — rn,

on aura

v^ ̂ , î i—î ^ - • ̂ ^ ̂ -^t 'ii: " * ( ï "" a^)
^ M ï , . . M';J" ̂ /... ̂ ^ r - r r ^ r ^ ^ ^ ?

K^=: __ ̂ lll̂  —a^,a.r)...(i—a^.r)^ (^^ ^ ^ ^ ^ ̂ ^^^ ^ ^ ^^^_^^^^^^——————,
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les sommes étant obtenues f)ar les combinaisons soit [x à a, sou [j. + i
à a "4- î des indices i, 2, ..., m.

11 est facile de voir dans quel le région du plan supposé rapporté à.
deux axes rectiliiçnes rectangulaires doit se trouver le po in t ( u ^ v )
pour que ces formules soient applicables : el le résulte des hypothèses
faites que la réduite (a, v ) est normale et que l'on a v — [^n — m.
Il suffi t ( fîff' i") de mener par le point .B(m, n) la parallèle BA à la

B (m,n)

X

bissectrice de Fan^le XOY jusqu'à sa rencontre'avec l'un des axes, et
la parallèle BC à. OY : le point (p., v) devra appartenir à la région YOABC
avec exclusion dû la partie BC du contour»

3. Nous allons rna in t enan t établir cette proposition :

TîU':or»KME 1 1 , 1 . — La suite des polynômes de Sturm, sous la forme indi-
quée par Sylvester, ^obtient parl'Ctpplication de la formule qui donne 1{^
(fuand on spécialise con^enalïlement la fraction rationnelle /ï(^;} et que
Von suppose que le point (a, v ) parcoure la portion AH du contour de la
région où les formules qui don/ie/U V^ et K,̂  sont applicables.

Dans le théorème de Sturm, tel qu'il est exposé, par exemple, dans
le Cours d1 Algèbre supérieure de Serret (5e édit., t. L p" 570), on pose

V = { x — a ) { x — b " ) . ^ { x — l " ) ,
V,= ^{x—b) ...(^-/),
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puis

I lENI i l PADÉ.

V =V, Q, -V,,
V, =V, Q, -V,,,
• • • • • t . . . . . . . . . . . . . . . y

V^_g:rr V//,_^ Q//r- - i—— ' / / ; »

les polynômes Q^ étant tous du premier degré, et les degrés des poly-
nômes V^, d i m i n u a n t d'une unilé quand on passe d'un polynôme au
suivant.

Remplaçons a, b, ..., l par a,, a,, ..., y.,,, et posons

3cm v{^) = y(^) =(i - a,.r). . .(, - a,,,,r),

^""""^(^^y/^'7^'

^Cï) =^(•ï);

les égalités précédentes deviendront

y ( .2,' ) •=: 9, ( ,z: ) y, — ^.2 (p.̂  ( ̂  ̂

¥,(.-/-•) =9, (a') y, — ,,,î^ (,/,.) ^

'pw-sO) ^= ?»i-i(«')y,,,._.i— ^y,,,.

On en conclut d'abord, en posant y,,,., == -p,,̂

®i i
9 .z,-2yl y^::::~_^.

ym '
puis, par les formules élémentaires de la théorie des fractions con-

tinues, et en désignant par ̂ , ̂ , ... les réduites successives de
ceile-ci :

J[I;-i (pi— ?;„, y -=- as'11-1 y,..

Les polynômes Iï;., et P,.., étant respectivement de degrés 1 - 1

et i- a, on voit que ̂  est la réduite (<- r, î - 2) de la traction
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rationnelle ?1? et il s 'ensuit que, en désignant par GÏ^ le terme indé-
pendant de oc dans le polynôme II/_i, on a

^ __ T>————- — fi:t^i/-2.
CT/-lCp

Faisons alors application de la formule générale du numéro pré-
cédent relative à Rp/. On a

•y — [j. -4-- i == o,

/ , ^m • - ^V i f - 1 - )
? i (^) ^ _____\^ „„ ___ . x .
9 (lr) ~ „,.„, v / î '\ "~ ï - y-i ̂  " " " " î — <^ ̂  ' .

•^ 1:r;
d'où

M, = M'g :::r . . . rrr M,/, =: 1.

On a donc s implement

.SA^a, . . .a/) (1—0/4.^). . . ( < — a,/,,.'r)
Ç»,' :̂1:: o!"),^,.* ——————————————"————————————————————— "

Z A" ( ai. . . a/^i )

II ne reste p lus qu'à calculer la valeur de la constante ÎE^. Nous
ferons usa^e de la, f o rmu le é lémenta i re

^ ^U—ïn,,^-p,^^^...•(...).

En en d iv isan t les deux membres par ^",,.̂ , on voit que le coefReient
de x21^'2 dans le second membre sera

i
CT/,...,.!̂

Or ce coefficient est aussi M/..-^^(°,); <->^ ^ donc

J ,„ ïà:l(a^..ai) .
7ï7^.i?^ '"'̂  2 A2 (a,. . .a/^i)'

d'où

9, == . ̂  A2 ( ̂ i. .. a/) ( JT "— a/^i .r ). . . ( i — a,/, ̂  ),
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en posant

On a

ÏIENÎU PADÉ.

î . /^w/^A^ai . . .a/).

^n,(o)==,,(o)=.^^-
[ __I_^(x^ fiï^

7772 ̂  ̂ i Sî TSTZ") ::::: S^ÏÏ^TJ '
^̂ î il -̂ ĵ̂ lL î̂ iL

//^ ^A^a,^^)'

//^ ^ A^ ( ai a^ a;» ) 1 A2 ( a.i a^ a;, )••'2 •^t ^.,"ïrr'"^ ^A^^i^j ^A'^ 'a i^a) ^A : )(alaya3a,J

d^où
: -— ni ::=: i

ïît
î^-^^ZA^ai 03)

}..;, =• Ç7;:, ̂  A2 ( ai ag a;, )

/ / / -
^A^^)'|^

/^
^ V A * » / •' [" / / /^ A2 (t7i a->a.i )"" 2
}.„ = ̂ 1 A2 a^ a, a, a,:^: ^^^^^

[ Zà-'(ff.ïy^)

I5n fi , i ' i , on a

VK^) = ̂ --^ y/( ̂  = ̂ A^a,. . ̂ ,) (^ - a,,,).. .(^ - ̂ );

c'est l 'expression môme, lolle qu'elle est donnée par Scrret, des for-
mules de Sylvesler.

1 1 .

4. Revenons au cas d'une fraction rationnelle/^) (]uelconque et
aux formules obtenues dans le n° 2. Nous avons appelé ri et m les
degrés du. numérateur et du dénominateur, et représenté ce dénomi-
nateur par

9 ( ^ ) r r = ( ï — a î ^ ) ( f — a ^ ) . . . ( î — a ^ , r ) ,

c^, 0 2 , . . ^ % ^ étant des constantes différentes entre elles.
Dans la Table des réduites dc/(.r), toutes les réduites (p ,v) pour
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lesquelles les deux nombres p-, v sont au moins égaux respectivement
aux degrés m et n des termes de f(^) sont égales à la fraction elle-
même, qui occupe a i n s i Çfi^. 2) tout l 'angle X/BY' formé par les

Fig. a.

Y Y

X'
8 (ra.nT

parallèles aux, axes menées par le point B('w, /i). Nous supposons
normales toutes les autres réduhes.

1 1 suit de la une tontes les f rac t ions continues régulières venant
aboutir au contour X'tiY' sont limitées et ont pour valeur /(^;),
sauf m •+•//. d'entre elles, appartenant au type eulérien etcorrespon-
dant, les m premières aux réduites placées sur les droites

X =o, î , a, .. ., m— i ,

et les n autres aux rédui tes placées sur les droites

Y ==<>, î , a, . . . , n — î .

Nous a l l o n s chercher les domaines de convergence et les valeurs de
ces m, — n fractions c o n t i n u e s régulières Il l imitées.

5. Considérons d'abord 1/nne des m premières, celle qui donne les
rédu i t es placées sur la d ro i t e

X :fJ-

Dès que v dépasse une certaine valeur, la réduite ((^v) de cette
fraction se trouve dans la région où les formules du n° 2 sont appli-
cables; supposons v choisi, de telle manière qu'il en soit ainsi.

Ann. Éc. Norm.y (3 ) , X.XÏV. — NOVKMBBK 1907. ^7
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Rangeons par ordre de modules décroissants les constantes o^,
a^, ..., a^ et soit

1 a! 1 à 1 ^2 1 S. . - [ <^ | > | a^i [ ^ | ap,,.a | ê. • . .

Si. l'on divise par le produit (a , , a,, „ . . , a,^-^' les deux termes de la
fraction 'V^y i l est visible que le n u m é r a t e u r se réduira, pour v i n f i n i ,
au seul terme

Mi.. .M^A^ai. . .^) ( ï — apr). . .(i — a^r),

et le dénominateur au terme

MI . . .M( .A â (^ . . . ^ ) ;

on a donc s implement

limV^= (ï ~ ap-r). . .(r — a;,.̂ ).
V ss oo

Considérons ma in t enan t le produi t
/y,[;,-|-'iH-l ï'?
•zl ^p,Vî

savoir

ï̂ l1 ^î—î ^ Aa^ • " •^. ̂ ^L—^11-'70' • • ( s •OT a^^')9 ( ̂  J ^ M ,..": g^^^qrrr̂  -

La somme q u i figure au n u m é r a t e u r est o b t e n u e en remplaçant, dans
le terme écrit , les ind ices ï , ..., ^ + î par toules les combina i sons
[j.+î à a + ï des ind ices ( , . . . ,m . Si l'on d iv i se cette somme par
(a^ ..., y^^y ^-{ et que l'on fasse croilrev i î i d é f i n i m e n t , on obt iendra
une l imite égale à

M ï . . . M î A2 ( a,... a^.,, ) ( ï - ̂ ,,,,., ̂  ). . . ( ï - a^ a1'),

ou à la somme d 'un certain nombre de termes analogues. La somme
qui figure au dénomina teur , divisée par (a,,..., a^i^, tend, q u a n d
v grandit indéf in iment , vers

M,.. .Mp,A^.,^).

Il suit de là que ûc^^l^, ne difÏere que par un facteur ayant, pour
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v i n f i n i , une l i m i t e f i n i e de l 'expression

.^-v-1-1 (ai...a.Mr--^1

cp(.2') (ai...^--^
ou

,7;^
__________ /' ,-, ,v, \ ^ -- ;J,-|- 1 •

y(^) ( a^ l• l• z ) i '

elle tendra donc, quand v grandit in de. fini ment , vers zéro pour les
valeurs de x, et pour celles-là seulement , qui satisfont aux deux
condi t ions

cp(.^) yâo, \ a^.i.z' | < i,

c'est-à-dire en tous les po in t s in tér ieurs au cercle ayant l 'origine
pour centre et de rayon •———;? sauf les points —? • • • ? —•1 ^ ^ '7 1 ^-i-i 1 -*• <y^ ^[L

II. sutllt main tenant d'observer que l'on a
j 1 .•y.tj.-py - ( . 1 j >

/•(.r)- ^ -t"^___^./ v'•/ l' / v -"•- yT rj.v T u,'/

pour en conclure qu ' en ces mêmes po in t s la fraction con t inue régu-
lière dont n o u s nous occupons et q u i a —^ pour (v+ •i: '̂'"^ réduite est

(•wconvergente et a pour l i m i l . e /C^).
Da.ns le cas ^ônéra l , les m o d u l e s des q u a n t i t é s a,, . . . , a^ sont tous

dii ïerents; alors, la première de nos m fractions cont inues , qui a, ses
réduites sur la d ro i te X. == o et q u i n'est a u f r e que la f r ac t ion cont inue
•d/Euler, t rans format ion iden t ique de la série de Maclaurin, est con-
vergente dans le cercle de rayon ,—p divergente en dehors; laai
deuxième est convem'ente dans le. cercle de rayon ;—r? sauf au^ «•' ri...

point —-. et divergente en dehors; la troisième dans le cercle de

rayon ,—p sauf aux points — et —? et divergente en dehors, etc,, le

cercle pour la m^1^' ayant pour rayon -,——r" Quant à la fraction sui-
* | y'ni \

vante, elle est limitée et égale à f(oc^) dans tout le plan, ainsi que
toutes celles qui la suivent.

Ces résultats s'accordent entièrement avec ceux obtenus dans un
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cas plus général par M, de Montessiis; mais les méthodes sont ent ière-
ment différentes. Celle que nous avons su iv ie montre avec la plus
grande clarté comment le polynôme V^ a pour l imite , pour v i n f i n i ,
le polynôme par lequel il. f a u t insîlti |)liery(.») pour fa i re d i spara î t re
les pôles de cette fonction les plus rapprochés de l 'o r ig ine ; or l ' é tude
de ce polynôme dans le cas d 'une série de Taylor q i i e l conque est l ' un
des points principaux des recherches de M. .Hadamard sur cette série,
et c^st û^râce à cette circonstance que M', de Montessus a pu t i rer de
ces recherches ses beaux résultats dans la théorie de la convergence
des fractions continues.

6. Passons maintenant à l'étude des n f ract ions continues régu-
lières dont les réduites sont sur les droites

Y ~~ o, ï , a, ..., n — î .

Cette étude se rattachera i m m é d i a t e m e n t à celle qui précède en
remarquant que si •„ est 1^ réduite1 q u i , pour une fonc t ion y quel-

conque, correspond au couple f;x, v ) , -,- sera la r édu i t e q u i corres-

pond au c oui.) le (v, ;x) p o u r la fouc l ion ~
Désignons donc par T la Table des réduites de la fraction rat ion-

nelle/^") et par T ' 1 1 celle des réduites de ——• Supposons, ce que
l'on peut faire sans i n c o n v é n i e n t y ./'('o) == :i, et soit,

(^P^)(F..^^)_(,_^

le numérateur de/^). Supposons inégaux les modules des quan t i t é s
(Ï^ ..., p^ et soit

|M>|^|>...>|^[.

La réduite (v, p-) de T"^ est l 'inverse de la réduite (;x, v} (.le T. Or,
si nous at t r ibuons à v rune des valeurs o, i , . . . , n — î , nous savons
que la fraction continue q u i a pour réduites celles q u i y dans T""1, sont
placées sur la droite X — v e s t convergente dans le cercle qui a l'ori-
gine pour centre 01——j pour ravon, en excluant les points — » ' - • > — ?1 PV-M j ' A pi pv
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qu'el le a, pour valeur -jr— 5 et, qu'elle est divergente hors du cercle.
L'inverse de cette f rac t ion con t i nue a. les mêmes propriétés, avec cette
diHerence que sa valeur est/(W). Mais cet te dern ière fraction cont inue
est celle q u i a pour r édu i t e s les r é d u i t e s de T qui. sont sur la. droi te
Y === v, et la question de la convergence de cette f r ac t ion con t inue se
trouve a i n s i com.plèternent é luc idée .

On voit que les zéros ^L? . . . , — do f ( x ) règlent les domaines de[J i [J n
convergence (.1 es n t rac t io n s con t i n u es ré^n 1 i ères do n t nous nous
occupons ic i , exacternent corn'me les pôles —•> • • • ? — réglaient ceux11 ' l 1 ' ' a, a,n u

des m, fractions considérées tout d'abord. En résumé :

TnEonEMF. IV. — Soil J'{ x ) une fraction rationnelle, ayant m pôles el
n. zéros ; supjïosons r / r^ i / ny af't. />r/,v deiw po/es arani, le. mênw module,
non pifis (fiie deiu' z^ros, cl, tous ces modules (lifferelUs de zéro ; sa./) Dosons
enfin n..()rnudes toales les redinfes de f(,v) autres que celles (fu.l sont égales
à /((X') eUe-rnefne»

.Dans ces condf'fioîis, les fractions conimues régulières qui ont leurs
réduites sur les droites

\ —:: o, i, -^ . . ., ni — i

sont co•wer'génies respectivement dans les ni cercles ayant l'origine pour
centre et passant par les pôles de /'(^) considérés dans l'ordre des mo-
dules croissants, à condition d/exclure de c/'uicun de ces cercles les pôles
(fui y soûl contenus; la, -rcdeur des fractions est, alors /"(^r); elles sont
diçer rentes hors de leurs cercles respectifs.

Les fractions continues régulières (fui ont leurs réduites sur les droites

jouissent de propriétés pareilles ou les pôles sont seulement remplacés par
les n zéros de f(x").

En/ln, toutes les autres fractions continues régulières sont limitées et
ont pour valeur f(x).
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Les fractions cont inues holoïdes auxquelles donne naissance la
Table des réduites de /(a?) étant, ou bien l imitées et, égales a f ( x ' ) ,
ou bien i l l imi tées mais donnan t alors, à partir d'un ceriain ran^, les
mêmes réduites que les fract ions régulières i l l imitées, auront , elles
aussi, leur convergence réglée par le théorème que nous venons
d'établir.


