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SUR LA

GENERALISATION DES FORMULES DE SYLVESTER

RELATIVES AUX FONCTIONS QUI SE PRESENTENT DANS L’APPLICATION
DU THEOREME DE STURM,
ET SUR LA CONVERGENCE DE LA TABLE DES REDUITES
D'UNE FRACTION RATIONNELLE (1),

Par M. Hexrr PADE.

La premiere Partie de ce (ravail, qui a pour objet la démonstration
de formules qui comprennent comme cas (rés particalier celles don-
nées par Sylvester pour la représentation des polynomes qui se pré-
sentent dans Papplication du théoreme de Sturm, a pour origine le
approchement de la théorie générale des réduites d’une foncetion telle
que je I'ai exposée dans des Mémoires antéricurs, des trés nombreux
travaux auxquels ont donné lieu ces célobres formules, de ceux, en
particulier, de Joachimstal, Brioschi, Hermann Hankel et Kronecker.

En faisant découler les formules de Sylvester de celles qui sont
relatives & la fraction rationnelle approchée générale non seulement
d'une fraction rationnelle, mais encore d’un développement de Taylor
absolument quelconque, nous croyons avoir montré mieux qu’on ne
Pa fait jusqu’ici la vraie place qu’elles occupent dans la théorie des
fractions continues algéhriques, oi Pon n’a jamais hésité, depuis
Sturm, & reconnaitre leur véritable source.

(1) Zoir Vintroduction & mon Mémoire Recherches sur la convergence des développements
en fractions continues d’une certaine catégoric de fonctions, p. 341 de ces Annales.
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Les formules genérales que nous obtenons dans cette premiére
Partie de notre travail permettent I'étude de la convergence des frac-
tions continues holoides attachées & une fraction rationnelle, et ¢’est
cette ¢tude qui fait 'objet de la seconde Partie. Nous ne croyons pas
gu'en dehors du cas de la fonction exponentielle, on soit jusqu’ici
parvenu i raiter completement la question de La convergence de toutes
les fractions continues holoides d’une Table de réduites; etle probleme
semble des plus difliciles. Cette circonstance nous fera pardonner,
sans doute, de nous étre arrélés a examen du cas de la fraction ra-
tionnelle qui, pour étre simple, n'en est pas moins fertile en ensei-
gnements et propre a préparer de nouveaux progres. Nos résultals
s'accordent, dailleurs, dans ce qu’ils ont de commun avee eux, avee
ceux obtenus par M. R. de Montessus dans ses belles recherches sur
cetle question de convergence ('),

L.

1. Soit f(a) une fonction développable par la formule de Taylor,
en sorte que
Jle)y == 8, =8 x oo Byt e T, (),

T = Syt Ty ).

Ser 8¢y e represententdes constantes queleonques; nous regarderons,
dans ce qui suit, une lettre S affectée "un indice négatif comme
représentant zéro, ot les lettres T allectées d'indices négatifs comme
détinies par la dernicre des relations précédentes.

e Uy, S , N . .
Soit VL’:’ une réduite rormale de f(x), c’est-a-dire une fraction
Py

ationnelle dont le dénominateur soit de degré 1, le numérateur de
degré v, et qui, pour a infiniment petit, differe de f(2) d’un infini-
ment petit dordre v 4+ 15 on aura

VP"/-/( &) U:,,., == gl l((,,,(:c),
Ry (0) £ 0.

(V) Sur les fractions continues algébriques ( Bull. de la Soc. math. de France, L. XXX,
19o2).
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SUR LA GENERALISATION DES FORMULES DE SYLVESTER.
Si on pose

V=1 b2+ Lo 4.+ [ xt,

on voit immédiatement que
Ry (2) == Tyrnir (@) = L Ty (@) 4= oo A= LTy ()3

ct, comme les coefficients /£, 1, 4, ..., [, sont déterminés par les
¢quations

Sy -8, b+ 4 Sy fp=0,

S +Su L. 4+ Sy_palp=0o,

s-/».s-»p. —t- S*H—p, by By [p.:: 0,

on aura, en désigne ar A,,(8S) le déterminant des coefficients des
aura, en désignant par A,,(S) le déterminant des coefficients d

neconnues, savoir

”
o
¥

A!,,,(S):':: .o e e oy
Spppr e S

cette relation =

Soeig BRI Sv---y. 1
Svie Sy-pr
{2
Ay.v(s) “[,,,:‘:(‘u— 1 P cer  seean .

Siip .o S,

gy [l
Posprr oon Topy

On voit aisément que toutes les lettres S, dans le déterminant du
second membre, peuvent étre remplacées par des lettres T, et 'on en
conclut cette formule :

A[J.‘/(S) “pn/(“’) == (— 1)t A[J.+-1,v+1 [T(x)].
Quant & V,,, il est immédiatement donné par

b PR S.,_[,“.;.,
Syia N D -2
Al,,,(S)V[,,,:(wx)U' B
S‘H-‘[;. O Sv
1 e. at

66

Ann. Ec. Norm., (3), XXIV. — NovEMBRE 107.
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Si l’on pose
Tp=S1— r8h+1,

il viendra simplement
A (S) Viy= Ay (6).

On a ainsi cette proposition :
Toiorime 1. — St lon a
Sle)=8;+Six+... +82"+. ..,

et que Uon regarde une lettre S affectée d’un indice negalif comme repre-

sentant zéro; si I on pose

Tp=Su+a&Thi, To= (= )s

Gn=5,— xS,
et, v et v désignant deux entiers positifs ou nuls,

Sy P S‘I\[Lll
A[,‘.,(S) el I e eeeea ,
Spiprr oo S

alors, le dénominateur V,, et le reste Ry, de la réduite (., v), supposée
normale, de [(x), définis par les égalites

Vp.vf( &) — Up,v = gt np.'/(~"')1 Vp:/ (0) =1,
seront donnés par les formules

By (
(

5)V uv:’—‘Auv(G)q
Ay (8

)R[W-w (—1)¥ A(Jil‘l! 1 (T).

2. Supposons maintenant que f(x) soit une fonction rationnelle
dont le dénominateur, que nous désignerons par (), n’ait que des
racines simples. Soient n et m les degrés du numérateur et du déno-
minateur; on aura, en décomposant en fractions simples,

l\']1 M/ll

JLZ) =Cy~=C1 & == . oot Cppy X 1 e e o e
./( ) 0 1 n=~m (— o & [ — Oy &
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ot il faut entendre que toutes les constantes ¢ sont nulles lorsque m
est supérieur i n.
L’identité

M, Mot
— =M (1 oz o ) o gt
L — o 1 — o

donne immédiatement
S/): Cp+ Nllalf“*'- +M, ohs

ol ¢, est nul, si p n’est pas 'un des indices o, 1, ..., n —m. Il est
d’ailleurs facile de s’assurer que cette formule subsiste encore pour
les valeurs négatives de p diés que p est supérieur & n—m. Dans
cette hypothése, la méme identité donne aussi
M/N

= P e ———al
P — oz ! I — o,z "

Enfin, 'on a
G"/" : Sl’ . '(‘(‘.S/I'Fl f— MI(I — al.zr)a’l’-—f-. =M, (l — ot,,lx)a{;u

Ces trois formules permettent de caleuler les déterminants A,,(S),
A (T), Ay (), en supposant seulement vy — w2 — m.
Le déterminant A, (S) est le produit, effectué par horizontales, des
[.

deux matrices & @ lignes et m colonnes

e [Jeeg< 1 ) [Jeg-1 =1 [Jom1
Mot e M, et ol co.ooals
........ s B N

X4 34 0 0
M, o) .. M, 3 .ol

en sorte que, si 'on désigne par A(e,, ..., «,) le produit
(org—or) (ay—oty) .. (orp—o) (tg— ).+ . (Otp.— Fpet),
on a immédiatement

P —1

Apy(8) = (—1) * ZM;M,... . My(oyorp.. o) ¥ A ey, ..o,

la somme X ¢tant obtenue en remplacant, dans le terme écrit, les
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cindices 1. 2, ..., w par toutes les combinaisons p & p des indices 1,
2, ..., M.

Les déterminants Ay, (@) et A, (T) se déduisent simplement de

N - _ —_ . M; ) )
Apo(S) en remplacant M; par M;(1 — o) et Pt on en conelut

qU(."
Pith—1)
A (E)=(—1) * EM...Myu(e..op) P 1A ay) (1 —op2) .. (1 —ay2),
P —1

By (T) = (= 1) T XMy My (ot e ) A% ) — '

) e (1 — a[,,.'r').

En multipliant les deux membres de la derniere formule par

(:9('(5‘) = (1o 2). . (1—ay x),
elle devient
"D("I")A(m(T)
P (=1
== (—1) * XM,... My (e oy )Pt A2 (e %) (1= Gy &) e e (1= 0y ),

et 'on a cette [)l’()l’)()b’“i()ll H

Tutoreme 1. — S, n el m étant dewx entiers POSULLS ow nuls, on «

. M, M
Slz) = cy-F e . oy 2 e e e el
AR [ o Oy il

la partie enticre n'existant pas pour n — m <o, M,, ..., M, étant des
constantes dufférentes de zéro, et v, ..., o, des constantes différentes de
séro et différentes entre elles; si Uon pose :

() == (1= oy @) (1— otz ) o (1 = Gyip) 3

st Uon suppose enfin
Vo [ IR,

on aurda

EM . Moz ) A (o) (e ) (1 o)
q )
M. .. My (oryenog )" 10 VAR (o)

— EM;-..MP,,1(6/.1...0.!,,.,,)" ‘1“IA‘J(“l---“;J,—»-J)("“ﬂp.r«z-“')n-(‘-‘amf”),
v(x) M, ... My (ay.onoy)? BHPA (o Ly, )
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les sommes elant obtenues par les combinaisons soit p. a ., soit p. + 1
a u. -+ 1 des indices 1, 2, ..., m.

Il est facile de voir dans quelle région du plan supposé rapporté a
deux axes reetilignes rectangulaires doit se trouver e point (u,v)
pour que ces formules soient applicables : elle résulte des hypotheses

-~

faites que la réduite (p, ¢) est normale et que 'on av — w2Zn — m.

I sullit ( fig. 1) de mener par le point B(m, ») la parallele BA & la

Fig. 1.

e B (m, n)

0 A X

bisseetrice de Pangle XOY jusqu’a sa renconcre avee U'un des axes, et
la parallele BGAOY : le point (., v) devra appartencr a la région YOABC
avec exclusion de la partie BG du contour.

3. Nous allons maintenant ¢tablir cette proposition :

Tuiorine 1. — La sutle des polynomes de Sturm, sous la forme indi-
qude par Sylvester, s'obtient par Uapplication de la formule qui donne Ry,
quand on spécialise convenablement la [fraction rationnelle f(x) et que
Uon suppose que le point (1., v) parcoure la portion AB du contour de lu
région ot les formules qui donnent V., el Ry, sont applicables.

Dans le théoréme de Sturm, tel qu'il est exposé, par exemple, dans
le Cours d’ Algebre supéricure de Serret (5° édit., t. I, p. 570), on pose
Ve=(r—a)(x—>0)...(x—1),

Vi= S(x—0b) ...(z—1),
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puis
V =V, Q —V.,

\A =V, Q — Vy,

Vm-?. - V/n.—l Qm- 1T Vnn

les polynomes Q, étant tous du premier degré, et les degrés des poly-
nomes V, diminuant d’'une unilé quand on passe d’un polynome au
suivant.

Remplacons a, b, ..., [ par oy, o, ..., &, ¢L posons

me(..I_> :cp(x).—:_:(l-—otl:l;)...(l-——a,,l.'l)),

r
I N\
xm-r V,, (—) = Up (),
x
I
les ¢galités précédentes deviendront

olz) =o(z) ¢ — 2gy(2),
oi(x)  =gu(x) gy 2t gu(x),

P !

I/ o

@ ‘ X
1 e T —— )
/l (/2 _ at

’/m,
puis, par les formules élémentaires de la théorie des fractions con-
. , . P, P, L1 .
tinues, et en désignant par i’ > o les réduites successives de
- 1 2
celle-ct ¢
lli_..l P l‘)i»—l 9= w""”cpi.

Les polynomes II;., et P,, étant respectivement de degrés ¢ — 1

: : P, T . N
et ¢ — 2, on voit que n—’—i est la réduite (¢ — 1, 7 — 2) de la {raction
i-1
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- Q . . .. . ’
rationnelle chi, et il s’ensuit que, en désignant par @;_, le terme indé-

pendant de 2 dans le polynome II,_,, on a

_%

[oF SR = Rewtyimae

Faisons alors application de la formule générale du numéro pré-
cédent relative & Ry,. On a

V— [ -~1z=0,

( am 1V1<._l_)

oy (&) xr) I 1 .

w(x) N T—a Tt T

'P - .'L'IIIV(*) e o+
\"’.

d’ou
=My o= M, =,

Il ne reste plus qu’a calealer la valeur de la constante @;_,. Nous
ferons usage de la formule ¢lémentaire
W, b2

"z’l"“"“ {1 ==

5 1T, &)

En en divisant les deux membres par @, on voit que le coefficient
de 2*-* dans le second membre sera

1

67,'4-;16)'[.
Or ce coeflicient est aussi R;, ., (0); ona done

1 XA oy o)

d ol
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en posant

HENRT PADE.

ri=w; XA oty 0y).

On a
. w(0) I
=, (0)=¢q,(0)= - - —
) I( ) /l \ ) ,7‘1 (“) m
t XAMo)) me
Wy 52 = Ty A ’
oy, XAz o) XA a,)
Ao zy) XANzoy)
(O Jipumey " — ]
? mt XA (7 oy0y)
mt AN oy aymy) XA Mo oy0y)
W, = - —— G
T XA oy 0) XANooy) AN o auoyo)
N
d’ou
Dymm = =
" m ’
Doy XA (o o) = nt,

).3 Wy }4 Az ( Oy Py a:;)

b=, N AN oy oo 0y)
Iinfin, on a

V,-(.I") e 2Ll ’10,(%_) _

1
¥

¢’est Pexpression méme, telle qu’elle

mules de Sylvester.

XA (..

- i" m

'..‘.)Af‘(alaﬁ)'r
T —— 2
A* (oo )]*
At (o, ay) ’

m
'
—

3
o

o) (= opg) e (B — Oy )

est donnée par Serret, des for-

I1.

4. Revenons au cas d’une fraction rationnelle f(2) quelconque et

aux formules obtenues dans le n°

2. Nous avons appelé n et m les
P1

degrés du numérateur et du dénominateur, et représenté ce dénomi-

nateur par

glr)y=>0—ox)(t—oayx)...(1—a,r),

Uyy Uy « -0y %y etant des constantes

différentes entre elles.

Dans la Table des réduites de f(z), toutes les réduites (., v) pour
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lesquelles les deux nombres p., v sont au moins ¢gaux respectivement
aux degrés m et n des termes de /() sont égales i la fraction elle-
méme, qui occupe ainsi (fig. 2) tout angle X'BY’ formé par les

Fig. 2.
Y Y

pd

12ty m)

%S

Ol

paralleles aux axes menées par le point B(m, n). Nous supposons
normales toutes les autres réduiles.

I suit de Ta que toutes les fractions continues régulitres venant
aboutir au contour N'BY" sont limitées et ont pour valeur f(z),
saul m - entre elles, appartenant au type eulérien et correspon-
dant, les m premitres aux réduites placées sur les droites

X=o, 1,2, ..., m—1,
et les nautres aux réduites placées sur les droites
Y=o, 1,2, ..., n—1,
Nous allons chercher les domaines de convergence et les valeurs de

ces m — n fractions continues régulieres illimitées.

5. Considérons d’abord 'une des m premiéres, celle qui donne les

réduites placées sur la droite

Dis que v dépasse une certaine valeur, la réduite (@, v) de cette
fraction se trouve dans la région ou les formules du n° 2 sont appli-
cables; supposons v choisi de telle maniere qu'il en soit ainsi.

dnn. Lc. Norm., (3), XX1V. — NOVEMERE 1407. 67
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Rangeons par ordre de modules décroissants les constantes o,
Ggy -y &y CL SOIL

laxlilaﬂz---;Iap.l>I“p,+1|:i-lazi<+‘)|i""

¢

Si I'on divise par le produit (o, 2., ..., %, )" ¥ les deux termes de 1
fraction V., il est visible que le numérateur se réduira, pour v infini,
au seul terme

My My A (e eeay) (1 —agz). (10— ap2),
et le dénominateur au terme
M. . My, A (o)
on a done simplement

limV(,,,:: (1—oeya)...(1 —opx).

Voo
Considérons maintenant le produit

el RW’

savolr

bt XML .]w[“ (o, . )’ vl A ey Ayin) (1~ a!/, padt) . (' 7///’)
w(a) XMy, My (oo )0 A (oo ay,)

La somme qui figure au numérateur est obtenue en remplacant, dans
le terme éerit, les indices 1, ..., g1 par toutes les combinaisons
A1 a1 des indices 1, ..o, me St Pon divise cette somme par
(s eeny %pa)” P et que Pon fasse croitre v indéfiniment, on obtiendra
une limite ¢gale

Moo My A% (o o) (1= g ). (1 — oy,

ou & la somme ’un certain nombre de termes analogues. La somme
qui figure au dénominateur, divisée par (o, ..., %, )"+, tend, quand
v grandit indéfiniment, vers

1\!]1' . 'MP' A“(Oﬁ. . .OCV,).

Il suit de la que 2Ry, ne differe que par un facteur ayant, pour
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v infini, une limite {inie de expression

Pt (oL <A )bt

w(r) (o .oy) bt

ou
Pri

—_— Ay ) —[tl o
,?(;L,)( P12 ;
elle tendra done, quand v grandit indéfiniment, vers zéro pour les
valeurs de a, et pour celles-li sculement, qui satisfont aux deux

conditions
9(x)#o, |a[bl'l‘7‘.|<l’

¢’est-a-dire en tous les points intérieurs au cercle ayant Porigine

3 . 1 I
pour centre et de rayon » sauf les points —; -++5 —-
' | Zpret | %y an

Il suffit maintenant d’observer que 'on a

Uy

S =

et 1 |:IJ«‘/

/
Vi

’

pour en conclure qu’en ces mémes points la fraction continue régu-

.\ . Uy, it f T
licre dont nous nous occupons el ui a V_"_’ pour (v 1)ime péduite est
12

convergente et a pour limite /().

Dans le cas général, les modules des quantités «,, ..., o, sont tous
differents; alors, la premicre de nos m fractions continues, qui a ses
réduites sur la droite X = o et qui n’est autre que la fraction continue
d’Euler, (ransformation identique de la série de Maclaurin, est con-

vergente dans le cercle de rayon divergente en dehors; la

I
7
|a1[
deuxiéme est convergente dans le cercle de rayon Ak saul au

Ly

. 1 . . .o
point — et divergente en dehors; la troisieme dans le cercle de
: ” :

1 . . 1 1 . L .
ayon — saul aux points — el —, et divergente en dehors, ete., le
. [ ey | o o o

L

cercle pour la mi®™® ayant pour rayon Quant 2 la fraction sui-

l Lo l
vante, elle est limitée et ¢gale & /() dans tout le plan, ainsi que
toutes celles qui la suivent.

Ces résultats s’accordent entierement avec ceux obtenus dans un
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cas plus général par M. de Montessus; mais les méthodes sont entitre-
ment différentes. Celle que nous avons suivie montre avee la plus
grande clarté comment le polynome Vi, a pour limite, pour v infini,
le polynome par lequel il fant multiplier /(z) pour faive disparaitre
les poles de cette fonetion les plus vapprochés de Porigine; or Pétude
de ce polynome dans le cas d'une série de Taylor queleonque est 'an
des points principaux des recherches de M. Hadamard sur cette série,
et ¢’est grace a celte circonstance que M. de Montessus a pu tirer de
ces recherches ses beaux résultats dans la theorie de la convergence
des fractions continues.

6. Passons maintenant & Pétude des 2 fractions continues régu-
lieres dont les réduites sont sur les droites

Y=o, 71,92, ..., n—1.

Celte étude se raltachera immédiatement & celle qui précede en

, Al eedwite oai S
remarquant que si g est 14 réduite qui, pour une fonction v quel-

. B Ly .
conque, correspond an couple (p, v), + sera la réduite qui corres-
¢
. . i
pond au couple (v, u.) pour la fonction —-

Désignons done par T la Table des réduites de la fraction ration-
1

nelle /(z) et par T ' celle des réduites de o Supposons, ¢e que
o

Pon peut faire sans inconvenient, /(o) ==1, et soil
(1—Pyx) (1-=fyx). .. (1—p,x)

le numérateur de /(). Supposons inégaux les modules des quantités
Biyonns Bus etsoit

(Bl =[P >. . > B0

La réduite (v, @) de T est Uinverse de la réduite (., v)deT. Oy,
si nous attribuons a v 'une des valeurs o, 1, ..., n — 1, nous savons
que la fraction continue qui a pour réduites celles qui, dans T, sont
placées sur la droite X = v est convergente dans le cercle qui a 'ori-
TE::T pour rayon, en excluant les points -

gine pour centre et vy s
‘ B By
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1
Sr)
L’inverse de cette fraction continue a les mémes proprictés, avee cette
difference que sa valeur est /(). Mais cette dernidre fraction continue
est celle qui a pour réduites les reduites de T qui sont sur la droite

qu’elle a pour valeur » et quelle est divergente hors du cercle.

=v, el la question de la convergence de cette fraction continue se
trouve ainsi complétement élucidée.
. . B : I . N .
On voit que les zéros 5T de /() voglent les domaines de
n
convergence des 7z fractions continues régulieres dont nous nous

.. . I 1 . :
oceupons ici, exactement comme les poles —, ..., — réglaient ceux
1 “mn

des m fractions considérees tout Cabord. En résumd .

Turovine IV, — Soit [(x) une fraction rationnelle ayvant m péles et
n seros; supposons qu'il 1’y ait pas dewx pdles avant le méme module,
non plus que dewr zcros, el tous ces modules différents de zéro; supposons
enfire normales loutes les reédudes de () autres que celles qui sont égales
a f(x) elle-méme.

Dans ces conditions, les [ractions continues regulicres qui ont leurs
réductes sur les drodies

N o0, Iy 2y ., 0

sont convergentes respectivement dans les m cercles ayant Uoregine pour
centre el passant par les poles de [(x) considérds dans Uordre des mo-
dules croissants, a condition d’exclure de chacun de ces cercles les poles
qui 'y sont contenus; la valeur des [fractions est alors [(x); clles sont
divergentes hors de leurs cercles respectifs.

Les [ractions conlinues régulicres qui ond leurs réduties sur les droites
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Jouissent de propriéiés pareilles ot les péles sont seulement remplaces par
les n zéros de [(x).

Enfin, toutes les aulres fractions continues régulicres sont limitées el
ont pour valeur [(x).



4 IIENRI PADIE.

Les fractions continues holoides auxquelles donne naissance la
Table des réduites de /() étant, ou hien limitées et égales & f(x),
ou bien illimitées mais donnant alors, & partiv d’un certain rang, les
mémes réduites que les fractions régulicres illimitées, auront, elles
aussi, leur convergence réglée par le théoréme que nous venons
d’établir.



