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SUR LA DÉTERMINATION 'DES INTÉGRALES

I>I':S

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
PAR LES VALEURS m DÉRIVÉE NORMALES SUR UN CONTOUR,

PAH M. EMILE PICARD.

L Dans un Mémoire inséré aux ^n/^ato/A?^/ï^feA/o7772afe(3csériey
t XVlll, !()oi), M.. Lindeherg a traité rintégration do l 'équation

r^V rf^Vf , \ ^JL^ tLl — /f r y ^ y1 / ^a î àf M'"^v"^^î

où,/(a:'yy) élail (îûsilive dans t'a ire A limitée par un contour C, la dé-
rivée 7" relaiivo à la normale intérieure on un point de G étant donnée
sur ce contour et la (onct ion V étant cont inue dans A; sa méthode pro-
cédait par approximations successives. Je me propose de montrer que
le même problème peut être résolu par une voie toute différente pour
une équation l inéai re quelconque du type elliptique. Considérons
d'abord l'équation ( î ) sans faire d'ailleurs aucune hypothèse sur le
si^ne à^f(x,y).

2. V étant une solution de (î), posons :

V(^y) + ~ f f/a, ̂  Va, T)) lûg^^ =IJ (^y),2 7Î </ J '

( î ) Cet article reproduit deux Notes dos Comptes rendus (26 novembre et 24 décenibro
1906).
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où r2 == Çx — ^y-{- (r -"-- Y))2, l'intégrale étant étendue à l'aire A. La
fonction U est évidemment harmonique, e t , si l'on désigne par ^ les
valeurs données sur G pour -y-? on aura

civ , ï r r ^ / T \ \ r / f vcos( / *^o r- /^=^^-^jjf(E.^V^^————d^

le point (^y) étant sur C.
Notre problème revient donc à déterminer la fonction harmonique

U(.^,j) et la fonction V(*r,y) de manière que l'on ait les deux équa"
t i o n s fo n cti o n n el 1 e s

(2) V(^y)+^rF'(£^)V(^^)l(^^^^==(J(^j) (dans A),

(3) ^^^J^(^,)V(Ç,.)^^ (surC) .

Or l/élimination de Ven t r e ces deux équations est f ac i l e . On peut ,
en efïet, tirer de l 'équation (2) V en fonction de (Jà l'aide des méthodes
employées par Fredholm dans ce ^enre d ' équa t ions f o n c t i o n n e l l e s .
La s u b s t i t u t i o n dans (3) condui t , alors, pour U, à u n e équa t ion fonc-
t ionnelle de la forme

( 4 ) ^ f•+-yyQ(^r);^[J(^y))^^-: : :<l>(^ ( s u r C )

où nous mettons en évidence l'arc s f ixan t la position d'un poin t sur I f *
contour C. La fonc t ion Q est une fonc t ion c o n n u e de (^, ' q ' " ) eU,

3. Nous avons donc à résoudre l'équation fonctionnelle (4) cui moyen
d9 une fonction harmonie.] ue U*

Ce problémeva se ramènera une équation fonctionnelle* deFrediiolm.
Prenons, en effet,, pour U un potentiel de simple couche relatif à la
ligne C,

0=^(^10^^^

r désignant la distance du point (,z\ y) a l 'élément da.
En faisant la substitution dans (4.)? on est conduit pour p à l'équa-
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don fonctionnelle
p(6") -•hfp(°-) P ( ^c r ) ,/o-== ^(,y),

P(.y, cr) étant une fonction connue. On a ainsi une équat ion (le Fredholm
pour déternsiner la densi té p qu i nous fera connaî t re U et., par suite, V.
Le problème est donc complète inent résolu.

4. I l est clair que dans certains cas exceptionnels le problème sera
sans solution, du, moins si ^ est que lconque ; mais, en générale le pro-
blème a une solution et une seule. Avec précision, et en in t roduisan t ,
un paramètre1 constant A, on peut énoncer que l'équation

^V ^V . ,., .^^,.,.,,.^^,y(,,^)V

admet une solution conlinne et une seule pour laquelle , - a des valeurs
données sur le bord ; il peut v avoir seulemeni.exception pour certaines
valeurs de A racines d'une transcendante entière. Quand /' est positif
(c'est le cas traité par M. Lindeber^}, il n'y a pas de valeurs exception"
nelles de A qui soient positives- ,11. est évident que A == o est toujours
u n e va, 1 e u r e x c e p t. io n n (die*.
'Il est clair que la méthode, avec peu de modifications, s'appliquera

si l'on se donne sur le contour, au l i eu de ~"y bî somme, , , . „ . , . . ̂
dV
7/n

Â-V,

k étant une fonction du point sur le contour.

5. G o n s i d é ro û s m a i. n t e n si n 11 ' é q u a, I,. i o n ^ é n é rai e

,., ^V <PV ON , ̂ V _
(5 ) —— -4- -.-"v1 -i- a —— 4- b —— "h c V =; o,

<À'̂  ûy^ ôjû <)y

où a, b, c sont des fonctions de w et^y, la dérivée normale (intérieure)
— sur le bord. étant la donnée de la question. Une méthode analogue
est applicable; mais, celte extension présentant quelques points déli-
cats, je les indiquerai succinctement.

A nu. Éc. A'orw., (3), XXÎV. — AOUT 1(907. 4^
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6. En désignant par G(^,'r];^,j) la fonction classique de Green
relative au contour G, dont.le point singulier est Çx,y), j'envisage la
fonction de x et y

V(^y)^^^L(^Yi)^+^(^^)^+c(^^)v1(x(Ç,7] ;^r)^^

que je désignerai par U(;r,y); cette fonction U est évidemment harmo-
nique si V satisfait à l 'équation (5). On, peut encore écrire, après une
intégration par parties,

<6 ' "^'^^V/pÏ-^-^ v<S.-'W.

Il faut déterminer la fonction harnionique U par la condit ion que (.-
ait une valeur donnée (intérieure) sur le bord.

^Var la coins mon nue ,"•
un

7. Il n'est pas possible de tirer ici i m m é d i a t e m e n t (a et h n'étant
pas nuls ) de réquation ( 6 ) la valeur de V en fonct ion de (J au moyen
des formules usue l les , car la q u a n l i l é enire crocbels devient i n f i n i e
comme ^ pour x == ^y== r;, en désignant par r la d i s t ance de (:.v,^)
à (^yj). Mais celte dif l icul lé peu! ôiro su rmontée^ en faisajrt une sorte
d'itéralion, c<) ïnme on \(\ ( a i t précisément dans des cas analogues re-
latifs à réquation f o n c l i o n n e l l c de Fredbolm. On rem|)lacera donc
dans (G), sous le signe d ' intégrat ion, V(^ T]) par

u(^.)^^^y[^i) ̂ ^-C(^^)G(^.^^)' vcr^-x^.
On obtient alors une équation

V ( ̂  y ) +j (f^, -fi ; œ, y ) V ( ̂  y, ) ̂  d-(\
(7) ^^^-^/y^.-^-^u^.)^^
où la fonction/'(S;, -/];.•», r;, l'iicilo a l'ornicjt', (.lovicnl, .sculcinent i n f i n i e
en ( x , y ) comme log [(^ - xy •+- (•/•j — .y)21.
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On peut alors se servir de l ^qua t ion (7) pour avoir expl ic i tement V
en fonction (.le U.

8. Il faut voir i na in t enan t si. l 'on pourra p rendre f ac i l emen t , sur le
bord la dérivée normale ( i n t é r i eu re ) de la fonc t ion qui est dans le se-
cond membre;, en supposan t q u e l î ( . r^r) s o i t u n e fonct ion ha rmon ique
que l'on mettra sous la forme d 'un p o l e n f i e l de s i m p l e couche,

(8) [J^,r0^ ^p(cr) lo^^,

où r ' 2 ̂  (Ç — x ' " i ) 2 + (ïj — yy\ en dés ignant par Çx\y) le po in t du
contour correspondant à l 'arc o".

(..rest u n e question. qui. d e m a n d e q u e l q u e a l t e n t i o n , mais qu i ne pré-
sente pas de réelles d i f f i < ' u l t é s . On é t a b l i t a i n s i q u e , en u n p o i n t du
contour, la dérivée normale (" intér ieure* ) — de la fonr j ion V tirée de

' ! ' ' ' ! '•• / du
l ' é ^ l u a l i o n ( G ) , où II a la v a l e u r ( <S ), est, s u s c e | ) ( i l ) l e ( [ ( ^ se m e n r e , a un
facteur prés, sous la. forme.

p( . s - ) 4'- ( l^t.S a) p ( ç r ) f h ,

F C ^ c r ) é f a n t tni ie f o n c t i o n connue d e v e n a n t i n f i n i m e n t grande seule"
mmi comme lo^] .y "•-1"" o" ; on désigne ici '[)ar ,y l'arc, de. (.1 f i x a n t la posi-
t i on du n o i î d ' On est donc, ramené à u n e é q u a l i o n de Fredholm.

. , . . . (i\11 est év iden t que la même méthode est a p p l i c a b l e si, au lieu de ,"?
on se donne sur le bord la vale r de la somme

^ + .V.c/v
Un

9, Nous pouvons donc en d é f i n i t i v e résoudre le problème su ivan t :

Étant donnée F équation

^V (PV . ( âV , <)V ,;\^ .̂ -4-. -,.̂  . + y. a —— -h b ".-""• -^ c V p= 0,
à^ ( ) y 2 \ ()^ ày )

où a, b^ c sont des fonctions de x a t y ^ et\ un paramètre constant, tro'wer
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l'intégrale continue de celte équation qui en chaque point d'un contour C
satisfait à la relation

dv •+-/•¥=/<,an '

k et h étant des fonctions de la position du point sur le contour,

^ Ce problème a en général une solution et une seule. Il n'y a d'excep-
tions que pour certaines valeurs particulières de À, que fait connaître
la méthode.

ERRATA,
A Î.J

M É M O H t E DE M. L A N D A U .

Page 190, dernière li^ne, au. lieu de A Usez A/
l'âge 198, dixième li^ne, au lieu de k lisez ( k 4- 7.)
Pa^o 199, quatrième li^ne on mnorUmU, au lien de \ bx^ Usez \ bx"^ \


