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SUR LA DETERMINATION DES INTEGRALES

EQUATIONS LINBAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES

PAR LES VALEURS DES DERIVEES NORMALES SUR UN CONTOUR,

Par M. Baie PICARD.

1. Dans un Mémoire inséré aux Annales del’ Eeole Normale (3¢ série,
t. XVIII, 1gor), M. Lindeberg a traité I'intégration de I'équation

)V )’V
(1) LA oLt ‘“/(J,y

Ot

ol f(a, y) ¢lait positive dans Paire A limitée par un contour G, Ja dé-
rivée :[—l-l\li relative & la normale intérieure en un point de Cétant donnée
sur ce conlour et la fonction Vétant continue dans A; sa méthode pro-
cedait par approximations suceessives. Je me propose de montrer que
le méme probléme peal ¢tre résolu par une voie toule différente pour
une Gquation lincaire quelconque du type elliptique. Considérons
d’abord Péquation (1) sans faire Qailleurs aucuane hypothése sur le

signe de f(a,y).
2.V étant une solution de (1), posons :

V(z, -}‘-—w//f §n) V(o) log - de dn =U (z, ),

(1) Cet article reproduit deux Notes des Comptes rendus (26 novembre et 24 décembre
1906 ).
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ourt=(x —E5)*+ (¥ — 1), lintégrale étant étendue i 'aire A. La
fonction U est évidemment Aarmonique, el, si 'on désigne par @ les

, av v
valeurs données sur C pour 2 ON aura

du _ ! P ceos(r,n)
= +;;f[f(£.- n) V(& n) ——2—=dg dn,

le point (2, ) étant sur C.

Notre probléme revient donc & déterminer la fonction karmonique
U(z,y) et lafonction V(z,y) de manitére que on ait les deux équa-
tions fonctionnelles

(2) V(.:L',)-')-l—;l—ﬁf‘/‘/'(b’_,'fi)V(&f,n)I()g,l_dgcl’n::U(:r,‘y‘) (dans A),
(3) %l[f_j - O%/f/(c, 'n)V(E,,n)(ﬁ%?’—ﬁ) dE b = B (sur ().

Or I'élimination de V entre ces deux équations est facile. On peat,
en effet, tirer de Péquation (2) V en fonction de Ui Paide des méthodes
employées par Fredholm dans ce genre (’équations fonctionnelles.
La substitution dans (3) conduit alors, pour U, & une équation fone-
tionnelle de la forme

) % +/j()(¢, 115 8)YU(E, n) dE doy — D (s) (sur )

ot nous mettons en évidence Pare s fixant la position d’un point sar Je
contour C. La fonction Q est une fonction connue de (%, ) et s.

3. Nous avons donc & résoudre 'équation fonctionnelle (1) aw moyen
d’unce fonction harmonique U.

Ce probléme vase ramenera une équation fonetionnelle de Fredholm.
Prenons, en effet, pour U un potentiel de simple couche relatif 4 la
ligne C,

U:/p(a’) logf_a’a,

rdésignant la distance du point (z, y) d I'élément do.
En faisant la substitution dans (4), on est conduit pour p & I'équa-
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tion fonctionnelle
T
e ($) ~k~-fp(a) P(s,o)do= T—ril’(s),

P(s, o) ¢tant une fonction connue. On aainsi une équation de Fredholm
pour déterminer Ia densité g qui nous fera connaitre U et, par suite, V.
Le probleme est done complétement résolu.

4. 1l est clair que dans certains cas exceptionnels le probléme sera
sans solution, du moins si @ est quelconque; mais, en général, le pro-
bltme a une solution et une seule. Avee précision, et en introduisant
un parametre constant A, on peut énoncer que Iéquation

:;7\, + %‘yx =1, )V

admet une solution continue et une seule pour laquelle :i/\l adesvaleurs
données sur le bord s il peutyavoirseulement exception pour cerfaines
valeurs de A racines d'une transcendante enticre. Quand / est positif
(¢’est le cas traité par M. Lindeberg), il 0’y a pas de valeurs exception-
nelles de A qui soient positives. 11 est évident que A == o est toujours
une valeur exceptionnelle. ‘

Il est elair que la méthode, avee peu de modifications, s’appliquera

- . dV
si 'on se donne sur le contour, au licu de e la somme

f{Y + ALV,

n

£ étant une fonction du point sur le contour.

5. Considérons maintenant I'équation générale

. A A AN\ A e T
() Ja? dy* b e F{/().y teV=o,

olta, b, ¢ sont des fonctions de @ et y, la dérivée normale (intérieure)

1A% , , . L .
= surle bord étant la donnée de Ja question. Une méthode analogue

est applicable; mais, cette extension présentant quelques points déli-
cats, je les indiquerai succinctement.
Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — Aour 1907. 43
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6. En désignant par G-(E,'q;;zr,y) la fonction classique de Green
relative au contour C, dont le point singulier est (z,y), j'envisage la
fonction de @ et y

1 A% . oV . .
y o Eop) o (&, 1 (&, n; @, v)dEdn,
V(xh},) an/\[ﬂ(éan)();é +b(%n f))(),n C(Cn n)V]( (gi UH 'L’,))(E(ﬂ

que je désignerai par U(z,y); cetle fonction U est évidemment harmo-
nique si V satisfait 3 I équation (5 >) On peut encore écrire, aprés une
intégration par parties,

. v L [[oa) d(bG) .
(6) U(x,y)=YV +21r,/f|< pE + =5 L(J.. V (&, n) dEdn.

, . , . . .. dV
Il faut déterminer la fonction harmonique U par la condition que =

ait une valeur donnée (intéricure) sur le bord.

7. I w’est pas possible de tirer ici immédiatement (@ et b n’étant
pas nuls) de I'équation (6) la valeur de Voen fonetion de U au moyen
des formules usuelles, car la quantité entre crochels devient infinie
comine % pour x = £, v =, cn désignant par r la distance de (a, v)
a (&, 7). Mais celte difficulté peat étre surmontée, en faisant une sorte
d’itération, comme on e fait précisément dans des cas analogues re-
latifs & I'¢quation fonctionnelle de Fredholm. On remplacera done
dans (6), sous le signe d'intégration, V(Z, ) par

. ) (e ) (D (i , ; . , ,
(q,-n>~—-~//|‘ O LD ey Gz g | V) dg et

JE' Jn

On obtient alors une équation

5 Viz,y) +/j/(£, s, y) V(E n) dt dn
(7) .
( -U(.l/,)’)-—-“«// l ()((l‘l -+ ()(/}(l)__c(v’ lJ(g,"l)([";(l'ﬂ,

2T dJn

ot Ja fonction f(%, 152, v), facile & former, devient seulement infinie
en (@, y) comme log [(5 — a)* + (7 — y)*].



SUR LA DETERMINATION DES INTEGRALES, ETC. 3

On peut alors se servir de I'équation (7) pour avoir explicitement V
en fonction de U.

8. I faut voir maintenant si on pourra prendre facilement sur le
bord la dérivée normale (intéricure) de la foncetion qui est dans le se-
cond membre, en supposant que Ua, v) soitune fonetion harmonique
que on mettra sous la forme dun potentiel de simple couche,

. ’ 1
(8) [,I(’c‘,-/,):.::t/p(g)lngﬁ s,

ot r'*= (5 — &' )+ (1 — )%, en désignant par (2, %) le point du
contour correspondant i 'are .

(Cest une question qui demande quelque attention, mais qui ne pré-
sente pas de réelles difficaltés. On ¢tablit ainsi que, en un point du

ey . oV . . .
contour, la dérivée normale (intéricure) m de Ta fonetion Votiree de
Tl

équation (6), ot Ua la valeur (8), est susceptible de se mettre, & un
facteur pres, sous la forme

o(8) -t / (s, 0)plo)do,

F(s, ) ¢tant une fonetion connue devenant infiniment grande seule-
ment comme log|s — o |5 on désigne iei par s Pare de G fixant la posi-
tion du point. On est done ramené a une équation de Fredholm.
. . , . . . A%
I est évident que la meme méthode estapplicable si, aulieu de i

on se donne sur le bord la vale rde la somme

dV
dn

AR

9. Nous pouvons done en définitive résoudre le probléme suivant :

Etant donnde U équation

2 2 1V
J*V J*V ) (“ ()\ )

———— =} U
da® ay*

-0 ()Y b= (:V) T 0,
[7%7 ())/

ot a, b, ¢ sont des fonctions de x et y, et ). un paramétre constant, trouyer
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Uintégrale continue de cette équation qui en chague point d’un contour G

satisfait a la relation

av
dn TRV =4

k et h étant des fonctions de la position du point sur le contour.

Ce probléme a en général une solution et une seule. Il n’yad’excep-
tions que pour certaines valeurs particuliéres de A, que fait connaitre
la méthode.

ERRATA

MEMOIRE DE M. LANDAU.

Page 190, derniére ligne, au licu de A lises A’
Page 198, dixieme ligne, au lieu de k lises (k=)
Page 199, quatritme ligne en remontant, au liew de | bam lisez | Dam|.



