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SUR LES
SUITES INFINIES DE FONCTIONS,
Par M. P. MONTEL.

e i ) s et

INTRODUCTION.

Quand on confond la notion de fonction avee celle de correspon-
dance, on est conduit i dire que Pon a défini une fonction des éle-
ments d'un ensemble donné K, Torsqu’on a établi une loi de corres-
pondance entre les élements de E et ceux d'un autre ensemble
d’¢léements K. Si Pensemble K se compose des points d’un domaine
a n dimensions, et lensemble I de nombres véels ou complexes, on
obtient une fonetion de 2 variables. La théorie des fonetions étudie
les propriétés que possede Pensemble des nombres Fosuivant la
nature de la loi de correspondance.

Lorsque ensemble B comprend des courbes ou des surfaces for-
mant une famille déterminee, lenscmble 19 ¢tant toujours constitué
par des nombres, on a des fonctions de courbes ou de surfaces, et
I'étade des propriélés de ces fonctions, suivant la nature de la
famille E et suivant Ie mode de correspondance, fait Pobjet du caleul
fonetionnel.

Or, un grand nombre de propositions appartenant i la théorie des
fonctions se retrouvent sous une forme ¢quivalente dans le caleul
fonctionnel (*). La démonstration de ces théorémes (surla continuité,

(1), Foir, par cxemple, M. Friscuir, Sur quelques points du Calcul fonctionnel (Rendi-
conti del Circolo matematico di Palermo, 19ob).

dnn. Le. Norm., (3), XXIV. — Mat 1907. 30
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le maximum ou minimum, ete.) exige seulement que I’ensemble E et
la loi de correspondance soient assujettis & des conditions que 'on
peut définir, abstraction faite de la nature des ¢léments de E. Pour
I’ensemble E, il faut supposer : 1° que, de toute suite infinie d’élé-
ments, on puisse exfraire au moins une autre suite infinie ayant un
élément limite; 2° que ces éléments limites fassent partie de I'en-
semble E, en d’autres termes que cet ensemble soit fermé. Pour la
correspondance, il faut, en général, supposer qu’elle soit continue.

Les difficultés que présente, & ce point de vue, le calcul fonc-
tionnel, paraissent se trouver principalement dans la vérification des
propriétés que nous venons d’énoncer pour ensemble E : je citerai,
dans cet ordre d’idées, les travaux de M. Arzela sur les séries de fone-
tions, ceux de M. Hilbert sur le probleme de Dirichlet traite par la
méthode de Riemann, ceux de M. Lebesgue sur le probleme de Pla-
teau. 1l semble done utile de connaitre des familles de plus en plus
étendues de fonctions possédant les propriétés requises pour I'en-
semble E.

Dans ce travail, j’ai essayé d’étudier deux familles de fonctions
continues remplissant les conditions précédentes @ les familles de
fonctions de variables réelles également continues, et les familles de
fonctions bornées de variables complexes. Pour la définition de la
limite, je me suis placé dans le cas le plus simple de Ta convergence
uniforme, cas ot les propriétés des fonctions d’une suite se transmet-
tent plus réguli¢rement a la fonetion limite.

Le Chapitre 1 est consacré a Pétude des fonctions de variables
réelles également continues et i celle des conditions sous lesquelles
une famille de fonctions possede la continuité ¢gale. Je fais voir,
dans le Chapitre suivant, comment I'étude de familles particulieres
de fonctions également continues permet d’établir, dans (oute leur
généralité, les théoremes d’existence des solutions des équations dif-
férentielles ou de certaines ¢quations aux dérivées partielles. Pour
les équations de la forme

== [, )y

je montre, aprés M. Peano, Uexistence du faisceau des intégrales qui
passent par un point donné.
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L’extension de ces méthodes au cas des équations aux différen-
tielles totales exige I'étude préalable des conditions d’intégrabilité
sous la forme la plus générale : le Chapitee T a pour but la recherche
des conditions nécessaires et sullisantes pour que 'expression

pdx -+ qdy

soit une différentielle totale, et cette méthode m’a conduit, incidem-
ment, & quelques résultats relatifs aux conditions que doiventremplir
deux fonctions continues « ¢t ¢ de @ et y pour que u -+ iy soil une
fonction de @ - 7y.

Dans les deux derniers Chapitres, je m’occupe des familles de fone-
tions analytiques de z, bornées dans un domaine, et japplique les
reésullats obtenus aux séries convergentes de fonctions analyliques :
j etablis quelques propositions nouvelles permettant Caffirmer que
lasomme d"une série, dont les termes sont des foncetions holomorphes,
est aussi une fonetion holomorphe, et je donne des propriétés de la
somme d’une série convergente de fonctions de =, lorsque la conver-
gence n’est pas uniforme. Pour ces dernitres séries, dans tout
domaine intéricur au domaine de convergence, il en existe un autre
olt la somme est analytique. Un point autour duquel la convergence
n’est pas uniforme est appelé irrégulier = je fais voir que Pensemble
des points irréguliers est parfait, continu, non dense et d'un seul
tenant avee la fronticre du domaine, et jétudie comment se comporte
la série dans le voisinage d'un de ces points.

Les principaux résultats de ce travail ont ¢té énonees dans des
Notes ins¢rées aux  Comptes rendus de ' Academie  des  Sciences
(février 1903 et juin 19of).

Vadresse ici Pexpression de ma gratitude & MM. Painlevé el Borel
pour les encouragements que jai recus d’eux, el je suis heurcux
aussi de dire tout ce que je dois & M. Lebesgue, non seulement pour
le parti que jai tire de étude de ses travaux, mais encore pour les
conseils et les indications qu’il n’a cessé de me donner.
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CHAPITRE I

LES SUITES DE FONCTIONS DE VARIABLES REELLES.

[. Une suite infinie de fonctions de la variable réelle x est dite
convergente, dans un intervalle (a, 0), lorsque le terme général f,(x)
de cette suite a une limite quand 7 croit indéfiniment et z garde
une valeur fixe appartenant a I'intervalle.

Lorsqu’une série de fonctions de @ est convergente, la suite formae
par les sommes des n premiers termes de cetle série est une suite
convergente qui a pour limite la somme de la série. Réciproquement,
si une suite de fonctions f;, (@) est convergente et a pour limite f(x),
on peut considérer /,(x) comme la somme des 2 premiers termes de
la série

n==om

Ji(x) -+ 2 [Sna (e — fu(2)]

n ==

qui est convergente et a pour somme /().

Je me servirai indifféremment de la notion de série convergente ou
de celle de suite convergente, puisque ces notions se¢ raménent
immédiatement I'une & 'autre.

2. Fonctions également continues. — La notion de fonctions égale-
ment continues a été introduite par M. Ascoli (') : é¢tant donnée une
famille de fonctions f(z), définies et continues dans un inter-
valle (a, b), on dit que ces fonctions sont également continues si,
a4 chaque nombre €, positif, arbitrairement choisi, on peut faire corres-
pondre un nombre positif 2, tel que I'inégalité

|2l | =2 8

(V) L curve limiti di une varicte data di curve ( Memorie della R, Accademia dei
Lineei, Vol. XVIII, 1883 ),
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entraine
[/(2") —fle") ]| <e

pour toutes les fonctions /(x) de la famille; il en résulte, aussitot,
qu'on peut diviser Uintervalle («, ) en un nombre fini d’intervalles
partiels, tels que, dans chacun d’eux, Poscillation de chaque fonc-
tion /() ne dépasse pas c. '

M. Arzela a démontré le théoreme suivant (V) @ St une suite de
Jonctions continwes converge uniformement vers une fonction lindte,
les fonctions de cette suite sont également continues; réciproguement,
de toute suite de fonctions également continues et borndes dans leur
ensemble, on peul extraire une nouvelle suite qui converge uniformément
vers une fonction londte. Yoici une démonstration de ce théoreme :

Supposons que fa suite des fonetions

,/'1("’)7 Jole), o, ./'u<"')7

converge uniformémentyers la fonction F(a), lorsque i varie entre a
et b5 i partiv d'une certaine valeur p de 2, on aura

P 3 I
|F(2) = ful2) | < 56,

quel que soitx dans (a, b) et e étant arbitraivement choisi; la fone-
N

tion F(x) est continue, il existe done un nomhre 5" tel que si
[ —— " | < '
on ait
(1) ~F(2") | < 5
i)
¢l comme

¥ ()= fula) [ < g RG] < 5

il en résulte
[fu(zy— [ (2") | <&, nop.

Les fonctions /;(x) étant continues, pour chacune d’elles il existe un

(1) Sulle serie di funzioni ( Memorie della R. Accademic di Bologna, 5° série, 1. VIII).
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nombre &; tel que, dans tout intervalle de longueur moindre que &,

Poscillation de /; ne dépasse pas . Prenons pour ¢ le plus grand des
N

nombres &, 8,, ..., S,y &' On aura, lorsque

[x’———w”[<6,
l./n(x’) —fn(‘z'”)l< g,

uel que soit 'entier n: les fonctions / sont également continues.
. >

Réciproquement, considérons une suite de fonctions également con-
tinues

fl(x)’ f2(x)’ Tt fu(m)7 ]

et supposons ces fonctions bornées dans leur ensemble. On a, alors,
pour toutes les valeurs de z dans (a, b) et quel que soit »,

[fu(2) ]| <M.
M est un nombre fixe. Prenons une suite dénombrable de points
Ly, Eay ey Lpy o eeny
partout dense sur le segment (@, b). La suite bornée

/1(‘7"1), RS .fﬂ('l"'l)y
a au moins une valeur limite finic «, : j'en extrais la suite
(1) Sz, Jilw), o Sile).

qui converge vers u, ct telle que, quel que soit 7,
' wy— Sy () I <.
La suite des nombres
/:('7’.?)1 ./;(‘7"2), L] .//15(,"1"2)7 e

¢tant bornée, a au moins une valeur limite finie w,; jen extrais la
suite

(")‘) /?('rﬂ)’ ./.g("‘c2)7 LY I /21(""2): ey
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qui converge vers u, et telle que, quel que soit n,

L — 3 () < L

De méme, de la suite
Silry), [iCe, oo [E(ay),

(3]

jextrais une nouvelle suite
(3) SiCey),  Silay), o Shles,

qui converge vers une limite finie w, et dont les termes differentde w,,
en valeur absolue, de moins de 5 et ainsi de suite. Je forme ainsi le
2

tableau des fonetions

/}(1), ./‘1(\'1")# ey ././1:(”')1 D)
Site), Sita), o SaGe),

...... ey ey ey ey
SuGey, JLGe), o Jhe), ..,
ey e s ey e s e

Les fonctions de chaque ligne apparticnnent toutes a la ligne pré-
cédente @ celles de la pime ligne forment une suile, convergeant
VOIS Uy, (y, - ..y i, lorsque z est égal, respectivement, b, @y, ..., @3
on a, en outre,

i 1 E
[S1 ()~ | = ' (70, 2 oy P

Considérons maintenant la suite
./.:(‘7")7 /j(‘ll’), ceey /Z(’)> ey
olle converge, pour les valeurs de a égales i

Ay, Ay, caey Ay, ey

vers les nombres
WUyy My ooy Uy,

Kn effet, pour x = x;, la suite /[ (x;), étant extraite de la suite /* (x;),
’ Jon i Jon
qui converge vers u;, convergera vers le méme nombre.
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I existe une fonction continue F(z) qui, pour = ;, prend la

- , } , ) . IS . i
valeur «;. En effet, ¢tant donné €, on peut trouver g, tel que toutes les

0 . . . . . & .
fonctions / aient une oscillation moindre que 5 dans tout intervalle

de longueur ¢ au plus. Soient 2; et x; tels que
l"'("i_'z'jl <9,

on a, pour 2 assez grand,

= . €
i@) —w|<gz et Sl — | < g
el, comme
e
[Salas) = [ile) | <3

il en résulte
[ e;— u;| <e.

Soit alors une valeur z de Pintervalle (a, b) distincte des a5 si 'on
prend une suite de points

Loy Loy ooy L,y
tendant vers 2, la suite

Ugyy Ugyy vony g,
tendra vers une limite « indépendante du choix de la suite 2, . in
effet, allons assez loin dans la suite des o pour que tous les points a,
sotent a Uintéricur d'un intervalle de longueur ¢, dont fe milieu est .
On aura, pour deux nombres x,, ez, de cetintervalle,

| gy~ ta, | <<e.

Ceci montre que la suite des «, converge vers une limite « ¢t que,
lorsque a,, est dans Iintervalle précédent, on a

| te — 1y, | <e.
Si, pour une autre suite

o oy oy
‘LI{-“, -L{j,, S ey
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convergeant vers z, on obtenait une autre limite #', pour une

N

. - 0 J .
valeur B, prise dans I'intervalle <.7o — o X+ ;)» on aurait

| — ug, | <e,
|ty — | < 2,

M 0y . . e oo. AN .
puisque z,, et g, sont i une distance inférieure i o, si U'on suppose,
. . ). 0 0"
ce qui est possible, que x, est dans I'intervalle (m — s X+ :)- On

conclut de Ia que
lw '] << 3e,

et, comme e est arbitraire, w=«'. Soit F(x) la fonction ¢gale & u, en
chaque point de (a, ) : cette fonction est continue. Pour le voir,
donnons-nous deux valeurs de @ 2/, 27, dont la distance est plus
petite que g, el soient x, ot 2y deux nombres appartenant respective-
ment i deux suites formées par les x; el qui convergent 'une vers 2’
et autre vers 2”. Nous supposerons

| o — af | << J
alors
| tta— ug|<<e,  wg=VF(xy), ug=F(xg);

on peut supposer x, assez voisin de 2’ et xy assez voisin de 2” pour
que

= wgl <1, Wy <, W =W, = ().

On déduit de 1a
| — W | <o - g,

et, comme 7 est arbitraire,

| ' — u"| e

Je dis maintenant que la suite /7 («) a pour limite F(z) et que la
convergence est uniforme; en effel, soient 2 un point quelconque de
Pintervalle (@, &) et 2, un point de la suite z;, & unc distance de @
moindre que 2; on a

| F(2) —F(xy) | <e.
Ann. Fe. Norm., (3), XXIV. == JUN 1907. 31
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Pour 7 assez grand, tous les nombres de la suite
[iza), [rth(za), o fith(@a),

different de leur limite de moins de ¢; car, si 2> p, les nombres de
la suite précédente appartiennent i la suite /7 () (=1, 2,...),
. LA M . ~y . - -y l « Y "
dont les éléments different de leur limite de moins de 5’ en valeur
1 ~

absolue; nous prendrons p < <- Donc, pour nZp,

| Fzn) — /7 (wa) | <e&;
d’autre part, les fonctions étant également con linues,

|fa(e) —filaes) | <e,
d’oll

[ F(w) —fulx)| =3¢

pour nZp, quel que soil x.

3. Nous avons supposé¢ que les fonctions / ¢laient bornées; il
suflit, pour établir e théoreme, que, pour une valeur particulivre x,
de I'intervalle (a, b), la suite des nombres

./.1 (y), Je(ay), ooy Sulay),

n‘augmente pas indé¢finiment. On pourra alors extraire de cette suite
une nouvelle suite ayant une limite finie, ou simplement une suite
dont les termes sont, en valeur absolue, inféricurs & un nombre
fixe M’. Continuons & appeler

./-l(""')’ ./2('”)7 sy ./n(""')7 LR

les fonctions correspondant i la nouvelle suite, et supposons que

[s]
Soit 2 une valeur quelconque dans (a, b);ona

[ —ay| < md;
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done
I /./1 (’) —“,/Au(-"'n ) l < INE;
par sutte
A/'Il ( Xy) - mMe <.//1 ( ) "*/»./'// ( L) -me,

ou
[[ulz)] <M si M = M~ me;

les fonetions de la nouvelle suite sont bornées, done cette suite a au
moins une fonction limite. On voit que, dans une famille de fonctions
¢galement continues, du fait que les fonctions sont bornées en un
point résulte quelles sont bornées dans tout I'intervalle ol elles sont
définies.

4. Soit e 'ensemble des valeurs limites des nombres /,(2,); sie
ne se réduit pas aux sceules valears 4= 2 el — o5, on pourra toujours
trouver unc fonction limite, continue et bornée, pour la suite /().
Dans le cas contraire, on pourra extraire de la suite /,(x,) une suite

nouvelle
./-n,(”"n)’ ,/'//:(""0)3 ey ,/'u,,("’n), ey

qui augmentera indéfiniment, par valeurs positives par exemple.
Alors, les fonetions

Snl)e fulx), ey fa )

croitront indéfiniment. quel que soit 2, par valeurs positives; car, i
partir d’une certaine valeur de 2, on aura
S (24) = A (A positif, arbitraire),

et, par suite,
. S, (2) = A~ me,

quel que soit .

Si 'on admet comme fonctions limites les fonctions F(a) = -+ »
et ¥(x)=-—,, on peut énoncer le résultat suivant @ Towle suite

infinic de fonctions également continues admet aw moins wne fonction
limite. S'il existe une valewr de la variable pour laquelle la suite r’avg-
mente pas indifiniment, il y a towjours ww moins une fonction limite

Jinie.
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5. Les fonctions limites F(«) sont également continues et forment,
avec les fonctions f(x), une famille de fonctions également conti-
nues. Il résulte de la que I'ensemble des fonctions F conticnt ses fonc-
tions limites. Soit, en effet, ®(x), une fonction limite de la suite

Fl("I")y Fﬂ(x)’ IRRX) Fu,(.'”}’
F,(x) est limite de la suite de fonctions

Si(x), filx), ... fule)
Je prends p, assez grand pour que

PN i,
ll‘n (1) ,/'p,,(~’*)!< P’

la suite

Sa Sho o S

a pour limite ®(x). Donc ® appartient i Uensemble des fonctions I;
on peul dire que 'ensemble des fonctions F est fermé. Si Pon appelle
ensemble dérive des fonctions / I'ensemble des fonctions F, on voit
qu'une famille de fonctions également continues a, relativement a la
classification de ses éléments limites, les mémes propriétés qu’un ensemble
de points.

. 6. Je ferai une remarque relative & la nature de la convergence.
Une suite de fonctions peut converger vers une fonction continue, la
convergence étant sunplement uniforme : c’est le cas pour lequel, a
chaque valeur de e, on peut faire correspondre un entier n, tel que

l F(z)— fu(z)] <e.
Ceci posé, supposons que la suite
./"('x)7 ./'2("1")7 M ,/Il("r;)? .

converge vers F(x), la convergence ¢tant simplement uniforme; je
puis trouver un entier n, tel que

I l,“(.‘l') _..‘f,,ll(.);) | << ;;
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Alors, la suite

,/n,v ,/n,y Y j‘,,',, ey

extraite de la premiere, converge uniformément vers F(a). Il résulte
de la que, pour les théoreémes sur existence des fonctions limites, il
est indilférent de supposer que la convergence soit simplement uni-
forme, ou uniforme au sens ordinaire. La remarque précédente peuat
prendre une autre forme lorsqu’on Papplique aux séries convergentes :
on voit que, lorsqu’une série convergente possede laconvergence sim-
plement uniforme, il suffit de grouper convenablement les termes de
cette série pour obtenir une série uniformément convergente.

7. Un cas important, dans lequel on peut affirmer qu’une famille de
fonctions possede égale continuité, est celui o toutes les fone-
tions /() ont une dérivée bornée en valeur absolue, la limite supé-
ricure ¢tant commune a toutes ces dérivées. On a

L/ ey M,

quel que soit 2 dans («, b) et quelle que soit /2 11 en est de méme
lorsque toutes les fonctions ont des nombres dérivés bornés dans leur
ensemble, ¢’est-i-dire quand il existe un nombre M pour lequel,
quels que soient z ¢t @ + A dans Pintervalle, on a

JCe ) —f @) _

h ~

pour toutes les fonctions /. On peut remplacer ces conditions par
d’autres analogues, par exemple

|f (e by = [ () | < M| L[,

ou encore
. - M
/G o ) = () | < T

M et o« étant des nombres positifs quelconques. Dans les seconds
membres de ces inégalil(zs, on peuat substituer, aux fonctions de A qui
s’y trouvent, d’autres fonctions qui décroissent plus lentement vers o
avee Ao Dans tous les cas ot 'on pourra comparer la valeur absolue
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de f(x+hA)— f(2) a une fonction de A tendant vers o avec £, la
méme quels que soient f et , la continuité égale sera assurée.

8. On a supposé que les inégalités précédentes étaient vérifices
pour toute P'étendue de Uintervalle (@, &), mais il revient au méme
de supposer que des critéres différents soient applicables a différentes
portions de (a, ) en nombre fini ou non. La possibilité de trouver
une fonction limite dans une suite infinie de fonctions dépend de la
maniére dont se comporte, en chaque point, la différence '

Jr 4 l) — f(2),

dans le voisinage de & = o, pour 'ensemble des fonctions de la suite.
Nous dirons que des fonctions sont ¢galement continues pour une
valeur 2 de la variable si, & chaque nombre g, on peut faire corres-
pondre un intervalle (x — &,  +2) & Uintérieur duquel toutes les
fonctions aient une oscillation moindre que e (*). Gela posé, si des
fonctions sont également continues pour chaque point d'un inter-
valle (a, b) (extrémités comprises), elles sont ¢galement continues
dans tout Pintervalle. En effel, le nombre e étant choisi, & chaque
valeur de 2 correspond un intervalle (w2 — 2, -+ 2) o Poscillation
de chague fonction ne dépasse pas e 1 résulte d’un théoréme de
M. Borel, généralisé par M. Lebesgue, qu’on peut couvreir Pinter-
valle (a, b) a aide d'un nombre fini dintervalles choisis dans les
précédents. Soit o le plus petit dentre cux: dans toul intervalle
d’¢tendue non supéricure a o, oscillation de chaque fonction ne
dépasse pas 2¢ (*).

9. Les caracteres indiqués plus haut, pour reconnaitre si des fonc-
tions sont également continues, sont ceux que on emploie pour recon-
naitre si une fonction est développable en série de Fourier. Lorsqu’un
de ces criteres est applicable & toutes les fonctions d’une famille,

(1) Bixestune extrémilé de Vintervalle («, b), on remplacera lintervalle (x — &, & - 6)
par (w, -8 ) ou (&, &-—3).

(%) On peut aussi démontrer directement que, si (@ 8, x ~=3) est le plus grand
intervalle de milicu @ répondant & la question, le nombre § qui dépend de 2 a un
minimum non nul dans (¢, b).
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toutes les séries de Fourier correspondantes ont, i partic d’une méme
valeur de Pentier n, des restes, R, (), inférieurs en module 4 ¢, quel
que soit 2 ('), Nous dirons que de telles séries sont également con-
pergentes. D’une manitre générale, on a la proposition suivante : S
des fonctions bornées, en nombre infini, sont développables en séries de
Fourier également convergentes, on peut oblerur au moins une fonction
limite, developpable en série de Fourer.
Soit une suite dénombrable de ces fonetions

./.l('r)v /2(1)7 ey _/‘p('”)a

AVee

Sple) =dy = af cosa -t DY sinag ~. ..~ af, cosnx + b sinna . ..

pour chaque nombre g, il existe un nombre entier 22, partir (hlqu(*l

n' - n, [ R ()] e,
0l
hew
N P
R, () = al coshw = b sin e,
VESNTE

quels que soient & et p. Je suppose, ce qu'il est toujours possible
d’obtenir, que lintervalle (a, b) soit compris dans I'intervalle (o, 2m).

On peat facilement démontrer que les fonctions £, sont également
continues et ont par conséquent au moins une fonetion limite, mais
on ne sait pas ainsi si la fonetion limite est développable en série de
Fourier. Je donnerai de cette proposition une démonstration dont le
principe, triss général, s"appliquera, dans la suite, & beaucoup de cas.

Les fonctions /, ¢tant bornées dans leur ensemble, tous les af et 47,
sont bornés quels que soient 2 ot p, comme il résulte immedialement
de leurs expressions par les intégrales d’Buler et de Fourier.

De la suite bornée
at, al, .., af,

1
“o ’

(1) 1l sulfit de se reporter aux démonstrations classiques de la convergence des séries
de Fourier, par la méthode de Dirichlet.,
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jextrais la suite

Oy ®%y o
a%, a¥, a¥, ..., agr

ayant une limite finie A,. De }a suite bornée

a%, a%, ..., ate, ...
j'extrais une suite

ab, al, ..., aby,

avant une limite finie A,. De la suite bornée

OB, bbby,
jextrais la suite
v, OB L by,

avant une limite finie B, et ainsi de suite. Considérons la série de
Fourier, définie par les coefficients A, et B, soit

A+ Ajcosx + B sine ...+ A, cosnz -+ B, sinnx +. ...

Je dis qu’elle est convergente et égale & la limite de la suite des fone-
tions

./'o:.v ./',’i,v ./lfffn qu -/‘Y’ﬂ’
On a d’abord, lorsque m et m + £ sont supéricurs i n,

SN

| R2AH () | == 2 al) cosha - b sinha | < ae.

N
Or, quand p croit indéfiniment, R2 () a pour limite 872 (x),

bzt k

RIAE (g z Ay cosha -+ By sin o,

Jo==m—+41

a condition de ne donner & 'entier p que les valeurs

Di;, (‘)29 ﬁ/gy 73’ ‘/;n ey
donc

| () |2 2,
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quel que soit £: la série trigonométrique dont les coeflicients sont A,
et B, est uniformément convergente et a pour somme la fonction con-
tinue F(x). On a

F('/l') “'fp(fl') - Sll('('{'.) - SII.("L") I—‘(PLII("I'.) - Rn(‘(l")y
nest un entier fixe et choisi assez grand pour que
| R, ()| <e, | Ru(x) | <e

(la seconde inégalité ayant licu quel que soit p). D’autre part, la
somme S,(x) des n + 1 premiers termes de la série trigonométrique
qui représente f, a pour limite, lorsque p augmente indéfiniment par
les valeurs oy, By Bl Yar Yoo -0 la somme 8, () des n -1 premiers
termes de Ta série F(a)s on peut prendre p assez grand pour que,
quel que soit a dans Pintervalle,

I Sy(a) —8,(x)]<<e;

on aura alors
[V () —/f, ()] = 3e.

Done /,(a) a pour limite F(x).

10. Ce mode de démonstration sapplique & un grand nombre de
développements en séries; il a Pavantage de permettre daflirmer,
dans chaque cas, que la fonction limite admet le méme développe-
ment que les fonctions de Ta suite dont elle est la Timite. Par exemple,
on peat Vappliquer, comme nous le verrons au Chapitre 1V, a des
fonctions développables en séries de Taylor également convergentes.
Je m’en servirai, actuellement, pour donner une démonstration nou-
velle du théoreme de Pexistence d’une fonction limite dans toute
suite possédant la continuité égale. Je ferai usage du procédé de
représentation des fonctions continues par la série de Fourier, som-
mée par la méthode de la moyenne arithmétique, que Fon doil &

M. Fejer (1).

(1y Untersuchungen iber Iouriersche Reihen ( Mathematische dnnalen, Bd. LVIII,
p. 51).

dnn. Ee¢. Norm., (3), XXIV. — Jux 1407. 32
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Soit f(2) une fonction continue, admettant la série de Fourier
- Ay @y COSZT = by sine +. ..+ a, cosnx -+ b, sinnx . ...

Posons
I . .
S, = —a,=+ d, cosx —+ b, sinx 4+ ...+ a, cosnx -+ by sinnx

et
In= n
On a
T

RSN B (e AW

an— (@) = nm,J, ( sin¢ ) y(e)dt,

ol _
9(0) = /(& 4 20) = (2 — 20) = /().

Si f(x) est continue pour la valeur 2, on pourra (rouver o assez
petit pour que, dans Uintervalle (x — 20,  + 22), oscillation de /
ne dépasse pas g; alors le module de o () reste inférieur i 2e, ef, si

Pon désigne par M une limite supéricure de /(2), on a

)

» . Loy

, ne sinnty? aMde

Op— fx)| < — ) e [ 2
|50 —J ()] ‘/mr,/u < sint + ”'”~/a sin*o

Si Pon remarque que
T
2 v 9
I sinnd
L DN =,
nm,/, sind
il vient
oM
Ty~ 28 ~ —————
lon—=/1< nsin*e’

.. 1 . \ . .
donc 5, — fapour limite o avee ~- Si /() est continue dans Pinter-
valle (@, b), que 'on peut toujours supposer compris entre o et 2w,

la convergence de la suite 5, vers / est visiblement uniforme.
Supposons maintenant que 'on ait une famille de fonctions égale-

ment continues; les suites
al) 0‘27 ee ey Tuy
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relatives & chacune de ces fonctions sont également convergentes, car,
e ¢tant choisi & Pavance, on peut choisir une valeur de et une valeur
de M qui demeurent les mémes pour toutes les fonctions (*).

Soient alors

./‘17 ,f29 ey f,;, -

’

une suite de fonctions également continues et

» » )
sy by s Ol

les sommes o relatives i la fonction /),
JP

r 14 ’ n )
aly, by, ..., alb, b

»
a ny

02

les coellicients de la série de Fourier correspondante; tous ces
nombres sont bornés; il en résulte que Pon peut trouver, par le pro-
cedé employé au paragraphe précédent, des nombres

AU’ AU “11 LRI ] Am I;/n
tels que le nombre A, par exemple, soit la limite des nombres

’ 1y U
ahy,  dhE, L., bk, L

lorsque £ croit indéliniment : les nombres p,, p,, ..., ps, ... sont
extraits de la suite des nombres entiers, croissent avee leur indice et
ne dépendent pas de n.Je dis que la série (rigonométrique dont les
coefficients sont les A, et les B, est sommable par la méthode de la
moyenne arithmétique et représente une fonction continue F(z), qui
est la limite de la suite des fonctions

./}'1(""')’ _/'/,:(.lf), ] ./'//1.("")1

Les suites des sommes o relatives i ces fonctions sont également
convergentes; on peut done, étant donné e, trouver n assez grand
pour que, m étant supérieur i n, on ait

d
| UMC\//,'—' O”;’/} ! < &,

(V) On suppose que, pour une valeur a, au moins de («, b), les nombres | /() ont
une plus petite limite finie.
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quels que soient A et k. Or, m et A étant fixes, o) et oy, ont pour
limites, d’une manitre uniforme, respectivement, les sommes o,
et g, relatives & la série trigonométrique de coefficients A, ct B,.

Donc »
lo'/n-i-/z— Tm ' LE (”2 =1 )’

ot la suite des sommes o relatives i cette séric converge uniformement
vers une fonction continue F(x). On aura, pour m = n,

I-/}’k = ark l -~

I F(”) — Om I:E;

’ . » [ 24 ’
on peut prendre & assez grand, m étant un entier fixe, pour que Uiné-
galité ’

,U/n'— ot ‘ <&

m

pour limite, lorsque £ croit indéfiniment, ceux de la somme 7, ¢l sont
en nombre fini. On a done, en définitive,

soit vérifiée, car les coefficients qui entrent dans la somme ol ont

| F(x) — [ (@) [ << 3e

pour £ assez grand, ce qui démontre le théoreme.

11. Nous nous sommes occupés jusqu’a présent des fonctions con-
tinues les plus générales : supposons, maintenant, que I’on ait une
famille de fonctions f(x), possédant toutes des dérivées ['(x), et que
ces fonctions dérivées soient également continues. S’il existe une
valeur 2, pour laquelle la plus petite limite des nombres | f'(2,) |
n’est pas infinie, comme la plus petite limite des nombres | f(x,)],
de toule suite infinic de fonctions [(x), on pourra extraire une suile
nouvelle, convergente, et telle que la suite des dérivées de ses termes con-
verge vers la derivée de la fonction limite.

Lin effet, soit une suite dénombrable de fonctions /()

Jitax), [olxz), ..., Su(z),
la suite

././1('/"‘)’ .//A(”')v ceey f,',,("')’

est formée de fonetions également continues; on peut, par suite de



SUR LES SUITES INFINIES DE FONCTIONS. 253
Phypothése faite sur les /"(2,), en extraire une suite convergente
Ja(x)y SfalE)y ooy fax), .o,
soit F'(x) la fonction limite.
Choisissons dans la suite
fm(-’”o)y fa,(~l’n>: ,fu,,(-”n), ..

une suite de valeurs convergeant vers une limite finie F(z,) [ ce qui
est possible, par suite de Uhypothése faite sur les | f(x,) | (*)], soit la
suite
G T I N €75 SIS -1 K
Alors, la suite des fonctions

S (), So(®e)s oy S )

converge vers une fonetion continue F(a); en effet, on a

as

a
Sr @)= )+ [yl
J'n
le second membre tend uniformément vers la limite

F(z) + / F'(2) d.

On a done
lim f, (e) = F(z,) —}—/ Flz)yde =V (x),
P . /oy
ot a suite des dérivées /) (x) tend vers F'(x).

Je laisserai de ¢oté le cas ot les nombres | /" (x,) | ou les nombres
| /(z,)] augmentent indéfiniment : ce cas se traite comme au n°® 2.

12. On déduit immédiatement de la proposition qui précéde que,
si les fonctions / ont des dérivées jusqu’a 'ordre £ et si la famille des

(1) Nous avons pris la mémo valeur ., pour f et f7; il est facile de voir que ce n’est
jras nécessaire.
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dérivées dordre £ est également continue, loute suite infinte de fonc-
tions [ a aw moins une limile et la suite extraile de la premicre, qui con-
verge vers celle limite, est telle que les suites formdes par les derivdes
d’ordre 1, 2, ..., k de ses termes conyergent respectivement vers les deri-
vées d’ordre 1, 2, ..., kde sa fonction limite (*). Pour que la fonction
limite soit [inie, ainsi que ses dérivées, il faut introduire des hypo-
thises analogues a celles que 'on a faites au numéro précédent sur les
nombres f(x,) et /"(x,).

Lorsque les dérivees d’ordre £ sont simplement bornées dans lear
ensemble, sans étre également continues, comme les dérivées d’ordre
(k£ —1) sont alors également continues, la proposition ci-dessus
énoncée subsistera, en se limitant aux dérivées dorvdre 1, 2, ...,

(k—1).

13. Considérons maintenant une famille de fonctions possédant des
derivies d’ordre quelconque et supposons que toutes les dérivées d’un
méme ordre soient bornées. Je dis que @ de lowte suite infinie de ces
Jonctions on peul extraire une suile nouvelle, conpergeant vers une fonc-
tion limute ¥ (x), et telle que la suite formde par les dérivées d’un ordre
quelconque k de ses termes converge vers la dérivee d’ordre k de V().

On peut d’abord former une suite

Silx), file), ... fulr),

de fonctions /, convergeant vers F(a); de cetle suite on peul extraire
la suite
Si(e), Ji(e), .., [ilz), ...,

convergeant vers (), en méme temps que la suite des /,*(x) con-
verge vers (). De cette nouvelle suite /2 () on peul extraire la
suite

JiGe), [i(z), ... [ilx), ...,
qui converge vers F(z ) en méme temps que la suite des /" (2) con-
verge vers ' (z) et que la suite des /)" (x) converge vers F'(x). Cela

(1) Ce théoréeme trouve une application dans e caleul des variations, dans la recherche
des maxima ou minima faibles.
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résulte immédiatement des remarques faites aux numéros précédents.
On continuera ainsi indéfiniment. Considérons alors la suite des fone-
tions

clle converge vers F(a), puisqu’elle est formée de fonctions apparte-
nant a la suite /) (x); la suite /,(x) converge vers F'(x), puisqu’elle
est formée de fonctions appartenant & la suite /7 (z), ete.; la suite
S () converge vers F® (), car clle est formée de fonclions tirées

de la suite /) (z). Le théoréme est démontré.

14. Les théorémes qui précedent s’étendent facilement au cas ot 'on
envisage simultanément plusicurs familles de fonctions d’une variable,
en Cautres termes, au cas ot on considere une famille de courbes
dans un espace & un nombre quelconque de dimensions. Je me bor-
nerai, pour simplifier Ie Tangage, & P'espace & (rois dimensions. Sup-
posons qu’on ait une famille de courbes G

a = [(1), y=o(L), x=1y(L),

S e b ctant des fonctions, définies pour o =¢7 1 et également conti-
nues, quelle que soit la courbe : De toute suite infinie de courbes G, on
pett extraire une nouvelle suite ayant une courbe limae I (*). En ellet,

solent
Coo Cor ooy Cos

les courbes d’une suite infinie de courbes G, C; étant définie par les
fonctions /;, o, J,. De la suite des fonctions

./'1([)7 fz([')’ veey _//1(,"); LIRS ]
on peut extraire une suite

fzxi([)’ ./ﬁg(l)’ rrey .fa,,(l)’ ..

(1) On dit que la courbe I' est limite d'une suite de courbes (i, définies a I'aide do
fonetions [, ¢, Y, de la variable ¢ dans Tintervalle (o, 1) lorsque les coordonnées (F,
®, W) des points de I' sont respeetivement les limites de fo, ¢4, Yu; la convergence
élant uniforme. Plus généralement, nous dirons que I' est limite des G, si Pon peul faire
correspondre les points de Gp, & ceux de T', par une loi telle que, pour « assez grand, la
distance de deux points correspondants soil inférieure a e.
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ayant une limite F(z). De la suite
0, (£)y @ay(£)y ovvs @au(8)s ooy
on peut extraire une nouvelle suite
o, (), 9, (8)s ooy 98,()s
ayant une limite ®(¢); enfin, de la suite
$g, (), g (6), o (0
on peut extraire une autre suite
G (0)s Ip(8)s s, (0)
ayant une limite W(¢). Il est alors évident que les courbes
2o G ooer Cpuy

ont pour limite la courbe I', définie par les coordonnées (F, &, W) ().

15. Considérons une famille de courbes rectifiables C, et supposons
que les longueurs de ces courbes aient une limite supéricure finie.
Je dis que toute suite infinie de courbes C a au moins une courbe
limite rectifiable. On peut, en effet, exprimer les coordonnées d’un
point d’une courbe G en fonction de Parc s et les valeurs de x(s),
y(s), 5(s) forment des fonctions & nombres dérivés bornés, puisque
ces nombres dérivés sont inférieurs & 1, en valeur absolue. Soit L un
nombre supérieur & la longueur de toutes les courbes de la famille et
[ la longueur de la courbe C, faisons le changement de parambtre
défini par

t= l—;s,
lesnouvellesfonctions x(¢), y(¢), 5(¢), détinies dans Uintervalle (o, L),
aurontencore leurs nombres dérivés inféricurs i 1, en valeur absolue.

(*) Silon veut que la courbe I' soit a distance finie, il faut ajouter la condition que,
P. élant le point de C, qui correspond & ¢ = ¢, 'enscmble dérivé de Vensemble des
points P, a au moing un point & distance finie.
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Une suite quelconque C, de courbes G aura done au moins une
courbe limite T'[X(2), Y(¢), Z(¢)] : les fonctions X, Y, Z sont i
nombres dérivés bornés ¢t inférieurs a 1, en valeur absolue, done T
est rectifiable et sa longueur ne dépasse pas L.

Comme il y a identité entre les courbes rectifiables et les fonctions
a variation bornée de M. Jordan, on peut énoncer la remarque qui
précede sous la forme suivante :

Toute sutte infinie de fonctions & variations bornées dans leur ensemble
admet au moins une courbe limite.

16. Il y a une remarque essentielle a faire, sur la différence qui
existe entre des fonctions admeltant une fonction limite el des
courbes admettant une courbe limite. Si Pon a une suite de fonc-
tions /de @, par exemple, définies dans Pintervalle (o, 1) et dont les
courbes représentatives admettent une courbe limite, il n’en résulte
pas que ces fonctions possedent une fonetion limite F(x).

Une famille de courbes €, admet une courbe limite I', si P'on peut
exprimer les coordonnées d’un point de chaque courbe en fonction
d’un paramétre ¢ qui varie entre o et 1, de telle sorte que les fone-
tions @,(¢), y.(t), 5,(¢), correspondant i la courbe C,, convergent
uniformément vers les fonctions X, Y, Z, qui correspondent i la
courbe I'. On voit que, si Pon entoure chaque point de la courbe I’
d’une sphere de rayon e, ayant ce point pour centre, de maniere i
définir autour de I' un domaine D formé par Pensemble des points
situés & Uintéricur de P'une au moins de ces sphéres, lorsque r est
assezgrand,lacourbe G, est tout entiere i lintéricur deD. Bornons-nous
au cas du plan, et soit une suite de fonctions /, (), a variations, bor-
nées quel que soit 2, par un méme nombre @ les courbes représen-
tatives correspondantes ont une courbe limite qui ne pourra pas tou-
jours étre représentée par équation y = F(a), ¥ étant une fonction
continue de @, et les fonctions /, n"auront pas toujours une fonction
limite.

Ce sera le cas de la famille des fonctions

f I~ nax n 1\* 0 21
T et o P ) )
" 2 2 n =

Ann, Ee. Norm., (3), XXIV. — Jun 1907, 33
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le radical ayant sa valeur arithmétique, on a

PR
Sn=nx pour 0;.2?:'-,—1:
I .
Sa=1 pour ;5:)::1,

il n’y a pas de fonction limite pour les f,, mais il existe une courbe
limite, fournie par la ligne brisée

x =0, 0(_5)’;',

oZx<i, y=1I.

Le méme fait se produit lorsqu’on a une série de fonctions conti-
nues, convergeant vers une fonction continue, sans que la conver-
gence soit uniforme. Si les sommes sont & variations bornées dans
leur ensemble, on pourra obtenir une courbe limite pour toutes ces
courbes, en adjoignant & la courbe représentative de Ta fonction limite
des segments rectilignes, paralltles i Oy. Considérons, par exemple,
la série dont la somme des e premiers termes est

Sp(@) = nae ",

La somme de la série est o, et la convergence est uniforme, dans
tout intervalle ne contenant pas la valeur o. Les fonctions s, sont
variations bornées et admettent une courbe limite formée par la ligne
brisée

Z =0, 0sys ——
\/'),(!
ot at, y=o.

17. Bxaminons maintenant le cas ot les fonctions f (), d’une fa-
mille déterminée, ne sont plus définies dans le méme intervalle (a,b).
Supposons que, élant donnée la suite de fonctions

Jilx), folx), ooy ful®), ...,

la fonction f,(x) soit définie et continue dans Uintervalle (a,, b,)-
Le changement de variable

==y~ t(by~- ap)
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fait correspondre a la fonction £, (@) une fonction ¢,(¢), définie dans
Vintervalle (o, 1). Si les fonctions g, sont également continues, toute
suite de courbes y = /,(x) aura au moins une couwrbe limite. Cette
courbe limite aura des points & distance finie, si I'ensemble des
pointsx = a,, y = f(a,) n’a pas tous scs points limites 4 'infini.

Prenons le cas ol les différences b, — @, n"augmentent pas toutes
indéfiniment, en valeur absolue, et n’ont pas toules pour limite o.
On pourra en choisir une infinité ayant une limite finie et différente
de o : jappellerai toujours /,, fu, <.y fus ... les fonctions de cette
nouvelle suite. Je dirai que ces fonctions sont également continues,
si, étant donné le nombre positif'e, on peut lui faire correspondre un
nombre 8, tel que dans tout intervalle d’étendue moindre que s,
choist a Uintériear de Uincervalle (a,, b,) ot la fonction [, est définie,
Poscillation soit inféricure i e, quelle que soit la fonction.

Les fonctions /), et 9, sont également continues en méme temps ; en
effet, supposons les g, également continues, on a, quel que soit z,

lcpu(é““f‘Aﬁ)*'“({J,L(l)I<5 s IA[I<,')\I,
801t

Salx) =0,(t), Su(x - D) ==, (L 1~ A¢), Ax = (b= a,) A,

’ . . LY » . ~
|/),,—u,,'] est supérieur ici dun nombre fixe ., done, si|Ax| < 128", on
en deduit | Ar) < o' et, par suite,

[fulw 4 Bar) — [, (r) | < e;

’

on verrait de la méme maniére que les g, sont également continues,
lorsque les /, le sont.

18. La plupart des résultats ¢tablis précédemment subsistent avee
peu de modifications, pour les familles de fonctions de plusieurs va-
riables. Prenons, par exemple, des fonctions de deux variables (x, ),
définies dans un domaine D. Nous dirons que ces fonctions sont éga-
lement continues, lorsque i tout nombre e correspond un nombre 4,
tel que, le point (z, y) restant a Vintéricur de D dans un cercle quel-
conque de rayon 8, Uoscillation de chaque fonction /ne dépasse pase.
Lorsqu’on a une famille de fonctions de deux variables, également
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continues dans un domaine D, toute suite infinie de ces fonctions a
au moins une fonction limite. La démonstration est analogue & celle
que nous avons donnée au paragraphe 2 pour le cas des fonctions
d’une variable; il suffit, au lieu de prendre un ensemble de points,
partout dense sur le segment (a, &), de choisir un ensemble dénom-
brable de points, partout dense dans le domaine D : par exemple,
I’ensemble des points de D dont les deux coordonnées sont ration-
nelles.

D’ailleurs, il est facile de ramener le cas des fonctions de plusieurs
variables & celui des fonctions d’une variable. Prenons toujours deux
variables @ et y et supposons, pour simplifier, que le domaine D soit
un carré de coté égal i 'unité de longueur. Soient

xr=09(t), y=14(¢)

les équations d’une courbe passant par tous les points du carré, ¢ et ¢
sont des fonctions continues de ¢ dans U'intervalle (o, 1). Faisons cor-
respondre & la fonction /' («, y) la fonction F(¢) définie par

F(e)=/To(e), (0)]

Je dis que, si les fonctions /' (x, y) sont également continues dans
le carré D, les fonctions F(¢) correspondantes sont également conti-
nues sur le segment (o, 1). Donnons-nous ¢, il lui correspond 3, tel
que, pour

"

[&—a'| <

=~

y l.}’—,}"|<"5,
on ait
|/ Cey ) =[xy Yy | <,
quelle que soit /. ¢ et étant continues, on peut trouver p, tel que, si
ll - t’] << s
on ait
le(6) —o()1<d, 9 — ()] <3,
x =9(L), ‘”,“AT*:(P(/',)r Y=y, Y =),

Done, si|t— 1| <o,

|E(e) - F(¢) | <,
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quelle que soit F. Cette remarque permet d’employer, pour le cas de
deux ou d’un nombre quelconque de variables, les démonstrations qui
ont servi pour celui d’une variable.

19. Pour reconnaitre si des fonctions de plusicurs variables sont
également continues, on pourra se servir de critéres analogues & ceux
que nous avons utilisés pour les fonctions d’une variable. Supposons,
par exemple, que on ait dans D

'./.('1‘37 }’) ""f(‘T'I’ )’)l < M l L '77’ ’
quels que soient x, 2, ¥ et /, et

(2, y)—flz, y) <My —y']

’

quels que soient y, ¥ x et /f, ¢’est-d-dire que la fonction f soit a
nombres dérivés partiels bornés, on en déduit aussitot

L/, ) =S (& ) | <M[| 2z — &' |+ |y —y'l]

et, par suite, si

E -
oM’

| & — x| < &

oM’
IS, y)— S5 Y| <e.

Ly —y<

20. Fonction supéricure et fonction in/érieure. — J'introduirai encore,
pour une famille de fonctions également continues, la notion de fone-
tion supérieure ct de fonction inféricure. Soit une famille de fone-
tions de la variable réelle 2, également continues dans un méme inter-
valle (@, b). Supposons que les valeurs de ces fonctions, pour z = #,,
soient bornées, alors les fonctions sont bornées dans leur ensemble,
dans tout Uintervalle (@, b). Pour chaque valeur de z de 'inter-
valle (a, b), soient M(z) et m(2) la plus grande des limites et la plus
petite des limites des nombres f(x). Vappelle fonction supérieure la
fonction M () et fonction inférieure la fonction m(x).

Les fonctions M(x) et m(x) sont des fonctions continues de x dans
Uintervalle («, b). Prenons par exemple M ().
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‘Donnons-nous ¢, il existe un nombre ¢, tel que, dans tout intervalle
de longueur au plus égale & &, 'oscillation de chaque fonction /()
soit moindre que e. Soit 2 une valeur de I'intervalle («, b), on a pour
une infinité de fonctions f

M(z)—e<<f(x)<<M(ax)+e

et, pour la valeur @ + 4 (| 2| < 3), on a, saul pour un nombre limité
de fonctions,
M -+h)+e>f(a+h);
donc
M(z) —M(x+ h) < f(ax) = f(x -+ ") -+ 2e <3¢,

on aurait de méme
M(x -+ h)— M(r) <3¢,

donc, pour |A] <3, on a
[IM(z -+ h)—M(x)| <3¢,

et la fonction M() est continue. Il en est de méme pour m(x).
Au sujet des fonctions m et M, on peut énoncer le théoréme suivant

Sauf pour un nombre limit¢ de fonctions [, on a, dans tout l'inter-

valle (a, b),
( ) m(x) —e<f(x)<<M(xr)-te

pour chaque valeur de e > o arbitrairement chotsie.

Prenons Pune de ces inégalités f(x) < M(z) + ¢, par excmple :
je dis que, si cette inégalité n’était pas verifice dans tout I'intervalle
je dis que, si cette inégalité
pour une infinité de fonctions f, il existerait une valeur &, de 'inter-
valle (@, b) possédant Ja propriété suivante : dans tout intervalle dont
le milieu est x, et la longueur aussi petite que 'on veut, inégalité
n’est pas vérifiée pour une infinité de fonctions. En cffet, divisons
Vintervalle (@, ) en deux parties égales : dans 'une au moins de ces
parties, il y a une infinité de fonctions qui ne vérifient pas toujours
inégalité. En divisant en deux parties égales 'une des parties ol
I'exception se produit, on obtiendra un nouvel intervalle de longucur
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égale & la moitié de celle du précédent et dans lequel I'exception se
produira encore, et ainsi de suite. On définit ainsi une suite infinie
d’intervalles emboités les uns dans les autres et dont la longueur tend
vers o : ils ont un point limite a,(a<x,Z¢). Le point x, possede la
propriété énoncée.

Entourons &, d’un intervalle (x, — A, &, -+ &) assez petit pour que
Poscillation de toutes les fonctions / et M(x) ne dépasse pas § dans
cet intervalle.

Pour une infinit¢ de fonctions f, il existe dans Dintervalle
(@y— h, 2y~ A) un point 2, au moins pour lequel

J(@) > M(x,y) -+ g
et, comme
\ €
Sl =S (@) == 25 M) = M) >— 5
on aura

SCwy) = () — 5 > M () -+ '); = M(irg) + 3

wWim

pour une infinité de fonctions /5 ceci est contraire & Uhypothese que
M(x,) est la plus grande des limites des nombres /(x, ).

21. Supposons que on ait une famille de fonctions également
continues, croissant avec n, pour chaque valeur de x:

S12fasfs  SSnl s

on a évidemment M(@) =m(x) et les fonctions / ont pour limite
M(x).

Réciproquement, si des fonctions f,, ne décroissant pas quand »
croit, pour chaque valeur de 2, ont pour limite la fonction con-
tinue F(a), elles sont également continues : il résulte alors des iné-
galités écrites plus haut que la convergence est uniforme.

Soit, en effet, z, une valeur de l'intervalle (&, 6), on a, pour p

assez grand,
F(‘Z’o);fp(wo) > F("”'O) — &,

e étant donné arbitrairement, les fonctions F et f, étant toutes deux
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continues, on a, dans un intervalle (x, — A, z, + &),
Jo(@) —=fo(@s) >—e,  Flay) = F(x)>—¢;
par conséquent,
F(2)Zfp(x) > fol@) — e>F(a,) — 26 > F(z) — 3¢,

et comme, lorsque

n>p, fn(“’)>./'/'("'),
on a

nzp, F(z)zfulx)>F(x) — 3¢,

il résulte de la que, dans Uintervalle (x, - A, @, + &), loscillation de
chaque fonction /,(x) pour nZp ne dépasse pas €. Donc les fonc-
tions f, sont également continues en a,. Cette valeur étant arbi-
traire, on en conclut, & 'aide du théoréme du paragraphe 8, que les
fonctions sont également continues dans (a, &). On peut donner de la
propriété précédente un énoncé un peu différent : si une série &
termes tous positifs a pour somme une fonction continue, elle con-
verge uniformément. En effet, les sommesf, (z) des n premiers termes
croissent avec n, lorsque x est fixe.

CHAPITRE 1I.

APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

22. La démonstration de Pexistence des intégrales de I'¢équation
différentielle
Y=s(z¥)

dans laquelle f(a, y) est une fonction continue de I'ensemble des
deux variables réelles x et y, a fait 'objet des ¢tudes de M. Arzela (')

(1) Sull integrabilita delle equazioni differenziali ordinarie ( Memorie della R. Acca-
demia delle Scienze di Bologna (5° sbrie, t. V, 1895, p. 75-88). — Sull’ esistenza degli
integrali nelle equazioni differenziali ordinaric (Ibid., 5¢ série, t. VI, 1896, p. 33-42).
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et de M. Peano ('); en particulier, M. Arzeli a établi existence d’une
intégrale passant au point donné (x,, y,), sous la seule condition de la
continuité de /(a, y) et M. Peano a montré, par une méthode diffé-
rente, I'existence d’un faiscean d’intégrales passant, en général, par le
point x,, y,. Je me servirai, dans ce qui suit, de la méthode de
démonstration de Pexistence des intégrales qui est due i Cauchy et
dans laquelle on obtient une courbe intégrale par Papproximation de
lignes polygonales.

23. Vappellerai ligne polygonale de Cauchy, toute ligne brisée
y = g,(x), telle que le coefficient angulaire de chacun de ses cotés
soit égal & la valeur que prend /(x, y) 4 Pune des extrémités de ce
coté. Je démontrerai que toute suite infinic de lignes polygonales de
GCauchy ayant méme orvigine (dont le nombre des cotés augmente inde-
finiment, chacun d’cux tendant vers o) a au moins une courbe limite
qui est une intégrale de Péquation dillferentielle et que, réciproque-
ment, toute intégrale peut étre obtenue comme la limite "une suite
infinie de telles lignes polygonales.

Soit un point P (2, y,) du plan, supposons que, dans le domaine

Y R a2} Yo by Zyo+ b,
on ait
I./.('Y"r ,)/) l < Mr

et prenons, en outre, Uintervalle a tel que aM < 6.

Divisons intervalle (x,, ,+a) en intervalles particls par les
points de division @y, @,, ..., x, et X =a, + a, cl conslruisons la
ligne polygonale de Gauchy y = o,(« ), passant en P et dont les som-
mets sont sur les paralleles & Oy d’abscisses x, 2, ..., ,, X. Dans
Pintervalle (x4, @4py ), 9,(x) varie lincairement et la pente du coté
correspondant de la ligne brisée est ¢gale soit & /|y, 9,(24)], soit
& S hers ¢p(2pa)]. 1L est facile de voir que toutes les fonctions
o,(x) — y, sont bornées et inféricures a b, en valeur absolue.

(V) Démonstration de Lintégrabilité des équations différenticlles ordinaires (Mahe-
medische dnnalen, Bd. 37, 1890 ). Cel arlicle, éerit & Paide de symboles logiques, a 616 tra-
duit en allemand par M. Mic ( Mathematische dnnalen, Bd. 43).

dnn. Ee. Norm., (3), XXIV. — JuN 1507. 34
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La famille de fonctions, formée par toutes les fonctions @, possibles
passant en P, est une famille de fonctions également continues, car
toutes ces fonctions sont i nombres dérivés bornés (inférieurs A M, en
valeur absolue) : par conséquent, de toute suite infinie de fonctions g,
on peut extraire une suite nouvelle ayant une fonction limite. Reste &
montrer que cette fonction limite est une intégrale lorsque le nombre
des cotés des lignes polygonales a augmenté indé¢finiment, chacun
d’eux tendant vers o.

Soit

({)l’ @2? AR ] r*.')[n
ane suite infinie de fonctions g, ayant pour limite la fonction g ().
Appelons f,-a'l,(w'), la dérivée a droite, par exemple, de la fonction g,.
Prenons une valeur 2 de Uintervalle x,, x, - «; 2 appartient i un
0 1]
des intervalles partiels relalifs & la ligne brisée g,. Supposons que @y
soit 'un des points de cette division, extrémité de Pintervalle partiel
qui contient x et tel que ¢, () soit égal & la valeur de /(x, y), au
sommet de la ligne polygonale dont Pabscisse est 2. On a

() == [l oplrg)];

, ’ N ’ + oo o
e &tant donné, on peut trouver o tel que, dans tout carré de coté infé-
T — : )
ricur i 26, Poscillation de /e dépasse pas e. Prenons p assez grand

I)()lll' ({U(‘,
I A — g l /: (j,

) 0
[plen) = gp(ei) [ <o Te(an) — 9la) | < s

la derniere inégalité est possible, parce que le nombre des points de
division @, augmente indéfiniment avee p tandis que la distance de
deux points consécutifs tend vers o. On a alors

|9 (2) = gp(en) | <
et, par suile,
] (p;,(a:) — [, g(a)] [ < €.

Donc les fonctions

(?,1 (), ’#; (€)y <oy (P;,(‘.'l,"), s
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tendent uniformément vers la limite

[z, ©).

/ v, () de

Par suite, les fonetions

tendent uniformément vers

’_/'(.1', @) da.

Or, "
o) = yort [ ) de.
Done "
ple) f"-‘/,i"; Pp(r) =yt / .J.f (o, g)dle

et, par conséquent,
P ()= Sl 2 ()],
Done :

Toute suite infinie de lignes polygonales de Cauchy, ayant méme ori-
gine P, admet aw moins une courbe limite que est une intégrale passant
en P.

On suppose, bien entendu, que le nombre des cotés de ces lignes
brisées ne reste pas fini, et que la longueur daucun coté ne reste supé-
ricure & un nombre fixe.

24. Donnons-nous maintenant une intégrale de Péquation passant
en P, soit y = o(x). Je divise l'intervalle (2, X), en intervalles par-
tiels de longueur moindre que 1, 7 ¢tant un nombre choisi de ma-

nitre que, dans chaque intervalle partiel, loscillation de g ne dépasse
. . ] . . .
pas e (ll sullit de prendre 7 < M) Soient @y et &g, deux points de

divisions conséeutifs, abscisses de deux points A et B de la courbe 4.
Supposons d’abord que la droite AB ne rencontre pas la courbe
alintéricur de Uintervalle (g, 24e, ). Dans cet intervalle, la courbe
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est tout entitre du méme coté de AB, donce les tangentes en A et B
a cotte courbe se coupent en un point C dont Pabscisse est comprise
entre x; et z4,.,. AC et CB seront deux cotés consécutifs d’une ligne
polygonale de Cauchy.

Si la droite AB rencontre la courbe en un nombre fini de points
dans Pintervalle (x4, 24, ), on divisera cet intervalle en intervalles
partiels tels que dans chacun d’cux la courbe soit tout enticre du
méme coté de AB. On définira ainsi plusicurs cotés conséceutifs d’un
polygone de Cauchy formé de deux cotés dans chaque intervalle
partiel.

Enfin, Ia droite AB peut rencontrer la courbe en une infinité de
points a intérieur de (x4, @4y, ). Soit G un de leurs points limites
qui peut &tre A ou B; en C, la droite AB est tangente a la courbe, je
prendrai ACou CB comme cotés consécutifs, dailleurs en ligne droite,
d’une ligne polygonale de Cauchy.

En opérant ainsi dans tous les intervalles (2, @), je puis définir
une ligne polygonale y = 9,(x), passant en P. Je dis que p(x) et
9,(2) dillerent, en valeur absolue, de moins de 2e.

Prenons un intervalle (', 2”) correspondant & un coté de la ligne

ol

polygonale, on a, si x’'Za = 2",
lop(x) —9p() | < M|z — &' | < Mn <,

en supposant que le point |2, o,(2")| soit sur la courbe intégrale.
Or
l9 () —p(2)] <e,

done, comme (') = ¢,(x"),
l9(2) — @, ()| <oe;

l(.*, ratsonnement est le méme si c’est le point [27, p,(2”)] qui est
situé sur la courbe intégrale. Done :

Towte courbe intégrale passant en un point P est la limite d’une suite
wnfinie de lignes polygonales de Cauchy qui passent par ce point.

Les mémes raisonnements ef les mémes résultats sont valables pour
Pintervalle (2, — «, w, ).
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25. Considérons la famille des fonctions intégrales issues de P.
(Pest une famille de fonctions également continues et comprises entre
Yo — b et y,+ b. Désignons par M(2) et m(2) la fonction supérieure
et la fonction inférieure de cette famille. Je dis que M et m sont deux
. ‘ 9. . . L I 4 [ . LI ’
intégrales de '¢quation que jJappellerat Vintégrale supéricure et 1inte-
grale inférieure relatives au point P. Dans intervalle (x,, x, + @) ces
intégrales seront appelées ineégrale supéricure a droite ot intégrale
inférieure @ drote, dans Uintervalle (x, — @, x,), ce seront les inute-
grales a gauche.

D’abord, par un point quelconque Q" de M () et le point P il passe
une intégrale; en effet, le point Q" est un point limite de points d’in-

Iig. 1.

Mexy

tersection d’intégrales by, by, .., b,, ..., issues de P, avee la droite
a = (2 désigne abscisse de. Q). De lasuite d, on peat extraire une
suite nouvelle ayant pour limite une fonction 4 qui est ¢videmment
une intégrale et qui passe aux points P et Q.

En second licu, considérons toutes les intégrales de 'équation qui
passent en Q, je dis que lear fonction supéricure a droite (-’ ) est
encore M(x); en effet, cette fonction supéricure rencontre la parallele
4 Oy d'abscisse x> en un point Q, d’ordonnée y. Si y >M(x),
il passe une intégrale par Q'Q, el une intégrale par PQ'; Tinté-
grale PQ'Q, rencontrerait la paralléle i Oy d’abscisse 2z en un point Q,
situé au-dessus du pointderencontre Q de cette droite etde y == M(x).
Comme il existe une infinité d'intégrales passant par Q" et des points
voising de Q, "abscisse 2, on voit que Q, ne serait pas le poinl cor-
respondant la plus grande deslimites des ordonnées des points de ren-
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contre de QQ, avee les intégrales issues de P. Si y <M (), intégrale
passant en Q" et Q, et 'intégrale passant en P et Q, se croisent en un
point R d’abscisse supérieure & 2/, Pintégrale Q'RQ est une intégrale
issue de Q. Comme on peut remplacer Q par une infinité de points
voisins et d’abscisse x, il y aurait une infinité d’intégrales issues de Q'
et rencontrant QQ, en une infinité de points ayant pour limite Q;
Q, ne serait donc pas la plus grande des limites des points o les
intégrales issues de Q rencontrent la paralltle & Oy d"abscisse 2.

Done
y=M(x).

Je peux maintenant montrer que M () est une intégrale. Soient

Q. Qu oovy Quy ..

<

une infinité de points choisis sury = M(x) el tels, que leurs abseisses
forment dans 'intervalle (z,, 2, -+ @) un ensemble partout dense. 11
existe une intégrale passant par P et Q,, soit b, (). Prenons Q,, Q, et
soit Q' celui de moindre abscisse, Q” Pautre; il y a une intégrale
reliant P et Q' et une intégrale reliant Q" et Q” d’apres les remarques
qui précedent, il y a done une intégrale b, () issue de P el passant
par Q,, Q,, et ainsi de suite : je dis qu'il yauneintégrale 4, (a), issue
de P et passant par Q, Q,, ..., Q,; en effet, soient Q7, Q”, Q”, ..., Q™
ces mémes points, ranges dans lordre des abscisses croissantes, il y a
une intégrale reliant PQ’, une reliant Q'Q”, une reliant Q"Q", ete.,
une intégrale reliant Q-1 Qw",
Considérons la suite de fonctions ¢galement continues

bi(e), dulx), .., dulx), ..o

elle admet au moins une fonction limite §(x) qui est une intégrale et
qui passe par tous les points Q, comme la courbe y =M (z). Les deux
fonctions continues b(x) et M(x) coincident, puisqu’elles prennent
les mémes valeurs pour un ensemble de valeurs de x partout dense
dans (x,, x,+a). Donc, y=M(x) est une intégrale, I'intégrale
supérieure. Un raisonnement analogae sapplique d v = m(x).

Les deux intégrales M et m, tangentes en P, limitent ane région du
plan & Pintéricur de la bande (z, — a, 2, -~ «). Par Loul point A de
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celte région, il passe au moins une intégrale issue de P. Soit a 'abs-
cisse du point A, supposons, par exemple, x, <ax Zx, + a. Il existe
une intégrale ¢ (a), issue de A et définie dans intervalle (x,, ). Si
la courbe y = (@) sort de la région comprise entre M et mm, elle ren-
contre M ou 7z ¢ st elle coupe M en B, Uintégrale PBA, formée par M
de PenBetddeBenA, estune intégrale reliant P et A.

St (a) ne sort pas de la région considérée, clle rencontre toutes
les paralleles 2 Oy dont les abscisses sont comprises entre @, et @, en
des points dont les ordonnées sont comprises en M et m. Donce cette
courbe vient aboutir au point P. En définitive, on peut énoncer la
proposition suivante :

Il existe dewx intégrales issues de P, Uintégrale supérieure et Uinte-
grale inférieure, qui limitent la région die plan od passent toutes les inteé-
grales issues de P. Par chague point de cette région, il pusse aw moins
une intégrale issue de P.

On voit que, sur chaque parallele & Oy, 'ensemble des points de
rencontre de cette droite et des intégrales . issues de P comprend
tous les points du segment. (72, M). Enfin, la démonstration précédente
montre que, si on se déplace sur Iintégrale supérieure M, par
exemple, en un point Q" a droite de P, Uintégrale supérieure i droite
de Q" est encore M, en un point Q" d.gauche de P, I'intégrale supé-
ricure & gauche de Q" est encore M; mais Pintégrale supérieure
a gauche de Q" ou Iintégrale supérieure & droite de Q” ne sont pas
nécessairement confondues avee M, comme on le voit aisément sur
des exemples.

26. Voici un exemple simple. Soit équation différentielle

dont Pintégrale générale est
. |2 8
y‘;.*[ 3 (@~ ¢) l

et Pintégrale singulivee y == o. Par chaque point A dua plan, de coor-
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données @, v,, verifiant 'inégalité

&

’

il passe une intégrale issue de lorigine des coordonnées. Soit B le
point de rebroussement, situé sur la partie positive de Oz, de l'inté-
grale générale passantau point A. La courbe formée par le segment OB
sur l'axe des z, et le segment curviligne BA de la parabole est une
intégrale reliant O et A. L'intégrale supéricure et intégrale inféricure
issues de 'origine sont les courbes

y=M(z)=+ \/(T’T’ ¥ o= m(ar) s — \/( 7;37

On peat prendre, dans ce qui précede, un point quelconque de Paxe
des z comme origine des coordonnées.

D’une mani¢re générale, on aura des résultats analogues chaque
fois qu’il existera une intégrale singuliere, enveloppe de Uintégrale
générale. De toul point situé sur Pintégrale singulitre partira un
faisceau d'intégrales dont chacune est obtenue, en suivant d’abord
Pintégrale singuliere, puis 'abandonnant et cheminant sur une inté-
grale ordinaire & partir du point ot cette dernicre courbe touche son
enveloppe. Dans les exemples de ce genre, deux intégrales issues du
méme point ont toujours une partic commune, qui est un segment de
intégrale singuliére.

27. Je vais maintenant faire voir que les intégrales supéricure et
inférieure varient d’'une manitére continue avec le point P(x,, y,)

d’onr elles sont issues. Occupons-nous, par exemple, des intégrales
supérieures.

Je suppose que y, seul varie; pour le point P(x,, y,), on a I'inté-
grale supéricure & droite M(2) et pour le point P'(x,, y,+ k) inté-
grale M(, £). Ces deux intégrales ne peuvent se traverser lorsque
z, < w<xy+ a; par exemple, si k>0 et si M(x) et M(x, k) se
coupaient au point R, Uintégrale supérieure issue de P’ serait formée
de P'arc P'R de M(z, £) el au dela de R coinciderait avee M(2); on a
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donc toujours
M (z, k)zM(x)

et, pour la méme raison, si £> £/,
Mz, k)zM(z, £).

Lorsque £ tend vers o, le nombre M(z, £) qui déeroit avee £(4> o)
a une limite M(2, + o). Cette fonetion limite est une intégrale @ en
elfet, les fonctions M(a, £) sont également continues |je suppose £
assez voisin de o pour que /(a, ¥) reste toujours inféricur. & un
nombre fixe M,, en valeur absolue], on déduit de 1a que Pon peut
choisir une suite décroissante de valeurs de £,

/'.17 /'.27 MRS /"/lv

telle que M, £,) tende uniformémentvers M, + o), on en conelut
facilement que M (a2, £) tend uniformément vers M (2, +- 0). 1l en ré-
sulte que M(a, -+ o) est une intégrale issue de P et, comme

M (e -+ 0) 7 M (),
on a nécessairement
M (g~ o) =M(x).

Onarrive au méme résultat pour £ négatif; done, ¢tant donné g, on a,
pour £ assez pelil,
IM (i, k) —M(x)|=e.

Mémes raisonnements pour les intégrales inférieures et pour les
intégrales 4 gauche. Faisons maintenan( varier 2, sculement. Soient
M(a) intégrale supérieure issue de P, et M(x, £) intégrale supc-

2 3}
ricure issue de P’ (@, ~+ A, y,).

Supposons A= o, par exemple. A droite de P’ comme i gauche de P,
les integrales ne peuvent se traverser, mais cela est possible dans la
bande du plan comprise entre les paralléles & Oy menées par P et P,

| : .
Jo prends Aassez petit pour que 2AM, <Ze. Alors, entre P et P, on a

Mz, )=yl <2 [M(@)—y.|< I

Ann. Ee. Norm,, (8), XXIV. — Juin 1907. 35
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Done
IM(z, h) —M(z)|<e
pour
zySx Sxo+ A

Donnons & % une valeur fixe, vérifiant 'inégalité précédente, et
considérons toutes les intégrales supérieures passant par les
points (z, + 04, y,) (020Z1). A droite de P', toutes ces intégrales
sont situées dans la bande limitée par M(x) et M(z, £) : on démon-

N Fig. 2.

Mx)
M (x,h)

CER zrh

Mx)

trerait comme précédemment que, lorsque 0 tend vers o, elles ont
pour limite Uintégrale M(x). 1l en est de méme & gauche de P
Entre P et P’ la différence des valeurs des deux fonctions ne dépasse
pas ¢ en valeur absolue. Ceci sullit & montrer que M (2, £) est une
fonction continue de £. En résumé, Uintégrale supéricure M(x) el
Iintégrale inféricure m(x)sont des fonctions continues de 2, et de y,.

On peut montrer aussi que ce sont des fonctions continues de 'en-
semble (x,, y,).

Il suffit de remarquer que deux intégrales supérieures M et M
issues des deux points P et P dont les coordonnées sont respeeti-
vement x,, y, et x,+ L, y,+ £, ne peuvent se traverser que lorsque x
est compris entre les valeurs x, et a, + A.

Prenons alors

0

K

[ ]

ol @

e arbitraire et
[AIM, < 3

9 .
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on aura, pour & compris entre x, et a, + A,
g
IM—y,| << 52

| M—o— k| <5
d’ont
IM— M| <e.

Maintenant, on démontrerait, comme plus haut, que, lorsque 0 et 0’
tendent vers o, suivant une loi arbitrairement choisie, 'intégrale
supéricure issue du point (z,~+ 04, y,+ 0'k) (0 Z0=1, 0Z0'Z1) tend
uniformément vers M(x) en dehors de Uintervalle (z,, 2,4 A) 5 comme
dans cet intervalle, ces intégrales different, comme M et M/, de moins
de e, en valeur absolue, on peut affirmer que, lorsque P* tend vers P,
Pintégrale supéricure issue de P tend uniformément vers celle de P
En d’autres termes :

Lintégrale supcricure et Uintégrale inféricure de Uéquation différen-
tielle
y' = fla, ¥),

dans laguelle [(x, y) est une fonction continue de ['ensemble des va-
riables (x, y), sont des fonctions continues de ( ‘ensermnble des valeurs
initiales. '

28. Bn particulier, si la condition de Lipschitz est remplie, ¢’est-
a-dire, si la fonction f a, par rapport & la variable y, des nombres
dérives bornés, il y a une intégrale unique issue de P. Done : ['inte-
grale générale d’une équation différenticlle, dans le cas o elle est déter-
minée par ses valeurs initiales, est une fonction continue de I’ ensemble de
ces valeurs.

Il'y a d’autres cas que celui de Cauchy-Lipschitz o intégrale est
unique ct olt, par conséquent, le théoreme précédent s’applique.

Supposons que, « restant fixe, /soit une fonction de y qui ne croit
jamais avec y. Si y, et y, sont les intégrales supéricure et inféricure
issues d’un point, on a _

Y12
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donc
./'("Z.: )’1) :f(‘l‘ls Ye )}
c’est-a-dire
W
Y1=Yo
la dérivée de y, — v, est négative ou nulle ef, comme cette fonetion est

nulle en x,, on a

Donc

Pintégrale est unique (*).

29. La méthode des lignes pnly;;:unalos de Cauchy s’étend facilement
au cas d'un systéme de plusicurs équations différenticlles du premier
ordre (*). Bornons-nous & deux équations pour avoir encore une
image géométrique des constructions employées. Soient les équations

% = f(x, y, 5), ((/LT =, ¥, 5),
J(x, y,5) et o(x,y, 5) ¢lant des fonctions continues de ensemble
des trois variables «, y, z ot inféricures en valeur absolue & M,
lorsque e point (2, y, z) est a Pintéricur d'an parallélépipede D de
centre P(xy, v, 5,) ctdont les colés sont ¢gaux i 2, 20, 2¢. Je sup-
pose, en oulre, que on ait

aM b, aM e

A chaque point du domaine D, correspond une divection dont les
coeflicients angulaires sont ¢gaux aux valeurs de /et 2 en ce point.
Fappelle ligne polygonale de Cauchy toute ligne brisée telle, que les
coellicients angulaires de chacan de ses cotés soient ¢gaux aux valeurs
de /et de g & Pune des extrémités de ce cote. Considérons les lignes
polygonales de Cauchy, ayant leur origine commune en P (elles
restent & Uintéricur de D, par suite des inégalités éerites ); on peut

(1) Prano, Mathematische Annalen, loc. cit.
(*) Bt, par conséquent, aux équations d’ordre supérieur, qui se raménent a celles-ci.
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se borner, iei aussi, a faire varier  dans Vintervalle («,, 2, + a). Si
Yy = 01,(.’1.7), S u!J,,(.’(:)

sont les équations d’une de ces lignes polygonales, 0, et 4, sont des
fonetions de & & nombres dérivés bornés = done, toute suite infinie
de telles lignes polygonales aura au moins une courbe limite. On
pourra obtenir une suite infinie de lignes polygonales, en subdivisant
Pintervalle (x,, @, + «) en intervalles partiels et en faisant croitre
indéfiniment, suivant une loi arbitrairement choisie, le nombre de
ces intervalles, la longueur de chacun d’eux tendant vers o : la courbe
limite est une intégrale du systeme. Soit, en effet, la suite infinie des
lignes polygonales (0, b,), ot pprend toutes les valears enticres, qui
possede fa courbe Timite

Ve Oy, LESTRON

Soit 2 une valeur de Pintervalle (a, 2, -+ @), @ est compris entre
deux points de division conséeutifs wy, @y, relatifs & la subdiyision
de Pintervalle (@, 2, + @) qui correspond i la pie ligne polygonale.
Sioy, et s désignent les dérvivées & droite, par exemple, des fone-
tions 0, et g,, on a

,)’,/, ./.I Ay ///:("'/u)v '«P/»("”I-').’? 3;1 = lv'l /A ///)(""/c)y '-'H/J(-("/cﬂy

enosupposant que e colé du p polygone correspondant i @y, @,
ait. pour coeflicients angulaires les valeurs de /et o & Pextrémitée de
ce coté dont Pabscisse est .

Les fonctions et o étant continues parrapportalensemble (x,y, 5),
on peut trouver g, tel que, dans tout cube de coté o el contenu dans D,
Poscillation de chacune de ces deax fonetions ne dépasse pas e Sup-
posons que tous les intervalles (@4, @y, ) soient moindres que o. Les
fonctions 0,(x), b,(x) élant également continues, on peut prendre
les intervalles (2, a7, ) assez petits, pour que, dans chacun de ces
intervalles, Doscillation de chaque fonction ne dépasse pas ¢. Dans
ces conditions, f[xy, 0,(2), b, ()| différera de [, 0,(x), $,(2)]
de moins de e. Lorsque p croit indétiniment, cette fonction tend uni-
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formément vers f[«, 0(x), $(=)], donc .

lim y, () =f(x, 0, ).
,l:m

Comme la convergence est uniforme et que I'on a

Yp(&) =Y +f yp(x)dx,

il en résulte

la)= lim/ ypdr +y,= [ f(=x,0,))dz +y,.

p==d,
Done |
0-’(,%‘) :./[_Z', 0(.['), ,4/('/1,-)-|

et, de méme, on démontrerait que
V(@) =9lz, 0(x), $(=)].

30. On peut voir que toute intégrale issue de P est la limite d'une
suite infinic de lignes polygonales de Cauchy ayant P pour origine;
que ces intégrales se distribuent soit sur une portion de surface, soit
dans une portion de volume ot elles forment un ensemble de courbes
partout dense. Pour donner un exemple du premicr cas, considérons
une congruence de courbes Cayant une surface focale, soit P un point
de cette surface; il passe en P, en général, une courbe I' enveloppe
d’une famille de courbes de C et située sur la surface. Les intégrales
passant en P, du systéme d’¢quations différenticlles que définit la
congruence, sont formées par une portion PB de la courbe I' et d’un
arc de la courbe C, tangente & I" en B. Toutes ces intégrales sont
situées sur la surtace engendrée par les courbes G, tangentes a I'. 11
peut y avoir plusieurs de ces surfaces passant en P.

Un exemple simple du second cas est fourni par un systéme d’équa-
tions dans lequel la premiére ne dépend pas de z et la seconde ne dé-
pend pas de y.

Enfin, lorsque Pintégrale issue du point P est unique, ¢’est une
fonction continue des valeurs initiales.

31. Les équations aux dérivies partielles qui, au point de vue ol
nous nous plagons, sont analogues aux équations différenticlles ordi-
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naires du premier ordre, sont celles de la forme

0%z
()I‘ ()y ./( ’ .y’ )’
J (2, y, 5) ¢tant une fonction continue, dans un certain domaine, de
ensemble des variables (x, y, ).

Lorsqu'une fonction posstde des dérvivées partielles du premier
J*s - .
———— ¢st définie comme la dé-
dax dy

Js )3

., " . ( R
rivée premiere de 5= par rapport i y ou de 5= par rapport & x. Pour
o ‘ dy

ordre continues, la dérivée continue

nous placer dans le cas le plus général, nous définirons cette dérivée
seconde, comme la limite, lorsqu’elle existe, du rapport

- s+l y+ k)Y —s(w-+-l, y)—s(x, y+ k)4 s5(x,y)
= ,

W ko

quand les nombres 4 et £ tendent vers o, indépendamment Pun de

: cop e ds ds . )%
Pautre. On voit facilement que, lorsque 57 et == existent ¢t que
de T dy da dy

est continue en 2, v, cette définition se raméne i la pl"(r(;(:(lcnlu.
Avee la nouvelle définition, il existe toujours une fonction s,
continue en (a, y), qui vérifie Péquation

s
D dy

qui, pour y =y, seréduitila fonction continue o(x) el, pour = x,,
a la fonction continue b (y), 4 condition que 'on ait

w(ay) == (y,) == 5.
Jest la fonetion

sp== g () + () — .

Alors, si z est une intégrale de Péquation proposée se réduisant
ag(x) pour y==y, el & b(y) pour x =x,, la fonction 5 -— =, sera
une intégrale de la méme équation nulle pour @ == x, ¢t pour y = y,.
Supposons x, = y,==z,== 0. On voit qu’on peut s¢ borner a chercher
les intégrales qui passent par Oz et Oy.
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Soit M le maximum de la fonction /' dans le domaine

—c¢Zsi+ec.

un
=
o

oszla, osy:

Je suppose en outre que 2MabZc. Divisons l'intervalle (o, @) en
intervalles partiels par les points 2, = 0, 2,, 2., ..., @, = a ct 'inter-
valle (0, b) par les points v, =0, ¥,, Y, --+» Ym="0. Le rectangle
construit surles segments (o, @) et (0, b) se trouve divisé en rectangles
partiels par les paralleles & Oy d’abscisses ay, 2y, et les pavalleles
4 Oa d’ordonnées v, yiu,. Soient A, B, C trois points de Pespace se
projetant aux points (2, v1), (@aeis Yi)r (Xn Yiwy ) 11 existe une
infinit¢ de paraboloides hyperboliques passant par A, B, G ct de plans
direeteurs 0@ et z0Qy. Pour chacun d’eux le nombre 7)(;—3) est con-
stant; je détermine un paraboloide passant par A, B, C parla condition
que cette conslante soit égale & (@, ¥i Znp)s S ¢lant Ta cote du
point A; ce sera la surface

== (7‘_ "I"/l) () - y/r)f('l"/n s :’/11/t)

X~y - ~ ‘y e "}/ Je ~ - .
-+ P PO NY /T BV ~/l,/-') e “"(~'/L,/.:| 1= S0k )
L fyogy = X py fe1 == Yl

By i CLEg ey lant les coles des points B et C.

Je définis ainsi un premier paraboloide passant parles points (0,0,0),
(2,,0,0), (0,%,0), il coupe la droite x =x,, y=y,, au point de
cote 3,5 je définis un second paraboloide passant par (2,0, 0),
(4,0,0), (X, ¥ 5,,), 1l passera par le point (2, ¥, 7.); je
conlinue ainsi jusqu’au paraboloide passant par les points (x,_,, 0, 0),
(245, 0,0), (Xpeys 745 Sumii)- Jene considére, pour chaque surlface, que
le morceau dont les points se projettent & Uintérieur du rectangle qui
a servi i sa définition. Je définis maintenant un morceau de parabo-
loide passant par (o,¥,,0), (2, ¥, 5,), (0, )y, 0), il passera par le
point (y, yu 5,5 je me sers des points (2, y,, 5, ), (%40 Y1y 50,1 )
(25 Yus 54,0) pour en définir un second, ete. Je continue ainsi jusqu’au
dernier paraboloide qui passe par les points (Zneis Yintr Sty et )
(s Ymers Saymes ) €X'y Yo B 1m)- SOIL 2 =, ,,(2, y) la surface
formée par ces morceaux de paraboloide. Je dis que, dans le rec-
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tangle (o, @), (0,b), on a

lz|Ze.

Dans chaque petit rectangle, l'oscillation de =z ne dépasse pas
2M(@poy — 24) (¥rwr — vi)» par conséquent, dans le rectangle oZz=a,
Yi= ¥ Z Yirss Voscillation est inférieure & 2Ma( vy, — yi) et, dans le
rectangle oZxZa, oZy b, elleserainférieure d aMabZec. Orz,=o,
done

s|Zc.

Je dis que les nombres dérivés de g, ,, (2, ¥) par rapport & 2 et par
rapport & y restent, quels que soient 7z et n, inférieurs & un nombre
fixe, en valeur absolue : la section de la surface g, ,, par le plan d’or-
donnée y, paralléle 4 202, est une ligne polygonale et les valeurs des
nombres dérivés par rapport 4 2 sont les coeflicients angulaires ¢(y)
des différents cotés de cette ligne; y est compris entre deux valeurs y,
et yie ¢ le coeflicient angulaire de chaque coté est compris entre les
cvalears g(yi) et g(yier) des coellicients angulaires des c¢otés corres-
pondants, dans les polygones de section par les plans paralléles & 202
et d’ordonnées y, el vy..,. Or

I’/(,y/u r) =g ()l < M(J’/cm'—“}’k)
el
g(o)=0;
done
lg(r)] < Mb.

On verrait de méme que | p(x)]| < Ma, p(x) étant le coefficient angu-
laire d’une des droites paralleles au plan 50y situées sur la surface.

Toutes les fonctions g,,,(x, y) forment une famille de fonctions
également continues : toute suite infinie de ces fonctions a au moins
une fonction limite ¢, qui passe par Oz et Oy, comme toutes les sur-
faces z = g, ,,(x, y). Supposons que ¢ soit la limite de la suite des
fonctions

o, ) @u())y ooy @p(EY)
obtenues en augmentant indéfiniment le nombre des rectangles par-

tiels, les dimensions de chacun d’eux tendant vers o : ¢ est une inté-
Ann. Ec. Norm., (3), XXIV. — JuiN 1907. 36
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grale : soit (2, ¥) un point du rectangle (o,@)(0,b); ce point est
a Vintérieur du rectangle partiel (24, @sey ) (Vi Vit ) appartenant au
groupe de ceux qui ont servi i la construction de g,(a, y). Je dési-

2

gnerai par 5 %9 ;, la limite du rapport r pour le point(z, v) etla fonc-
tion ¢, lorsqu on se borne aux valeurs positives de /% et £; cette
limite a une valeur constante dans chaque rectangle particl et I'on a

d*o,

D ()y :f[.%'/“ Yis (Pp(‘fl;lu ,7'/:)]-

On démontre, comme nous 'avons fait dans les paragraphes préce-

0w . ,
dents, que, lorsque p croit indéfiniment, ‘LI:'}/ tend uniformément

vers [z, ¥, ¢(z, y)],

0* G 7 a
o gz oy = Lo v el@ Il
Or
o= [ L dor:
donc

o (x, y):hmm,,( y)»-/ / lnn )’(h dy

:::/ //]1, ¥ ¢, y)] dady.
Yoo 0

On voit que g vérifie 'équation différentielle et possede des dérivées
du premier ordre continues. Done :

Par chague point P(x,, v,, 5,) de Uespace, il passe au moins une sur-
Jace intégrale de Uéquation qui, pour x = x,, se réduit @ b(y) et, pour
Y =Y @ @(x).Siles fonctions ¢ et | possédent des dérivées premicres
continues, il en est de méme de la _fonction intégrale.

On peut ici aussi définir une intégrale supérieure et une intégrale
inférieure, parmi celles qui passent par les courbes x = x,, z ={(y)
et 3=1gq (), y = y,, et'montrer qu'il passe au moins une intégrale par
chaque point (') de la région limitée par les intégrales supérieure et

(1) Et méme par chaque courbe convenablement choisie.
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inférieure. Voici un exemple simple, soit I'équation

J*z 3
dzdy V.
<

Cherchons les intégrales, définies dans le carré oZxZ1, oSy <1 et

sannulant sur Ox et Oy. Soit s =0, o+ y=c une droite qui
découpe, enavant et & droite du carré, un triangle Tsi 2Z¢Z 1. La fonc-
tion égale & o dans le carré, en dehors de T et égale, & Uintéricur de T,
N\ 8 . . T . -

» s’annule sur Ox et Oy et vérifie I’'équation.

CHAPITRE 111

SUR UNE CONDITION D'INTEGRABILITE.

32. Un probleme, voisin de ceux ¢tudiés dans le Chapitre précédent,
et qui peut étre abordé par les mémes méthodes est celui de la démon-
stration de Pexistence des intégrales d’une équation aux différentielles
totales. Prenons, par exemple, 'équation

ds = p(a, y)dr -+ q(x, y)dy.

La premitre question que Pon doit se poser ici est celle de savoir
quelles sont les conditions les plus générales auxquelles il suflit d’as-
sujettir p et g pour qu'il puisse exister une fonction continue s(%, y)
virifiant cette équation.

On sait que, si les fonctions continues p et g admettent des dérivées

. . ap e, .. . , I
partielles continues ot 2L, 14 condition d’intégrabilité est
Ay D
ap _ dy
dy T oa’

en tous les points du domaine de définition de 3. Cette condition
subsistera-t-elle, si 'on fait sur p et ¢ des hypothéses moins restric-
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tives? Supposons'simplement que p et g soient des fonctions continues
de '’ensemble des variables (z, y).

33. Soit f(x, y) une fonction continue de 'ensemble (2, y) dans
le domaine D. Formons le rapport

L@y k)= f(Z+hy) = floy+F) = (2 )) (hk £ 0).
hk

Lorsque =, y, h et k varient de maniere que les points (2, y),
(@ + b, y), (%, y + k), (% + h, y + k) restent dans un domaine D',
intérieur 4 D, ’ensemble des valeurs de » a un maximum M et un
minimum s : supposons que la fonction fadmette des derivées p
el ¢; je dis que, dans tout domaine, le maximum et le minimum du rap-
port r sont aussi le maximum et le minimum du rapport

pla, y 4+ k)y—p(x,y)
k

et du rapport
qg(x+h,y)— gz, ,}’).
h

Prenons, par exemple, le maximum M et le rapport

_ P&y k)—p(r, y),
P“ /\ >

il existe une valeur de r, dans le domaine D', supéricure a M —¢,
e étant choisi arbitrairement; si 'on pose

S(xy y + k) —f(2, y) = 9(x),
cette valeur de r peut s’écrire

. oz +h)—ao(x) o' (w-+0h)  ple+0h, y-+k) —ple+0h, 7).
- hk - k o k ) -

dong il existe une valeur de p supérieure 3 M — ¢ et le maximum M,
de p n’est pas inférieur & M. Il ne lui est pas non plus supérieur; soit,
en effet, une valeur de p supérieure a M, — ¢ :

— rxy k) —ple, y)

[ R
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Je peux, x, v, k étant fixes, choisir A assez voisin de o pour que

l./w +hy+ k) =Sz, y+ k)
h

‘ Sor A+l y)—=[fle, y)
h

plz, y+Fk) l <,

[7(*'1;’ _‘)’) ‘ < ),

d’ol
27

|/

lr—pl<im
7 est aussi petit que I'on veut, donc r est supéricur ou égal A M, — 2¢
pour A assez petit. Donc le maximum de r n’est pas inférieur a M,.
En définitive M = M, et la méme démonstration est applicable aux
minimums et i la fonction ¢.

Une conséquence de la proposition qui précede est que, dans tout
pla,y +K) = ple, v) o q(@-+hy)—q(=y)
k . h
ont méme maximum et méme minimuwm. On peut énoncer ce théortme

domaine, les deuax rapports

de la maniere suivante : si p el ¢ sont les dérivées partielles d’une
méme fonction, les nombres dérivés de p par rapport & « et ceux de ¢
par rapport & y ont méme maximum et méme minimum dans tout
domaine. Car, dans chaque domaine, le maximum ¢t le minimum du
nombre dérivé supéricur i droite de p (par rapportia y), par exemple,

Pl y k) —=ple, y) a9
A Yo ) ().

Il résulte de 1a que le maximum et le minimum sont aussi les
maémes en tout point pour un et Mautre rapport et que, par consé-
quent, les nombres dérivés de p (par rapport & y) et de ¢ (par rapport
a ) sont continus ou discontinus en méme temps : en un point olt

sont les mémes que ceux du rappor

. . L., Jdp Jr, . N
ils sont continus, les dérivées ?)45 ot o existent et ont la méme valeur.

Supposons, pour simplifier le Tangage, que ces dérivées existent en
tout point du domaine D; on en conclut qu’en un point ot Pune est
continue, I'autre est continue aussi et lui est égale; en un point olt
elles sont discontinues, elles ont méme oscillation (el en outre méme
maximum et méme minimum).

(1) La démonstration ci-dessus suppose que M el m sont, finis : il est trés facile de la
modifier dans le cas ot M par exemple ost infini, de maniére a étendre la proposition
a co cas.
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;. . . dp . Jdq -, . v
ment : st le ons —= el —— sont intégrables au sens de
Réciproquement : si les fonctions oy et ~- I u sens

Riemann et ont méme maximum et méme minimum dans tout domatne Y’
interieur a ), p et q sont les derivées partielles d’une méme fonction.

Considérons un domaine D,, intérieur & D, limité par le contour
rectifiable C, les deux intégrales

97 . , N
.f/“’;)—.—x—_d.zdy et f . ()y(/.z:cl.y

ont la méme valeur. Nous démontrerons plus loin, dans un cas plus
géneéral, la validité de la formule

Y dy ap
2 = - — = daxdy;
/clp “o gy ././,,1<().1; <)‘y> @y

done, sur toute courbe rectifiable et fermée G, on a
[p(l;ﬂﬁ—f/(b/::();
v

cela sullit, d’apres un raisonnement classique, & montrer que p et g
sont les dérivées particlles d’une fonction / qui est déterminée h une
constante additive prés.

Il est bien manifeste que, dans U'énoncé et la démonstration préce-
dents, on peat remplacer les dérivées de p et de g par des nombres
dérivés, par exemple par les nombres dérivés supéricurs a droite.

. . . : . ap
34. Pour examiner le cas ol les fonctions (7/};
grables au sens de Riemann, mais seulement bornées, je me servirai de

la notion d’intégrale qui est due & M. Lebesgue (1), D'abord les fone-
. vy Jdp , . " , .
tions ‘a“"ﬁ': et ;}—/}; sont sommables. En effet la premiere fonction est la

limite, lorsque 4 tend vers o, de la suite des fonctions

o, s
et ZLne sont pas mte-
o

gl -l v)y—ogla,y)
ht k

- 0('1"7‘,‘,9 /[')’

(1) dnicgrale, longueur, aire (Adnnali di Matemaiica, 19o, ).
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et la fonction 8(x, v, £) reste, quels que soient z, v, A, inférieure 4 un

nombre fixe M, en valeur absolue, puisque nous avons supposé bornées
Je 0

les valeurs absolues de / et - p On peut choisir une suite dénom-

brable de nombres 4, t .un(l,ml. vers o et éerire

9 = lim0(z, y, I,).

T— n==

D’aprés un théoreme de M. Lebesgue ('), la limite d'une suite
convergente de fonctions sommables bornées est sommable, et son
intégrale est la limite des intégrales des termes de la suite. Par conscé-
quent les expressions

g o, /
// })7(1'1' dy, —dx

ont un sens et on a

/ :j'/ da = |l|ll 7;—- / L=ty y)y —qg(a, y)| de=q(xzy, y) — qla;, V),

oy

el, si D, est un domaine limité par un contour simple €, coupé aux
deux points (2, y), (2., v) par une parallele & Ox, d’ordonnée y,
on a aussi

// *’/’ dy - /’/7’/ L = [ [q(2y, ) == q (@, 7)] ’1..”:/’/‘4%
by G
on a, par suite, la formule

'/‘A‘(%%mgﬁ) dordy = //Nll'+ qdy.

St p et ¢ sont les dérivées particlles d’une fonction f(x, v), le
second membre est nul, done, dans tout domaine D,

// (0(/« — Qﬁ) dx dy = o.
e

(1) Loc. cit.
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Je dis qu’il en résulte I’égalité

9 _ 9p
dx ()y’

sauf pour un ensemble de points de mesure nulle.
Appelons o (x, y), la différence placée sous le signe /[et suppo-

sons que D, soit un rectangle de cotés paralléles aux axes et de som-
mets opposés (a,b) et (X,Y).On a

X LAY X LY
f/cp(x, ¥)dx a{y::/ f o(x, v)dr (/y::/ dm/ o(x, y)dy =o,
Dy Ya “b “ )
/,.

soit
Y

o(, y)dy=1(x, V),
on a

WX
/ Y, Y)de =o.

Laissons Y fixe et faisons varier X dans la dernivre égalité; 4 (2, Y)

WX
étant bornée, il enrésulte que 'intégrale / Y(z,Y)dre admet Y(a, Y)
“a

comme dérivée, sauf pour un ensemble de valeurs de « de mesure
nulle; il en résulte que Y (2, Y) est nulle, sauf pour ces valeurs : en
d’autres termes, la fonction (2, y) est nulle, sur la parallele & Ox
d’ordonnée Y, sauf pour un ensemble de points de cette droite de
mesure linéaire nulle et, comme Y est arbitraire, b (2, y) est nulle
dans D, sauf pour un ensemble de points de mesure superficielle
nulle. Laissons x fixe, on a

Y
W%WZIQWWMNW,
b

sur chaque parallele & Oz, sauf pour un ensemble de points qui est,
en général, de mesure linéaire nulle sur cette parallele [car les paral-
leles pour lesquelles cet ensemble a une mesure différente de o
forment un ensemble de mesure nulle, puisque Iensemble des
points ol Y(x,y) est différente de o a une mesure superficielle
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nulle]. b(a, Y) est une fonction continue de Y, donc cette fonetion
est nulle sur les paralleles & O« pour lesquelles les points ol elle
pourrait étre différente de o ont une mesure linéaire nulle; donc sur
ces droites @(a, y) est nulle, sauf pour un ensemble de mesure
lin¢aire nulle : en résumcé ¢(x, ¥) est nulle, sauf pour un ensemble
de mesure superficielle nulle. On passe facilement du rectangle pré-
cédent & un domaine D, quelconque.

Réciproquement, sila condition ¢ = o est remplie, sauf peut-étre
pour un ensemble de mesure nulle dans le domaine D, p et ¢ sont les
dérivées partielles d'une fonction (2, y), déterminée i unce constante
additive pros, car j,ml:x: + ¢ dy = o pour un contour C quelconque.
Done : '

: , . Iz
Lorsque p et g admettent des deripces = 3 f el =L / bornées dans le domaine D,

pour que ces fonctions soient les dérwees par /1('//('s premicres d’une fonc-

)/ el -Z—/* sont

tion de x, y, tl faut et il suffit que Uensemble des points ow 5> 0z % 9y

différents soit de mesure nulle dans D .

. . , . (e, 0
Nous avons, dans ce qui préctde, supposé existence des dérivées 55—!

el »3»/-{; on obtient les mémes résultats, si on introduit les nombres
dérivés, supposes bornés. Dailleurs, puisque ces nombres sontbornés,
les dérivies existent, saul pour un ensemble de points de mesure nulle,
sur chaque paralltle & Oy pour la premicre et sur chaque parallele
a Ox pour la scconde : done les dérivées existent saul pour un
ensemble de mesure superficielle null(,, et les deux cas se ramténent
immédiatement 'un & Pautre.

NP v . . . \ . , g . Op

Voici un exemple de fonction f(=, y) pour laquelle 5= et 2y e sont
pas toujours égaux. Soit

y‘l
v y)=a 77“'—7_37
dans le carré |2 |21, |y|Z1, on a
().p
[ol<r, I'« <2 <2

dnn. Le, Norm., (3), XXI1V. — JuiLLer 1907. 37
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et, pour x = y = o,

?a 0o

—_— = 1I.

owdy " dy dx

Considérons, dans le carré, tous les points ayant leurs coordonnées
rationnelles et rangeons-les en une suite simplement infinie; soicnt o,
B, les coordonnées du n°. La fonction

n=ow

f(“':)’):z ';;EQ(J('Z‘“‘(ZIH y'—‘f)n)

n=1

est continue et admet des dérivées partielles p et ¢ continues. En un
point a,, ,, on a
0y ap o

2

dae Jdy  n?

. . g
35. Supposons maintenant que, en chaque point, les nombres 4
du

Jap . . .. . , . ,
ot DL existent et solent finis, sans étre nécessairement bornés dans le

domaine D. Les points de ce domaine peuvent alors étre sépares en
deux groupes : ceux pour lesquels, dans un cercle assez petit, deerit
)y Jdy

[0 . ) .
autour de chacun d’eux comme centre, =2 ot par suite =2 sont bornées
> Qe Jy

, . . ¢
et ceux pour lesquels, quelque petit que soit le rayon du cercle, 7){: el

. . ap , . .o ‘ .
par suite Jy N sont pas bornées; je dirai que, en un point du pre-
mier groupe, ces fonctions sont bornées et qu'en un point du second
elles ne sont pas bornées. Ces derniers points forment un ensemble K.
Je démontrerai dans le Chapitre V que les points ot une fonction
dérivée finie n’est pas bornée forment un ensemble fermé non dense
dans tout domaine. Désignons par o la mesure superficielle de Pen-
semble E dans le domaine D. On peut enfermer tous les points de K,
dans un nombre finide rectangles dont la somme des aires ne dépasse
pas o -+ 1, 7 ¢tant arbitraire et positif. Pour chaque domaine D,, exté-
rieur & tous ces rectangles, les fonctions sont bornées, puisqu’elles

: ; i . . . dg ap -
sont bornées en chaque point de Dy, done les points ob ;-)—;/- et 7;/ dif-

79 (

ferent forment dans D, un ensemble de mesure nulle. Par conséquent :
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ap .
Lorsque, en chaque point d’un domaine D cl 7’; sont finies, ces nombres

sont égaux, saunf pour un ensemble de /)()mls dont la mesure n(' dépasse

ap
pas celle de Uensemble fermd non dense des points en [P?(/ll(‘ls S et 2L pe

dx " Jy
sont pas bornees.

36. Supposons que les fonctions p et ¢ soient, la premidre, i varia-
tion bornée, quel que soit lorsqu’on la considére comme une fone-
tion dey, et la seconde a variation bornée, quel que soit y, lorsqu’on
la considére comme une fonction de . Dans ce cas, si 'on suppose

, ., . . o, Jap
les nombres dérivés finis, on sait que G, 8
dx " dy

ensemble de points de mesure nulle (*), sur chaque paralléle & Ox
ou i Oy, et, par conséquent, de mesure nulle dans D. Je supposerai,
pour simplifier le langage, que ces dérivées existent partout. Dans ces
conditions, une partie du théoréme da n® 34 subsiste = pour que p et g
sotent les derivées /)(11'//'0//0&' d 'un(' /'u/wu,'on. Sy v), i suffit que Uen-

existent, sauf pour un

semble des points ()(l r/{ﬂ('r(' (l(* =L mr/ de mesure nulle. On a, en effet,

--':)
/ ()(///1 gy, ¥) —q(ry, y)s

’ Y
/ dy/r ;)J;d.x, /( o dy.

. < ., dyq .
Je dis que Vintégrale / ;)f— dx dy existe et a pour valeur [(/ dy.
. l)l Ar . (;
Soitune suite infinie de nombres ... 4, Ly oo by by oo,

croissant de — = i 4o el tels que by, — <&, ete,(y), I’ vnsvmblv

done

. . Y . *
despointsdeD, o [, < ;)-{-;<l,,y+,; lorsque y est fixe, 'intégrale / (/1,

vy
I

. . -~y B .
est la limite, quand e tend vers o, de [a somme ZI,,,/ra[(f,,(‘y)l, m|e,(y)|

X

désignantlamesare linéaire de’ensemblemesurablee, (). Pourdéfinir

(1) Lesscut, Lecons sur Vintdgration et la recherche des fonetions primitives.
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. . a ’
I'intégrale double, il faut former les expressions l,m(e,), ol e, est 'en-

. 0
semble des points de D, pour lesquels /, < 5% <l,.,, 0na

m(ey,) :fm[e,l (y)Ndy;

done

-+ -+ o
St = [ ¥ tmlear)dy,

at, lorsque e tend vers o, le second membre a une limite, done

/ p,:))_i([m dy = c/y/ (/1 *'l qly.

Les opérations qu’on vient de faire sont légitimes, parce que toutes
les séries dont on se sert ont des sommes bornées, quel que soit y.

On a aussi
/'(/“l :—;L:; da dy :-—'/( p i,

f/(g(f :j/}> (lr(/y—-/p(/( = dy
b,

demeure exacte. On en déduit aussitot le théoréme énonedé.

et la formule

37. Dans le cas ol lesfonctions j’ ot i’

finies en chaque point, je ne puis rien dire, en général : j'énoncerai
seulement quelques propositions s’appliquant lorsque Uensemble des
p()l]lLH ol ces ll()[ﬂl’)[’(‘S ne sont [)d‘v finis est d’ une nature trés Slnl[)l(‘

nesonl pas néeessairement

s ap
Supposons qu’en un scul point P, 'un des nombres -()f ou )/) ne soit

pas fini (ou borné), si Pon entoure ce point d’un petit cerele v et si 1),
est le domaine extérieur iy el intéricur i G, on a .

' (dqg  Op
da ~+ o dy = <-(——- — ——> dz dy = o,
L - Yp 14y Dy Jx Jdy 4



L
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done
fpdx—}-(/dy:[pdx—*—qdy;
I Jy

puisque p et ¢ sont continues en P ('), /a pour limite o, lorsque le
; Jy
rayon du cercle y tend vers o, done

j pdx +qdy =o.
¢

P . " dq op . ,
Done, dans ce cas encore, il faut et il suffit que 5Z ot 22 soient éganx,
’ oz dy O

sauf pour lIes points d’un ensemble de mesure nulle. Le théoréme
subsiste pour un nombre fini de points P: on passe de la au cas ol
I'ensemble dérivé de Pensemble des points P se compose d’un nombre
fini de points, ete. Par un procédé bien connu, on étend le théoréme
au cas ot 'ensemble (P) est réductible.

On peut aussi supposer que les points P se distribuent sur une
courbe rectifiable ou sur un enscmble réductible de courbes recti-
fiables : la proposition subsiste = il sullit de remplacer dans la démon-
stration précédente le cercle v par un contour de longueur finie,
entourant une des lignes de points P.

38. Je ferai une derniere remarque: si lon ne fait sur les fone-
tions 22 ot 9L autre hypothese que celle de leur existence, on peut
dy ~ Jdx .

affirmerque Uensemble des points ot elles sont égales est partout dense
dans D, car ces fonctions, ¢tant ponctuellement discontinues dans D,
Pune et autre, il ya dans toutdomaine Dy, contenu dans D, des points

ou elles sont toutes les deux continues et par conséquent ¢gales.

39. Donnons une application des théorémes précédents aux fone-
tions analytiques d’une variable complexe z =« ~+ dy. Soient u et ¢
deux fonctions de @, y continues et possédant des dérivées bornées qui

(1) It suffit de supposer que p et ¢ sont bornGes en P.
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vérifient les relations

du v du Jde

deay’dy T 0w

saul pour les points d’un ensemble de mesure nulle, dans un do-
maine D. Il en résulte que w et ¢ sont les dérivées partielles d'une
fonction P(x,y) et que ¢ et w sont les dérivées partielles d’une fone-
tion Q(z, ). Soit

P+iQ=/(3);

cette fonction est analytique, 1l en est donc deméme de w +7do = f'(=).
Par conséquent : Pour que la fonction w + iy soit analytique en =, uet ¢
élant des fonctions de x, y a nombres derivés bornés, il Jaul et il suffit
que les relations de Cauchy sovent vertfices, sauf, peut-étre, pour un cn-
semble de points de mesure nulle. Proposition a rapprocher de celle de
M. Goursat ('), qui établit que 'existence deladérivée de /(z) en tout
point suffit & montrer que /(=) est analytique et holomorphe dans le
domaine. En particulier, soit /(z) une fonction de Ia variable s, dans
A+ ) —[(3)
h

, s -
un domaine D, pour laquelle le 'app()rtﬂ a un module

borné lorsque = et z + A appartiennent 4 D, pour que cette fonction
soitanalytique etholomorphe dans D, il faut et il suffit que /" (5) existe,
saul peut-étre pour un ensemble de points de mesure nulle; il en ré-
sulte que /() existe en tout point de D.

Lacondition que les nombres dérivés soient bornés est indispensable
3 exactitude du théoreme ; il est facile de former une fonction de z,
continue dans D et analytique, sauf pour un ensemble de points de
mesure nalle. Prenons pour D un carré de coté égal & 'unité, par des
paralléles aux cotés, divisons-le en ¢ carrés partiels égaux, de coté ;:
je prends /(z) é¢gale 4 o, dansle carré de coté % concentrique au pre-
mier. Dans chacun des 8 autres carrés, je fais la méme opération et
je prends /(=) égale i o, dans les carrés de coté é qui leur sont res-

pectivement concentriques; je continue ainsi indéfiniment, /(=) sera

g
s

(Y) Transactions of the american Math. Society, 1900.
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tgale doy, dans les 8"=' carrés, de coté ¢galh . Les points qui ne sont

intérieurs & aucun des carrés T ot /(z) a eL(-, définie forment un en-
semble parfait & de mesure nulle, car lasomme des aires de ces carrés T
est

I 8 82

G T

Si les valeurs o, «., ..., ,, ..., sont convenablement choisies, il
existe une fonction /(=) définie et continue en tous les points du
carré de coté ¢gal 4 un; elle est analytique dans chaque carré T, mais
elle n’est pas analytique dans le domaine D.

Dans le cas ol les nombres dérives de w et ¢ ne sont pas bornés, on
peut énoncer les remarques suivantes, qui découlent des résultats
obtenus au n® 37 : si les fonetions « el ¢ satisfont aux relations de
Cauchy, saul pour un ensemble de points de mesure nulle, on peut
aftirmer que lafonetion « + dp estanalytique dans D, lorsque Tes points
ot les dérivées ne sont pas bornées (ou finies) forment un ensemble
réductible de points ou se distribuent sur un ensemble réductible de
courbes rectifiables.

10. Considérons maintenant Uintégrale
/ / Adyds B dsdae -+ Cde dy
J g

prise sur une surface fermée, intéricure au domaine D & trois dimen-

stons, dans lequel ACx, v, z), B(x,y, 5), Gla,y, z) sonl des fonctions
r).\ OB o6
oz’ dy’ds’
que je suppose bornées dans 1. Ges dérivées sont sommables au sens
de M. Lebesgue, et des considérations analogues i celles dun® 34 con-

duisent a la formule

/ / Adyds -+ B s de -+ G dy = // / (/(;/r\ g‘;j + g—(_:) da dy dz,

la surface S limitant le volume D,. Pour que P ml('"n[u double étendue
4 toute surface non lermdée et terminée par un oontour I' ne dépende

continues de ensemble Cre, v, z) etadmettent des dérivées



296 P. MONTEL.

que du contour, il fautet il suffit que Uintégrale triple soit nulle pour
tout volume D, & 'intérieur de D. En se guidant sur les raisonne-
ments faits au n® 34, on démontre que I'on doit avoir

OA OB o0

—— A4 o~ =—— =0

oz Jdy 0z ’
sauf pour un ensemble de points de mesure nulle : la condition est
évidemment suffisante. Donc, pour que U'iniégrale

/ :fA dy ds -+ B ds dz + C dz dy,

ot A, B, Csont des fonctions continues de x, y, =, dans un domaine D
ot elles ont des nombres derivés bornés, respectivement, en x, y, s, étenduce
@ une surface non fermée quelconque limitée par un contour ', ne dé-
pende que de ce contour, il faut et il suffic que Uensemble des points ot

oA OB  JC
oz dy + 03 2k

<

. ‘ _ JdA JaB oC . ‘ N .
art une mesure nulle. Jerappelle que ==, -, == existent, sauf, peul-étre,
dx” dy’ Js

pour un ensemble de mesure nulle. Ces résultats s’é¢tendent 2 un
espace & un nombre quelconque de dimensions.

41. Soit maintenant w + v une fonction de deux variables com-
plexes ¢ = a + &y ¢t v = 5 + ¢, les conditions de Cauchy sont expri-
mées par les équations

du _ v Jdu v du __ dv du _ Jv

(_)."_/z;:()y’ (_);m—;f;, Jds at’ A i

si les fonctions « et ¢ sont & nombres dérivés bornés et vérifient ces
¢quations, il en résulte que Pintégrale

‘//(u-}-iv)d'gdn,

prise sur une surface fermée dans I'espace & quatre dimensions, est
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nulle : on sait, en effet, que cette intégrale peut s’éerire
/ /u(u’;zr ds — dy dt)— ¢ (dy dzs ~- dr dt)

- z// o (dads — dy dt) + u(dy ds —+ duw dt),

et cette derniére intégrale est nulle en vertu de la formule du numéro
précédent. On conclut de I que w —+ g est analytique par rapport i
I'ensemble (&, 0). Par conséquent, si les fonctions w el ¢ satisfoni aux
conditions de Caucly, saw/f peut-étre pour un ensemble de potnts de me-
sure nulle, « + iy est une fonction analytique de I’ensemble (&, ).

42. M. Painlevé a posé la question de savoir si une fonction /des
variables complexes Z, 7, analytique par rapport & chacune d’elles, est
analylique par rapport i Uensemble de ces variables: les considéra-
tions qui précedent permettent de répondre allirmativement i cette
question; en clfet, on voit immédiatement que /% et /7 sont bornées;
en appliquant Pintégrale de Cauchy aux domaines 7 == const. ou
¢ == const., il enrésulte, puisque les conditions dun® 41 sontvérifices,
que / est une fonction analytique de Pensemble (5, 4) (1), Geei s’ap-
plique & un nombre quelconque de variables, done : une fonction de
plusieurs variables complexes, analylique par rapport & chacune d elles,
est analytique par rapport « Uensemble de ces variables.

43. Les résultats obtenus dans ce chapitre permettent de résoudre
tres simplement un probleme étudié par M. Baire (*) au sujet des
équations aux dérivées particlles. Prenons, par exemple, Péquation

I3 o+ Jz
dxz  dy

(1) Le raisonnement précédent suppose bornée la fonction f(&, 1). On voil qu’il en est
bien ainsi, en remarquant que cetle fonetion, continue en £ et en 1, est ponctucllement
discontinue en (£, 7). Il en résulte que tout domaine en contient un autre olt elle est bornée :
on en déduit qu’elle est bornée partouat.

(%) Sur les fonctions de variables réclles (Annali di Mathemaiica, 18¢9).

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — JULer 1907. 38
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Si I'on suppose les dérivées premieres continues, Iintégrale est
une fonction continue de x — y, d’ailleurs quelconque; sil’on suppose
seulement Pexistence des dérivées, les raisonnements que on fait
habituellement, en se servant du changement de variable, ne sont plus
applicables. M. Baire pose la question de savoir si le résultat est en-
core valable et la résout alfirmativement. L’équation précédente est
la condition pour que s et — z soient les dérivées partielles d’une
méme fonction /(,¥)

x,

h
f(x,y)::f sdx — sdy,
o, Yo
Pintégrale est prise le long d’un chemin quelconque allant de =, v,
a2, y. Déplacons-nous, sur une parallele & @ — y = o, a partiv d'un
point quelconque (z,,y,), on aura
WY
/(.1',.}/)-——f(m,,y,):::/ s(de —dy)=o,
LY
done la fonction est constante sur toute parallele h x — y = o, f(x,y)
est done une fonction continue de @ — y, il en est de meéme de sa dé-
rivée, prise parrapport & x, qui est la fonction continue z.

Py re—

CHAPITRE V.
LES SUITES DE FONCTIONS DIS VARIABLES COMPLEXES.

44. Soit une famille de fonctions analytiques de s & I'intérieur
d’'un domaine D, nous dirons que ces fonctions sont également con-
tnues dans D, si i tout nombre positif € correspond un nombre &, tel
que, 5 ¢t 5" ¢lant deux points quelconques a Uintéricur de D dont la
distance est inféricure 2 2, on a Pinégalite

If(s") —f(3) | <,
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quelle que soit la fonction / de la famille. Si f(z) =« +iv, u cty
¢lant des fonctions réelles de x, v(z == ¢ -+ £y), on voit que, lorsque
les fonctions /sont ¢également continues, il en est de méme des fone-
tions « et des fonctions ¢ et réciproquement.

Supposons que le domaine D soit simplement connexe, je dis que :
st les fonctions [(z) onl leurs modules bornds dans D, elles sont égale-
ment continues dans toul domarne V' intérieur a D (*).

Supposons que I'on ait pour tout point z & Uintéricur de D et pour
toute fonction /(=)

|S() <M,

el soit G le contour, que Pon peat toujours supposer simple, limi-
tant D', soit Dy un domaine contenant D" et contenu dans D, limité par
un contour simple rectifiable Gy et 2 fa plus courte distance non nulle
des courbes et Gy, on a, pour un point .z a intérieur de D,

Done

pour toul point a: de 1)', Létant la longueur du contour G, ¢ il résulte
de Ta que les fonetions / sont ¢galement continues dans D'; en effet,
les fonctions @ et ¢ ont leurs dérivées partielles bornées, elles sont
done également continues, il en est de méme des /.

45. Toute suite infinic de fonctions /(=) admet aumoins une fone-
tion limite analytique dans D"z on peutle démontrer direcltement, en
suivant la méthode du n® 2, en choisissant dans la suite une suite
nouvelle qui converge pour tous les points d'un ensemble dénom-
brable partout dense dans D', On peut aussi remarquer que, si

Syt - E9y,

les fonctions w étant ¢galement continues, on peut, de la suite «,,

=

(1) Jo dirai que ees fonctions sont également continues a l'intéricur de
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extraire une suite nouvelle
Upyy Upy ooy Upy  ooes
qui converge vers «; de méme de lasuite ¢, on peut extraive une suite
' L P

qui converge vers ¢; il en résulte que la suite /, converge vers
J(3) = u~+iv. f(5) est dailleurs analytique dans D', puisque la con-
vergence est uniforme, d’aprés un théoreme de Weierstrass.

Considérons maintenant une suite de contours G, C,, ..., Guy ooy
ayant pour limite le contour G qui limite D, les contours Gy, Cy,y ..o,
Cpy -.. limitant les domaines D,, D,, ..., D,, ..., donl chacun con-
tient le précedent et qui ont pour limite D. Soit une suite de fone-
tions /,(z): on peuten extraire unesuite /() qui converge dans D,
vers une fonction limite; de cette suite /) (5), on peul extraire une
suite nouvelle f3(z) qui converge dans D,, ele., on trouvera une
suite f(z), convergente dans D; et extraite de /% V(s). Dans ces
conditions, la suite

Fi(=)y, S3(5), ..oy Sfh(5),

est convergente en tout point intérieur au domaine D. On peut done
énoncer le théoréme suivant : une suite infinie de fonctions analyliques
et bornées a interienr d’un domaine simplement connexe D, adinet au
mowns une fonction limite a l'intérieur de ce domaine.

46. On peut donner de cette proposition une autre démonstration
qui nous fournira une application nouvelle du principe du n® 9.
Supposons d’abord que le domaine D soit un cercle, chagque fone-
tions /est développable dans ce cercle par la formule de Taylor: je
dis que les séries obtenues sont également convergentes. Soit, en
effet,
So(s)=al -+ al’zs 4~ als* .. .- als? 4. ..,

et M un nombre supérieur au module de toutes les fonctions f(z) sur
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la circonférence C du cercle D. On a

M
lal | < e
Done, ona, pourlereste R, (z) delasérie, ens’arrétantau (2 + 1)iome
terme,
) o N1 M
i) < (&) —  pour |z]<ep
R P

R

Soit D" e cercle de rayon g concentrique 4 Dy on peut prendre 2 assez
grand pour que le module du reste ne dépasse pas e dans D, quel que
soil p.

On peuat choisie dans Lasuite 1, 2, ..., p, ..., une nouvelle suite p,,
Pas voos Pus - Lelle que les nombres

ally aht, oo, b,
aient unc limite A,. Considérons alors la série

Apt A5 o= Aps® - o= Ap st .o,
on

‘ AIIL:'”' L "{'A-/)M h:’”H 4 I ==lim I ”’I/’I;l:'”l AR ”f;?'»;-/, gth ’ < 28,

=

pour rm assez grand, done
I R,.(3) ' 28,

lorsque s est situé & Pintéricur de D5 la série Agz® est convergente
dans D" et a pour somme /(5): on voit facilement que ¢’est la limite
de la suite /£, (5). On passe de Ia au cas du domaine D par le méme
procédé quiau numdéro précedent.

Sile domaine D n’est pas un cercle, mais un domaine simplement
connexe, il suffit de faire la représentation conforme sur un cercle
de ce domaine ou d’un domaine intéricur 1), pour retomber dans le
cas qui précede.

47. Supposons que D soit un domaine connexe, mais non simple-
ment connexe, et soient Gy, Gy, ..., G les contours qui le limitent :
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le théoreme du n° 45 est applicable & ce domaine. Le premicr mode
de démonstration peut ¢tre repris, avee peu de modifications; il sullit

de remplacer l’inL(&gralc/ qui y figure par la somme
(¥

/+/+...+/-
G Yy J

o

Le second mode de démonstration ne s’applique pas immédiate-
ment: le voici sous une forme valable pour tous les cas: A chaque
point P du domaine D correspond un cercle I de centre P, dont le
rayon est la plus courte distance de P aux contours Gy, Gy, ..., G, &
Pintériear duquel toutes les fonctions /(z) sont développables en
séries de Taylor ¢galement convergentes. Soit D un domaine intéricur
a b, pour les points de D' Ie rayon du cercle a un miniimum non nul,
on peut done recouvrir entivrementle domaine D a Paide d'un nombre
fini g decercles ' soient Iy, Iy, ..o, Ty ces cercles et /, (=) lasuite des
fonctions f(z). Jepuistrouver unesuite £ (s), extraite de lasuite £, (s),
qui converge dans I'y; puis unesuite /3 (=), extraite de lasuite /7 (=),
qui converge dans I'y et I'y, ete., jusqu'a une suite /7(s), extraite de
la suite /27" (z), qui convergera dans I'y, Iy, ..., Ty ¢lest-b-dire

dans D', On passe de D" 4 D par la méthode dun® 45 ().

48. On peut remplacer par des conditions analogues la condition
que les f(z) aient lears modules bornés dans D 8% easte un
nombre a tel que le module de [(5) — a reste, quel que soit s dans 1,
supcrieur @ un nombre fixe k, les fonctions [(z) sont également
continues dans tout domune D intériewr a 1.

. o I . 1ne m o [« . 1 *Q ¢ 3 1
Soit o(z) = = les fonctions o sont analytiques dans D et

(1) On peut aussi remarquer que Pon peul trouver une infinité dénombrable de
cercles I', soient Iy, Dy, ..., Iy, o0y tels que toul point intéricur & D soit intéricur a
'un au moins de ces cereles. On définit alors, quel (ue soit I'entier ¢, une suite f%(z)
convergente dans 'y, Iy, ..., I'y. Si I'on prend la suite

J1=), fi(z), - Sh(z), ..,

clle converge en tout point intérieur 4 D el uniformément dans toul domaine D',



SUR LES SUITES INFINIES DE FONCTIONS. 303

. V.. | ’ .
leurs modules sontinféricurs 7 done elles sont également continues.

De toute suite infinie de fonctions © on peut extraire une suite nou-
velle
(Pn (P‘l’ R ] (P/n MRS

ayant une fonction limite @ (s); soit D’ un domaine intéricur a D;
dans D', @ est analytique et, si cette fonction n’est pas identiquement
nulle, elle n’a dans D" qu’un nombre fini de zéros; si done on pose

" 1
() — -] e
l(a)——({/ l—d)(z)’
F(z) n’a dans D" qu'un nombre fini de poles. Pour un point = de D/
qui n’est pas un pole de F, Ta suite

fh ‘/‘27 -y _/.py
a pour limite F(z), car 'on a

I
f I'( 3) = - E{;‘;‘E:) -

Soit I' un contour simple quelconque intérieur & D', contenant des
polesde I son intéricur, mais ne passant par aucun d’eux; on peut
entourer chaque point s de Ty, d'un cercle de centre =, dans lequel F
n’ait pas de pole et la suite 2,(z) converge uniformément; dans ces
conditions, la suite /,(3) converge uniformément dans le cercle : en
effet, prenons p assez grand pour que

('{J[)' ‘d)'<€1

e positif quelconque, inférieur au minimum positif . de ®(s) dans le
cercle; on a

I [ _’1'///.(3)“"])(5).
S b(s) wu(5) o P(5)w,(5)

B (

u
N
]
~

<
—
=
|
|

Done

N € .
#(3) = /(o) < s

Ceci posé, on peut entourer chaque point z de I', d'un cercle de
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centre z dans lequel les /,(z) convergent uniformément, le rayon de
ce cercle a un minimum non nul (h condition de prendre pour chaque
point le plus grand rayon possible); done on peut recouveiv T Paide
d’un nombre fini de cercles. Il en résulte que la suite /,(=) converge
uniformément sur le contour T, elle converge done uniformément
a lintéricur de ce contour et sa limite F(z) est analytique : elle n’a
done pas de poles dans I'. T ¢tant quelconque, on voit que F(s) n'a
pas de pole & Uintérieur de D. Dans ces conditions ®(s) n’a pas de

zéros dans D et son module a par conséquent un minimum p. dilférent

de o dans tout domaine D" intérieur & D; pour p assez grand on aura,
dans D,
[op— Q| <e,

e positif arbitraire et inférieur & p; done

T p(p—e)

[F(s)—/n(=)]

dans D’ e, par suite, la suite /, converge uniformément dans D',

Si ®(z) était identiquement nulle, la suite /,(s) augmenterait
indéfiniment pour toute valeur de = dans D. Pour qu’une suite de
fonctions /(=) ait au moins une fonction limite il faut et il suflit que,
pour un point z,, la suite des nombres /(z,) n’augmente pas indéfi-
niment en valeur absolue; en d’autres termes que la plus petite limite
des nombres | /(z,)] soit finie.

Je dis que les fonctions f(z) sont ¢galement continues dans D' :
cela va résulter du théoréme suivant :

49. St une famnille de fonctions outl de la propriéte que, Jde toute
J J S propriéle que, de touy

suite infinie de ces fonclions, on puisse en cxira're une nouelleyconver-

gente, les fonctions de cette famille sont égalerment continues.

Soit /(=) une fonction de la famille et ¢ un nombre positif arbi-
traire; il lui correspond un nombre o tel que, dans tout cercle de
rayon inférieur ou égal i o, Poscillation (*) de /(z) ne dépasse pas .

(1) Jappelle ainsi le maximum de | f(z) — f(3")], z et 2" 6lant deux points du cercle.
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Je prends pour ¢ la plus grande valeur possible. Si les fonctions f(z)
sont également continues, les nombres o relatifs & toutes les fonctions
ont, pour chaque valeur de e, un minimum non nul. Dans le cas con-
traire, il existe un nombre e tel quele minimum de ¢ soit nul. Dans ces
conditions, si o, 3,, ..., 5,, ..., sont des nombres positifs ayant pour
limite o, on peut trouver /, (=), telle que le rayon o relatif a cette fone-
tion /f,(s) soit plus petit que o,, puis f.(s) telle que le rayon o
relatif & /,(s) soit plus petit que o,, ete. On forme ainsi la suite

X 3 P A - N

Il est impossible d’extraire de cette suite une nouvelle suite qui
ait une limite, car toute suite tirée de la précédente est composée de
fonctions qui ne sont pas également continues : or, on démontre
comme au n® 2, qu'une suite uniformément convergente de fonctions
de variables complexes est composce de fonctions également continues.
En résumé, lhypothése de la continuité non égale des fonctions f(s)
entraine 'existence d’une suite de ces fonctions dépourvae de fone-
tion limite. Le théoréme énoneé résulte de la.

On voit immeédiatement que la proposition précédente s’applique
a des fonctions d’un nombre quelconque de variables, réelles ou com-
plexes.

50. On peut donner au théoréme du n° 48 un énoncé d’une autre
forme. Représentons dans un plan les points qui ont pour aflixes les
valeurs de /(z). Soit K 'ensemble des points qui appartiennent 4 une
fonction f(z), au moins : si L ensernble B r'est pas partout dense dans le
plan, les fonctions sont également continues. Car, dans ce cas, ou bien on
peut trouver un point P d’aflixe « dont la distance aux différents points
de K a un minimum £, non nul; on a done, quelle que soit /(s),

| f(s) —a|> k,

ou bien, il existe un cercle de rayon M qui contient tous les points
de B et 'on a
[ /(z)] <M.

Dans les deux cas, les fonctions sont également continues.
Ann. Le. Norm., (3), XXIV. — Juier 1407. 39
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Nous venons de voir que des fonctions sont également continues,
lorsqu’on peut trouver un point a, tel que le module de f(z) — a
reste supérieur & un nombre fixe quels que soient fet = : il en est de
méme lorsque 'argument de cette différence (compris entre o et 2m)
ne prend jamais de valeurs situées dans 'intervalle (o, @ + £), o ¢lant
un nombre de l'intervalle (o, 27) et A un nombre fixe, quelconque
(oZw<<am, o<+ hAZ2mw); en effet, si Pon prend un point quel-
conque d’affixe & & Pintérieur de angle formé par les demi-droites
d’arguments o et o + A, issues de a, le module de /(z) — b restera
supérieur 4 un nombre fixe (*).

Réciproquement, si une suite de fonctions /,(s), analytiques de z,
converge uniformément, il existe une infinité de nombres @ tels
que f,(z)—aait un module supéricur & un nombre fixe, car, si /(s)
est la fonction limite, il existe, dans le plan ot 'on représente les
valeurs de /(=) etdes /,(z), uncercle G, de centre origine et de rayon
assez grand pour contenir & son intéricur toutes les valeurs de /()
et, par suite, de f,(z) pour p assez grand ( p > ¢ ). Quant aux valeurs
de fi, fas oovs [pr elles sont d Vintéricur d'un cercle G concentrique
a C. Pour tout point a, extérieur aux cercles Cot (7, | £,(3) — a] reste,
quels que soient p et z, supéricur 4 un nombre fixe (*).

51. Plusieurs des théortmes précedents sont applicables & des
familles de fonctions de variables réelles, formées par des solutions
de certaines équations aux dérivees partielles du sccond ordre du
type elliptique, par exemple aux familles de fonctions harmoniques.
Prenons, par exemple, le cas de trois variables réelles @ si des fone-
tions harmoniques V(z, y, z) sont bornées dans un domaine D, & trois

(1) Lorsque les fonctions f(z) sont continues dans D el sur le contour (& qui limite co
domaine, le maximum de | f(z)] dans D el sur € a lieu en un point de . On peut done
dire que des fonctions sont également continues @ {'intéricur de D lorsqu’elles sont
bornées sur C. De méme des fonctions soul également continues a Uintéricur de D
lorsque | f(z) — a | reste sur G, quelle que soil f; supérieur & un nombre fixe.

(%) Remarquons qu’une famille de fonctions qui ne prennent, dans le domaine D, ni la
valeur o, ni la valeur r est une famille également continue. Cela résulte, assez facilement,
des théorémes de MM. Schottky el Boutroux relatifs a ces fonctions. Foir, par exemple,
Ueber den Picardschen Satz, par M. B. LaANvAvu (Zierteljahrsschrift der Naturfor-
schenden Gesellschaft in Ziirich, 1906).
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dimensions, ces fonctions sont également continues. Il suffit de con-
stater que les dérivées particlles de V(a, y, =) sont bornées dans tout
domaine D, intérieur 2 D : la formule de Poisson, appliquée 2 une
sphere tout entiere a Uintérieur de D, le montre immédiatement. Si
le domaine D est limité par la surface S, on sait que le maximum et le
minimum de V (supposée continue dans D et sur S) a licu sur S; on
peut donc dire que des fonctions V(a, y, =) sont également continues
a I'intériecur de D, si elles sont bornées sur S.

CHAPITRE V.

APPLICATION AUX SERIES CONVERGENTES DE FONCTIONS ANALYTIQUES.

52. Je vais donner quelques applications des théorémes démontrés
au chapitre précedentaux séries convergentes de foncetions analytiques
de 5. Considérons une suite de fonctions de z, convergente i Pinté-
ricur d’un domaine D ol ces fonctions sontanalytiques et bornées : je
dis que la fonction limile f(z) est analytique dans D et que la conver-
gence est uniforme dans tout domaine ' intérieur a D ('),

/1(3)9 ./‘.!(:)7 sty ,/.p(:), ceey

les fonctions de la suite; ces fonctions sont également conlinues a
Pintéricur de D, on peut done extraire de la suite /,(5) une nouvelle
suite

[p(5)s S (3) e, Jpa(3)s s

qui converge uniformément dans tout domaine D’ intéricur a Dj

(1) La premiére partic de ee théoréme a d’abord ¢16 dnoneée par M. Osgood (. Annals

of Mathemaitics, »¢ séric, L. 1, 0" 1), — Foir aussi Srisursss, Recherches sur les [ractions
continues ( Adnnales de la Faculté de Toulouse, L. VI, 1894 ).
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puisque la premiere suite est convergente, la seconde a la méme li-
mite /(=) quelapremicre : done /(z)est analytique dans D. Enoutre,
la convergence de /,(z) est uniforme dans D", Soit, en effet, un nombre
quelconque positife. Silasuite /,(z) ne convergeait pas uniformément,
on pourrait en extraire une suite infinie de fonctions

fm,(z)a Ju, (3), .o fu,,(z)s sy

telles que, pour chacune d’elles, il y ait au moins un pointde D', pour
lequel la fonction differe de sa limite de plus de ¢, en module, au moins
pour une valeur de ¢ assez petite. Mais de la suite /, () on peut
extraire une suite nouvelle

f[‘h(z% f[ﬂ,(z)y ey f[ﬂ,,(z)a )

qui converge uniformément dans D'; par conséquent, a partir d’un
certain rang, le module de la difféerence f(z) — /4, (5) est moindre
que e et cela quel que soit s dans D'z or, les /g sont pris parmi les /,,
il y aurait donc dans les /, des fonctions qui different de leur limite
de moins de ¢, en module, quel que soit z dans D’. Cette contradiction
démontre le théoreme : remarquons que pour I'établir on ne fait au-
cune hypothese particuliére sur le domaine D.

53. Supposons que le domaine D soit connexe, je dis qu'il suffit de
supposer que la convergence ait licu pour une infinité de points situés,
dans leur ensemble, i Vintérieur de D. Pentends par cette dernitre
expression : ont au moins un point limite & Vintéricur de D.

En effet, jextrais de la suite /,(5) une suite nouvelle /, (5) qui
converge dans D, en tout point, ce qui est possible, puisque les fone-
tions f,(z) sont également continues. Quelle que soit la suite con-
vergente extraite de /,(z), la fonction limite est toujours la méme.
En cffet, les points de convergence des /,(z) ont au moins un point
limite o, situé a Uintéricur de D, deux suites Sy, convergent vers les
r'n(‘:r_nc valeurs en tous les points de convergence des f,(z), done leurs
limites, qui sontanalyliques, sont égales en o, ainsi que leurs dérivées
de tous les ordres = ces limites sont donc identiques dans tout le do-
maine D. En résumé :
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St une série de fonctions analvliques converge pour une infinué de
points, siués dans leur ensemble a Uintérieur d’ un domaine connexe D, et
st la somme: des n premiers termes de celte série reste bornée quel que soit n,
a Uintéricur de D, la série converge uniformément dans tout domaine '
interveur a D. La somme est une fonction analytique dans D.

Si les fonctions /, (=) de la suite sont continues dans D et sur (G, on
peut remplacer la condition que ces fonctions soient bornées dans D
par la condition d’étre bornées sur C.

De méme, siles sommes [,(z) des n premiers termes de la serie resient,
dans le domaine D, supéricures en module @ un nombre fixe, le sére
converge uniformément dans '5 il en est encore ainsi, s les fonc-
tons f,(5) —a restent, cn module, supéricures @ un nombre fixe, ow
bien ont des arguments qui ne sont jamais compris entre o et o ~+ h.

54. Voici maintenant une proposition plus générale que celle da
numéro H2 :

Si des fonctions [( =) sont analytiques @ Uintériewr d’un domaine 1,
continues dans ce domaine et borntes, dans leur ensemble, sur le contour
rectifiable G qui limite D, toute swite de ces fonctions qui converge sur le
contour (i converge uni.formement, al’interieur de D, vers une fonction
analytique.

Supposons d’abord que le domaine D soit simplement connexe, la
formule de Gauchy est applicable au contour G et au domaine D

a ¢lantun pointde D etz un point de G; supposons que x reste a 'inté -
rieur d’un domaine D, intéricur & D et désignons par & la plas courte
distance non nulle des fronticres de ces domaines. Si les nombres
| /(=) ] sontinféricurs & M, sur (i, on a
M

< -

| Spl3)
zxl T h
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Si les f,(z) convergent sur le contour C, il est facile d’étendre &
cette suite le théoréme de M. Lebesgue relatif a Pintégration terme i
terme des suites bornées de fonctions de variables réclles : il suftit de
se reporter & la définition ’une intégrale de fonction de variable com-
plexe. Si f,(s) =, + 19,, on a

* C o ds dy d.
f,,(z)dz::/ Ku,,(;l]g—- (—/[ >r/s+t/('l,,—-zl -+ Vp Tl> ds,
¢ Y

¢

~

s désignant la longueur de I'arc de la courbe rectifiable C, compris
entre le point #, y et une origine arbitraire. Si les /,(z) sont bornées
sur G, il en est de méme desu et des ¢ et par conséquent des fonctions
qui figurent sous le signe somme dans [¢ second membre; on en cons
clut que la suite f,(z) estintégrable terme i terme. On a done

//' z)ds =lim /,,( ) dz == o.

p=e

/,.( )

Deméme, la suite des fone ll()m - est bornée sur C (2 élant fixe

dans D, ), on a donc

L [[l=)ds :-h n /‘/"( )(/ lun/,,(l, .

’lTL' ¢ S —X e

Done les fonctions /,(x) convergent dans Dy, vers la fonction ana-
Iytique

f( a) =

On voit facilement que la convor‘fr(*m'c est uniforme dans D,, en
remarquant que I'intégrale //" % converge uniformément vers sa

limite.
La démonstration qui précede est applicable au théoréme du ne 52.

55. Le théortme que je viens de démontrer cesse d’élre exact, siles
fonctions /,(z) de la suite ne sont plus bornées sur la courbe C: on
peut construire une série de polynomes en s, convergeant en tous les
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points de la circonférence G d’un cercle D, sans converger i intérieur.
Supposons que lecercle soit derayon un etaitpourcentre le point s =o,
autour du point 1 comme centre, je déeris une circonférence y, de

1 1 .
rayon — ctune autre devayon —; autour du point s = o comme centre,
. . . r 1 . Coe
je trace les circonférences derayons 1 + — et 1 — —cl je les limite &
. . g - 1
leurs points de rencontre avee la circonférence précédente de rayon —»

de maniére 2 former, avee deuxares de cette derniére circonférence, une
bande circulaire ¥/, non fermée. Enfin soit v,, le cercle de centre s =

I o » . - .
et de rayon 1 — —- Soit F(s)unce fonction analytique dans un domaine

comprenant la circonférence de rayon 1. D'apres un théoréme de
Weierstrass (") on peut trouver un polynome P,, (z) qui, dans v el vy',

differe de F(z) de moins de ;L, en valear absolue, et dans ¥, aitun
module inférieur i ,ll:; on peut de méme trouver un polynome P, (z)
qui dans y et ¥ differe de F(z) de moins de ;25%-}, en valeur absolue,
et dans v, differe de o de moins de 7/——';—;, en valeur absolue. La suite

des polynomes Py(z) converge vers I'(z), sur le cercle G et ne con-
verge en aucun point du domaine D. Surle cercle €, Tes polynomes ont
leurs modules bornés sur tout arc ne comprenant pas le point s =1.

I

56G. Nous avons supposé, dans la démonstration du théoreme du
n® 54, que le domaine D était simplement connexe; la démonstration
demeure la méme, lorsque le domaine D est connexe etlimité par plu-
sicurs contours; il suffit d’appeler G, Uensemble des contours limi-
tant D.

On peut méme supposer que le domaine D est formé par la réunion
d’un certain nombre de domaines connexes.

Lorsque les conditions du n® 54 sont remplics, les suites formées
par les dérivées des fonctions /,(z) convergent uniformément dans

(1Y) Sur la théorie des fonctions (Monatsberichte d. Berliner. Akad., solt 1880).
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tout domaine D’; on a en effet

dvf,(5) _ ~/._L _./',,(.::)(l:,

i ; PRy
ds 2UT J, 15 - )t

les fonctions (—”ﬁ%—“-))—,;—i ¢tant bornées, lorsque s est sur G et 2 dans D,
., " (35) ds cp ,
les intégrales —/L(——)—ﬁ convergent uniformément, lorsque a est
€ .)"(Z——-.’l‘)"‘ € .

dans D7, vers la limite

" S(s)ds  aim dR/(s)
Jo (5 —a)frt Ll dsh

Les résultats sont les mémes avee les hypotheses du n° 52, il suffit
de prendre, pour C, une courbe comprise entre les frontiéres de D’ et
de D.

57. Considéronsunesérie de fonctionsharmoniques, continues dans
un domaine D ot la série est convergente. Formons la suite des sommes
des termes de cette série; soit V,(x,y, z), la somme des p premiers
termes, en prenant, par exemple, le cas de (rois variables = s¢ les fone-
tions V,(x,y, 5) sont bornées dans le domaine D, la série converge uni-
Jormément vers une_fonction harmonique, dans tout domaine V) intéricur
a D. La déemonstration est tout & fait analogue i celle du n® 52, relative
aux séries de fonctions analytiques de z.

Supposons, en particulier, que le domaine D soit celui d’une sphere
dont la surface estS @ s¢ la suite des fonctions V,(x, y, 5), bornces sur S,
est conpergente en tous les points de cette surface S, elle converge unifor-
mément a Uintérieur de D. 11 suffit, pour le voir, d’appliquer & la for-
mule quidonne la valeur de V, & Vintérieur de D, & Paide des valeurs
que prend cette fonction sur S, les remarques que nous avons failes
au n° 54, sur 'intégrale de Cauchy. :

58. Bornons-nous aux fonctions harmoniques de deux varia-
bles (@, y); supposons que le domaine D soit tel qu'on puisse en
faire la représentation conforme sur un cercle, le théoréme qui pré-
cede subsistera. Donc : st une série de fonctions de deux variables, har-
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moniques dans un domawme 1) dont on peut faire la représentation con-
Jorme sur un cercle, converge sur le contour G de ce domaine, et, si la
somme des n premiers lermes de la série est bornée sur G, quel que sote .,
la série converge uniformément vers une fonction harmonique dans towt
domaine D' intéricur a D.

59. Supposons qu’il existe un nombre réel A tel que V,(2,v) — A
reste, en valeur absolue, supérieure & un nombre fixe; si les 'V, con-
pergend dans un domaine D, la conyergence est um: Jorme dans tout do-
maine D' situd dans D. Associons & la fonction V,(2,y) la fonclion
harmonique U,(z, y), délinie & une constante additive pres, telle que

Sy Ve il
soit une fonction analytique dela variable complexe z == a + (y. Ona
Jr( ) = AL Vplr ) — AL

done le module de /,(z) — A reste supéricur & un nombre fixe; de
toute suite des /,(=2), on peut en extraire une autre qui converge uni-
formément dans D', il en estdone de méme de la suite correspondante
des V,(2, y): done la limite de la suite des fonetions 'V, est harmo-
nique dans Do En outre, comme, de toute suite tirée des V,, on peat
en extraire une autre qui converge uniformément dans D', il résulte,
a 'aide d’un raisonnement identique a celui du n® 52, que les V, con-
vergent uniformément dans D7,

I n’est pas nécessaire que les V,(, v) convergenten tous les points
de D, pour qu’on puisse en conclure que la convergence est uniforme:
il suffit que la convergence ait lieu pour une infinité de points formant
un ensemble partout dense dans D. En elfet, deux suites quelconques
convergenles extraites des V, convergent vers deux fonctions con-
tinues qui sont égales en tous les points de 'ensemble: ces fonctions
sont identiques; on en conclut que les V, convergent dans tout le do-
maine D.

60. Arrétons-nous un instant sur un cas particulier: soit une série
de fonctions harmoniques toutes positives, les sommes V,(x,y) des n
dnn. Lies Norm,, (3), XXIV. — JuwLer 19o7. 4o
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premiers termes croissent avec p et par conséquent restent toules

,

supérieures & un nombre négatif quelconque; en outre, ou elles ont
une limite, ou elles augmentent indéfiniment avee p en chaque
point (z,y) de D. Il résulte de la que, ou bien les fonctions V, aug-
mentent indéfiniment en tout point de D, ou bien elles convergent
uniformément dans tout domaine D', vers une fonction harmonique.
Pour que ce dernier cas se présente il faut et il suffit qu’en un point
particulier de D, les V,(@, v) soient bornées, ¢’est-h-dire que la série
soit convergente. Donc : s¢ une série de fonctions harmoniques el posi-
tives dans un domaine D converge en un point de ce domaine, clle con-
verge uniformeément vers ure fonction harmonique a U'intéricur de 1. On
retrouve ainsi un théoréme de M. Harnack.
Plus généralement, supposons que les termes d'une série

1y oy oaen Opy
soient des fonctions harmoniques dont les minima dans D sont
My, My, ., I,

Les fonctions ¢, — m, sont harmoniques el non négatives dans D.
Supposons que lasérie m, soit convergentes; si, enun point de D, Tes
SOMMES 9, =+ ¢y =4 ..+ ¢, sont bornées, quel que soit p, en ce point
la série ¢, — m, est convergente, clle converge done aniformément i
Pintéricur de D il en est de méme de la série o, Done = si la série m,
est convergente et si en un point de D les sommes ¢, - ¢, ... 4= ¢,
sont bornées, la série ¢, converge uniformément dans D.

Supposons que la série ¢, converge en un point de D et que les
SOMMes m, 4+ m, +...4+ m, soient bornées, alors la série ¢ ,—m, con-
verge au méme point que la série o, et le résultat subsiste @ la série ¢,
converge uniformément i 'intéricur de D.

Je ferai remarquer, en (erminant, que, dans tous les théoremes
qui précedent ou Pon a monteé Ta convergence d'ane série de fone-
tions harmoniques dans un domaine D, les séries formées par les
dérivées partielles d’un ordre déterminé de ces fonetions convergent
vers les dérivées partielles correspondantes de la somme de la
serie.
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I1.

6G1. Je me propose de donner quelques propriétés des sommes de
series de fonctions analyliques de =, dans le cas ot la convergence
n’est pas uniforme. Les fonctions de s, somme de telles séries, ¢ est-
a-dive Timite de fonctions analytiques, seront appelées fonctions de =
e premicre classe, e¢n adoptant une dénomination analogue a celle
que M. Baire a introduite pour les fonctions de variables réelles.

Une fonction de premicre classe peut toujours étre considérée
comme la limite d'une suite de polynomes en s. Soient en effet

./.1(:')’ ./'ﬁ(:)y sy ,/;1(3)7

les fonetions analyvtiques qui ont pour limite la fonction F(z) dans un
domaine D limité par le contour CG. Désignons par

1 Al ‘1
iy 4%y eaey iny P

ane suite infinie de contours fermés, intérieurs & D et ayant pour
limite le contour €5 on peut trouver un polynome P, (z) qui, dans le
. . - ’ al b4 " . M - l
domaine D, limité par le contour G, différe de /,(s) de moins de o
en valeur absolue. La suite des polynomes P,(3) a méme limite que
la suite /(=) en tout point intéricur & D, ear ce point appartient i
tous les D, lorsque 22 est assez grand et la différence P,(s) - /,(=)
a pour limite o lorsque 2 croit indéfiniment. On peut dive aussi que
F(z) est la somme de la série de polynomes

nozw

Y . -y
Pi(z) 4+ X [Puca(s) = Pu(3)]-
el

Considérons une fonction de s de premiére classe F(s), je dis que,
duns tout (/()/lt(li/m, on /)(:u/ en trouver un aulre o cetie /()/&(:ll()lz. est
analytique () et o la suite qui a pour limite ¥ (5 ) converge uniforme-

(1) Ce théoréme a ¢1é obtenu indépendamment par M. Lebesgue et par moi,
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ment; en d'autres termes, dans le domaine D, dans lequel F(z) est
, . - N T A ’ . N N

définie, il y a une infinit¢ dénombrable de domaines ¢ ot elle est

analytique.

62. Je démontrerai d’abord le théoreme suivant @ Si, pour une suite
infinte de jfonctions continues, en chague pont d'un domaine D, la plus
grande des limites des modules des valews de ces [fonctions est finie,
dans tout domaine D ,, intérieur a D), on peul trouver un aulre domaine
dans lequel les modules de toutes les fonctions sont bornés (¢’est-i-dire
ont une méme limite supérieure).

Soient [y fos oo [us oo les fonctions de la suite; si, dans le
domaine D, les | /,| sont inféricurs & 1, le théoréme est démontré;
sinon. il existe une fonction f, qui, en un point de Dy, vérifie I'ing-
galité

[fo | > 15

comme [/, est continue, cette inégalité sera vérifice dans un
domaine 4A,, intéricur & D,. Considérons la suite

,fn,-&-l? ‘/./u, -1y ey ./‘n, 1k

Si les modules de ces fonctions sont inféricurs & 2 dans A,, le théo-
réme en résulte, sinon, on peut trouver un domaine A,, intéricur
a Ay, dans lequel, pour une fonetion f, (n,>>n,), on a

I-/.”ul = 9,

ete.; en continuant ainsi, on arrive & un domaine A, o5 siles fonetions
_ﬁ,puﬂ,‘. n’ont pas toutes leurs modules inféricursip, dans ce domaine,
on trouvera une fonction (/,,,,(/z/,>/z/, ) et un domaine A/, contenu
dans A,_,, pour lequel

L/'n'/:] >[)'

On doit nécessairement aboutir ainsi & un domaine A,, dans lequel
toutes les fonctions /, . ont leurs modules inféricurs i 7, car, dans le
cas contraire, on définirait une suite infinie de domaines

Ay Agy ey A,
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emboités chacun dans le précédent et ayant, par suite, au moins un
point limite P. En ce point on aurait

=1 Wl >0 e Ul

par conséquent la plus grande des Timites des | /,| ne serait pas finie.

La démonstration qui préeede est indépendante du nombre des
variables dont dépendent les f, elle sapplique aux fonctions de
variables réelles comme aux fonctions de variables complexes (*). En
outre, on peut remplacer le domaine D, par un ensemble parlait
quelconque, composé de points intéricurs 2 D = les domaines A, sont
alors des ensembles fermés dont chacun contient tous les suivants.

63. Nous dirons qu’une suite de fonetions /, est bornée en un
point P, si Pon peut entourer ¢e point d’une sphére, de centre P et de
rayon assez petit, pour que dans celle sphére les modules de toutes
les /, soient inférieurs & un nombre fixe.

Dans le cas olrcette sphre n’existe pas, nous dirons que la suite f,
n’est pas bornée en Po L’ensemble des points en chacun desquels une
suite n'est pas bornée est évidemment fermeé, le (héoreme précédent
montre qu'il nest dense dans anecun domaine, lorsque la suite est
finic en chaque point. Nous dirons aussi que la suile est bornée en un
point P d'un ensemble parfait 1, sur cet ensemble B, lorsque dans
ane sphére assez petite de centre P,oeb pour tous les points de Pen-
semble qu'elle contient, les modules des /,, sont bornés; 'ensemble
des points oft une suite, finie en chaque point, n’est pas bornée sur
un ensemble parfait I est un ensemble fermé, non dense par rapport
A K.

On peut dire aussi, en désignant par F la fonction qui est égale en
chaque point & la plus grande des limites des | /], que Pensemble
des points ot cette fonction F n'est pas bornée par rapport & un
enscmble parfail quelconque est un ensemble fermé non dense sur K.

En particulier, si unesuite /, converge en tout point du domaine D,

(1) Si l'on se horne aux fonctlions de variables réclles, lo théorcme s’applique encore
A la plus grande des limites des valours posilives ou & la plus petile des limites des
valours négatives.
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vers une fonction F, on voit que la fonction limite est bornée dans D,
sauf aux points d’un ensemble fermé, non dense dans D (*).

64. Voyons quelles conséquences vont résulter du théortme pre-
cédent, lorsqu’on lapplique & une suite de fonctions analytiques /, (=),
convergente dans le domaine D.

Soit D, un domaine contenu dans D, dans D, se trouve un
domaine ¢ ol les | £,(5)] sont bornés, done dans & la suite converge
uniformément et la limite F(z) est analytique : ¢’est la proposition
énoncée au début.

Il est facile de former de telles suites : soit un carré OABC dont les
cotés OA et OB sont sur les axes O et Oy. Sur le ¢oté OA je consi-
deére une infinité dénombrable d'intervalles « partout denses sur OA.

Fig. 3.
Y
B o
(0] A X

Les points de OA qui ne sont pas & Uintéricur d’un intervalle « for-
ment un ensemble parfait B, si Pon suppose que les intervalles «
n’ont, deux i deux, aucun point commun. Je considere les rectangles
tels que («), ayant pour base intervalle « ¢t pour hauteur OB. Soient

Ugy Ugy  evvy Up,

(1) Le théoréme des n® 62 et 63 comporte de nombreuses applications; pour me borner
au cas d'une variable réelle, considérons une fonction conlinue, ayant ¢n chaque point
ses nombres dérivés 4 droite, finis. Ces nombres dérivés sont alors bornés sauf aux
points d'un ensemble e, fermé et non dense dans Uintervalle (e, b) ot f(x) est définie.
Dans chaque intervalle contigu & ¢, les nombres dérivés 6lant bornés, la fonetion admet
une dérivée, sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle. Les intervalles contigus
étant en infinité dénombrable, on voit quo I'ensemble des points ol (&) n’a pas de
dérivée a une mesure au plus égale & celle de Pensemble

S
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les intervalles u rangés dans un ordre quelconque, et considérons les
n premiers w,, u,, ..., 1,. Dans chaque rectangle («,), (w,), ..., (w,),
. \ \ N . . Ayt s I
je meéne deux paralleles & Oy, & des distances des cotés égales & —

. . ‘. N I N
et deux autres a des distances égales - ("). Fappelle

2

(), (), oy (1),

les rectangles intéricurs (couverts de hachures sur la figure) ot ()
les rectangles qui empictent sur deux rectangles voisins el qui sont
limités par les paralleles menées aux distances ;1,; (il peuty avoir, 4
droite et & gauche, des rectangles (o), limités Pun i AG, Pautre & OB).
Soient () une fonction continue et définie pour les points de 'en-
semble Boet 4, (z), b.(5), ..., 4, (=), ... uneintinité de fonctions
analytiques dans le rectangle, d"ailleurs arbitraires.

Dapres le théoreme de Weierstrass, rappelé précédemment, il
existe un polynome en z, P, (z), qui, dans le rectangle («) ), differe

1 . ) ! N . . . v pos] e A iffore ,
de b, (z) de moins de = en module; dans le rectangle () differe de
. ] . LT O
1. (3)de moins de - en module, efe.; dans le rectangle (w,) differe
° . I . P
de b, (=) de moins de = cnmodule et qui, en outre, dans chacun des

rectangles (o) dilfere de moins de /'—1’, en module, de la valeur o (2,),
que prend la fonction o), en un point quelconque 2, de K, situd
sur la base du rectangle (0) qui est sur Ow.

La suite des polynomes P,(z) est convergente dans le carré OABC.
Dans chaque rectangle (v) elle converge uniformément vers une
fonction analytique b (z) et sur chaque parallele & Oy, menée par un
pointde K d’abscisse a, elle converge vers ¢(x). En effet : soit P un
point appartenant i un rectangle (u;), pour r assez grand ce point

appartient & un rectangle («f); il saffit que > > A élant la plus

I
%
petite des distances de Pauxeoteés du rectangle, paralléles & Oy alors

(1) Si un des intervalles uy, ..., 1, a une longueur moindre que ;roon pourra dimi-

nuer les distances des paralléles aux colés.
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ey - 1
le module de la différence P,(5) — ¢,(z) est moindre que ~» done au
point P, P,(z) a pour limite $;(z).

Soit P un point situé sur un colé parallele & Oy d'un des rec-
tangles (), ou situ¢ hors de tous ces rectangles : ce point P se pro-
jette sur Oz en un point pde E d’abscisse 2. Le point p est situé entre
deux des intervalles w,, u,, ..., u,, dont la distance a pour limitc o

I . . . . .
avec — et, par conséquent, si x, est abscisse d’un point quelconque
()
de B situé entre ces deux intervalles, la différence @ — x, et, par con-
14 —— « Hlorone - y Y i % LI - -l A
séquent aussi, la différence ¢ () — 2(a,) tendent vers o avee — (1),
Le point p est toujours dans un intervalle ¢, et la valeur de P,(s) en P
differe, en module, de moins de - de la valeur ¢ (). Done P,(z5) a
méme limite que ¢(x,), ¢’est-a-dire a pour limite ¢(w). Par consé-
quent la limite de la suite P, (z) ou la somme de la série

ne=w

Pi(s) "*‘"2: [Pyii(s) — Puls)]

nzs 1

est analytique dans une infinité de domaines, partoul denses dans le
carré. On voil en outre qu'une suite de polynomes en s peut repré-
senter, dans une infinité de domaines ¢, des fonetions analytiques
distinctes.

- 65. Soit P un point quelconque du domaine D, dans lequel une
suite /,(s) converge vers la fonction F(z). Je dirai que le point P
est un point de convergence régulitre pour la suite /,(s), ou plus
bricvement un point régulier, si, dans un cercle de rayon assez petit
et de centre P, les fonctions /,(5) convergent uniformément. Dans le
cas contraire, le point P sera dit un point irrégulier. Soit i I'ensemble
des points irréguliers dans le domaine D, il résulte de ce qui précede

(1) Si p est le point O ou le point A, il suffit de considérer Uintervalle u qui est le
plus voisin a sa droile el qui fait partic de wy, 1y, oo., wy, dans le premicr cos, el le plusg
voisin & sa gauche, daus le second.
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que cet ensemble est non dense dans E. Je dis que ¢’est un ensemble
parfait :

D’abord, ¢’est un ensemble fermé ; en effet tout point P, limite de
points irréguliers, est un point irrégulier; car, dans un petit cerele
déerit autour d’un point régulier comme centre, tous les points sont
réguliers. En outre, Uensemble E n’a pas de points isolés. Soit, en
effet, un point P, supposé irrégulier et isolé; je peux décrire une cir-
conférence v de centre P et de rayon assez petit, pour que tous les
points de cette circonlérence soient réguliers.

Soit A 'un d’entre eux; dans un cercle de centre A et de rayon ¢ la
série converge uniformément; je prends pour g la plus grande valeur
possible. A chaque point A de la circonférence vy correspond un
nombre g non nul : ces nombres g ont un minimum ¢ différent de o,
car on peut trouver sury un point o tel que, dans tout are de milien o,
le minimum soitencore ¢; or, au point o, p a une valeur g, non nulle;
done, pour tous les points d’un arc de milicu o situé & Pintérieur du

o Fo

cercle de centre P et de rayon ™ preste loujours supéricur d 7% done

o

,"‘

N . . . . . ’ ) .

o, qui estson minimum, estsupéricur i - Il résulte de T que je peux

recouvreir entiérement la circonférence v, avee un nombre fini de
. P s 0 s osoier S ¢ ees cercles

cercles de rayons ¢ @ soient Gy, Cy, ..., G, ces cereles. On peut

trouver n, tel que dans G, on ait

If—/ul<e

pour z- n,, € ¢tant arbitrairement choisi; de méme, on peut trouver

Ny, .oy 0y, Lels que

4

dans C, | f—Sn] <€ pour "z ong,

dans C, | S~ Sfu] < pour nzon,.
Sin/ estle plus grand des nombres 7., n,, ..., r,, on aura pour n-" 7/
|/ —/fu|<e

en tous les points de la circonférence y. Donc, les fonctions f, (=)
convergent uniformément sur v; comme elles sont régulieres dans le
Ann. fic. Norm., (3), XXIV. — JuwLer 1907 I



322 P. MONTEL.

cercle v, on en conclut qu’elles convergent uniformément dans ce
cercle et que, par suite, le point P ne peut étre irrégulier: L'en-
semble B est un ensemble par/ wit, non dense.

66. Je dis maintenant que cet ensemble est continu et d’un seul
tenant avec la frontiére C du domaine D.

Supposons d’abord que U'ensemble B ne soit pas d’un seul (enant et
soit E, une partic de E telle que la distance mutuelle d'un point
de B, et d'un point de B —E, ait un minimum /% non nul. L'en-
semble B, est fermé, puisque Pensemble B est fermé et que les en-
sembles B, et B — K, sont séparés. Je décris, autour de chaque point
de Ky comme centre, un cercle de rayon -/:, Qapres un théoreme de
MM. Borel et Lebesgue, on peut, i Paide d’un nombre fini £ de ces
cercles, enfermer tous les points de E,. L’ensemble des points situés i
Pintérieur de 'un au moins de ces cercles forme un ou plusieurs
domaines connexes : soit A 'un de ces domaines et I le contour limi-
tant le domaine A & P'extérieur, ¢’est-a-dire que tous les points de I’
peuvent étre joints au point a Uinfini du plan par un chemin ne ren-
contrant pas A. Si je mene le contour IV parallele an contour I', vers
Pextéricur et & une distance de I' moindre que ;/;', le domaine annu-
laire compris entre T et I ne contient aucun point de H. Tracons
entre I' et 1" une courbe v que 'on peal supposer rectifiable ou
méme analytique.

Chacun des points de v est un point régulier; en reprenant le
raisonnement qui a ¢1¢ fait au paragraphe précédent dans le cas d’un
cercle v, on démontrera que la suite converge uniformément sur la
courbe y. I en résulte qu'elle converge uniformément dans A et que,
par suite, ce domaine ne contient aucun point de E, ce qui est impos-
sible, puisque le centre de chacun des cercles qui ont servi a définir A
est un point de I, donc de K. Ainsi Pensemble B est d'un seul
tenant.

On démontre de méme qu'il est impossible que Pensemble B soit
separé de la fronticre G de D5 il suflit de faire jouer, au minimum non
nul de la distance d’un point de B i un point de C, le role que joue
le nombre £ dans la démonstration ci-dessus.



SUR LES SUITES INFINIES DE FONCTIONS. 323

Enfin, ensemble E est un ensemble continu : en effet, s'il élait
discontinu, il existerait au moins deux points P et P"de cet ensemble
et un nombre = tels qu'il soit impossible de construire une ligne poly-
gonale ayant pour sommets des points de K, pour extrémités les
points P et P et dont chaque ¢oté ait une longueur moindre que e.
Autour de chaque point de E comme centre, déerivons un cercle de

£ ) . .
rayon -; on peut enfermer tous les points de K dans un nombre fini £

de ces cercles @ Pensemble des points intérieurs & P'un au moins de
ces & cercles ne peat pas étre d'un seul tenant, sinon on pourrail
joindee P P2 par une ligne polygonale remplissant les conditions
précédentes. 11 en résulte que Pensemble B oest formé au moins de
deux ensembles séparés : nous savons que cela est impossible, done B
est conlinu.

En résumé, on peut énoncer le théortme suivant :

Ltant donnée une séric de Jonctions analytiques de =z dans un
domaine D, convergente dans ce domaine, Uensemble des points (rrégu-
licrs est parfait, non dense dans D, continu et d’un seul tenant avec la
Jronticre duw domaine.

67. Que peut-on dire de la fonction F(z), sur 'ensemble I des
points irrégulicrs 2 La fonction F(z) est ponctuellement discontinue
sur tout ensemble parfait et par suite sur K. En effet, si Fon pose

./.u(z) ==l ”u(""" V) "‘"u.(""" ,V)’
Fo)y = Ula,y)+iVix,y),

les fonctions w, et ¢, ont respectivement pour limites U et Vs il en
résulte, d’apres un théoreme de M. Baire ('), que ces fonctions U et 'V
sont ponctuellement discontinues sur tout ensemble parfait et, par
conséquent, il en est de méme de F(z).

Je vais donner une démonstration directe troés simple de celte
proposition, pour une suite de fonctions d’un nombre quelconque de
variables.

() Sur les fonctions de variables réclles (Annali di Matematica, 1849 ).
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Considérons une suite infinie de fonctions continues f,, /., ...,
Su» +++» dépendant d’'un nombre quelconque de variables réelles ou
complexes, et convergeant, dans un domaine D, vers la fonction F.
Je dis que : dans tout domaine D,, intérieur a D, on peut en trouper un

autre pour lequel
| F—fal<e pour n>p,

e dtant un nombre positif choisi a Uavance.

D’abord, dans tout domaine, il en existe un autre ou les | /, [ sont
bornés; nous supposerons done qu’il en est ainsi dans D,. Donnons-
nous ¢, si 'on peut trouver un nombre p tel que, dans Dy, pour 7 et
supérieurs 4 p, on ail

’fn"“fn” < g,

Ie théoréme est démontré, car il suffit de faire croitre 2" indéfiniment
pour obtenir, en chaque point de Dy, 'inégalité

| fo—F|Ze.

Dans le cas contraire, il existe un point P dans D, ¢t deux nombres
n, et r, tels que, en P,

If!h"'fn’,l>€, ni > ny.

Les /, étant continues, cette inégalité a lieu pour tous les points
d’un domaine A, entourant P. Considérons, dans A,, la suite

fui: ./-n’rM’ /n’..;.z, ooy ./'m ey
1. & partir &’ : o T
st, a partir d'un rang p, on a, pour tous les points de A,
lfn“‘fn' | <e n, n'>p,

le théoreme est démontré, sinon, il existe un domaine A,, intérieur
a A, et deux nombres n, et 7, (), “n, < n), tels que

]‘/.’7"*/;"1[ =€,

dans A,, etc.; en continuant ainsi, on arrivera nécessairement 4 un
domaine 4,, dans lequel I'inégalité sera vérifiée; sinon, on définirait
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une suite infinie de domaines, chacun contenu dans le précédent, qui
auraient, par suite, au moins un point commun w. En ce point » on
aurait les inégalités

! ./.u."‘./.n} I >,

l/;’u_-flla ‘ > €,y

les nombres n,, 2, n,, n,, ..., n, n., ... croissant indéfiniment
avee r. Mais ceci est impossible, car, lasuite /, étant convergente en v,
on a, a partir d’un certain rang,

| fu—Sw] <t

pour toutes les valeurs 2 et 2 qui dépassent ce rang.
Dans le domaine Dy, on peut donc trouver un domaine D', en tous
les points duquel on ait, pour n assez grand,

¥ —fu] <e

La fonction f, étant continue dans 1)}, on pourra trouver dans ce
domaine un domaine D7 tel que, si /, et f, sont deux valeurs quel-
conques de la fonction f, dans DY, on ait

‘/::""/"]<E;

on déduitdely | F—F | < 3¢, I étant la limite des f). Ceei posé, con-
sidérons une suite infinie de nombres positifs décroissant jusqu’a o,
par exemple,

I 1 I
I =y 5 L e .
» ;
2 3 n

Dans D,, je puis trouver un domaine D’ dans lequel I'oscillation
de I, ¢’est-h-dire le maximum dumodule de F—TF', ne dépasse pas 1;
dans D', je puis trouver un domaine D” ott oscillation de F ne dépasse

I . \ . .
pas = ete.; dans D=9, on peut trouver un domaine D™ ot I'oscillation

. , 1 , .. . ,
de F ne dépasse pas —- On forme ainsi une suite dénombrable de do-
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maines
D, DY, ..., D,

dont chacun est compris dans le précédent et qui ont au moins un
point limite P (*). Au point P, la fonction F est continue, car, étant
donné le nombre «, si P’ est un point situé & intéricur d’une sphoére

. . . 1
de centre P, contenue tout entiere dans D™ <n > ;), on aura

|[F(P) —F(P)| <e.

La fonction I possede dans tout domaine Dy intéricur i D des points
de continuite, elle est ponctuellement discontinue dans D.

Dans la démonstration précédente, on peut remplacer le domaine D,
par un ensemble parfait quelconque, tous les résultats subsistent, en
adoptant, pour la continuité d’une fonction en un point d’un ensemble,
les définitions bien connues pour les fonetions de variables réelles
qui s’étendent immédiatement au cas des variables complexes. Done
la fonction F est ponctuellement discontinue sur tout ensemble par-
fait.

En particulier, une fonction de premicre classe ¥V (z) est ponctuelle-
ment discontinue sur [ensemble par fait ¥ des points irréguliers.

63. Donnons un exemple : je reprends le carré OABG de Pexemple
du paragraphe 64, menons des segments paralléles & OA, aux dis-

T ) A . , .
tances 1, AR R I de ce eoté. On peut construire une série de po-
. 1 3
lynomes en z qui, surchaque segment y = > Converge vers une fone~

tion de premicre classe ¢,(x); sur OA, converge vers une f[onction
de premiére classe g, et, dans la bande comprise entre les droites

I I . . ’ .
V== o0 Y = s CONVErge vers une fonction analytique §,(=).
v . I . . .
En cffet, menons les droites y == == —, qui limitent un rectangle Ry

avee les droites OB el AC supposées prolongées au-dessous de O, En
dehors de ce reclangle se trouvent (2 — 1) des segments situés sur

(1) Pour éviter toule difficulté relalive au ecas ot P serait sur les frontiéres dos
domaines 1), on pout toujours supposer que D est complétement intérieur 4 D1,
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les droites

Y=L Y=o e yE

2

9 , I
Prenons Pun d’entre eux d’ordonnée -, menons les segments paral-

A.
. , 1 1 . . . , .
leles d’ordonnées 5 == —, qui, avee les droites OB et AG, déterminent
S . I I
unrectangle RY. De méme les segments dont les ordonnées sonts — -,
3 v 4

T 1 T v . 9
el + o définissent un reclangle R}, Soit, d’autre part,

Qf(x), Qi(r), ..., Qhx),
une suite de polynomes convergeant vers g, (). Geel posé, il existe un
polynome P, (z) qui, dans les rectangles

Re, RYGORE .. RY, ..., RE
.y . 1 . > .
diffétre en module de moins de o respectivement, desfonctions

Qn(=), Qi(z), ..., Qi(s), ..., Qi'(s)
el qui, dans les rectangles

R, R, L., R,
. . It . . .
differe en module de moins de > respectivement, des fonctions

’-])1(5), "1[’2(5)7 R qJn—l(z)'

Lorsque n croit indéfiniment, les polynomes P, (z) ont pour limite,
dans le carré OABC, une fonction F(z), analytique entre deux quel-
conques des segments tracés parallelement & Ox et qui, sur chacun
d’cux et sur OA, converge vers une fonction de premiére classe. L'en-
semble des points irréguliers est formé ici par tous les segments paral-
leles & Oz et le segment OA.

69. Voyons maintenant comment se comportent les fonctions f,(z)
dans le voisinage d’un point irrégulier P. Je dis que ces fonctions
s'approchent autant qu’on le veut d’une valeur quelconque @. D'une
maniere précise, Gtant donnés un nombre @ et un nombre positife arbi-



328 P. MONTEL.

trairement petit, pour tout cercle y de centre P, i/ v a une infinité de
Jonctions [, (=) qui prennent, a lUinterienr du cercle, des valeurs différant
de a de moins de €. On peut ajouter que, parmices valeurs, iy en atou-
Jours une infinité pour lesquelles U argument de [,(s) — a est aussi voisin
gidon le veut d'un argument quelconque.

En effet, s’il n’y avait qu'un nombre fini de fonctions f,(=). pour
lesquelles la différence f,(z) — @ ait dans le cercle y un module mi-
nimum inférieur ou égal & €, & partir d’un certain rang, on aurait tou-
jours, a I'intérieur du cercle,

|fn(5)—'a|>€;

la convergence serait uniforme dans le cercle et le point P ne serait
pas irrégulier.

De méme, s’il n’y avait qu’un nombre fini de fonctions /, pour les-
quelles I'argument de f,(s) — @ puisse prendre (z étant dans le
cercle v) des valeurs comprises entre @ — ¢ ¢l @ -+ &, en prenant un
point & dans le¢ demi-angle formé parmi les demi-droites issues de «
qui ont pour arguments ® — ¢ ¢t ® - ¢, on aurait & partir d’un cer-
tain rang

| fu(3) = b] > 1,
k étant un nombre fixe et la convergence serait uniforme & inté-
ricur de y.

70. Considérons maintenant I’équation
Su(5)=a;

elle admet dans le domaine D un certain nombre de racines; suppo-
sons que I'on ait marqué tous les points racines des équations obte-
nucs en donnant & n toutes les valeurs entitéres et soit E, 'ensemble
dérivé de ces points racines (*). Je dis que, si en un point régulier F(z)
prend la valeur @, ce point appartient & ensemble E,. En effet, si ce
point P n’appartenait pas 4 K,, il n’y aurait pas, dans le voisinage de P,
une infinité de points racines et ’on pourrait tracer un cercle v de

(1) Si un point est racine pour une infinité de valeurs de =, je le considére comme fai-
sant partie de BEy.
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centre P et de rayon assez petit pour que, d lintérieur et sur lacircon-
ference de ce cercle, 1l n'y ait pas de point racine, lorsque n est assez
grand, de I'équation

Ju(z)=uqa.

D’autre part, la fonction F(z) étant analytique au point P, on peut
choisir le rayon du cercle y de maniére qu’il n’y ait pas, sur la circon-
ference, de point pour lequel F(*) prenne la valeur «; alors sur la
circonférencey, F(z) — @ aun minimum non nul, £. Comme les f,(=)
convergent uniformément autour de P, on peut supposer que le rayon
de v est assez petit pour que la convergence soit uniforme sur la cir-
u)uf(lm‘n('( ; 4 partiv d’un certain rang, /,l<.,) differe de F(s), surcette
circonférence cten valeur :1])50]110., de moins de '/;, done pour r assez
grand

| =) —a|> 2k

sur la circonférence v, et, en outre, Uéquation /,(z) ==a n’a pas
de racines dans .

Le minimum du module des valeurs de /,(z) —a i Uintéricur et
sur la circonférence du cercle v esCalteint, dans ces conditions, pour
un pointde lacirconférence, et l inégalité quiprécede est vérifiée pour
tous les points du cercle. La convergence élant uniforme, on aurait
dans le cerele

[ F(5)—e]|= {A’,

ce qui contredit Phypothése que F(z) = @ au point P. Donc P appar-
tient & I§,. Par suite :

l(m//)()u// /1"f11/1(*r appar teent aun B, el un seul, cf, par conse qu ent,
siun pmnt de D appar tient ala fois & B, et & 1§, ¢’est un pan irrégu-
lier. Les points communs aux deux ensembles B, ot By, @ et b étant
deux nombres quelconques, font partie de Pensemble B des points
ireé rull('ls( )

(t) On peul (l’uillours' démontrer que, réciproquement, autour de chaque point irrégu-
lier, les équations P, (%) ==« ont une infinité de racines, saul p(*ut-vl,xp pour une seule
vnl(»m de «a; en d'autres termes, un point irrégulier appartient & B, pour toutes les
valeurs de @, sauf peut-6tre une valeur exeeptionnelle.

Anm. Le. Norm., (3), XXIV. — Juwer 1go7. P
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I11.

71. Dans quel cas peut-on aftirmer que la limite d’une suite con-
vergente de fonctions analytiques représente une fonction analy-
tique ? Tout d’abord, il en est ainsi chaque fois que 'on peut recon-
naitre que la convergence est uniforme ou qu’elle est simplement
uniforme : par exemple, la limite sera analytique lorsque les fone-
tions de la suite sontbornées en module ou, plus généralement, si'on
peut extraire de la suite donnée une suite nouvelle dont les (ermes
Jn(z) ont des modules bornés ou sont tels que les modules des diffé-
rences f,(5) — a restent supéricurs & un nombre fixe.

Mais il n’est pas nécessaire qu'une série de fonctions analytiques
converge uniformément pour qu’elle représente une fonction analy-
tique. Une condition nécessaire est que la somme de la série soit une
fonction continue de z. Pour cela, il faut et il suffit, comme ’a montré
M. Arzela dans le cas des suites de fonctions de variables réelles (1),
que laconvergence soit quasi-uniforme, ¢’est-d-dire que, ¢tant donnés
e positif arbitrairement petit ¢t un nombre p aussi grand que Pon
veut, on puisse recouvrir tout domaine intérieur D & aide d’un
nombre fini 2 de rectangles de eotés paralléles aux axes (ou de tous
autres domaines), D,, D,, ..., D, tels que, dans D,

¥/, <2,
dans D,,

[ B —/fu, | <5,
et dans D,,,

| B — S | < ¢,

les nombres n,, n,, ..., n, étant supéricurs a p. Voici une démons-
tration simple de cette proposition.

La condition est nécessaire : en cffet, soit 5, un point d’un domaine
D" intérieur & D ot la suite /,(3) converge vers la fonction analy-
tique F(s). On a, dans un cercle de centre 5, et de rayon g et pour n

(V) Sulle seriedi funzioni ( Memorie della R. Adccademic di Bologna, serie 5, tomo YIID).
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assez grand et fixe,

F(:n)—./‘n(zn)l <,
!F (3) - F(So)l <g,
l/n(:) —_/',,(Z())] <5v

donc |F(z) — /,(z)| < 3¢, e ¢tant donné. Nous prendrons pour 2 un
des nombres supéricurs & un nombre donné p, pour lesquels la pre-
micre inégalité a lieu et pour p la grande valeur possible. Chaque
point de D" peut ainsi étre entouré d'un cercle derayong, il enrésulte,
d’apres un théoréme déjacité de M. Borel, généralisé par M. Lebesgue,
qu'on peut couvrir le domaine D" 4 Paide d’un nombre fini m de ces
cercles, soient Dy, Dy, ..., D, auxquels correspondent les nombres
Iy Ty, ooy 1y, Lous supéricurs a p. On a, dans le cercle Dy, Uinégalité

Il:(s)_",//l‘(,:)l<3sy

la convergence est done quasi-uniforme.

Réciproquement, supposons que la convergence soit quasi-uni-
forme; donnons-nous un nombre &5 un point z, du domaine D appar-
tient & un domaine Dy, & Pintérieur duquel

[F(z)—/u(5)] <e

et nous pouvons supposer que r; est supéricur an nombre entier p &
partir duquel on a

[ ¥ (5,)—fu(3,)]<e pour np.

D’autre part, dans un cercle de centre 5, intéricur 2 D; et assez
petit, on aura
| Sui(5) —Su(50) | <6,

done, puisque
| F(z,) ~fu(5,) | <&,

on obtient
[ F(5)—F(s)] <Z¢;
comme & est arbitraire, F(s) est continue en 3z, et, par suite, dans
tout le domaine D.
Cette convergence quasi-uniforme suffit dans certain cas pour qu’on
puisse affirmer que la fonction limite est analytique. Supposons, par
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exemple, que 'ensemble E se compose d’une courbe rectifiable ct
sépare le domaine D en un nombre fini de domaines partiels. Lafonc-
tion F(z) est analytique dans D, sauf peut-¢tre sur E; elle est partout
continue ; d'aprés un théoréme de M. Painlevé, elle est analytique
dans tout Ie domaine D. Il en est de méme, lorsque Uensemble B est
formé d’un ensemble réductible de courbes analogues.

72. Laconvergence quasi-uniforme ne suffit pas dans tous les cas :
en d’autres termes, une série convergente de fonctions analytiques
peut représenter une fonction F(s) continue dans D mais non analy-
tique dans tout ce domaine. Reprenons exemple du paragraphe 64
et supposons que (&) soit une fonction continue de @ sur OA, con-
stante dans chaque intervalle @ (*). Je prendrai, pour lafonction 4, (s),
la valeur constante de la fonction 2 (2), dans Uintervalle ;. Dans ces
conditions, la fonction limite ¥(z) des polynomes P, (z), définis dans
ce paragraphe, est une fonction conlinue dans le carré, constante et
par conséquent analytique dans chaque vectangle (u), sans étre con-
stante partout dans le domaine OABC (*).

73. Un probleme qui se rattache étroitement i celui qui précede
est celui de la recherche des conditions auxquelles doit satisfaire une
fonction F(z) pour qu’on puisse la représenter par Ta somme d'une
série de fonctions analytiques de z. Toute fonction de premiére classe
doit posséder les propriétés suivantes :

1. Dans tout domaine intérieur i son domaine d’existence, on peut
en trouver un autre, dans lequel F(s) est analytique.

2. Lafonction F(s) doitétre de premiére classe enw, y(s = w ~1iy),
¢’est-i-dire doit étre ponctuellement discontinue sur tout ensemble
parfait.

(*) Par exemple, si lensemble E du paragraphe 64 n'est pas de mesure nulle, on
pourra prendre pour ¢(x) le nombre qui mesure U'ensemble des points de I8 situés sur
le segment (O, x) de Vaxe Q..

(2) Une condition suffisante pour que f(z) soit analylique est que la suite [,,(3) soit
intégrable Lerme a terme, mais celte condition nest pas néeessaire. Voir P. MoxTeL, Swr
les suites de fonctions holomorphes ( Bulletin des Seiences mathéinetiques, 1906 ).
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Je ne sais pas si ces propriétés caractérisent les fonctions de pre-
mic¢re classe en z. I semble que I'étendue et la structure de en-
semble des points oitla fonction n’est pas analytique doivent ici jouer
un role. Une des principales difficultés des démons(rations que P'on
peut faire pour essayer de démontrer que ces propriétés sont suffi-
santes provient de ce que, au contraire de ce qui se passe pour les
fonctions de variables réelles, une série uniformément convergente
de fonctions de premicre classe en z n’a pas nécessairement pour
somme une fonction de premicre classe en z. Par exemple, une
fonction continue quelconque de s peat &tre représentée par une série
uniformément convergente de fonctions de premicre classe en z (*).

74. Les conditions I et I sont suffisantes lorsque U'ensemble T des
points ot lafonction 1°(z) n’est pas analytique est un ensemble dénom-
brable. L'ensemble T est fermé pour toute fonction F(z), done il est
réductible Torsqu’il est dénombrable. Je me bornerai au cas ot I'en-
semble T se compose dun nombre fini de points, on passera ensuite
au cas général par un procédé bien connu. Supposons, pour sim-
plifier, que le domaine D olt la fonction F(s) est définie soit le plan
tout entier et marquons les points Ay, A,, ..., A, de 'ensemble T.
Formons I'¢toile relative aux points Az, el un point quelconque O du
plan quin’est pas en ligne droite avee deux des points A, et autour de
chaque point A; comme centre, tracons un cercle de rayon )IZ; sur le
segment de la droite OA; qui est au dela de A;, construisons un ree-
tangle, limité par des paralltles & cette droite aux distances ,iL et des
perpendiculaires, mendées aux distances /i et noda point A, Soit enfin,
D,, le domaine connexe, situé i Uintéricur du cercle de centre O et de
‘ayon n, qui laisse i son extéricur les rectangles précédents et qui est
limite pardes arcs du cercle de rayon n, des paralléles aux droites OA;

. . 2 . .
a des distances ~ de ces droites et des demi-cercles de centre A; et

2 ., . \ .
de rayon -,» lournant leur convexité vers O. Il existe un polynome

(Yy Voir LuBuscue, Bulletin des Sciences mathématiques, 2° sorie, t. XX VII, mars 19o3.
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P,(z), qui dans chaque rectangle et dans D, differe, en module, de

. I .
F(s) de moins de ~ et qui, dans les cercles de centre A; et de

rayon %’ différe, en module, de moins de ﬁ> des valeurs a; que prend
F(z) en A,. La suite P,(s) a pour limite F(z).

Les points A; peavent étre des points singuliers d'une fonction ana-
Iytique F(z); on peut alors choisir arbitrairement les valeurs «; (*).

On a une démonstration analogue & la précédente, lorsque Pen-
semble T se distribue sur un ensemble réductible de lignes, il suffit
de réunir ces lignes & la frontiére du domaine D par des lignes sup-
plémentaires, de maniére i obtenir pour I'ensemble E des points irré-
guliers un ensemble d’un seul tenant avee la frontiere. Nous avons
un exemple de cette nature au paragraphe 68. En particulier, I'en-
semble T peut étre constitué par 'ensemble des points singuliers d’une
fonction analytique de F(z), on pourra alors se donner arbitrairement
les valeurs de F(z) sur les lignes de points singuliers en les choisis-
sant de manitre que ces valeurs forment, sur chaque ligne, une fone-
tion de premicre classe en (2, ¥). On peut méme supposer que en-
semble T est discontinu, mais placé sar une courbe simple.

75. La plupart des résultats obtenus dans I'étude des suites con-
vergentes de fonctions analytiques s’appliquent aux suites conver-
gentes de fonctions harmoniques d’un nombre quelconque de va-
riables. En particulicr, Uensemble des points ireeguliers est parfait,
non dense, continu et d'un seul tenant avee la frontiere du domaine.
Dans chaque domaine, intéricur i celui ol la suite converge, on peut
en trouver un autre olt la convergence est uniforme et oit, par consé-
quent, les suites formées par les dérivées d'ordre quelconque des
termes de la premicre suite convergent aussi uniformément.

Enfin, Pextension est facile des résultats précédents au cas des
suites de fonctions de plusicurs variables complexes.

(1) Si ces points sont des poles, on peat déterminer les P, (z) de maniére que leur suite
augmente indéfiniment en Ag, il salfit de prendre | P,(3)| > n dans chacun des cereles

I
de centre A; el de rayon e



