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SUR LES

SUITES I N F I N I E S DE FONCTIONS,

PAR M. P. M'ONTEL.

INTRODUCTION.

Quand on confond h, notion do. fonction avec celle de correspon-"
dance, on est condui t î dire que l'on a défini une fonction des élé-
ments d'un ensemble donné E, lorsqu'on a établi une loi. de corres""
•pon dan ce on tre 1 es 61 ém en Is d,e llî ot. ci^nx d/n n anirc^ en semble
d'elénwnts F. Si rensemhie ,lî s(* eonij^os^^ des points d'un domaine
à //. dimensions, et l 'ensesnble F de nosn.hres réids on. corn[)lexes, on
obtient nne (oînciJon de1 //. variables. La, Ibeorie des fonctions étudie
les propriétés q ne possède ren sern blé des nomb res F su i van t la.
nature de la loi, de correspondance.

Lorsque rensemble K comprend des courbes on des surlaces for-
mant une 'famille déterminée, Pensemble F étant toujours constitue
par des nombresy on a, des fonct ions d.e courbes ou. de surfaces, et
Fétude des propriétés de ces fonct ions, suivant la nature de la
famille E et suivant le mode de corresjxmdance, (ail l 'objet du calcul
fonctionnel*

Or, un grand nombre de propositions appartenant à la, théorie des
fonctions se retrouvent sous une forme équivalente dans le calcul
fonctionnel (i). La, démonstration, de ces théorèmes (sur la continuité,

('À F'oir, par oxompio, M. FnEcnin', Sur quelque}; points du Calcul fonctionne IÇRcndi-
conll del Circoio ïïuueniallfio di Palcr/no, ï<)oG^).

Afin. Éc. Norm., (3), XXiV. — MAI 1907, , ^0



2 34 P. MONTEL.

le maximum ou min imum, etc.) exige seulement que Fensemble E et
la loi. de correspondance soient assujet t is à des cond i t ions que l'on
peut définir, abstraction faite de la nature des éléments de E. Pour
l'ensemble E, il faut supposer : i° que, de toute suite i n f i n i e d'élé-
ments, on puisse extraire au moins une autre suite in f in i e ayant un
élément limite; 2° que ces éléments limites fassent partie de l'en"-
semble E, en d'autres termes que cet ensemble soit fermé. Pour la
correspondance, il faut, en général, supposer qu 'el le soit cont inue .

Les difficultés que présente, à ce poin t de vue, le calcul fonc-
tionnel, paraissent se trouver pr inc ipalement dans la vé r i f i ca t ion des
propriétés que nous venons d'énoncer pour l 'ensemble E : je citerai,
dans cet ordre d'idées, les travaux de M. Arxelà sur les séries de fonc-
tions, ceux de M. l l i lbert sur le problème de Diricblet traité par la
méthode de Riernann, ceux de M". Lebesgue sur le problème de Pla-
teau. Il semble donc utile de connaitre des f a m i l l e s de p lus en p lus
étendues de fonctions possédant les propriétés requises pour l'en-
semble E.

Dans ce travail, j 'ai essayé d 'é tudier deux f a m i l l e s de fondions
cont inues remplissant les conditions précédentes : les f a m i l l e s de
fonct ions de va r i ab les réelles éga lemen t cont inues, et les f a m i l l e s de
fonc t ions bornées de variables complexes. Pour la d é f i n i t i o n de la
l imi te , je me suis placé dans le cas le p lus s imple de la convergence
un i fo rme , cas où les propriétés des f o n c t i o n s d 'une suite se t ransmet-
tent plus régul ièrement à la f o n c t i o n l im i t e .

.Le Chapitre 1 est consacré à l ' é tude des fonc t ions de variables
réelles également continues et à celle des cond i t ions sous lesquelles
une Jamille de fonctions possède la c o n t i n u i t é égale. Je fa is voir,
dans le Chapitre su ivan t , comment l'étude de f ami l l e s particulières
de fonctions également continues permet d 'établir , dans toute leur
généralité, les théorèmes d'existence des so lu t ions des équations dif-
férentielles ou de certaines équations aux dérivées partielles. Pour
les équations de la tonne

y^/(^y),

je montre, après M. Peano, l'existence du faisceau des intégrales qu i
passent par un point donné.
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L'extension de ces méthodes au cas des équat ions aux différera
t ie l les totales exige l ' é tude préalable des cond i t i ons d ' i n t é g r a b i l i t é
sous la forme la plus générale : le Chapi t re III a pour but la recherche
des condit ions nécessaires et suff isantes pour que l'expression

p dx •+ q dy

soit une différentielle tolale, et cette méthode m'a conduit, incidem-
ment, à quelques résultats relat i fs aux condit ions que doiventremplir
deux fonctions continues 11 et 9 de x et y pour que u "4- w soit une
fonction de x +" ry.

Dans les deux derniers Chapitres, je m'occupe des familles de fonc-
tions analytiques de .s, bornées dans un domaine, et j'applique les
résultais obtenus aux séries convergentes de fonctions analytiques :
j'établis quelques propositions nouvelles permettaiil. d'aflirmer que
la somme d'une série, dont les termes sont des roncl,i,ons holomorphes,
est aussi une fonction holom.orp.he, et je donne des propriétés d e l à
somme d'une série convergente de fonct ions de .̂ , lorsque la conver-
gence n'est pas uniforme. Pour ces dernières séries, dans tout
domaine intérieur au domaine de convergence, il en existe un autre
où la somme est analytique. Un point autour duquel la. convergence
n'est pas uniforme est appelé i-rré^aUer: je fais voir que l'ensemble
des points irrégiiliers est parfait, continu, non dense et d'un seul
tenant avec la frontière du domaine, el j 'étudie comment se comporte
la série dans le voisinage d'un de ces points*

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans des
Notes insérées aux Comptes rendus de V Académie (/es Sciences
(février K)o3 et juin i<)o4).

J'adresse ici l'expression de ma gratitude a MM. Painkvô e(, Bord
pour les encouragements que j'ai reçus d'eux, et je sui.s heureux
aussi de dire tout ce que je dois à M.. Lehesgue, non seulement pour
le parti que j'ai tiré de l'étude de ses travaux, mais encore pour les
conseils et les indications qu'il n'a cessé de me donner.
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CHAPITRE I.
LES SUITES DE FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES.

1. Une suite infinie de fonct ions de la variable réelle x est dite
convergente, dans un intervalle (a, b), lorsque le terme général fnÇv)
de cette suite a une l imite quand n croît i n d é f i n i m e n t et x garde
une valeur fixe appartenant à l ' in te rva l le .

Lorsqu'une série de fonctions de x est convergente, la s u i t e formée
par les sommes des n premiers termes de cetle série est une su i t e
convergente qui a pour l imi te la somme de la série. Kéc iproquement ,
si une suite de fonctions ̂ ,(.r) est convergente et a pour l i m i t e /'(^),
on peut considérer fn(x') comme la somme des n premiers termes de
la série

//, == 00

/t(.^)+Y [./.-M(^) -fn{^")\

qui est convergente et a pour somme f(^\
Je me servirai i nd i t Ï c r emmen t de la notion de série convergente ou

de celle de suite convergente, puisque ces no t ions se ramènent
immédiatement l'une à l'autre.

2. Fonctions également continues. — La notion de fonctions égale-
ment cont inues a été in t rodu i t e par M- Ascoli (1) : étant donnée une'
famille de fonctions /\x), définies et cont inues dans un inter-
valle (a, ^), on dit que ces fonctions sont également cont inues si,
à chaque nombre s, positif, arbi t ra i rement choisi, on peut faire corres-
pondre un nombre positif a, tel que l'inégalité

( ' ) Le curve Il/nul di imu wrietà data (II curve ( Mcmo/'le ddia /L .'Iccadcmm de.l
Lincel, Vol. Xylll, i^83;.
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entra ine
|/(^)-/(.^)|<5

pour toutes les fonctions f( .r) de la famille; il en. résulte, aussitôt,
qu'on peut diviser l'iiitervalle (a, h) en un nonihre fini d'intervalles
partiels, tels que, dans chacun d^eux, roseillalion de chaque fonc-
tion/'Or ) ne dépasse pas c.

M. Arzela a démontré le théorème suivant (r) : Si une suite de
fondions continues cower^'e iiniforfnément vers une fonction limite,
les fonctions de cette suite sont également eon.linaes; réciproquement,
de tonte sait fi de fonctions également continues et bornées dan^ leur
ensemble^ on peut extraire nne nouvelle su! le r/ai eo/i^er^e uniformément
vers un.e fonction limite. Voici une démonstrat ion de ce (Iléorème :

Supposons que la suite des (onct ions

/l(^), .A(^"), ..., J'a{^\ ...

converge uniformément vers la fonc t ion F ( ^ " ) , lorsque <z'var ie entre a
et b; à partir d'une certaine valeur/^ de /z, on aura

F(^)-,A(^)|<1^

quel (|ue soi t^* dans (a, b) et £ étant arbitrairement choisi ; la fonc-
tion F(^) est continue, il existe donc un nombre î' tel que si

| X' - X " \ < ̂

on ait
F (,^)- F(.^)|<^,

et comrne

F(.^) -A^)! < |, F(^) -fn(^) 1 < |.

il, en résulte
\M^)-W)\<^ ^ip'

Les fonctions /'i(^) étant continu es, pour chacune déciles il existe un

(r) Suite {{cria (il l'unzioni ( Memone deUa /L /ïccitdernia dl fîoto^nû, y sôrio, t. VIU;.
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nombre ^ tel que, dans tout intervalle de longueur moindre que S^,
Foscillation de// ne dépasse pas £. Prenons pour S le p lus -graftdh des
nombres^ , §2? • • - » ̂  S'- On aura, lorsque

\xl-x'f\<§,
1/,(^)-/,(^)|<Ê,

quel que soit l 'ent ier n : les fonct ions / sont également c o n t i n u e s .
Réciproquement, considérons une sui te de fonct ions également con-
tinues

fiW, /2(^), . . . , /.(^), . . . ,

et supposons ces fonct ions bornées dans leur ensemble. On a, alors,
pour toutes les valeurs de x dans (a, h) et quel que soit n,

1/.(^)1<M.

M est un nombre fixe. Prenons une su i t e dénombrable de poin ts

•^'15 '^27 • * * 1 ^Hï ' ' • 7

par tou t dense sur le segment {a, h). La suite bornée

/i(.ri), . . . , y^oo, .. .
a au moins une valeur l imi t e f i n i e u^ : j'en extrais la sui te

(0 /i(^), /l(^), . . . , /^(^). .^

q u i converge versu^ et telle que , quel que soit n,

1 ^l--/^(^l) |< î -

La suite des nombres

/î(^), /K^), . . . , /i(^), . . . ,

étant bornée, a au moins une valeur l im i t e f i n i e u^; j 'en extrais la
suite

(^) /î(^). fî(^), -., /î(^), ..^
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q u i converge vers u^ et telle que, quel. que soit //,

1 { ' ï — f ' f l ( ^ ) \ < ^ -
De même, de la suite

/ï(.^), ./l(^), • • • - /^(^). • • .

j 'extrais une nouvel le su i tei»
(3) f\{^ yi(^), . ., /i(.^ . . . ,
qu i converge vers une l i m i t e f i n i e ^3 et dont, les termes d i f l e r e n t d e ^,
en valeur absolue, de moins de ^ et ainsi de suite. Je torme ainsi le\.)
t a b l e a u des f o n c t i o n s

/ i ( . r ) , f\(x), . . . , /^( .r) , . . . ,

y^^'). ./K^)» • • - /^-r). • • -. . . . . » , , . . . . . , * . . y . • , . . . . , . . . . »
/^ (,/•), ./'î(.r), ..,, ,/^(^), ...,

Les f o n c t i o n s de chaque l i gne a p p a r t i e n n e n t toutes a la l igne pré-
cédente : celles de la /^<<nl(î l igne f o r m e n t une suite, convergeant
versa , , ^, . . . , //y,Iorsque;:r est égal, respect ivement, à ^i, .r^, ..., ̂ ;
Oî i a, en outre,

l/7;^/) — / / / |< ̂  r^ », (^ ..., /^

Considérons m a i n t e n a n t la suite

/{(^ /^(^), .... /;;(^), ...;

elle converge, pour les valeurs de x égales à

i'X*i, ^ïf • • * ? ' ^ n f • ' • >

vers les nombres
U^, U^, * • • y ^ n^ * * * •

En effet, pouro; == ^/, la suite/^(.r,), é tantexfcrai te de la suite^(^),
qu i converge vers u^ convergera vers le même nombre*
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Il existe une fonction cont inue ' F ( x ) qu i , pour x = x\, prend là
valeur u^ En effet, étant clouné e, on peut t rouver 5, tel que toutes les
fonct ions f a i en t u n e osc i l la t ion moindre que 3 dans t o u t i n t e rva l l e

' 0

de longueur S au plus. Soient x^ et x, tels que

\ X i — X j \ < ô,

on a, pour n assez grand,

|/;;(^) - ^-l < | et, |/;;(.^) - ̂  | < |;

et, comme
|/;K^)-/;K^./)1<^

il en résulte

Soit alors une valeur x de l'intervalle (a, b) distincte des x^ si l'on
p re n d u n (k s u i te de j) o i n ts

^'aiî '^cty» • • • ? "^'a^» • • •

tendant vers ;r, la suif^1

^•a,? ^a^ * * • » ^a»» * • .

tendra vers une limite a ind(q)endante du choix de la suite Xy . Kn
efliel, allons assez loin dans la suite des a pour que tous les points ̂
soient a l'intérieur d'un intervalle de longueur o, dont le milieu est x.
On aura, pour deux nombres x^ el;̂  de cet intervalle,

1 ^a/.""' ^.|<£.

Ceci montre que la su i te des u^ converge vers u n e » l i m i t e u et que ,
lorsque x^ est dans l ' in te rva l le précédent, on a

1 u — f{^, \ < £•

Si, pour u n e autre suite

^•'p,? «z'̂  < • • •» .'̂ p . . . »
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convergeant vers .r, on obtenait une autre l imi te u\ pour une
valeur 8^' prise dans l ' intervalle (x — •0) x +" ^ ) » on aurait1 rt A \ 2 2 /

| ^'—— ^fi,' | <Ê,

mais
1 f^,,~ ̂ ' | < e,

puisque ry^ et xa^ sont à u n e distance infér ieure à o, si l'on suppose,
/ "s ^ "'•.,

ce qui est possible, que Xy^^ est dans l ' i n t e rva l l e i.x — ;-;> x + 7 ) • Un
conclut de là que

| a ...-.- ^| < 3g,

et, comme £ est arbi t ra i re , u = ^/. Soit F(^) la ( o n c t i o n é^ale à u, en
chaque point de (a, ^ ) : (;e(te f o n c t i o n est cont inue . Pour le voir,
donnons-nous deux v a l e u r s de x : a / , a.'/\ dont la d i s tance est plus
pet i te que o, et soient x^ (\{,x"u deux nombres appar t enan t respective-
men t a deux su i tes formées par leso^ et qu i convergent l 'une vers x ' '
et l 'autre vers x"'. Nous supposerons

|^a~4l<ô;
alors

] / /a— ̂  | < £, ^a"= ^(^ 'a )> ^p"= ^(•^);

on peut supposer x'^ assez voisin, de .r' et x^ assez voisin de x" pour
que

| ̂  - u^ \<n, \ u1'— ̂  | < Y^, /// ̂  F (.^ ), /^ ̂  F ( .r^ ).

On dédui t de là
| / /— a' \ < ':>.ri -4-c,

et, comme Y) est arbitraire,
[ u' — U" \ S Ê.

Je dis main tenan t que la sui te /^(^) a pour l i m i t e F(o?) et que la
convergence est un i forme; en ef fe t , so ient x un point quelconque de
l ' in terva l le (a, b) eta^ un p o i n t de la suite x^ à une distance de x
moindre que à; on a

|F(^)"F(J ;a) l<f i .
Ann.. Kc. /Vr/rm., (3) , XXIV. — Jum 1907, 3 î
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Ponr /? assez û;rand, tous les nombres de la suite

/ // ( ̂ 'oc ) y / îî+i ( ̂ 'a. ) ? • • • •> ./« +/c ( " '̂a ) >

différent de leur l i m i t e de moins de £; car, si n^> p , les nombres de
la suite précédente appar t iennent à la sui te /,f(^a) {n = ï ? ^ ...),
dont les éléments diffèrent de leur l imite de moins de -i en va leurP
absolue ; nous prendrons p << î-' Donc, pour n>,?^

|F(^a)-/;;(^a) <£;

d'autre part, les fonct ions étant également cont inues ,

|/^)"--/;^a) <e,
d'où

|F(^)-/^(.T) <3£

pour n^p, quel que soit ;r.

3. Nous avons supposé que les f o n c t i o n s / é t a i e n t bornées; il
suffît , pour établ ir le théorème, que, pour une va leur par t icul ière ̂
de l ' in te rva l le (a, é), la suite des nombres

/i(^'o). .A(^(,), -., ./,/(<r,,), ...

n 'augmente pas i n d é t i n i m e n t . On pourra alors ex t ra i re de cotte suite
une nouvel le suite ayant une l i m i t e f i n i e , ou s i m p l e m e n t une sui te
dont les ternies sont, en v a l e u r absolue, i n f é r i e u r s à un nombre
fixe M/. Con t inuons à. appeler

./l(^), f^), .» . , fn(^), ...

les fonctions correspondant à la nouvelle suites et supposons que

. | b " a |
m > L-.__J.,

o

Soit x une valeur quelconque dans (a, b)\ on à

[ x —,z'y [ < m fj;
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par su i t e

ou
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I / ' / /(• r) —//<.(^<>) | < ̂ £;

y',, ( ..r,» ) -.- m s < f,, ( .r ) < /„ ( .ro ) -I- m £,

| .A ( ̂  ) | < M; si M = M/ 4- m e ;

les fondions de la nouvelle suite son! bornées, donc cet te suite a au
inoins une^fonct ion limite. On voit que, dans une famil le de fonctions
également continues, du fait que les fonctions sont bornées en un
point résulte qu'elles sont bornées dans tout l'intervalle où elles sont
définies.

4. Soit e l'ensemble des valeurs l imites des m)mbres y//.^); si e
ne se réduit pas aux seules valeurs 4- ^o et — co, on pourra toujours
trouver une fonction limite, continue et bornée, pour la suite fn('^')'
Dans le cas contraire, on pourra extraire de la sui te /^(^•o) urle ^11^
n ou velle

f,,, ( .̂ o ), /„, (^•o ). . • •. fny (!r" ) » - • • <

qui augmentera indéfiniment, par valeurs posit ives par exemple.
Alors, les fonctions

A(^ ./-(^ • • - A-(^) -*
croî t ront indéfiniment, quel que soit x, par valeurs posit ives; car, à
partir d'une certaine valeur de //^, on aura

/^(•^o) > A ( A pos i t i f , a r b i t r a i r e ) ,

et, par suite,
. •" fn,,(^) > A — m s,

quel que soit x.
Si l'on admet comme (onctions limites les fonctions F(^) "-= -h co

et V ( x ) ^ — ^ , on peut énoncer le résultat suivant : Toute mile
infinie de fondions également œnUruies admet au moins une fonction
limite. S^f'f, existe nne valeur de la variable pour laquelle la suite n aug-
mente pas indéfiniment, il y a toujours an moins une Jonction lifnife
finie.
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5. Les fonctions limites F(a-) sont également continues et forment,
avec les fonctions f{^)-, une famille de fonc t ions également conti-
nues. Il résulte de là que l'ensemble des fonct ions F cont ient ses fonc-
tions limites. Soit, en effet, <F(,-r), une fonction l imi t e de la suite

F,i(.^), Fa(^) , . . ., F,,(.^), . . .

F^C^) ^t l imi te de la suite de fonctions
fn ( ,-y. \ fit t y, \ fn ( „. \

./ i \ x ) f J 2 v t L h • • • » J n.\'^ h ' • • "

Je prends/?^ assez grand pour que

F.(^)-.//;;,(^)|<^

la suite
fl fî fn

J P i f .//'Ï' ' " ' •> .//>rt5

a pour limite <I>(^). Donc <I> appartient à l'ensemble des fonctions V;
on peut dire que l'ensemble des fonctions F est fermé. Si l'on appelle
ensemble dérivé des fonctions f l'ensemble des fonctions F, on voit
qu'une famille clé fonctions également continues a, relaUwneni à la
classification de ses éléments limites, les mêmes propriétés qu'un ensemble
de points.

6. Je ferai u n e remarque relative à la nature de la convergence.
Une sui te de fonc t i ons peut converger vers une fonct ion cont inue, la
convergence étant simplement uniforme : c'est le cas pour lequel^ à
chaque valeur de £, on peut faire correspondre un entier n, tel que

|F(^)- .A(.Z-) |<Ê-

Ceci posé, supposons que la suite

/l(^), .A(^), -., fn(^), ...

converge vers F(.r), la convergence étant s implement u n i f o r m e ; je
pu i s trouver un entier n^ tel que

|F(.r)-^,(^)|<l.
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Alors, la suite
J 11^ J t ' i f • ' ' 9 JUfif • • * ?

extraite de la première, converge uni(orrnémeiit vers F(.z'). Il résulte
de là que, pour les théorèmes sur l'existence des fonctions limites, il
est indilïerent de supposer que la convergence soit simplement uni-
forme, ou uniforme au sens ordinaire. La remarque précédente peut
prendre une autre forme lorsqu'on Rapplique aux séries convergentes :
on voit que, lorsqu'une série convergente possède la convergence sim-
plement uniforme, il sufïii de grouper convenablement les termes de
cette série pour obtenir une série uniformément convergente.

7. Un cas important, dans lequel on peut aiïirmer qu'une famille de
fonctions possède l'égale continuité, est celui où toutes les fonc-
tions f(x) ont une dérivée bornée en valeur absolue, la limite supé-
rieure é tan t commune a toutes ces dérivées. On a,

m^i^M,
quel que soit ;r dans (a, h) et quelle que soit /"» II en est de même
lorsque toutes les fonctions ont des nombres dérivés bornés dans leur
ensemble, c'est-a-diro quand il existe un nombre M pour lequel,
quels que soient x et x -h h dans l'intervalle, on a

f^-t^-f^lT <M

pour toutes les fonct ions /*. On peu t remplacer ces c o n d i t i o n s par
d'autres analogues, par exemple

| /( . , ;^/,)_y(^)«M,|A|^
ou encore

|y(^^A)^/(^)]<^^^,

M et a étant des nombres posi t i fs quelconques. Dans les seconds
mem.bres de ces inégalités, on peut substituer, aux fonctions de h qui
s'y trouvent, d'autres fonctions qui décroissent plus lentement vers o
avec h. Dans tous les cas où l'on pourra comparer la valeur absolue
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de J\x-^r-h)—fÇx) à une fonction de h t e n d a n t vers o avec h, la
même quels que soientyet.r, la c o n t i n u i t é égale sera assurée.

8. On a supposé que les inégalités précédentes é ta ien t vérif iées
pour toute l 'étendue de l ' intervalle (a, 6), mais i l revieni au même
de supposer que des critères différents so ient a p p l i c a b l e s à d i f l e r en ie s
port ions de (a, &) en nombre f in i ou non . La poss ib i l i t é de t rouver
une fonction limite dans une sui te i n f i n i e de fonc t ions dépend de la
manière dont se comporte, en chaque p o i n t , la différence

/(^+/z)-/(.^),

dans le voisinage de/z == o, pour Pensetnble des fonctions de la suite.
Nous dirons que des fonct ions sont également conlinncs pour une
valeur x de la variable si, à chaque nombre £, on peut (aire corres-
pondre un intervalle (.v — à, x •+- S) a l'inlérieur duquel (ouïes les
fonctions aient une oscil lation moindre que £ ( 1 ) . Cela posé, si des
fonctions sont également continues pour chaque point d'un inter-
valle (a, h) (extrémités comprises^, elles sont, également cont inues
dans tout l'intervalle. En effel., le nombre s étant choisi, il chaque
valeur de x correspond un intervalle (x — û, '̂ 4" à) où l'oscillation
de chaque fonction ne dépasse pas £. Il résulle d'un théorème de
M. Borel, généralisé par M. Lebesgue, qu'on pmit couvrir l'inter-
valle (a, h) à l'aide d'un nombre f ini d'intervalles choisis dans les
précédents. Soit d le plus petit d'entre eux; dans tout inlervîille
d'étendue non supérieure a c/, l'oscillation de chaque fonction ne
dépasse pas 2 s (2).

9. Les caractères i n d i q u é s p lus h a u t , pour reconnai t re si des fonc-
tions sont également con t inues , sont ceux que l'on emploie pour recon-
naî t re si une fonction est développable en série de Fourier. Lorsqu'un
de ces critères est applicable à toutes les fonc t i ons d 'une famil le ,

( 1 ) Si <r est une extrérnilô de l'inl.ûrvallo (a, À), on romph»c(3ra rinlorvano (.K "••" 5, ,y "h ^)
par ('.^5 .z'•-h $) 01,1 (.r, x— 3).

( 2 ) On peut aussi (lemoninîr diroclenmnl que, À (.^ • S, ;/? •4- 3) est le plus ^rami
itiLervaîle do milieu .r répondant à la question, le nombre 8 qui dépend de .v a un
minnuuïn non nul dans (a^ h).
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toutes les séries de Fourier correspondantes ont, a partir d'une même
valeur de l'entier n, des restes, IV .r), inférieurs en module à £, quel
que soit x ('). Nous dirons que de telles séries sont également con-
vergentes. D'une manière générale, on a la proposition su ivante : Si
des fondions bornées, en nombre infini, sont développables en séries de
Fourier également convergentes, on peut obtenir au moins une fonction
limite, développable en série de Fourier.

Soit une suite dénombrable de ces l'onction»

/i(^), .A(^). .-, fp{^),
avec

f^ (.r ) =: a^ 4- a^ cos .r -h b1^ sin x -h. .. 4- a1^ cos n x -h b1,', sin // x 4-. . .

pourcimjue nombre £, il e x i s t e un nombre ent ier/ / , à partir duquel

//' ;:;̂ , | S^-(^) | < s,
où

h - w

\\,/' ( x ) •:•.::= V cf1/, (;os /< ̂  "h /^ s î n A .r,
Â=»'

(juels que soient x et /^. Je suppose, ce qu/il est toujours possible
d'obtenir, que lïntervalle (a, I)) soit compris dans l'intervalle (o, 271:).

On peut facilement démontrer que les fonctions fp sont également
continues et ont par conséquent au moins une fonction limite, mais
on ne sait pas ainsi si la l'onction limite est développable en série de
Fourier. Je donnerai de cette proposition une démonstration dont le
principe, très général, s'appliquera, dans la suite, à beaucoup de cas.

Les fonctions^/» étant bornées dans leur ensemble, tous les a^ et h1^
sont bornés quels que soient^ et/>, comme il résulte immédiatement
de leurs expressions par les intégrales d^I^uler et de Fourier.

De la suite bornée

a^ a^ ff;;, . . , <,

( 1 ) 1 1 siiiÏlL de se reporicr aux (Jéinonsiratioîis classiques (le Ja convergence des séries
de Fuuner, par lu méthode do DinchIeL
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j 'extrais la sui te
a;s a;s a^, ..., a^', ...

ayant une l imite f in ie A(). De l'a suite bornée

a^, ci\\ . . ., aïr, • . .

j 'extrais une suite
a^, a^\ . . . » a^r, ...

avant une l im i t e f i n i e A ^ . De la sui te bornée

^, ^, . . . , ^ . . .
j 'extrais la suite

^, ,̂ ... , ^ .. .

a y a n t u n e l i m i t e f i n i e B, et a i n s i de s u i t e . Considérons la série de
Fourier , définie par les eoefï icients A,/ et B^, soit

A() •+• A i cos/r -h Bi sin.z" •+•...-+- A, i cos/<..r 4- B,/ s in rix 4 - . . . .

Je dis qu 'e l le est convergente et égale à la l imi te de la su i t e des fonc-
tions

/a.» f^ f^ /T«, ./Y^ • • -

On a d'abord, lorsÉlue m el m + k sont su[)ér i ( t urs à n,
h ::.-. / / / . ( /,

1 B;;;--^ ( x ) | - ^ c^ ces /^ ̂  + h'i, si n A ,y < 9. s.
/< =. W 4" 1

Or, quand /^ croît i n d é f i n i m e n t , B^(<r) a p o u r l i m i t e ̂ ^{x),
h ^~: w 4" À'

A;;;471' ( A- ) = ̂  A/, cos /< a- + BA si n /( .r,
II ̂  //< 4" 1

à condi t ion de ne donner a l 'ent ier p que les va l eu r s
ii1

^ ^ ^î, y», -/3, ..,,
donc

| * Û W ( À- / y\ j < ^p
1 u ' //( \ t•€' ) \ = 2 ffi ?
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quel que soit k : la série t r igonornétr ique dont les coefficients sont A/,
et B^ est u n i f o r m é m e n t convergente et a pour somme la fonct ion con-
tinue F(^?). On a

F(^) —fpW = ̂ n(^) - S,.(^) h^/,(^) - H,/(^).

n est un entier fixe et choisi assez grand pour que

I.^M.^KÊ, |rU^)|<Ê

(la seconde inéga l i t é ayant l i e u quel que so i t / ^ ) . D'autre part , la
somme S ^ ( x ) des ri + t p remiers tennes de la série t r i g o n o m é t r i q u e
qui représenter a pour l i m i t e , l o r sque / ; » a u g m e n t e i m i é f i n i m e n t par
les valeurs a,, j^, f^, Y;(, •Y^, . . . , la somme ^(.r) dos n 4- i premiers
termes de la série • V ( ^ ) ; ou peut prendre /^ assez grand pour que ,
qu(d que soit x dans l ' i n t e r v a l l e ,

on aura alors
S / / ( ^ ) — ^ / , ( . r ) [ < £ ;

F(^)—.A(^) |<3£.

D(m^f^(a;) a pour limitt* P(,r).

K). (^e mode de d é m o n s j . r a t i o n s ' appl ique à un s^11^ nombre de
déve loppemen t s en séries; il a l ' avan tage de permett re d 'at l i rmer,
dans chaque cas, que la f o n c t i o n l i m i t e admet le même développe-
m e n t q u e les f o n c t i o n s de la su i t e d o n t e l l e est ,la l i m i t e . Par exemple ,
on peu t P a p p l i q u e r , comme nous le verrons au Chap i t r e I V , a des
fonc t ions développables en séries de Taylor égalemcint convergentes.
Je m/en servirai, a c t u e l l e m e n t , pou r donner u n e démons t ra t ion nou-
velle du théorème de l 'existence d 'une f o n c t i o n l i m i t e dans toute
suite possédant la c o n t i n u i t é égale. Je fe ra i usage du procédé de
représentation des (onc t ions c o n t i n u e s par la série de Fourier, som-
mée par la me tin.) de de la moyenne a r i t h m é t i q u e , que l'on do i l à
M. F c j e r ( 1 ) ,

f 1 ) f/nlersuc/lun^cn ûher Fourlerffohe Hcflien ( Malliwwtischa ÂnnaUn, B(L LVH^
(). 5l).

Ann. Kc. /Vorrn., (^y X K 1 V . — JmN Kp';. 02
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Soit f(oc) une fonct ion c o n t i n u e , admettant la série de Fourier

- a^ -|- ai cos^' H- b^ si 11.2* + . . . •+• a^. cosnsc -+- ̂  s in //. x 4- . . . .
'2

Posons

S// ~: - a» 4- ^i COS.T -4- ^) sin.a" "!"... 4- a,, cos/zrr + ^» si ri nx
2

et
So4" Si+. ..-(-S,/.....,

0-M == ——————————————————— •n
On a

7C

/./ , i /"i / s in// / V , ,o,,-/̂ .)-.̂  (-^-)^(o^
où

9^) ̂ /(.r + 2Q +/(^ - 2Q - ̂ /(.r).

Si f(^) est con t inue pour la valeur œ, on pourra trouver a assez
pet i t pour que, dans l ' i n t e rva l l e (^ — 20, x 4- 2a), l 'osc i l la t ion de /'
ne dépasse pas £; alors le m o d u l e de ^ ( t ) reste i n f é r i e u r a 2£, et, si
l'on désigne par M' une l i m i t e supé r i eu re de/(^), on a

TC
i n M ^ '̂  /^ /s in/ /^^ , /i^ r2 ^o-/,—/(^") < — / .̂-̂  ^/^ .4.,, .,!_ J ...„,,„...„.„...

/<'7^•^ \ SHU / ^^^a s l na

Si l'on remarque que
TE

_ /^ /sin/i/Y

^^Jo \ ^ " ^ y r 1 ' ^ 1 9
il vient

l^-/|<.e+-iM,-;1 /z srn^a3

donc ̂  —/a pour limite o avec ̂  Si. /(^) est cont inue dans l'inter-
valle (a, &), que l'on peut toujours supposer compris entre o el 27:,
la convergence de la suite a-,/ vers/est v i s i b l emen t un i fo rme .

Supposons ma in tenan t que l'on ait une f a m i l l e de fonc t i ons égale-
ment con t inues ; les suites

o-i, o-g, . . . , a,ty
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relatives a chacune de ces fonctions sont également convergentes, car,
£ é tant choisi à l 'avance, on peut chois i r une valeur de a eî: une valeur
de M. qui deineiirent les moines pour foules les fondions (1).

Soient alors
./1 » , /2? ' • • i fpf • ' •

une sui te de fonct ions également cont inues et

^ ^ . . . , <,

les sommes o" relatives a. la fonction f^

n1' n1' h 1 1 a19 h^' " u » ' { ^ i » . • • •> "'/;» i7 ttf

les coefficients de la série de Fourier correspondante; tous ces
nombres sont bornés; i l en résulte que Fon peut trouver, par le pro-
cédé employé au paragraphe précédent , des nombres

AO, A.i, Sî i , . . ., A,,,,, B//,,

tels que le nombre1 A//., par exemple, soit la limite des nombres

< ;̂s ^, • • • . .̂ • • •

lorsque k croît i n d é f i n i m e n t : les nombres /^, p^ . . . , p^ -• sont
extraits de la su i te des nombres entiers, croissent avec leur indice et
ne dépend enl pas de n. Je dis que la série t r igonométr ique doni les
coetïicients sont les A^ et les 1.̂  est sommable par la méthode de la.
moyenne a / r i thrnél ique et représente u n e fonction cont inue F(,r), qui ,
est la l imite de la sui te des fonctions

A(^). .//.(^). —. fr^). " "
Les suites des sommes a re la t ives a ces fonct ions sont également

convergentes; on, peu t donc, é tant donné £, trouver n assez grand
pour que, m étant supérieur à n, on ait

|o-%.iA-cr%|<Ê,

P) On suppose que, pour uiw valeur -ro au rnr)ins de (/^^), les nombres \ j { ' ^ \ ) ) l ont
uno plus potilo linulo finie.
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quels que soient h et k. Or, m et À é tant fixes, cr^" et cr^ ont pour
limites, d 'une manière uniforme, respectivement, les sommes o^,
et G"^^ relatives à la série t r igonométr ique de coefficients A^ et B,,.
Donc

\^m+h—^ m l ^ e (^=^)?

et la suite des sommes cr relatives à cette série converge i in i (brmément
vers une fonction cont inue F ( x ) . On, aura, pour rn^n,

\fr, -<^1^
IF^ ) — 0"/J^£;

on peut prendre k assez grand, w étant un ent ier fixe, pour que l'iné-
galité

1 ^m — ̂  \ < S

soit vérifiée, car les coefficients q u i entrent dans la somme o^ ont
pour l imite , lorsque k croît i n d é f i n i m e n t , ceux de la somme cr^ et sont
en nombre f ini . On a donc, en définitive,

\V(^)-f^)\<^

pour k assez grand, ce qui démontre le théorème.

11. Nous nous sommes occupés jusqu 'à présent des fonc t ions con-
t i n u e s les plus générales : supposons, m a i n t e n a n t , que l'on ait une
f a m i l l e de fbnctions/Ç.z"), possédant toutes des dérivées /'(a?), et que
ces fonct ions dérivées soient également cont inues. S'il existe une

•valeur x^ pour laquel le la p lus peti te l imite des nombres \f(x^)\
n'est pas infinie, comme la p l u s pe t i te l im i t e des nombres ) /(^o)|,
de taule suite infinie de fonctions f{x), on pourra extraire une mile
nouvelle, cowergente, et telle que la suite des dérivées de ses termes con-
verge vers la dérivée de la fonction limite.

En effet , soit une suite dénombrable de fonctions f(^)

./i^). AW, .-, A(^), . . . .
la suite

/i(^). A^ ' ) . •-. /.(^ —

est formée de (onctions également continues; on. peut, par sui te de
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l'hypothèse fa i te sur les f{x^}, en extraire une sui te convergente

/a.W, /a.(.^ —, A.,(.̂  ...,

soit F'^r) la f o n c t i o n l imi te .
Choisissons dans la sui te

/aj^o), /a,(^o), ,/a.(^o)» • • •

une suite de valeurs convergeant vers une l i m i t e f in ie F(«r/} ['ce qu i
est possible, par suite de l'hypothèse faite sur les |./(-^'o) | ( 1 ) ]» soit la
sui te

fpi \ " '̂0 ) î ffh ( ̂ 'O ) * • • f .//'„ (x{))•^ ' ' • •

Alors, la suite des fonc t ions

A(^), fp^^ -., fr,.('^ • • -

converge vers une f o n c t i o n cont inue F(,r); en effe t , on a

f^(x) =f^) 1- f f^) dx;
J^

le second membre tend uniformément vers la l imite

¥ { ^ ) + f F^)^.
.̂r,,

On a donc

1 i m /,,, ( .r ) ̂  F ( .z'o ) + f V ( .r ) dx = F ( x ) ,
f) ;:-: «S , J^

et la suite des dérivées ./^(•^) tend vers F^^).
,1e laisserai de côté le cas ou les nombre s /^(«^o)) ou les nombres

|/(.z?(,) | augmentent indéf iniment : ce cas se traite comme au n° 2.

t2. On déduit immédiatement de la proposition qui. précède que,
si les fonctions / ont des dérivées jusqu'à l'ordre k et si la famille des

( l ) Nous avons pris Ja mémo valeur .̂ o pour /et //; il est facile de voir quo ce n'est
pa.s nécessaire.
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dérivées d'ordre k est également continue, /<w/<? suite infime de fonc-
tions f a an moins une limite et la suite extraite de la première, qui con-
verge vers celte limite, est telle que les siutef formées par les dérivées
d'ordre i, 2, ..., k de ses termes convergent respectivement vers les déri-
vées d'ordre i, 2, ..., k de sa fonction limite ( f ). Pour que la (onction
limite soit finie, ainsi que ses dérivées, il faut introduire des hypo-
thèses analogues à celles que l'on a fai tes au numéro précédent sur les
nombres /'(.^o) et /^(^'o)-

Lorsque les dérivées d 'ordre^ sont s i m p l e m e n t bornées dans leur
ensemble , sans être également con t inues , comme les dérivées d'ordre
( k — i) sont alors également con t inues , la proposi t ion ci-dessus
énoncée subsistera, en se l i m i t a n t aux dérivées d'ordre ï , 2, . . . ,
(7c-Q.

13. Considérons maintenant une famille de (onctions possédant des
dérivées d'ordre quelconque et supposons que toutes les dérivées d'un
même ordre soient bornées. Je dis que : de toute suite infinie de ces
fondions on peut extraire une suite nouvelle, convergeant ve/'s une fonc-
tion limite F(.z'), et telle que la suite formée par les dérivées d'un ordre
quelconque k de ses termes converge vers lu dériwe d'ordre k de V Çx-).

On peut d'abord former une suite

/i(^ fW. • • . . /^(•^ -"

de (onctions/', convergeant vers ¥ ( : v ) ; de cette suite on peut extraire
la suite

/ î(^)> /W. - • - </1(^)» —.

convergeant vers Ff^")» on même temps que la suite des/^C.z;) con-
verge vers P(^). De cette nouvelle suite f^(^) on p^it extraire la,
suite

/ï(-^)» fi (-^ -- ./ic^ - • -
qui converge vers V ( x ' ) en même temps que la suite û^^ f ' ^ Ç x ) con-
verge vers F\x) et que la suite des f^(^) converge vers l^^). Cela

( 1 ) Ce théorèlno trouve une application dans lo calcul <îcs v<ma:tionH, dans la rccbercho
dos ïnaKinia ou inhuma faibles.
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résulte immédia tement des remarques faites aux numéros précédents.
On cont inuera a insi i n d é f i n i m e n t . Considérons alors la suite des fonc-
tions

f\W. fW. fW. • • - /^)» • • • î
elle converge vers V(x\ puisqu'elle est formée de fonctions apparte-
nant à la suite./;; (x); la suite /;(>•) converge vers F'(^), puisqu'elle
est formée de f o n c t i o n s appartenant à la suite /^(^), etc.; la suite
f ^ } n ( x ) converge vers F ^ ( x ) , car elle est formée de fonc t ions tirées./
de la sui te f^Çx). Le théorème est démontré .

14. Les théorèmes qui précèdent s'étendent facilement au cas où l'on
envisage simultanément plusieurs familles de fonct ions d'une variable,
en d'autres termes, an cas où l'on considère une famil le de courbes
dans un espace a un nombre quelconque de dimensions. Je me bor-
nerai, pour simplifier le langage, a l'espace à trois dimensions. Sup-
posons qu'on ait une famille de courbes C

^:=/(0, y~:(p(^), .ï;==4^),

/, ̂  ^ étant des fonctions, définies pour o^ r î ï et également conti-
nues, quelle que soit la courbe : De toute mite injinie de courbes C, on
peut extraire une nouvelle mue ayant une courbe limite F (1 ) . En effet,
soient

/

Ci, (-.2, . . . , ^Hf ' ' •

les courbes d'une suite infinie de courbes C, C, étant définie par les
fonctions/?, 9,, ̂ . De la suite des fonctions

/i(0» /^'O, • • • . .A(^ • • -

on peut extraire une suite

A(^), A(Q, —, /a.(^ • • •

( i ) Ô(i dit que la courbe F est l imite d'une sïiîle de courbea (;n définies à l'aide de
jonctions./^ <^, ^n de la variable t dans r in le rva l lô (o, i) lorsque les coordonnées (F,
<Ï>, W ) des poml,s de F sont respectivement les limites de fn-, ^n-, 4^5 la co^vew*^6

élant iinilbrme. Plus ^énôralemeiit, nous dirons que r est limite dos C^ si l'on peut faire
correypondre les points de (^ a ceux de F, par une loi telle que, pour n assex grand, la
distance de deux points correspondants soit inférieure à s.
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ayant une limite F(^). De la suite

?cq(^ Pa,/^)» . • • ? yaJQ» • • • »

on peut extraire une nouvelle suite

?P.(0. 9^(^ • • • » ?P.(^ • • -

ayant une limite ̂ (f) ; enfin, de la suite

4^(0. ^(0. -- 4^(0. • • -
on peut extraire une autre suite

^(0, ^), ..., ^(Q, . .

ayant une l imite ^r(/). II est alors évident que les courbes

Ly/^ Cp^ . . • , L^,,

ont pour limite la courber, définie par les coordonnées (F, <I>, 'y)^),

15. Considérons u n e f ami l l e de courbes rectifiables G, et supposons
que les longueurs de ces courbes aient une l im i t e supérieure f i n i e .
Je dis que toute sui te i n f i n i e de courbes G a au moins une courbe
l imi te rectiflable. On peut , en eflet, exprimer les coordonnées d 'un
point d 'une courbe G en fonction do l'arc ^ et les valeurs de ,2;(^),
y(^), -s(^) forment des fonct ions a nombres dérivés bornés, puisque
ces nombres dérivés sont inférieurs à i, en valeur absolue. Soit L un
nombre supérieur à la longueur de toutes les courbes de la f a m i l l e et
/ la longueur de la courbe G, faisons le changement de paramétre
défini par

les nouvelles fonctions xÇt),y{t),s{i), déf in ies dans l ' interval le (o, L),
auront encore leurs nombres dérivés infér ieurs \\ i , en valeur absolue.

( 1 ) Si l'on veut que la courbe F soîi à distance finio, il faut ajouter la condition que,
Pw étant le point de C,t qui correspond à t =- /o, l'ensemble dérivé de l'onsernbîo des
points P/i a au moins un point à distance finie*
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Une suite quelconque C//, de courbes C aura donc au moins une
courbe l imite r[X(^), Y ( ^ ) , Z(/)] : les fonctions X, Y, Z sont à
nombres dérivés bornés et inférieurs à ï , en valeur absolue, donc r
est rectifiable et sa longueur ne dépasse pas L.

Comme il y a identité entre les courbes rectifiables et les fonctions
à variation bornée de M-. Jordan, on peut énoncer la remarque qui
précède sous la forme suivante :

Toute suite infinie de fonctions à variations bornées dans leur ensemble
admet au moins une courbe limite.

16. Il y a u n e remarque essentielle à faire, sur la différence qui
existe entre des fonc t ions admet tant une (onc t ion l i m i t e et des
courbes a d m e t t a n t une courbe l i m i t e . Si l'on a u n e sui te de fonc-
t ions/de .r, par exemple , d é f i n i e s dans l ' i n t e rva l l e (o, i ) et dont les
courbes représentat ives adme t t en t une courbe l im i t e , i l n'en résulte
pas que ces fonct ions possèdent u n e fonct ion l i m i t e V ( x ' ) .

Une f a m i l l e de courbes C^ admet une courbe l i m i t e F, si l 'on peut
exprimer les coordonnées d 'un p o i n t de chaque courbe en fonc t ion
d 'un paramètre t qu i varie entre o et t , de telle sorte que les (onc-
tions x , , ( l ) , y^(/), ^(^), correspondant à la courbe C,^ convergent
uniformément vers les fonctions X, Y, Z, qui. correspondent à la.
courbe F. On voit que, si l'on entoure chaque point de la courbe F
d'une sphère de rayon c, ayant ce po in t pour centre, de manière à
définir autour de F un domaine 1.) formé par l'ensemble des points
situés à l ' in tér ieur de l 'une au moins de ces sphères, lorsque n est
assezgrand, la courbe C^ est tout entière à l ' intér ieur de D. Bornons-nous
au cas du plan, et soit une su i te de fbnctionsy^(.r) , à var ia t ions , bor-
nées quel que soit n, par un môme nombre : les courbes représen-
tatives correspondantes ont u n e courbe l imi te qui ne pourra pa.s tou-
jours être représentée par l 'équation y = F(.x'), F é t an t une fonct ion
cont inue de x^ et les fonctions f^ n ' auront pas toujours une fonction
limite.

Ce sera le cas de la famil le des fonctions

ï "+" nx n I f s Y2

•̂ =~- -T- ~ i V V' - 7,,) ' ° - "• " ''
Ann, Éc. ,W///., (3), X X Ï V . — h'.w •1907. ^
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le radical ayant sa valeur ar i thmétique, on a

f^=nx pour o 5 ^ ^ - 5

f^=z ï pour - ^^i ;

i l n'y a pas de fonction limite pour les f^ mais il existe une courbe
limite, fournie par la ligne brisée

^==0, O^J^I,

o^x^ r, y •=: j .

Le même fait se produit lorsqu'on a une série de fonct ions conti-
nues, convergeant vers une fonc t ion c o n t i n u e , sans que la conver-
gence soit uniforme. Si les sommes sont à var ia t ions bornées d a n s
leur ensemble, on pourra ob t en i r une courbe l i m i t e pour toutes ces
courbes, en adjoignant à la courbe représenta t ive 1 de la (onc t ion l imi te
des segments rectilignes, parallèles à Oy. Considérons, par exemple,
la série dont la somme des n premiers termes est

^(^)=/^-^<

La somme de la série est o, et la convergence est un i forme, dans
tout intervalle ne contenant pas la va leur o. Los fonct ions $„ sont à
variat ions bornées et admet tent une courbe limite formée par la l igne
brisée

x -= o, o ̂  y ï ——,
y 2 e

o . ^ ^ ^ ï » y=o.

17. Examinons maintenant le cas ou les fonc t ions /(^), d 'une fa-
mi l le déterminée, ne sont plus définies dans le môme in terva l le (a, h ) .
Supposons que, étant donnée la suite de fonc t ions

fi{^). M^), .... A(^). • ->

la fonction fn(x) soit définie et cont inue dans l'intervalle (a^ ^).
Le changement de variable

.r=<^-4- t(bn—a,,}
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fait correspondre à la fonct ion fnÇx} une fonction ç,,(^), définie dans
l 'intervalle (o, i). Si les fonctions y^ sont également cont inues, toute
suite de courbes y =/^(,r) aura au moins u n e courbe limite. Cette
courbe l imite aura des points à distance f inie, si l 'ensemble des
points^ = ci^ y = fÇa^ n'a pas tous ses po in t s l imites à l ' inf ini .

Prenons le cas où les d i f f é r ences 6,/,~- a,, n 'augmentent pas toutes
i n d é f i n i m e n t , en valeur absolue, et n 'ont pas toutes pour l imi t e o.
On pourra en choisir une i n f i n i t é ayant u n e l i m i t e f in ie et d i f fé ren te
de o : j 'appel lerai tou jours j\, f^ ...,/,^ ... les fonctions de cette
nouvel le suite. Je d i ra i que ces fondions sont également cont inues ,
si, étant donné le nombre p o s i t i f s , on peut lui f a i re correspondre un
nombre à, tel que dans tout in te rva l le d 'é tendue moindre que à,
choisi à V intérieur de l'intervalle (a,^ h,^ où la fonction f^ est définie,
l 'oscil lat ion soit i n f é r i eu re à £, q u e l l e que soit la fonc t ion .

Les fonctions f^ et y^ sont également continues on même temps; en
effet, supposons les cp^ également con t inues , on a, quel que soi tn,

[ y,, ( t 4- àt) — ^n, ( t) | < e si | A ^ | < o',
soit

/„ ( .r) "= 9,, ( Q, /„ (.r 4- A,^ ) :•-"= y,, ( t -h À/), A.r — ( bn, — a,, ) M,

\ hn—a^ \ est supér ieur ici a un nombre fixe (^, donc, si J A - r ) <^ [xâ', on
en dédu i t | A^ | <^ o' et, par sui te ,

l^(,r4-A^)-^(.:r)|<Ê;

on verrai t de la même manière que les cp^ sont également cont inues ,
1 o r s (,i u e 1 e s fn. 1 e s o n t.

18. La p lupar t des résultats é t a b l i s précédemment subsistent avec
peu de mod i f i ca t ions , pour les f a m i l l e s de fonctions de plus ieurs va-
riables* Prenons, parcvxornpie , des fonctions de deux variables (^?, y),
définies dans un domaine D. Nous dirons que ces fonctions sont éga-
lement cont inues , lorsque \\ t o u t nombre e correspond un nombre ô,
tel que, le po in t ( x y y ) restant h l ' i n t é r i e u r de I11) dans un cercle quel-
conque de rayon ô, l 'osc i l la t ion de chaque fonct ion y ne dépasse pas£ .
Lorsqu'on a une fami l le de fonctions de deux variables , également
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continues dans un domaine D, toute s u i t e in f in ie de ces fonct ions a
au moins une fonction l imi te . La démonstration est analogue à celle
que nous avons donnée au paragraphe 2 pour le cas des fonct ions
d'une variable; il suff i t , au lieu de prendre un ensemble de points,
partout dense sur le segment (a, &), de choisir un ensemble dénom-
brable de points , partout dense dans le domaine D : par exemple,
l'ensemble despoints de D dont les deux coordonnées sont ra t ion-
nelles.

D'ailleurs, il est faci le de ramener le cas des fonct ions de plusieurs
variables à celui des fonctions d 'une variable. Prenons toujours deux
variables x etj et supposons, pour s impl i f ier , que le domaine D soit
un carré de côté égal à l 'unité de longueur. Soient

.r==9(Q, y^^(t)

les équations d 'une courbe passant par tous les points du carré, cp et ^
sont des fonctions cont inues de t dans l ' in terval le (o, i). Faisons cor-
respondre à la fonction/(<r,j) la fonction F(^) déf inie par

F(^)=/[y(^^):|.

Je dis que, si les fonctions/(^,j) sont également continues dans
le carré D, les fonctions V ( t ) correspondantes sont également conti-
nues sur le segment (o, i). Donnons-nous e, il lu i correspond ^ tel
que ,pour

( .y—.-^i<rî , Lr—yi <5,
on ait

l/(^./)-/(^y)l<^
quelle que soitf. y efc^ é t an t con t inues , on peu t trouver p, tel que, si

\i-t'\<^
on ait

| ?(Q - y(Q | < rî, | ̂ ( t ) - ̂ (z / ) [ < rî,

^=y(0, .^^y^), y:=^(^ y^^j.

Donc, si \t -" r| <p ,

| F ( ^ " F ( ^ ) | < Ê ,
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quelle que soit F. Cette remarque permet d'employer, pour le cas de
deux ou d 'un nombre que lconque de variables, les démonstrat ions qui
ont servi pour celui d 'une variable.

19. Pour reconnaî t re si des fonc t ions de p lus ieurs variables sont
également c o n t i n u e s , on pour ra se servir de critères ana logues a ceux
que nous avons utilises pour les fonct ions d'une variable. Supposons,
par exemple, que l'on ait dansi)

| / (^j)-/( .<y)|<M|.^ -.^|,

quels que soient.r, x ' ' , y et/, et

1/(^ y ) -/(^ V) 1 < M [y -y' |,

quels que soient y, y ' x e t / , c'est-à-dire que la fonc t ion / so i t à
nombres dérivés part iels bornés, on en dédui t aussitôt

1/(^ 7) -f{x\ y 1 ) < M [| ̂  - ̂  | + [.y -y |]

et, par suite, si

^--'\<^ i./-yi<^;
i/(^7)-/(^,y)l<e.

20. Fonction supérieure e'i fonction inférieure, — Fint roduira i encore»
pour une fami l le de fondions également cont inues, la not ion de fonc-
tion supérieure et de fonc t ion in fé r i eu re . Soit une f a m i l l e de fonc-
tions de la var iab le réelles, également con t inues dans un même inter-
valle (a, b). Supposons que les valeurs de ces fonc t ions , pour x == .z-o,
soient bornées, alors les fonctions sont bornées dans leur ensemble,
dans tout l ' intervalle (a, b). Pour chaque va leu r de x de l 'inter-
valle (a, é), soient M.(x") et m(x) la plus grande des l imi tes et la, plus
petite des l imites des nombres f ( x ) . .rappelle fonction supérieure la
fonction M ( x " ) et /onction inférieure la fonct ion r n ( x ) .

Les fonctions M ( x ) et mÇx) sont des fondions continues de x dans
l'intervalle (a, b). Prenons par exemple M(^?)«
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Donnons-nous £, il existe un nombre S, tel que, dans tout in t e rva l l e
de longueur au plus égale à S, l 'oscil lat ion de chaque fonction f{oc)
soit moindre que £. Soit;r une valeur de l ' in terval le {a, h), on a p o u r
une infinité de fonct ions /

M(,ï) -- £ </(^) < M (.2- ) -h £

et, pour la va leur .T 4- ti(\fi <^o), on a, sauf pour un nombre l i m i t é
de fonctions,

M ( ^ + / < ) + £ > / ( . r + / 0 ;
donc

M ( x ) — M ( x •+- h ) < /( ,'r ) — /( x -h /< ) 4- 2 £ < 3 s,

on aurai t de même
M ( , r + A ) ~ M ( . 2 - ) < 3 g ,

donc, pour [ h \ <^ ?, on a

. I M ^ + ^ — M ^ ^ S ^

et la fonction M(.r) est continue. I l en est de même pour m(x).
Au, sujet des fonctions m et M, on peut énoncer le théorème su ivant :

Sauf pour un nombre limité de fonctions /', on a, dans tout l'inler-
valle (a, b\

m ( x ' ) - £ < / ( ^ ) < M ( ^ ) 4 " - Ê

pour chaque valeur de £ ̂ > a arbilrairemeni choùie.

Prenons l 'une de ces inégalités f(^) <^M,(x") + £, par exemple :
je dis que, si cette inégalité n'était pas vérifiée dans tout l ' in te rva l le
pour une in f in i t é de fonctions/, il existerait une valeur «TO de l ' inter-
valle (<^, &) possédant la propriété suivante : dans tout interval le dont
le mil ieu est XQ et la longueur aussi petite que l'on veut, l ' inégalité
n'est pas vérifiée pour une i n f i n i t é de fonct ions . En effet , d iv isons
l ' intervalle (a, b) en deux parties égales : dans l 'une au. moins de ces
parties, il y a une inf ini té de f o n c t i o n s qu i ne v é r i f i e n t pas toujours
l'inégalité. En d iv i san t en deux parties égales l 'une des parties où
l'exception se produit, on obtiendra un nouvel intervalle de longueur
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égale à la moit ié de celle du précédent et dans lequel l'exception se
produira encore, et a ins i de suite. On définit ainsi une suite inf inie
d'intervalles emboîtés les uns dans les autres et dont la longueur tend
vers o : ils ont un point limite Xo(a^x^t). Le point x^ possède la
propriété énoncée.

Entourons x^ d'un i n t e r v a l l e (^o — À, x^ -+- A) assez petit pour que
l'oscillation de toutes les fonct ions y et M(,r) ne dépasse pas -3 dans
cet intervalle.

Pour une in f in i t é de fonct ions /, il existe dans l ' intervalle
(^o— A, a\) -t- h) un po in t x^ au moins pour lequel

/ (^ )>M(,^)+e ,
et, comme

/(^u) —/(^)> - |» M (.r,) ~ M(.r.,) >- ̂

on aura
/(^•o) >/(^)— | > M(^) + ̂  > M"(.r,) .....h |

pour u n e inf in i té de fonctions/1; ceci est contraire à l'hypothèse que
M(^o) est la plus grande des l imi tes des nombresy(^o).

21, Supposons que l'on ait une famil le de fonctions également
cont inues , croissant avec n, pour chaque valeur de x :

AàA^-—.A—-

on a évidemment M(^) == m{x) et les fonct ions / ont pour l imite
M(^).

Réciproquement, si. des fonc t ions f,^ ne décroissant pas quand n
croît, pour chaque valeur (le x, ont pour l imi t e la fonction con-
t inue F(^), elles sont également continues : il résulte alors des iné-
galités écrites plus haut que la convergence est uniforme.

Soit, en effet, x^ une valeur de l'intervalle (a, b), on a, pour p
assez grand,

^o)â/^o)>l^o) -£.

& étant donné arbitrairement, les fonctions F et fp étant toutes deux
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continues, on a, dans un i n t e r v a l l e (.T(, — À, ^-+" A),

/p(^)-/p(^o)>-£, F ( ^ o ) ~ F ( ^ ) > - £ ;

par conséquent,

F(^)â/p(^) >/^o) - £ > F(.^) - ̂  > F(^) - 3e,

et comme, lorsque

on a
^>/?, fn(^)>fp(^)^

n^p, F(^)^,(^)>F(^) ~3s,

il résulte de là que, dans l ' intervalle (x^ -- À, «r^ •+- A), l 'oscil lation de
chaque fonction fn(^) pour /în'/? ne dépasse pas £. Donc les fonc-
t ions f^ sont également c o n t i n u e s en ^*o. Cette valeur étant arbi-
traire, on en conc lu t , à l 'a ide du théorème du paragraphe 8, que les
f o n c t i o n s sont également con t i nues dans (a, b). On peut donner do la
propriété précédente un énoncé un pou différent : si une série à
termes tous posit ifs a pour somme une fonc t ion cont inue, elle con-
verge uniformément. En effet, les sommes^(^) des^ premiers termes
croissent avec /%, lorsque x est fixe*

CHAPITRE II.
APP.LÏCATI02S AUX ÉQUATIONS D1PKÉHENTIKLLES.

22. La démonstration de l'existence des intégrales de l'équation
différent ie l le

y=/(.r,y),.

dans laquelle y(<^, j) est une (onction con t inue de l'ensemble des
deux variables réelles oc ety, a fait l'objet des études de M. Arzelà (1)

( 1 ) Sull* intc^rab llità délie equaziôni differewlali ordinarie ( Memor'ie délia R. Acca"
demia délie Scienze di £ologna(y série, t, V, (895, p. y^-SH), — Sali' esi^tema de^li
inte^rali nelle e^uazioni differenziali ordinarîe (Ibid., y' 8(Srie, i. Vï, 1896, p* 33-4^)*



SUR LES SUITES INFINIES DE FONCTIONS. 265

et de M. Peano f 1 ) ; en p a r t i c u l i e r , M. Arzelà a é t a b l i l 'existence (F u n e
intégrale passant au point , d o n n é (^o,yo), sous la seule c o n d i t i o n de l à
con t inu i t é de./^^.y) et M. Peano a montré, par une méthode d i f fé -
rente, l 'existence d 'un faisceau d' intégrales passant, en général, par le
point XQ, yo. Je me servirai, dans ce qui su i t , de la méthode de
démonstrat ion de l 'existence des in tégra les qu i est d u e a Cauchy et
dans l a q u e l l e on ob t ien t une courbe intégrale par l ' approximat ion de
lignes polygonales.

23. J'appellerai ligne polygonale de Cauchy, toute ligne brisée
y == (f^Çx), telle que le coefficient angulaire de chacun de ses côtés
soit égal à la valeur que prendy"(^,y) à l'une des extrémités de ce
côté. Je démontrerai que toute suite infinie de lignes polygonales de
Cauchy avant même origine (dont le nombre1 des côtés augmente indé-
finiment, chacun d'eux tendant vers o) a au moins une courbe limite
qui est une intégrale de l'équation différentiel le et (lue, réciproque-
ment, toute intégrale peut être obtenue comme la limite d/uno suite
infinie de telles lignes polygonales.

Soit un point P(^o»yo) (lu plan, supposons que, dans le domaine

on ait
^o — a "^, x ;,, ,•^0 4- ci, f^ --- b ̂ f ̂ jo + b,

|/(.^j)]<M,

et prenons, en outre, l'intervalle a tel, que aM. << h.
Divisons l'intervalle ( x ^ x ^ - { - a ) en intervalles partiels par les

points de division ^,^, .<.,^ et X, == ^0-h a, et construisons la
ligne polygonale de Gauchyy== <p/,(^), passant en P et dont les som-
mets sont sur les parallèles à ()y d'abscisses .r^, x^ ..., .2',,,, X.. Dans
l'intervalle (^^/M-|)» îX^) variie linéairement el la pente du côté
correspondant de la ligne brisée est égale soit a /[xi,, ̂ p{^k)\, soit
à /|^o 9/>(^Myi- H est facile <^ voir que toutes les fonctions
r^^x) — y^ sont bornées et inférieures à b, en valeur absolue.

(t) Dcmofifîiratioii dû l'InU^rfdnihé flefï équations d{(fércrulcU(^ ordinaires {MaUuî-
nuabcha //nnalcn, Bd. 37, 1890;. C(»t arliele, écril à l'ai(le de syml)ol(îs logiques, u eLc tra-
duit en alteînaud par M. Miô ( McUfiemaiiscJic Ânnalen, Bd. 43).

/l/t/i. Éc. Norm., (3), XXIV. J<;IN ly^. <J^
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La famil le de fonct ions , formée par toutes les fonct ions ç^ possibles
passant en P, est une f a m i l l e de fonc t ions également c o n t i n u e s , car
toutes ces fonct ions sont à nombres dérivés bornés ( in fé r ieurs à M, en
valeur absolue) : par conséquent , de toute sui te i n f i n i e de fonct ions ç^,
on peut extraire une suite nouve l l e ayant u n e fonct ion l imite . Reste à
montrer que cette fonction l i m i t e est une intégrale lorsque le nombre
des côtés des l ignes polygonales a augmenté i n d é f i n i m e n t , chacun
d'eux tendant vers o.

Soit
?n 9^ — " » ?/^ • • •

une su i te in f in i e de fonctions ̂  ayant pour l i m i t e la fonc t ion cp(^).
Appelons y .(^), la dérivée a droi te , par exemple , de la f o n c t i o n cp^.
Prenons une v a l e u r s de l ' i n t e rva l l e .r,,, x ^ + a ' , x a p p a r t i e n t à l ' un
des in te rva l les par l ie ls r e l a t i f s à la l i gne brisée y^. Supposons q u e ̂
soit l ' u n des points de cette d i v i s i o n , ex t rémi té de l ' i n t e r v a l l e p a r t i e l
qu i contient x et tel que <p«(^ ) so i t égal à la va leu r de y"(.z?, yj), au
sommet de la l igne polygonale don t l 'abscisse est a .̂. On a

a^(,r) =:::/[ x^ y^(<r/,)];

£ é tant d o n n é , on peut t rouver o tel que , dans t o u t carré de côté i n f é -
r i e u r à 20, l ' o sc i l l a t i on de / ' i ie dépasse pas s. Prenons p assez grand
pour que

| ̂ ' —— ^fc \ < 0,

[ 9 (.^) — 9/,(.r^) | < ̂  | ̂ (.:^.) — <p( ,-r) | < ̂

la dernière inégalité est possible, parce que le nombre des points de
divis ion x^ augmente i n d é f i n i m e n t avec p tandis que la distance de
deux po in t s consécut i fs tend vers o. On a alors

|9( . ï )—^(.z 'Â-) | < Ô
et, par sui te ,

l9^')~/l>' y(^):l|<£.

Donc les fondions

^(^ ¥a(^)» • - » P/^'). -•
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t enden t uni ibnnément vers la l im i t e

f\x, cp).

Par suite, les fonc t ions

( ^ ' } d x

t enden t u rnfonnénien t vers

f /(.r, cp)^r.
< ^'0

or' /-y /- (•'•') =~ y'o-+- / ?'/,(•/-•) ̂ ;-'-^ i
Donc ^•'•

rp (,(:) := lini a'/,( .'/•') =- .Y» -1- » .A •'••> ? )</A>

et, [>;>r cons/'qiicnl.,
.p'(./-.)^/[,/,9(.<;-)l.

Donc :

7«M/« suilc infiiu('d<ili^pofy^ona^ de (;anc/>y, ayant, même ori-
gine, 1 > , admet au moins une courba limita qui esi ans inleya/e pasmnl

an P.

Or> si ipi>(>s(>, l » i < - i > Piitoxl", 'l 'K1 le nomix'e des côlcs (!<' cos lignes
brisées ne i^sfc |);>s fini, el,(i>ic l-.t longueur (l'aucun col.c ne rcs(,(1 supé-
rieure a lin nombre fixe.

21 Donnons-nous m;iin(,en9nt linc inlésrde de l'équalion passaul,
en P soit, Y = ̂ (^). .le divise l'inl,ervall(1 (.ï,,, X), en intervalles par-
tiels'de longueur moindre (pie -/], •q étant un nombre choisi (ie n>a-
niere que, dans cliaque intervalle partiel, l'oscillation de y ne dépasse

pas £ (il sulîit de prendre r| < ̂ - Soient ̂  et ̂ ,. deux points de
divisions consécutifs, abscisses de deux points A et B de la courbe <p.

Supposons d'abord que la droite AH ne rencontre pas a courbe
a l'intérieur <le l'intervalle (.z/. ̂ .). Dans cet intervalle, la courbe
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est tout e n t i è r e du même côté de AB, donc les tangentes en A et B
à cette courbe se c o u p e n t en u n po in t C d o n t l'abscisse est compr i se
entre œj^ et .r/^. AC et CB seront deux côtés consécut i fs d 'une l igne
polygonale de Cauchy.

Si la droite AB rencontre la courbe en un nombre f i n i de p o i n t s
dans l ' in te rva l le (,r/,, .z"/^), on divisera cet interval le en in te rva l les
partiels tels que dans chacun d'eux la courbe soi t tout en t i è re du
même côté de AB. On déf in i ra a insi p lus ieurs côtés consécu t i f s d 'un
polygone de Cauchy formé de deux côtés dans chaque interval le
part iel .

Enfin , la droite AB peu t rencontrer la courbe en une i n f i n i t é de
points à l ' in tér ieur de Çx^ x/^). Soit G un de leurs po in t s limites
qui peut être A ou B; en G, la droi te AB est tangente à la courbe, je
prendrai AC ou CB comme côtés consécutifs , d 'ai l leurs en l igne droite,
d'une l igne polygonale de Cauchy.

En opérant ainsi dans tous les interval les (.^, ^/w), je pu i s d é f i n i r
une ligne polygonale y = ̂ (.^), passant en P. Je dis que y(^) et
^p{oc) d i f fè ren t , en valeur absolue , de moins de 2 s.

Prenons un in terval le (x\ x " ) correspondant à un côté de la ligne
'ygonale, on a, si ^ ^ x ^ x " ,pol

cp^ ( x ) — y „ ( x ' ) | < M | .̂  — x ' \ < M -n < £,

en supposant que le point \x\ ^(.xQ) soit sur la courbe intégrale.
Or

|y(.z-)—9(,,y) <£,

donc, comme ç^) = ̂ (.i/),

|y(^)~9^(.z ') | <2fi;

le raisonnement est le même si c'est le po in t \af, ̂ ^ x ' ) } qu i est
s i tué sur la courbe intégrale. Donc :

Toute courbe intégrale passant en an point P efft la limite d'une mite
infime d^ lignes polygonales de Cauchy qui passent par ce poinL

Les mêmes raisonnements et les mêmes résultats sont valables pour
l'intervalle (^ — a,^j.
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25. Considérons la fami l le des fonct ions intégrales issues de P.
C'est une famille de fondions également continues et comprises entre
Y() — b et y^ -+- b. Désignons par M.( x) et m(x) la fonction supérieure
et la fonction inférieure de cette famille, .le dis que M et m sont deux
intégrales de l'équation que j'appellerai V intégrale supérieure et V inté-
grale inférieure relatives au point P. Dans l ' intervalle (.2',̂  ;2^4~<^) ces
intégrales seront appelées intégrale .supérieure à droite et intégrale
inférieure à droite, dans l'intervalle (o^ — a, ,z^), ce seront les inté-
grales à gauche,

D'abord, par un point quelconque Q/de M(x) et le point P il passe
une intégrale; en effet, le point Q' est un point limite de points d'in-

tersection d'intégrales ̂ , '̂ , ..., ̂ , ..., issues de P, avec la droite
x ^îxf (A/désigne l'abscisse de Q'). De la suite 4 ,̂ on p^ît extraire une
suite nouvelle ayant pour limite une fonction '̂  qui est évidomrnent
une intégrale et qui passe aux points P et Q'.

En second lieu, considérons toutes les intégrales de l'équation qui
passent en Q\ je dis que leur fonction supérieure à droite (x^x ) est
encore M(^); en effet, cette fonction supérieure rencontre la parallèle
à Oy d'abscisse x^>a/ en un point Q, d'ordonnée y. Si y^>M.(x),
il passe une intégrale par Q'Q, et une intégrale par PQT; l'inté-
grale PQ'Q, rencontrerait la parallèle a ()y d'abscisses en un point Q^
situé au-dessus du point de rencontre Q de cette droite et de y == .M (x).
Comme il existe une infinité d'intégrales passant par Q' et des points
voisins de Q, d'abscisse .r, on voit que Q, ne serait pas le point cor-
respondant à la plus grande des limites des ordonnées des points de rera-
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contre de QQ, avec les intégrales issues de P. Si y<^M(^), l'intégrale
passant en Q' et Q^ et l'intégrale passant en P et Q, se croisent en un
point R d'abscisse supérieure à x', l'intégrale (VRQ est une intégrale
issue de Q'. Comme on peut remplacer Q par une infinité do points
voisins et d'abscisse x, il v aurait une infinité d'intégrales issues de Q'
et rencontrant QQ, en une infinité de points ayant pour limite Q;
Q, ne serait donc pas la plus grande des limites des points où les
intégrales issues de Q rencontrent la parallèle à Oy d'abscisse x.

Donc
.r=M(.r).

Je peux maintenant montrer que M(.^) est une intégrale. Soient

Vl» V2» . . . » V / /y • * •

une infinité de points choisis sui\y== iVI(,̂ ) et tels, que leurs abscisses
forment dans l'intervalle (^, x^ 4- a) un ensemble partout dense. Il
existe une intégrale passant par P et Q^ , soit ̂  (^*). Prenons Q,, Qy et
soit (Y celui de moindre abscisse, Q^ l 'autre; il y a une intégrale
reliant P et Q' et une intégrale reliant Q' et Q" d'après les remarques
qui précèdent, il y a donc une intégrale ^(^) issue de P et passant
P^ Qi» (h» ̂  ftinsi de suite : je dis qu'il y a une intégrale ^(/r), issue
de P et passant par Q,, Q,, ..., Q,,; cri efi'et, soient Q', Q\ Q^, ..., Q^
ces mêmes points, rangés dans Perdre des abscisses croissantes, il v a
une intégrale reliant PQ', une reliant Q'Q^ nue reliant Q^Q^ etc.,
une intégrale reliant Q^^Q^,

Considérons la suite de (onctions également continues

^i(^)» ^â(^)» - - • ? '-M^)? " " - ;

elle admet au moins une (onction limite ^ ( x ) qui est une intégrale et
qui passe par tous les points Q^ comme la courbe y ^ M ( x ) . Les deux
fonctions continues ^(^) ^ M(.r) coïncident, puisqu'elles prennent
les mêmes valeurs pour un ensemble de valeurs de x parlout dense
dans (.'T(,, x^ 4" ^). Donc, y=:M.(.:y) est une intégrale, l'intégrale
supérieure. Un raisonnement analogue s'applique à,y== r n ( x ) .

Les deux intégrales M etw, tangentes en P, limitent une région du
plan à l'iatérioar de la bande (,x^ -— a, ,z\,+ a). Par tout point A de
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cette région, il passe au moins une intégrale issue de P. Soit x Fabs-
cisse du p o i n t A, supposons , par exemple, x^<^x^x^-\~ a. I l existe.
une in tégra le ^(.'x"), i ssue de A. et d é f i n i e dans l ' in terval le (^o, x ) . Si
la courbe y -== ^Çx) sort de la, région comprise entre M. et m, elle ren-
contre M ou m : si elle coupe M. en B, l ' intégrale PBA, tonnée par M
de F en B et ^ de B en A, est une in tégra le r e l i an t P et A.

Si ^(^;) ne sort pas de la région considérée, e l le rencontre tou tes
les para l lè les a ()y dont les abscisses sont comprises entre x^ et x, en
des po in ts d o n t les ordonnées sont comprises en M et m. Donc cette
courbe vient abou t i r au po in t P. En déf in i t ive , on peut énoncer la
proposit ion suivante :

// existe deux intégrales issues de P, l'intégrale supérieure et l'inté-
grale inférieure, nul limitent ta région du plan où passent toutes les inté-
grales issues de P. Par e/ianue point de cette région, il passe au moins
une intégrale issue de P.

On v o i t que, sur c h a q u e pa ra l l è l e a ()y, Fensemble des po in t s de
rencontre de cette d r o i t e et des intégrales .^ issues de P comprend
tous les po in ts du segment (w, M'}. E n f i n , la démonstra t ion précédente
montre que, si Fon se déplace sur Fintégralc supér ieure M, par
exemple, en un p o i n t Q' a droite de P, Fintégrale supér ieure a droite
de Q' est encore M, en un poin t Q" à.gauche de P, Fintégrale supé-
rieure à gauche de Q" est encore M; mais Fintégrale supérieure
à gauche de Q' ou Fintégrale supér ieure à droite de CT ne sont pas
nécessairement confondues avec M, comme on le voit aisément sur
des exemples.

2(L Voici un exemple s imple . Soit Féqua t ion d i f f é r e n t i e l l e

y ' ^ V y
dont Fintégrale générale est

' a " 1 3

y^ ^ ( A - + c )
.,.l) J

et Fintégrale s ingul ière y == o. Par chaque po in t A du plan, de coor-
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données x^r^ vérifiant l'inégalité

«, / a V
7ï~ (3^ <°.

*

il passe une intégrale issue de l 'or igine des coordonnées. Soit B le
point , de rebroussement, situé sur la partie posit ive de Oa', de l ' inté-
grale générale passant au po in tA.Lacour .be formée parle segment 0.8
sur l'axe des x, et le segment curvi l igne BA de la parabole est une
intégrale reliant 0 et A. L'intégrale supérieure et l ' intégrale in fé r i eu re
issues de l 'or igine sont les courbes

y ̂  M(.r) = + ̂ (1 ^y, y = m(.r) :̂  ~ ̂ /(| .r)3.

On peut prendre, dans ce q u i précède, un po in t que lconque de l'axe
des.T comme or ig ine des coordonnées.

D'une maniè re générale, on aura des résul ta ts analogues chaque
fois qu'il existera une intégrale s ingul iè re , enveloppe de l ' intégrale
générale. De tout p o i n t situé sur l ' in tégrale s ingul iè re partira un
faisceau d ' intégrales d o n t chacune est obtenue , en su ivant d'abord
l'intégrale singulière, puis l ' abandonnan t et cheminant sur une inté-
grale ordinaire à partir du point où cette dern iè re courbe touche son
enveloppe. Dans les exemples de ce genre, deux intégrales issues du
même p o i n t e n t toujours une partie commune , qui est un segment de
l'intégrale singulière.

27. Je vais ma in t enan t fa i re voir que les intégrales supérieure et
infér ieure varient d 'une manière c o n t i n u e avec le p o i n t P(^, y^)
d'où elles sont issues. Occupons-nous, par exemple, des inlégraTës1"
supérieures.

Je suppose quey^ seul varie; pour le poin t P Ç x ^ y ^ ' ) , on à l ' inté-
grale supérieure à droite M'(^) et pour le point P'^, y^+ '!€) l'inté-
grale M(;z", k). Ces deux intégrales ne peuvent se traverser lorsque
^o<^<^o-+ a; P^ exemple, si Â:>O et si M.(x) et M'(^, / c ) se
coupaient au point R, l 'intégrale supérieure issue de P' serait formée
de l'arc P'R de M(*r, k) et au delà de B'coïnciderait avec M ( a ï ) ; on a
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donc toujours
M(^ Â - ) ^ M ( ^ )

et, pour la même raison, si /;^>/c\

M(^ A-):?M(.'r, ^).

Lorsque A tend vers o, le nornbre ]VÎ(.T, /•) qui décroît avec /•(/:^>o)
a une limite M(^-ho). Cette fonction limite est âne intégrale : en
ef let , les fonctions M(^, /E") sont également continues [je suppose k
assez voisin de o pour qne j\x, y) reste toujours inférieur, à un
nombre fixe M), en valeur abso lue] , on déduit de là que l'on peut
choisir une suite décroissante de valeurs de^,

telle que M(;z', /•„,) l^nde uniformén'ienl. vers M(.z^ 4- o), on, en conclut
laci.le.ment que M..(.T, k) tend unitormément vers M(a^ -+- o). Il en ré-
sulte que M.(î^^ "4- o) est inn* intégrale issue de P et, comme

M^^o^M.Cr),
on. a nécessairement

M(^'i+o)r:;M(^).

On arrive au même résultat pour A négatif; donc, étant donné £, on a,
pour k assez petit,

|.M(.r, Â-) -M.( . r ) j<£.

Mêmes raisonnemenis pour les intégrales inférieures et pour les
intégrales à gauche. Faisons maintenant varier .t*o se/ulomont. Soient
M.(x) l'iniégrale supérieure issue de F, et M(.r, A) l'intégrale supé-
rieure issue de P^^--}- À, ,yo)'

Sup|)osons A^>o, par exemple. A droite d.e P' comme a gauche de P,
les intégrales ne peuvent se traverser, mais cela est possible dans la
bande du plan comprise entre les parallèles h ()y menées par P et P'.
,1e prends A assez petit pour qne y-AM, <^ £. Alors, entre P et P', on a.

[MO, //,)—y,|<i, |M'(,r)—yJ< 11"

Arw. Àc. Norm,, (S), XXIV. — JUIN <S)°7"
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|M(^, / ^ ) — M ( ^ ) | < £

x^x^x^-Y- h.

Donnons à h une valeur fixe, vérifiant l 'inégalité précédente, et
considérons toutes les intégrales supérieures passant par les
points (^o + O^.Vo) C0^^!)- A droite de P', tontes ces i n t é g r a l e s
sont situées dans la bande limitée par M(^) et M,(.:r, À) : on démon-

Pig. a.

M Osh)

t rerai t comme précédemment que, lo r sque 0 tend vers o, elles o n t
pour l i m i t e Pintégrak1 M ("A'). Il en est de même a gauche do P.
.Entre P et P' la d i f ïe rence des valeurs des deux fonc t ions ne dépasse
pas £ en valeur absolue. Ceci sufÏ i l : à montrer que M(^, h) est. une
f o n c t i o n con t inue de h. En résumé, l ' intégrale supér ieure 'M..(x) et
l ' intégrale inferieurem(' . r )sont des fonc t ions contiruMis de x^ e tdeyo .

On peut montrer aussi que ce sont des fonc t ions c o n t i n u e s de1 l 'en-
semble (^o, jo).

Il s u f f i t de remarquer que deux intégrales supérieures M et M'
issues des deux p o i n t s P cl P' dont les coordonnées sont respecti-
vement XQ, y^ et ûc^-^r A, yo-t" k, ne peuvent se traverser que lorsque x
est compris entre les valeurs x^ et ,T(, •+" h.

Prenons alors
1 » - 1 < | .

e arbitrîlire et
1 / » | M , < J , .
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on aura, pour x compris entre x^ et ,T() •+- /^,

d'où

| M -- yo |< y

IM: /—..ro-/.|<|>

[ M / _ ] V Ï | < e .

Maintenant , on démontrera i t , comme p lu s haut, que , lorsque 0 et 0'
t endent vers o, suivant une loi, a rbi t ra i rement choisie, l 'intégrale
supérieure issue du point(o^4~ OA,y, ,4- ( ^ / ^ ( o ^ O ^ i , o^O^i) tend
un i fo rmément vers M(x) en dehors de l ' i n t e rva l l e (x^^.T^•+•h); comme
dans cet i n t e r v a l l e , ces intégrales d i f f è r e n t , comme M et M/, de mo ins
de £, en v a l e u r abso lue , on peut a l l i rmer que, lo rsque P' t end vers 1\
l ' in tégrale supér ieure issue de P' tend u n i f o r m é m e n t vers celle de P.
En d'autres termes :

!/intégrale saper Icare et V intégrale inférieure de l'équation dijjïren-'
tidie

/=/(^y),

dans layi/ef/e f(x, y) est une /onction continue de l/ensemble des va-
riabks (x, y ) , sont des fonctions continues •d€iiiil'iiensem'bile--des• '-valeurs
iniiiules. • 1 . 1 . 1 1 ' 1 1 1 1

28. En p a r t i c u l i e r , si la cond i t ion de Lipschitz est rempl ie , c'est-
à-dire, si la f o n c t i o n / a, par rapport à la variable y, des nombres
dérivés bornés, i l y a une intégrale u n i q u e issue de P. Donc : Vinié-
^rale généruU d'une é(ju'iliou différentiel le, dans le cas où. elle est déter-
minée par ses valeurs initiales, est une fonction continue de l'ensemble de
ces valeurs.

I l v a d'autres cas que celui de Caucliy-Lipschit% où l'intégrale est
u n i q u e et où, par conséquent , le théorème précédent s 'applique.

Supposons que, x restant fixe,/soit une fonct ion dey qui ne croît
jamais avec y. Si y^ etjy sont les intégrales supérieure et inférieure
issues d'un point., on a

Yiïf^
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/(^j05/(^y,),

y^y^
la dérivée dey^ —r^ est négative 011 nulle et, comme celte fonction est,
nulle en /r,,, on a

Donc

'intégrale est u n i q u e (1).

.ri^-
yi==y2,

29. La méthode des lignes polygonales de Cauchv s'étend faci lement
au cas d'un système de plusieurs équat ions dillerentielles du premier
ordre (2). Bornons-nous à deux équations pour avoir encore une
image géométrique des constructions employées. Soient les équations

dy .- . dz ,
^=/(^y^), ^=y(^j^),

/(^, y, s) et y(/r,y, s) étant des fonctions cont inues de rensemide
des trois variables x, y, z et infér ieures en valeur absolue a M,
lorsque le point (.r, y, z ) est a l'intérieur d'un parallélépipède D de
centre P(.z"o, y^, z ^ ) et dont les cotés sont égaux à 20, 26, 2c. ,1e sup-
pose, en outre, que l'on ait

«M^ b, a M ̂ c,

A chaque poin t du d o m a i n e I), correspond une direct ion dont les
coe i ï i c i ( în ( s angula i res sonî égaux aux va leurs d e / ' e t o en ce po in t .
r a p p e l l e ligne polygonale de Cauchy toute l igne brisée te l le , que les
c o e f î i c i e n t s angulaires de chacun de ses côtés soient égaux aux valeurs
de /e t de cp à l 'une des ext rémi tés do ce côté. Cons idérons les lignes
polygonales de Cauchy, ayant l e u r o r ig ine c o m m u n e en F (elles
restent à l ' in té r ieur de î), par s u i t e des inéga l i t é s écrites); on p e u t

( l ) PKANO, 'Wa.Uicrnati ffcho Annalcn, laa. cil,.
( ^ ) Et, pdi' conséquent,, aiiï équations d'ordro superlem", qin se rainonom/ à celles-ci.
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se borner, i(?i aussi, à taire varier ^ dans l ' intervalle (x^ x^ + a). Si

J^^(^), ^-:r:.^(,y)

sont les é q u a t i o n s d 'une de ces l ignes polygonales , 0 ,̂ et 4^ sont des
fonc t ions de x a nombres dérivés bornés : donc , toute su i te i n f i n i e
de telles l ignes polygonales aura au m o i n s u n e courbe l imite. On
pourra obtenir une sui te i n f i n i e de lignes polygonales, en subdiv isan t
l ' i n t e rva l l e Çx^, x^ 4- a) en in t e rva l l e s partiels et en fa isant croître
i n d é f i n i m e n t , s u i v a n t une loi a r b i t r a i r e m e n t choisie, le nombre de
ces interval les , la l o n g u e u r de chacun d 'eux t e n d a n t verso : la courbe
limite est une in t ég ra l e du système. Soit, en effet , la suite inf in ie des
l ignes polygonales (0^, ^), où éprend t o u t e s les va leurs entières, qu i
possède la courbe l i m i t e

y r::.: ^ ( . r ) , z ::::,: ̂ (.r).

Soit x une valeur de l'intervalle (.z"o, x^ "h-a), oc est compris entre
deux points de division consécutifs,^, a;/,.,,̂ , relatifs à la subdivision
de l' intervalle (^p x^+a) qui correspond à la/^'1110 ligne polygonale.
Si y\ et s^ désignent les dérivées à droite, par exemple, des fonc-
tions 0^ et ̂ , on a

y'p f\^^ M-^^ 'M^-)]» s;,-;:^[^^, ^,(.^;, 'M^)]»

eu sup|)osant que ie côté du //(tm(' polygone correspondant à Xiç, x^^
a i t pour coefficients angu la i r e s les valeurs de/ et ^ à l ' ext rémité de
ce côté dont l'abscisse est^..

Les fonct ions /"et/ <D é t an t c o n t i n u e s par rapport a rensernble(^\y, s),
on peut trouver à, tel q u e , dans t o u t cube de côté î et c o n t e n u dans I),
l 'osc i l la t ion de chacune de ces deux f o n c t i o n s ne dépasse pas £. Sup-
posons que tous les i n t e r v a l l e s ( x / ^ x / ^ ^ ) so ien t moindres q u e o. Les
(onctions ^ ^ x ) , ^ p Ç ' v ) é t an t également cont inues, on peu t p rendre
les in terval les {x^.^ /r/,.,.,") asse% petits, pour que, dans chacun de ces
intervalles, l 'oscil lat ion de chaque ( o n c t i o n ne dépasse pas o. Dans
ces conditions,/!^, O^(^), '^/^)1 dif férera de/[.^, 0^(,^), ^p{x)\
de moins de £. Lorsque^ croît i n d é f i n i m e n t , cette fonc t ion tend uni""
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fermement vers f\oc, 0(.r), ^(^)], donc %

lim.^0r)^/(.r,^).
/)=00

Comme la convergence est uni forme et que l'on a

J/^) =./o-+- ^ y^(^) dx,
.̂r,,

il en résulte

0 ( x ) == 1 i rn / y\, dx 4" ./o -"̂  f /( -^ Q, ^ ) f/^ •+- .y.) •
/^00.^„ ./r,,

Donc
^(^^/[^ ^(.z-),^(^)]

et, de même, on démontrera i t que
^)^y[^ &(^),^(^)].

30. On peut voir que toute intégrale issue de P est la l i m i t e d 'une
suite i n f i n i e de lignes polygonales de Caachy ayant P pour o r ig ine ;
que ces intégrales se d is t r ibuent soit sur une port ion de surface, soit
dans une portion de volume où elles fo rmen t u n ensemble de courbes
partout dense. Pour donner un exemple du premier cas, considérons
une congruence de courbes C ayant u n e surface focale , soit P u n p o i n t
de cette surface; il passe en P, en général, une courbe V enveloppe
d'une Camille de courbes de C et située sur la surface. Les intégrales
passant en P, du système d'équations d i f fé ren t ie l les que dé f in i t la
congruence, sont formées par une por t ion PB de la courbe F et d 'un
arc de la courbe C, tangente à T en. B. Toutes ces intégrales sont
situées sur là surface engendrée par les courbes G, tangentes à F. Il
peut y avoir plusieurs de ces surfaces passant en P.

Un exemple simple du second cas est f o u r n i par un système d'équa-
tions dans lequel la première ne dépend pas de z et la seconde ne dé-
pend pas de y.

Enfin, lorsque l 'intégrale issue du point P est un ique , c'est une
fonction cont inue des valeurs ini t ia les .

31. Les équations aux dérivées partielles qui y au point de vue où
nous nous plaçons, sont analogues aux équations différentielles ordi-



SUR L'ES SUITES INFINIES DE FONCTIONS. 2^9

naires du premier ordre, sont celles de la forme

à^ =/(.z1, y , z ) ,
()x à y

y(.^", y, z) étant unô fonct ion c o n t i n u e , dans un certain domaine, de
l 'ensemble des var iables (oc, y, ;s).

Lorsqu 'une f o n c t i o n possède des dérivées par t ie l les du premier
ordre c o n l i n u e s , la dér ivée c o n t i n u e t^.- est dé f in ie comme la dé-ôx ày
rivée première de (— par rapport a y ou de — par rapport à x. Pour
nous placer dans le cas le p l u s général , nous d é f i n i r o n s cette dérivée
seconde, comme la l i m i t e , lorsqu'elle existe, du rapport

,. -: fl̂ ^L^Z^Alrif-Î  , hA-y-o

quand les nombres h et k t enden t vers o, i n d é p o n d a m m e n t l ' un de
l 'autre . On voi t f a c i l e m e n t nue , lorsuue -,1 et — existent et eue —-—1 ' " 7 ' ' "! 11 1 1 " ().c " ôy 1 ' '1 1 11 1 ' ' ()a; ôy

est c o n t i n u e en <r,y, cette d é f i n i t i o n se ramène à la précédente.
A v e c 1 a î \ o u v e 11 e d é f i n i ( i o n, i 1 e x i s te to uj < ) u rs u n e. fo n c t i o n z,

c o n t i n u e en ( x , y ) ^ q u i v é r i f i e l ' équat ion

ô^
J^)y ^ 0

q u i , [ )oury==y(p se r é d u i t à la f onc t i on c o n t i n u e o(.'r) et, pou r ^^-.Ty,
à la f o n c t i o n c o n t i n u e ^(,y)? a cond i t ion que l 'on ai t

9(.r,,) =^(yJ:rrs,,.

C'est la f o n c t i o n
3,=9(.r)+^(,r)

Alors, si z est u n e in t ég ra l e diï l ' é q u a t i o n proposée se r é d u i s a n t
à ^ ( x ) pour y -= y^ et à ^(y) pour ^ == x^, la fonc t ion z — ^ sera
une intégrale de la même équa t ion nulle pour as == ̂  et pour y == y^
8u[:)[)osons Xo — yo ="- s^ =— o. On voit qu'on peut se borner à cliercher
les intégrales qui passent par Ox et Oy.
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Soit M le maximum de la fonc t ion /dans le domaine

o5^?5a, o ^ j 5 ^ , — c ^ 5 $ • + 6 k .

Je suppose en outre que ^Mah^c. Divisons l ' interval le (o, a) en
interval les part iels par les points ^o= o,x\, x.^ . . . , Xn-==- a et l ' inter-
valle (o, b) par les points ro== o, y , , y^ . . . , y,n= ̂  ^ rectangle
cons t ru i t sur les segments (o, a) et (o, b) se t rouve divisé en rec tang les
partiels par les pa ra l l è l e s à Oj d'abscisses x^ x^,^ et les para l lè les
a CLr d 'ordonnées^, y^. Soien t A, B, C trois po in t s de l 'espace* se
p r o j e t a n t aux p o i n t s { x ^ y ^ , (^,,y/c), (^,j^.,). I l existe u n e
i n f i n i t é de paraboloïdes hyperbo l iques passant par A, B, C et de p lans
d i rec teurs zOx efc^Oy. Pour chacun d'eux le nombre ̂ ^ est. con-
s t a n t ; je d é t e r m i n e un paraboloïde passant par A, B, G par la cond i t i on
que cette constante soi t égale à f(x/,,y^ ^./,), ^./, é t a n t la cote du
po in t A; ce sera la surface

z r= (,y;— Xf,) [y — y/^f(^'/^ ,?'/.••> ^/z,A-)

•-,/•• —», 'j* i V ~-_ 'V /.
,.}„ ——————'.- ( ^//....i....,/^— z // //) "4- •-;*———'-""•"—" ( ^A,/c-».i. "-" ^A,/*::)?

.̂ /,.,.f,i — .r/, • 1 yA...,.f-.î — JÂ- ^

s/^tj( et ^A^-,-1 é tan t les cotes des p o i n i s B et (L
Je dé f in i s a ins i un premier paraboloïde passant par les |»oints (o, o, o),

(^,0,0), (o,j^o), il coupe la dro i te x === x^ y==j^ au p o i n t de
cote ^ n ; je déitinis un second parabolo ïde passant par ( / rp0,o) ,
(^0,0), ( x ^ y ^ z ^ ) , il passera par le point (^,yi,^); je
cont inue ainsi jusqu'au paraboloïde passant par les po in t s (^*,^, o, o),
(^, o, 0)7 (^-i, yi, ^»u ). Je ne considère, pour chaque surface, que
le morceau dont les points se projet! e u t à l ' in tér ieur du rectangle qu i
a servi à sa d é f i n i t i o n . Je dé f in i s m a i n t e n a n t un morceau de parabo-
loïde passant par (o , j^ ,o ) , (^,.y^n), (o»J^ n^ i l passera par le
p o i n t ( x ^ y ^ , ^ i , a ) ; Je me sers des points (^,j,^ ^,,), (^g,ji, s ^ i ) »
(^•i, /a» ^ i . ^ ) pouï' en d é f i n i r u n second, etc. Je c o n t i n u e a i n s i jusqu 'au
d e r n i e r paraboloïde qu i passe par les p o i n t s (^,-.oy//,,-,-.,.<» ^-i,m-!)'
(^Jm..^^^) et(^^,,j^,^,^^). Soit ^ ==o^(^7) la surface
formée par ces morceaux de paraboloïde. Je dis que, dans le rec-
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tangle (o, a), (o,&), on a
\z\^c.

Dans chaque petit rectangle, roscillation de z ne dépasse pas
2M(^-M —x^(y^ —,y/c), par conséquent, dans le rectangle o^r5a,
.y/c^,r=^rA-M» l'oscillation est infér ieure à aMaCy/^ — y/c) et, dans le
rectangle oï^Sa, o^y^ &, elle sera infér ieure à ^M,a&^<?. O r s u = = = o ,
donc

Je dis que les nombres dérivés de (p^(^,r) par rapport a x et par
rapport à y restent, quels que soient/^ et n, in fé r ieurs à un nombre
fixe, en valeur absolue : la section de la surface ç ,̂, par le plan d'or-
donnéey, parallèle à zOx, est u n e ligne polygonale et les valeurs des
nombres dérivés par rapport à où sont les coefficients angulaires y(y)
des différents côtés de cette l igne; y est compris entre deux valeurs y / ,
et y/n^ : le coetîicient angulaire de chaque côté est compris entre les

, valeura yCy/0 et r/Çy/,^^) des coefïicients angulaires des côtés corres-
pondants/dans les polygones de section par les plans parallèles à 2?0^
et d'ordonnées VA ety^i» Ûr

et

donc

I (/ (J/. n ) — q ( y i c ) 1 < M (y/,4.,1 —JA.)

<7(o)=o;

| y ( , r ) | < M ^ .

On verrait de même que p ( ^ ) \ < Ma, p ( x } étant le coefficient angu-
laire d/ane des droites parallèles au plan zOy situées sur la surface.

Toutes les fonct ions y^(^.r) forment une famille de fonctions
également cont inues : toute suite inf inie de ces fonctions a au moins
une fonction limite cp, qui. passe par Ox et Oy, comme toutes les sur-
faces s = 9»,w(^% .y)- Supposons que y soit la limite de la suite des
fonctions

9i Osj)» ?a(^J). • • • » ^(^J)» - • - »

obtenues en augmentant indéfiniment le nombre des rectangles par-
tiels, les dimensions de chacun d'eux tendant vers o : y est une inté-

Ânn. Éc. Norni., (^), XXIV. — JUIN 1907. 36
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grale : soit (a?, y ) un point du rectangle (o ,a)(o ,6) ; ce poin i est
à l ' intérieur du rectangle partiel (.^, ,r/^, ) (y/c^.y/c-i-i) appartenant au
groupe de ceux qui ont servi à la cons t ruc t ion de cpy/(^ y). Je dési-
gnerai par ' / ' la l imite du rapport r pour le po in t ( x , r) et la fonc-
tion ç^, lorsqu'on se borne aux valeurs positives de h et k; cette
limite aune valeur constante dans chaque rectangle pa r t i e l et l 'on a

j^ ==/[>1/» y/^ <pp(^ JA-)].

On démontre, comme .nous l'avons fa i t dans les paragraphes précé-
dents, que, lorsque p croît indéf in iment , ~^- (end u n i f o r m é m e n t-j^

^ àxôy0SC (/ y

vers/[^,j,y(,T;,j)],

;lm^:'/["?tr?(p("^):l'
Or

^^-^^'T^^^^5
donc

y ( x, y ) •= 1 i rn 9 // ( ,z', y ) = j j \\ in —^ d^ dy

...*• ,..r
^ / / /l^» .r» y ( -^.}/ ).l ̂ r <r*•A» «^o

On voit que y vérifie l 'équation d i f fé ren t i e l l e et possède des dérivées
du premier ordre continues. Donc :

Par chaque point P(a;o, yo, s^) de l'espace, il passe au moins une sur-
face intégrale de l'équation qui, pour ^== ̂  se réduit à ̂ (.7) et, pour
y=:y^ à cp(.-r). AT les fonctions cp et ^ possèdent des dérivées premières
continues, il en est de même de la fonction intégrale.

On peut ici aussi définir une intégrale supér ieure et une intégrale
intérieure, parmi celles qui. passent par les courbes .^== /^, z == ^(y)
et z = îp(.r),j==y^ et'montrer qu' i l passe au moins une intégrale par
chaque point ( ^ ) de la région limitée par les intégrales supérieure et

( 1 ) Et mémo par chaque courbô CônvonableinenL choisie.
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inférieure. Voici un exemple simple, soit l 'équation

J^ ~=îf.
àx ôy

Cherchons les intégrales, déf inies dans le carré o ^ ^ ^ î , o5^ySi et
s 'annulant sur Ox et Oy. Soit z == o, /r-+- y = = c une droite qui
découpe, en avant et à droi te du carré, u-n t r iangle T si 2 ̂  c ̂  i. La fonc-
t ion égale à o dans le carré, en dehors de T et égale, à l ' intérieur de T,
^ ^ li.̂ .̂ ^ZLÎ: \ , s 'annule sur ()x et Oy et vérifie l 'équation.

CHAPITB.E 1.11.
SUR UNE CONDITION IHNTÉG HABILITÉ.

32. Un problerno, voisin de ceux étudiés dans le Chapitre précédent,
et qui, peut être abordé par les mémos méthodes est celui de la démon-
stration de l'existence des intégrales d'une équation aux dillerontielles
totales. Prenons, par exemple, l'équation

dz — p ( .r, f ) dx ••+- -y ( x, y) dy.

La première question que l'on doit se poser ici est celle de savoir
quelles sont les conditions les plus générales auxquelles il suflit d'as-
sujettir { ) et y pour qu'il puisse exister une fonction continue s(/y, y)
vérif iant cette équation.

On sait. que, si les fonctions continues p etyadrnettent des dérivées

par t ie l les con t inues ̂  et ^» la condi t ion d ' intégrabil i té est*' • 1 ' • 1 1 1 ! 1" • 1 " ' 1 ' ' ! ! ' ôy ()x v

àp ( ) ( /
ÔY "'""'" ^l<'rî

en tous les points du d o m a i n e de d é f i n i t i o n de 5. Cette cond i t i on
subsistera-t-elle, si l'on f a i t sur p et q des hypothèses moins restric-
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tives? Supposons'simplement que p et q soient des fonctions con t inues
de l'ensemble des variables (^,,y)-

33. Soit f{x, y) une fonction continue de l'ensemble (^.y) dans
le domaine D. Formons le rapport
_ f{x^-h,y^k)-f{x-^h, y}-f(^ y +Ab^A^Z) / /,/, ̂  ̂

r————————————————"TA1 '

Lorsque x, y, h et /c varient de manière que les points (^,y).
(^+"À,j), (^,y+/c), (»T-+-À, jd~A) restent dans un domaine I)',
intérieur à D, l 'ensemble des valeurs de r a un maximum M et un
minimum m : supposons que la fonction /admette des dérivées p
et y; je dis que, dans tout domaine, le maximum et le minimum du rap-
port r sont aussi le maximum et le minimum du rapport

p {x, y + À") — p {^y^
k

et du rapport
g^^j- h, y ) - g ( X, y)

h

Prenons, par exemple, le maximum M et le rapport
p ( x , y - ^ k } — p { y , y ) ^p _ ——————^,___«,

i l existe une valeur de r, dans le domaine D', supérieure à M — e,
£ étant choisi arbi trairement; si l'on pose

f{x, y -h /c) —/(,r, y ) = y(,:r;),

cette valeur de r peut s'écrire

. — y^'-^-h ) — î ( x ) ^ ?' ( '̂  + ^ ̂  ) _„ /> (x + ^ ^1» y 4" ̂  ) -"• /; (x ̂  Q^i y ).r _ ^ _ ! - ^ = = — ^ ; — ^ ,

donc il existe une valeur de p supérieure à M — s et le maximum M <
de p n'est pas inférieur à M. Il ne lui est pas non plus supér ieur ; soity
en effet, une valeur de p supérieure à M ^ — £ :

o "= ZL î̂ Lt.Al.r̂ ^
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Je peux, ^,y, k étant fixes, choisir h assez voisin de o pour que

^^^±^^^±^12^^^ ^(.r,j-4~Â-) < rj,h

Z!-̂ L±- ̂ ^ZlriZL îZl^——z-1-^ <^

d'où
, , '>. 'f'\
|/-p|<^

Y] est aussi petit que l'on veut, donc r est supérieur ou éiçal à M.', — 2.0
pour À assez peti t . Donc le maximum de r n'est pas infér ieur à M.i.
Kn défini t ive M == M^ et la même démonstration est applicable aux
m i n i m u m s et à la fonct ion y.

Une conséquence de la proposition qui précode est que, dans (oui
domaine^ les deux rapports ^ -̂2»±«^^^Z2 et ïî ±A^^ î̂ L^

ont même maximum et marne minimwn. On peut énoncer ce théorème
de la manière suivante : si p et y sont les dérivées partielles d 'une
même fonc t ion , les nombres dérivés de p par rapport à x et ceux de y
par rapport à y ont même maximum, et: môme m i n i m u m dans tout
domaine. Car, dans chaque domaine , le m a x i m u m et le m i n i r n u m , du
nombre dérivé supér ieur à droite de/ / (par rappor ta j), par exemple,
sont les mêmes que ceux du rapport ^ ^ i ^ ^ '

II résulte de là que le maximum et le m i n i m u m soal aussi les
mêmes en tout po in t pour l 'un et l ' au t re rapport et que, par consé-
quent , les nombres dérivés de p (p^r rapport à y ) et de y (par rapport
à ^) sont c o n t i n u s ou d i s c o n t i n u s en mémo temps : en un p o i n t où
ils sont con t inus , les dérivées <J^ et r^- existent et o n t la même valeur .ôy " ôx 1 ! " " ' ' 1 1 " ' ' " ' '
Supposons, pour s i m p l i f i e r le lan^a^e, q u e ces d-érivées existent en
tout p o i n t du domaine I) ; on en conclut qu'en un po in t où l 'une est
continue, l 'autre est cont inue aussi et lu i est é^ale; en un point où
elles sont discont inues, elles ont môme oscillation, (et eu outre même
maximum et même min imum)-

( î ) La deinonstralion ci-dfâssuH suppose que M, et rn son}, finis : il est très facile de la
modiOer dans le cas où M, par exemple est- infini, de manière à étendre la proposition
à ce cas.
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Réciproquement : si les/onctions •J•~-^ et •j^ sont intégrables au sens de

Hiemann et ont même maximum et même minimum dam tout domaine IV
intérieur à D, p et a sont les dérivées partielles d'une même fonction.

Considérons un domaine D ^ , intérieur à I), l i m i t é par le contour
rectifiable G, les deux intégrales

C Ç ^ d x d y et Ç C ^ d ^ d yJ J^àx J J J^ôy J

ont la même valeur. Nous démontrerons p lus loin, dans un cas plus
général, la va l id i t é de la formule

f^^^.n.^-ïv^
donc, sur toute courbe recfcifiable et fermée C, on a

j p dx -4- (j dy = o ;
^c

cela suffit , d'après un r a i sonnemen t classique, à montrer q u e / ^ et a
sont les dérivées part ie l les d 'une f o n c t i o n / q u i est déterminée à u n e
constante addi t ive près.

Il est bien m a n i f e s t e que, dans l 'énoncé et: la démons t r a t i on précé-
dents, on peut remplacer les dérivées de p et d e y par des nombres
dérivés, par exemple par les nombres dérivés supér ieurs à droite.

34. Pour examiner le cas où les (onctions ̂  et ̂  no sont pas inlé-
<)y (),r !

grablesau s e n s d e H i e m a n n , mais s e u l e m e n t bornées, je me servirai de
la not ion d'intégrale ( ) u i est due à M. Lebesgue ( i ) . D'abord les fonc-
tions ^ et — sont sommables. En effet la première (onc t ion est la
l imite, lorsque h tend vers o, de la suite des fonctions

lî ^2^̂

( 1 ) IfUo^raie, ion^aeur, aire ( ÀnnaU dl MutcmaUca, HJO^).
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et la fonction 0(^,r, A) reste, quels que soient x , y , h, inférieure à un
nombre fixe M, en valeur absolue, puisque nous avons supposé bornées
les valeurs absolues de dq- et (-^f On peut choisir une suite dénom-

ôx ôv
brable de nombres À/, tendant vers o et écrire

( ^ = l i m 0 ( / r , j, A/,).

D'après un. théorème de M. Lebesgue ( ^ ) , la l imi te d 'une suite
convergente de f o n c t i o n s sommables bornées est sornmable, et son
intégrale est la l i m i t e des intégrales des termes de la sui te . Par consé-
quent les expressions

rp^/y, r^^J J ^' J ^x

ont un sens et l'on a

j L.L dx = lim ~ \ \(f(T. 4" //.//, ,y) — </(.r, j)'| dx =:: 7(.-^, }f) — 7(^ -1 , •Y),
J^ ^•r n^^HnJ^

et, si Di (ïst un domaine l imi té par un contour s imple C, coupé aux
deux points ( x ^ y ) , (.T^ y} par uncï parallèle à 0^, d 'ordonnée j,
on a aussi

f f^^dr^: [ d y r^^= f[//(.^,r)-^(^,.r)]^r= f^^
«y JD //"r' J J,»., <"^ ^ ^C

on a, par suite, la formule

m ôq àp\ , . C i j^-^^,iy-=^>d^,d.y.

Si f> et q sont les dérivées pari-telles d'une fonction f(,^\y)', l<'
second membre est nul, donc, dans tout domaine D,

n'(^-^\^ciy^..
J .7,, \<^ à y ) •'

(') IÂIC.. cit.
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Je dis qu ' i l en résulte l 'égalité

ô({ _ àp
àx ô y

sauf pour un ensemble de points de mesure nu l le .
Appelons (p(.^,y), la différence placée sous le signe j f et suppo-

sons que D^ soit un rectangle de côlés parallèles aux axes et de som-
mets opposés (a, h) et (X, Y). On a

f ( 9 ( x, y ) dx dy == ( f y ( .̂ , y ) dx dy "= f da- f 9 ( .r, y ) dy =: ô,
J Ji), ' ' l ^a «A 'Af «A

soit
/"Y
/ y(^,y)^y=^(^Y),

.//,
on a

r +(,r,Y)^) dx rr: 0.
'•' //

Laissons Y fixe et faisons varier X dans la dernière égalité; ̂ {x. Y)
..x

étant bornée, il en résulte que l'intégrale j ^{x, Y) dx admet ^(^, Y)
*•' a

comme dérivée, sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure
nul le ; il en résulte que ^{x. Y) est nu l l e , sauf pour ces valeurs : en
d'autres termes, la fonc t ion ^(,y,y) est nu l le , sur la parallèle à 0^
d'ordonnée Y, sauf pour un ensemble de p o i n t s de cette droite de
mesure l inéaire nul le et, comme Y est arbitraire, ^(^?,j) est nul le
dans D^ sauf pour un ensemble de points de mesure superf iciel le
nulle. Laissons x fixe, on a

^(.y,Y)=f y (^ y )df -^ o,
J h

sur chaque parallèle à 0^, sauf pour un ensemble de points qui est,
en général, de mesure linéaire nulle sur cette parallèle [car les paral-
lèles pour lesquelles cet ensemble a une mesure différente de o
forment un ensemble de mesure nulle, puisque Fensemble des
points où ^{x,y) est différente de o a une mesure superficielle
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nulle]. ^(^*, Y) est une fonction cont inue de Y, donc cette fonction
est nul le sur les paral lè les à, 0,-r pour lesquelles les points où elle
pourrait être d i f férente do o ont une mesure linéaire nulle; donc sur
ces droites cp(o7,;y) est nulle, sauf pour un ensemble de mesure
linéaire nulle : en résumé <p(;z*,y) est nul le , sauf pour un ensemble
de mesure superficielle nu l l e . On passe facilement du rectangle pré-
cédent à un domaine .D,, (juelconque.

Réciproquement, si la condi t ion 9 == o est remplie, sauf peut-être
pour un ensemble de mesure nulle dans le domaine D, p et q sont les
dérivées partielles d'une ionction/'(*z*,y), déterminée à une constante
additive près, car f pd.v •+- y d y = o pour un contour G quelconque*

^ î ;
Donc :

Lorsque p et ({ admette f s t des dérivées - /- et "'; bornées dans le domaine D,
•pour (j ue ces fonctions soient les dérivées partielles premières d'une fonc-

lion de ,r, y, il faut, et ii suffit (.fue l'ensemble des points où —^ et — sont

différents soit de mesure nulle dans 1).

Nous avons, dansée q u i précède, supposé l'existence des dérivées (—

efc^; on ob t ien t les mômes résultats, si. l'on i n t r o d u i t les nombres
^7

dérivés, supposés bornés. D'ail leurs, pu i sque ces nombres sont bornés,
les dérivées existent, sauf pour un ensemble de po in t s de mesure nulle,
sur chaque parallèle à ()y pour la première et sur chaque parallèle
à ()x pour la seconde : donc les dérivées existent sauf pour un
ensemble démesure superficielle nulle, et les deux cas se ramènent
immédiatement l 'un à l 'autre.

Voici un exemple de (onction ./(^,.y) pour laquelle .^ et -1, ne sontày
pas toujours égaux. Soit

^ __ y i
® (,y, y ) •== xy —•——,,r \ ' J f / ./ ^2 .,,̂ ,.,.. yî

dans le carré ^ J ï i, | y $ i, on a
/)© (JQ

l ¥ <', ^ <^ Jy<^

A/m, Éc. jNorm., (3), XX,SV. —" JIMUJKT 1907. ^7
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et, pour ̂  == y :== o,
P. MOINTEJL.

~^2~=- ^y —c^y ? à y à x ' " ^ 1 '

Considérons, dans le carré, tous les points ayant leurs coordonnées
rationnelles et rangeons-les en unesuite simplement infinie; soienta
pn. les coordonnées du n6. La fonction ^

/I =: ao

AX, y ) =^ ̂  y(^. _ ̂  ̂  _ p^
/<-

n=xî

est continue et admet des dérivées partielles p et y continues. En un
point a,,, ( ,̂ on a

^y <^ a
CÀ2- r^y ~" î"

.̂ Supposons maintenant que, on chaque point, les nombres ^

et ̂  existent et soient finis, sans ctrc n.oossaircn.ont bornés dans f

^foma.ne D. Les points de ce domaine peuvent alors être sé,r,rés en
de- groupes : ceux pour lesquels, dans ,,n cerdn assel p^i; <;< ,̂;

autour de chacun d'eux conune centre, % et par suite ̂  sont bornées

"' ̂  po^r lesquels, quelque petit que soit le rayon du cercle, ̂  et

Par suite ̂  ne sont pas bornées; je dirai que. en un point .^„/Ànre-

cZrsZ^"^'0"01'0"^0"1'01'11"- ct <^" te" un ̂  '1" - «dd:ïss?r^^^^^
dans to,?t dol p n orrlee onn(i111 un (>'>s("nhl(> fonné no" (i(•"-•=^SS3ï?==s's :̂
"»t born»c» ,,„ d,a,,,, p.,,,t .;„ ^_ ̂  ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ̂

toeni (•<„„„„. „„ „, „„ ̂ ,^ ,,„ ̂  ̂  ̂ ^
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Lorsque, en, chaque point d'un domaine D, —^ et<-^ .w?^ finies ces nombres

sont égaux, scia f pour un ensemble de points dont la rnesure ne dépasse

pas celle de rensemide fermé non dense des points en lesquels r-^ et -L- ne
sont pas bornées.

36. Supposons que les fonct ions p et q soient , la première, à varia-
t ion bornée, quel que soit.r, lorsqu'on la considère comme u n e fonc-
t ion de/y, et la seconde à variat ion bornée, quel que soif^y, lorsqu'on
la considère comme une fonction de x. Dans ce cas, si l'on suppose
les nombres dérives finis, on sait nue ̂  ci •̂  existent, sauf pour un- i 1 1 1 ' • ̂  ! c)y • ' s.
ensemble de points de mesure nulle (<), sur chaque parallèle à 0^
ou a Oy, et, par conséquent, de mesure nulle dans I). ,)e supposerai,
pour simplifier le langage, que ces dérivées existent partout. Dans ces
conditions, une part ie du théorème du n° 34 subsiste : pour que p et q
soient les dérivées partielles d'une fonction/Ça^ r), il suffit (fue l'en-

semble des points ou '••' diffère de —" soit de mesure nulle. On a, en effet,,/ 6w oy

f ^ da: := q ( .̂ , y ) — q ( x i, y ) ;
^•"rf'.,

donc f"^';'^--1}^-
Je dis que l ' in tégra le f f ^d^dy existe et a pour valeur f ( f d y ,

J ^ï)/7'^ " ' ! •.•/(;

Soit, une suite infinie de nombres .,. l......^ l....-(n..^ i), * . . , /o, l^ ..., 4^ • " >

croissant de — a. a -"h ̂  et tels que 4-M -- 4< e? '̂l- ̂ (j)» rensemhie

des points de I), où 4<^:<4+^ lorsque jest fixe, l ' intégrale j ^dx
\ S-S.

est la l imi te , q u a n d e tend vers o, de la somme ^^^[^Cy)]» M^Cy).!
....... <j0

désignant la mesure l inéa i re de l 'ensemble mesurabIe^f^-Pourdéf inir

(r) LBBISSGXJK, t^wns sur t'inté^mtiûn at la rocher che des fonctions pmmiwcff.



2Q2, P. MONTEL.

l'intégrale double, il faut former les expressions ^/^C^/)? ou ^est l'en-
semble des points de D< pour lesquels 4 <^ 7^-^4-n-» on a

m{e^==: j m[en,(y)]dy;

donc
-{-00 -(-00

^ ̂  ̂  ( <?«,) ̂  ^ ̂  4 ̂  [ ̂  ( y )] dy^

et, lorsque £ tend vers o, le second membre a une l imite, donc

c c à € / i 7 r / rra ̂ '7 / f /f f —— dx a y rr | a y | — a.r :̂  i ̂ /y.j JD, ^-^ '/ J ^A, ^ Je / l/

Les opérations qa'on vient de ta i re sont lé^ ' i l i rnes, parce que toutes
les séries, dont on se sert o n t des sornmos bornées, quo i que soit y .
On a aussi ff^-f,""-
et la formule

rr(^^^^dy^fp^+^^J J^\^ ( ï y J J Je

demeure exacte. On en dédui t aussitôt le théorème énoncé.

37. Dans le cas où les fondions ̂  et -^ ne soûl pas nécessairement
finies en chaque point, je ne puis rion dire, (ÎH général : j 'énoncerai
seulement quelques propositions s 'appl iquant lorsque l 'ensomhie des
points oà ces nombres ne sont pas f in i s est d ' une nature très simple.

Supposons qu 'en un seul p o i n i P, l 'un des nombres ̂  ou ̂  ne soit
<W ' ()f

pas f i n i (ou borné), si l'on entoure ce point d 'an pe t i t cercb y e f , s i 1)^
est le domaine extérieur à y et in tér ieur à G, on a

f p ^ + ^ d y ^ H ^ ^ ^ d x d y ^ ^
^Y ^v^ à y )
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donc
^ /.? dx -4- <y r/y === f p dx -+• q dy ;

~ fi "' Y

puisque/? et y sont continues en P (1), ^ a pour l imi te o, lorsque le
J y

rayon du cercle y tend vers o, donc

f p dx "+- q dy = ô.
J^

Donc, dans ce cas encore, il faut et il suffît que Ç7; et -^ soient é^aux,
«/

sauf pour les points d 'un ensemble de mesure n u l l e . Le théorème
subsiste pour un nombre f i n i de points P : on passe de là au cas où
l'ensemble dérivé de l 'ensemble des points P se compose d 'un nombre
fini, de points, etc. Par un procédé b ien connu, on étend le tbéorém.e
au cas où. rensemble ( P ) est réduct ible .

On peut aussi supposer que les points P se d i s t r i b u e n t sur une
courbe rec t î f i ab le ou sur un ensemble réduc t ib le de courbes recti-
f iables: la proposi t ion subsiste : i l s u f l i t de remplacer dans la démon-
stration précédente le cercle y par un contour de longueur f in i e ,
entourant une des lignes de points P.

38. Je ferai une dernière remarque : si l'on ne la i t sur les fonc-
tions ̂  et -^ d'autre hypothèse que celle de leur existence, on peut
af f i rmerque l 'ensemble des po in t s ou elles souté^ates (^stpar tout dense
dans 1), car ces (onc t ions , é t a n t p o n c l u e l l e r n e n i d i s c o n t i n u e s dans D,
l ' une et l'autre, il y a dans tout domaine 1),, contenu, dans D, des po in t s
où elles sont toutes les deux cont inues et par conséquent égales.

39. Donnons une appl ica t ion des théorèmes précédents aux fonc-
tions analytiques d 'une variable complexe z ^ x + i y . Soient u et 9
deux fonctions de x ^ y continues et possédant des dérivées bornées qui

( 1 ) II suffit do supposer que p et q sont bornées en P,
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vérifient les re la t ions

au _ àv au. à^
àx à y ()y ~'~' ()^^

sauf pour les points d'un ensemble de mesure n u l l e , dans u n do-
maine D. Il en résulte que u et v sont les dér ivées pa r t i e l l e s d'une
fonc t ion P(.r,y) et que p et u sont les dérivées p a r t i e l l e s d'une fonc-
tion Q^, y}. Soit

P+zQ=: / (^ ) ;

cette fonction est analytique, i l en est donc de même de // "+- w == /'('s).
Par conséquent : Pour que la fonction u -+- iv soit analytique en z , u et p
étant des fondions de x, y à nombres dérivés bornés, il faut et il suffît
que les relations de Cauchy soient vérifiées, sauf, peut-être., pour un en-
semble de points de mesure nulle. Proposi t ion à rapprocher de celle de
M. Coursât ( f ), q u i établ i t que l 'existence de la dér ivée de/Y s) en tou t
point suf f i t à montrer que/(-s) est a n a l y t i q u e et bolomorphe dans le
domaine. En par t icul ier , soit/(^) u n e f o n c t i o n de la var iable z , dans
un do m. a i n e D, pour laquel le le rapport17^—-^—:^^ un module
borné lorsque z et z 4- h a p p a r t i e n n e n t à D, pour que cette (onc t ion
soit analyt ique etholornorphe dans D, il f a u t et il suff i t que/^) existe,
sauf peut-être pour un ensemble de p o i n t s de mesure n u l l e ; i l en ré-
sulte que f\z} existe, en tout p o i n t de I).

La condi t ion que les nombres dérivés soien t bornés est indispensable
à l'exactitude du théorème ; i l est facile déformer une fonction de z,
continue dans D et analyt ique, sauf pour un ensemble de points de
mesure nu l le . Prenons pour D un carré de côté égal à l ' un i té , par des
parallèles aux côtés, divisons-le en 9 carrés partiels égaux, de côté -^y

je prends/"^) égale à a< dans le carré de côté « concentr ique au. pre-
mier. Dans chacun des 8 autres carrés, je fais la même opérat ion et
je prends/"^) égale à a^, dans les carrés de côté - qu i leur sont res-
pectivement concentriques; je cont inue ainsi indéfiniment, /^) sera

( 1 ) Transactions ûf ihe american M.uih. Society^ 1900.
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égale àa^ dans les 8^~1 carrés, de côté ép;al à ^. Les points qu i ne sont
intérieurs à aucun des carrés T où/'(s) a été déf in ie f o r m e n t un en-
semble p a r f a i t E de mesure n u l l e , car la somme des aires de ces carrés T
est

i 8 82
.- -^ 4-. ^ _ . ̂  i .
9 9' 9'

Si, les valeurs a,, a._,, ..., a,,,, ..., sont convenablement choisies, il
existe une fonction / ' ( ' z } définie et continue en tous les points du
carré de côté é^al à un; elle est analytique dans chaque carré T, mais
elle n'est pas analytique dans le domaine 1).

Dans le cas où les nombres dérivés de //. e t ^ ne sont pas bornés, ou
peut énoncer les remarques suivanles, qui découlent des résultats
obtenus au n° 37: si les fonc t ions // et ^ sat is font aux re lat ions de
Cauchy, sauf" pour un ensemble de points de mesure nulle, on peut
aftirmer que la fonct ion // h" /ç^st analy t ique dans I), lorsque les points
où les dérivées ne sont pas bornées (ou finies) forment un ensemble
réductible de points ou se distribuent sur un ensemble réductible de
courbes rectitiables.

4 0. G o n s i d é ro n s m a i n te î i a i \ \ V\n té ̂  r;» 1 e

A. dy dz "-[••• !î dz dx -4- C dx dy

prise sur une su r face fermée, intérieure au domaine I) a trois dimen-
sions, dans lequel A(.f,y, ,̂ ), B(,r^y, ̂ ), C(;x\y, z) sont d.es f onc t i ons

i ., i i / « i i i . i i i ' • ' ^ dlï ()^continues de 1 ensembk* ( .r,;y, z ) etadmettent (les dér ivées , ? — -, ,37

que Je suppose bornées dans 1). Ces dérivées sont sommables au sens
de M. Lebesgue, et des considérations analogues à celles du n° 34 con-
duisent à la formule

fj^k dy d. + B ./. ̂  .,- C d.r dy -/y^ ( ̂  + ̂  + ̂ ) ̂  dy d^

la surface S l imi tan t le vo lume D i . Pour que l ' intégrale double étendue
à toute surface non fermée et terminée par un contour F ne 'dépende
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que du contour, il faut et il su f f î t que l 'intégrale t r ip le soit nul le pour
tout volume D^ à l ' intérieur de D. En se gu idan t sur les raisonne-
ments faits au n° 34, on démontre que l'on doit avoir

àK <m <)C—— -4- _ ^ ^ 0
àx ()y ôz '

sauf pour un ensemble de points de mesure nulle : la condit ion est
évidemment suffisante. Donc, pour que l'intégrale

1 ^ A dy dz + B dz dx 4- C dx dy,

où A, B, C sont des/onctions continues de x, y, z, dans un domaine I)
où elles ont des nombres dérivés bornés, respectiçemeru, en x, y , z, étendue
à une surface non fermée quelconque limitée par un contour F, ne dé-
pende que de ce contour, il faut et il su/fit que l'ensemble des points où

àk àH ()0 ._ ^- ^ ^f ^
ax à y oz /

an. une mesure nulle. Je rappelle que ̂  ^ ^ exislenfc, sauf, peul-être,
pour un ensemble de mesure n u l l e . Ces résultats s 'étendent à un
espace à un nombre quelconque de dimensions .

41. Soit m a i n t e n a n t u -h iv une fonct ion de deux variables com-
plexes ç == x + iy et Y] = z + it, les conditions de Cauchy sont expri-
mées par les équations

(hL-=(hL ^—^.ÈL àu ()ç ()u àç

ô^ ày' ày ^ àxî Jz ^ T^ Jî = " ̂ 3

si les fonctions u et v sont à nombres dérivés bornés et vérifient ces
équations, il en résulte que l'intégrale

j f ( u - + ' ù > ) d E , d r î ,

prise sur une surface fermée dans l'espace à quatre dimensions, est
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nulle: on sait, en etiet, que cette intégrale peut s'écrire

f f u ( ̂ .r clz — ^/r (̂  ) — < 7 ( <^y </^ -i- r/,r ̂  )

-1- i f f (• ( ̂ .z- ̂  — r/}" <^ ) + u ( </y dz 4" /̂.r <Y/, ),

et cette dernière intégrale est nulle en vertu de la formule du numéro
précédent. On conclut de là que //. 4- iv est analytique par rapport à
l'ensemble (Ç, Y]). Par conséquent, si [es fondions u et v salis foui aux
conditions de Cauch'y, sauf peut-être f)0((.r un, ensemble de points de me-
sure nulle, u -h iv est una fonction anaiyli(fue de l'ensemble (Ç, Y]).

42. M. Painlevé a [)osé la quest ion de savoir si une fonction /des
variables complexes i;, T], analytique par rapport à chacune d'elles, est
analytique par rapport à Pc us cm h le de ces variables: les considéra-
tions qui précédent permettent de répondre allirmalivement à cel le
quest ion; en ellet, on voit immédiatement que /"ç et /"^ sont bornées;
en appl iquant l'intégrale de Caucby aux domaines T] == consL ou
Ç =;- const . , il en résulte, puisque les condit ions du u0^ ï sont vérifiées,
que y est une fonction analytique de l'ensemble ( '£ , , r^) ( t ) . Ceci s'ap-
plique a un nombre quelconque de variables, donc: une fonction de
plusieurs variables cornpiefï'es, anuly/ic/ue par rapport à chacune d'el/e.v,
est ana/y/u/ue par rapport à l'ensemble de ces variables.

43. Les r é su l t a t s ob tenus dans ce c h a p i t r e permet tent de résoudre
très s implement un problème é tudié par M. Baire ( 2 ) au sujet des
équat ions aux dérivées par t i e l l e s* Prenons, par exemple, l ' équa t ion

()z ()z^ :̂ :; o,
ôx ày

( l ) Le raisonnernorU préc^dciil suppose hornoc la fonction /"(^ '/]). On voit qu'il en Cist
bien ainsi, en remîmpumL <j|nô coUe fonctiol», (îonHiitic en ç et en '/], est j|)OtîcLuoJ!eiTicnl
discontinue fôii (Ç, 'f\'}. Il en rôsiilte que loutdornaiiio en coi) tient un autre où ellô esl bornéo:
on en déduit qu'olle ^\. 'boniée pîn'tont.

( â ) Sur les fonctions de variableK réeUcs {Ârmuli di Matlicmatica, 1^99).
Ann. Éc. No/m., (3), XXIV. — JI'ÏÏ-LET 1907, 38
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Si l'on suppose les dérivées premières c o n t i n u e s , l ' in tégra le est
une fonction c o n t i n u e de .r —y, d 'a i l leurs q u e l c o n q u e ; si l 'on suppose
seu lement l 'existence des dérivées, les r a i s o n n e m e n t s que l'on ( a i t
h a b i t u e l l e m e n t , en se servant du changement do var iab le , ne sont p lus
applicables. M. Baire pose la q u e s t i o n de savoir si le résultat est en-
core valable et la résout a f f i rma t ivement . L ' équa t ion précédente est
la condi t ion pour que z et — z so ien t les dérivées part iel les d'une
même fonction J\y^y)

^y
f(x,y) = 1 z dx — z ciy,

^•(hyo

l 'intégrale est prise le long d 'un chemin q u e l c o n q u e a l l a n t de ^'o, y^
ào7,j. Déplaçons-nous, sur une parallèle à x — y == o, à part i r d ' u n
point quelconque { x ^ y ^ , on aura

^y
/'( ̂  y ) —/( x^ » yi ) = i s (dx ~ dy )x — a y ) =^ o,

•̂i.ri

donc la fonction est constante sur toute paral lèle a x — y == o, f(x, Y )
est doue une .fonction cont inue de^r —y, il ci} est de même de sa dé-
rivée, prise par rapport à.r, q u i est la fonc t ion c o n t i n u e r .

CHAPIÏBE IV.
LES SIÎÎTES DE FONCTIONS DE VARIABLES COMPLEXES.

44. Soit u.ne f ami l l e de fonc t ions ana ly t iques de z à l'intérieur
d'un domaine D, nous dirons que ces fonc t ions sont également aon-
UnuesdaasQ, si à tout nombre p o s i t i f s correspond un nombre 8, tel
que, z et z ' étant deux points quelconques à l ' i n t é r i e u r de 1) dont la
distance est inférieure à ô, on a l ' inéga l i t é

1/(^)-/(^)1<^



SUR LES SUITES IM'HNŒS 1 ) K rO^C/HOiNS. -2()()

quelle que soit, la (onct ion /de la fami l le . Si/(r<) ==//. +-^, ^ et ^
élant des fonct ions réelles de ,r, yf,:; == ,z; •+- y), on voit que, lorsque
les f onctions/" s on 1 également continues, il en es tde m.èm.e des .1: onc-
tion s u et des ' fonct ions v et réciproquement.

Supposons que le domaine I) soit simplement connexe, je dis que :
si les fonctions /'(^) on/ leurs modules bontés dans I), elles sont égale-
ment continues dans tout domaine [Y intérieur à I) ( 1 ) .

Supposons que l'on ait pour tout points à l ' intérieur de 1) et pour
toute t o notion y( s)

|/(^)|<^

et soit (Y le contour, que l'on peut Sou jou rs supposer simple, limi-
tant l.y, soit DI un domaine contenant IV et contenu dans I), l imité par
(in contour simple rechiiahie G, et À la plus courte distance non nulle
des courbes (7 et C^ on a, pour un point x à l'intérieur de IV,

Donc

//(,.)- ...L fAf^L.
•/ v^)l"ll'"^7^,^^^•~^

M/

9.lrc J^ (z — xf

1 f'( r\\ - M/|y(.^|^^^,

pour tout point a' de T)\ /étant la longueur du contour C^ : il résulte
de laque les ( o n c t i o n s /' sont également continues dans D'; en ef Ïet ,
les fonctions // et 9 ont. leurs dérivées partielles homées, elles sont
donc égalernent continues, il en est de môme des^

45* Toute suite in f in ie de fonctions/'^) admet au moins une (onc-
tion limite analyt ique dans IY : on peut le démontrer directemeni, en
suivant la méthode du n° 2^ en choisissant dans la suite une suite
nouvelle qui converge pour tous les points d'un ensemble dénom"
brable partout dense dans U'. On peut aussi remarquer quey si

fp'^ ^4- ^p,

les fonctions u étant également continues, on peut, de la suite u.^

(r) .îô dirai ('|ue eus fonictions sotit ogaloniont continues à ,1'intérioiir do t).
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extraire une suite nouvel le

qu i converge vers u; de même de la suite ̂  on p e u f c extraire une suite

qu i converge vers 9; il en résulte que la suite /^ converge vers
fÇs) = u -+- iv. f(s) est d 'a i l leurs analyt ique dans 1)\ p u i s q u e la con-
vergence est uniforme, d'après un théorème de Weierstrass .

Considérons maintenant une suite de con tours G , , C^, . . . » G,,, . . . ,
ayant pour l i m i t e le contour G qui l i m i t e I), les con tours G , , G^, . . . »
G^, ... l i m i t a n t les domaines D ( , IX, . . . » 1)^, ..., dont chacun con-
tient le précédent et qui ont pour l imi t e I). Soit une su i te de fonc-
tions/^^) : on peuten extraire une suite/1/-?) ^l111 ^onvd'gc dans 1),,
vers une fonction l i m i t e ; de cette suite/^(^) , on peut extraire une
suite nouvelle f ' i ( z ' ) qui converge dans II», etc., on trouvera une
suite /^(-s), convergente dans D^ et extraite de/'^ ̂ (s). Dans ces
conditions, la suite

/•K^), /^), ..., n{z), .. .
est convergente en tout point intérieur au domaine 1). On peut donc
énoncer le théorème suivant : une suite iriftnie de [owlloufî analytiques
et bornées à l'intérieur (Viifi domaine simplement connexe I), admet au
moins une fonction limite à l'intérieur de ce domaine,

46. On peut donner de cette proposit ion une au t re démonst ra t ion
qui nous fournira une application nouvelle da p r inc ipe du n0 9.

Supposons d'abord que le domaine D soit un cercle, chaque fonc-
tions/est dôveloppable dans ce cercle par la formule de Taylor : je
dis que les séries obtenues sont également convergentes. Soit, en
effet,

^ ( s ) == < 4- a^z + a1^ +... -h a^ +.. .,//

et M un nombre supérieur au module de toutes les fonctions/ïs) sur
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la circonférence G du cercle D. On a

K|<^.

Donc, on a, pour le reste K/ / (5) de la série, en s 'arrêtant au. Çn 4" i)1'1"^
terme,

\R^z)\<^'1 ̂ ^ pour H<p.
, _ ^

Soit ly le cercle de rayon p c o n c e n t r i q u e a I), on peut p rendre n assez
grand pour que le m o d u l e du reste ne dépasse pas £ dans Ï ï , q u e l q u e
soit/.».

On p e u t choisir dans la s u i t e r , 2, ..., /^ , . . , u n e n o u v e l l e su i l e / ^ ,
/^, . . . , [ ) „ , . . . , t e l l e q u e les nombres

r^', a^\ ..., n'^ . . .

aient une limite A./<.. (considérons alors la série

A « •4- A i z -h A g 52 4" . . . -h A,/, ̂  -h . . .,
un a

| A^" +.. . ̂ A^,-./,^"^ | = l i m | (^zm 4-" . . . 4» (̂;;'.̂  ̂ "•^ | < ^s,

pour m assez grand, donc

|IW^)1:;^

lorsque s est s i tué à l ' i n t é r i e u r de I.)'; la série A^s^est convergen te
dans ly et a pour somme/"(^): on voi t l a c i l e i n e n t <iue c'est la l i m i t e
de là suite/^(^}. On passe de là au cas du, domaine D par le même
procédé qu ' au n u m é r o précédent.

Si le domaine I) n'est pas un cercle, mais un domaine simplement
connexe, i l su f f i t de (aire la représentation conforme sur un cercle
de ce domaine ou d'un domaine in té r ieur .IY, pour retomber dans le
cas qui précède.

47. Supposons que B soit un domaine connexe, mais non simple-
ment connexe, et soient C j , C^ .-, C^ les contours qui le l imi t en t ;
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le théorème du n° 45 est appl icable à ce domaine. Le premier mode
de d é m o n s t r a t i o n p e u t être repris, avec peu de modif ica t ions ; i l sud i t
de remplacer l ' in tégra le j qui y figure par la sommeJe/./-....^.

^(;i ^CB J (;,-

Le second mode de démonstration ne s'applique pas immédiate-
ment: le voici sous une forme valable pour tous les cas: A, chaque
point P du domaine D correspond un cercle F do centre P, dont le
rayon est la plus courte distance de P aux contours G,, C^, ..., C/., à
l'intérieur duquel toutes les (onctions f(z) sont développables en
séries de Taylor également convergentes. Soit D'un domaine intérieur
à I), pour les points de D' le rayon du cercle a un minimum non nul,
on peut donc recouvrir ent ièrement le domaine D'à l'aide d'un nombre
fini y de cercles P; soient P^, 1\, ,.., P,y ces cercles et/^(^) la suite des
fonctions/'^). Je/puis trouver une ̂ if'('./^(-s)» extraite d<k lasuite^(^),
qui converge dans P, ; puis une suite f^Çs), extraite de la suite/^(.s),
qui. converge dans T^ et Pa, etc., jusqu'à une suite ./^(^)» extraite de
la su i te /^^( -s) , qui convergera dans I\, Py, .... 1^, (^est-à-dire
dans D'. On passe de l)' à î) par la méthode du n° 15 ( 1 ) .

48. On peut remplacer par des condit ions analogues la (condition
que les f(^) aient leurs modules bornés dans î) : S'il existe un
nombre a td (fue le module de f(^) — ci rente, (/uel c/ue soil. s dans I),
supérieur à un nombre fixe k, les fonctions / ' (^ ) yoni également
continues dw/ff toul domaine ÏY intérieur' à I).

Soit ^(.^) = ~j———y les f o n c t i o n s 9 sont analytiques dans D et• ' ./ k ^ ) — a

( 1 ) On peut aussi remnrquor que l'on peut trouver (nie infinilô <lcri<)rnbnil)îo do
jcorcles r, sûiont ri, r^, ,.., l'y, ..., lois qiio tout point intérieur à I) soit intérieur à
l'un au moins do ces cercles. On définit alors, quoi que soit rentier ^, une suite? fïis)
convergente dans 1\ ~l\^ ..., r^. Si ron prend la suito

/î(^), fîW, ..., fZ(z^ ...,

elle converge on tout point intérieur a Ï) ot unifonnémfînt dans tout domaine» D7.
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leurs modules sont i n f é r i e u r s à ̂  donc elles sont également con t inues .
De toute suite i n f i n i e de ( o n c t i o n s ^ on peu t extraire une suite nou-
velle

q?i , 92, .. ., y/,, .. .,

avant une f o n c t i o n l i m i t e fl^); soit W un domaine i n t é r i e u r a I ) ;
dans lY, <l> est a n a l y t i q u e et, si cette f o n c t i o n n'est pas i d e n t i q u e n i e n i ,
nu l l e , elle n'a dans 1)' qu 'un nombre f in i de zéros; si donc on pose

F^)=a+^y.

F(r.) n'a dans W q u ' u n nombre f i n i de pôles. Pour un p o i n t z de lY
qui n'est pas un pôle de F, la su i te

j\ ? J ïv • ' • ? J p i " • '

à pour l imite F(z), < î a r l 'on a

•^^•"-^.y-
Soit T un con tour s i m p l e que lconque in té r ieur à IY, contenant des

pôles de F à son. i n t é r i e u r , mais ne passant par aucun d'eux; on peut
en toure r chaque po in t z de F, d'un cercle de centre ^, dans leque l F
n'ait pas de pôle et la sui te ^(-s) converge un i fo rmément ; dans ces
condi t ions , la suite f p ( ^ ) converge u n i f o r m é m e n t dans le cercle : en
eflet, prenons p assex grand pour que

|9p" • < I > | < £ ,

£ positif quelconque, i n f é r i e u r au m i n i m u m positif [xde ^(.s) dans le
cercle; on a

v( ^ r ( \ - î ̂  i— - î^ rilll^ ) - J p [ - ) •-" •̂  - ̂ (^ -- ^^ ̂ (^

Donc ],(,)._^(^i<^j^.
Ceci posé, on peut entourer chaque point s de F, d'un cercle de
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centre z dans lequel les ///c.) convergent u n i f o r n m n e n i , le ravon de
ce cercle a un m i n i m u m non nul (à c o n d i î i o n de prendre, pour chaque
point le plus grand rayon poss ib le) ; donc on peu t r ecouvr i r F a l ' a i de
d'un nombre fini de cercles. Il en résul te q u e la s u i l e /y/-s) converge
u n i f o r m é m e n t sur le contour F, e l le converge donc u n i l b r m é m e n t
à l ' intérieur de ce contour et sa l i m i t e T ( z ) es( a n a l y t i q u e : e l le n'a
donc pas de pôles dans F. F é tant q u e l c o n q u e , on voit que F(^) n'a
pas de pôle à l ' in tér ieur de I). Dans ces c o n d i t i o n s <I>(,s) n'a pas de
zéros dans D et son module a par conséquen t u n m i n i m u m y. d i f f é r e n t
de o dans tout domaine D' in tér ieur à D; pour /; assez ^rand on a u r a ,
dans D',

l^-^Ke,

£ pos i t i f arbitraire et i n f é r i e u r à p-; donc

|F(.)-/,(.) |<^^,

dans .[Y et, par suite, la suite j\, converge u n i f o r m é m e n t dans l'Y.
Si <P(^) était i d e n t i q u e m e n t n u l l e , la s u i t e ,/^(s) augmen te ra i t

i n d é f i n i m e n t pour toute v a l e u r de s d ans I). Pour q u ' u n e sui te de
fonctions/(s) a i t au moins une f o n c t i o n l i m i t e i l f a u t et i l suiïH que ,
pour un point ̂ , la su i te des nombres /(,:;„ ) n 'augmente pas indéf i -
n i m e n t en valeur absolue; en d^autres termes que la p lus pet i te l i m i t e
des nombres |/(^o)( soit f inie.

Je dis que les fonc t ions f(z) sont également con t inues dans D' :
cela va résulter du théorème suivant :

49. Si une famille de foncliom f joint de la propriété (fue^de lou^
mile wfime de ces foriadons, on puisse en exira're une /zow^^^^î.1'11'
génie, les fonctions' de celle famille fiorU également continues.

Soit/(^) une fonc t ion de la f a m i l l e et £ un nombre positif arbi-
t ra i re; i l lui correspond un nombre a tel que , dans tout cercle de
rayon infér ieur ou égal à o-, l ' osc i l l a t ion ( 1) de /(s) ne dépasse pas e.

( 1 ) Jappene 'mm Jo maxîminn de \f(z) -f(z') (, z ot s' élant (ioux points du cercle.
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Je prends pour or la plus grande valeur possible. Si les fonctions f(z)
sont également cont inues , les nombres cr re la t i fs à toutes les fonctions
ont, pour chaque valeur de e, un m i n i m u m non n u l . Dans le cas con-
traire, il existe un nombre £ tel que le m i n i m u m de a soit nu l . Dans ces
conditions, si o"^, o-y, . . . , c r^ , . . . , sont des nombres posi t i fs ayant pour
limite o, on peut trouver/'i (s), telle que le rayon a relatif à cette fonc-
tion j\{z) soit plus pe t i t que cr,, pu is f^Ç^} te l le q u e le rayon o-
relatif à ./a(^) soit plus pet i t que as, etc. On forme ainsi la suite

f,(z), f,{z), .... f,(z), ....

Il est impossible d'extraire de cette suite une nouvelle suite qui
ait une l imi te , car toute su i te tirée de la précédente est composée de
fonctions qu i ne sont pas également con t inues : or, on démontre
comnie au n° 2, q u ' u n e sui te un i fo rmémen t convergente de fonct ions
de variables complexes est composée de fondions également cont inues.
En résumé, l 'hypothèse de la c o n t i n u i t é non égale des fonct ions /'(s)
ent ra îne l'existence d 'une suite de ces fonct ions dépourvue de fonc-
tion l i m i t e . Le théorème énoncé résulte de là.

On voit immédiatement que la proposi t ion précédente supplique
à des (onctions d'un nombre quelconque de variables, réelles ou com-
plexes.

50. On peut donner au théorème du n0 48 un énoncé d'une autre
forme. Représentons dans un plan les points qui ont pour afïixes les
valeurs de ./ï-^). Soit K l 'ensemble des points qui appar t i ennen t à une
fonction ./'(-s), au moins : ffi l'ensemble E ri est pas parloat dense clans le
plan, les fonctions sont également continues. Car, dans ce cas, ou bien on
peut trouver un point P d'atlixe a dont la distance aux différents points
de Ë a un minimum k^ non nul ; on a donc, quelle que soit /(^),

\j\z}^a\>k,

ou. bien, il existe un cercle de rayon M. qui contient tous les points
de K et l'on a,

1 / ( ^ ) 1 < W .

Dans les deux cas, les fonctions sont également continues.
^rm. Èc. Norm., (3), XXIV. — JUÏLUST ï<,)07. ^9
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Nous venons de voir que des fondions sont également continues,
lorsqu'on peut trouver un point a, tel que le module de f ( z ) -- a
reste supérieur à un nombre fixe quels que s o i e n t / e t z : il en est de
même lorsque l 'argument de cette dif férence (compris entre o et src)
ne prend jamais de valeurs situées dans l ' i n te rva l l e (co, w -4- À), co étant
un nombre de l ' in terval le ( o , 2 T c ) et h un nombre fixe, que lconque
(o^ûD < 2îr, o<; o) + À52TÎ:); en effet , si l'on prend un po in t quel-
conque d'affîxe b à l ' intér ieur de Fan^Ie formé par les demi-droites
d'arguments oj et œ + h, issues de a, le module de /(^) -- b restera
supérieur à un nombre fixe (1).

Réciproquement , si une suite de fonct ions fp{z), analyt iques de z,
converge uni formément , il existe une in f in i t é de nombres a tels
que f p ( s ) — a ait un module supérieur à un nombre fixe, car, si f ( z )
est la fonction l i m i t e , i l existe, dans le plan où l'on représente les
valeurs de /(^) et des f p ( ^ ) , un. cercle G, de centre origine et do rayon
assez grand pour contenir à son in té r i eur toutes les valeurs de f(s)
et, par suite, de fpÇz} pour p asse,% grand, ( p > y ) . Quant aux valeurs
^ f^ .A» • • " » fi^ ^es sont a l ' in té r ieur d 'un cercle (7 corujentriquc
à C. Pour tout poin t a, extérieur aux cercles G (il: (7, ///s) — a| reste,
quels que soient^» et z, supér ieur à un nombre fixe (2).

51. Plusieurs des théorèmes précédents sont applicables à des
f a m i l l e s de fonct ions de var iables réelles, fo rmées par des solutions
de certaines équat ions aux dérivées part ie l les du second ordre du
type el l ip t ique, par exemple aux famil les de fonc t i ons lia mo niques,
Prenons, par exemple, le cas de trois variables réelles : si des fonc-
tions harmoniques V(^, y, z ) sont bornées dans u n domaine 1), à trois

(1) Lorsque les fonctions f(z) sont continues (kins D et sur le contour C qui limite co
domaine, le maximum de [ f ( z ) ( dans D et sur C a lieu en un point de G. On pout donc
dire que des fonctions sont également continues à l'inférieur de I) lorsqu'ûlles sont
bornées sur C. De même des fonctions sont également continues à llnlôrieur de D
lorsque \f(z) —a | reste sur G, quelle que soit /, supérieur h un nombre fixe.

(2) Remarquons qu'une famillo de fonctions qui ne prennônl, dans le domaine D, ni la
valeur o, ni la valeur ï est une famille égalemont continue. Cela rôBullo, assez facilement,
des théorèmes de MM. Schottlky et Boutroux relatifs à ces fonctions, 'Foir, par exemple,
Ueber den Picardfc/ien Satz, par M. B. LANDAU {VierteijfUirssGhrIft dcr Natwfor-
schenden GeselLffchaft in Zûric/ff 1906).
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dimensions, ces fond ions sont également continues. Il suffî t de con-
stater que les dérivées part iel les de V(^,y, ^) sont bornées dans tout
domaine D^ i n t é r i e u r à 1) : la fo rmule de Poisson, a p p l i q u é e à une
sphère tout en t iè re à l ' in té r ieur de D, le mont re immédiatement . Si
le domaine D est l imité par la surface S, on sait que le maximum et le
minimum de V (supposée con t inue dans D et sur S) a lieu. sur S; on
peut donc dire que des fonct ions V(.z'",y, s) sont également con t inues
à l ' intérieur de D, si elles sont bornées sur S.

CHAP1THE V.
APPLICATION AUX SÉRIES CONVERGENTES DE FONCTIONS ANALYTIQUES.

I.

52. Je vais donner que lques appl ica t ions des théorèmes démontrés
au chapitre précédent aux séries convergentes de (onct ions ana ly t iques
de z. Considérons une s u i t e de fonct ions des , convergente à l ' inté-
r ieur d 'un domaine 1) où ces fonc t ions sont analyt iques et bornées: je
dis que la fonction limite f ( z ) est. analyfique dans 1) et c/ue la conver-
gence est uniforme dans tout domaine IY intérieur à 1) (1 ),

f,(z), f,(z), ..., /^), ...,

les f o n c t i o n s de la su i t e ; ces f o n c t i o n s sont également cont inues à
l ' i n t é r i eu r de D, on peut donc extra i re de la suit(\/^(.s) une n o u v e l l e
sui te

/^(z)^ / / /a(5 )? • • • » //'J.^)' • * • '

qu i converge u n i f o r m é m e n t dans t o u t domaine iy intérieur à D;

C 1 ) Lîi pmnièro prn-tio do ce Ihéorome a (l 'abord clé énoncoo par M * Osgood {^nnals
of Mallif'inal.fcs, '.^ série, t.. 1 1 1 , n" 1 ). — ^olr <uissi STHÎLTJKS, Rcdicf'ches sur les fractions
commues ( Jnnuiaî de /.a FacuUâ da Toulouse, L VIII, i B < ) 4 j -
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puisque la première suite est convergente, la seconde a la môme li-
mite/^) que la première : donc/(-s) est analyt ique dans D. lin outre,
la convergence à(\fp(z) est un i fo rme dans IV. Soit, en effet, un nombre
quelconque positifs. Si la suite/^(s) neconvergeai/t pas uni formément ,
on pourrait en extraire une suite inf in ie de fonctions

/ai(^), /a,(^)T . . . , ^,(^)? • • • ,

telles que, pour chacune d'elles, i l y ait au moins un po in t de lY, pour
lequel la fonction diffère de sa l i m i t e de plus de s, en module, au moins
pour une valeur de £ assez petite. Mais de la suite /a,/5) on p^u t
extraire une suite nouvelle

/M^ /p.(^ ..^ ./U^
qui converge uni formément dans D'; par conséquent, à partir d'un
certain rang, le module de la différence/(-s) "—,/p,(^) <ist moindre
que s et cela quel que soit z dans IY : or, les/p sont pris parmi les/a,
il y aurait donc dans les/a des fonct ions qui différent de leur l imite
de moins de s, en module, quel que soit z dans l'Y. Cette contradiction
démontre le théorème : remarquons que pour l ' é t ab l i r on ne fai t au-
cune hypothèse part icul ière sur le domaine D.

53. Supposons que le domaine D soit connexe, je dis qu ' i l suffit de
supposer que la convergence ai t lieu pour une i n f i n i t é de points si tués,
clans leur ensemble., à l ' in tér ieur de D. J'entends par cette dernière
expression : ont au moins un1 po in t l imi te à l ' in tér ieur de D.

En effet, j'extrais de la sui te^(^) une suite nouvel le f^{s) qui
converge dans D, en tout point , ce qui est possible, puisque les fonc-
tions fpÇz) sont également continues. Quelle que soit la suite con-
vergente extraite de jÇ(^), la f o n c t i o n limite est toujours la même.
En effet, les points de convergence des^(^) ont au moins un point
limite o, si tué à l ' intérieur de D, deux suites/^ convergent vers les
même valeurs en tons les points de convergence des/,(^), donc leurs
l imi tes , qu i sont ana ly t iques , sont égales en oj, ainsi que leurs dérivées
de tous les ordres : ces l i m i t e s sont donc identiques dans tout le do-
maine D. En résumé :
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Si une série de fonctions analrlùfues converge pour une infinité de
points, situés dans leur ensemble à l'intérieur (Vun domaine connexe D, et
si la somme des n. premiers termes de cette série reste bornée quel que soit n,
à l'intérieur de 1), lu série converge uniformément dans tout domaine lY
intérieur à I). La somme est une fonction analy/iaue dans D.

Si les fbnctions^(^) de la suite sont c o n t i n u e s dans D et sur G, on
peut remplacer la c o n d i t i o n que ces fonct ions so ien t bornées d a n s D
par la cond i t i on d'être bornées sur G.

De même, si les sommes fp(z) des n premiers termes de la série restent,
dans le domaine i), supérieures en mod(de a un nombre fixe, la série
Corner ge uniformérne/U dans I.)'; il en est encore ainsi, si les fonc-
tions fp{^') — û restent ^ eu module, supérieures à un nombre fixe, ou
bien ont des arguments (fui ne sont fumais compris entre co et (o "+- A.

54* Voici main tenant une proposi t ion plus générale que celle du
numéro 52 :

Si des fonctions f( z ) sont analytic/ues à l'intérieur d^un domaine D,
conti/tues dans ce domaine et l^om^es, d.ans leur ensemble, sur le contour
recti fiable G (jui limite I), toute suite de ces fonctions (fui aowerge sur le
contour G conter f^e uni fermement y à l'intérieur de 1), vers une/onction
analytique,

Supposons d^abord que le domaine I) soi t s implement connexe, la
(brm.ule do Gauchy est appl icable au contour G et au domaine I)

/,(.)=-4- f^l^,
' " / ^ W J^ S5 — X

x é tan t un poin t de.D et z n n p o i n t de G; supposons que preste à l ' in té -
r ieur d.^uu domaine D,( i n t é r i e u r à D et désignons par À (a p lus courte
distance non n u l l e des frontières de ces domaines. Si les nombres
|y^(,s)[ sont i n f é r i e u r s à M, sur G, on a

f , ( z ) M
^ "TT
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Si les fpÇz) convergent sur le contour G, i l est faci le d'étendre à
cette sui te le théorème de M. Lebes^ue r e l a t i f à l ' i n t é g r a t i o n terme à
terme des sui tes bornées de fonct ions de va r i ab les réelles : i l su f f i t de
se reporter à la déf in i t ion d'une intégrale de (onct ion de variable com-
plexe. Si fp(s) == ^•4- «^, on a

/' , , , /* / dx dy\ , . ( . dy dx\ ,
f^s) dz ̂  \ [ u^ , — ̂  ,̂  ds + i ( u.,, — + (^ , 1 ds,

t/c J(\ \ c{"3 ^'^ / J(; <'<"' "" /

s désignant la longueur de l 'arc de la courbe rect i f iable C, compris
entre le point x^ y et une or igine arbi traire. Si l e s / ^ Ç s ) sont bornées
sur G, il en est de même d.esu et des (; et: par conséquen tdcs fo ne f i o n s
qui f igurent sous le signe somme dans le second membre; on en con^
dut que la suite fp(z) est intégrable terme à terme. On a donc

(f{z)ds^\\m ( j ^ z ) d z - ^ o .
J ̂  />.--.» J^

De même, la su i t e des fonct ions ^•/^^ est bornée s'ur G (^ étant fixe
dans I)i), on a (lonc

—— f./Jî .-.-li.n-i- /^^3..--lin.//,(..).
9, i 7T J Z — X f,..,:.: w 2 l TT ,/ , Z •— ,Z' p^ w l '

Donc les fonctions j\^x) convergent dans D ^ , vers la fonct ion ana-
lyt ique

/•(r)—— f/^)^/(•'')w< 2ln^ T^^9

On voit facilement que la convergence est u n i f o r m e dans D^ en
remarquant que l'intégrale ^/^i^^ converge uni formément vers sa
l imite.

La démonstration qui précède est appl icable au théorème du n° 52.

55. Le théorème que je viens de démontrer cesse d'élre exact, si les
fonction.sy^(5) de la. sui te ne sont p lu s bornées sur la courbe G : on
peut construire une série de polynômes en z, convergeant en tous les
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points de la circonférence C d'un cercle D, sans converger à l ' intérieur.
Supposons que lecercle soit de rayon //// e l a i t p o u r c e n t r e le po in t s = o,
autour du p o i n t T comme centre, je décris une circonférence y, de
rayon — et une autre de rayon ï-; autour du po in t , z == o comme centre,

je trace les circonférences de rayons i "4- ;— et T — ;— et je les l imi te à

leurs points de rencontw avec la circonférence précédente de rayon -5
de maniè re à former, avec deux arcs de cette dernière circonférence, une
bande circulaire y', non fermée. E n f i n soit y^ le cercle de centre z ==o
et de rayon r — ï - ' SoitF(5) une fonc t ion ana ly t i que dans un domaine
comprenant la circonférence de rayon i. D'après un théorème de
WeiersI-rass ( 1 ) on peut trouver un polynôme P^fs) qui, dans y et y',

diffère de 'V(z) de moins de I 5 en valeur absolue, et dans y, ait un

module inférieur à - 1 - ; on peut de même trouver un polynôme Pa^i(^)

qui dans y et y' diffère de F(s) de moins de "^—^ en valeur absolue,

et dans Y, diffère de i de moins de——-> en valeur absolue. La suiteii • i ' • • ' ! " y/ ,,,̂ . j
des po lynômes 1\(^) converge vers V ( z ' ) , sur le cercle C et ne con-
verge en aucun p o i n t d u d o m a i n e î). Sur le cercle C, les po lynômes ont
leurs modules bornés sur tout arc ne comprenant pas le point s == i.

56. Nous avons supposé, dans la démons t r a t ion du théorème du
n ° 5 4 7 q u e le d o m a i n e I) était s i m p l e m e n t connexe ; la d é m o n s t r a t i o n
demeure la même, lorsque le d o m a i n e 1) est connexe et l i m i t é par p l u -
sieurs contours; il suff i t d 'appeler (î , l 'ensomble des contours l imi -
tant I).

On peut même supposer que le d o m a i n e I) est formé par la réunion
d 'un certain nombre de domaines connexes.

Lorsque les conditions du, n^ 54 sont remplies, les suites formées
par les dérivées des fonctions fp{s) convergent uniformément dans

( 1 ) Sur la théorie des foncuom' ( Mwiaub(îrichl€ d. Jïerlliwr. .^/caU.y août, 1880).
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tout domaine IY; on a en effet

f̂ Wl) - ̂ 1 f ^(- l̂̂ L.
d^ ~ a /7T ,/(, ^~~ .T )Â:4-1 ?

les fonctions ̂ .̂.̂ / é t a n t bornées, lorsque ^ est sur C et oo dans IY,
( Z — X ) '

les intégrales / ^^'ii^'^ convergent u n i f o r m é m e n t , lorsque x est
' D " J , { Z —,T )"'+* f-' . •

dans D', vers la l i m i t e

f ̂ Zli1^ ,̂ ~ îL î f^ZL?^^ ^̂ ~ :̂̂ rn - -^F d^ ~*

Les résultats sont les mêmes avec les hypothèses du n° 52, i l suff i t
de prendre, pour G, u n e courbe comprise entre les f ront iè res de I)' et
del).

57. Considérons u n e série de fonc t ionsharmoniques , cont inues dans
un domaine I) où la série est convergente. Formons la, suite des sommes
des termes de cette série; soi t V ^ ( x \ y , z ) , la. somme des p premiers
termes, en p renan t , par exemple, le cas de trois var iab les : n le^fonc-
tions V//(.y, y, ,s) sont bornées dans te domaine 1), la série conwr^e an'i-
fermement vers une fonction /larmonù/uey dans tout domaine ly inlérieur
à .1). La démonstration est tout à f a i t analogue à celle du n^S, relative
aux séries de f o n c t i o n s analy t iques de ^.

Supposons, en par t icul ier , que le domaine 1.) soit celui d'une sphère
dont la surface est S : si la suùe des fonctions V^(^;,y, s), bornées sur S,
est convergente en tous les points de cette surface S, elle converge unifor»
mément à l'intérieur de D. Il suffît, pour le voir , d 'appliquer à la for-
mule qui donne la valeur de V^ à 1/iutérieur de D, à l'aide des valeurs
que prend cette fonction sur S, les remarques que nous avons faites
au n° 54, sur l'intégrale de Cauchy.

58. Bornons-nous aux fonctions harmoniques de deux varia-
bles (^y); supposons que le domaine D soit tel qu'on puisse en
faire la représentation conforme sur un cercle, le théorème qui, pré-
cède subsistera. Donc : si une série de fonctions de deux DarwbleSy fwr»
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moniques dans un domaine I) dont on peut faire la représentation con-
forme sur un cercle, converge sur le contour C de ce domaine, et, si la
somme des n premiers termes de la série est, bornée ,mrC, c/uel que soit n,
la série converge unifof'mé/nent 'oers une fonction harrnonicfue dans tout
domaine lY intérieur à .1).

59. Supposons qu'il existe un nombre réel A tel que V^C^y)—A
reste, en valeur absolue, supérieure à un nombre fixe; si les V» con-
ver^ent dans un domaine I), la convergence est uniforme dans tout do-
maine iy situé dans I). Associons à la fonction Vy(^?,j) la fonction
harmonique lJ^(^",.y), définie à une constante addilive prèSy telle que

/^~..V,,4^1t)/,

soit une fonction analytique delà. variable complexe z == .x" + iy. On a

|/^(^-A,|-|V^.r,y)-A|,

donc le module de^///^) — A reste supérieur a un nombre fixe; de
toute suite ûwfp(^), on peut en extraire une autre qui converge uni-
formément dans l)\ il en est donc de même de la. suite correspondante
des V^(^^y); donc la limite de la suite des fonctions N^ est harmo-
nique dans!). Kn outre, comme, de toute suite tirée des V/;, on peut
(MI extraire une autre qui converge unifWinéxnent dans lY, il résulte,
a l'aide d'un. raisonnement identique à celui du n0 52, que les V^, con-
vergent uniformément dans i)'.

1 1 n'est pas nécessaire que les'V^(^,y) convergenten tous les points
de I), pour qu'on puisse en conclure que la convergence est uni forme:
il suffit que la convergence ait lieu pour une infinité de points formant
un ensemble partout dense dans ,1). En efîet , deux suites quelconques
convergentes extraites des V^ convergent vers deux fonctions con-
tinues qui sont égales en tous les points de l^ensernble: ces fonctions
sont identiques; on en, conclut que les "V'p convergent dans tout le do-
maine D.

60. Arrêtons-nous un ins tan t sur un cas part icul ier : soit une série
de fonct ions harmoniques toutes positives, les sommes V^(^y) des/%

A itft. E < 1 , f\orni.f {^)i XXIV. — Jknx.,Lm' X907. 4o
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premiers termes croissent avec p et par conséquent restent tou tes
supérieures à u n nombre négatif que lconque; en. outre, ou elles o n t
une limite, ou, elles augmentent i n d é f i n i m e n t avec p en chaque
po in t (^,y) rie D. Il résulte de là que, ou b ien les f o n c t i o n s V^ aug-
mentent indéf in iment en tout po in t de I), ou b i en elles convergent
uniformément dans tout domaine D\ vers u n e fonction h a r m o n i q u e .
Pour que ce dernier cas se présente il faut et i l . s u f f i t qu'en un p o i n t
particulier de D, les"V^(a7,j) soient bornées, c'est-à-dire que la série
soit convergente. Donc : si une série de fonctions hartnonujues et posi-
tives dans un domaine D converge en un point de ce domaine, elle co/f-
ver^e uniformément 9ers une fonction harmonique à i'Intérieur de I ) . Ou
retrouve ainsi un théorème de M.. Harnacli.

Plus généralement, supposons que les termes d ' u n e série

M ? ' 2 i • ' • 9 ' Rt

soient des fonct ions harmoniques dont les m i n i m a dans I) son!

Les fonctions ^ — rn^ sont ha rmoniques et non négatives dans I).
Supposons que la série m^ soit convergente ; si , en un p o i n t de I ) , les
sommes ç^ "h ̂  .+.... ^«- ̂  sont bornées, q u e l que so i t ; / / , en ce p o i n t
la sé r ie r— m^ est convergente, e l le converge donc i n i i f o r m é m e n t a
l ' i n t é r i eu r de I ) ; i l en est de mémo do la série (^. Donc ; si la série m^
est convergente et si on un p o i n t de D les somn"H*s ^ 4- ^4-.. » --(-"" ^ p
sont bornées, la série (^ converge u n i f o r m é m e n t dans D.

Supposons que la série ^ converge en un po in t de D et que les
sommes m^ + Wy 4-...4-- ryip soient bornées, alors la série v?—rn^ con-
verge au même p o i n t que la série <^ et le résu l ta t subsis te : la série i^
converge u n i f o r m é m e n t a l ' i n l é r i e u r de D.

Je ferai r emarque r , en t e r i n i n a i i l , q u e , d a n s ( o u s les théorèmes
qui préci. îdent où. l 'on, a mon t r é la convergence d 'une série de fonc-
t ions l î a rmon iques dans un doma ine D, les séries formées par les
dérivées partielles d ' un ordre dé te rminé de ces fonc t ions convergent
vers les dérivées partielles correspondantes de la somme de la
série.
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II.

61. Je me propose de d o n n e r q u e l q u e s propriétés des som m. es de
séries de f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s de z, d a n s le cas où la convergence
n'est pas u.niform.e. Les fonct ions de ^, somme de telles séries, c'est-
à-dire l i m i t e de ( o n c t i o n s a n a l y t i q u e s , seront appelées fonctions de z
de première classe, en adop tan t , une d é n o m i n a t i o n analogue à cel le
q u e M. Baire a in t rodu i t e pour les fonct ions de var iables réelles.

U n e f o n c t i o n de première classe peut toujours être considérée
comme la l imi t e d ' u n e suite de polynômes on s. Soient en effet

A(^, .A(S) , ..., fn(^), ...

les fonc t ions a n a l y t i q u e s qui ont pour l imi t e la fonction F(^) dans un
d o m a i n e 1) l im i t é par le contour C. Désignons par

t ^ l » ^.9 * • • ? ^n f • • "

une sui te i n f i n i e de contours fermés, intérieurs à I) et ayant pour
l i m i t e le con tou r C; on peut trouver un polynôme P//(^) qu i , dans le
d o m a i n e î)^, l i m i t é par le contour C^, diffère de^(^) de moins de •- ->
en v a l e u r abso lue . La s u i t e des polynômes I\(^) a même l i m i t e q u e
la s u i ( e f n ( z ) ^u l u u l - p o i n t i n t é r i e u r à I), car ce poini appa r t i en i à
Ions les i)/^ lo rsque n est assez grand et la d i i îe rence I\(^ ~~.fn(^)
a pour l i m i t e o lorsque n. croit i n d é f i n i m e n t . On peut d i r e aussi q u e
FC-s) est la somme de la série de polynômes

Pl(^)4-^[tVK(^)-P.(^)] .

n ï= 1

Considérons u n e (onct ion de z de première classe F(^) , je dis que,
(fans loat domaine, on pciU. en Irower an autre où cette fowlum. est
analylique ( 1 ) et où la suite épi a pour limite V ( z " ) cowerge uniforme»

( 1 ) Ce théorème a été oblorm nulépoïîd<munoiil p»r M. Lcbes^uc el par moi,
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ment; en d'autres termes, clans le d o m a i n e I), dans l eque l T(^} est
déf in ie , il y a une in f in i t é dénombrah ie de domaines S où elle est,
analyt ique. .

62. Je démontrerai d'abord le théorème suivant : Si, pour une suite
infinie de fonctions continues, en chaaue DO! ni ( l ' un domaine I), la plus
grande des limites des modales des vale i r s de cefî fonctions est finie,
dans tout domaine D,, intérieur à I), on peut trouver un autre doniaine
dans lequel les modules de toutes les fonctions sont bornés fc'est-a-dire :
ont une même l i m i t e supérieure).

Soient ,/1,/a, . . . . /^, ... les fonc t ions de la s u i t e ; si, dans le
domaine D, , les \f,^\ son t i n f é r i e u r s à r , le théorème est d é m o n i r é ;
s inon , il existe une fonct ion /^ qui , en un p o i n t de I),, vérifie l ' i n é -
gal i té

1/J>^

comme f,^ est cont inue , cette i n é g a l i t é sera v é r i f i é e dans u n
domaine A^ intérieur à I),,. Considérons la s u i t e

J //, 4.1 y J n ^ \ - [ ' ) . . . » .///) 1 / k ' . . . »

Si les modules de ces fondions sont i n f é r i e u r s a 2 dans A ) , le théo-
rème en résulte, s inon, on peut trouver u n d o m a i n e A^, i n t é r i e u r
à A^ dans l eque l , pour une (onc t ion .///^^>^i), on a

l.^f>^

etc.; en cont inuant ainsi, on arrive à un domaine A^...,, ; si les fonct ions
fn^^k n'ont pas toutes leurs modules inler ieursàT?, dans ce domaine, ,
on trouvera une fonction ./^(^>/^ /) et u n domaine A^ contenu
dans A^i, pour lequel

\fn,\>P'

On doit nécessairement a b o u t i r a ins i à u n doma ine A,,, dans l eque l
toutes les fonct ions f^, ont leurs modules i r i le r ieurs a r, car, dans le
cas contraire, on déf in i ra i t une suite i n f i n i e de domaines

AI, A^ ..., A^, ...
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emboîtes chacun dans le précédent et ayant , par suite, au moins un
poin t l imite P. En ce p o i n t on aurai t

\fr^\>^ LAJ>^ - - » LA/,1>/^ • • • ;

par conséquent 1a plus grande des l imites des \f^\ ne serait pas finie.
La démonstration qui précède est indépendante du nombre des

variables dont dépendent les /, elle s'applique aux fonctions de
variables réelles comme aux fonctions de variables complexes (< ) . En
outre, on peut remplacer le domaine D, par un ensemble parlait
quelconque, composé de points intérieurs a D : les domaines A/, sont
alors des ensembles fermés dont chacun contient tous les suivants.

63. Nous dirons qu'une suite de fonctions f,, est bornée en un
point î\ si l'on peut entourer ce point d'une sphère, de centre P et de
rayon assez petit, pour que dans cette sphère les modules de toutes
les /„ soient inférieurs à un nombre f ixe.

Dans le cas ou celle sphère n'existe pas, nous dirons que la suite^
n'est pas bornée en P. L'ensemble des points en chacun desquels une
suite n'est pas bornée est évidemment fermé, le théorème précédent
montre qu'il n'est dense dans aucun domaine, lorsque la suite est
finie en chaque poinL Nous dirons aussi que la suite est bornée en un
point P d'un ensemble parfait E, sur cet ensemble E, lorsque dans
une sphère assez peti te de centre P, et pour tous les points de l'en-
semble qirelle contient, les modules des j\, sont bornés; l'ensemble
des points ou une suite, f inie en chaque point, n'est pas bornée sur
un ensemble parfait E est un ensemble fermé, non. dense par rapport

On peut dire aussi, en désignant par F la fonction qui est é^ale en
chaque point a la plus grande des limites des |/^|, que l'ensemble
des points où cette fonclion F n'est pas bornée par rapport à un
ensemble parfait quelconque est un ensemble fermé non dense sur E,

En, particulier, si une suite^ converge en tout point (.lu domaine D,

( 1 ) Si l'on so borno aux fondions do variables roollos, lo théorèrno B'appliquo ôncoro
a l'a plus ^raïulo des Innilos des valourH positives on à la phis pofcitô de^ limites des
valeurs négatives.
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vers une fonction F, on voit que la fonct ion l imi te est bornée dans I),
sauf aux points d'un ensemble fermé, non dense dans D (1).

64. Voyons quelles conséquences vont résu l te r du théorème pré-
cédent, lorsqu 'on l ' a p p l i q u e à u n e su i te d e f o n c t i o n s analytiques^/('::;),
convergente dans le domaine D.

Soit Di un domaine contenu dans D, dans D^ se trouve un
domaine S où les | /L(^) | sont bornés , d o n c dans 5 la suite converge
uni formément et la limite F(^) est a n a l y t i q u e : c'est la proposi t ion
énoncée au début.

Il est facile de former de telles suites : soit un carré OABC dont les
côtés OA et OB sont sur les axes ()x et 0 y. Sur le côté OA. je consi-
dère une in f in i té dénombrable d' intervalles u partout denses sur OA.

Les points de OA qui ne sont pas a F i rUmeur d 'un in te rva l le u for-
ment u n ensemble parfait E, si l 'on suppose que les intervalles //
r^ont, deux à deux, aucun p o i n t commun. Je considère les rectangles
tels que (^), ayant pour base l ' in te rva l le a et pour hauteur OB. Soient

u^ u^

( 1 ) Le théorème des n08 6^6163 comporte de nombreuses applications; pour me borner
au cas d'une variable réelle, considérons nno fonction continue, ayant en chaque point
ses nombres dérives à droite, finis. Ces nombres dérivés sont alors bôrné.s sauf aux
points d'un ensemble e, ferme et non dense dans l'intervcdie f^, h) oùf(^) est définie,
Dans chaque intervalle contigu à e, les nornbreB dérivés étant bornés, la fonction admet
une dérivée, sauf aux points d'un ensemble de mesure nu Ho* Les iïitôrvaîles continus
étant en infinité dénombrable, on voit que rensemble des points ou f(^) n'a pas de
dérivée a une mesure au plus é^ale a celle do l'ensernble <i.
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les intervalles u rangés dans un ordre que lconque , et considérons les
n premiers u^ u^, ..., //,/. Dans chaque rectangle ( ^ i ) , (^2)» • - • • » (^ / / )»
je mène deux pa ra l l è l e s a Or, à des d i s l ances des côtes égales à -5.1 - • 1 1 - • •• • • • i. • - ./ • • D ^

et deux autres à des d i s t ances égales à — ( 1) . J ' appel le

(u[), (///), ..., (^,), ...

l( ls rectangles i n t é r i e u r s f couver i s de hachures su r la f i g u r e ) et ( v )
les rectangles q u i e m p i è t e n t sur deux rectangles vois ins et q u i sont
limités par les parallèles menées aux distances — (il peut y avoir, a
dro i t e et à gauche, des rec tang les (V), l i m i t é s l ' u n a A C , P a u l r e a OB).
Soient çC^) une f o n c t i o n c o n t i n u e et d é t i n i o pour les p o i n t s de l 'en-
semble E et ' ^ ( z ) , ^ ^ ( z 1 ) , . . . , ' ^ , ( z ' ) , . . . u n e i n f i n i t é de f o n c t i o n s
a n a l y t i q u e s dans le rec tangle , d ' a i l l e u r s a rb i t r a i r e s ,

D'après le théorème de Weierstrass, rai) pelé précédtmnnent , i l
e x i s t e (in po lynôme en z , P,/(^), q u i , dans le rectangle (^), d i f f è r e
de ^ i ( s ) de moins de - en m o d u l e ; dans le rectangle (r^) d i f l e r o de

' ^ ( z " ) de moins de î" en module, etc. ; dans le rectîrngle ( u ^ ) diiïère

de ^,i(^) d^. moins de - en module et qui, en outre, dans chacun des

rectangles fç») dif fère de moins de - - 1 en module, de la valeur o(.^',,),
que prend la f o n c t i o n ^ ( x ) , en un p o i n t que lconque ^o de E, s i tué
sur la hase du rectangle ( v ) q u i est sur 0^.

La su i te des po lynômes P,// s) est convergente dans le carré OÂ'BC.
Dans chaque ^rectangle ( u ) e l l e converge u n i f o r m é m e n t vers u n e
f o n c t i o n a n a l y t i q u e ^(^) et. sur chaque para l lè le à ()y, menée par u n
p o i n t de E d'abscisse x, e l le converge vers ^C^)- Kn effe t : soit P un
p o i n t appartenant à un rectangle ( u - i ) , 'pour n assez grand, ce po in t
a p p a r t i e n t a un rectangle ( ( ^ ) ; i l s u f f i t que n^>j7 h é tant la plus
pe t i t e des d is lances de P aux côtés du rectangle, paral lèles a (}y\ alors

(1 ; Si un des inlorvalîes u^ . . . , ((.„, a imo longueur moindre que -^ on pourra dimi-
nuer les distances des pardioles aux côtés*
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le module de la di f férence I\(^) — ^•(•s) est mo indre que î--, donc au
po in tP , P/,(^) a pour l im i t e ^-(^).

Soit P un po in t s i tué sur un côté paral lèle a Oy d 'un des rec-
tangles (^), ou. situé hors de tous ces rectangles : ce po in t P se pro-
jet te sur Qx en un poin t^de E d'abscisse x\ Le po in ta est s i tué en t re
deux des intervalles u^ ^, ..., u^ dont la distance a pour l i m i t é e
avec -J et, par conséquent, si x^ est l'abscisse d'un p o i n t que l conque
de E si tué entre ces deux interval les , la d i f f é rences — x^ et, par con-
séquent aussi, la di f férence ^ Ç x ) — cp(^o) tendent vers o avec ^ f 1 ) .
Le pointa est toujours dans un in terval le 9, et la va leur de P/^) en P
diffère, en module, de moins de ^ de la valeur 9(^0). Donc P,/(^) a
même limite que 9(^0), c'est-à-dire a pour l i m i t e cp(^). Par consé-
quent la limite de la suite P,/,(s) ou la somme de la série

Pl(^)4 [ •^ [ l^ / . l (^) -P.(^) |
n = 1

est a n a l y t i q u e d a n s u n e i n f i n i l é de domaines , pa r tou t denses dans le
carré. On voi t en outre qu 'une sui te de polynômes en s p^l- repré-
senter, dans une i n f i n i t é de domaines o, des f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s
distinctes.

65, Soit P un point quelconque du domaine 1); dans l eque l une
suite fn(^) converge vers la (onc t ion Ï ( z ) . Je ( l i ra i que le po in t P
est un point de convergence régul ière pour la su i te /^(^)» ou plus
brièvement un point régulier, si, dans un cercle de rayon asse^ pet i t
et de centre P» les fonct ions fn(^) convergent u n i f o r m é m e n t . .Dans le
cas contraire, le po in t P sera d i t un. point irrég(dier\ SoitE l'ensemble
des points irréguliers dans le doma ine D, il résulte de ce qui précède

(r) Si p est le point 0 on le poini A, il suffit do considérer l'inîervallo u qui est le
plus voisin à sa (Iroit-o ot <jui fait partie <lc //i, /'^, .. ., /-////,; dans IL* prcnuci." c<îS, (U le plus
voisin à sa gaucliu, dans le second.
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que cet ensemble est non dense dans E. Je dis que c'est un ensemble
p a r f a i t :

D'abord, c'est un ensemble fermé ; en effet (on t point P, liî'mte de
po in t s i r r égu l i e r s , est un p o i n t i r r é g u l i e r ; car, d a n s un pe t i t cercle
décr i t a u t o u r d 'un p o i n t régul ie r comme centre, tous les points sont
réguliers . En outre , l ' ensemble E n'a pas de po in t s isolés. Soit, en
efïet , u n p o i n t P, supposé i r r égu l i e r et isolé; je peux décrire une cir-
conférence y de centre P et de rayon assez peti t , pour que tous les
points de cette c i rconfé rence so ieu t réguliers.

Soit A l 'un d 'entre eux ; dans u n cercle de centre A et de rayon p la
série converge u n i f o r m é m e n t ; je prends pour p la p lus grande va leu r
possible. A chaque point A de la circonférence y correspond un
n o m b r e p non n u l : ces nombres p o n t u n m i n i m u m à d i f f é r e n t de o,
car on peu t t rouver su r y u n p o i n t o> tel que , dans tout arc de m i l i e u ro,
le m i n i m u m soit encore ô; or, au p o i n t o), p a une va l eu r R(, n o n n u l l e ;
donc, pou r tous les p o i n i s d ' un arc de m i l i e u o) s i tué a l ' i n l é r i e u r du
cercle de cont ro P et de rayon i^0? p reste tou jours supér ieur a 1 ( ) ? d o n c

o, q u i est son m i n i m u m , est supér ieur à ^°- 11 résulte de la, que je peux
recouvrir en t i è rement la circonférence y, avec un nombre f i n i de
cercles de rayons à : soient C , , C^, . . . , (^ ces. cercles. On p e u t
trouver n^ tel que dans (..̂  on ai t

\f-fn.\<^

pour/^/^ , £ étant arbi t rairement choisi ; de môme, on peut t rouver
n.j;, . . , , n.^ tels que

dans Ça |/—fn\<.ë- pour r'i'^n^

(1 a n s Cp | / — fn. 1 < £ p o (i r n '^rip.

Si n1 est le plus grand des nombres n^ n^ ..., n^ on aura pour /r;:W

|/ -/.|<£

en tous les points de la circonférence y. Donc, les fonctions fn(s)
convergent •uniforinéinent sur y; comme elles sont régulières dans le

Ann. Êc, Norm., (3), XXÏV. — Juanâ'r 1907. • 4 1
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cercle y, on en c o n c l u t qu'elles convergent uni for inernent dans ce
cercle et que, par suite, le p o i n t P ne p e u t être i r r égu l io r : I./en-
semble E est un ensemble par f ail, non dense,

66. Je dis m a i n t e n a n t que cet enseinble est cont inu et d'un s e u l
tenant avec la frontière C du domaine I).

Supposons d'abord que l 'ensemble E ne soit pas d ' un seul t e n a n t et
soit E^ une part ie de E telle que la d i s t ance m u t u e l l e d ' un p o i n t
de Ei et d'un po in t de E — E ^ ai t un m i n i m o m h non n u l . [./en-
semble E, est fermé, p u i s q u e l ' ensemble E est fermé et que les en -
semblés E^ et E — E , sont sépares. Je décris, au tou r de chaque p o i n t
do E^ comme centre , un. cercle do rayon -^ diaprés u n théorème de
MM. Borel et Lebesgue, on peut , à l ' a ide d ' un n o m b r e f i n i k de ces
cercles, enfermer tous les points de E,. L 'ensemble des po in t s s i t ué s a
l ' i n t é r i eu r de l 'un au moins de ces cercles forme u n ou p l u s i e u r s
domaines connexes : soit A l 'un de ces domaines et F le contour l i m i -
tant le domaine A à l'extérieur, c'est-à-dire que tons les po in t s de F
peuvent être j o i n t s au p o i n t à l ' inf in i du plan par un c h e m i n ne ren-
contrant pas A. Si je mène le contour F parallèle a ï s con tour F, vers
l 'extérieur et à une distance de F mo ind re que ^? le d o m a i n e a n n u -
laire compris ent re T et F' ne cont ien t aucun p o i n t de E. Traçons
entre F et F' une courbe y que l'on peut supposer rect i t iable ou
même ana ly t i que .

Chacun des points de y est un poin t r égu l i e r ; en reprenant le
ra isonnement q u i a été fait au paragraphe précédent dans le cas d'un
cercle y, on démontrera que la su i t e converge u n i f o r m é m e n t sur la
courbe y. .1,1 en résulte qu ' e l l e converge un i fo rmémen t dans A et que,
par suite, ce domaine ne cont ient aucun po in t de E, ce qui est impos-
sible, puisque le centre de chacun des cercles qui on t servi à d é f i n i r A
est u n point de E,, donc de E. Ainsi l'ensomble E est d 'un seul.
tenant .

On démontre de même qu'i l , est impossible que l'ensemble E soit
séparé de la f r o n t i è r e C de I); i l s u f Ï i t de f a i r e jolUîi" , au m i n i m u m non
nul. do la distance d 'un po in t de E à un po in t de G, le rôle que joue
le nombre h dans la démonstration ci-dessus.
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E n f i n , l ' ensenîh ie E est un (nisemble c o n t i n u : on effet, s'il é ta i t
d i s c o n t i n u , i l ex i s t e ra i t au moins deux p o i n t s P et P' de cet ensemble
et lin nombre £ le Is q u ' i l soi t impossible de cons t ru i re sine l igne poly-
gonale ayant pou r sommets des points de E, pour extrémités les
poin ts P et P' et don t chaq'ue côté ai t une lon^eur moindre que £.
Au tour de chaque po in t de E comme centre, décr ivons un cercle de
rayon ^; on peut enfermer tous les points de E dans u n n o m b r e f i n i k
de ces cercles : renseïn.ble des p o i n t s i n t é r i e u r s à l 'un au m o i n s de
ces h cercles ne p e u t pas être d 'un seul t enan t , s i n o n on p o u r r a i t
j o i n d r e P à P' par u n e l i^ne polygonale r empl i s san t les c o n d i t i o n s
précédentes . Il en r é su l t c ï que l 'ensemble K est formé au m o i n s de
deux ensembles séparés : nous savons que cela est impossible, donc E
est c o n t i n u .

En résumé, on p e u t énonce r le théorème s u i v a n t :

î^laul, donnée une séf's.c (la fonctions analyflaîtcs de s dans un,
do/naine (.), cowe.r^'ente dam' ce damai fia, rensftfnl/le des points irré^ii-
Iws csl parfait, non danse dans I), confina ei (V lui setil /enani awc lu
/ro/ftf'w du do/fiai'n^,

67. Que peut -on d.ire de la fonct ion FC.s), sur l ' ensemble H des
po in t s i r ré^ul ie rs ? La f o n c t i o n F(^) est ponc t i i e l l c ïmen t d i s c o n t i n u e
sur tout ensemble p a r f a i t et par s u i t e sur E. 'En efÏet , si l 'on pose

f^(z) = r^(.T, r) 4- n'/,(.^, y),
F ( ^ ; ••:.::: |:J ( .z-, j ) 4" l V ( x, y),

les fonc t ions //,/, et v,,, o!1!! respe<. ï t ivement pour l imi tes U et V ; i l m
résulte, d'après un, théorème de M. Baire ( < ) , que ces fonctions U et Y
sont ponc tue l l ement d iscont inues sur tout ensemble par ta i t et, par
conséquent , il en. est de même de F ( z ) .

J e v a i s d o n n e r u ï u î d k m: o n s t ra t i o n <,1 i r e c t (î t r es s i. m, p I. e d e c e I, t e
proposition, pour u n e s u i t e de fonct ions d 'un nombre quelconque de
var iab les»

( 1 ) Sur tes fonctions de, vnrial/la^ réeUaH (Ânrudi dl M.'atcmatica, ïH9<))«
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Considérons une suite in f in i e de fonctions cont inues /,, /^ .. . ,
/*„, ..., dépendant d 'un nombre que lconque de variables réelles ou
complexes, et convergeant, dans un domaine I), vers la fonction. F.
Je dis que : dans tout domaine 1)̂  intérieur à I), on peut en trouver un
autre pour lequel

1 V — fn\ <£ P01111 n > P '

£ étant un nombre positif choisi à F avance.
D'abord, dans tout domaine, il en existe un autre où les fn\ sont

bornés; nous supposerons donc qu' i l en est a ins i dans 1)^ Donnons-
nous £, si l'on peut trouver un nombre/^ tel que , dans Do pour n et/^
supérieurs à p , on ail

\fn— fn'\<e,

le théorème est démontré, car il suffit de faire croître n' indéf in in ' i en t
pour obtenir, en chaque point de D ^ , l ' inégalité

IA-PI^.

Dans le cas contraire, il existe an poin t P dans Di et doux nombres
n^ et 'n\ tels que, en P,

1/^--.AJ>^ < > n^

Lesy^ étant continues, cette inégalité a lieu pour tous les points
d'un domaine À ^ , entourant P. Considérons, dans À < , la suite

Jfitî Jn'i+if J n\-\-ï"t • ' • ? J ' n - ) » • • ;

si, à partir d'un rangp, on a, pour tous les points de A , ,

\fit—fn'\ <s n, n' ->p,

le théorème est démontré, sinon, il existe un domaine /L, intérieur
à Ai et deux nombres n^ et n^ (n\ ̂ ^ <; ̂ ), tels que

IA—/^1> &)

dans Aa, etc.; en continuant ainsi, on arrivera nécessairement à un
domaine A^y dans lequel l 'inégalité sera vérifiée; sinon, on définirait
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une suite in f in i e de domaines, chacun contenu dans le précédent, qui
auraient: , par sui te , au moins un point commun œ. En ce point a) on
aurait les inégalités

\fn.-fn.\\>^

\fn'^fn\ 1 > £?

\fn^fnr\>^

les nombres n^ n^ n^, n^ . . . , /^, n^ ... croissant indéf in iment
avec r. Mais ceci est impossible, car, la suite/^ étant convergente en 00,
on a, à partir d'un certain rang,

I fn-M<^

pour toutes les valeurs ri cl n' q u i dépassent ce rang.
Dans le domaine Dp on peut donc trouver un domaine Dp on tous

les points duquel on ait, pour n asse% grand,

|F-.A|<e.

La (onction/^ étant cont inue dans Dp on pourra trouver dans ce
domaine un domaine \)\ tel que, si f'^ ot/^ sont deux valeurs quel-
conques de la fonction f^ dans Dp on ait

I/.-/.!< s;

on déduit de là | F — F'' | <^ 3 £, I^ élan t la l imi te des f'^ Ceci posé, con-
sidérons une suite i n f i m e de nombres posit ifs décroissant jusqu'à o,
par exemple,

î 1 1
î -. , ^ y ... , — , . . » .

a à n

Dans Dp je puis trouver un domaine lY dans lequel l'oscillation
de F, c'est-à-dire le max imum du module do F—F', ne dépasse pas i;
dans D^je puis trouver un domaine IVoù l'oscillation de F ne dépasse
pas ̂  etc. ; dansD^'"^ on peut trouver un domaine D^ où l'oscillation' ' î<t
de F ne dépasse pas-' On forme ainsi une suite dénombrable de do-
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m aine s
iy, fi\ . . . , :D<»), . . . ,

dont chacun est compris dans le précédent et q u i on t au moins un
point l imi t e P (1). Au point P, la fonc t ion F est c o n t i n u e , car, é t a n t
donné le nombre a, si P'est un po in t situé à l ' i n t é r i eu r d ' une sphère
de centre P, contenue tout entière dans D^ (n '> î - ) , on aura\ ' ^/

\'F(P{)-T(P)\<^

La f o n c t i o n F possède dans tout domaine D, i n t é r i e u r h I) des p o i n t s
de c o n t i n u i t é , elle est ponc tue l lement d i s c o n t i n u e dans I).

Dans la démonstra t ion précédente, on peut remplacer le d o m a i n e I ) ,
par un ensemble parfai t quelconque, tous les résul ta ts subsis tent , en
adoptant , pour la cont inui té d 'une (onct ion en un point d 'un ensemble ,
les défini t ions b ien connues pour les fonc t ions de variables réel les
qui. s'étendent immédiatement au cas des variables complexes. Donc
la fonction F est ponctuellement d iscont inue sur tout ensemble par-
fait.

En par t icul ier , une fonction de première classa 'V ( z ) est ponciueUe-
ment dùconiinu.e sur r ensemble par/au E (us points irréwliers.

63. Donnons u n exemple : je reprends le carré OABC de l ' exemple
du paragraphe 64, m e n o n s des serments paral lèles à OA, aux dis-
tances î , -î • • • ? -", • • . de ce côté» On peut construire une série de po-

lynomes en z qui , surchaque segm.enty= ""ï-, converge vers une fonc-
tion de première classe y,,(^); sur OA, converge vers une (onct ion
de première classe 9^ et, dans la bande comprise entre les droites
y == ^, y == —^, converge vers une fonction, analy t ique ^(s).

En eliet, menons les dro i tesy== ± -t-? qui. l i m i t e n t un rectangle H^
avec les droites OB et AC supposées prolongées au-dessous de O.r. En
dehors de ce rectangle se t rouvent (n — i) des segments situés sur

( ! ) Pour éviter touio difficulté relative au cas ou P serait sur les frontières des
domaines l)^, on peut toujours supposer que Ï)^ est complètomeni intérieur à D^"^
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les droites
y^^ y=^ .... J-^-

Prenons l'un d'entre eux d'ordonnée -r^ menons les serments paral-

lèles d'ordonnées "r ± ——? oui, avec les droites 01.} etAC, déterminent
À' 'À/f ï

nn rectangle IV De/ môme les se^inents dont les ordonnées sont7 — --«t? A - 1 1 - i- - • - 1 ' -D • • - 1 1 1 ! ^ ,^2

(»(, ^—,. -4. ^ detinissent nn reelan^le R^. Soit, d ' aa t repar t ,

Oî(^), Qî(^), . . . , Q^(^), ...

une suite de polynornes convergeant vers çf/çÇx). Ceci posé, il existe un
polynôme P/^-s) <}ui., dans les rectangles

R u îîfl !> / / îî't Î Ï 1 1

()î ^ t? "Si? " " • î 'Vt;? * " • ? Jl'»/(," 1 7

diffère en module de moins d e — ? respectivernent, desfbnctions^ i,

Q^h Qi(^). -•. Q^(^). - • > Qr1^)

et qoi, dans les rectangles
î>f ii t > i t i \îtn
A » ] •> 1, t,. 5 » » . j ,i l ff ̂  ̂  i

dillere en module de moins de ^-> respectivement, desfbnctions

'M^ (lh(5)^ -^ ^-i(^)-

Lorsque /<t croit indéfiniment, les polynômes P^(^) ont pour limite,
dans le carré OA.BC, une fonction F(-s), analytique entre deux quel-
conques des segments tracés parallèlement à O.r et qui, sur chacun
d'eux et sur OA, converge vers une fonction de première classe. L'en-
semble des points irréguliers est formé ici partons les segments paral-
lèles à OOG et .le segment (-)A.

69. Voyons maintenant comment se comportent les fonctions/^)
dans le voisinage d'un point irrégulier P. Je dis que ces fonctions
s'approchent autant qu'on le veut d'une valeur quelconque a. D'une
inanière précise, étant donnés un nombre a et un nombre positif sarbi-
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trairement petit, pour tout cercle y de centre P, il y a une infinité de
fondions fnC^) yui prennent, à V intérieur du. cercle, des valeurs (h/yVrant
de a de moins de e. On peut a jouter que , pa rmi ces valeurs, il y en a tou-
jours une infinité pour lesquelles l'argument de fnÇ^) — ^ e^ aussi voisin
au on le veut d'un argument quelconque.

En effet, s'il n'y avait q u ' u n nombre f in i de fonctions/,,(s). p o u r
lesquelles la d i f fé rence /,/.(^) — ^ ait dans le cercle y u n m o d u l e mi-
n i m u m i n f é r i e u r ou égal à £, à part ir d'un cer ta in rang, on au ra i t ( o ù -
jours, à l'intérieur du cercle,

|/,^)-a|>6;

la convergence serait uniforme dans le cercle et le point F ne sérail
pas irrégulier.

De même, s'il n'y avait qu'un nombre f i n i de fonct ions/ / / pour l e s -
quelles l 'argument de f^(z)—a puisse prendre (z étant dans le
cercle y) des valeurs comprises entre o> — à et co •+- S, on p r e n a n t u n
point b dans le demi-angle formé parmi les demi-droites issues de a
qui ont pour arguments co — S et o> •+• ô, on aura i t à part ir d'un cer-
tain rang

\f^z}-b\>/^

k étant un nombre fixe et la convergence serait un i fo rme à F in té"
rieur de y.

70» Considérons maintenant l'équation
f^(s)==a;

elle admet dans le domaine D un certain nombre de racines; suppo-
sons que l'on ait marqué tous les points racines des équations obte-
nues on donnant à n toutes les valeurs entières et soit. H^ l 'ensemble
dérivé de ces points racines ( { ) . Je dis que, si en 'un point régulier V ( z )
prend la valeur a, ce po in t appartient h, l 'ensemble E^. En edet, si ce
point P n'appartenait pas à E^, il n'y aurai t pas, dans le voisinage de P,
une infinité (le points racines et l'on pourrait tracer un cercle y de

( 1 ) Si un point est racine pour uno infinilé do valeurs de %, je le eonsidèrô comme fai-
sant partie de E^.
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centre P et de rayon assez pe t i t pour que , à r i n t é r i c u r et sur la circon-
férence de ce cercle, il n'y a i t pas de p o i n t rac ine , lorsque n est assez
çrand, de l 'équation

//,(.-) ~=.a.

D'autre part, la fonction F(^) é tant analy t ique au po in t P, on peut
choisir le rayon du cercle y de man iè re qu ' i l n'y ai t pas, sur la circon-
férence, de po in t pour l eque l F(^) p renne la va leur a; alors su r la
circonférence y, V ( z ) — «a un m i n i m u m non n u l , k. Comme les^,(^)
convergent u n i f o r m é m e n t a u t o u r de P, on peut supposer que le rayon
de y est assez peti t pour que la convergence soit un i forme sur la cir-
conférence; à pa r t i r d 'un cer ta in rang,/^(s) diffère de F(-s), sur cette
circonférence et en valeur absolue, de moins de -? donc pour n assez
grand

LA(^-^1>^

sur la circonférence y, et, en outre, l ' équa t ion ^(^) =^ a n'a pas
de racines dans "y.

Le m i n i m u m du m o d u l e des va leurs de f,,,{^)—ci a l ' i n t é r i e u r et
sur la c i r confé rence du cercle y est a t t e i n t , d a n s ces cond i t ions , pour
un p o i n t de la c i rconfé rence , et l ' inégali lé qu i précède est vér i f iée pour
tous les po in t s du cercle. La convergence é tan t un i fo rme , on aura i t
dans le cercle

F(^)^|^

ce q u i con t r ed i t rhypothèse que F(^) = a au po in t P. Donc P appar-
t i en t a E^. Par suite ;

T oui point régulier appartient à un E^ el un seul, et par conséquent ,
si un p o i n t de I) appa r t i en t à la (bis à E^ et à E,/,, c'est un po in t i r régu-
lier . Les p o i n t s communs aux deux ensembles E^ et E^, a et b é t a n t
deux nombres quelconques, font partie de l 'ensemble E des points
ir régul ie r s ( < ) .

( 1 ) On peut (railleurs <léïnontr(îr que» récîproqlKnncnt, autour de etinque point irré^a-
lier, les équations Pn(^) ̂  ^ onî- ^lô infinité (le racines, Bîmf peufc-ôtrp pour une seulo
valeur do a; en d'iUltros termes, un point irrogulior apparlient à E^, pour toufcos les
valeurs (Je a, sauf peut-fttro une valeur eïœoptkmnollô.

Arm, Èc. Norm^ (3), XXÏV, — JtïiLLKT 11907. 4^
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I I I .

7i. Dans quel cas peut-on af f i rmer que la l imite d 'une su i te con-
vergente de f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s représente u n e fonct ion analy-
t ique? Tout d'abord, il en est a insi chaque ibis que l'on peu t recon-
naître que la convergence est un i fo rme ou qu'elle est s i m p l e m e n t
uniforme : par exemple, la l i m i t e sera ana ly t ique lorsque les fonc-
tions de la su i t e sont bornées en module ou, plus généralement, si l 'on
peut extraire de la suite donnée une suite nouve l l e dont les termes
fnÇ^ ont des modules bornés ou sont tels que les modules des diiïe-
renées ̂ (-s) — a restent supér ieurs à u n nombre fixe.

Mais il n'est pas nécessaire qu 'une série de fonctions ana ly t iques
converge un i formément pour qu'elle représente une fonction analy-
tique. Une condition nécessaire est que la somme de la série soit une
fonc t ion c o n t i n u e de z. Pour cela, il faut et i l su f f i t , comme l'a montré
M.- Arzela dans le cas des suites de fonctions de variables réelles (1},
que la convergence soit quas i -un i fo rme , c'est-à-dire que, étant donnés
£ positif a rb i t r a i r emen t pe t i t et un nombre/ . / aussi ^rand que l 'on
veut, on puisse recouvrir t o u t domaine i n t é r i e u r I) a l ' a ide d 'un
nombre f i n i m de rectangles de côtés paral lèles aux axes (ou de tous
autres domaines) , D^ D^, . . . , D^ tels que, dans IY,,

|F-A|<^
dans D.,,

\'V-f..\<^
et dans D/^,

l'F"AJ<^

les nombres n^ /^, . . . 5 n^ étant supér ieurs à p . Voici une démons-
tration simple de cette proposit ion.

La c o n d i t i o n est nécessaire : en effe t , soit ̂  un point d 'un domaine
IY intérieur à D où la suite /,<,(s) converge vers la fonction analy-
tique F(^). On, a, dans un cercle de centre z^ et de rayon, p et pour n

( ï ) SuUc serlecUfunzlonl( Me/norle dalla R. Àccadamwdl ./îûlûyui, Sûno :'>, tomo VIII,)*
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assez grand et fixe,
|F(^)—/, (^ )1<£,
\¥ ( z ) - F ( ^ ) | < £ ,
|.A(3)~/,,(^)|<-s

donc | F(^) — fn(:5) <^ ''̂  £ é tant donné . Nous prendrons pour n u n
des nombres supérieurs \\ un nombre d o n n é / ? , pou r lesquels la pre-
mière inéga l i t é a l i eu et pour p la grande valeur possible. Chaque
poin t de lY peu t a in s i être entouré d 'un cercle de rayon p, i l en, résulte,
d'après un théorème déjà cité de M. Borel, généralisé par M. Lebesgue,
qu 'on peut couvr i r le d o m a i n e IV à l 'a ide d'un nombre f i n i m de ces
cercles, so ien t D, , D^, . . . , . I )^, auxquels correspondent les nombres
/^, n^ . . . , n,,, tous supér ieurs à/^ . On a, dans le cercle D/, l ' i néga l i t é

|F(,^)-A(^)|<3Ê,

la convergence est donc q u a s i - u n i f o r m e .
R é c i p r o q u e m e n t , supposons que la convergence soit quasi-uni-

forme; donnons -nous u n nombre £ ; t in p o i n t ^, du d o m a i n e 1) appar-
t i e n t a un doma ine I),, a l ' i n t é r i e u r d u q u e l

] F ( ^ ) — A ( - s ) l < ^

et nous pouvons supposer que n, est supé r i eu r au nombre en t ie r p à
part i r d u q u e l on a

|l^o)-//<,(^)l<£ P01^ n>Ii>'

D'autre part, dans un cercle de centre ^o in té r ieur a D, et assex
peti t , on auraA i /• / \ y i - \ \ -—• «

fn.^}-fn^^\<^

F(,5j—A,(^)|<£,
donc, pu i sque

on obt ient
| F ( ^ ) - P ( ^ ) 1 <S£;

comme t est arbitraire, F ( z ) est cont inue en ^ et, par sui te , dans
tout le domaine I).

Cette convergence quas i -un i forme suffî t dans certain cas pour qu'on
puisse affmner 'que la fonct ion l i m i t e est analytique. Supposons, par
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exemple, que l 'ensemble E se compose d 'une courbe rec t i f iab ic et
sépare le domaine D en un nombre fini de doma ines partiels. La fonc-
tion F(.?) est analyt ique dans D^ sauf peut-être sur E ; elle est p a r t o u t
con t inue ; d'après un théorème de M. Painlevé, elle est ana ly t ique
dans tout le domaine D. Il en est de même, lorsque l 'ensemble E est
formé d 'un ensemble réductible de courbes analogues.

72. La convergence quasi-uniforme ne suffi t pas dans tous les cas :
en d'autres termes, une série convergente de fonctions analyt iques
peut représenter une fonct ion F(-s) c o n t i n u e dans D mais non ana ly -
tique dans tout ce domaine. Reprenons l 'exemple du paragraphe 64
et supposons que cp(.r) soit une fonct ion c o n t i n u e de a? sur OA, con-
stante dans chaque interval le co ( { ) . Je p rendra i , pour la f o n c t i o n ^(s),
la valeur cons tante de la fonct ion y(<^), dans l ' i n t e rva l l e H/^ Dans ces
condi t ions , la fonction l imi t e F(s) des polynômes P^(s), déf inis d a n s
ce paragraphe, est une fonct ion c o n t i n u e dans lo carré, cons tan te et
par conséquent analyt ique dans chaque reclan^le (^), sans être con-
stante partout dans le domaine OA.BC (2).

73. Un problème qu i se rat tache ô f r o i l e m e n t a ce lu i qui précède
est celui de la recherche des c o n d i t i o n s a u x q u e l l e s d o i t s a t i s f a i r e u n e
fonction F(^) pour qu'on puisse la représenter par la somme d'une
série de f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s de s. Tonte fonc t i on de première classe
doit posséder les propriétés suivantes :

r . Dans tout domaine intérieur à son domaine d'existence, on peut
en trouver un autre, dans lequel F(.s) est analytique. .

a. La, fonction F(-s) doit être de première classe en x, y ( z == OG+ iyY
c'est-à-dire doit être ponctuellement discontinue sur tout ensemble
parfait .

( 1) Par exemple, si l'ensernblô E du paragraphe 04 in^t pas (le mesure nulle, <:m
pourra prendre pour y(.r) le nombre qui mesure l'on.sointjle deg paints de E siliios sur
îe segment (0, x ) do l'axe 0,z*.

( 2 ) Une condition suffisante pour q w î f ( z ) soit mudyliqiKî est que la îmite f n ( z ) soit
Intégrable lermo ù Lermo, mais celfce condition n'esl pas nécessaire. Voir V. MONTEL, Sur
les suites de fonctions holûmorpfiGS (Btdietfn défi Sciences ma£/tématlqu^^ npG).
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Je ne sais pas si ces propr ié tés caractér isent les f o n c t i o n s de pre-
mière classe en z. Il semble que l ' é t e n d u e et la s t ruc ture de l'en-
semble des p o i n t s ou la fonct ion n'est pas a n a l y t i q u e doivent ici jouer
un rôle. Une des principales d i f f i cu l t é s des démons t ra t ions que l'on
peut f a i r e pour essayer de d é m o n t r e r que ces propriétés sont suffi-
santes p rov ien t de ce que, au contraire de ce q u i se passe pour les
fonctions de variables réelles, une série un i fo rmémen t convergente
de f o n c t i o n s de première classe en z n'a pas nécessairement pour
somme u n e fonc t ion de p remiè re classe en -3. Par e x e m p l e , une
f o n c t i o n c o n t i n u e que l conque de ^ p e u t être représentée par une série
u n i f o r m é m e n t convergente do fonc t ions de première classe en ^ ( 1 ) .

74. Les c o n d i t i o n s 1 et I I sont suffisantes lo rsque l 'ensemble T des
poin ts où la fonc t ion F(-s) n'est pas a n a l y t i q u e est un ensemble dénom-
brable. L 'ensemble T est fermé pour toute fonct ion F(^), donc il est
réduct ib le lorsqu ' i l est dénombrable. Je me bornerai au cas ou l 'en-
semble T se compose d 'un nombre f i n i de points , on passera ensuite
au cas général par un procédé b ien connu. Supposons, pour sim-
plif ier , que le domaine I) où la fonct ion P(^) est d é f i n i e soit le plans
tout en t ie r et marquons les points A,,. A^, « . . , Ay, de l 'ensemble T.
Formons l 'é toi le re la t ive aux po in t s A/, et à un p o i n t que lconque 0 du
plan qui n'est pas en ligne dro i t e avec doux des points A, et au tour de
chaque p o i n t A^ comme centre, traçons un cercle de rayon ~ ; sur le
segment de la droi te OA^ qui, est au delà de A;, construisons un rec-
tangle, l i m i t é par des paral lè les a cette d ro i t e aux distances - et des

perpendicula i res , menées aux distances :1 et n du p o i n t A/. Soit enf in , ,
l),i,, le domaine connexe, s i tué a l ' i n t é r i eu r du cercle de centre () et de
rayon n, qui. laisse à son. ex té r ieur les rectangles précédents et qui est
l imité par des arcs du cercle de rayon n, des parallèles aux droites OA^
à des distances- de ces droites et des demi-cercles de centre A; et

de r ayon-» tournant leur convexité vers 0. Il existe un polynôme

( i) Voir LKBES(i(JK, B idUîtin des Science}} mathématiques ) ^"sôrie, t, XXVII) mars I()O"L
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P^(s), qui dans chaque rectangle et dans 1)̂  diffère , en module , de
F(^) de moins de -1? et qu i , dans les cercles de centre A^ et de

rayon •r•5 diffère, en module, de m o i n s de - I•î des valeurs a/que prend
* îi fi

F(-s) en A^. La sui te F/, (s) a pour l i m i t e F(^).
Les poin ts A/ p e u v e n t être des points s ingul iers d 'une f o n c t i o n ana-

ly t ique F(s); on peu t alors choisir a rb i t r a i r emen t les valeurs a^ (1).
On a une démonstration analogue à la précédente , l o r s q u e l'en-

semble T se dis t r ibue sur un ensemble réduct ib le de lignes, i l suff i t
de réunir ces l ignes à la frontière du domaine D par des lignes sup-
plémentaires, de manière à obtenir pou r l 'ensemble iï des po in t s irré-
guliers un ensemble d 'un seul tenant avec la f ront ière . Nous avons
un exemple de cette nature au paragraphe 68. En par t i cu l i e r , l'en-
semble T peut être constitué par l 'ensemble des points s ingu l ie r s d ' u n e
fonction a n a l y t i q u e (le F(^), on pourra alors se donner a r b i t r a i r e m e n t
les valeurs de F(s) sur les lignes de points s ingul iers en les choisis-
sant de manière que ces valeurs forment , sur chaque l igne , une fonc-
tion de première classe en (;^,j). On peut même supposer q u e l ' en-
semble T est d i s c o n t i n u , mais placé sur une courbe s imp le*

75. La p lupar t des résultats obtenus dans l ' é l ude des sui tes con-
vergentes de fonctions ana ly t iques s ' a p p l i q u e n t aux sui tes conver-
gentes de fonctions harmoniques d 'un nombre que lconque de va-
riables. En par t i cu l i e r , l 'ensemble des po in t s i r régul iers est p a r f a i t ,
non dense, cont inu et d 'un seul t enan t avec la f ront ière du d o m a i n e ,
Dans chaque domaine, intérieur à celui où la su i te converge, on peut
en trouver un autre où la convergence est uni forme et où, par consé-
quent, les suites formées par les dérivées d'ordre quelconque des
termes de la première suite convergent aussi un i formément .

Enfin, l'extension est facile des résultats précédents au cas des
suites de fonctions de p lus ieurs variables complexes.

(') Si ces points sont dos pôles, on peiîtdétennm(ïr lorf P , i ( z ) doinanière que leur suilo
augrnentô indéfiniment en A/, il suffit de prendre j P//,^) | > n daoâ chacun dos corcics
de contre A/ ol de won - •.1 ^


