J.HADAMARD
Sur quelques questions du calcul des variations

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 24 (1907), p. 203-231
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__203_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1907, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__203_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR QUELQUES QUESTIONS

DE

CALCUL DES VARIATIONS,
Par M. HADAMARD.

La rédaction d’un traité consacré au caleul des variations m’a con-
duit i compléter cette hranche de la seience sur plusieurs points dif-
férents. Je me propose d'indiquer ici quelques-uns de ces compléments.

.

I. Laquestion de Pexistence des extrema dans les problémes qui
relevent du caleul des variations a été, comme on le sait, abordée
divectement par M. Hilbert.

Toutefois, en ce qui regarde les intégrales simples, laméthode qu’il
aimagineée ne nous apprend, & proprement parler, rien de nouveau.

Elle suppose, en effet(*), Le probleme résolu pour le cas outles deux
extrémités données de Pare d'intégration sont suffisamment rappro-
chées.

Or, si 'on considére la solution comme acquise dans ces conditions,
il est tres aisé de passer de Tivau cas géneéral : le probléme se raméne
alors, en effet, d une question de maximum ou de minimum ordinaire

(1) 1l en est du wmoing ainsi pour la premiere forme de la méthode ( Nouvelles Annales,
1900 ). M. Ililbert a, un peu plus tard, indiqué, pour le cas du probléme de Divichlet, un
nouveau mode de raisonnement qui éehappe & cetle néeessité. Mais cette analyse n'a pas
616 GLendue i dautres problémes cb ne saurait probablement I'étre sans de nouvelles mo-
difications, surtoul en ee qui concerne les probléemes non linaires.
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et releve, par conséquent, des méthodes élémentaires du caleul diffé-
rentiel.

C’est ce qui a lieu pour extremum lbre (') (¢est-d-dire sans con-
ditions restrictives autres que celles qui sontrelatives aux extrémités)
d’une intégrale simple, moyennant certaines hypothéses classiques.
L’existence de I'extrémale joignant deux points suffissammment rappro-
chés a été établic du moins dans le cas de deux dimensions, pour le
probléme des géodésiques par M. Darboux (%), pour une intégrale quel-
conque par M. Bliss (*). De i résulte, par 'une ou lautre des deux
voies auxquelles nous venons de faire allusion, Pexistence de Pex-
tremum, quelles que soient les deux extrémités données.

Mais il en est tout autrement lorsque on passe aux problemes iso-
périméiriques, ¢'est-i-dire 4 ceux ott Pon cherche Pextremum d'une
intégrale définie I parmi toutes les courbes qui donnent i une autre
intégrale analogue J une valeur donnée.

M. Noble (*) s’est proposé d’étendre a de pareils problemes Ta mé-
thode de M. Hilbert. Une telle tentative ¢tait néeessairement préma-
turée, d’aprés ce que nous venons de dire, car la solution n’avait pas
été obtenue, méme pour deux points voisins.

Mais il y a plus: si les intégrales données I et J sont de forme quel-
conque, I'existence d’un extremum, d'une limite inféricure ou supé-
ricure effectivement atteinte, n'estici nullement la regle.

On peut s’en rendre compte tout d’abord en remarquant que, dans
les conditions de Legendre et de Weierstrass, figure la constante arbi-
traire / qui s’introduit lorsqu’on raméne le probleme donné i la re-
cherche d’un extremum libre. Cette quantité n’étant pas connue
priori, il sera en général impossible de considérer le probleme donné
comme régulier ausens de M. Hilbert. (Cest déji grice i cette circon-
stance que, dans le probleme de la chainette, 'extremum peut étre
fourni par une solution discontinue, dans le cas ol les deux extrémités
données du fil sont sur une méme verticale).

(1) Ty alieu de substituer les locutions d’extremum libre et d’extremum (é & celles
d'extrema absolus el relatifs, déja cployGes par ailleurs avee un sens différent.

(%) Legons sur la théorie des surfuces, L. 1.

(3) Transaction of the dmsrican Mathematical Socicty, t. V, 1904, p. 113.

(*) Theses, Gitlingue, 1901,
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On constatera qu’il en est bien ainsi sur exemple suivant que rien
ne distingue a priori de celui de la chainette :
darmi tous les arcs de courbes planes qui joignent deux points
donnés A, B et qui ont méme longueur entre ces deux points, cher-
chons celui sur lequel 'intégrale

S} B
(1) /qu,/.v:_:/ oV dE iyt
Jy J,

a la plus petite valeur.

Supposons que ¢ s0it une fonction de la distace r = ya? + y* ayant
son minimum pour 7= o3 ou, plus généralement, une fonction de 2
el de y qui, dans tout cercle de centre A et de rayon inféricur A AO ou
dans tout cercle de centre B et de vayon inférieur & BO, ait son mi-
nimum au point ol la circonférence rencontee AO ou BO ().

Sialors la longueur donnée de Pare de courbe est supéricure i la

2

effectivement atfeint.

La limite infericure de Pintégrale (1) sera égale a I, <+ 8.'{/(0'), en
deésignant par I, Pintégrale prise suivant la ligne brisée AOB. 11 est
claiv, Capres nos hypotheses, que cetle expression est toujours infé-
ricure i la valear de notre intégrale (comme on le voiten décomposant
L courbe en (rois arcs dont un égal i AO porté i partir du point A et
un égal i BO porté a partiv du point B): et, dautre part, celle-ci peut
en approcher indéfiniment : il suffira, pour cela, que Ta courbe cher-
chée suive la droite AO jusqu’au voisinage du point O, reste, sur un
arc de longueur un peu supéricur i ¢, tris voisine de ce point, puis
reparte vers le point B par le chemin rectiligne.

2. L’exemple qui préciéde nous montre que, pour établir Pexistence

d’un maximum ou d'un minimum, il est nécessaire de tenir compte
de la forme particalicre des intégrales I et J. Nous nous bornerons au
cas ot Pune de ces intégrales vérifiant les hypotheses classiques (*)

(1) O désigne Vorigine des coordonnées.
(%y Nowwi, loc. ¢ty Bovzs, Lectures on the caleulus of variations, cle.
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(élément positif, condition de Weierstrass) admises dans le cas de
I'extremum libre, 'autre est une intégrale curviligne ordinaire

fl) dz —+ Q dy.

Il nous sera commode de désigner toujours la premiére par I et la
seconde par J: nous aurons ensuite & supposcr alternativement que
¢’est la valeur de I ou celle de J qui est donnée.

Cela posé, on peut, dans certains cas, établir la possibilité du pro-
bleme en partant des résultats correspondants relatifs i 'extremum
libre. A cet effet

./l
(2) 1= [ ftz,y,y) do

étant 'expression de 'intégrale I, notons d’abord que I'équation dif-
férenticlle des extrémales ne contient aucun terme différentiel prove-
nant de Pintégrale J : elle est de la forme

(3) Ay'=q(x,y,y") M,
opr 00

ou M= - — ——=esl une simple fonction de et de y, que nous sup-
Jdy Jo : ‘

poserons non nulle dans aire considérée.

On déduit aisément de Ty que deux points A, Bsuftisamment voisins
[et, dans le cas de Pintégrale (2), tels que le coefficient angulaire de
AB soit compris entre deux limites finies| peavent étre joints par un
arc d’extrémale vérifiant la condition de Jacobi pour Pintégrale I — 7,
[ désignant toute quantité inféricure en valeur absolue i /, = Ahli (ol
K est un nombre fixe).

Soit B, I'arc AB d’extrémale correspondant i Uintégrale I, ¢ est-a-
dire & /= o. Si nous faisons varier £ partir de cette valeur, dans le
sens positif par exemple, Pextrémale se déformera. Il résulte des re-
cherches de M. Lindeberg (') que Pordonnée de la courbe (pour une

(1) Math. dnnalen, L. LIX, 19of. Pour I et J, dailleurs, le fait vésulte immédiatement,

de relations dr_ i = ( el @l (
Al At T wE T
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valeur déterminée quelconque de a) et les valeurs de T et de J (du
moins si M est positif) sont des fonctions croissantes de /.

Or on constate que la différence entre la valeur J, de J pour [=o
et sa valeur pour /== {, estau moins de 'ordre de AB2. Au contraire,
lorsque Zdecroit de la valear zéro & la valeur négative — £, J déeroit
dune quantité de lordre de AB2.

Soit de méme I, Ta valeur de I pour =0 : on aura, pour /=1,

I—1,>K.AB,

K désignant toujours un nombre positif que Pon peut assigner &
Pavance; el, lorsque £ varie de zéro i £, la différence T — I, prend
toutes les valeurs inférieures i la limite que nous venons d'indiquer.

Le résultal s’¢tend encore aisément & la forme paramétrique, rien
nétant plus supposé sur la direction de AB.

Si Pélément I est essentiellement positif, Te rapport ~=————— ¢tant
Vdot 1 dy?
compris entre deux limites fixes /£ o, le vésultat precédent peut s'¢-
noncer sous la forme simple :
Lextrémale cherchée existe tant que la valeur donnée de I est com-
prise entre Iy et 1, (1 = £), £ désignant un certain nombre fixe.

3. Pour des valeurs de o supérieures i celles que nous venons

|
I,
d’envisager, la méme méthode n’est plus applicable. A partie de 'ex-
trémale sar laquelle B est le foyer libre de A (¢’est-a-dive le foyer
conjugué de A relativementi extremum libre de T — 1)), il faut, en
genéral, pour obtenir des courbes vépondant & la question lorsque J
croit, faive décroitee £ el lui faire reprendre les mémes valeurs en sens
inverse. Cest ce que montre immédiatement exemple du probléme
isopérimétrique proprement dit, dans lequel e diametre des circon-
forences, apres avoir 616 en décroissant jusqu’a la valeur AB, est de
nouveau croissan( ensuife.

Pour discuter, dans ces nouvelles conditions, la construction de
Weierstrass, nous allons rechercher la forme des caxtrémales lorsque |
est tres grand. Comme on va le voir, cette forme est particulicrement
simple.
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Prenons, cette fois, directement I'intégrale I sous la forme paramc-
trique

l:ff(m, v, dx, dy) :f/'(a:, v, x',y)de,

I'intégrale J ayant la méme forme qu’au numéro précédent.
L’équation différentielle des extrémales s’éerit
(4) Az y'—y ") =9(z, y, z', y')— (M,

_ . oP 00
. ) ? N ar oy NS s — —
en désignant, comme tout & I'heure, par M, 'expression oy T 0w’

fonction de « ct de y sculs; puis par A la valeur commune des
rapports

R )
5 A T e
(3) % 1 4y

= " :;:;-: S (cosl, sinf) - i

(ol 0 est Pangle dela tangente, prise dans le sens des ares croissants,

avec l'axe des x), ct enfin par o Iexpression ~-()z'/, B -+ Klle
i Ay dx dady

peut étre considérée comme exprimant le rayon de courbure R de la

courbe en fonetion de 2, de y et de 'angle 0.

Si 4 est assez grand ¢t si, comme nous le ferons, on suppose M dif-
férent de zéro (positif, par exemple) dans la région considérée, o) ne
s'annulera jamais : on pourra done prendre O comme variable indeé-
pendante et écrive les équations dilférenticlles sous la forme

ﬂ — cosHR — cosOA(x, y, <-..<)50‘, sin 0),
db w(2, y, cosl, sin0) — (M
dy ; sinfA

— D8 0 I emttnin, ®

~ = sinfR 5 IM

De plus, toujours pour £ trés grand, R est constamment tris petit et
1 I M N » . ‘
de lordre de-[- Si done, & partir du point A, nous suivons la courbe

en faisant varier 0 depuis sa valeur initiale 0, jusqu’ala valenr 0, 4= 2,
les variations des coordonnées seront également tres petites et de ce
méme ordre. Nous pourrons dés lors, en premiére approximation,
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regarder, aux seconds membres, @, »¥ comme conslants, par consé-
quent M comme une constante et R comme une fonction de 0. On
a alors @ et y par les quadratares

/ 0
S .'1',—_:.’1'0—%/ cosO R(7) 9,
N " rn
(6) ).g
( Y T ¥y [ sin0 R(7) db.
. f)“

Mais les quadratures auxquelles nons sommes ainsi conduits s’effec-
tuent simplement. Si, en effet, dansla fonction /; on remplace 2 ety
par cos0, sinf, et qu’on tienne compte de la valeur (5) de A, il vient,

/

aux quantités pres de Pordree de ll’
R/ N o
o LV O
(M Dy IM | o(sind)  d(sinf,)

1 J/ ’ A
YN teosty  ateosty) I
Considérons la courbe representée (a, y élant toujours pris cons-
tants, tandis que 2/, y" representent des coordonnées cartésiennes)
par Péquation
S
¢ est-d=dire celle que M. Carathéodory (') appelle lindicatrae du
probleme. En verta de Phomogéndéite de /; la tangente & celte courbe
est (X, Y designant des coordonnées courantes)

af Y Jaf -

X 0.0 o+ ;)‘)”

Les extrémales correspondant a [ trés grand sont done semblables a la
polaire réciproque de Uindicatrice par rapport aw cercle de rayon 1 et de
centre A (plus précisément, homothétiques, par rapport @ A, de la
courbe I' que 'on obtient en faisant tourner d’un angle droit, autour
de A, la polaire réciproque en question ).

En particulier, ces extrémales sont sensiblement des courbes fermdes.

(1) Canarngonony, eber die diskontinuirlichen Lisungen der Veartationsrechnung.
Thase, Gaittingue, 1904.

dnn. f.e. Norm., (3), XXIV, — Mat 1907, 27
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Si A’ est le point de 'une d’elles quiﬂrcspond A 0=10,+ 2%, les
formules (6) montrent que la distance AA’ est de la forme K1 *, ou K
est limité supérieurement lorsque I'on a des limites supéricures de o,
ainsi que des dérivées de A et de M par rapport a z, y.

4. On peut d’ailleurs calculer d’'une mani¢re plus précise ce seg-
ment de fermeture (¢est-a-dire le segment qui va du point initial A
au point A’ qui correspond & 0 =0, -+ 2w), que ce segment soit dail-
leurs de ordre de (72 ou de Uordre de 17 (p > 2).

Tout d’abord, il est, & des termes d’ordre supérieur pres, indépen-
dant de 0. Ceci résulte de ce que, dans les intégrales (6), les quan-
tités sous le signe [ seront, & des erreurs pres de Vordre de £ 2, des
fonctions périodiques de 0.

Les extrémales correspondant & une méme valeur de el issues d’un
méme point A passent done toules au voisinage d'un méme point,
aprés que leur tangente a tourné de 27 ().

Pour obtenir une expression du segment AN, considérons Uinté-
grale I — /], prise le long de 'exteémale da point A au point A" et du
chemin rectiligne (*) A’A. Cette intégrale est une fonction de 7, de 0,
et de la position du point A. Nous cesserons de prendre ce dernier
pour origine ¢t nous désignerons ses coordonndées par a,, y,.

Si, sans changer{ ni 0,, nous remplacons le point A par un point A,
infiniment voisin, de coordonnées @, - cx, y, oy, le point A’ sera
changé en un point A tel que (si £ est trés grand) AA A A soit un
parallélogramme infiniment petit. Quant i la variation de intégrale,
elle est donnée par les théortmes généraux du Caleul des Variations,
savoir

- =[85),- (3, (36, (35,

S A dr, y Oy, e £y ) e [y Yy £y 1)
+ IM(Zdy —ndx),

ay

(1) On déduit de T que I'une de ces extrémales passe de nouveau au poinl A un peu
avanl d'arviver en A'.

(%) Ce dernier peut d'ailleurs étre remplacé par toul autre allant également du point A’
aw point A el de courbure finie. On n'altere ainsi Uintégrale que d'un infiniment petit
d’ordre supérieur.
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en appelant £, 7 les composantes du segment cherché. Or, dans cette
expression, tous les termes sont de Pordre de { ”VE};?—‘F—E?, sauf Je
dernier qui représente par conséquent la partie principale du pre-
mier membre pour £ trés grand.

Si done, comme cela est possible d"apres ce qui précede, nous

, . . 1 .
développons I et J suivant les puissances de 5 soit

l
( ) ‘ | ll‘“lwh | [ A ll’ l'l"*}"---,
7 (I 0 PSS A SSE, B L S

oul,, I, ..., 0, Jo, ...s0ont des fonctions de x,, y, (et aussi, a partir
d’un certain rang, de 0,), on aur:

g;., oA, =)
M oy,
(8) -' | “ l
,.nv ! ’)( /'l"'pl)’
M/ oory

p Gtant Ta premiére valeur de Pindice pour laquelle 1, [ — ]
pas indépendant de xy, y,.

p 1 nesoil

Cette formule peut encore se simplifier. Reprenons, en effet, la
variation de I — ] en laissant cette fois x,, v,, 0, constants, mais en
faisant varier £, on aura

) . S afN . . . e
Ol v d i) o (;}T,)\Oc ~+ (();/‘,)A"JYI S gy Y, 92, 90).

LY
Suivons la variation depuis (= »(% == 7 =1 ==J = o) jusqu’a unc
N NN Lot ..
valeur quelconque de £ Les coefficients de 2%, o7 ¢lant finis, on
obtient ('), en intégrant le second membre, un résultat de Pordre
1 , P , ey

de 7 I en résulte que les coefticients I,, 1, ..., ), J,, ... vérifient
les p — 1 relations

3 P
L= 2lJ,, = Jyy ey Lyoymm =5 J e

Y2

(1) Cette conelusion suppose que la longueur de Lare déerit, dans ces conditions, par
le point A" est dans un rapport fini avee la corde AA. Mais les résultats précédents
montrent qu’il en est bien ainsi.
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Or, la derniere d’entre clles permet d’¢erire les formules (8) sous
la forme

) VI 1 a0,y ) 1 ()ly,,;_l . 1 ()l,,
TN oy, — (p—1)M dr, ] :

W

M 0, T (p— )M 0wy

Le cas général est celui de p == 2. La quantité dont il faut pr(*mlm-
les du‘nc 's par rapport @ et a oy est alors Paire de la courbe 1
divisée par M : cetle aire est égale, d’apres ce que nous venons de
trouver, & la moiti¢ de 'intéerale

f[(cosD, sinf) A

étendue i cetle courbe. Plus généralement d’ailleurs, I'égalite

: v, A of
v "yl - J RO el
S+ ] db = P ()_)" ()V’ ()l

montre que Uintégrale en question, ¢tendue i un are de cette courbe,
est proportionnelle & Paire du secteur sous lequel il est va de Pori-
gine. Cest, comme on le voit, une généralisation de ce qui se passe
pour le cerele.

On voit qu’a un choix donné quelconque de Vintegrale T doit cor-
respondre un choix parfaitement déterminé (i un facteur constant
pres) de la fonction M et, par conséquent, de Pintégrale J, si on
veut que Povdre infinitésimal p du segment de fermeture soit supé-
rieur i 2.

Cette condition est bien réalisée dans le cas des cercles géodésiques
(M et Paire de notre courbe élant ¢gaux i yEG — F2 ot wyEG — F?),
Il est alors ais¢ de calculer les quantités (8). 11 suffit de partiv de la

formule
"ds A
m— IO T e &(/S,
P .

dans laquelle 2 est la courbure totale et S Pélément de surface. Pour

un cercle géodésique, on a F— = [, sauf sur le pelit segment AA’, qui
e

n’intervient dans intégrale du premier membre que pour un terme
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de Tordre de 770 Onca done, aux quantités de cel ordre pres, les-
quelles ne peuvent pas influer sur le caleul des coefficients utiles 1,_,,

i SR
I =oam—2'),

~ N

g’ étant une valeur de 2 4 Pintéricur de la courbe. En remplacant |
et J par leurs développements (1), on a

I -

- AT, lzf_“(),

Ainsi le nombre poest ¢gal a4 et le segment de fermeture est

T 0T T 02

TTUAM oy, M oan

I estaremarquer que ce segmentest tangentala courbe 2 = const.,
de sorte que Ta suite de pareils segments, lorsqa’ils seront tous tres
p(:.(.i(,s (¢’est-h-dire pour / (rés grand), constituera une ligne brisée
sensiblement confondue avee la courbe en question (dont elle réali-
sera une approximation a la Cauchy-Lipschitz). Ainsi, les extrémales
relatives a ltres grand tendent a swivre les lignes = == consl.

On a un résultat tout semblable dans le cas général. Les lignes sui-
vies par les extrémales ont alors pour équations 1, = cons(. (ou
encore J,_, == const. ).

5. Laforme remarquable que prennentasymptotiquement les extré-

males de notre probleme isopérimétrique a son analogue dans le cas
de trots dimensions. Soient

[ = //(1, y, s,y sy d,
J = ;/'l’ da 4 QO dy + Rz

les deux intégrales donnces. Les ¢quations différentielles des extré-

(1) On retrouve ainsi, en la précisant, la proposition énoneée par M. Darboux (Legons
sur le théorie des surfuces, 1.1 ot daprés laquelle les scules surfaces sur lesquelles
bous les cercles géodésiques soient fermds sont les surfaces a courbure constante.
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males pourront s’écrire

de 7 d2f o ()’f 2 = (o e INYY — () ==L "
I)’ZFJT +l)xl()yl.)/ +()J.:():l" —“(/, (n 1\)3/ ({ = 1“)4,
d2.f 1" 02f " ()2./. oY/ p— / [ Y l'V N
(9) Wx +W‘y +'—‘-“_()y,():/~' - ~P+ L)d (/’—r- I )VZ,
‘)2/. il 02/ " Qi Al — 2 (1w 4=
dx’d;l‘L +()}”()5,y +():/g“' “‘(“}/"l"lM)‘l' ({J”* L)}”
avee
L _9Q _onR Mo Ok _op _ 0P 9Q
CTOs T oy’ T or 03 N dy  dx

Convenons de prendre pour le paramétre arbitraire ¢ une quantité
par rapport a laquelle Ies dérivies des rapports mutuels de 27, ', 5°
ne soient ni tres grandes, ni trés petites, ¢'est-a-dire une quantité qui
soit dans un rapport fini avee arc de représentation sphérique de la

@
. ' ’ ) . I
courbe cherchée. Alors &', y', 5" seront tres petits et de Pordre de 77
de sorte que nous considérerons encore &, ¥, s comme constants ().
Dans ces conditions, les premicrs membres des équations precédentes
R . Loy ) A Jdf
peuvent étre regardés comme les dérivées de [7, -~/—,, ~-—'/,5 el, comme
€ da'” Jdy'" Jds
o, 7, 7. sont, d’autre part, négligeables devant [L, (M, IN, on a sensi-
blement
J
I UNy —Ms)+

da’

—(M =l(Ls —Nz) -+
= = {(Ma— Ly) -+ £,

h, i, k étant des constantes.

(1) En effet, les premiers membres des formules (¢ ), qui, comme on sait, ne dépendent,
que des variations des rapports mutuels de ', ', 2') sont finis, 1l en e¢st de méme de o,
¢, 7. Done les quantités Ny'— Mz, Lz"— Ma', Ma'— Ly’ sont de Tordre de " Si done
a'y 'y 2 n'élaient pas de ce méme ordre do grandeur, ils seraient sensiblement propor-
tionnels aux constantes L, M, N, ce qui est exclu par nos hypothéses, ¢ devant otre dans
un rapport fini avee U'are de représentation sphérique.
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Prenons, comme nouvel axe des z, la direction du segment (L, M, N).
Nos équations deviendront

& —I—IN {l,/—, -t~ const.,
(to) [y = ZI\I % - const.,
()/ e

Js'
Considérons encore I"indicatrice du probleme
(l’) ./..“,::I,

qui est ici une surface. La polaire réciproque de cetle surface par rap-
port & la sphere de rayon 1 déerite de Porigine comme centre est le
lica du point qui a pour coordonnées (')

of o of Lo

) vt - s
! o’ / dy”’ s
Nous désignerons 'équation de ce lien (*) par
(12) D(pyq,r)=o.

Nous voyons déji que la projection de la courbe cherchée sar le

(1) Rappelons que, [ étant homogéne ol du premier degré, les quantités p, ¢, » noe
dépendent que de deax variables (les rapports mutuels de 2, y', 3").

(%) Dans lo cas de Pextremunn libre de intégrale I, Uintroduetion de la surface (11)
permet également une interprétation géométrique simple des équations différentielles du
probleme. L'élément «ui intervient alors est une certaine conique, égale a la section
droite du eylindre mené par Uindicatrice (au sens ordinaive du mot, cette fois) de la sur-
face on question, parallelement @ la direction (a7, )7, 2) correspondanle.

Les mémes considérations s'appliquent aux intégrales doubles. La forme paramétirique
d'une telle intégrale (& une seule fonetion inconnue) est [ /_/'(.':.-,.;‘, T, %, 5,0 ) duds,
olt %, B, v sont les délerminants fonctionnels de y, 5; ::,..1:;',1:,.) par rapporl a «, ¢, ol
oit [ est homogine el da premier degeé en %, B, 4.

Si, a laide de la surface représentée par Péquation f(«, £, ) =1, on construil la
conique dont nous venons de parler, leg termes du second ordre de I'équation difléren-
tielle relative 4 'extremum de Uintégrale, égalés 4 zéro, expriment que celle conigue et
lindicatrice de la surface cherchée ont pour asymptotes quatre droites formant un fais-
cean harmonique.
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plan des @, y est semblable & la section de la surface (12) par le plan
r=k.

Pour obtenir une expression de =, nous remarquerons que les rap-
ports mutuels de &/, ', =’ ou, ce qui revient au méme, ceux de dx,

dy, dz sonl

o dy ds

(13) (mp' = (’()tb‘ - <’ad»' '

Soit, d'autre part, (Dp, Dg, Drr) un déplacement effectué sur la sur-
face (12), mais non sur notre scetion plane, desorte que Dr==Dk-£o,
on a

b ob ob o
?)—171)/) -} ;)7 l)// ~+= (—)7- | o,

et, par conséquent [ en ajoutant terme i terme les deux premiers rap-
ports (13), apres avoir multiplié les deux termes du premier par Dp,
ceux du second par Dy | :

ds— A deDp -y Dy deDp--dy Dy 1+ Dpdy-— Dy dp

or |))_(,),d,’. Ty (?ll) T D (N )
P op i

Le numératear du sccond membre est un ¢lément d’aive compris, en
projection sur le plan des @y, entre notre section plane et la section
parallele infiniment voisine. Si done on désigne par S(,, «, £) Paire
du secteur déterminé dans notre section plane par deux demi-plans
IQJ = tanga,, ;—/) = tangx issus de Paxe des 5, on aura

1 O3 (ay, o, k)

"IN ol

On voit que, cette fois, les courbes obtenues ne sont plus fermées;
elles le sont bien en projection sur le plan des ay; mais, lorsque le
point (x, y) revient & sa position primitive apriss avoir déerit une
" O 11T y 2 i . . Lo,ods .
courbe fermée dont aire est S, = augmente de la quantité —7 mani-
festement différente de zéro, en général.
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6. Revenons maintenant au cas des courbes planes et cherchons
quel pourra étre, sur la courbe définie par les équations (6), le foyer
conjugud¢ du point origine A.

Supposons d’abord qu’il s’agisse d’un foyer libre. Lorsqu’on ne fait
pas varier /, les dilférentielles de @ et de y (lesquels sont fonctions
de 0 et de Pangle initial 0,) se réduisent i

o == — Ry 087,90, R cos000,
Oy == R, sinf,60, + R sin047,

’ . ey N L
en négligeant, dans les coefficients de ¢0, et de 20, des quantités de
Pordre de £ ¢t en désignant par R, la valeur initiale de R.
Ces deux différenticlles Sannuleront simultanément lorsqu’on aura

sensiblement
sin(f - 10,) == o,

¢ est-a-dirve tout d"abord, pour 0 — 0, ===w. Ainsi, les foyers conjugucs
de Uextremum libre sont les points dont les tangentes sont paralléles (1),
. . I
o, du moins, font un angle de Foredre de 7
Passons i la recherche des foyers liés. Lorsqu’on tient compte de la

. . . uny . ~ ~ P .
variation de  les différentielles s et gy s’éerivent

o’

O == Ry 080,00, -+ R cos 000 — i 3l
by = — R, 8in 0,00, -+ R $in 030 — ? 3.

Nous devrions, dans les mémes conditions, caleuler la variation
de Tou de J, suivant Je probléme posé. Mais on sait qu’on obtient les
memes foyers dans les deux cas @ nous caleulerons done ¢J, lequel est

¢gal @ /M(d:z: Sy — dysx). En remplacant Sz, oy par les valeurs

(1) 8i lindicatrice du probléme admet Porigine comme centre de symétrie, ¢'est-a-dire
sillona [, )" )= [(— &', — "), la corde de I'are compris entre deux foyers conjugués
, . . , of af " ;

a se8 cosinug direcleurs proportionnels a ;){1, — (}{-'7 ¢'est-a~dire qu’clle est (sensible-
ment) transversale i la eourbe en ses deux extrémilés.

Ann, Ee. Norm., (3), XX1V. — Max 1907. 28
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trouvées tout i 'heure, il vient

oJ=M [[{0600()' cosf,— xsing,) + %—‘/z dy —ydrl|,

o . » ) . . ~N ~
la quantité fa;dy — ydx, qui figure dans le coefficient de of n’est

autre chose que le double de I'aire £ comprise entre notre are de
courbe et sa corde.

Le déterminant fonctionnel i)—(-ff*?;ﬂ a donce (;mx termes pres de
0y N

Iordre de z"> la valeur

M»Im‘—n" [2Xsin(0 —0,) 4 (y cosOy— zsind,) (y cosl — rsing)].

Les quantités ycosl,— xsin,, ycosl —asind sont nécessaire-
ment (du moins pour 0 — 0, < 2%) Pune positive, lautre négative, si
Ja courbe I est supposée convexe. Les deux termes de Ta formule pre-
cédente sont done de signes contraives pour 0, <0 <0, -+ w3 mais le
second est le plus grand, car il est égal au produit de 25in(0—10,)
par aire du triangle formd par la corde de notre are ot les tangentes
ases exteémiteés, aire qui est supéricure & Paire curviligne X corres-
pondante (*).

Pour 0,7 <0< 0,4 2%, au contraire, les deux termes sont de
meme signe.

L arc sur lequel la condition de Jacobi est verifiée (-()//(as/)on(/ (/(m(, sen-
siblement & une variation de 0 égale & 2w, ¢'est-d-dire @ une révolution
compléte sur la courbe. Si0, est L,l valeur de 0 (:()1’1‘(:.\'1)01‘)(1:}nl. au foyer

conjugué, la différence 0, — 0, — 2= est de ordre de 7-

(1) I est dailleurs impossible, « priori, que lo foyer 1ié corresponde & 0 — 0,2 =,
puisqu'il doit ¢tre au dela du foyer libre.

Les évaluations que nous venons de faire n’excluraient pas, il est vrai, la présence d'un
foyer libre et d’un foyer 1ié dans le voisinage du point A, la différence 0 — 0, élant de
I'ordre de 77 puisqu’elles n’ont lieu quavee une erveur relative de cet ordre. Mais 1'im-

possihilité de cette hypothése résulte des considéralions présentées plus haut (n® 2).
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SiTon tient compte de ce qui a été dit plus haut, on voit que la dis-
. . . N TR 1
tance du pointainsi obtenu a 'origine est de Pordre de ;-

Dapres cela, soient une valeur donnée de 1 et un point B distant
de A d'une quantité supéricure a £12, £ ¢tant un certain nombre fixe
et I étant suffisamment petit. I existera un are d’exteémale et un seul
joignant A 4 B, donnant i I la valeur donnée, situé d'un coté déter-
miné de AB ((l(; sorte que Uintégrale /:(:(/,v ~— ydr y ail un signe

donné, ou encore, que 0y varie dans un sens «lmnn’e> el que la varia-

ton totale de 0 sur cet are soit inféricure i 27 — A1T(A ¢lant un autre
nombre positif fixe).

Ceet ne résulterait pas de plano du non évanouissement du détermi-
nant fonctionnel. Mais le caleal des différentes dérivées tel que nous
Pavons fait montre aisément :

12 Que, Létant donndé ainsi que Te point A, PFargument 0, de Ta tan-

gente en A el la divection de la droite AB (I'MH:mt, avee la tangente un
A ra , v
;e - a £ ¢tant encore un nombre fl.\'(‘),
cetle droite coupe extrémale ainsi construite en un pointdéterming B
tel que 0 — 0, soit inférieur i la limite indiquées;

22 Que la distance AB diminue (0, ¢lant fixe) lorsque £ augmente,
ot prend une fois et une seule une valeur donnée, ce qui donne pour
chaque valeur de 0, et chaque position de A et de Bun are AB déter-

?lllgl(‘. ('.()llll)l'iH entre

mine;

30 Que la valeur de I, sur cet are AB, est une fonction croissante
de Pangle que fait AB avee la tangente en A.

On démontrerait de méme qu’on peut se donner arbitrairement A,
B et la valeur de J, pourva que AB soil supérieur a kJ.

Les quantités 0, 0, {sont d’aillears, dans les conditions indiquées,
des fonctions continues de A, B, TLoude A, B, J.

7. Tout arc d’extrémale construit comme il a é(¢ expliqué ci-dessus
fournira assurément un extremum lié relatif, ¢'est-i-dire (en suppo-
sant réalisée la condition de Weierstrass pour le minimun fort) un
minimum par rapport & toutes les lignes acceplables endiérement com-
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prises dans une certaine bande entourant cet arc. On peut établir que le
minimum a lieu sans cette restriction (la valeur de U'intégrale donnée
et la distance AB étant toujours supposées sullisamment petites ).
C’est ce qui a licu tout d’abord dans le cas ol (I étant supposé
donné) le 1’app0rtx_u- est inféricur i la limite £ obtenue précédem-

ment (n° 2), de sorte que 'arc d’extrémale correspondant vérifie la
condition de Jacobi pour 'extremum libre, et, de méme, dans le cas

. , , J—1 P . ..
ou, J ¢tant donné, le rapport =] est inférieur & la Iimite obtenue

=3

AB

au méme endroit. On est alors, en c¢ffet, dans les conditions ol il y a
extremum libre pour I'intégrale I — /J.

D’autre part, notre extremum serait encore assuré si on assujet-

tissait la ligne variée a étre telle qu'en désignant par Iy Vintéegrale |

prise sur cette ligne du point A & un point quelconque M, le rap-

port é%! soit constamment supéricur a /l (ou que Pon ait une condi-
tion analogue relative & I'intégrale J = conditions dans lesquelles on
pourrait encore substituer B & A); car, pour de telles lignes, nous
venons de voir que la construction de Weierstrass est possible.

On peut alors démontrer la conclusion cherchée d’une manicre
générale par ane décomposition convenable de Taligne variée en ares le
long desquels M'une ou Pautre des conditions précedentes soit verifice.,

Ceel fait, une décomposition analogue permetlra aisément, sinon
de discuter la construction de Uextrémale, du moins de montrer
Iexistence de I'extremum au voisinage d'un point donné A, méme
lorsque la distance AB devient inférieure & A1* ou & £(J—1J,) et, en
particulier, quand les deux points A et B coincident.

On est ainsi parvenu au méme résultat fondamental qui avait été
obtenu pour extremum libre, et rien n’est plus aisé que de passer
maintenant par les mémes méthodes au cas ot les points A et B ainsi
que la valeur donnée de T ou de J sont tout a fait quelconques.

(est la conclusion qu’il s’agissait d’obtenir.

Si enfin"on fait coincider B avec A, puis qu’on cherche le maximum
maximorum ou le minimum minimorum en faisant varier de toutes
les manitéres possibles la position commune de ces deux points, on
obtiendra des extrémales [ermées.
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Parexemple, on voitainsi qu’une surface fermée quelconque admet
une infinité de cercles géodeésiques fermés (situés, bien entendu, an
voisinage des points ol les dérivées de la courbure s’annulent).

C’est encore sur les considérations précédentes quon fonderait le
raisonnement employé par M. Poincard (*) pour ¢tablir existence de
géodésiques fermées sur les surfaces convexes.

1T existe d’ailleurs une voie toute différente par faquelle on pourra
parvenir plus directementCaux mémes conclusions : ¢’est celle que jai
indiquée, dans une précédente Note (%), pour Pextremum libre de
Fintégrale (2).

8. Avant de quitter le probléme isopérimétrique, Jindiquerai d'un
mot comment, ainsi que je Pavais annoned précédemment dans une
Note du Bualletin de la Socicté mathématique de France (*), on peutl
¢tabliv les conditions nécessaires de Pextremum (conditions velatives
a la variation premicre) dans le cas des variations unilatérales, ¢est-

(Vy Transactions of the American Math. Soe., 1o V1 juillel 1gob, p. «65 el suiv. (§ 7).
— Un autre résultal essentiel du meéme Mémoire se relie d'une maniere extrémement
simple aux principes fondamentaux du Caleul des Variations @ ¢'est celui d’olt résulte
Pexistenco de géodésiques fermées sur un sphéroide. M. Poincaré démontre que celui-ci
admet une géoddésique fermée L7 voisine d'un grand cerele déterming G de la sphere si
la longueur de Ta ligne G qui correspond & ce grand cerele sur lo sphéroide est un extre-
mum (ou du moins satisfait aux conditions différenticlles du premier ordre correspon-
dantes) par rapport aux longueurs des G correspondant aux aulres grands cercles
yoising Cy (PorNeans, loe. eit., §3).

Or, désignons par 1" Ta ligne tangente & G en un de ses poinls A el qui correspond & une
géoddésique du sphéroide. Cetle ligne, aprés avoir fail une fois e tour de la sphere, revient
au voisinage de A @ soit ¢ la distance & laquelle elle passe de ce point. & est, en loute
hypothese, au plus de Pordre du paramitre 1 (notation de M. Poincard), qui définit le
sphéroide. Soit maintenant Gy un grand cercle issu de A et faisant avee €, en ce point, un
angle A Pour que la différence des longueurs des lignes correspondant & Cp et a (0 soil
au plus de Pordee de 22 p, on voil gisément que & doit etre d'ordre supérieur en p. Cela
doit dailleurs avoir licu de quelque manicee qu’on choisisse le point A sur le cerele
donné €, et cetle conclusion Gquivanl & Fénoneé que Pon a en vue.

(2y Comptes rendus de L dead. des Se., o4 déeembre 19o6.

(%) Tome XXXII, 1905, page 8o. - Jo signalais, en méme temps, une démongtration
du théoréme de M. Oseood relatif @ la différence entre une intégrale définie et son mini-
smum, sur laquelle il n'y a pas lica de revenir, car clle w’est autre que celle qu'a donnée
M. Hahn dans les Monatshefte fiir Mathematik uned Physik (17 année, 1906, p. 63).
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a-dire lorsque les conditions imposées & la fonction cherchée com-
prennent des inégalités.

Soit K le champ fonctionnel (au sens de M. Pincherle) défini par
les conditions en question parmi lesquelles est supposée figurer celle
qu'une certaine intégrale définic J prenne une valeur donnée o.. Nous
désignerons par K, le champ qu’on obtient en supprimant la condi-
tion J = a, toutes choses ¢gales d’ailleurs.

Soit maintenant I une seconde intégrale définie analogue. Nous
voulons exprimer que la variation oI est nulle ou positive pour (oute
variation des fonctions arbitraires intéricure i K.

Nous supposerons pour cela, conformément i la nature de la ques-
tion ('), que, dans le champ désigné touta Pheure par K, Pintégrale
n’est ni un maximum ni un minimum; autrement dit, que sa variation
peut avoir un signe arbitraire.

1 existera done des variations 2, intéricures i K, (elles que 2,7 soit
positif et des variations ¢, telles que 2,7 soil nogatif.

En combinant ces deux sortes de variations suivanl une marche
toute semblable & celle qui est employée dans le cas classique, on ar-
rive aisément 4 trouver comme condition nécessaire el suffisante
I'existence d'une constante £ telle que Pon ait dans K,

6(‘ I — 1)) > 0.

Ceei s’¢tend aisément au cas ot plusicurs intégrales ontdes valeurs
données en considérant des champs successils obtenus en supprimant
une, deux, ete. de ces conditions. On traitera de méme le cas ol une
ou plusicurs intégrales détinies seraient assujellies i ¢lre supéricures
a des nombres donnés.

I1.

9. CCest dans les problemes relatifs aux intégrales multiples (*) que
les méthodes d’existence de M. Hilbertont rendu jusqu’ici de véritables

(1) Les champs pour lesquels une hypothése de cetie nature nest pas vérifice consti-
tuent, dans tous les problemes d’extremum lié, une catégoric & part, (qu’on peul appeler
celle des champs singuliers ot & laquelle les méthodes générales cessent de sappliquer
(qu'il s'agisse d'ailleurs de caleul des variations ou de maxima et de minima ordinaires).

(%) Je saisis cetle occasion pour mentionner une erreur qui s'est glissée dans mes calculs
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services. Mais, par contre, il 8y présente, dans ce cas, des difticultés
nouvelles.

Nous ne parlerons pas ici de celles qu’entraine la formation de
la fonction limite; mais, une fois celle-ci obtenue, il reste d établiv
quelle satisfait bien i équation aux dérivées partielles du probleme;
autrement dit, que la surface qui la représente est hien une extre-
male.

Dans le cas des intégrales simples, cette démonstration, oblenue
par M. Hilbert lui-méme (1) & Paide de généralisations délicates de la
notion d'intégrale, repose en réalité sur le théortme de M. Osgood.

Ge théoreime est relatif, comme on sait, & une limite inféricure de
L quantité dont saugmente une intégrale simple Torsqu’on remplace
laligne L, qui rend celte intégrale minima par une autre ligne voi-
sine L. Hexprime que, si L contient aumoins un pointdontladistanee
i Ly soitsupéricare & un nombre donné ¢ (etsi, d"autre part, 1 vérifie
ausens ¢lroitles inégalités qui caractérisent le minimum fort), la dif=
ference des valeurs de T suivant Ly et suivant L est supéricure i un
nombre que 'on peut assigner.

Or, comme j'ai euloceasion de Pindiquer dans une Communication
i la Socicté mathématique de France (*) et comme Paaussi constalé
M. Garathéodory (%), lorsqu’on passe aux intégrales multiples, le
théoreme de M. Osgood cesse d’étee veai. Btant donnée une intégrale
double 1, prise sur une surface S assujettic i étre limitée & un con-
tour donné G et qui est minima pour une certaine position S, de 83
ctant donné Cautre part un point M extéricur & S, on peul, par ce
point, faire passer une surface le long de laquelle Fintégrale prenne
une valeur aussi voisine qu’on le voudra de son minimum.

relatifs aw minimum d'une intégrale multiple @ plusieurs fonetions inconnues ( Lecons sur
lee propagation des ondes, p. 257%) ol quia 6t6 signalée par M. Duhem dans ses Recherches
sur Uélasticité, Parig, Gauthier=Villars, 1gof, p. 113-145. Non seulement la critique de
M. Duliem est fondée, mais les termes qulelle vise n”’ont pas, en fait, lordre que je leur avais
assignd, colui de A2 (voir los passages cités) @ leur ordre est celui de Z2logh. Sculement
cette modification n'entache pas le résultat final, pour lequel il suffit que cet ordre soit
gupéricur & eclui de /1.

(1) Nous avons toujours en vue la méthode telle qu'elle a é1é exposée en 1goo.

(%) Séance du »5 janvier 1gob.

(%) Meth. dnnalen, to LXI 1906, p. 4569,
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Prenons. par exemple,

w =) )

S, étant le plan des 2y et Cun contour quelconque tracé dans ce plan.

Soient @, b et ¢> o les coordonnées du point M. Du point («, b)
comme centre décrivons le cercle de rayon r. A extéricur de ce cercle
faisons z = o3 & Uintérieur, si g, 0 sont des coordonnées polaires de

~ —

centre (a, b),

=[]

£ étant un nombre positif; il viendra
I =c2h,
¢’est-a-dire que I tendra vers zéro avec %, la surface S ne cessant pas
de passer au point M.
Elle a, il est vrai, une singularité en ce point. Mais, si 'on donne
a 5, non plus la valeur (15) mais la plus petite des deux valeurs ¢

ot ¢

1 — <§>M I, ol ¢ est un nombre plus grand que ¢, Uintégrale |
prendra u ne valeur inféricure i 24 et tendra encore vers zéro avec .

Quant & la discontinuité subie par le plan tangent a cette surface

. e _-1" . .

lelongdelalignep=r(1— =) » z=1¢, on pourra aisément la faive
disparaitre en modifiant infiniment peu la forme de la surface (e, par
conséquent, la valeur de I'intégrale) : on arrivera méme ainsi arendre
cette surface analytique et régulitre.

Mais, quoique le théoréme de M. Osgood n’ait plus lieu dans toute
sa généralité, il se trouve néanmoins pouvoir rendre, dans les appli-
cations connues de la méthode de M. Hilbert aux intégrales multiples
et, en particulier, dans le probléme de Dirichlet, les mémes services
que dansle cas des intégrales simples. Cela tient & ce que le théoreme
redevient exact si 'on impose une condition relative au mode de con-
tinuité de la fonction inconnue dans le voisinage du point considéreé.

(Vest ce que 'on peut voir par une extension du raisonnement de
M. Osgood.
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Soit d’abord, comme tout & heure, U'intégrale (14) étendue, cette
fois, & une aire donnée quelconque du plan des @y, la fonction in-
connue s ¢tant dssu]ettw a s’annuler sur le contour C de Paire, inté-
grale qui est minima lorsque s est identiquement nul.

Donnons-nous, comme tout & Uheure, la valeur ¢ que doit prendre =
en un point (a, 1)) intérieur au contour, point que nous prendrons
encore comme origine de coordonnées polaires. L'intégrale I sera su-
périeure a 'expression

2T N RN
(16) / 1/0/ <-(-)—") pdp,
Jo Jo Jdp

go désignant le segment (ou, s'il yalicu, le plus petit segment) inter-
cepté & partir du pole, sur le rayon vecteur correspondant a Pargu-
ment O par notre contour G,

Cette fois, supposons la fonction z (elle que, dans un cercle de
centre (a, b) et de rayon suffisamment petitr,, ses dérivées partielles p
et g restent lnfmmumh en valeur absolue 4 un nombre déterminé e.
Alors on aura, pour p =r,,

I suflit pour cela d’appliquer 'inégalité de M. Schwartz qui donne

.Pu 0z 'Pnjp o
Lo v [ = (L 5]

et, par conséquent (g" désignant la plus petite valeur de g,),

.‘/u( — )
1
pdp=> —'-'-"—/—r-:
/ ‘)P) |0,,<f )
7
’otr une limite inféricure de Pexpression (16).
Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — Mai 1407, 29

Js

Jo 17
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Cette conclusion s'étend au cas ou 'intégrale T et le contour € sont
quelconques pourvu qu'il y ait minimum : car, sous cette condition,
la différence des valeurs de I surS etsur S, estsupéricure, en vertu de
la formule de Weierstrass, au produit d’une constante par une in(é-
grale de la forme (14).

Elle ne nécessite pas d’ailleurs, comme nous Pavons supposé tout
d’abord, I'hypothése que les dérivées p et ¢ soient finies, mais sim-
plement celle que la diff¢rence des valeurs de z au point (@, b) el sur
le cercle p = r soit inféricure & unelimite déterminée (suffisamment
petite). Autrement dit, le théoreme de M. Osgood s’applique encore
aux fonctions qui, dans Ie voisinage du point M, sont également con-
tinues, ¢'est-i-dive vérifient la condition fondamentale qui intervient
dans les methodes de M. Hitbert.

10. 11 est aisé en cffet de voir que Ta conclusion précédente suflit
pour I'objet que 'on a en vue pour le cas du probleme de Dirichlet.
Supposons qu’on ait ¢tabli Pexistence de surfaces

(8:) s=Fi(x,y),

limitées au contour donné G, telles que les valeurs correspondantes
de Pintégrale (14) tendent vers la quantité M, limite inféricure de
toutes les valeurs possibles de Uintégrale en question, et telles aussi
que les fonctions F; soient également continues, du moins dans toute
région intéricure & G et sans point commun avee lui. On en déduira
Pexistence d'une surface S|z =F(x,y)| telle que Pordonnée de S;
tende vers celle de S, du moins pour un choix convenable des
indices ¢.

Tracons, dans le plan des a, ¥, un cercle ¢, base d’un eylindre qui
intercepte sur S une ligne Lj et, par la résolution du probleme de Di-
richlet sur ce cercle, faisons passer par L une portion de surface
telle que son ordonnée o (2, y) soit une fonction harmonique de «, y.
I s’agit, suivant la marche indiquée par M. Hilber(, de démontrer
que X coincide avee la portion correspondante de S.

Pour cela, effectuons la méme construction sur chacune des sur-
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faces S; de manitre & obtenir une portion de surface X; représentée
par une ¢quation s = 2,(x, v), 9; ¢tant une fonction harmonique qui
coincide avee Uordonnée de S; sur toute la circonlérence de c.

Soit, d’autre part, M(x,, ¥,) un point du plan des @, ¥ intéricur au
sens ¢troit ae.

Je dis que la difference Fy(x,, v,) — 2;(x,, v,), ¢est--dire le
segment intercepté sur lordonnée du point M entree les surfaces S;, 3,
tend vers zéro pour ¢ infini.

Nous savons, en effet, que la différence entre les valeurs de Fy,
au point (g, y,) et sur le cercle de rayon r, gui a pour centre ce
point, est inférieure & un nombre fixe v. D’autre part, il en est de
méme pour g, car la pente de X; est dans un rapport fini avee la
différence entre la plus petite et fa plus grande valeur de F; sur la
courbe L, différence qui admet évidemment une limite supéricure
fixe.

Done, on peat appliquer le théoréme de M. Osgood @ la fone-
tion I — o, dans Pintégrale (14). Laceroissement de celle-ci est, des
fors, supéricur o p|15(x,, v,) — o;(x,, y,) — 27 [* p désignant le
nombre positif fixe W..'ffn,[.

Io;.:-';;

Or, en substituant la surface X, 4 la portion correspondante de S,
cette dernitre surface ne cesse pas de rempliv les conditions que nous
lui avons imposées. Sidone on diminuait ainsi Uintégrale (14) d"une
quantité non infiniment petite pour ¢===, la limite inféricure de
cette intégrale serait plus petite que M, contrairement a hypo-
these.

Mais F,(x,, y,) tend vers F(axy, v,); ef, dautre part, o;(x,, y,)
tend vers 2(a,, v, )5 car la différence de ces deux dernicres quantités
¢tant plus petite que le maximum de la différence entre Tes ordon-
nees de deux points correspondants de S, et de S sur ¢, tend vers
%Gro.

Done, enfin, on a

F (a9, yo) == 9 (20, Yo)s

¢’est ce quil fallait établir.
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1II.

11. L’étude des conditions suffisantes pour le maximum ou le mi-
nimum dans le probléme de Mayer a été, comme on le sait, faite par
M. Kneser dans son Lekrbuch der. Variationsrechnung.

Soient

(17)  &a(Zy Y1y Yar oo s Vs Vi Var o evs Yu) =0 (=1, 2, ..., p),

p équations différentielles reliant entre clles les > p fonctions y,,
Yar «-.» ¥ de la variable indépendante z, le déterminant fonctionnel
des g par rapport & |, v,, ..., ¥, ¢tant supposé différent de zéro. Les
valeurs de ces r fonctions étant données pour @ = x, ainsi que celles
des » — 1 d’entre elles pour z =2, (z, ¢tant plus grand que z,), la
valeur de y, correspondant & & = x, pourra étre un extremum ou, du
moins, aura sa variation premicre nulle, si les ¥ vérifient, outre les

équations (17), les suivantes
(18) S i it (i=1,2,...,n)

(dans lesquelles £, 4, ..., {, sont des multiplicateurs qui ne sont pas
tous identiquement nuls, qui ne peuvent méme jamais s'annuler cn

méme temps, ¢t olt 'on a posé

f:: 1,‘6’1 -+ 12,'5"2 i l/l};’/l?
la quantité

¢tant, de plus, différente de zéro au point B d’abscisse z,.
Cela posé, pour qu'une ligne (extrémale)

(19) .7‘1:)"1('”)’ Yam=to(), ) Vo= ty(x

vérifiant les conditions précédentes, corresponde effectivement a an
extremum, il suffit, d’aprés les résultats de M. Kneser :
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N

1° Que la construction de Weiersirass soit possible, 4 Iaide des
extrémales issues d’un point A’ pris sur le prolongement de 'arc AB
considéré, et dont Pabscisse & est inféricure (d’aussi peu qu’on le
veut) & z,. Ceci suppose qu’il n’existe pas de foyer conjugué du
point A’ sur tout notre arc AB et suppose, en outre, que, sur le méme
arc, Y, ne s'annule en aucun point;

20 Que Uon ait la condiion de Weierstrass. Celle-ci est relative en

N
'espéce au rapport i—'ly ¢ étant la quantité classique de Weierstrass
formée & Paide de la fonction /.

On le voit, les deux conditions précédentes impliquent une hypo-
these commune (formulée, en effet, par M. Kneser) & savoir que b, est
constammment différent de zero.

Or, cette hypothése g, =4 o n’est nullement nécessitée par la nature
de la question. Nous avons va que g, doit étre différent de zéro en B.
Mais rien n’empéche qu'il ne s"annule pour une ou plusicurs autres
valeurs de .

On peut établie que, s'il en est ainsi, Cextremum est encore assure.
Seulement on devra, dans la condition de Weierstrass, donner & 1,
la valenr qu’il a au point B (¢ dtant, au contraire, caleulé en sup-
posant que & prenne successivement loules les valeurs entre z,
et ).

I suffit pour cela de se servir de la réciprocue qui exisle entre
e probleme de Mayer proposé et les problémes analogues que Pon
obtiendrait en cherchant Pextremum de la valeur finale de y;
(C=1, 9, ..., n) lorsque toutes les autres valeurs finales sont
données.

La construction de Weierstrass relative & un tel probleme est la
suivante :

Soientz, Y,, Y., ..., Y, les coordonnées d'un point voisin de notre
extrémale, ¢est-i-dire telles que les différences

Y, 2, (x), Y,— b, (), cey Y,—7,(x)
soient petites. On devra déterminer une extrémale

(20) yi== A (), ¥a= Ay (), . Ye=A,(2)
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issue du point A’ et dont les équations soient vérifiées au point consi-
déré, a I'exception, non plus de la premiere d’entre elles, mais de
celle qui correspond a 'indice 7. La différence Y, — A;(x) sera, au
contraire, différente de zéro, en général : nous la désignerons par A;.

Une telle construction sera possible d'apres ce qui précede dans Ie
voisinage de tout point M de notre extrémale pour lequel 4,, analogue
ad,, sera différent de zéro et qui, d’autre part, ne sera pas foyer du
point A’. Blle fournira une valeur bien déterminée de A;, qui sera une
fonction de «, Y,, Y., ..., Y,.

Soit A, la quantité analogue & A; obtenue en remplacant 'indice
par l'indice % (et supposant, bien entendu, que la construction de
Weierstrass correspondante est ¢galement possible, ce qui arrivera
si Yy est différent de zéro). Ces deux quantités — et, d'une maniere
générale, les quantités analogues relatives aux diverses valeurs de
Iindice — ne peuavent s’annuler que simultanément, i savoir lorsque
toutes les équations (20) sont vérifices en méme temps. Le licn Xodes
points (z, Y,, ..., Y, ) de Pespace i n — 1 dimensions pour lesquels il
en est ainsi n'est autre que le lica (sorte de surface conique) des
extrémales issues de A'.

Des lors, on constate que, toujours au voisinage du point considérd
de Pextrémale (19), les produits b,A,, A, (par conséquent, les
nproduits de cette espeee s’ils ont pu ctre définis)y ont le méme signe.

Cela posé, admettons que by, non nal en B puisse s’annuler entre A
et B. Comme cependant les 2 quantités b, ne peuvent pas sannuler
toutes en méme (emps (s:ms quoi, il en serait de méme des /), on
peat diviser 'intervalle donné en un nombre fini d’intervalles partiels
dans chacun desquels, extrémités comprises, 'une de ces quantites
(et, par conséquent, aux points de division, deux au moins Centre
elles) soit == o. Bn particulier, dans le dernier d'entre cux, aboutis-
sant en B, ce sera le cas pour .

Le raisonnement de M. Kuneser s’applique, dans chaque intervalle,
a I'accroissement de 'une au moins des quantités A, 11 montre que
si &> o0 et silesigne commun des quantités b,A; est positif au com-
mencement de Uintervalle, il en sera de méme a la fin,

IF est clair que nous pourrons opérer ainsi de proche en proche sur
chacun de nos intervalles successifs, jusqu’au point B. En ce point,
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par conséquent, les produils biA; et en particulier, le produit ¢, A,
sont positifs. ,

Ce résultat, joint & celui que Con obtiendrait en partant de 'hypo-
these & <o, nous montre ¢videmment que :

Les conclusions de M. Kneser sont valables méme si b, change de signe
entre A et B (pourvu que e n'en change pas el qu’il n’yait pas de foyer
conjugué dans intervalle);

La valeur de b, gt faut faire figurer dans la condition de Weier-
strass est alors celle qui correspond au point B, et non celle qui cor-
respond au point variable.

g it



