
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

J. HADAMARD
Sur quelques questions du calcul des variations

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 24 (1907), p. 203-231
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__203_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1907, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1907_3_24__203_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR QUELQUKS OUESTIO^S

DIÎ

CALCUL DES V A R I A T I O N S ,
PAK M. HADAMA'RD.

La rédaction d 'un t ra i te consacré au .calcul des var ia t ions m'a con-
d u i t a complé ter cette branche de la science sur p lus ieur s points d i f -
f é r e n t s » Je* me propos(ur indiquer ic i quelques-uns de c(ks compléments.

• I . La quest ion de l 'existence des extrema dans les problèmes q u i
re lèvent du ca lcu l des var ia t ions a été, comme on le sait, abordée
d i r ec t emen t par M. Hi lbe r t .

T o u t e f o i s , en ce q u i regarde les in tégra les simples, la méthode qu ' i l
a imaginée ne nous apprend, a proprement parler , rien de nouveau.

Elle suppose, en effet (1) , le problème résolu pour le cas où les deux
extrémités données de l'arc d ' intégrat ion sont suffisamment rappro-
chées.

Or, si l'on considère la solut ion comme acquise dans ces condi t ions ,
il est très aisé de passer de là au cas général : le problème se ramène
alors, en eiïefc, à une question, de m a x i m u m ou do m i n i m u m ordinaire

( 1 ) II on est du inoins ainsi pour la première forme do la inéûwdiï (Nûimîlles //nnale^
1900;. M. Hilberl a, un peu plus lard, indiqué, pour lo cas du problème de Diricblel, i.m
nouveau mode de raisonnement qui échappe à celle nécessite. Mais celle analyse n'a pas
élé étendue a d'autres problèmes et ne saurait probablement l'ôlrô sans de nouvelles mo-
dif ieat ionH, surUml, en ce (lui concerne les problèmes non linéaires*
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et relevé, par conséquent, des méthodes élémentaires du calcul d i f f é -
rentiel.

C'est ce qu i a l ieu pour rextremum libre ( i ) (c 'est-à-dire sans con-
di t ions restrictives autres que celles qui sont re la t ives aux extrémités)
d 'une intégrale simple, moyennan t cer ta ines hypothèses c lass iques .
L'existence de rextrémale jo ignant deux po in t s suf f i samment rappro-
chés a été établie du moins dans le cas de deux d imens ions , pour le
problème des géodésiques par M. Darboux (2), pour une in tégra le quel-
conque par M. Bliss (3). De là résul te , par l ' u n e ou l 'autre des doux
voies auxquel les nous venons de f a i r e a l l u s i o n , l ' exis tence de l'cx-
tremum, que l les que soient les deux extrémités données .

Mais il en est t ou t au t r emen t lorsque l'on passe aux problèmes l ' ^ 'o -
périmétru/ues, c'est-à-dire à ceux ou l'on cherche l ' ox t remum d ' u n e
intégrale déf inie i parmi toutes les courbes qu i d o n n e n t a u n e a u t r e
intégrale analogue J une va leur donnée .

M. Noble ( 4 ) s'est proposé d'étendre à de parei ls p rob lèmes la mé-
thode de M. Hi lber t . Une telle t en ta t ive étai t nécessairement préma-
turée, d'après c o q u e nous venons de dire , car la s o l u t i o n n ' ava i t pas
été ob tenue , même pour deux p o i n t s v o i s i n s *

Mais i l y a p lus : si les in tégra les données f et J sont de f o r m e que l -
conque, l'existence d ' un ex t r emum, d ' u n e l i m i t e i n f c r K u r r e ou supé-
rieure effect ivement a t t e i n t e , n'est ic i n u l l o n n î n t la règle.

On peut s'en rendre compte tou t d'abord (m r e m a r q u a n t quo, dans
les condit ions do Legendre et de Weierstrass, f igure la cons tante arbi-
traire / q u i s ' in t rodu i t lorsqu'on ramené le problème d o n n é h la re-
cherche d'un extremuin libre. Cette quan t i t é n'étant pas connue a
priori, il sera en général, impossible de considérer le problème donné
comme régulier au sens de M. Hilbert . (C'est déjà grâce à, cette circon-
stance que, dans le problème de la chaînet te , l 'extremum peut être
fourn i par u n e solution discontinue, dans le cas où, les deux extrémités
données du fil sont sur une même verticale).

( l) II y a lieu de substituer les loeutions d'extromutii libre ol d'exfcromam lié à celles
d'exU'ei'na absolue et relatif a, déjà employôôs par îulleur.s avoo un sens dureront»

( ï ) Lecoru ^'ur la théorie dey surfaces, t. IL
( 3 ) Transaction of t!ie American Matfiernatu'al Sûolef.f, t* V, ï<jo4, p* ï ï ' î *
(^) Thèses, GoUinguo, 1 9 0 1 .
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On constatera qu ' i l en est b ien ainsi sur l'exemple su ivan t que r ien
ne d i s t i n g u e a priori de c e l u i de la chaînet te :

Parmi tous les arcs de courbes planes qui jo ignent deux points
donnés A, B ot q u i on t même l o n g u e u r entre ces deux points , cher-
chons celui sur l e q u e l l ' in tégra le

/•B r 1 1 ______
( î ) (^ <//y •:-::: 1 ç ^cU'^ -h df1

J\ ../A

a la plus peti te valeur .
Supposons que cp soit une- (onc t ion de la distance r .== \/^2 4-y2 ayant

son m i n i m u m pour / • = < ) ; ou , p lus généralement, une f o n c t i o n de x
et dey ( ) u i , dans tout cercle de centre A et de rayon i n f é r i e u r aAO ou
dans tout cercle de centre B et de rayon i n f é r i e u r à BO, ait son mi-
n i l n u m au p o i n t où la en-conférence rencontre AO ou BO ( t ) .

Si alors la l o n g u e u r donnée de l 'arc de courbe est supér ieure à la
somme OA -h OB, égale h OÂ •+ OB -h û, i l n 'exis tera a u c u n m i n i m u m
e f f e c t i v e m e n t a t t e i n t .

La l i m i t e i n f é r i e u r e de P in té^ra lo ( î ) sera é^aie à ,1(»4" â .ç ' (O), en
dés ignant j ^ a r t o l ' in tégra le (>r ise s u i v a n t la l igne brisée A.OB. Il est
cla i r , d 'après nos hypothèses, que cette expression est toujours infé-
r ieure à la va leur de notre intégrale (comme on lo voit en décomposant
la, courhe en (rois arcs dont un é^al à ÀO porté à par t i r du poin t A et
un é^al a BO porté à pa r t i r du point B): et, d'autre part, celle-ci peut
en approcher i n d é f i n i m e n t : i l suf î i ra , pour cela, que la courhe cher-
chée su iv i* la droite AO j u s q u ' a u vo i s inage du p o i n t 0, reste, sur un
arc de l ongueu r u n peu supé r i eu r a. 5, très vois ine de ce po in t , puis
reparte vers le p o i n t B par le chemin rect i l i^no.

2. 1/exernple qui précède nous montre que, pour é tabl i r l 'existence
d/un m a x i m u m ou, {.l 'un m i n i m u m , il est nécessaire de ten i r compte
de la forme part icul ière des intégrales .1 e t JL Nous nous bornerons au
cas ou l ' î lne de ces intégrales vér i f ian t les hypothèses classiques ( 2 )

( 1 ; 0 dosi^no rorigmiî (JOH coordonnées.
( % ) NoBUi» loc. cit; BOLU, /A'ctureff on t/ie cnIculïÀH of •varwtionfî, etc.
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(élément positif, condit ion de Weierstrass) admises dans le cas de
rextremum libre, l 'autre est une intégrale curvi l igne o rd ina i r e

A) d^ ^. Q dy.

Il nous sera commode de désigner toujours la première par 1 et la
seconde par J : nous aurons ensu i t e à supposer a l t e r n a t i v e m e n t que
c'est la .valeur de 1 ou celle de J qu i est donnée.

Cela posé, on peut , dans cer ta ins cas, é t ab l i r la poss ib i l i t é du pro-
blème en par tant des résul tats correspondants re la t i f s à Pex t remum
libre. A cet effet

^
(2) ï= / /(^y,./)^

v a

étant l 'expression de l ' intégrale I, no tons d'abord que l ' équa t ion dit-
férentielle des extrérnales ne con t i en t aucun terme (UfferenUel prove-
nant de l ' in tégrale J : e l l e est de la forme

(3) Ay=y(^y,y)- /M,

. T.. àP ()(} , • i r ,• i . ïou M ==: — — —esl une s i m p l e l 'onct ion de.T et dey, que nous sup-
poserons non n u l l e dans l 'aire considérée*

On déduit a i sément de là que deux po in t s A, B su f f i s ammen t vo is ins
[et, dans le cas de l ' intégrale (2), tels que le c o e f f i c i e n t a n g u l a i r e de
AB soit compris entre deux l imi te s f i n i e s ) p e u v e n t être j o i n t s par un
arc d'extrémale vér i f ian t la cond i t i on de Jacohi pour l ' in tégra le 1 — l î ,

Vf

/désignant toute quantité infér ieure en valeur absolue a 4== :;-=-" (où
AB "

K est un nombre f ixe).
So i tEo l'arc AB d'extrémale correspondant à l ' in tégra le 1, c'est-à-

dire à 1= o. Si nous f a i s o n s v a r i e r / à part i r de cette v a l e u r , dans le
sens positif par exemple, l 'extrémale se déformera. .11 résul te des re-
cherches de M. L i n d e b e r g ( 4 ) que l 'ordonnée de la courbe (pour une

( 1 ) Mat/L Annalen, t. L fX, 1904. Pour Ï et .̂  d'fnlIeurB, le (mirésulU» imniddiHtemcnt
, , . cli icu cF-i ,^j

de relations ̂ - ^=o ,^~ /^>o.
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'valeur dé terminée q u e l c o n q u e de x) et les valeurs de 1 et de J (du
moins si M est pos i t i f ) sont des fonc t i ons croissantes de /.

Or on consta te que la diiïerence entre la va leur Jo de J pour /= o
et sa va leur pour /== ^ est au moins de l 'ordre de ÂIP. Au contraire,
lorsque / d é c r o î t de la v a l e u r zéro a la va leu r négat ive — /<>, J décroît
d 'une q u a n t i t é de l 'ordre de A1P.

Soit de même .1̂  la va leur de 1 pour /== o : on aura, pour / = = / o ,

1— !o>K.AÏÏ,

K désignant toujours un nombre posi t i f que l'on peut assigner a
l'avance; et, lorsque /var ie de zéro à 4, la différence 1 — !„ prend
toutes les valeurs inférieures a la limite que nous venons d'indiquer.

Le résultat s'étend encore aisément à la forme paramétrique, rien
n9 étant plus supposé sur la direction de AB.

Si réiément 1 est essentiel lement positif, le rapport ",-:̂ =:̂ :̂̂  étant
" ! ! ' '! ' ! l i l 1 1 " ' 1 1 ' ^ ' •l i l y^^/y2

compris en t re deux l i m i f e s f ixes ^ o, le résul ta t précédent peut s'é-
noncer sous la forme s i m p l e :

,1/extrémale cherchée existe t an t que la v a l e u r donnée de 1 est com-
prise en t re lo et 40 ^ k ) , h désignant un certain nombre fixe.

3. Pour des va leurs de . supér ieures à celles que nous venons
d'envisager, la même méthode n'est p lu s appl icable . A p a r t i r de l'ex-
trérnale sur l a q u e l l e B est le foyer l ibre de A (c'est-à-dire le foyer
conjugué de A r e l a t i v e m e n t à Pex t re inum l i b r e de ! — /J) , i l tant, en
général, pour ob ten i r des courbes répondan t à la ques t i on lorsque J
croît, faire décroilre / e t l u i f a i r e r(q)rendre les mêmes va leurs en sens
inverse- C'est c o q u e mont re i m m é d i a t e m e n t l ' exemple du problème
isopér imétr ique p rop remen t d i t , dans lequel le diamètre des circon-
férences, après avo i r été en décroissant jusqu'à la. va leur AB, est de
n o uvea u c ro i ssa n ( e n s u i t e.

Pour discuter, dans ces nouvel les condi t ions, la consiruct ion de
Weierstrass, nous al lons rechercher la forme des extrémaks lorsque l
est ira grand. Comme on va le voir, cette forme est par t icul ièrement
simple*
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Prenons, cette fois, directement l ' intégrale 1 sous la forme paramé-
trique

1 = j/(lr» J. ̂  ^J') ̂  Y/O» Y» oc^y^dt,

l'intégrale J ayant la même forme qu'au n u m é r o précédent.
L'équation di f férent ie l le des extrémales s 'écrit

(4 ) A«r'-y^) = 9(^ y. ̂  y7) - ̂ M,

en désignant, comme tou t à l 'heure, par M, l'expression. ()p.
Jr

àQ
^ î

fonction de x et de y seuls; pu i s par A la va leur c o m m u n e des
rapports

(5 )

/
k- i

y2

i^^

d'y
<À2--'2

^V
^y'2

1

x 1 y
Ï

(,-/;'̂  +

ô\f
' ()x'(

Y"1^

)y'
f7 /(cos^ sinO)

./v
^û^

(ou 0 est l 'angle de là tangente , prise dans le sens des arcs croissants,
avec l'axe des x), et enfin par o l'expression - r l / — ^ — J . Elle/ i * A 1 or ôi" ûxôy
peut être considérée comme exp r iman t le rayon do cou rbu re R do la
courbe en f o n c t i o n de a?, dey et de l 'angle 0.

Si / est assez grand et si, comme nous le ferons, on suppose M di f -
férent de zéro (positif, par exemple ) dans la région considérée, r/0 ne
s'annulera jamais : on pour ra donc prendre 0 comme v a r i a b l e indé-
pendante et écrire les équa t ions dif ï 'érent ie l lcs sous la (orme

dx
7lQ
dy
7lé

; cos&R — ̂ ^M.^f^)sû9^nû).,„ ̂ ^ ̂ ^^^ ,̂̂ ,̂ ^^
y(^, ̂ ', cos^, sinî/) ~ /M 1

si n/î A
Ï:=7M '

. /,.. s in / îA: sin(5R ̂  -———,.

De plus, toujours pour / très grand, B est cons tamment très pet i t et
de l'ordre de y Si donc, à partir du po in t A, nous s u i v o n s la courbe
en faisant varier 0 depuis sa v a l e u r - i n i t i a l e Oo jusqu 'à la, v a l e u r 0,4- 2TC,
les variat ions des coordonnées seront également très pet i tes et de ce
même ordre. Nous pourrons dès lors, en première approximat ion ,
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regarder, aux seconds membres , ,'r, y comme constants , par consé-
quen t M comme une cons tan te cl H comme une fonct ion de 0. On
a alors x et y par les q u a d r a t u r e s

.0
,z- :-=: x, -4" / ces (Y SIC9)^,

•A.
(û) ,.0

/ sin6/ H (6Q^.
• 'o , ,

y — y,, 4-

Mais les < [ u a d r a t u r e s a u x q u e l l e s n o u s sommes a in s i c o n d u i t s s'effec-
t u e n t s imidemenL Si, en e f ï e t , dans la fonc t ion /, on remplace x ' etj^
par cosO, s i n O , et qu'on t i e n n e comple de la va leur (5) de A, i l v i en t ,
aux q u a u t i i e s près de l 'ordre de y?

—^"•'fi
"'" 7^

/M

,/ ^/'.
M ^ ^ y 1 " -

.. ()1'..
7)( c.nKO )

ï
^ ̂

..,..,» .^

•J /
<) ( s i 1 1

'•»/'
o's^

T)"
<^

^(Kill^i)

î
y ,,,: ̂  ^

Cons idérons la courbe représentée (.T,y é(,aut toujours pris cons-
tants , t a u d i s q u e ^"\ y ' r epreseu len t des coordonnées cartésiennes)
par l ' é q u a t i o n

/ ̂  î ,

(./(^(-^-(liFtt (»( t | lc que M. Carathéodory ( 1 ) appelle l'indicatrice du
problème, l'în ver tu de Homogénéité de/, fa tangente a cette courbe
est (X, Y désignant des coordonnées courantes)

X ^ - , - Y . . ^ . - ,,/ x » i \ ».. \ i "11'1-"11' ' »
O.r' ôy'

Les (^virémales con'csporularif, à 1 très ^rand sont donc semblables à la
polaire réciproque de I/indicatrice par rap/iert aa cercle de rayon, î et de
centre A (plus précisément, liomotbétiques, par rapport à A, de la
courbe F que l'on obtient en fa isant (ourner d'un angle droit, autour
de A, la polaire réciproque en question).

En particulier, ces extrémales sont sensiblement des coarbeî; fermées.

( 1 ) (îuiATïlitoxmY, Ud/er die (llslîoritifudriu'/teiï Uîsungc/i (fa/' yariatiolisreclirwn^.
Thoyc, GolLin^iKî, i<)< ï4<

.'In n. f'.c. P \ t i i m . , (3), XXIV. — MAI 1907.



210 HADAMARÏ).

Si A' est le po in t de l 'une d'elles qui correspond à 0 == Oo •+- 211:, les
formules (6) montrent que la distance AA/ est de la forme K.I 2, où K
est limité supérieurement lorsque l'on a des limites supérieures de ©,
ainsi que des dérivées de A et de M. par rapport à oc, y .

4. On peut d'ailleurs calculer d 'une manière p lus précise ce ser-
ment de fermeture (c'est-à-dire le segment qui va du p o i n t i n i t i a l A
au poin t A' qui correspond à 0 == 9o -h 270), que ce serment soit d'ail-
leurs de l'ordre de ^"2 ou de l'ordre de l ' p (p^> 2).

Tout d'abord, il est, à des termes d'ordre supér ieur près, indépen-
dant de 0. Ceci résulte de ce que, dans les intégrales (G), les quan-
tités sous le signe f seront, à des erreurs près de l'ordre de / /;^ dos
fonctions périodiques de 0.

Les extrémales correspondant a une même va leur de / e t issues d 'un
même point A passent donc toutes au voisinage d 'un morne poin t ,
après que leur tangente a tourné de 2ir (1).

Pour obtenir une expression du segment A.A/, considérons P i n l é -
grale 1 — /J, prise le long de l 'extrémale du p o i n t A au p o i n t A/ et du
chemin rect i l igue (2) A'A. Celte intégrale est une fonc t ion de /, de 0^
et de la posi t ion d u p o i n t A. Nous cesserons de prendre ce de rn ie r
pour origine el nous désignerons ses coordonnées par,r,,,y^

Si, sans changeur/ n i 0^, nous remplaçons le p o i n t A par un po in t A(
i n f i n i m e n t voisin, de coordonnées .2^4- û.'^»jo 4- oy, le po in t A'sera
changé en un p o i n t A\ tel que (si / est ires grand) AA/A^A^ soit un
parallélogramme i n f i n i m e n i peti t . Q u a n t à la va r i a t i on de l ' intégrale,
elle est donnée par les théorèmes généraux du Ca lcu l des Var ia t ions ,
savoir

^i^j^rm ^(^:\ ^ a,.,,. Yr\ ^(M:\ 1 ' 1 1 ,.{ ) LWÀ' V^À. \ à y ' ) ^ WÀ }

+/(^ + oj"y y -h rî'v, — c, — r i ) —f(x, y, — ̂  — r s )
+ l M ( ' ^ o y — n az"),

( 1 ) On dédul l do là que l'ime rie ces cxIrémaloB {HISSO de nonvead mi poini A un peu
avant d'arriver en A'.

( 2 ) Co derniôr peut d'aillônrs ôire remphuîe par ioul atHro aî lui ï lé^dcmoîi t ( lu p a î n I A '
aa poiiil A el do coiir 'bure finie. On n 'aKôrc ainsi l ' inlé^rair» ({110 d 'un î i i f l n i i n e n t p o f i l
d'ordre supérieur.
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en a p p e l a n t e , Y) les corinposantes dii serinent cherché. Or, dans celte
expression, tous les 'tenues sont de l 'ordre de t ' ^ ^ / a x 2 4- oy2, sauf le
dernier q u i représente 1 par conséquen t la pa r t i e pr inc ipa le du pre-
mier membre p o u r / très ^ rand .

Si donc, comme cela est possible d'après ce qui précède, nous
développons 1 et ,1 su ivant les puissances de l.? soit

( 1 : ^ ll/••"14-l,^~ î24"...+l;, ^4-...,
7 / ( J ̂  .11 / â 4-JJ "2 + . . . 4- J/. i <?-^ 4- - .,

où I i , l y , . . . » J i , J a» " - " ^>n t des f o n c t i o n s dt* x^, y^ (et aussi, à partir
( l 'un certain ran^, drs 0^), on aura

1 . ^ ^ ( Ï / , ,—J/, i)?„...„ ^^._^^^^^^^

] i ^(I..--l..)
f ^ 1 ' 1 " 1 1 - - 1 - ^ ; - 1 1 - ' 1 1 1 - - 1 1 - 1 1 1 - 1 1 - 1 1 1 1 ' 1 1 1 - 1 1 ^

p é tant la p r e m i è n » v a l ^ M i r de l ' i nd ice pour l a q u e l l e 1̂  ^ — .1̂  i ne soit
pas i n d é p e n d a n t de .x'o^yo.

Cette f o r m u l e peu t encore se s i m p l i f i e r . Reprenons, en e f f e t , la
var ia t ion de 1 — /J en l a i s s a n t ce t t e fois^,,y(p (^ constants , mais en
f a i s a n t var ie r /, on aura

os - /..) = ('^^ 4- (|$)^^ -/(-• -i- ̂  y "-h T], ô;, a.,).

Suivons la v a r i a t i o n d e p u i s /= "^(^ ^^ T) •^ 1 == J == o) jusqu'à, une
va leu r q u e l c o n q u e de /. Les c o e f ï i c i e n t s de o^, 5"^ é t an t f i n i s , on
o b t i e n t ( i ) , en i n t ég ran t le second membre , un r é s u l t a t de l 'ordre
de " , - I I en résu l t e que les coefï icients I , , L, ..., J , , J^ , . . vé r i f i en t
les p — \ [ ' (dations

.ii:=: ^ J i ^ j g :„;:=; ••1- j^ * • • » A ^ , , - j : ^ = — ~ ~ ^'-î p —' .i

( 1 } CoK.o cotKîli is iot i 8(i|»p(»se q i i t i la lon^uci t i ' do l '<irc décrit, da i iH CCH coïKJiliolis, i» ; i r
lo poini A/ e.st d^îis un roi ) i»or t f in i î tvcc l<t <!<H"(IO AA'. Ahuri Ion résultats précédents
montrent qu ' i l en est bion ainsi.
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Or, la dernière d 'ent re elles permet d'écrire les fo rmules (8) sons
la forme

,._ j à\p.-^ _ i <f)J^-i _ i ()l^i _ i <ÀÏ^. . iç "" /TM "^7 "~ (/r=T)M •^-3 ri ~ — /TM ~ ;̂" -- ~" ̂ j—^^ •iii^-"-
Le cas général est ce lu i de p == 2. La q u a n t i t é don t i l f a u t p r end re

les dérivées par rapport à x et à y est alors l 'aire de la courbe F
divisée par M : cette aire est égale, d'après ce que nous venons de
trouver, à la moi t i é de l ' in tégrale

r /(cos0,sin/9)A h. d0

é t endue à cette courbe. Plus généra lement d 'a i l leurs , l ' éga l i té

/(/+/•) ̂ ^-^
mont re que l ' in tégra le en ques t ion , é tendue a un arc do cette courbe,
est p ropor t ionne l le à l 'aire du secteur sous l e q u e l il est vu de l 'or i-
gine. C'est, comme on le voi t , u n e géné ra l i sa t ion de ce q u i se passe
pour le cercle.

On voit qu'a un choix donné q u e l c o n q u e de l ' i n t é g r a l e 1 do i t cor-
respondre un choix pa r fa i t emen t d é t e r m i n é (a un (ac teur cons tan t
près) de la fonc t ion M. et, par conséquen t , de l ' in tégra le J, si l 'on
veut que l 'ordre i n f i n i t é s i m a l p du segment de femeture soit supé-
r ieur à 2.

Cette condi t ion est bien réalisée dans le cas des cercles géodésiques
(M. et l'aire de notre courbe étant égaux à v1iG—''p' et ^^j^'^—jp^
11 est alors aisé de calculer les q u a n t i t é s (8). I l suf f i t d(5 par t i r de la
formule ft—j'f^-
dans laquelle s est la courbure totale et c/.S l 'élément de surface. Pour
un cercle géodésique, on a — == /, sauf sur le pet i t segment AA7, qui.
n ' in terv ient dans l ' intégrale du premier membre que pour u n terme
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de l 'ordre de /""//. On a donc; aux q u a n t i t é s de cet ordre près, les-
quel les ne peuven t pas i n f l u e r sur le ca lcu l des coeff ic ients u t i les I^_,,
.1^,

/î=::27r—3M,

3/ é t an t u n e v a l e u r de 3 a l ' i n t é r i e u r de; la courbe . Un remplaçan t 1
et ,1 par l e u r s d é v e l o p p e m e n t s ( 1 ) , on a

ï i ::•= î:< 7T, 1,2 — 0, 1 :i == — 3 J i. := ,....,.- .3 ^- ",: — 3 7T.

Ains i le nombre /^ est e^al a 4 et le serment de f enne tu re est

;-. . TT <)3 . , ^ <^^ ̂  ..... ̂  ̂  , ^ ̂ : ̂  ̂  .

I l est a r emarque r q u e ci1 serment est l angen t à la courbe 3 ̂  const^
de sorte que la s u i t e de pa re i l s serments, l o r squ ' i l s seront tous très
petits (c 'est-à-dire pour / très j jçrand) , c o n s t i t u e r a u n e l i^ne brisée
s e n s i b l e m e n t c o n f o n d u e avec la courbe en q u e s t i o n ( d o n t (die réa l i -
sera u n e a p p r o x i m a t i o n a la (^aucby-l-<ipscl i i t7 ; ) . A in s i , les exf-rcf/tates
/y?/^/w.y à l fn^ ^n.in.d te-ndcfit à sui^nî 1-e^ fi^ries 3 "=; cou st.

On îi un r é s u l t a t t o u t semblable dans le cas général . Les l ignes sui-
vies par les ext rémales on t alors p o u r é q u a t i o n s 1^.,., == const. (ou
encore J^«i ^= const . ) -

5. Ija f o r m e r f ï m a r q u a t t l e que p r e n n e n t a s y m p t o t i ( ) u e m e n t Icîs extré-
males de notre ()rol)leme i s o [ ) é r i m e t r i < i u e a son ana logue dans le cas
de trois d i m e n s i o n s . So i en t

.{^^/(.r^r^,^,/,^)^,

J =:: /1;» dx 4- Q dy 41-" H dz

les deux intégrales données. Les équa t ions d i f le ren t ie l l es des extré"

(1 ; On r^^.roiive î ( ins i , en la précisant, lu propOHÎt ion énoncée [mr M* Darboux (Lc^on^
.^ur la ifnwria df^ ^tirfaceK, i. I l î ) et (l'après laquello les seuIeH suriacos sur lesquelles
touri l^s cordas ^codésiquos soi(inl i'(.;rin6s sont les surfaces à courbure constante*
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mâles pourront s'écrire

^ ^^^^^"-^^^^^(^-H/M)^

(9) ^-^^ -,^.^(cp4~/L)^(,-.m).,

àïf i ̂  + .̂ —r + S^ = (^ ^M)^ - (y + lL)y,àx^ àz' ày' àz'J ôz'^ '

avec
_ à(} àR M ~ ÔR àp M - (}l> ()0

JL —- —-— —— —"— î lu —— —~— —- —-— y il .—• "——- •—" - " , " •
à^ à y ox àz ôy à.T

Convenons de prendre pour le parainctre arhi t i*aire / un(1 q u a n t i t é
par rapport à laquelle les dérivces des rapports m u t u e l s de^/,^, ^
ne soient ni très grandes, ni très petites, c'est-à-dire inie q u a n t i t é qui
soit dans un rapport f ini avec l'arc de représentat ion sphér ique de la
courbe cherchée. Alors x\y\ ^ seront très pet i ts et de l 'ordre de -^
de sorte que nous considérerons encore^, y , z comme constants ( f ).
Dans ces condi t ions , les premiers membres des équa t ions précédentes
peuvent être regardés comme les dérivées de — ' 7 5 -—p — ' . s e(, commeA ! D 1 " ' ' ! " ' ! " <)x < ) y ' 1 <)z 1 1

?» 7 9 '/, sont,, d 'autre part, négligeables devant /!., /M, /N, on a sensi-
b lement

^^/(Ny ^M.^)+/i,

Et
ôyf : l { L s — N . y ) + ^

^ = / ( M ^ - L y ) 4 - / ,

h, i, k étant des constantes.

( 1 ) En efïel, les {n'erniers môrnbrea des fon;nales(9), qui, conirne ron .sait, nedopondcnt
que des variations de^ ra|»porls muliicJs (Je //.•/, y\ z'^ sont finis, II on est do marne do ©,
^, y. Donc les quantités Nj^—M s , Lz'— M.r', M./7—Lj' soiït de Fordre <lo , " Si donc
^ ' ^y ' - i z' rfélaient pas do ce morne ordre do ^riindeur, ils seraient sensiblerneiii propor-
tionnels aux constantes L, M, N, co qui est exclu par nos hvpoth(ïsos, t devant ôtro dans
lin ra|>port fini avoô rare de rcprésen talion spliôrique.
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Prenons, comme nouvel axe des^, la d i rec t ion du serment (L, M, N).
Nos équa t ions d e v i e n d r o n t

Ï ()f
^^^^^+<,onsl.,

/ . I ^fOo) j= ^^+const.,

^^/.,̂ _./..

(considérons encore Findicatrice du problème

(n) /^i,

q u i est ici une surface. La polaire réciproque de cette surface par rap-
port a la sphère de rayon r décr i te de l 'origine comme centre est le
l i e u d u p o i n t qu i a pour coordonnées ( 1 )

ôf ôf ôfp^-^p y^^ ,.,,,̂ .

Nous désignerons l ' é q u a t i o n de ce lieu. ( a ) par

( î a ) ^(Ay. r ) — o .

Nous voyons déjà que la projection de la courbe cherchée sur le

( 1 ; lîîippolons que, / étant homogène ol (lu proinior do^rô, Jeri (luantilés p^ //, /• no
dépondcînl (iiie do doux variables (les nipporis inuliiel.s do ,//, '/^ z' ).

( t ) Dans lo cas do l'oxirennim lil^'o do l'into^ralo I, l'inLi'oduction do la surface (i i )
{)ôrrnot é^aienicnl une inlerprélalion géométrique simple des équalions difïerenticlles dii
prohiènio. I/olétuont (jui intorvi(*nl alors est 11110 eerlaine coniquo, é^ilo a la soction
droite du cylindre moné {>ar l'indicatrico (au sous ordinairo du rnot, cotte fois) delà sur-
face oit question, i>cirallèlomeut a la direction (.-^j', ^ ) corresi)ondante.

Los mômoi"» conisidôrations s'appliquent aux intégrales doiibloH. La lonno paraniotriqtio
d'une tello intogralo (a mm sculo fonction inconnue; est f f f(^, j , ^, a, ^-odacù^
où a, p, Y sont les dotenninantH fonctionnels do j", s; ^, .r; ,^,j par rapport a //, î', et
où/ est homogène (st dn premier de^ré en %, p, 7.

Si, à l'aido do la surface représentée par l'équation /"(a, p, Y; ̂  t, on construit la
conique dont nous venotfô de parler, les termes du second ordre de l'équation difï'eren-
tiello relative à rextrernum do l'intégrale, égalés à %éro, oxprinient <ine cettô conique et
rindicatnce de la surface cherchée ont pour asy in ploies quatre droites fbr'mant un fais-
ceau harmonique.
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plan des ;r,y est semblable à la section de la surface (12) par le plan
r = k.

Pour obtenir une expression de ^, nous remarquerons que les rap-
ports mutuels de x\ y\ z ' ou, ce qui rev ien t au même, ceux de dx,
dy, dz sont,

(i3) d:c dy dz
< N > \ ~" /^<1>\ "̂  ( ô^

, J p ) \1)7j) \Tr ,

Soit, d'autre part , {Dp, Dy, Dr) u n d é p l a c e m e n t e f Ïec tué sur la sur-
face (12), mais non sur notre section pjane, déserte que D/'^D/'^o,
on a

(N> <M> rM»] )n ̂  ]) ̂ 4. J) /• -r: o,
ôp i àf/ • ()r

et, par conséquent ( en a j o u t a n t terme a terme les d e u x p remie r s rap-
ports (i3), après avoir m u l t i p l i é les d e u x termes du p r e m i e r par Dp,
ceux du second par Dy | :

, __ (J^ dx î) /> 4- d'y \}q dx \}p -1- dy î)r/ î \}p d(/ — Dr/ dpdz _ .̂  ——^ —^^ ̂ _ ,„„.„„ ,̂ .,,.,̂  :̂ ,̂.,...<,̂ ^
j)^ ^|)^

ôp < ) ( /

Le n u m é r a t e u r du second membre esl un é l émen t d'aire compris, en
projection sur le plan des xy^ entre notre sect ion p l ane et la section
parallèle i n f i n i m e n t vois ine . Si donc on désigne par S( 'a<, ,a ,^) l'aire
du secteur dé te rminé dans n o t r e section p l ane par deux demi -p l ans
i ==: tangua, ^ === tanga issus de l'axe des ^, on aura

1. ^^o» a^^^ ̂  ̂  ,,...„.̂

On voit que, cette ibis, les courbes obtenues ne sont p lus fermées;
elles le sont bien en projection sur le plan des ,ry; mais, lorsque le
point (<^»,y) rev ien t à sa pos i t ion p r imi t ive après avoir décrit une
courbe fermée dont l'aire est S, z augmen te de la q u a n t i t é ^? m a n i -
festement d i f fé ren te de zéro, en général.



SIJS'^ QUELQUES QUESTIONS DE CALCUL DES VA1UATIONS. 217

6. Revenons m a i n t e n a n t au cas des courbes p lanes et cherchons
quel pourra être, su r la courbe déf in ie par les é q u a t i o n s (6) , le foyer
conju^iô du point origine A.

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un foyer libre. Lorsqu'on ne fa i t
pas varier /, les dKîerenlielles de x et de y (lesquels sont fonctions
de 0 et de l'angle initial 0<>) se réduisent à

o.r ::::::— Ro cosM^ R cos%0,
oy::=— R<,sin^o^ -i- H sm(%/9,

en nés i is 0^ 1 1 1» ^ans ^es c^ctï icients de SQ(> et de où, des quantités de
l'ordre de / 2 et en désignant par H(> la valeur initiale de H.

Ces deux didcrenlielles s'annuleront simultanément lorsqu'on aura
sensihienient

s i n ( 0 — 0 o ) = o ,

c'est-à-dire tout d'abord, pour 0 — Oo^^ Ainsi, les foyers conjugués
de l'e;j('tre/num libre sor/l las poinU doni Us tangentes sofit parallèles ( 1 ),

ou, d'u inoins, ( o n t un an^Ie de l'ordre (.le y*
Passons à la recherche des foyers l iés. Lorsqu'on t i e n t compte de la

va r i a t i on de / les d i d e r e n t i e l l e s ïx et oy s 'écr ivent

y.r ::.-:: — S ï o COS /5(, o^o 4" K COS MO — - 0 /,

o^—^ l\^ïn0^0^ 4" H K\ïî0o0 — ^ôl.

Nous devrions, dans les mêmes cond i t ions , ca lculer la v a r i a t i o n
de 1 ou de .1, su ivan t le p roblème posé. Mais on sait qu ' on o b t i e n t les
mêmes foyers dans les deux cas : nous ca lculerons donc oJ, l e q u e l est
é^al à ( M\dxty — d y î x ' ) . En remplaçant â^, oy par les valeurs

( 1 ) Si l ' indicatrice du problème admet l 'origine comme ceniro do Hymétrie, c'est-à-dire
si l'on a f(^\ , r ' ) == / Ï— ^y "—./ )? la cordô de rare compris entre deux foyera conjugués
a ses cosinus dîrecleurs proportionnels à / . -» — ^•» e'est-ù-dîrô (|u'ollo est (sensible-

ment) ircirwrsaUî h la courbô en ses deux extrémités.
/tnn. Éc. J\'orm^ (3), X.XIV. — M A X 1907. 2^
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trouvées tout à l 'heure, il v i en t
î- ^ / /•»

ôJ=:M Ko ô9,0' cos Q, — ,r si 1 1 0 , ) -h y y .r <y — y ̂ .̂

la q u a n t i t é Ç x d y — y d x , qu i f igure clans le coef f ic ien t de S/ n'est
au t re chose que te double de l 'a i re S comprise e n t r e no t r e arc de
courbe et sa corde.

Le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l ' . ^ ^ ' a donc (aux termes près de
ï ) { ^U? • ' 1 v ) \

l 'ordre de — ) la va l eu r

_ MÏ{HO [ 2 l s i n ( ^ — (9.,,) 4- (y cosOo—.ysm^, ) (ycosO - .r sir^}].

Les quan t i t é s y cosOo — x s inO,? y c o s O — ^ ' s i n O sont nécessaire-
ment (du moins pour 0 •— Q()<; 211) l ' u n e p o s i t i v e , Pau t re néga t ive , si
la courbe F est supposée convexe. Les deux (ermes de la f o r m u l o pré-
cédente sont donc de signes con t r a i r e s p o u r 0,,<; 0 <; Oy 4- ?:: mais le
second est le p lus grand, car i l est é^al au p r o d u i t de 2 s i n ( 0 — 0,, )
par l 'aire du t r iangle formé par la corde de not re arc et les t angen t e s
à ses extrémités , aire q u i est supé r i eu re à l 'a i re c u r v i l i g n e ^ corres-
p o n d a n t e ( ').

Pour 0(,+71: <^ 0 <^ Oo "i-2T:, au contraire , les deux termes sont de
même signe.

C ccrc sur lequel Ici coruliuon de Jwoh/. esl vérifiée correspond donc ^en"
siblernerU à une var ia t ion de 0 égale à 27;, c'est-à-dire à une révolution
complète sur la courbe. Si 0, est la valeur de 0 correspondant au fover
conjugué, la différence 0, — 0^ — 27'; est de Fordrc de -y

(r) î l est d 'ai l leurs impossible, a p r io r i , que le foyer lié œn'ospondo à 0 — 0 « ' < ^ .
puisqu'i l doit être au. delà du foyer libre.

Los évukmlions que nous venons do faire n 'excîuraicnL pas, il est vrai, la présence d\m
foyer libre et d'un .foyer lié dans îe voisinage du point A, la difFérenco 0 — Oo élunt (h
l'ordro do -.•> puisqu'elles n^ont lieu qu'avee une en'cur rclativo de cet ordre. Mais l'im-

possibilité de ecltô hypothèse résulte des considérations présentées p luy bout (n0^; .
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Si l 'on t i e n t compte de ce ( l u i a été d i t p lus haut , on vo i t que la dis-
tance du po in t a i n s i o b t e n u à l ' o r ig ine est de l 'ordre do ^ t

D'après cela, soient une valeur donnée de 1 et un point B distant
de A d'une quanti té supérieure a AP, k étant un certain nombre f ixe
et 1 étant suffisamment petit. Il existera un arc d'extrémale et un seul
joignant A a B, donnant à 1 la valeur donnée, s i tué d'un côté déter-

miné de AB (de sorle que l'intégrale j a ' d y — y d ' v y ait un si^ne

donné, ou encore, que 0 y varie dans un sens donné) cl que la varia-

tion to ta le de 0 sur cet arc soil infér ieure a 2?: — /c'I ( /• 'élanf, un autre
nombre positif fixe).

Ceci ne résulterait pas c/c. piano du non évanouissement dn détermi-
nant fonctionnel. Mais le calcul des d i f Ïerentes dérivées tel que nous
Pavons fait montre aisément :

i° Que, / é t a n t donné ainsi que le point A, l 'aî^unienf, Oo de la tan-

gente en A et la direcl ion de la droite AB (faisant avec la tangente un
/,// /,//

an^Ie compris entre — et r. — — , k!' étant, encore un nombre fixe.L

cette droite coupe rextrémale ainsi construi te en un pointdéterminé B
tel que 0 — 0^ soil inférieur a la limite indiquée;

2° Que la distance AB diminue (Oo étant fixe) lorsque / augmente,
e( prend une lois et une seule une valeur donnée, ce qui donne pour
chaque valeur de 0^ et chaque position de A et de B un arc AB déter-
m i n é ;

3° Que la valeur de I, sur cet arc AB, est une (onct ion croissante
de ran^le que fa i t AB avec la tangente en A.

On démontrerait de même qu'on peut se donner arbitrairement A,
B et la valeur de J, pourvu (lue AB soit supérieur a AL

Les quantilés 0^ 0, / son t d'ailleurs, dans les conditions indiquées,
des fonct ions continues de A, B, î ou de A, B, J.

7- Tout arc (.rextrémale c o n s t r u i t comme il a été exp l iqué ci-dessus
f o u r n i r a assurément u n ex t remurn l ié relatif, c'est-à-dire (en suppo-
sant réalisée la c o n d i t i o n de Woierstrass pour le min imun^ / ' / ) un
m i n i m u m par rapport à toutes les lignes acceptables muêremerU corn-
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prises clans une certaine bande entourant cet arc. On peut é tab l i r que le
m i n i m u m a lieu sans cette res t r ic t ion (la valeur de l ' intégrale donnée
et la distance AB étant toujours supposées suff isamment pet i tes) .

C'est ce qui a lieu tou t d'abord dans le cas où (t é t a n t supposé
donné) le rapport-===- est i n f é r i eu r à la l i m i t e k ob t enue précédem-
ment (n° 2), de sorte que l'arc d'exfcrémale correspondant v é r i f i e la
cond i t ion de Jaeobi pour l 'extremum libre, et, de même, dans le cas
où, J étant donné, le rapport i—^-0-' est i n f é r i e u r à la l i m i t e o b t e n u e

AB
au même end ro i t . On est alors, en efîet, dans les c o n d i t i o n s où i l y a
ext remum l ibre pour l ' i n t ég ra le 1 — /J.

D'autre par t , notre e x t r e m u m serai t encore assuré si l 'on assujet-
tissait la l igne variée à être telle qu 'en dés ignan t par 1-y l ' i n t é g r a l e (
prise sur celte ligne du poin t A. à un po in t q u e l c o n q u e M, le rap"
port •-.a- soi t constamment supé r i eu r a . (ou que l'on a i t u n e c o n d i -
t ion analogue relative à l ' intégrale J : c o n d i t i o n s d a n s l e s q u e l l e s on
pour ra i t encore substi tuer B à A) ; car, pour de telles l ignes , nous
venons de voir que la c o n s t r u c t i o n de Weierstrass est poss ible*

On peu t alors démont re r la conc lus ion cherchée d ' u n e m a n i è r e
générale par u n e décompos i t ion convenable de la l igne var iée en arcs le
long desquels l ' u n e ou l 'autre des c o n d i t i o n s précédentes soit vér i f iée .

Ceci. fa i t , une décomposi t ion a n a l o g u e permet t ra a i s émen t , s i n o n
d e dise u t e r 1 a c o n s t r u c t i o n d e 1 ' ex l ré m a 1 e y d u m o î u s d e m o n t r e r
l 'existence de Pextremurn au vois inage d'un p o i n t donné A, même
lorsque la d i s t ance AB dev ien t i n f é r i e u r e à A'P ou à k ( ï — J o ) et, en
par t icul ier , quand les deux p o i n t s A e tB co ïnc iden t .

On est a ins i parvenu au même résul ta t f o n d a m e n t a l q u i ava i t été
obtenu pour l 'extremum l ibre , et rien n'est p lus aisé que de passer
m a i n t e n a n t pa r l e s mêmes méthodes au cas où les p o i n t s A et B a ins i
que la v a l e u r donnée de I ou de J sont tout à f a i t que lconques ,

C'est la c o n c l u s i o n q u ' i l s'agissait d 'obtenir .
Si enfin l'on fa i t coïncider B avecA, pu i s qu 'on cherche le m a x i m u m

maximorum ou le m i n i m u m m i n i m o r u m en f a i s an t varier de toutes
les manières possibles la posi t ion c o m m u n e de ces deux po in t s , ou
obt iendra des extrémalcs fermées.
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Par exemple, on voit ainsi qu'une surface fermée quelconque admet
une infinité de cercles ^éodésiques fermés (situés, bien entendu, au
voisinage des points où les dérivées de la courbure s'annulent).

C'est encore sur les considérations précédentes qu'on fonderait le
raisonnement employé par M. Poincaré ( 1 ) pour établir l 'existence de
^éodésiques fermées sur les surfaces convexes.

1 1 existe d'ailleurs une voie toute dif férente par laquelle on pourra
parvenir plus directement aux mêmes conclusions : c'est celle que j'ai
indiquée, dans une précédente Note (2), pour l'extremuin libre de
l'intégrale (^).

8. Avant de quitter le problème Jsopérimétrique, j'indiquerai d'un
mol commeni, ainsi que je Favais annoncé précédemment dans une
Note du l i i lHe l i n (le la Sociélc m,a//iemalù/ue de Fmnce. (:?), on peut
établir les condit ions nécessaires de l'extremum (conditions relat ives
a la variation première) dans le cas des variations unilatérales, c'est"

( 1 ) 7'/ym.W("/7o//.v off/ic ,////<'/• !r«n Matli. .S'w., t * VI) juillet 1905, p. ^(n et suiv. (^ 7).
"""• Un autre résultat essentiel (in même Mémoire HO relie d'une manière extrêmement
simple aux, principes fondamentaux du (îalcul des VuriaIJotiH : c/est celui d'où résulto
j'oxistenco d(î géodesiqnos ioriïiccs HUC un sphéroïde. M. PoilH'arô déînor i t re quo œhn-ci
admot inic ^éodésitiiic ((ïi'niéc 1 / voisiiio d'iin ^rund c(»r<;lo dderinino ( î do l<i s[)Iicro si
lu longueur clo lii li^ne ( y < j d i (îori '(5S{)<)itd a co ^raïKJ corfîlc s<ir lo sjiliôroïdo cs tunox t rc -
iriiun ( on d.ti inoilis sdiiyiVul. aux coiidiLions (^^'«'('(^«^(illc.s (In premier ordre corrospon-
diUltos) par rapport ;uix loi»£i;<i(îurs dus C'i corrcsjxjndant aux anireri ^ratï(l.s cercles
VOisillS (I) (PotNCAlUi, lof. <"/'/., § .'î)-

Or. d^siniîons par r la li^ne taii^onlc a C on tin d(î ses poinis A et (\w corrospond H nno
^éodosiqtio da splî6roïd(*. Celto li^iie, a(»rès avoir fail unô i'ois le iour d(t la sphère, revient,
ai! voisina^o do A ; soit, S la dislance a laqueilo ollo passe do co point. 8 est, en toulo
hypothèse, au plus de Fordre du paraim;l,re p. (iiiotation de M. Poiricaré), qui déduit kï
sidiéroïdc. Soit maintemmt (\\ \\\\ L';raiîd cor(*1e issu de A et faisant avec C, (îii ce point, un
an^Ie A. Pour qu(; îa dHfôrcmco d(is longueurs des îi^nos correspondant a Ci ot a C soit
au plus do Fordre do/^ ^, on voit <ds6inent que S doit être d'ordre supérieur en ^. delà
doit d'ailleurs avoir lieu de quelque manière qu/on choisisse lo point A sur le cercle
donné C, et cette conclusion équivaut à l'énoncé que Fon a en vue.

( ï ) Conipl.f',^ l'en ft us (fe //. 'ic((d. des Sc.^ '.>J\ décembre 1900.
( î t ; Tome X X X Î I Î , t < )<> ' '> , pa^e Ho. — .le signalais, en rnênte temps, une déinonsiratîon

du thôorèrno de M. Os^ood relat i f à la diiîerence entre une intégrale déunie ôl son ruini-
muni, sur laquelle il n'y a pas îh u de rovenîr, car elie n'est autre que celle qifa donnée
M. Hahn dans les Moimtslt<fu1 filr MailiGlunuk und /V/;.<>•//• (^"annéo, luoO, p. (>3).
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à-dire lorsque les c o n d i t i o n s imposées à la fonc l ion cherchée com-
prennen t des inégali tés .

Soit K le champ fonc t ionnel (au sens de M. Pincherle) déf in i par
les condi t ions en ques t ion pa rmi lesquelles est supposée figurer celle
q u ' u n e cer ta ine in tégra le définie J p renne u n e v a l e u r d o n n é e a. Nous
désignerons par JK^ le champ qu'on ob t ien t en s u p p r i m a n t la condi-
t i o n J == a, loutes choses égales d 'ail leurs.

Soit m a i n t e n a n t I u n e seconde in tégra le d é f i n i e ana logue . Nous
vou lons exprimer que la va r i a t i on 5l est n u l l e ou pos i t ive pour toute
var ia t ion des fonct ions arbi t ra i res i n t é r i e u r e à K.

Nous supposerons pour cela, c o n f o r m é m e n t à la n a t u r e de la ques-
t i o n (1) , que, dans le champ désigné ( o u t à r i ieure p a r K , , l ' in tégrale . !
n'est n i un m a x i m u m ni un m i n i m u m ; a u t r e m e n t d i t , que sa va r i a t i on
peut avoir un signe a r b i t r a i r e .

11 existera donc des var ia t ions S, i n t é r i eu re s à K , (elles que o < . ) so i t
pos i t i f et des var ia t ions 5^ telles que cU soit néga t i f .

En combinan t ces deux sortes de va r i a t i ons s u i v a n t u n e marche
(oute semblable à celle qu i est employée dans lo cas classique, on ar-
rive aisément à trouver comme condi t ion nécessaire et su f f i s an t e
l 'existence d'une constante / telle que l'on a i t dans K,

0 ( 1 — — l ] ;> 0.

Ceci s 'étend aisément au cas ou p lus ieurs in tégra les o n t des va leurs
données en cons idéran t des champs successifs ob tenus en s u p p r i m a n t
une, deux, etc. de ces c o n d i t i o n s . On trai tera de même le cas où u n e
ou p lus ieurs intégrales déf inies sera ient assujet t ies a être supérieures
a des nombres donnés.

11.

9. C'est dans les problèmes relatifs aux intégrales mul t ip les ( < 2 ) que
les méthodes d'existence de M. l l i lber t ont r e n d u jusqu ' i c i de vér i tables

( 1 ) Les champs pour lesquels uno hypothèse (lo colto naluro n'est pas vôrifidc coiLSii-
luent, dans tous les problèmes d'oxiromum lié, uno catégorie à part , qu'on peut appeler
celle dos champs nn^iliers ût à laquelle les môLhodorf générales cessent do supplique!'
(qu' i l s'agisse d'ailleurs de calcul des variations ou de mauma et de minima ordinaires).

( 2 ) Je saisis celle occasion pour monLionnor une erreur qui s'est ^lissôo dans mes calciila
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services. Mais, par contre, il s'y présenle, dans ce cas, des diff icultés
nouvelles.

Nous no parlerons pas ici de celles qu'entraîne la formalion de
la fonction l imite; mais, nne fo is celle-ci obtenue, il reste a établ i r
qu'elle s a t i s f a i t bien a réquation aux dérivées partielles du problème;
autrement dit, que la sur face qui la représente est bien une extré-
ma le.

Dans le cas des intégrales simples, celte démonstrat ion, obtenue
par M. Ililbert lui-même ( ') à l'aide de général isat ions délicates de la
not ion d'intégrale, repose en réalité sur le théorème de M. Osgood.

Ce théorème est relat i f , comme on sait, à une limile inférieure de
la quanlilé dont s'augmente une intégrale simple 1 lorsqu'on reniplacp
la ligne Lo qui rend celte intégrale minima par une antre ligne voi-
sine I.. Il exprime que, si I. con t ien tau moins un point dont ia d i s tance
a LQ soit supérieure à un nombre donné o (et si, d'autre part, 1 vé r i f ie
au sens ét ro i t les inégalités qui caractér isent le minimum fort), la d i f -
fé rence des valeurs de 1 suivant L(, et suivant L est supérieure a un
nombre que l'on peut assigner.

Or, comme j'ai eu l'occasion de l'indiquer dans nne (lommunicalion
à la Société inalbématiquo de France (u) et comme l'a aussi cons ta té
M. Caratbéodory (;(), lorsqu'on passe aux intégrales multiples, le
théorème de M. Osgood cesse d^étre vrai, Etant donnée une intégrale
double I, prise sur une sur face S assujett ie a être l imitée à un con-
tour donné G et qui est minima pour une certaine posi t ion S,» de S;
étant donné d'autre part un point M extér ieur à S<p on peut, par ce
point, fa i re passer une sur face le long de laquelle l' intégrale prenne
une valeur aussi voisine qu'on le voudra de son minimum.

r e l a i i f s a u u u n i n i u r n d ' une i n t ég ra l e m u l t i p l e a plusieurs fondions mconnucs ( Aqw/.v siu1

lapropfi^aliondcs ondv^ p. ^Y\ ) et, < p i i a (U6 signalée par M. Ih ih t î in dans ses /^c/fcrc/i^
s / f r l ' c / a ^ f c ù ^ , Pari^ ( i a n t J i i e r - V i l I a r s , î < ) o G , p. l î 'M/ i^ Non sei i lc i lKîi i t la cn t jquo fie
M. Duhem est ibmico, n ia i s les lonnos qifelîe vise n'ont pas, on { a i l , Fordre qnoje lou r avais
assî^no, celui de f^ ('voir les passes cilésj : i o u r ordre est celui de //Mog//. Seulement
cette modi f ica l îon n'cnlaclie pas le résuUîU final , pour lequel il s u f f i t que cet ordre soil
supér ieur à celui do h,

( l ) Nous avons toujours en vue la méthode lello qu'elle a été exposée en 1900.
( s ï ) Séance du -^ janvier 1900.
{ ï ) Math. Ànnalcn, t. LXU, H)o0, p* 45'^
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Prenons, par exemple,

-.m )̂'̂ )']""'--
So étant le plan des xy et G un con tour que lconque trace dans ce p l an .

Soient a, b et e>o les coordonnées du p o i n t M. Du p o i n t (a.J/)
comme centre décr ivons le cercle de rayon r. A l 'extér ieur de ce cercle
faisons ^ = = 0 ; à l ' i n t é r i e u r , si p, 0 sont des coordonnées pola i res de
centre (a, b),

r /pN 2 ^
( I 5 ) ^c|^(^ .

h é tant un nombre pos i t i f ; il v iendra
l r=c 2 / / ,

c'est-à-dire que I tendra vers %éro avec À, la surface S ne cessant pas
de passer au po in t M.

Elle a, i l est vrai , une s ingu la r i t é en ce po in t . Mais , si l'on d o n n e
a z , non plus la valeur (i:5) mais la p lus pet i te des deux valeurs c
et c ' i — ( ' ) ' •> où c ' est un nombre plus grand que c, l ' in tégra le I
prendra u n e valeur i n f é r i eu re a c^h efc tendra encore vers zéro avec A.

Quant à, la, d i s c o n t i n u i t é subie par le plan tangent à celte sur face
i

/ /• "' "ïlli , , i /• •le long de la ligne p == r i — -5 ) ? z == c, on pourra a i sémen t la l a i r e
\ c J „

disparaître en modi f i an t i n f i n i m e n t peu.la fo rme de la surface (et, par
conséquent, la valeur de l 'intégrale) : on arrivera même ainsi a rendre
cette surface analyt ique et régulière.

Mais, q u o i q u e le théorème de M. Osgood n 'a i t plus l ieu dans toute
sa généralité, il se trouve néanmoins pouvoir rendre, dans les appli-
cations connues de la méthode de M. H i l b e r f c aux intégrales m u l t i p l e s
et, en particulier, dans le problème de Dirichlet , les mêmes services
que dans le cas des intégrales simples. Cela t ien t à ce que le théorème
redevient exact si l'on impose une condi t ion relative au mode de con-
t inu i t é de la fonction inconnue dans le voisinage du po in t considéré.

C'est ce que l'on peut voir par une extension du ra isonnement de
M. Osgood.
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Soit d'abord, comme tou t à l 'heure, l ' intégrale ( ï 4 ) étendue, cette
fois, à une aire donnée quelconque du plan des scy, la fonction in-
connue z étant assujettie a s 'annuler sur le contour G de l'aire, inté-
grale qui est m i n i m a lorsque z est iden t iquement nul .

Donnons-nous, comme tout à l 'heure, la valeur c que doit prendrez
en un po in t ( a , h) i n t é r i e u r au contour , po in t que nous prendrons
encore comme or igine de coordonnées polaires. L'intégrale 1 sera su-
périeure à l'expression

/..2-re /»po / / )^ \ a
(,6) ^ ̂  (^ ,.,,.

po dés ignant le segment (ou, s'il y a l i e u , le plus pet i t segment) inter-
cepté à par t i r du pôle, sur le rayon vecteur correspondant à l'argu-
ment 0 par notre c o n t o u r G.

Cette fo i s , supposons la. f o n c t i o n z telle que, dans un cercle de
centre (a, b ) et de rayon suff isam.ment pet i t r.,, ses dérivées par t ie l les /^
et y res lent i n f é r i e u r e s en valeur abso lue à un n o m b r e d é t e r m i n é a.
Alors on au ra , pour p == r,,

r^ ()z
Jp

/ • " ()z
z "= — j — dp, z > c — a î\.

^/•t r

Or ceci nous perrnel d 'ob ten i r u n e l imi te infér ieure de l ' intégrale

r^/ô^y .
^ te)^-

11 suiïil, pour ccl;i d ' app l ique r l ' i r i t igali lé de M. Rchwartx q u i donne

( ^ " ( ô - ^ 1 , r ^ ' d p . ( r 9 " as Y-/ (,^p./p/ -p->(/ ^ ^ ) .

et, par conséquent (p' désignant la p lus petite valeur de po),

r^ f ùzy , (c—ar\Y/ (^}p^>i-Y^
" / 1 1 i / io^ — )v ' i /

d'où une l imite i n f é r i e u r e de l'expression ('16),
Aim. Èc. Norni,., (3) , XX IV . " - MAI 1907. 29
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Cette conc lus ion s'étend au cas où l ' intégrale 1 et le c o n t o u r G sont
quelconques pourvu qu'i l y ait m i n i m u m : car, sous ce t te c o n d i t i o n ,
la différence des valeurs de 1 sur S et sur S^ est supér ieure , en ve r tu de
la formule de Weierstrass, au produi t d'une c o n s t a n t e par une in t é -
grale de la forme ( r 4 ) -

Elle ne nécessite pas d ' a i l l eurs , comme nous l 'avons supposé tou t
d'abord, Phypothèse que les dérivées p et q so ien t f in i e s , mais sim-
plement celle que la d i f fé rence des valeurs de z au p o i n t (a, h ' ) et sur
le cercle p •-== r^ soit i n f é r i e u r e à u n e l i m i t e d é t e r m i n é e ( s u f f i s a m m e n t
petite). Aut rement di t , le théorème de M. Osgood s 'appl ique encore
aux f o n c t i o n s q u i , dans le vo i s inage du p o i n t M, sont également con-
tinues, c'est-à-dire vérifient Ici condition fonda mentale (HH intervient
dans les méthodes de M. Hubert.

10. 11 est aisé en effet de voir que la c o n c l u s i o n précédente s u f f i t
pour l'objet que l'on a en vue pour le cas du p rob l ème ( l e Dir ichlet .
Supposons qu'on ait établi l 'exis tence de surlaces

(S,) ^F/(^,y),

l i m i t é e s au con tou r d o n n é G, (el les que les va leurs cor respondantes
de l ' intégrale ( i / i ) t enden t vers la q u a n t i t é M, l i m i t e i n t é r i e u r e de
toutes les valeurs possibles de l ' in tégra le en ques t ion , et te l les aussi
que les fonc t ions F^ so ient également con t i nues , du ino ins dans t o u t e
région i n t é r i e u r e à G et sans point commun avec l u i . On en d é d u i r a
l'existence d'une surface S\z == F(.r,y)| telle q u e l 'o rdonnée de S/
tende vers celle de S, du moins pour u n choix convenab le des
indices i.

Traçons, dans le plan des.r,y, un cerc lée , base d ' u n cylindre q u i
intercepte sur S une l igne L; et, par la résolut ion du problème de Di-
richlet sur ce cercle, f a i sons passer par L une port ion de sur face -S
telle que son ordonnée o(^,j) soit u n e fonc t ion harmonique de .r,y.
II s'agit, s u i v a n t la marche i n d i q u é e par M. H i l b e r f , de démontrer
que S coïncide avec la port ion correspondante de S.

Pour cela, effectuons la même construct ion sur chacune des sur-
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faces S/- de m a n i è r e à ob ten i r u n e por t ion de surface S; représentée
par une équa t ion z === 9/('ï',.y), ç^ é tan t une fonc t ion h a r m o n i q u e qu i
coïncide avec l 'o rdonnée de S/; sur t ou t e la c i r confé rence de c.

Soit , d 'aut re par t , M(;Z*(,,J(/) un p o i n t du plan des ^',j i n t é r i e u r au
sens étroi t a c.

Je dis que la différence F^C^'ip .Xo) •"• ?/(^o».yo)» c'est-à-dire le
serment intercepté sur l 'ordonnée du point M entre les surfaces S^Z^,
tend vers %éro pour i infini.

Nous savons, en effet, que la différence entre les valeurs de F,,
au point (.7*0, y^) et sur le cercle de rayon r, qui a pour centre ce
point, est inférieure a un nombre fixe rj. D'autre part, il en est de
môme pour cp^ car la pente de ^S/ est dans un rapport fini avec la
difterence entre la plus petite et la plus grande valeur de F/ sur la
c o u r I» e L, d i ffé r e n c e < j 1 1 i a < 1 1 n e t é v i ( i e i n i r i (k n t u n e 1 i m i ( ( * s u T > é r i e u r e
fixe.

Donc, on peut appliquer le théorème do M. Osgood a la fbuc-
tiou F /— ^/ dans l'intégrale ( ï 4 ) - L'actîroissenHint de celle-ci est, des
lors, supérieur a ^[V/(,v^,Y^)—^^{a^,y^)—27^, [j. désignant le

nombre positif fixe - —-1-"-1-.'"< . , , .
Or, en sul)st i tuant la surlace S/ a la portion correspondante de S/^

cette dernière surface ne cesse pas de remplir les condit ions que nous
lui avons imposées. Si donc on diminuait ainsi l ' intégrale (il) d'une
quantité non inf in iment petite pour /:":=co, la limite inf(h*ieure de
cette intégrale serait plus p e t i t e que M, contrairement a l'hypo-
thèse.

Mais F/.r,,,^) tend vers F(.T(,,J«); et, d'autre part, ^f;r,p y ^ )
tend vers o(^o».ro); car la différence de ces deux dernières quant i tés
étant plus peti te que le maximum de la différence entre les ordon-
nées de deux points correspondants de S/ et de S sur Cy tend vers
%éro.

Donc, en tin, on a

F(^o» Je) -::: 9(^'oï Jo)»

c'est ce q u ' i l ( a l l a i t é tab l i r .
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m.
11. L'étude des condi t ions suffisantes pou r le maximum ou le mi-

n i m u m dans le problème de Mayer a été, comme on le sait , faite par
M. Kncser dans son Lehrbuch der. Variaiionsrechriung.

Soient

07) .^(^JIT js, • -.».r^ y [ , y^ ' . -, y'n)=o {h ==i, 2, ..., p),

p équat ions d i f férent ie l les reliant entre elles les n^>p fonc t ions y,,
y^ " ^ Y n de la variable indépendantes , le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l
des ^par rapport à y\, y^ . . . , y'^ é tant supposé d i f f é r e n t de zéro. Les
valeurs de ces n fonct ions é tan t données pour x === x^ a i n s i que celles
des n — i d'entre elles pour x == x^ (;x*, é tant plus ^rïind que x^), la
valeur dej^ correspondant à x = x^ pourra être un e x t r e m u m ou, du
moins, aura sa variation première n u l l e , si les y v é r i f i e n t , outre les
équations (17), les su ivantes

( .8) ^ ^ ^ = o (.=r,.,..,n)
c(x ôy, àyi v ' 9 ' '

(dans lesquelles /,, 4, ..., /y sont des rnu l t i p l i ca t cu r s ( j u i ne sont pas
tous i d e n t i q u e m e n t nu l s , qu i ne peuvent mémo j ama i s s ' annu le r en
même temps, et ou l 'on a posé

/== l, ̂ i + k8ï +•. • . + Ip gp,
la quantité

^-1^+^^

étant, de plus, différente de %éro au poin t B d'abscisse x^
Cela posé, pour qu 'une l igne (cxt rémale)

(1.9) y,,= ̂ (x), y^M^). ' " , y/.= \^

vérifiant les condi t ions précédentes, corresponde ef fec t ivement à (m
extrernum, il suffit, d'après les résultats de M. Kneser :
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1° Que la construction de Weiersirass soit possible, à l 'aide des
extrémales issues d 'un po in t A/ pris sur le pro longement de l'are AB
considéré, et dont l'abscisse x est i n f é r i e u r e (d'aussi peu qu'on le
veut) à .z'o. Ceci suppose qu ' i l n'existe pas de foyer conjugué du
'point A'' sur tout notre arc AB et suppose, en outre , que , sur le même
arc, 4'i ne ^i11111!0 en a u c u n p o i n t ;

2° Que l'on a i t la condition de Weierstrass. Celle-ci est relative en
l'espèce au rapport —? 6 é tant la quant i té classique de Weierstrass
formée à l'aide de la fonc t ion /'.

On le voi t , les deux c o n d i t i o n s précédentes i m p l i q u e n t une hypo-
these c o m m u n e ( f o r m u l é e , en effet , par M. Kneser) à savoir que 4^1 (^t

constamment différent de zéro.
Or, cette hypothèse ̂  7^0 n'est n u l l e m e n t nécessitée par la nature

de là ques t ion . Nous avons vu que 4^ (^ o ] l^ C^Te d i f Ï e r e i i t de zéro en B.
Mais rien. n 'empêche qu^ i l ne s ' a n n u l e pour une ou p lus ieurs autres
valeurs de ,r.

On peut é t a b l i r que, s'il en est a i n s i , l'exirernum est encore (muré.
Seulement on devra, dans la c o n d i t i o n de Weiorstrass, donner à ^i
la va l eu r q u ' i l a au p o i n t B (c étant , au cont ra i re , calculé en sup-
posant que '̂ p renne successivement toutes les va l eu r s en t re x^
et^).

I l sunit pou r cela de se servir de la réciprocité q u i existe ent re
le problème de Mayer proposé et les problèmes analogues que l'on
obt iendra i t en cbercbant l 'extremum de la va l eu r t ina le de y<
(i=. ï , ^, . . * , n) l o r sque toutes les autres valeurs finales sont
données.

La construct ion de Weierstrass relat ive à u n tel problème est la
suivante :

Soient x, Y,, , Y^;, .... Y^ les coordonnées d 'un p o i n t vois in de notre
extrémale, c'est-à-dire telles que les d i f f é rences

Yr- l i(^) , Y^U^). -., Y/,—U.2Q

soient petites. On devra dé terminer u n e extrémale

( '.w ) y\ "— Ai ( j' " ) , y., :1:= Ag ( ̂  ), . - . , yn == An ( x )
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issue du poin t A/ et don t les équat ions so ien t vé r i f i ées au p o i n t consi-
déré, à l 'exception, non plus de la première d ' en t re elles, mais de
celle qui correspond à l ' ind ice i. La différence Y / — A / ( ; r ) sera, au
contraire, d i f férente de zéro, en général : nous la désignerons par A^.

Une telle cons t ruc t ion sera possible d'après ce qu i précède dans le
voisinage de tout po in t M de notre extrémale pour l eque l r^, ana logue
à ^,, sera différent de zéro et qui , d'autre part , ne sera pas foyer du
po in t A'. El le fourn i ra une valeur b ien d é t e r m i n é e de A/, q u i sera u n e
fonc t ion de ^*, Y ^ , Y^, ..., Y/,,.

Soit A/, la q u a n t i t é analogue à A/ ob tenue en r e m p l a ç a n t l ' i n d i c e i
par l ' indice k (et supposan t , b ien e n t e n d u , que la cons t ruc t ion de
Weierstrass cor respondan te est é g a l e m e n t possible, ce q u i a r r i ve ra
si ^/c est d i f f é r e n t de zéro). Ces d e u x q u a n t i t é s — et, d ' u n e m a n i è r e
générale, les q u a n t i t é s analogues re la t ives a u x diverses va l eu r s de
l'indice — ne peuvent s 'annuler que s i m u l t a n é m e n t , a savoir l o r sque
toutes les équa t ions (20 ) sont vér i f iées en m ê m e (emps . Le l i e u S des
points (.z-\ Y ^ , ..., Y//) de l'espace a n—i d i m e n s i o n s pou r l e sque l s i l
en est a ins i n'est autre q u e le l i eu (sorte de s u r f a c e c o n i q u e ) des
extrémale s issues de A/-

Des lors, on constate que , tou jours au vo is inage du p o i n t cons idéré
de l 'ext rémale (19), les p r o d u i t s ^/A^, ^/A- (p^ c o n s é q u e n t , les
ri produits de cette espèce s ' i ls ont pu être d é f i n i s ) ont le même s i ^ ' / w ,

Cela posé, adme t tons q u e '^, non n u l en B puisse s ' a n n u l e r entre A
et B- Comme cependan t les n q u a n t i t é s ^/ ne p e u v e n t pas s ' a n n u l e r
toutes en même temps (sans q u o i , i l en serai t de même des /), ou
peut diviser l ' i n t e r v a l l e d o n n é en u n n o m b r e f i n i d ' i n t e r v a l l e s p a r t i e l s
clans chacun desquels , ex t rémi tés comprises, l ' u n e de ces q u a n t i t é s
(et, par conséquent , aux points de d i v i s i o n , deux au moins d'entre
elles) soit ^= o. En par t icul ier , dans le d e r n i e r d 'entre e u x , about i s -
sant en B, ce sera le cas pour ^i .

Le raisonnement de M. Kucser s ' app l ique , dans chaque i n t e r v a l l e ,
à l 'accroissement de l 'une au moins des q u a n t i t é s A/. I l montre que
si C^>o et si le signe commun des q u a n t i t é s ^A^ est p o s i t i f au com-
mencement de l ' intervalle, i l en sera de même à la f i n .

Il est clair que nous pourrons opérer a ins i de proche en proche sur
chacun de nos intervalles successifs, jusqu'au poin t B» En ce point ,
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par conséquent, les produits ^A/ et, en particulier, le produite,A,,
sont posit i fs.

Ce résultat, joint a celui que l'on obtiendrait en partant de l'hypo-
thèse 6 < o, nous montre évidemsnent que :

Us conclusions de J/. Knesersoni valables même si ̂  change de si^ne
entre k et B (pourvu que £ n'en change pas et qu'il n'y ait pas de foyer
conjugué dans F intervalle);

La valeur de ^ ( /u ' i l faut j aire fleurer dans la œndiuoii de Weier-
strass est alors celle ( j u i correspond au poi/U B, et: non celle qui cor-
respond au point variable.


