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SUK QUELQUES OxÉNÉlULISATIONS

DU

T I 1 Ë O H E M E DE M. MCAIM),

PASS M. E. LANDAli,
A «KKUN.

En î ()o/i j'ai démontré ( 1 } le théorème suivant :

TniÈOHÈMi-; I. — Soif. une fonalion an€d.yli(fw

G ( iV ) —• ̂  "-h ^i ̂  -{.... ^y ̂  -.4.. . . 4« ^,^ ̂ /// ..4,,,... , .,

régulière en ̂  ^= o, pour /w/ue/le

(Î^O.

Il ^wlc if.n cercle
[ . r | < J Î :-:-:: R(^^,),

dont le rayon (lépeîui nGidefneni de a^ ( ' ï a, (et non des autres coejfi-
ci^nl-s a^, r/;p ..., a^ ... ), à l 9 intérim fr duc/u^l ta f(mcUon G(^-') powk/e
un poini singulier on. prend, au moins une fois l'une des valeurs zéro
el un ( 2 ) .

('rest une ^énér i i l i sa i ion du théorème classique de M. Picard, d'après

( 1 ) Ûl^'r chic Fcrfdl^'mcincrini^ des Picfirfhcitm Saiscs (Srizun^herf alite, (far Kon.'i^-
Ifcfi /^mvAW'/^'// /Ikndrnih' (ter ^îsscnsfhafiMn, Berlin, p. i n8 - ï î 33 ) .

('''•} K <*H|, facile (rnitrodinn* (l<îns l.ous les énoncés doux consUmtes qiioIcoïKjucs a^ b
(dilrércnics cuiro elles) au lieu de o cl ï .
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lequel toute fonction entière (qui n'est pas constante) prend au moins
une fois l'une des valeurs zéro ou un.

En 1906 j'ai publ ié un Mémoire plus é t endu ( 1 ) ; i l rend compte
des résultats remarquables trouvés récemment par MM. Hurwitz ,
Schottky et Carathéodory dans le nouvel ordre d' idées i n d i q u é par le
théorème I, et il développe certains théorèmes nouveaux. Dans le
dernier paragraphe (1.6)? qui ne se rattache que légèrement aux, pré-
cédents, j 'ai démontré , entre autres, ce théorème (a), qu i formera le
point de départ du travail actuel :

THÉORÈME II. — Toute équation trinôme

Oc, + a^ x 4- a^ x'1- := o,

où a^ =^= o et n ̂  2, possède nu moins une racine dans un cercle

i^i<B..^;R(ao,^),

dont le rayon dépend de a^ ci de a^ mais non pas de n et (le a^.

En effet , pour a^ == o, l ' équat ion possède la racine o, et pour a^ ̂  o,
la subst i tut ion

^0j; ̂  ^î' y
a/

ramène l'équation

F ( ̂  ) —: UQ -f- a^ x "+- a.^ ̂ rt ::::: o
à la forme

î p /^o \ n^n'1 1
-..,— |< ^1 y :—: ï "4- y 4- --£..,-. JL»,, v fi-— o
a, {a/} r r r a'[ f} ' 0?

et j'ai démontré, à l 'endroit cité, que l 'équat ion

( r ) i -{-y "+- ay" •:::::: Oy

où n^, possède au. moins une racine qui sa t isfa i t à l ' inégali té

|J|^.

( î ) fjhcr den Picard^hen SaU ( riertdjahrm;hnft der ftaturfonitihchdcn (y^ell-
schafl in Zurich, t. ÏJ, p. %5'<t"3î8),

( 2 ) TIléorèmo XXÏX, p. 3i6.
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Quoique la, démons t ra t ion , qu i m'a condu i t à cette proposition et
que j 'a i donnée à l ' endro i t cité, ne soit longue que de quelques lignes,
on peu t la s impl i f ie r encore. Je prof i te de cette occasion pour donner
u n e démonstrat ion p lus simple, que j 'ai apprise par une communi-
cation de M. Hurwi tz . Soient y,, . . . , y / , l e s racines de ( i) , rangées
suivant l 'ordre croissant de leurs modules :

Alors

donc

4- jï | = | — ay';

\y^\y^--'i\y^

(_.i)"
a .-= —————— ?y \ y ^ " y ' ^

^_ lyil'_^= Zi ... 21 <i . i . .
i .y i l -*-LrJ 72 y^

]yJ^ | ( f+yO~î l ;^+I=3.

D'autre part, i l est b ien connu , d'après le théorème de M1. Picard,
que toute fonction ent ière et impaire (non i d e n t i q u e m e n t n u l l e )ère et

Oi x "r ^a^1 + ̂ s^ +" - • •

admet, sans exception, chaque valeur; car elle est égale à zéro
pour ^ = = = < ) , et, si elle é ta i t , dans tout le plan, différente de a,
où a^o, elle serait aussi différente partout de -a, ce qu i est
impossible. Ma proposition 1 fou rn i t , plus précisément, ceci :

THÉOHÈME III. — Touu fonction analytique régulière au point x = o
et impaire

G ( ,'r ) "= a^ x 4- 0.3,r3 +• a^ ̂  -h-....

pour laquelle a, ̂  o, est ou bien singulière ou prend la valeur i dans un
"cercle de centre o et de rayon R(^ ) ne dépendant que de a, et non de 03,

a^ - . -

Car la fonc t ion
/+j«^) ̂ L^^^^.^U [ ^

'A 2 2

est, d'après 1, singulière, o ou i dans an cercle |^|<R, dont le
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rayon ne dépend que de a^ GÇv) est, dans ce cercle, s i n g u l i e r on
bien égal à ± i , donc, clans u n cer ta in po in t de ce cercle, à i.

En d'antres termes, la série
x +• &i x^ -h &a ;y5 +...

cesse de converger ou prend la va leur r dans un cercle de rayon abso-
lumen t constant .

Comme je l'ai déjà di t , il n'y ava i t guère do rapport entre le théo-
rème II et les proposit ions précédentes de mon Mémoire cité. Je viens
maintenant de trouver une telle l ia ison, en é tabl issant un n o u v e a u
théorème qui contient en même temps les théorèmes II et I I I comme
cas particuliers.

Avant d'énoncer ce théorème, je vais i n d i q u e r comment j 'y aî été
conduit.

M. Hurwifx fiiy dans une lettre, les réflexions suivantes se ra t tachant
au théorème III. Dans les (onct ions impai res , l 'exposant parcourt la
série ar i thmét ique î , 3, 5, ... (1), et l'on peut f a i r e un r a i sonnement
pareil avec toute série a r i t hmé t ique ï , :i -+- v, i -h 2v, ..., où v > ï .
En effet , si £ est une racine v1^"6 de l ' u n i t é supposée d i f f é r e n t e de i ,
la fonction

(î (.^ ) = a^a; -+• a^x^ ̂  a^x^-^ -4-" . . . (a^ o )

sa t i s fa i t à l ' équat ion f o n c t i o n n e l l e

G(£.r) :::-£ G (,/;);

donc, si, pour [ < r | < r, G ( x ) est régulier et d i f f é r e n t de ï , G(^) est,
dans ce cercle, dHïe r en t de £; par conséquent , r est i n f é r i e u r à un
nombre ne dépendan t que de v et a^ et non pas de a^, a^^, ....

En posant a, == — j (u) , on voit que la fonct ion
î 4- x — a^ ̂ w— a^^aî^"^—. ..

( 1 ) En d'autres termes, îes coefficients dog autreH {ïiiissancos do x HOIH Huprx^éH é^aux
à zéro.

(5l) Cela ne reHiroint pas h ^ériéralitô; car on y ramène lo can ^éri^f^i on posant
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ou, en d'autres termes, la (onc t ion

( 2 ) ï + .x- 4- ^^l"l"v + b^^ --(-...

a un poin t s ingu l i e r ou un zéro dans un cercle \x <;R, dont le rayon
ne dépend que de v et est indépendant de b^ 63, .... L'entier v était
supposé fixe et ;> ï ; pourv == ï , un tel, cercle n'existe évidemment pas.

A la sui te de cette c o m m u n i c a t i o n de M. Hurwitz, je trouvai que la
f o n c t i o n (2) possède un p o i n t s i n g u l i e r ou un zéro dans un cercle
| ^ * | < < H de rayon abso lument constant , indépendan t de b^ b^ ... et
de v. C'est le nouveau théorème a u q u e l j'ai fait a l lus ion à la page 182,
et i l est év iden t qu ' i l con t i en t comme cas particuliers lesproposit ions II
et t l l (1). Je d i s ' donc :

THKOHÈMK IV. — ,// eû^islo âne eonstanle absolae ̂  teUe que toute série de
puissance}!

, ̂  ̂  4» ^.i"'-v + ̂  ̂ •-^v ,4,......,

où v ^>' ï , et ({(M eîîl aower/fefUe pour | x \ <^ y, possède au moins an zéro
dwis ce cercle^

Demoi^lmiion. — Soit la 1 onction.

V ( . v ) — ï -h ̂  + h^^ -+- b^'^^ .. •,

où v ^> î , régulière et dillerente de o, pour \x\ <^r. Soit e une racine
v"'1"*'de l 'unité, que je suppose choisie de telle laçon que son argument
soit compris entre j'n: ( inclusivement) et ^TC (exclusivement); ce
choix est toujours possible, et je suppose que, d'une façon quel-
conque, on l'ait fait pour t o u t v > i (2). Comme

F ( S ^ ) = = X + Ê [ F < ^ ) — I ] ,

(1 ; On pourrait donc dire qu'il eonUônfc ÎÏ et a, avec Ï, un diviseur commun qui n'est
p?ts trivial.

( % ; Ceux qui exigent qu'un choix quelconque soit fixé d'une manièrounivoque, peuvent
prendre loujourg collo des racines v^"'" de Fumtô dont l'argument est ^ ^TC et aussi rap-

proché do ^ T! que possible.
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on aurait, pour \oc\<^r, non seulement
V(3C)^0,

mais aussi

d'où
F(x)-^i-e;

F(a-) i œ bt xt+v+...^o, ^i,

par conséquent
no-eM^. '^ „—— g j ——J g "4" .-x' 4-. . -T^ o, ^ ï ^

pour [ ̂  <^ ,———, et, a fortiori, pour | ̂ * << ^ (1 ).
| 1 £ ] '2

Or, si ç (a) désigne (2) la l imite supérieure du rayon du cercle de
centre o dans lequel une fonction

a + x +.. .

peut être régulière, ̂  o et =^= » , l'on sait que, dans tout domaine f in i
du plan des a, cp(a) est infér ieur à un nombre fixe. Ceci a été démontré
pour la première fois par M1. Hurwi tz (s), et j'en ai donné une démon-
stration plus directe ( / (). Or, comme

•-'•"• ^<^'
l'on a

i — s | -:= 1 1 — cosS7 — i si û 5" '1:̂ 1: \J^ — % cosS" > ^/'f,

T^^^l*

(i) Car x - r
% '- [ ï — e 1 •

{ î ) Mon théorème I prouve que y (a) est fini.
(3) Cela résulte du théorème I de son Mérnoirô Uber die Ânwendwi^ der clliptwhm

Moduif u.nktionen auf einen Satz der aLIgemeinen Fun/euonent/leorle ( ^i^rteijahrsschi'tft
der naturfor,vc/ienden (ÏesdUchaft in Zurich, t. X1JX, 1904^ p. 9.^). Ce ttléorème 08t
reproduit comme théorème VIÏ à la page %02 dû mon Mémoire de i^ofL

( 4 ) Le fait est contenu dans mon théorènie XXÏÎ de îa pa^e -281 du Mémoire de 1906.
ïy ailleurs les forniules ('.>,) à (7) à la page I X ' A X de ïnon Mémoire de H^ prouvôiiit <||ue,
pour tout domaine fini et évitant les points o et i du plan des a, 9 (a) est borné, ce qui
suffirait pour le but actuel.
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Donc, puisque
r < 2 y ( ——— j 5
- ^i-e;

r est i n f é r i e u r à u n e constante absolue y, ce qui prouve le théorème IV.
Je désigne par À la constante exacte dont je v iens de démontrer

l'existence, savoir la l i m i t e supérieure du rayon du cercle (1), dans
lequel

ï ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ l+V ̂ . /^.^1-1-2V 4^ _

peut être convergent et d i f f é ren t de o. Ce q u i précède, prouve que X
est in fé r ieur ou égal à la l im i t e supérieure (2) de 2 < p ( — — ) et même

à celle de | î "— £ | o ( ——--" ) pour £ == e ' 3 ' , ^ ^ £r< ̂ . Cela conduit* \ i —- s / ,,) "~ ,->
à évaluer numér iquement une borne supérieure, qui ne sera pas très
élevée.

On n'a qu'à trouver un, nombre supé r i eu r à, | ï — £ | y ( — ~ — )\ i E j
9., '.'•* 71 ,-• ;- ,-- (\ TC / v / <i \()0ur £ = e^, ^ ::; à^ —• On a ( 4 )

0 (7—7} = (7:r^ ?(' — Ê ) "= ^—^^ ? ( ^ ) .
Donc

À^l in 'n te supérieure de ,——^..cp^-9"') pour ^^î-'y--

Or, M. l lurwitz ( /1) a prouvé que

(3) 9 (a) ̂ 6 ̂ p^j-^rTj.

( 1 ) De c<*ritre o,
( î ) D' iul loufs colio lîrnite supérieure fâBl atteintô par la fonction continue de 3" en question.
( ; { ) D'Hpi'ès les propositions XX et XXÏ do mon Mémoire de 1906, page %8o.
( 4 ) Voir son thé()rèrno 1 à la page '24^ de son Mémoire. Il est vrai que M. IIurwit/. n'a^

dans rénonco et dans la démonstration de son théorèmey que la consUmte'-^ (au lien de 16)
au second membre de (3 ) ; il dit seulement, dans une note au bas do la page 247? qu'il sait
abaisser w. à t6. Un voici une démonstration, un peu différente de celle qu'il a sous-
entendue. (Pour l'explication des signes, je renvoie à son Mémoire cité). M. Hurwitx fait/
danH son texte, la représentation conforme du demi-plan 3(w) > o sur lo cercle de centre o

Ann. Éc. jNwm., (3 )^ X X Î V . — A.VKIL 1907- '^4
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cp ( s ) 516 ̂ JTl2 \/fi~^"7| == 16 \/\T^-e\
ï ^ 16

£) ^ ——==——-.?
i—e

. ,- 16 ..
^^<^-

V^

Voici comment on peut procéder sans l'usage de la relat ion (3) de

TCl
,T—— 0)

et do rayon ï par la fonction G , ce qui donne, en introduisant w^ o>(> -h '<" i< ' ' / i .^4- . . . ,

l . r-+-. . < l ,
Ttl 7T i-y^o -^-û),, -rc/c.^ f^

c< "4^t ^T""
•^d TT/<"i ('/ï

TC 1 <'•! ̂ i

Si, au contraire, on rôprésento le denu-r)lan MUI ' le corcio par la fbrK'tion "1--^^^^^^^^^ ou ^o
1^ " ' " " 1 ' <0 "" WQ

désigne le nombre complexe conjugué à oo, on obtient

^i ̂ i !- , , _ - 1 . - . * ......z- ^...,,
y.j<(«)o)^ ï

Jr̂ ll.,.̂
% 3 (t»)o) •" '

. ri^^'^0^
| c^ai\ î

or, pour p > o, on a

p ' ^ . -e"./ ..-.. ^
d'où

. -3(^<,)
() ('.'

iru' j FÏ ̂ i (

Le second membre de l'inégalité de M, Hurwi t% peut donc être multiplié par À; la con-
stante 21,148 que sa démonstration a fournie (^ n'en était qu'une valeur abrégée) peut
donc être remplacée par -i^li-^-y donc, a fortiori, par 16.
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M. Hurwi tz . 9(s) est la l i m i t e supérieure du rayon r e l a t i f à

g 4.-,y 4». . .^ o^ ^ i.

Or, si, pour j.y <; y,

£ 4- x 4-. . .T^O, ^ :î,
on a

û.. ^
g 4_ .y ..̂  . . . •r= /? ' - h 'i ""'" .-= ^(a"),

ou ^(.r) est uno f o n c t i o n r egu l io ro et d i f î e ren le (entre autres valeurs)
de o et de air / pour \x\ <^r. Comme

^) ... ;7 ,---'i..-....-...,.o. ^,,
'>,7U '̂ 7!: 277£/

on a

( c- -._
Cp ( £ ) :̂ [ '-l TTc 1 9 :-- ) -.:,, 2 77 <!»,

••i 7: /

où (I> est la l imi t e supér ieure do <p(a) pour l, "^a^ ^ ou, ce q u i dit la

même chone (1), pour ^<^^^ Or, pour o<a< x , ou a (2)

îo^^4-logi6-^P.a^

c p f a ) -•:::'•: '•i -••--••• "•-•1

a-'-i-^/'.p^"1

où les p,, sool, pos i t i f s et jii, == ^; il en résulte, pour o < a < i ,

1(>S- 1 les 1 6 — a / , , ,
.(.)<.-". ^ -.-_—-i- - ̂ .̂  (l.̂  ->- los.ti - , ^J;

a 2

( * ) Kn vertu (lo 9 ( i — '/.,) ••-•-• '•f ( ^ }-
C ^ ) Voir pa^o ^99 do inon Néinoiro do ^ 9 < > ( > - (^ ts l une '"terprélaLion du théortïme de

M, Caraihéodory, q u i a délenniiiô ex{)I ici toinonl la (onction ? f ( a ) .
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le troisième membre de (4) croît avec a, p o u r ^ a ^ j ; donc
2
)̂ / ey \

€><4~——( log-+ îog ï6~ -)=: loga4—~<^85,
- -4- 0 \ 2 l>/ ^

3 • "

À < — — Â T C . 2 , 8 5 < I I .
\/3

On peut, de même que pour la progression ari thmétique ï , r +v,
ï 4-2v, . . . , établir un théorème analogue pour toute progression
ari thmétique 7c, k + v, k +- 2V, . . . , ou k et v sont des ent iers posi t i fs
tels que k ne soit pas divisible par v. En laissant k et v fixes, je dois la
connaissance de ce f a i t à une communica t ion de M. I.Iurwilz que je
rappellerai tout de suite. Plus tard, je démontrerai r indéperulance de
la constante en question de k et de v,

M. Hurwitx observe que la fonct ion
G(^) == a/^^•/<<+ a/,4.„v.•-r;/':4••v•+- a/,^^^-^^.. .

satisfait à l'identité
rt(^)=^G(^),

où £ est une racine v^ quelconque de l 'unité. Supposons
a^o;

alors le changement de variable

^-=^ ( 1 )
\]ai,

ramène l'étude de G(x) à celle de
F ( x ) = ̂  + b ï ^^-^.+- b^ ̂ -^ - h . . . ,

et l'on a,
F(s.r) :=:6^F(^),

Soit & une racine v^ de l ' un i té telle que
Ê^î (^

( 1 ) Ou ^^ dé^no (mo valeur (inolconque do la nwme À""''"0 de a^.
( ï ) Go choix ûsl possible, {îliisqu'oli suppose quo /*• n'egt i>as di visible par v.
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Si, pour |^| <r, F(^) est régulier et ^=-~ r, F(^) serait ^ - ̂
dans ce cercle ( f ); donc, pour | ̂  | < r,

^ ̂  _1__^ ,.̂ +v ̂  __ ̂  o, ^ I .t -h F(^)
î — S7'' 1 — £"•

Or, si une série
( 5 ) 6\) 4- c/,.%^ + C/,.n ̂ /l'"1"1 4- . . .,

ou A":!, f^T^o, est convergente, 7^ o et 7^ ? pour \x\ <r, ̂  est infé-
rieur à une limite ne dépendant que de c^ et c/, (2). Gela prouve que
la série

F ( .r ) -:= .y^' -h ^ î ̂ fc^ -h ^2 .^ '̂̂ ^ -+-...

est ou bien divergente ou bien é^al(i a — î pour un point du cercle
|^| < B, ou K ne dépend que de A- et de v.

M. Hurwitx a même prouvé a, l'endroit cité que, dans les hypothèses
faites sur la série (f!),

A cette remarque de M. lïurwifc%, j 'ajouterai main tenan t le théo-
ré m. (ï :

THÉORÈME V. — La série

( ̂  ) i 4- ̂  4- b, x^ 4" îh ̂ '"̂  + • " ^

( 1 ) Gela prouve entre autres qu'une fonction entière de la {orme

0^4- ^A-4-V.^+v<+•^Âf+2V^^2v^"•- • •

prond fouies les valeurs, si ello n'est pas identiquement noilû.
(2; ¥oîr UUHWIT%, i>age'246, ttléororne II, reproduit dans mon travail de 190^ comme

théorème VU1, à la page ''^. D^ailleurs déjà les deux méthodes de mon Mémoire de 1904
i'( » n fn i ssen t i m tued i <» tern e n t co t.liôorè m e.

C'^ DanB son texte, il met '^: mais -^ t)eut être remplacé ()ar 16 au moyen de son rai"
sonnemont sous-entendu ou comme à la note 1 do la page i8'> du travail actuel.
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où k et v sont des entiers positifs tels que v ne divise pas k, cesse de con-
verger ou possède une racine dans le cercle \ x \ <^ y, oà y est âne constante
absolue, indépendante de 6{ » &a, ..., h et v.

Démonstration. — Pour tout couple k, v, le nombre & peut être choisi
de façon que

S^I

et qu'en même temps, l 'argument (le ê soit compris entre - TC ( i n c l u -

sivement) et ^ 77 (exclusivement:); car, si s parcourt les racines v^1"^
de l 'unité, e^ parcourt les racines ^"^de l ' un i t é , on p- est égal au
quotient de v par le plus grand c o m m u n d iv i seu r de v et A, [L é tant
toujours supérieur à i. Par conséquen t , ———^-r est i n f é r i e u r ou é^al,

en valeur absolue, à nn nombre fixe ( — ) indépendant de k et de v.
D'après (6), on a donc

On pont abaisser la borne trouvée en considérant (pu*

i ~ ^
f 1 •>««.»» eik 1 / » e'i/i" \ nnh' )
ï^ 14-".^)-'' 4 V I ~ Ê }"'' ' 4 " • ' t

converge et est différent de o et de i jK)u r | x \ <^ r\ d'oii

,- k / ï6 ;t,——.» /,———.—,- / i(-) ,, i c / 16 .. :i61-Vn^^v/i^^i-'-^-i-V^^V^^^.^
Le théorème qui vient d'être démontré prouve que la l i m i t e supé-

r ieure du rayon du cercle dans lequel la série (7) peut converger et
être différente de o, est f i n i e » En désignant cette constante f in i e par A,
il est facile de démontrer ceci : A est la l i m i t e supér ieure de la valeur
absolue du plus peti t %éro de tous les polynômes de la fo rme

î -411- ̂  -h ^^"11'/4- /^'^li'13y•+'• . -4- ^^••111^.

En effet, si je désigne provisoirenuînt cette limite supérieure par A ,
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on a d'abord évidemment
A^A;

d'autre pari, i l existe, S >• o étant donné et supposé -< —i une série
de puissances de la forme

P(x) •:= i -h .-^•4- ^pr^-^ ̂ ^'^--t-. . .

convergente et difÏérente de o pour [ < r | <^A — ô. Comme cette série
est u n i f o r m é m e n t conver^enle pour \x\<,^— 2<S, il existe un nombre
positif/.» et un entier p o s i t i f s tels que, pour |.^|:£A -— 2$,

[P(^) |> / .
et

1 b^:^H^+ ^4^^4'(/'4"•%)v+... ! <p:

II s 'ensuit que, pour [»r | ' ÎA •— 20,

| i 4^ ,y^ .4., ̂  .^^•t-v ..^... ...^ h^j;f^''^ | > ̂  —^ := o,

ce q u i prouve que

on a donc
A^A;

A^A ( 1 ) .

Je vais maintenant , pour les fonctions impaires (^correspondant à

( 1 ) Pareil lornent, ()our bion des questions analogues, lôs polynômes fournissent la même
lirnito Hiii térioure que les fonctions ontiores oi les sôriosdo [missaiicos quelconques. Ainsi
lo th,éorèine 111 no dit rîon (le plus que cotte proposition al^ébrique^ quoje ne suis pas en
6ial do (iéniontror dirociomont :

''/'oui polynotufî impcur de Uï jornui

x 4" €h .^ + <n ̂  -h ... •4~ ^2//,-i-i ̂ 't"¥l

(centra-dira où le confiaient de x é^aie i) prend la 'valeur i pour CM moins une -valeur
de x dont le module ast in/ericur h une consi an te absolue.

Cela nippeHe vaguement (niais très vaguement seuletnonfc) une proposition démontrée
pin' Tdlébychef ('voir par exemple OEwres, fc, ï, p. 3o6}, qui est beaucoup moins cachée :

Si l '6<i nation
.yîi/M1! 4,,,. A.^'2""-"11 -•h. . . 4" U.r3 "i~ J X 4- ^ ==== 0

ne conifent que des puissances impaires de ^, elle a au moins una racine entre — '2 et 2.
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k == i , v == 2) et pour tout autre couple de valeurs fixes /c» v où v, est ^> r
et premier avec /c, transformer le problème de déterminer la con-
stante absolue correspondante dans un autre qu i est moins difficile à
résoudre (^.J'avais communiqué les remarques suivantes à M. Gara-
théodory, qui, en se servant de méthodes analogues à celles de sa
Note précédente, réussit à résoudre le problème transformé de déter-
miner la constante cr == o-(A, v) do théorème VI qui va suivre ; il compte
publier prochainement (2) sa so lu t i on , au bout de laquelle il est même
parvenu à déterminer mes constantes A et A des pa^çes i85 et 190.

Voici ma transformation :

THÉOKÈME VI. — Sou p = p ( / c , v) la limite supérieure des rayons r tels
que la série

ï + ̂  ̂  ̂  ̂ -+v ̂  ^ ̂ /<-+.2v ̂  _ ^

où k et v ^> i sont fixes et premiers entre eux, puisse être convergente et
différente de o pour \x\ <^r. Soit cr =^ o'(^, v) lu limite supérieure des
nombres r tels que la série

.̂ •4- ^i^'4'1 + ̂ â^'4'2"^ * . .

puisse être convergente et différenle de ("•-" \^ pour \ ̂  | <^ r et rffwoir (fue
des zéros d'ordre dms'ible par v pour o <^ | ̂  ] <^ i\ On a alors

p ̂  ^(7.

p est certainement f i n i d'après les développemcïnts des pages ï88-
189 et le fait que or est f i n i sera démontré par le théorème VI
même (").

( 1 ) Le cas général, où k et v oni le plus ^rand commun di viseur ^(supposé diff'éroyu
de v) se rfimèno immédiatement au cas traité dans le texte en pûBîml .^ssj. La con^
stun te cherchée est la ̂ m(' racine delà constante correspondant aux doux riornhros . et .
premiers entro oux.

( % ) Dans les Compter rerutuR hebdomadaires de^ fséa/ice^ d^ l'Âcft.dérïWî des ^lancc.v
à Paru'.

( 3 ) Le nombre o" serait naturellement Itô mêrnfô (îii mettant i au lien de (^-'îf dans
l'énoncé préeôdont. ,La seconde i)î:irtie do la démonstration montre queer est fini aussi dans
le cas i < d < v »
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Démonstration. — 1 ° Soit, pour \x\<^r, la fonction

/( ,r ) =: .z '̂ 4- (^^lw 4" ^.z^-1-^ •-•1- . . .

régulière et ^- — i. On a, pour |;r <^ r,

[/(.2•/|• /:=,z•^(I4-^l^4-...)v

régulier et d i f f é r e n t de ( — if. (A\r a u t r e m e n t , on a u r a i t » dans u n
certain point de ce cercle,

/(.^o ) — — £ ,
ou

Êv -:-:::: j

ce qui est en contradiction avec l' identité

/(s.r,,) -eV(^) (poure^î);

en elÏet, pnisqlK» /* et v sont •()r(,uniers (^nlK,^ eux, e (^st d(:î la fonne Ê"71',
£ étant un(î racine v"'"^ <^)nvenabl< k l ï lent cli.oisie de l'unité, et l'on aurait

/(£^):==-I.

En posant ^=='j,

[/( ,y )p =; y^ ( ï .4- ^i y "i-... ̂  = .y^' 4- ^1 j^4"1 -+-...;

cette fonction ^ ( y ) est régulière et diiïerente de (— i)^ pour \y\ </•v

et n'a, i)our ^<^\'Y\<^r!\ ({IK* des zéros d'an ordre de rûiiltiplicité
divisible par v. Cela prouve que

p S^.

2° Soit, pour |y| <^ A*, la fonc t ion

^(y)^^'».}"^!^1^...

régulière, 7^ (— ly^, et n ' ayan t (abstraction fa i te du po in fc j== o) que
des %éros1 d'ordre d iv is ib le par v. Alors

^ ( ̂  ) = x^ ( ï -4- a ï ̂  -h... )
.^//-M. A^ Nwm., (:i), KKIV. ~" MAÎ 1907. 9r)
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i i
est régulier et-y^ (— 1)^ pour |.r| <; ̂  et n'a, ponr|;r[ <^^ (y compris
le point x = o), que des racines d'ordre divisible par v. Donc

yg{^)-=-zf{x) rr-y^-t-- ^pZ-^-4-" ̂ .r^M". . .

i
est régulier et différent de — i pour \x\ <^ .y\ ce qui en t ra îne

A p.
Par conséquent

p r= yÇ:

Comme je l'ai déjà dit, M. Carathéodory va publier la détermination
de a(/^,v) qui fournit, en vertu de VI, celle-de p(Â:,v). Ainsi, |)our
le cas particulier k == i, v ̂  2, il a trouvé le résullat suivant :

La limite supérieure du rayon r dît cercle \ x \ <^ r dans lequel un.e fono
lion impaire

.r -h ;̂( ̂  •-(-1" Og x^ 4-. . .

^^z/ (?/ni régulière et diffèr'enle de — \, a poarvalear ^ ç / ( t î - ) (̂  )^ o^ ^('a)

^•^ /a fonction c/ue M. Garathéodory avait déterminée dam m Noie
de î<)o5.

Après avoir appris par M. Carathéodory que

P(^)=»9(1^\ 2 /

j'en ai trouvé la démonstration directe suivante :
i° Soit, pour j oc\ < r, la série

F(^) == s 4- .̂  •{.-. a^x^ -h ^^.r^-f-,,,

( 1 ) lyaîl îeurs, (ralîrès nno remarque de M. ÏInriô^s que j^ii cîtéo î i la page ^74 <î^ mon
travail do npG,

ns;--^!1'^; -^••- ^(O-----^ "'G
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convergente et ̂  o; elle y sera également 7^ 2, d'où

F(^) ï .r <^ ,. ^; ,. ,—— = - -h "- + — ̂  + — .̂  + . . . 7^ o, ^i,
2 2 9, 2 2 ' '

r-<^\^ '

p( l , 2 )^^ ~ "

2° l.a io ne Lion

^ -

ï 4..

^ ^n^i
ou À (^s t pris (hms î 'aecei ï t ion ([(^ ))a^es 2^7 et 270 de mon Mémoire
cite, est régu l iè re , ^o et ^ 2 p o u r | ^ | < 2 ' p [ ^ ) ; de plus, dans le
déve loppement

F(^)^^^..^
rt£3(l

on a
a^ ;•;•.: '.î}.(/) :— î ,

^F:;,.,-:^^^-^.

J 1 )
\a/

a, ::•.,-: -.^/(Q --Ç,̂ . r^ ̂ '(0—=^
/ il \ / '

,—(•).'(() v'(.;.)|~——i;/(<)<v(.^ -"-- / ' ( ( ) ' / (^) -=•;
\ " / 1 \ •" / \ " /

e n f i n , ce qui est l 'essentiel , en vertu de l ' iden t i t é c o n n u e

W+^j;)=1-
on a

ï 4-
^ \

a 9 i.
4-^^^V ( ^ ) 4- F ( — ^ ) ^.^A7 /— .î£'

^,
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ce qui prouve que F(^) ne cont ien t , abstraction f a i t e du ternie con-
stant, que des puissances dex à exposant i m p a i r ; cola e n t r a î n e

p( i , a ) ^ 2 î p ( ~ ) ,
\ " /

donc
p ( l , 2 ) = 2 ® Q j .

J 'a r r ive m a i n t e n a n t a une p r o p o s i t i o n d 'une a u t r e n a t u r e (nie cel les
qu i précèdent , niais q u i f a i t aussi su i te à ma g é n é r a l i s a i ion 1 d u
théorème de M. Picard. La f o n c t i o n ^(a) s a t i s f a i t aux r e l a t i o n s ( ' )
fac i les à démontrer

9(1—a)- : y (a),

^^)^^w.

1/ensemble des valeurs dér ivan t ( ) ( » a par la compos i t ion de ces
deux transibrmations est, comme l 'on sait , f i n i . Voici m a i n t e n a n t u n e
é q u a t i o n f o n c t i o n n e l l e p o u r ' p ( a ) d o n n a n t l ieu à un ensemble i n f i n i :

(8) c,(^)~:^iLL:^^^^ .̂J.̂ .,,,,,..
' ' ^| i -1 a | ' ( i -h Kf

J'y suis pa rvenu on par tan t d(1 la f o r m u l e de M. Cara théodory , q u i ,
selon M. Hartogs (2) , peu t s'écrire

(9) 9(a) •:::::.: ^ | M ̂ (-^H | î~a| ,

OU

K-r^^—.£_-, K/^.r\- ,1__^ ., „ r1 ru
<A V/( t - i:1 ) ( i - ̂  ̂  ) ,̂ (̂7"::̂ ^^^^

En a p p l i q u a n t a (()) dt^ propriétés connueg des intégrales e l l i ) ) -
t i q u e s , je suis a r r i v é à (8^ Ai)riîs avoir découver t celle équa t ion fbnc"

( 1 ) ^"oif la page 280 de mon Momoire do î ( ) o ( > .
(2; roir la page 274 du mêine Aîciïiojre.
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t i o n n e l l e de la f açon i n d i q u é e , j ' a i pu construire une démonstra t ion
directe, qui me semble présenter q u e l q u e intérêt et que voici :

La fonction a lgébr ique
.__ Wj — — — K / . A-;=:<1>(J)

(,4-s/rr
et son inverse

^^.(.~^^^7=~'A^W(z)

possèdent toutes les deux la propr ié té d'être régulières et d i f férentes
de o et de r p o u r toute va leu r f i n i e de la var iable qui est d i i ï e r en le
de o et de i. Si m a i n t e n a n t la f o n c t i o n

(« (.z") = a 4-.^ 4-". . •

est régul iè re , ^ o et -^ i pour \x <^r\ i l en est de même de

F(.r) :T,:;-: < l > [ < x ( . y ) ] ̂  < Ï» (a ) 4" <]^>/' (a.).v 4*. ..

et inversement : si
F(.r) :- : . --<I>( a) 4-" ^ (a)^- -h - . .

est régulier , ^ o et ̂  T pour |^| < r, i l en est de même de

V [ V (.<| ̂  'M^ [: <1> ( a)] 4- '^F7 [ <1> ( a ) | <I>/ ( a ) .r -t" . . . = a 4" .r 4- . . -

I )onc
^^^^,^-,i<i,(.)j.,.. ^/a i "h '/a

';> i •— \/ a,
w^

<.4•W^)J

et , en remplaçant a par sr, on o b t i e n t l'égalité (8), qu ' i l f a l l a i t
démontrer -

Par exemple , pour a === 3,

9(9)^,^o(^ ^4H?(^) ^ / i3^9(4)^3y(^) .

Je reviens au p o i n t de départ du travail actuel, (rétait nia propo-
sition sur l 'équat ion t r i n ô m e
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Je rappelle que dans mon travail de T()O() ( 1 ) j 'ai démontré aussi
que l'équation quadr inome

i -4- x -l- b x^1 -+" a xn -= o ( i <. /ri < n )

possède une racine dans un cercle de rayon c o n s t a n t ( 2 ) , a savoir
pour

1 ^ 1 ^ .

On peut se demander m a i n t e n a n t si une propos i t ion pare i l le sub-
siste pour l 'équat ion qu inome

ï -+- x + o x14" b x111 -h a ̂ ll = o ( ï < / < ///. < n ),

et généralement pour l ' équat ion Â'-norne

ï 4, .̂ 4» ^.y//,^. . . .̂  a/,^^-^ o (.ï < //-ï <. . .< n / , ) y

ou A est un nombre fixe, donné d'avance. Je ne m e n t i o n n e celte ques-
t ion (pie pour di re q u e je n 'en conna i s pas la réponse et pour d i r i g e r
l ' a t t en l ion des lecteurs sur ce p r o b l è m e * Je crois que sa s o l u t i o n est,
beaucoup plus faci le que celle du problème algébrique m e n t i o n n é a
la f in de mou travail précédent ( ; t ) .

Je ne possède même pas une démons t ra t ion du (béoréme sur réqua-
lion q u a d r i n o m e q u i soit aussi s imp le cl aussi a l géb r ique ( (ne cel le
de M. H u r w î t x pour l ' équal ion t r inôme; en outre , je ne possède pas
la dé te rmina t ion de la v é r i t a b l e cons tan te pour l ' équa t ion q u a d r i -
nome (''). Je ne ferai qu'abaisser un peu plus la borne 8, p o u r f a m i -
liariser le lecteur avec ce genre de réflexions et avec la méthode q u i
m'avait conduit au théorème et que? je veux m a i n t e n a n t pousser Jus"

( 1 ) Voir pages 3i7""3i8, Lhéorènio XXX,
(2) En d'autres tonnos, l'équation <7y-h 01.^" "̂  rt/^^'^-i-1 ^/^r^ ̂  o, où ^i^ <» , pOHSi»(io

une racine dont la valeur absolue est inférieimi à im nombre mdépfîluiînU de ///, //, c/y,/,
(in' Sans restreindre la ^énoraliiô, on peut supposer ^y= ï, ai ̂  i.

(» j roir page 318 .
( 4 ) Pour l'équation Lrinomo, la véritable conslautô ost ^; car elle est ;̂  d'après inon

théorème antérieur et l'équation 1-4-,-t" «•h '— s-s 0 a ses racinog égales a "— 9..
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qu'a sa de rn iè re conséquence, en la i ssan t ouverte la quest ion quant
a la v é r i t a b l e cons t an t e ( 1 ) . D 'a i l l eurs , M. i l u rwi tx m'avait i n d i q u é ,
dans une l e t t r e , que ma méthode f o u r n i t f a c i l e m e n t le nombre 6 (au
l ieu de 8), et que (i n'est certainement pas la 'véritable cons tante .

Soit a le rmnimum, (.le la fonct ion

(10) RW: Y ) ( I — r j )

pour o <; r\ << i . ( O n a (2) a <^ 5-y valeur de la fonction R(rj)oorres-

pondant à r\ == -) * Je dis que l 'équation

(11) .( 4- x 4- h .r^ 4" a x111 ̂  o ( i << m < //. )

a UIHÎ racine dont le module est ^a.

1) (f/no ny ira/ion. — ï°Soi t

' " ' - a» -

Si r r ^ , , . . , x^ sont les racines de (ï ï), on a

i^-^^nM^
donc, an moins |)0tir un v,

| ̂  [ î a.
2° Soit

, î , , .. '2 -l- a^ [ .̂  —, \f) [ :̂ —— .
l ! - ̂  ' I- ^m

Alors, pour [a?| == oc,

j ï + .y 4.- a x ' 1 1 < ï 4-- a 4- ï = •a 4- a ̂  | ^^w

.a?2 .y3

( 1 ) Cellfô-ci est cerlainôment ^3 , car l'équation quadrinome i 4 - ^ 4 - 1 — 4 ~ — ==o a
RCH racinôB égales à — .'L

( % ) D^ullours lô rniniminn eorrespoïKl à r^ = - ( ï "̂  1/5 -"-• y'>. 4- % /5).
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D'après un théorème de Rouché ( ^ ) , si deux tondions f(x) et
g'(^) sont régulières à l ' in tér ieur d 'une courbe f e rmée el sur ce ( (e
courbe, et si, sur la courbe,

l^)|<|/'(.r)|,
les deux équations

et
/(^)==0

/(^)4-^(.Z*)=:ô

ont, à l ' intér ieur , le même nombre de racines. En posant

^^.gc^ axn^. g ( œ ), b x " 1 = /( x ),

e t ' ^ r i ' app l iquant le théorème de Rouelle à la c i rconférence \x\ == a,
on voit qae l 'équation

f{x) 4- ff(x) =:= i 4- .̂  4~ b^1 "h ax'1- = o

a, pour |^ |<^a, m racines.
3° Soit

H<^ I^K^-

Si ïjo désigne le nombre qu i f o u r n i t le rn in inn im a de la fonc-
tion (10) dans l ' intervalle o ... ' r , je considère la circonférence
<r |= :7]^a ; sur elle, on a,

| ï -h ba;m•+ a^| <ï-4-(a 4- a)y^4- Y/?Î;I 4" (2 "f- a)'^^'-^ •:^ri^<x^ |^[.

fCar

r j o—^S

Donc, en vertu du théorème de Rouché, l 'équation quadr inome

( l) Mémoire ,w la série de Lagrang'e [Journal de l'Écola Polytechnique, L XXIÏ
(catiier 39), 1862, p. ^"•'ÀiS.J
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donnée a, pour ^J^ y](>a , a u t a n t de rac ines que l 'équation

elle a donc, pour [ . ï j ^a , au rnoins une racine, et Fassertion de la
pa^e K)() est démont rée dans tous les cas.

On peut encore d i m i n u e r a par la réflexion su ivan te . Pour ^ = = 4
et n == 5, au moins une rac ine s a t i s f a i t à l ' i néga l i t é

puisque
i i
^ ' f ' a',, "'~'^'i lr//. • • ,. l" l l t • •

• , * ' y

Pour ^^6, a peu t être remplacé, dans la démonstra t ion préc^^Ït?^
par le p lus pe t i t nombre (Ï pour lequel Pénal i té

! 4 - ( ^ .- l^- l-p)ï]a--^TJ ( i =^P

a une racine r\ entre o et i ; en d 'autres termes, pour ^^6, a peut être
remplacé par le m i n i m u m [Ï de

dans rintervallc o<r i<<t . Ce nombre [3 étant >'5, on a, dans tous
les cas ( f ), ))our une racine au moins,

|^|:;'ô.

( ' ; Aussi duns los c;:is // ""s •î ^' l /i ^= ./>.

Bct'iin, lo ',»;'. janvir*!' 1907.

,^/m. /<;e. Kot'm., (3) , X X I V . --" M Aï 1907. a6


