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SUR QUELQUES GENERALISATIONS

THEOREME DE M. PICARD,

Par M. E. LANDAU,

A BERLIN.

En rgof jfat démontré () le théoreme suivant :

Tuionime 1. Soit une fonction analytique

(o) = g d- Gy Aty k4o A= ™,
régulicre en v == o, pour laguelle

0y 0.

I existe un cercle
o]« R Riay, @),

dont le ravon dépend seulement de a, et «, (et non des awtres coeffi-
CLORLS Uy, gy ooy Uy, )y @ Uintéricar duguel la fonction G(x) posséde
un point singulier o prend aw moins une fois une des valeurs #éro
etun (*).

(Cest une généralisation du théoréme classique de M. Picard, d’apres

(V) Uber cine Verallgemeincerung des Picardschen Satzes (Sitzungsberichte der Konig-
lich Pregssischen dkademic der Wissenschaften, Berling p. 1vi8-1133).
() 1l est facile introduire dans tous les énoneés deux conslantes quelconques «, b

(différentes entre elles) au lieu de o el 1.



180 E. LANDAU.

lequel toute fonction entitre (qui n’est pas constante) prend au moins
une fois 'une des valeurs z¢ro ou un.

En 1906 j’ai publi¢ un Mémoire plus étendu (*); il rvml compte
des résultats remarquables trouvés récemment par MM. IHurwitz,
Schottky et Carathéodory dans le nouvel ordre d'idées indiqué par le
théoréme I, et il développe certains théoremes nouveaux. Dans le
dernier paragraphe (16), qui ne se rattache que légeérement aux pré-
cédents, j'ai démontré, entre autres, ce théoréme (*), qui formera le
point de départ du travail actuel :

Tutorime Il. — Toute équation trinome
A+ & -+ a0,
ot a,s o et nZ2, posséde au moins une racine dans un cercle

ja < R R (a,, ),
dont le rayon deépend de a, et de a,, mais non pas de n et de a,.

En effet, pour @, = o, Iéquation posséde laracine o, et pour @,/ o,
la substitution

ramene I'équation

F) =ty ct,x 4 a,x" =0
ala forme

1 y G u 1
e 0 ({_' —p g noie o plt—
a, \u, Y 4 al !

etj’ai démontré, 4 Uendroit cité, que 'équation
(r) Lep= Y = ay" o,

ol nZ2, posstde au moins une racine qui satisfait i I'inégalité

(1) Uber den  Picardschen Satz (Vierteljahrssehrift der natarforsehenden Gesell-
schaft in Ziirich, t. LI, p. 254-318).

(%) Théoréme XXIX, p. 316.
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Quoique la démonstration, qui m’a conduit & cette proposition et
que jai donnée a Pendroit cité, ne soit longue que de quelques lignes,
on peut la simplifier encore. Je profite de cette occasion pour donner
une démonstration plus simple, que j’ai apprise par une communi-
cation de M. Hurwitz. Soient v,, ..., v, les racines de (1), rangées
sutvant ordre croissant de leurs modules :

[yl 2y 2o Zlynl-

Alors
- n
a= =D
YiYae--Vau
done
yi | Vi Yi |-
Ty == —ayl | = L ~»—~-w~::'—— ce LSy L =
I o I il Yl | yal Y2 Yul™ ’

l)’l!iq(‘"l".yl)—llf_‘jl-}-l::%

D’autre part, il est bien connu, d’apres le théortme de M. Picard,
que toute fonction entiere et impaire (non identiquement nulle)

Ay == oy b Ay 4=

admel, sans exception, chaque valeur; car elle est égale a zéro
pour x==o0, el, si elle ¢lait, dans tout le plan, différente de a,
olt a /-0, elle serait aussi différente partout de — a, ce qui est
impossible. Ma proposition I fournit, plus précisément, ceci :

Tuionime Hl. — Towte fonction analytique régulicre au point x =0
el impaire

G(a) =arx + azx®+ azx’ ...,

pour laquelle a, £ o, est ow bien singulicre ou prend la valeur 1 dans un
cercle de centre o et de rayon R(a,) ne dépendant que de a, et non de a,,
as, .. ..

Car la fonction

P G (2) - - D
; 2 2

%

est, d'apres I, singuliere, o ou 1 dans un cercle || <R, dont le
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rayon ne dépend que de a,. G(x) est, dans ce cercle, singulier ou
bien égal & =1, donc, dans un certain point de ce cercle, & 1.
En d’autres termes, la série

x +bxd byt ...

cesse de converger ou prend la valeur 1 dans un cercle de rayon abso-
lument constant.

Comme je I'ai déja dit, il n’y avait guere de rapport entre le théo-
réme Il et les propositions précédentes de mon Mémoire cité. Je viens
maintenant de trouver une telle liaison, en ¢tablissant un nouveau
théoreme qui contient en méme temps les théorémes 11 et T comme
cas particuliers.

Avant d’énoncer ce théoreme, je vais indiquer comment j’y ai é46
conduit.

M. Hurwitz tit, dans une lettre, les réflexions suivantes se rattachant
au théoreme 1. Dans les fonctions impaires, 'exposant parcour( la
série arithmétique 1, 3, 5, ... ("), et Pon peut faire un raisonnement
pareil avee toute série arithmétique 1, 14 v, 12y, ..., 0l v 1.
En effet, si € est une racine vieme de Punité supposée diflérente de 1,
la fonction

G ()= a,x 4 Qg2 gyt gL, (e 0)
satisfait & 'équation fonctionnelle
(}(EI) =glx(or);

done, si, pour || < r, G(x) est végulice et différent de 1, G(a) est,

dans ce cercle, different de g5 par conséquent, rest inféricur 4 un

nombre ne dépendant que de v el a,, et non pas de @y, @y pg, -
En posant @, = — 1 (*), on voit que la fonction

1 & @y Yty gy e

(1) En d’autres termes, les coefficients des autres puissances de z sont supposts dgaux
a zéro.
(%) Cela ne restreint pas la génbralité; car on y raméne lo cas général en posant,
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ou, ¢n d’autres termes, la fonetion
(2) L+ &~ byt = byt -

aun point singulier ou un zéro dans un cercle | z| <R, dont le rayon
ne dépend que de v et est indépendant de b,, b,, .... L'entier v était
supposé fixe et > 1; pourv =1, un tel cercle n’existe évidemment pas.

A la suite de cette communication de M. Hurwitz, je trouvai que la
fonction (2) posstde un point singulier ou un zéro dans un cercle
|| <R de rayon absolument constant, indépendant de b,, b, ... et
dev. (Cest le nouveau théortme auquel ai fait allusion & la page 182,
ctil est évident qu’il contient comme cas particuliers les propositions 11
et [T (*). Je dis done :

Turorime 1V, — 1l eaciste une constante absolue y telle que towte série de

puissances
| S N R S /N0 L SN

oy =1, el qui est convergente pour | x [ <y, posséde aw moins un zéro
duns ce cercle.
Deémonstration. — Soit la fonction
Fr) =1t byt e Oy - L,

olty > 1, régulitre et différente de o, pour [x| < r. Soit e une racine
vieme de unité, que je suppose choisie de telle fagon que son argument
. . 2 . . \ 4 .
soit compris entre ;7w (inclusivement) ct 3'1’: (exclusivement); ce
) N
choix est toujours possible, et je suppose que, d’une fagon quel-

conque, on Pait fait pour tout v >1 (*). Comme

F(ex)=1- e[F(x)— 1],

(1) On pourrait donc dire qu’il contient II et a, avec I, un diviseur eommun gui n’est
pas Lrivial.
(%) Ceux qui exigent qu’un choix quelconque soit fixé d’une maniére univoque, peuvent
2

prendre toujours colle des racines v de 'unité dont Yargument est = 3T el qussi rap-

, K4 .
proché de 3™ que possible.
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on aurait, pour |«|<Cr, non seulement

F(z)# o,
F(z)Z1—¢;

mais aussi

d’ou
F(.l') . 1 @€ [)1

-+ -+ 2 o o,
1—¢ 1—¢ | —¢ 1 —¢ 7405 #

par conséquent
Fl(l—e)z]

[ —¢ T

I
_s+:/c+...:,ﬁr), o,

r - .
pour | x| < = et, a fortiori, pour | x| <~ (").
Or, si g(a) désigne (*) la limite supérieure du rayon du cercle de
centre o dans lequel une fonction
o - & -
eut étre réculiére, == o0 et =£1, 'on sait que, dans tout domaine fini
g

duplan des e, ¢(a) estinférieur & un nombre fixe. Ceci a ét¢ démontré
pour la premiere fois par M. Hurwitz (*), et j’en ai donné une démon-
stration plus directe (*). Or, comme

RPN 7 2T e a7
£ ' o ‘,j’ ———
( 3 = < 3
'on a
|1 —¢|==|1—cosZT—ising | = /2 — 2 cosT /3,
RN
RN

1y Cor Lot
(1) Ca ey

(%) Mon théoréme I prouve que 9(x) est fini.

(3) Cela résulte du théoréme I de son Mémoire (/ber dic Anwendung der elliptischen
Modulfunktionen auf cinen Satz der allgemeinen Funktionentheorie (Vierteljuhrsschrift
der naturforschenden Gescllschaft in Zirich, . X1IX, 1904, p. 246). Ce théoréme ost
reproduit comme théoréme VII & la page 262 de mon Mémoire de 19o6.

(*) Le fait est contenu dans mon théoreme XXIT de Ja page 281 du Mémoire de 19o6.
D'ailleurs los formules (2) & (7)d la page 1121 de mon Mémoire do rgo4 prouvent que,
pour toul domaine fini et évitant les points o et 1 du plan des «, ¢ () est borné, ce qui
suffirait pour le but actuel.

.
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r-§2<p<l_l_€>:

rest inférieur d une constante absolue v, ce qui prouve le théoreme 1V.

Je désigne par A la constante exacte dont je viens de démontrer
Iexistence, savoir la limite supérieure du rayon du cercle ('), dans
lequel

Done, puisque

I - byt o Dyt -

peut étre convergent et différent de o. Ce qui précede, prouve que A

. e . N .. Sy . I N
est inféricur ou égal & la limite supéricure (*) de 23@( et méme
I — €
. 1 Y L .
a celle de |1— EW(T”*) pour &= %, 5 LIE L; Cela conduit
\ e . .

a évaluer numériquement une borne supérieure, qui ne sera pas trés
¢levée.

s -~ N o

On n’a qu’a trouver un nombre supéricur & |1 —¢] 3°<T"ME>
g 2T e o NT 4

pour € = e, 5550 »'.gu-- Ona(®)

‘

3

I ! 1 .
c{'<l ~—~s> heptt T = R
Done

C e L 1 9 @ AT o
AZlimite supéricure de ]‘IW:?ZWI"’U((’ ) pour 5 =9I

Or, M. Hurwitz (*) a prouvé que

(3) w(e) 16y e Py ][o—1].

(1) De centre o,

(2) Drailleurs cette limite supéricure est atteinte par la fonction continue de 3 en question.

(%) D'apres les propositions XX et XXI de mon Mémoire de 19o6, page 28o.

(%) Voir son théoréme T & la page 246 de son Mémoire. I1 est vrai que M. Hurwitz n'a,
dang I'énoned et dans la démonstration de son théoréme, que la constante 22 (au lieu de 16)
au sccond membre de (3); il dit seulement, dans une note au bas de la page 247, qu’il sait
abaisser 22 4 16. En voici une démonstration, un peu différente de celle qu’il a sous-
entendue. (Pour Uexplication des signes, je renvoie & son Mémoire cité). M. Hurwilz fait,
dans son lexte, la représentation conforme du demi-plan J(w) > o sur le cercle de centre o

Ann. Lie. Norm., (3), XXIV. — Aveiu 1907. 24
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1l s’ensuit que

o(e)S16V[e PV —e| =16y|1—¢],
' 6
D——_’;—;—,@(s)é*l——-—ﬂ

lVr—c¢|
3 16

“‘7;——<13.

Vs

Voici comment on peut procéder sans I'usage de la relation (3) de

T

- W . . .
ot de rayon 1 par la fonction ¢® , ce qui donne, en introduisanl o == o= ¢y -, ..,

uti i .
5= 0 5 Do Tty
e’ -~ e

e

i » .
= W Ty )
e? ~~¢;~—1 r ‘ i,

™
= gy

<1,

3

CrTaw]

1) -

10 . . v . ¢
Si, au contraire, on roprésento le demi-plan sur le cercle par la fonction ;

o N
— OU 6¥
1) s Ty
désigne le nombro complexe conjugué a wg, on obtient

¢y

R T R
23 (wy)i : s

[evay|
23(wg)" ="
2.3 (")0 ) .
“Teral
or, pour p > 0, on a

, i1
) L ) ¢t ret
P = -
d’ott

?

. Zfiﬂ(!u,,;
6 ¢

we Jeyay|
Le second membre de Pinégalité de M. Hurwitz peut done 8tre multiplié par

A
25 la con-
C
stante 21,148 que sa démonstration a fournie (22 n’en 6tait qu'une valeur abrégée) peut

. 2,210,148
done étre remplacée par 2147,

done, a fortiori, par 16.
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(5.9
J

M. Hurwitz. 9(e) est la limite supéricure du rayon relatif i
.. F 0, I,
Or, si, pour |2| < r,

e+ 4. .. .70, Z1,
on a

FirZ
Ed ...z e ¢ = eFI¥),

ot g(@)estune fonction régulivre et différente (entre autres valeurs )
de o et.de o/ pour || <r. Comme

gty 37 o

- ey e Lt 0, Ay
aTd 9T OTEd ’ 7=
on a
wle) |amei| <';;) Cam,
Al
olt @ est Ta limite supéricure de ¢ (o) pour , “a” 3, ou, ce qui ditla
v ‘

. 4 | B . ..
méme chose (1), pour ==z Or, pour o o<1, ona(*)
1 \ ~
l()g {—2 - ]()g‘ 16 e Z ﬁ’n ot
n =1
plo) o - S ,

1 U
— .;Az n {'j“ DL
a

o

“ I . ’
ou les 3, sont positifs et §, == =5 il en résulte, pour o <a <1,

i .

log -~ - log16 — - ,
(/ wlo)="n hg . h.. S vt fy e (Z..,.(]()(r.l 4+ log 16 — ,a;
) wlz)=iw 1 1 “haa Py ° 2

(1) En vertu de g(1~—m) = 9(z) .
(%) Poir page 299 de mon Mémoire de 1go6. Gest une interprétation du théoréme de
M. Cavathéodory, qui a déterming explicitement la fonetion ¢ (=).
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< ey . . 1 2
le troisieme membre de (4) croit avec «, pour LA done

2

<4

3 .0 I
5 <log; -+ logi16 — §> = logaf — §< 2,85,
§+2
A< LG.z,SS <11.

V3

On peut, de méme que pour la progression arithmétique 1, 1--v,
12y, ..., établir un théoréme analogue pour toute progression
arithmétique £, £+ v, k + 2v, ..., o £ et v sont des entiers positifs
tels que £ ne soit pas divisible parv. En laissant £ et v fixes, je dois Ia
connaissance de ce fait & une communication de M. Hurwilz que je
rappellerai tout de suite. Plus tard, je démontrerai 'indépendance de
la constante en question de £ et de v.

M. Hurwitz observe que la fonction

G (@) = aph 4= gy B = Uy FHH L
satisfait & I'identité
G(ew) = el G (),

oll € est une racine yitme quelconque de unité. Supposons
g 503

alors le changement de variable

e
Vs
raméne 'étude de G(a) i celle de
F(x) ==kt byah+” 4= bk v
et l'on a
l"(s.’l':) e gh l"(.’l;).
Soit e une racine v de 'unité telle que

eh Aty

N T . .
(1) Ou ey désigno une valear quelconque de la racine £ o ay.
(*) Co choix est possible, puisqu’on suppose que & n’est pas divisible par v.
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Si, pour |x|<r, F(x) est régulier et = — 1, F(x) serait = — ¢*
dans ce cercle ('); done, pour |2 | <r,
- Fle) 1 1

b
s 1 L,
- + ak 4= 2R 4 o .
1—gh r—eh o —eh L — gk ’

Or, st une série
(5) Co+ Cp&F A= Cpopq 2T 4L

olt k21, ¢, =£ 0, est convergente, == o et =51 pour | x| < r, rf est infé-
ricur d une limite ne dépendant que de ¢, et ¢, (*). Gela prouve que
la série
F(w) =l by ml e hy v - |

est ou bien divergente ou bien égale & — 1 pour un point du cercle
|| <R, ot R ne dépend que de & et de v,

M. Hurwitz a méme prouvé a Uendroit cité que, dans les hypotheses
faites sur la série (5),

Y R IY ————
r rfll\/l e FYeo—1T5 (%)
| e _
) 1 € * 10
) . 6] 1 —gh P e | e
(6) ’ \/1)' € [\/'1____5/‘. \/‘1—-—5"‘ \/V’——————I—_Ekl
A cette remarque de M. Hurwitz, j"ajouterai maintenant le théo-
réme :

il S’ensuit que

Tuiorimr V. — La série

(7) (o ke by Y e by

(1) Cela prouve entre autres qu’une fonction entiére de la forme
WG e fog TFHY e Qe gy DY e

prond toutes les valeurs, si elle n’est pas identiquement nulle.

(%) Foir Hunwirz, page 246, théoréme I, reproduit dans mon travail de 19o6 comme
théorsme VI, & la page »69. D'ailleurs déja les deux méthodes de mon Mémoire de 1904
fournissent immédiatement ce théoréme,

(%) Dans son texte, il met 225 mais 22 peul étre remplacé par 16 au moyen de son rai-
sonnement sous-entendu ou comme 4 la note § de la page 185 du travail actuel.
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ol ket v sont des entiers positifs tels que v ne divise pas k, cesse de con-
verger ou posséde une racine dans le cercle || < vy, oty est une constante
absolue, indépendante de b, b,, ..., ket v.

Démonstration. - Pour tout couple £, v, le nombre e peut étre choisi
de facon que

V=1
et qu’en méme temps, argument de € soit compris entre = (inclu-
sivement) et 3= (exclusivement); car, si & parcourt les racines viones
vl
de I'unité, & parcourt les racines pi®® de unité, ol p est égal au
quotient de v par le plus grand commun diviseur de v et £, p. étant

toujours supérieur a 1. Par conséquent, T est inféricur ou égal,

. s 1 - ,
en valeur absolue, & un nombre fixe <\/3‘) indépendant de £ et de v,
D’apres (6), on a donc

k 16 PN AN T R 1 | R
A WA T SRR

converge et est different de o et de 1 pour |2 < r, doli
ok /06 6
S Y s,

PRI e e srnr s SRR
,;:-\/l:-£4~’x/ls V] =1 ] ’\/\/IT VAT &

Le théoréme qui vient d'étre démontré prouve que la limite supé-
rieure du rayon du cercle dans lequel la série (7) peut converger et
étre différente de o, est finie. En désignant cette constante finie par A,
il est facile de démontrer ceci @ A est la limite supérieure de la valeur
absolue du plus petit zéro de tous les polynomes de la forme

Ik { /,l‘,l./.-qv | /,Z‘,,,/usi‘,v_,‘_' s /,”‘.,,Awu'/.

En effet, si jo désigne provisoirement cette limite supérieure par A,
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on a d’abord ¢videmment
A'ZA;
| L . , . A -
d’autre part, il existe, ¢ > o étant donné et supposé < =, une série
de puissances de la forme
‘)(‘.I:) el (O B .’l»'," - I)‘ 'I’»/n"i—‘l_*__ /)2.,,;/;‘4»2v+ .

convergente et différente de o pour |x| <A — ¢. Comme cette série
est uniformément convergente pour ]xl/.A — 26, il existe un nombre
positif p et un entier positif 2 tels que, pour |x|Z A — 28,

[ P(x)|>p

[ by gt ey g ke L p

Il s’ensuit que, pour [ |7 A — 23,
|t e Oy Y el e by e p— =0,
ce qui prouve que
- A

ona done
A=A ().

Je vais maintenant, pour les fonctions impaires (correspondant

(1) Pareillement, pour bien des questions analogues, les polynomes fournissent la méme
limite supéricure que les fonctions enticres el los séries de puissances quelconques. Ainsi
le théoréme I ne dit rien de plus que cette proposition algébrique, que je ne suis pas en
Glat de démontrer directement :

Tout polynome impair de la forme
& gy X e g LD s A Uy g X2

(c'est~a-dire ot le cocfficient de x égale 1) prend la valeur 1 pour aw moins une weleur
de x dont le module est inféricur & une constante absolue.

Cela rappolle vaguement (mais treg vaguement seulement) une proposilion démontrée
par Tehébyehef (woir par exemple OFuvres, t.1, p. 306), qui est beaucoup moins cachée :

St équation
a2 e At e Had = J - 2= 0

ne contient que des puissances impaires de @, elle @ aw moins une racine entre — 2 et 2.
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k=1,v=2)etpourtoutautre couple de valeurs fixes £, v ot v, est > 1
et premier avec %, transformer le probleme de déterminer la con-
stante absolue correspondante dans un autre qui est moins difficile a
résoudre (). J'avais communiqué les remarques suivantes i M. Cara-
théodory, qui, en se servant de méthodes analogues & celles de sa
Note précédente, réussit & résoudre le probleme transformé de déter-
miner la constante ¢ = o (%, v) du théoréme VI qui va suivre; il compte
publier prochainement (*) sa solution, au bout de laquelle il est méme
parvenu & déterminer mes constantes A et A des pages 185 et 1go.
Voici ma transformation :

Tukorime V1. — Sout o = p(k,v) la limite supérieure des rayons r tels
que la serie )
14 ZF A by Pt e by
ow k et v=>1 sont fixes el premiers entre eux, puisse élre convergente et
différente de o pour |x| < r. Soit & =0a(k,v) la limite supérieure des
nombres r tels que la sére

L R e R 2 e S

putsse étre convergente et différente de (— 1)’ pour | x| < r et r’avoir que
des zéros d’ordre divisible par v pour o < | x| < r. On a alors

v -
p =\
o est certainement fini d’apres Ies développements des pages 188-
189 et le fait que o est fini sera démontré par le théoreme VI
méme (*).

(1) Le cag général, ott & et v ont le plug grand commun diviseur  (supposé différent
de v) so raméne immédiatement au cas trailé dans le texte en posant ¢ == y. La con-

/l‘ \

stante cherchée est la '™ racine dela constante correspondant aux deux nombres A ;//
premiers entre eux.

(%) Dang les Comptes rendus hebdomadeires des séances de U Académic des Sciences
a Paris.

(%) Le nombre s serait naturcllement le méme en mettant « au lien de (—1)v dans
I'énoncé préeédent. La seconde partie de la démonstration montre que o est fini aussidans

le cas v < d <.
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Démonstration. — 1° Soil, pour |x|<r, la fonction
S ) = wf e by e by e
régulitre et == — 1. On a, pour || < r,
[/ Co )] =™ (- by L)

régulier et différent de (—1)”. Car autrement, on aurait, dans un
certain point de ce cercle,

S(wy) =g,
ou

-y

g =1,
ce qui est en contradiction avee Pidentité
Sexy) ~ e [(x,) (poure”=1);

en effet, puisque £ et v sont premiers entre eux, € est de la forme e,
e ¢lant une racine v convenablement choisie de Punité, et on aurait

En posant o’ ==y,
(/)] o=y B (b by y e )= e a o

cette fonction g(y) estreguliere et différente de (—1)” pour jy| <r”
el n’a, pour <)<|‘y| < r’, que des zéros d'an ordre de maultiplicité
divisible par v. Cela prouve que

X
p =av.

2° Soit, pour|y|<s, la fonction
g(y)=yra4- agy+t4-...

régulivre, =% (— 1)”, et n’ayant (abstraction faite du pointy = o) que
des zéros d’ordre divisible parv. Alors

g(@?) = at (14 ayx¥ . . .)

(13

Ann. Ee. Norm., (), XXIV. — MAr 1907. 2
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1 !
est régulier et == (— 1)’ pour || < s el n'a, pour| x| < s (y compris
le point 2 = o), que des racines d’ordre divisible par v. Done

Vm = f(&) = 2F 4 by ah+Y - byt o

1
est régulier et différent de — 1 pour || <s", ce qui entraine
!
' p.
Par conséquent

{3 :1:(/;'_.

Comme je Pai déja dit, M. Garathéodory va publier la détermination
de o(k,v) qui fournit, en vertu de VI, celle-de p(&, v). Ainsi, pour
le cas particulier £ =1, v == 2, il a trouvé le résultat suivant :

La limite supéricure durayon r du cercle
tion impaire

x| < rdans lequel une fonce-
X Uy X - gt L

o

’ o\ 7 ! l i)
peid ére régulicre et différente de — 1, a pour valear )’Ta( > ("), ou fg( %)

est la fonction que M. Carathéodory avail déterminde dans sa Note
de 19o5.

Aprés avoir appris par M. Carathéodory que

P(“')‘)":Z({J(&)?

j’en ai trouvé la démonstration directe suivante :
1° Soit, pour | x| < r, la série

Flz)==1+4 @ 4 ayx® - ayad 4=, ..

(1) Drailleurs, d’apris une remarque de M. Hartogs que j'ai citée & la page 274 de mon
travail de 1gof,



SUR QUELQUES GENERALISATIONS DU THEOREME DE M. PICARD. 195

convergente et == o; elle y sera également =£ 2, ot

F(z) 1 T ay ;
T e — o — — x-S A
" .,,._’)‘4 ; - 5 rh ; % - 7o, A,

2° La fonclion

ot & est pris dans Pacception des pages 257 et 270 de mon Mémoire
[ . *a 1

cité, est regulitre, == 0 ot £ 2 pour || < L"«P(;); de plus, dans le
N

développement

3

5
Fa) = 2‘ LN

ezl
on a
g ah ()t

I , —

ay W (6) — 20 (0) -
A 7
3) v;(;)

2

N

1 (1)

enfin, ce qui est I'essentiel, en vertu de Pidentité connue

A7) +‘A(~ BED

[ — [ e
9 1L l 2%
*#03) EEXTE )
et . '))

{ e
0

Ion a
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ce qui prouve que F(x) ne contient, abstraction faite du terme con-
stant, que des puissances de @ & exposant impair; cela entraine

o1, 2)220(1);

5

Pl 2)=29(}):

Jarrive maintenant a une proposition d’une autre nature que celles

donc

qui précedent, mais qui fait aussi suite & ma généralisation I du
théoréme de M. Picard. La fonction o () satisfait aux relations (')
faciles & démontrer

p(r—a)==g(a),

#(3) = [ap?

L’ensemble des valeurs dérivant de o par la composition de ces
deux transformations est, comme Uon sait, fini. Yoict maintenant une
équation fonctionnelle pour ¢ (o) donnant licu & un ensemble infini :

o] |1+ et ho }

/
8 w(e?)— LI Ty e
(8) ey =GR sl [

I’y suis parvenu en partant de la formule de M. Carathéodory, qut,
selon M. Hartogs (*), peut s’éerire

K

(9) w(a) = :]K['—’Ei(l\,)]a[]l—u|,

ou

K e/'l dt K- /’ e A
Sy (= 22) (1=t o =y (e

En appliquant i (g) des propri¢tés connues des intégrales ellip-
Ciques, je suis arrive i (8 ). Apres avoir découvert eette équation fone-

(1) Foir la page 280 de mon Mémoire de 1go6.
(2) Foir la page 274 du méme Mémoire.
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tionnelle de la facon indiquée, j’ai pu construire une démonstration
directe, qui me semble présenter quelque intérét et que voici :
La fonction algébrique

Wy

(r+vy)*

3 =@(y)
et son inverse
2 9 e—\?
= (I-»« = - :\/l — :) = W(z)
possedent toutes les deux la propriete d’étre régulicres et différentes
de o et de 1 pour toute valeur finie de la variable qui est différente
de o et de 1. Si maintenant la fonction

G(e)oo - ...
est réguliere, £ o et £ 1 pour x| < r, il en est de méme de
Fo) =@ G(e)] = D)+ D (a)r 4. ..
et inversement : si
F(r) ~(a) 4D (a)ye ...
est régulier, =/ 0 ct =1 pour || <y il en estde méme de
U I ()] e NP (e)] - M [ ()] D (a)yr p..oz=a 4. ...

Done

2

= SU R AN e
R BT |Va| l} ~rt-\J/_a Y _L\/_/_,__
¢ () [ D (o) L)) »,\u--\/a _(~l~l-'\/f/~)_’,

et, en remplacant o par «*, on obtient Uégalité (8), qu’il fallait
démontrer.
dar exemple, pour o == 3,

3 £ I .
@) ;/ng(:}:/) =48 0 /‘> ::48;(«)’{:(/;)"’)'19(/;)

Je reviens au point de départ du travail actuel. G'était ma propo-
sition sur I'équation trinome

| f == air” == 0.
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Je rappelle que dans mon travail de 1go6 (') jai démontré aussi
que I'équation quadrinome

Il +ax4+bam+axt=0 (1< m << n)

posséde une racine dans un cercle de rayon constant (*), a savoir
pour
[ @] 8.

On peut s¢ demander maintenant si une proposition pareille sub-
siste pour I'équation quinome

| 4+2 4+ cal-+ bx™ - axrt=o0 (1< l<<m<n),

’

et généralement pour I'équation A-nome
I &~ a2~ O (r <y <. o<y,

olt £ est un nombre fixe, donné d’avance. Je ne mentionne cetle ques-
tion que pour dire que je n’en connais pas la réponse et pour diriger
Fattention des lecteurs sur ce probleme. Je erois que sa solution est
beaucoup plus facile que celle du probléme algébrique mentionnd a
la fin de mon travail précédent (7).

Je ne posstde méme pas une démonstration du théoreme sur Péqua-
tion quadrinome qui soit aussi simple et aussi algébrique que celle
de M. Hurwitz pour Péquation trinome; en outre, je ne possede pas
la détermination de la véritable constante pour I'équation quadri-
nome (). Je ne ferai quiabaisser un pea plus la borne 8, pour fami-
liariser le lecteur avec ce genre de réflexions et avee la méthode qui
m’avait conduit au théoreme el que je veux maintenant pousser jus-

(1) Poir pages 317-318, théoréme XXX.

(%) En dautres termos, Péquation «y-t- @g -+ e, 2 -ty = 0, 00 ay # o, possede
une racine dont la valeur absolue est inférieure & un nombre indépendant de m, n, a,,
ap. Dans restreindre la géndralité, on peul supposer wy==1, ay =1,

(%) Foir page 318.

(*) Pour Uéquation trinome, la véritable constante est 2; car elle est 7 o d'apris mon
théoréme antéricur ol I'équation 1 - & 3/; =2 0 a4 8¢ racines 6gales o — o,
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qu’d sa dernitre conséquence, en laissant ouverte la question quant

a la véritable constante (1), D'ailleurs, M. Hurwitz m’avait indiqué,

dans une letere, que ma méthode fournit facilement le nombre 6 (au

licu de 8), et que 6 n’est certainement pas la'véritable constante.
Soit e le minimum de la fonction

1+ 2102+ n?
n(r—mn)

(10) R(n)=

pouro < n<1. <()n a(*) a< 5%; valeur de la fonction R(7) corres-

5 1
pondant & n = -

.

)» Je dis que I'équation

oo

(11) { b &~ b - =0 (h<<m<n)

a une racine dont le module est = .

Démonstration. — 1° Soil,

L1
|f¢|;"““,;'

Stay, ..., @, sont les racines de (11), on a
. _— I - ne
|‘7"1~--~”'n]—~~ l"(“_j = oS

done, au moins pour un v,

[2y]Za.
2% Soil
-‘_, o

1 2
]a[-{-o—‘-;, I])If_,'——a—r

Alors, pour | x| = o,

142 x| <112+ al|ba”

. . x% ot
(1) Celle-ci est certainement =3, car I'équation quadrinome 1 -+ 2 ~+ 5+ = 0

se8 racines égales & — 3.
e . .. \ I ( ' r)
(%) Dailleurs le minimum correspond d g = S+ /5 — Vo +2y5).
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D’aprés un théoréeme de Rouché ('), si deux tonctions [(x) et
g () sont réguliéres a Uintéricur d’une courbe fermée el sur celfe
courbe, et si, sur la courbe,

glx) | <] /(=)

les deux équations
et
Sx)+g(x)=0

ont, & I'intéricur, le méme nombre de racines. En posant
1+x+ax= g(z), bam= [(x),
et en appliquant le théoréme de Rouché i la circonférence |x] = o,
on voit que I'équation
J(z)+g(x) =1+ x4+ b+ axt=0

a, pour |x|<a, m racines.
3° Soit
9 -1 o

al<ge  101<?h
o (7

Si 7, désigne le nombre qui fournit le minimum o de la fone-
tion (o) dans Pintervalle o ... 1, je considere la circonférence
|| =, o; sur clle, on a

1=k bam 4 ax™| <1 (24 o)ny -0y =1 -k (2 = o))+ 0y ==neo == | x|.

<Car

1~ o702 -k
Ty —= '/);2,

Done, en vertu du théoréme de Rouché, équation  quadrinome

(V) Mémoire sur la séric de Lagrange |Journal de U'Leole Polytechnique, t. XXII
(cahier 89), 1862, p. 217-218.]
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donnée a, pour |x|< 7,2, autant de racines que I'équation
&X == 03

elle a done, pour |x|Ze, au moins une racine, et assertion de la
page 199 est démontrée dans tous les cas.

On peut encore diminuer « par la réflexion suivante. Pour n =4
et n =5, au moins une racine satisfait & I'inégalité

l Xy I 5,

puisque
1 I
e e e T
- o -
T
Pour n=6, = peut étre remplace, dans la démonstration précédente; o

par le plus petit nombre § pour lequel égalité
b (9 rj').{“.' ]

a une racine 7 entre o et 1 en d’autres termes, pour 2= 6, o peut élre
remplace par le minimum § de

eds on® et
(1 1)
fes cas (1), pour une racine aun moins,

. 7]
I ay | B

(1) Aussi dans les cas no== § ¢l ==H.

Berlin, le 22 janvier 1go7.

Ann. Fe. Norm., (3), XXIV. — Ma1 14o7. 26



