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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES
EQUATIONS DE L’ELASTICITE,

Par M. A. KORN. /¢

Pour résoudre d’une manicére générale le probleme d’équilibre dans
la théorie de I'élasticite, dans le cas ot les déplacements w, v, w des
pointsde la surface sont donnés, il faut trouver un systéme de solutions
u, v, w des équations différenticlles

s
Au -1k 9 X,
o
99 Jn v Oy
S aden JO e e 7 / O de 0w
(1) Ag¢ e /i Jdy Y, / T b P i R
()
A”' ot /‘ i)i T g yn
0z

continues avec leurs dérivées premiéres dans le domaine = du corps
élastique et satisfaisant aux conditions-limite

S u ==,
(2) A e
( Wz,

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. « JANVIER 1907, 2%



10 A. KORN.

b la surface o de ©. X, Y, Z sont des fonetions de (o, v, =) don-
nées dans le domaine =, et £ est une constante inhérente du mi-
lieu élastique. Bn imposant certaines conditions de continuilé anx
fonctions X, Y, Z; @, v, w et i leurs dérivees on peut facilement
démontrer que le probleme énoncé a un systéme unique de solu-
tions, si

(3) — D,

mais les démonstrations générales pour existence des solutions n’ont
pas encore 6té données avec une rigucur parfaite. M. Lauricella (') et
MM. E. et F. Cosserat (*) ont bien reconnu que la méthode des
approximations successives est la voie indiquée pour trouver ces solu-
tions, mais la convergence des séries par lesquelles les solutions sont
représentées n’a pas encore été démontrée avec une rigueur suffi-
sante.

Je me propose de combler cette lacune et, apriss avoir démontré
(Chap. I et 1I) un certain nombre de théorémes nouveaux qui per-
mettront du reste des applications assez intéressantes dans dautres
branches de la Mathématique, je donnerai (Chap. 1) la solution com-
pléte du probléme proposé.

Dans ce Mémoire je ne traiterai pas explicitement les équations
dynamigues de I'élasticité, je me bornerai ici 4 énoncer le vésultat que
Pon peut déduire de ma solution du probléme d’équilibre sur les

vibrations d’un corps élastique dont la surface reste en repos (%),

D’une manitre analogue & celle imaginée par M. Poincaré (') dans
son Mémoirve celébre = Sur les équations de la Physique mathématique
on peut démontrer Iexistence d’une infinité de constantes 7, et de
triplets U;V, W continus avee leurs dérivées premiires dans =, satis-

(1) LauniceLrta, dnn. delle R. Scuole Norm. di Pisa, 18945 N, C., 4¢strie, t.IX oL X,
18995 Ann. di Math., 19o5.

(*) E. et F. Cossunar, Comptes rendus, 1. CXXVI, 188, p. 10g8; L CXXXHIL 1gor,
p- 145,

() Cp. mon Mimoive dans les Comptes rendus des séances de U deadéme de Bugii e,
1906,

(%) We Poriseanis, “enliconti del Cire, Vath, di Palermo, 189 4.
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faisant aux ¢quations

AU, k2% 0, =,

(4) N ‘f)”yi NV, =0,
AW+ /%%4 + AW, o0,

(5) 0, OV, OW,

I 0 T dy "0

(6) /'(U?“J‘" V2 - W2 dr ==
T

et s’annulant & la surface, si £ est un nombre fixe satisfaisant a 'ine-
galité

e e e,

Chaque triplet de fonctions w«, ¢, o s"annulant & la surface et continues
avee leurs dérivées premitres eb secondes peut étre développé en
séries de la manicre suivante

co Gy Uy - CyUy —n sy, ’ ‘
; “ 1Up o G Uy i '/(uU/--l- oV, 4w W,)dr,
(7) g GV - Gy Vy en o, I
W= Oy W= Gy W, g, 0 M RE<L .,

et ces développements pourront servir & Uintégration des équations
dynamiques de I'élasticité

00 0%
Au +/\;-)—'; L -;)—z?»'* X,
A0 J*e Ju e dev
8 - . L e . () . e e ey
(%) e+ Ay wr Y, P VI IRRF
O 0t
Ak " om b

dans les cas ott Pon suppose a la surface o
(f)) (o gy 0,

en désignant par £ et o* des constantes du milieu ¢lastique, par X, Y,
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7 des fonctions données dans 7 satisfaisant & de certaines conditions
de continuité; je ne m’occuperai pas d’une manivre détaillée de ces
conséquences des développements (7), je me suis borné a démontrer
Vexistence des triplets élastiques Uj, V;, W et la possibilité des déve-
loppements (7).

Dans les Chapitres I et Il je donnerai plusicurs théorémes apparte-
nant a la théorie générale des potentiels qui seront d’une grande uti-
lité pour la solution du probleme d’équilibre élastique.

[T S——

CHAPITRE 1.

QUELQUES THEOREMES SUR LES POTENTIELS DES SURFACES.

Nous désignerons toujours par o une surface fermée possedant en
chacun de ses points un plan tangent unique et deux rayons de cour-
bure principaux bien déterminés.

[Ajoutons la supposition que les cosinus directeurs de la normale
intérieure

cos(ve), cos(vy), cos(ve)

possédent des dérivées premicres continues de la manicre

abs. | D cos(va) |t - const. fin. rd,, ...,
pour deux points 1 et 2 quelconques de la surface o dont nous dési-
gnons la distance par r,,, ot A peut étre un nombre positif quel-
conque. Cette supposition ne sera du reste pas nécessaire pour la
plupa}rt de nos déductions. Les déductions olt nous ferons cette sup-
posttion seront mises entre crochets. |
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1("). Le potentiel de simple couche

(IO) V::;/‘Hg;,
3

dont la densité W est supposee finie ct intégrable, est continu a la sur-
Jace ¢ de manicre que pour deux points 1 et 2 de la surface dont nous
designons la distance parr,,

(11) | Vo— Vy|7 A max. abs. Hry,,
ot A est un nombre réel quelconque satisfaisant & Uinégalité
(r2) o< A<,

A une constante finie ne dependant que de la surface s et de A.

En effet, construisons une sphere autour du point 0, milieu de la
droite 1,2, avec le rayon r,; la ligne p commune d cette sphere et i la
surface o divise o en une partie 5, contenant les points 1 et 2 et en
une partic o—a, (*). On trouvera pour la partie de la dilférence
|V, — V,]| provenant de o,

Y- * do
abs.| Vo, |2 z/ |I~[|.;.,
v Ty
& = * do
) ( Zomax.abs. H =

v Ty

Zeonst. fin. max. abs. Hry, (*);

pour la partie de la différence | V,— V,| provenant de¢ o — o
» 2
J o1 .
/ / H 78 = do dS l,
1 Yoon, oD 7 '

(1) Cp. A. Kown, Lehrbuch der Potentialtheorie, 1 (Ferd. Diinmlers Verlag, Berlin,
1899, p- 388).

(2) On supposera ry tout de suite plus petite qi'une certaino longueur finie pour ne
pas avoir besoin de traiter & part des eas spéeiaux. ( Cp. la remarque & la fin du Chap. 1)

(*) Cp. I'Ouvrage cité, formules (46) ou (47), p. 38 et 3.

abs.| Vg 5140

0
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en désignant par S un élément de la droite 1, >, done
- 7L .
abs.|Vs_g, |2 2 max. abs. 7y max. Sosur ladroite 1,9,
l R /
et comme

1

do .
max./ —5 sur la droite 1,9 - T (M),
Jog, T iy

en désignant par A un nombre réel quelconque satisfaisant i I'ine-

galité
o< A<t

et par a une constante finie ne dépendant que dela surface et de A, on a

(14) abs.| Vo _g, 122 consl. fin. max. abs. Hr%,,

et 'on n’a qu'a additionner (x3) et (14) pour compléter la démonstra-
tion du théoreme I.

14 ( ). Le potentiel de double couche

(15) ' W / pLostry) o
T

7t

dont la densité k est supposee continue ( par intervalles) a sur o des
valeurs

“6) Wbrr ;(Wu | W/‘)7

dont la continuite satisfait a la condition

(17) abs.| Wo |22 B max. abs. & 18,

pour deuz points quelconques 1 el 2 de la surface dont nous désignons la
distance par ry,, ot A est un nombre réel quelconque satisfaisant @ line-
galité

(18) o< A=,

B une constante finie ne dépendant que de la surface s et de A.

(1) Cp- POuvrage cité p. 13, derniere formule p. 392.
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Comme ce théoréme est déja connu (1), je n’ai plus besoin de le
démontrer icl.

ur.

L. Le potentiel de simple couche
"do
(19) = /""'T"
. /
dont la densité H est supposce continue de la manicre
(20) abs. | H|iZ A rh, (A constante finie, o <A <7 1),
pour dewx points quelcongues de la surfuce 1 ¢t 2 dont nous designons la
distance par r,,, a des dérivées premicres dond la continuite « la surface s

(surle colé intoricur ow extérieur de lu swrface ow sur la sur face méme)
satisfait @ la condition

(1) abs.

AAE .

-(7?] Fley A - cpmax. abs. H) 4y,
" 1

ot s représente une direction quelconque, ¢y, ¢, des constantes finies ne
dépendant que de la surface @ et du nombre A.

Nous divisons de la méme manicre, comme dans la démonstration
du théoréme I, la surface 5 en deux parties o, el 5 — 5,, ¢l nous

p()S()HH
[ Yooy
VooV / i, 2,
. (; I

( Z ~—.-/'(n TR
lﬂ' I.

(1) Javais déji énoned ol démontré co théoréme il y a quelque temps pour A = |
(Comptes rendus, 1 CXXX, 1900, po1a30; Ablendlic igen zur Potenticltheorie, 1; Ferd.
Ditmmlers Verlag, Borling rgor). M. Linpounolt ( Comm. de la Soc. math, e Kharkow,
1gou) a4 généralisé co théoreme pour un A réel queleonque satisfaisant 4 la condition
oAt

(22)
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i

. . ppe AR ]
on trouvera pour la partie de la différence abs.’—()—;‘ provenant de o,
) 1

. ()V:Tn 2 |0 do 0/ - 1. o

abs | l,:‘});/%(n_u,)-—r ,+l“’” K Sl
+1H2—H,;-§’— L,
(23) ‘ 05 Jg, T s

_ " do . 5 ‘
ng/ E+-c0nsl.hn.1\rh (1,
Ty

Zconst. fin. A}, (*);

. -2 AML
pour la partie de la différence abs.l—ml provenant de o - o,
‘ 1

Vi, |? tr 7 :
. G| = — xvz)| - o 1S,
abs.l_ Lk [‘/ama““H(EﬂC) H(zys)| .;_Ar,,]()‘v ()b,rlc(/

en désignant par dS un élément d’une ligne 1,2 sur la surface o. En
supposantr,, plus petite qu’une certaine longueur finie nous pouvons
toujours choisir (*) cette ligne 1,2 de manivre que sa distance de
o — 5, reste supérieure i ar,,, ol o est un nombre fini, alors on aura

L , > ' o . iy ;
Z const. fin. A — e 1y ) s,
1 1 \Yo e, 17" Jaog !

!
abs. IVo—s,
ds

et comme
' do . . I .
f — Zconst. fin. —= (%),
,..l—-»l. g ,-1 ~h
G 12

Y ods . 1
— Zconst. fin, — (%)
,-.i r 4
G T

12

sur la ligne 1,2,

. J [ ds . .
(1) Puisque e / — ¢st loujours un nombre fini.
s g,

(2) Cp. lanote (*), p. 13.

(3) Par exemple la ligne située dans le plan déterminé par la droite 1,2 et la normale
decen 1.

(*) Cp. la note (3) p. 13.
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on trouve

2 -~
Zconst. fin. Arh,.

1

V5,
Js

9 [ds
ds ). r

ol A est un nombre positif quelconque satisfaisant & la condition

(24) abs.

Enfin on sait que
Z const. fin. "{\27
1

abs.

o< A<,

et que pour cette raison

9

NV — V)

3 Zeonst. fin. max. abs. TLrd, ;
s :

(25) abs.

1

on n’a qua additionner (23), (24), (25) pour arriver & l'inéga-
lité (21).

11“. Le potentiel de double couche
. COS(7rv
(26) W:::f/f——-———(r—zdo‘,
- 7
dont la densité k est continue avec ses premicres dérivées de maniére que

2 ~
—| ZAry, (A constante finie, o <<A<C1) (1),

11

(27) abs.

pour deux points quelconques de la surface 1 et 2 dont nous désignons la
distance parr,,, a des derioces premicres dont la continuité a la suface o
(sur le coté intérieur ou cxtdrieur de la surface méme ) satisfad & la con-

(1) Nous Gerivons

,r)/r 2 i ok “‘I 3 l
(’—Z 1 pour l()/lz L ()/11 1’

ou /Ay est une direction tangentielle de o on 1, /4y une direction tangenticlle de o en 2 ot

cos(figw )= co8(hyun)-+ e, cey
| £ 177 consl. fin. ryg,
Ann. Be. Norm., (3), XXIV. — JANVIER 107. 3
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dition

IW |2 )

ls(~ r
ik ¢y A = ey max.ab .4”'”) T

(28) abs. s

ous reprf'senle une direction quel(:onqun, ¢y, ¢y des constantes ./um's ne
dépendant que de la surface o el du nombre A.

En partant de I'identité (')

IW ok cos(rv)
—_—= — o
(29) s ()s r?
— [m,m J[ Ok cos(ra) | Ok cos(ry) ok costray),,
o or dy T dz 7

oll je désigne par s, x, y, s les directions tangenticlles ayant Ies cosinus
directeurs

(,os(s p) """" oS (s ) cos(vir)cos(vs), RN
(30) COS(&C.‘[I) = — o8t (va), (-us(.ry) —eos(va)eos(vy),
cos (@3 ) = - cos(vir ) cos(v3), cee

on voit que le théortme 11“ n’est qu'une simple conséquence dn
théoréme I1.

[T est facile d’ajouter des corollaives aux théoremes 11 et T, sur
les dérivées secondes de Vet W, en faisant des suppositions analogues
a (20) et (27) sur les dérivées premicres de H, respectivement sur les
dérivées secondes de £. |

g 3.
1. Le potentiel de double couche
(31) W - //. i) o,

dont la densité k est supposée continue de la maniére

(32) abs. [ k|25 Ar%, (A constante finie, o << 7. < 1),

') Cp. I'Ouvrage cilé p. 13, formule (59), p. 46.
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pour dewx points quelconques de la surface 1 el 2 dont nous designons la
distance par r,, a sur o des valeurs

(33) Wrr'*’—';(wa" W)

possédant des dérivées premicres dont la continwitd satisfair a la condition

IWs|  [IW, :
(34) al»hh( |, |Tar ,)"“A"?""(l)’

pour deux points quelconques de la sur fuce 1 el 2 dont nous designons la
distance par r,,, ot a represente une constante finre ne dépendant que
de la surface 5 et du nombre A.

Ona(*)

* 508 (v ) —= 3 cos(rhy) cos(ry
IW, g S8 ) == Beos(rha) cos(rv) |
oh r
(')[} 2 g 2
e
Y OW, i cos(vhy ) =S ecos(rhyycos(ry)
Jrasi—— - ( /‘ - /"1 ) i s b ST - A ([a- .
oh |, Jo r .

Nous divisons de la méme manicre, comme dans la démonstration
du théoreme I, la surface o en deux parties o, et o - o, et Ion
trouvera pour les parties des intégrales (35) provenant de o,

abs.

,..'(

[

' COS (VA ) = 3 cos(rhiqg) cos(rvy
/ (A - /"H‘z)) ”2)) . ”2).),. . ( ) o N
e 1)

36 / v . "o \
(36) “eonst. fin. A,,(_ ;Li = (*),

Jeonstfing A s, (4).

(ty Cp. la note (1), p. 17.
(%) Cp. Comptes rendus des séances de U deadémic de Baviere, t« XXX, p. 1318,
(#) Puisquo
[ Ao /"uz, l A ")‘«
[eos(uhygy )l rf,

|eostray): eI,

f et F représentant des valeurs restant au-dessous d'une constante finie ne dépendant que
de {a surface o.

(*) Cp. lanote (#), p. 13,



20 A. KORN.

Pour calculer les parties provenant de ¢ — g, NOUS FEMATGUETONS
'identité

) — 3 Cos(rhy) cos(ry
3) f (k— k) S50 ) 3c2:(w) 05(rY) 4z
G—0y z
fy) s(rhy) cos(rv
_ f (h— )cos(vh 50]03(”1) (rv) 4o
¢—0, 1
3 » veve { 7 2
- f (/c-/r,)cos(vh')—30(?:('/h)('Oﬁ(lﬂda
G—0, / 1
— (kam kD) f cos(vh,)—«300:(/‘/1,,)(:os(rv)da
T -7, r 2
- [ (k — /{2)[ cos(vhy)— 3 cos(rhy) cos(rv)
Je—g, ry
_COs(vhy)—3 m’;%(r/z,)cos(rv’); '/"l :
r ,

nous examinerons maintenant les trois parties du second membre de
cette identité. On trouvera d’abord

NN R S NN vave e 1
f (/r~—/ (,()h()/l,) deos(rhy) cos(r /){/g

& 3

abs.

2

// l/‘ Fa)— k(. ey )+ A/ ’ // (‘v({s(v//l) ~>(',Q'S'(/'/I,)('UH(I"J‘) Ay S,
ﬂl’

/"l
en désignant par S un élément dune ligne 1,2 sur la surface =

choisie de maniere que sa distance do g

-7, reste supérieure hoar,,
o o est un nombre fini (*); done

abhs.

/’ (e f )(',ns‘(v/;,) Seos(rh, ) eos(ry) I I
e fry ) e S A
YTy ,‘ Il

Cconst., fin. A/ (/ . ,,‘/”/' ’/’:')rlﬁ,
(38“) ”n/ Yo g, "
r ?
Zconst. fin, A( e ._.12>/ dS (Y,
’1/’ T/,

- const. fin Ar

(1) Cp. p. a6,
(%)

v

Cp. la note (3), p. 13
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D’autre part, on a, si l'on fait pour le moment 'axe des « paralléle

ah,:

abs. (k,— ky)

,.3

f cos(vh,) — 3 cos(rhy)cos(rv) do
T—0T

2

= | ky— k| abs.

f cos(ry)cos(ps) — cos(rs)cos(py)

,.Zi

dp

p 2

et, si I'on fait pour le moment coincider Paxe des y avec la normale
intérieure v, :

| cos(ry)|Zconst. fin.r,

|cos(py)|Z const. fin.r,

donce
" cos — 3 cos(rhy) cos(r
abs. (fy— 1) / cos(vhy)—: (,(.):(Il“) cos (rv) o
Ty b
b *
(387) | | ky— k] const. fin. I / ECP >
g .

Zeonst. fin. A7k, (1).
Enfin, on trouvera

[ abs.

,.3

f (e — ) [ cos(vhy,) ~— 3 cos(rhy) cos(rv)
o 12
— -

208 -3 cos(r W05 (rv)
_ cos(vhy) — Beos(rhy ) cos(rv) (,gl
,..‘ R
(38¢) Zeonst. fin Ay, »(/{ ’
PRV
oo, 2
Zeonst. fin. Ary, -~ (%),
12

Zconst. fin. A rh,.
En vertu de (38<), (38%), (38¢), I'inégalité (37) nous don-
" dp Lo _ .
= | ost plus petit qu’un nombre fini, ne dépendant que de la surface o.

p 2
(%) Cp. la note (%), p. 13.

(*)
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nera
05 (v / % os( /., ms( V)
abs.[ f (f - kg)f_‘_’i_(_"__iz}. ‘,_" rhy) €08 (7 (lf:t
T—0, 2
(39) ! _ f - ‘/‘”(,m(m, 5(:,:.(//1,)('0&(1*)) o 1 ‘
T—0a !

= const. fin. Ark, (1),

et les inégalités (36) et (39) démontrent [en ayant égard & (35)]
complétement notre théoréme III, ¢’est-a-dire Pinégalité (34).

1114, Faisons les mémes suppositions que pour le théoréme 111 et posons
cos(7rv)
(40) 1~—/Wa“””_"“

alors cette fonction aura des derivées premicres dont la continuite @ la
surface o (sur le co1é intérieur ou extéricur de la surface ousur la sur-
JSace méme) satisfera a la condition

2

Zeonst. fin. A 77
1

ALY

(41) abs. e

2

ot s représente une direction quelconque el la constante finie ne dépend
que de la surface et du nombre A.

Le théortme [I1* est une simple conséquence des théoremes 11
et11%, sil’on remarque encore que pour un point (x,y,,) quelconque
de la surface chaque

IW,| _
“oh

(/\__/w CO8(vh) — 3 cos(rh) cos(rv) ).

,A

2 ¢ i
(42) ;(;onsl.hn.A/ 4
a g ,-3 /.
g

Zeonst, fin, A.

[T sera facile d’ajouter des corollaires aux théordmes 11 et 111¢ sur

(1) On n'a qu'a additionner les trois inégalités (38« ), (386), (38¢),
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les dérivées secondes de Wy, si les dérivées premieres de £ satisfont
a des inégalités analogues & (32)].

§ 4.

1V. Si les valeurs limites O d’une fonction 0 harmonique & ’tntéricur
de la surface o satisfont a la condition

(43) abs.|0,0ZA7%, (A constante finie, o <k <1),

pour deux points quelconques de la sur face 1 et 2 dont nous désignons la
distance par r,,, on aura pour deux points quelconques 1 et 2 de U'inte-
rieur de o (') :

(44) abs.| 0|2 const. fin. Arh,,

ot la constante finie ne dépend que de la surface = et du nombre A.

Construisons une sphere autour du point 0, milicu de la droite 1, 2
avec le rayon r,, et désignons le point de la surface dont la distance
du segment 1,2 est un minimum par 3; désignons enfin par o, la
partie de o situ¢e a Pintérieur de la sphere tout en remarquant que o,
peut se réduire a zéro.

Posons
W = /6___(;05,(.21'*))([7’
45 o
(45) ! "eos(rv)
W,=1§, / o do (= hmly),
Y T

on aura alors pour la partie de la différence

(46) abs. | W - W, |2 =

4 O v 2
/(0~-« 0,) <,<>s.(21 v)da
—
Ja '

(') Les points 1 et 2 peuvent aussi s’approcher indéfiniment de la surface o.
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provenant de o,

(47) abs.| W — W, |5, 3 const. fin. Arg, (1)3

d’autre part, on trouvera pour la partic de la différence (46) prove-

nant de ¢ — o, :

22 e o ‘
ahs.‘W»—‘Wﬂl,,,.qof;;\/ / abs. (0 — 03)-;_5 el B |,
1t Yo,

en désignant par dS un élément de la droite 1,25 comme la distance

do—» 3% 1+ distance [(ayzs) = 3],
distance [(zys)—» 3|51 =27y,

Pz 20,
on aura toujours

distance (ds-»=3). 67,

donc )
0 — 04 const. fin. A r*,
[do sur o —oy, (xys)surle segment (1,2)].

2

Y. . o do

abs. | W— Wy |50, 5 const. lm./ / — da,
Jy Jo gt
(48)

. 1
Zeonst. fin, 7y e (%),
e
conet. (in. -
Ceonst. fine sy,

On déduit de (47) et (48) :

abs. |W — W, |23 const. fin. Ars,,
(49) abs.| W22 const. fin. A r%,,

pour deux points quelconques 1 et 2 de Uintéricur qui peuvent aussi
s'approcher indéfiniment de la surface 5.

Comme la méthode de la moyenne arithmétique (*) donne

(50) 0= 920
T r

v
)da = w,
27T,

(*) Puisque I'on a sur oo : [ — ;| Z const. fin. A""iz
(2) Cp. la note (), p. 13.

() Cp. la démonstration générale & Paide d’un théoréme de M. Zaremba
Abhandlung

g

: A, Konn,
en zur Potentialtheoric 5 (Ferd. Diummler’s Verlag, Berlin, 1901).
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olt w représente le potentiel d’une double couche continu avee ses
dérivées premicres dans tout le domaine intéricur de o, dapres le
théoreme 114 ("), Pinégalité (49) démontre notre théoreme 1V.

1Ve. St les dérivées premicres de () sont continues a la surface o de la
maniere

=4 g ()7‘} 2~: 2, . ini ey 2
(51) abs. AR A gt (A constante finie, o <2 =71) (*),
1

)

pour deux points quelconques dela surface v et 2 dont nous designons la
distance par r,,, les dérivées premiéres de la fonction harmonigue ()
seront continues dans toul le domaine intéricur de o de la maniére

(5a) abs.

)0 |* . y
_(_«1 Cconst, fin. A,
Jds |, i

pour dewx: points quelcongues v et 2 de Uinterieur de o, que penvent aussi
s’approcher indéfinanent de la surface, cn désignant par s une direction
quelconque.

On a, d’apres la méthode de la moyenne arithmétique,

w
e 5 R
p 1 tecos(rv)
(H3) R R/ ye do -1,

2
T 3

ol les dérivées premicres de Wsont continues de la manitre (H2)
Qapres les théoremes T e TV, et ot les dérivées premidres de w
sont continues de la manicre (H52) dCapres les théoremes 17 et TV,
[ sera facile dajouter un corollaire a IV/sur les dérivées secondes
de 0, si les dérivées secondes de 0 satisfont i une inégalite analogue

a(51)).

(1) En tenant compte d'un théoréme connu sur les dérivées premisres 'une fonelion
harmonique (Cp. ib., Abhandlung. v, p. 33-34 ). On aura, en toul eas,

abs. [ w %2 const. fin. A ryg.

(%) Cp. Janote (1), p. 8.
dnn. Ecy Norm., (3), XXIV. — JANViER 1907, [I
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Remarque importante. — Dans la plupartdes théortmes démontres
dans ce Chapitre nous avons démontré des inégalites de la forme

abs.| o[t const fin.Bri,,

ol B représente une constante donuée par les suppositions du theo-
réme en question. Pour faciliter les considérations nous nous sommes
bornés dans la plupart des théoremes au cas que ry, reste ausdessous
d'une longueur finie R ne dépendant, du veste, que de Ta surface 5.
Mais, comme on aura dans (ous les cas

max. abs.o 7 const. fin. B (1),

on aura toujours pour deux points 1 et 2 dont la distance est plus
grande que R :

abs.| o [ 2 const. fin. B,

2 . ;
== const. fin, By,
R* ’

donc on n’a pas besoin d’ajouter la restriction
0O /'1:5, “;

celle remarque m'a permis de simplifier considérablement les de-
monstrations des théoremes de ce Chapitre.

(1) Des théorbmes connus dounent facilement co résultat dans lous les cas considéro-
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CHAPITRE II.

QUELQUES THEOREMES SUR LES POTENTIELS DES VOLUMES.

§ 1.

I. Les dérivées premicres du potentiel d’un volume =, de Uintérieur de
la surface o :

(1) V:::/ I*l»df
-.‘: ,'

dont la densite B est supposce finie et intégrable, sont continues dans tout
le domaine © de maniére que pour deux points 1 et 2 de © dont nous de-

signons la distance parr,, :

() abs.

IOV |*. )
= U A max. abs. s,
ds |,

ot A est un nombre réel quelconque salis faisant a Uinégalite
(3) o< A<,
A une constunte finie ne dépendant que de la surface o et de A.

En effet, construisons une sphére autour du point O, milieu de la
droite 1,2, avee le rayon r,; appelons le domaine de 7 intéricur
A cette sphere 7, sa surface 5.

Jv | »
-| provenant
ds |, b

de 7, :

On trouvera pour la partic de la différence abs.
oV | * oodt
WL,

o1 oy /"

abs.
g s
/ ! “elT
() C2 Max. zll)s.li/ -
e

* -"
( 2 const. fin. max. abs.Ery, (1),

(1) Cp. POuvrage cité, page 13, formule (85), p. Go.
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AAE

abs.| -] provenantdet ~ 7, ¢
s,

pour la partic de la différence

4 e gt . ]
. DR - s,
\/ [ N ! ds 8 /"[T’

T=Ty 1 2

DAY
abs. a ';}“;“

en désignant par dS un élément de Ta droite 1,2, done

oV L. R Yot .
abs. | — = amax. abs. Kry, max. / -osur Ldroite 1,2,
()5 T, " w o
- L MRty w
et, comme

dr . : . 1
max.f — sur ladroite o - const fin = (1),
T Ty, / / 12

olt A représente un nombre positil quelconque satisfaisant @ Vine-

galité .
0t AT,
ona
Jv : . )
(5) abs. | ~— Ceonst. fin, max. abs. B,
s ToTy 1

et lonn’a quiadditionner (4) et (5) pour compléter Ly démonstration
du théoréme I.

(1) Nous trouvons & 'aide d'une transformation de Green

Y odx i cos{ry j teos(ry
‘/ C G e /‘M e (d! 71 EEee— / e ‘) 122]
P Sty ot 3o, ri

r-
'7"

(v normale inférieure do 7 ot de 54)

pour un . queleonque, done sur 1,2 ;

de  counst. fin. e
= const. fin. [ o / Cos(ry . /‘ cos(rv) / )
BCERY = ALS, A VAL, A (‘7»]'

.. const, fin,
=

Y
rlﬁ
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§ 2.

II. Le polenliel de volume
* ot
(6) V--—-(‘/T IA—/—-’

dont la densité B est supposce continue de la maniére

(7) abs.|E|2ZAr, (A constante finie, o <22 <1)

pour deux points quelconques de < dont nous désignons la distance parr,,,
a des dérigées secondes dont la continuité dans t satisfait a la condition

Ll
s Jdt

2 .
Z(ey A+ comax. abs.E)rt,,
1

(8) abs.

o s, L représentent deux directions quelcongues, ¢y, ¢, des constantes
Jfinies ne dépendant que de la surface = et du nombre A.

Nous divisons de la méme maniere, comme dans la démonstration
du théoreme I, le volume v en deux parties 7, ¢t © — 7, el nous
posons

VeV »»IA/ K, if.f> -
o 4
- / (B--E,) f/’f;
T

. . o, AN
on trouvera, pour la partie de la diflférence abs. ’5?7)2 provenant
‘ 1

(9)

de 7, :
)V |2 7k ’ dr 0* dr
abs. I B—E)—| | E—E))—
asadie ‘1' ()S()l,/c( 1) r, & ‘().s'()l,,[( 1) ro,
o* tdz
A= | By — By [ / =1,
(r0) l().s' o, AN
. / .
ZaA ‘ T const. fin. Art, (M),
J.or

: ST o 2.
Zceonst fin Ay, ()

. o2 d= . -
(1) Puisque Yy [71 est toujours un nombre fini.

o/,

(%) DPaprés la nole (1), p. 28, on aura dans <,

Y ode L
- - consl. fin.r .
s 2
"

T



30 A. KORN.
)2

. s )
pour la partie de la différence abs. e

.
vy ot

l provenant de< -~

()
/ / [B(Eaz)  Blay)| v AL e 51,
1 . Ty {

en désignant par dS un ¢lément de la droite 1,2; done

0 Vier, |* - ' (["L' o * S
d})g\ ()szﬁl\ = const. fin. A/ . 5 ,”/: . ,.'.)’[ :

() 2 VT—Tu

abs. \ J5 00

’" 4

et, comme

g 1
[ —f;iir,mnst.imm—;« (")

o7 r
ety l 14 (sur 1,2),

Codt .

f — Zeonsl.fin,— (")

e, 7 Iy

on trouve
DV o, |* i .
() abs. | 220 TRl eonst. fingArg,.
dsat |~

Enfin, on sait que

| )? /’(/': 4
abs, [ [
W asot,), r l

olt A est un nombre positif queleonque satisfaisant i la condition

sonst. i A
Cconst, fina oy,

0= AT
et que, pour celte raison,
0V V|2
12 abs. | 28X ) _“«()ns.. fin. max. abs. K, ;
(12) 05t 1 : t2?

on n’aqu’a additionner (10), (r1) et (12) pour arriver a U'inégalité (8 ).
[l sera facile d’ajouter un corollaire & Il sur les dérivées troisicme:
deV, siles dérivées premieres de B satisfont i une inégalité analogue

a ()l

(1) Ces inégalilés sont de simples conséquences de la note (1), p. 2
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111, Soit O une fonction continue & la surface o dont la continuité
suffit a la condition

(13) ahs.l@lf?{A rk, (A const. finie, o =7 7. = 1),

pour deux points quelconques 1 el 2 de la surface dont nous désignons
la distance par r,,; sott 0 la fonction harmonique ayant les valeurs-
limite O a la surface &, formons le potenticl duwvolume intérieur © -

(lfl) V o /05:3-:

T

et a la surface o les valeurs

- 02y e
(15) e b ‘ (v normale intéricure de o),
p

1
™| JvE

alors on aura les inégalites
(16) max. abs.d = @ max. abs. 7,

(17) < abs. )3 (‘a/\-i-gmnx. :ll)s.?/)r",-:2 (Y,

pour deux points quelconques 1 et 2 de la surface dont nous désignons
la distance par r,,, ok a, b representent dewx consiantes finies ne de-
pendant que de la surface o el du nombre h, et & un nombic positif quel-
conque que U'on peul choisir ausse pelit que ["on veul.
.
Supposons d’abord que la surface o soit une sphere de rayon R,
alors on pourra, & cause de (13), développer § en série de polynomes

(1) Cette indgalité est un peu plus générale que celle que jai donnée dans ma Note
dans les Comptes rendus du oo janvier 1906 (ep. la démonstration dans les Comples
rendus des Séances de U Acaddémie de Bewicre, 1906, p. 28 )5 grace a celte généralisation
J'ai pu donner dans ce Mémoire a la solution du probléme d’équilibre lastique (Chap. JIT)
une forme un peu plug élégante que dans mon premier Mémoire sur ce probléme (Comples
readus des Séances de & Acadimie de Baviere, 1906, p. 37 ).
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sphériques

o

(18) O XiYilpag) (),

0

et 'on trouvera aisément

3

= N
(19) ”"‘Z’(ﬁ) Yol

pour tous les points (@, y,z,) (*) der,

< * dr <« I R/+8
—— N 4 ; N 4
(20) V__u'/T 9—~,_ =N Z/ G (3] Y, (90,
0

pour tous les points extérieurs (xyz) (*),

J*V - (J ol .

....... AN Y Y (s,

ovE |, A (,)/ F 1) () .;)}/([J v )
- A KA B .
(21%) o 2-1 (o) 1 1)(1/ i .,)\/(V"”’

D’autre part, on a

A 5 a(f k1) .
aR v J?-l'/ EYERTIETERE) Y (paw),

0
(1 '
1 l / CO8(rv) ~ / ,
— 1 il “2/ LNy (4
TN w0
0 (’ -
I ( .
7 eos(rv) R
. 0. . /g- - 3 . . 1L 4
L (/(r N et ny ot Yol ) ()
! 0 ’
(1) E=Rp, =Ry - preose, Lo Ryt p3sing,
(%) Ay L, yie oyt i ecoNwy, spe= 1 1] mingy.
(%) e o, yoay/i o ptesg, s py/i o phsing.

(*) Cp. par exemple, A. Ko, Lehrbuch der Potentialtheorie, 1.1, les formules (196 )
el (196%), p. 177. ’
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done

by LIV _ 1
(21%) 2R dv lm[

- cos(/v) do ’

(34

(Os(z cos(rv) < hj +5 ’
+| f o] == 2 e

I résulte de (21%) et (21%)

:_lm_()_\l_u__l_ /f}ms /v)l,
. 2R v h S

Pour la sphere le théoreme I de ce Chapitre et le théoreme I du
Chapitre précédent permetiraient de tirer de (22) et (13) les conclu-
sions suivantes :

0*V

ov?

(22) 9—— -

/0(-2:—(”})/ ,
r .

L2

max. abs.  const. fin. max. abs. 0,

abs. | ¢]% 7 const. fin. max. abs. 070,
pour un A quelconque satisfaisant & la condition
o< A1,

mais nous voulons nous occuper maintenant du cas général, et nous
supposerons dés & présent que la surface o soit une surface fermée ne
remplissant que les conditions générales mentionnées au commen-
cement du Chapitre 1.

Pour démontrer d’abordinégalite (16) considérons un point (%,7,¢,)
de la surface et construisons une sphere z, de rayon fini tout inté-
rieure & o et tangente i la surface 5 en (5,71,¢,). Grace i la suppo-
sition (13) (") intégrale

, 1
)%

. a
/ (9 —1,) e dr
v

(1) Celle supposilion entraine inégalité
abs. [ 0]7 - const. fin. A 74,

dans © (théoréme NI du Chapitre préeédent).
Ann, Ee. Norm., (3), XXIV. — JANVIER 1g07. D
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est convergente et peut étre formée en excluant le point (£,v,¢,) de
I'intégration. L’expression
(>}

I
0%~
1 r . N
(23) 0 —0,— z [‘(0__90)—()72— dr ) Zeonst. fin. max. abs. §

iy

d’aprés (22); pour démontrer (16) on n'a donc qu'a montrer que
I'intégrale convergente

I
0% -
(24) / (6 — 90)—;)—‘;: dz | const. fin, max. abs.0 ().
T—T

- - . r D
Comme on a pour une partic T de © — 7, voisine de (5,1,8,)

v “Bpr pr -
(25) /-}73.;,;2.27:/ = dodr? hren (%),
Jr /4 .

0

ol p et n sont des constantes finies et ol les distances du domaine
v —1,—T de (§,1,¢,) sont plus grandes qu'une longueur finie ne
dépendant que de la surface o, on trouvera

I
0? ~
/(0 — 00)}}-—,‘-- dz |7 const. fin, max. abs. 7.
" 'l‘ v

On a du reste

1
0% 4=
. ,' - o o
f (6 — 8y) —=— dr | = const. fin. max. abs. 0,
" Jv

(1) On a toujours

02 !
ro,. .
—— (= Z const. fin.
- oy

2 ’ . HY T
(*) En posant Uangle de la direction [z (Zomoper] avee la uormale oxté-

rieure =

x1a



SUR LES EQUATIONS DE L ELASTICITE. 35

puisque les distances du domaine = — 7, — T du point (&,7,¢,) sont
plus grandes qu'une longueur finie; inégalité (24), et en consé-
quence I'inégalité (16), est donc démontrée.

Il ’agit maintenant de démontrer 'inégalité (17). Nous construi-
sons une sphere de rayon & autour du point 0, milieu de la droite 1,2,
ol 8 représente une longucur finie mais que 'on peat choisir dés le
début aussi petite que on veut, et nous imposerons a la distance r,,
des points 1 et 2 la restriction

Oy by (h.

Nous appellerons t; la partie de la sphére (2) intéricure 4 . Nous
construirons encore les deux sphéres ©, et 7, de rayon R tangentes
4 g en 1 respectivement en 2 et tout intérieures i o, ce que lon peut
toujours atteindre en choisissant le rayon R plus petit qu’une certaine
longueur finie ne dépendant que de la surface =.

I nous faut enfin encore une sphére de rayon ro, autour du point 0
dont nous appellerons 7, la partic intéricure & o, nous appellerons T
la partie de =, extéricure 4 7, et T,.

Notre démonstration se divisera en deux parties :

1° Nous démontrerons que

0 ' ot
e () e )
v /1 (7—=0) '

pour le point x et pour le point 2.

(26) abs. ~const. fin. max. abs. 07,

o

-~

. e - 5 ¢
(1) Oun pourrail aussi bien imposer la condition ryy~ ;;, 4’ e
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2° Nous démontrerons que

)? * ot
o ho0,""
) m

gt dr
— () om )y ) oo
()”2-/1_,']'(} )1) r

K} . \
| const. fin,
- . (s: A max. abs. ) r,,
T \ 3

¢
1

(27((.) kg - Olm_

const. fin,

(29%) |0 -- 6, ——1'?

eA i - max. abs. 0 ).,
“ \ [

si nous désignons par 3 un point du cercle d'intersection des surfaces
de 7, et 7, dont la distance de 1 et de 2 est plus petite que 7, parla
direction v en 3 la direction de la normale intérieure en 1t ou de la
normale intérieure en 2, et si e représente un nombre positif quel-
conque que 'on peut choisir aussi petit que 'on veut,

Les formules (26) et (27) une fois démontrées on aura tout de
suite (17) en remarquant que

0 [ dr

ot A est un nombre quelconque satisfaisant a la condition

) ,
= const. fin. max. abs. 279, (1),
¢

(28) abs.

oA,

La premiére partie de la démonsteation, Uinégalite (20), est déduite

aistmentd’une inégalité analogue i (25), en remarquant que on pent
poser

RS
I ne reste done quic démontrer les inégalités (27¢) et (29°), la

seconde partie de notre demonstration. 1 est d’abord facile & voir
que

(29) abs.

2
0.«01_‘_“! .‘2,3 / (0- ‘//l)f_{'f
i, p

3
\ const. fin. max. abs.” f';\z.
»

ol A estun nombre quelconque satisfaisant i la condition

0<TA0,

(1) Ona loujours

abs.

o /‘(/:i 2 ) \
s e Ceonste fin )L
o A ,‘1 st fin. ),
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si la direction v en 3 désignait lanormale intéricure de la sphere en 3;
on trouvera cetle inégalité facilement a Paide de (22) et des théo-
remes I du Chapitre précédent et I de ce Chapitre. Les cosinus direc-
teurs de cette direction different des cosinus directeurs de la normale
intérieure en 2 par des nomhbres dont Ies valeurs absolues sont

Zconst. fin. ryg,

donc lerreur que I’'on commettra en choisissant dans(29), pour la direc-
tion v en 3, la direction de la normale intéricure en 2 est

' iz
Z const. fin. ry, max. ahs.l)a/ (0 - 01){-,_—>
e,

en désignant par D, une dérivée seconde quelconque du potenticl en
question. En n’étendant Pintégration que sur la partic de <, intéricure
aty; (')ona

max. abs. D, /(O —0y) (fT Zeonst. fin.A/ A

D
,'Zl )
Zeonst. fin. Aok (%)
en ¢tendant Uintégration sur la partie de 7, extérieure i t; on a

' dr . = (el
max. abs. D, /(0 —0y) < const. fin. max. abs.0 / s

/.S
_const, fin.

< max. abs. 0 (#),

done I'erreur commise ne sera pas plus grande que

const. {in.
Py <5A + ————max. :xbs./J),

» N ’ 4 . ’ .. "
en posant ¢ = const. fin.s*. On pourra done éerire U'inégalité (2¢)

. or [ de | |y const. fin. N .
(30%) abs.|0-—~0,— 5 / (0 o 0,)7 e (s A o S max. ubs.fj) Phgs
o, e,

(1) La sphire avee le rayon 6 autour du point 0.
(%) Cp. la remarque (1) p. 28.

3y Puis ﬁ{f__ . . fini
(%) Puisque 75 o8t une constante finie,
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ot de la méme maniére

. .
a3 [
r, o,
(e SO )
olt
(31) ¢ - const. fin, 8,

et ott ’on peut prendre pour la dircetion v en 3 ou la dircetion de la
normale intéricure en 1 ou la normale intérieure en 3.

Pour tirer (27¢) de (30%) et (27%) de (30%) il faut encore examiner
les différences

2 . | B
abs o / (0 ’/l)’/ia
ov* dror,oa ! " 1
et
2 d /.:. 4
(Ih'ﬂ ‘ )3 / (,/ (Il)’ ;
IR PR y o9

en n’étendant intégration que sur la partie de <

-7, T intérieure
AT ona

oo ] # . telr il
abs. - /(’/ ~ 1) ! coust. fin. A z',,,( / - A / : ) (",
()‘l'_ ey oy ! AT T TR
, 744
const.fing A 7, ; / ’ ’
St S ek sur s

const, fin, o A 74,

-
E:\I,i.

(1) Pour voir que (30 ) est démontrde de Ta méme maniere que (304 ), on posera, apres
avoir Lrouve Pinégalité analogue & (v9),

iy iz " dx ' 't
/ (00 s o /(W fg) =~ 4 / (0y— 0,){{ ’
ity 4 oy Y gy ’

et 'on remarque que

' dz . , o
max. absg, D. / (0g—0y) o 2 Bz 0y [ eonst. fin. - const, fin. max, abs, 0,
/e,

(2) En effet, le premier membre de colte inégalité est

3 v
/‘ / LI0CERg) — 0Cays)) + Arg, |

72 1 .
0S8 oyt (;) ‘ (b dls,
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en étendant 'intégration sur la partie de 7 — <, -- T extéricure & <

o
on a
0* dr| ?_ . = dr
abs.|=— [ (6 —8,)—| Zconst fin. max.abs.0r, — >
0v? I ey " |max. sur 1, 3
oo -
= const. fin. —,%imax. abs.0 (1),
X —
Zconst. fin. max. abs. 0 %%,
: 3.
_const. fin. o
=l max. abs.0r%,,
donc
: o r dr| ? const. fin. .
(32¢) abs.|-=— (0—0,)—| (eA4 ———"‘max.abs.0)r;,,
ov? " r { €
L e Ty e ] e N

et d'une manicre tout a fait analogue

ror / L onst. fin. .
(32%)  abs. ;;—’-; / (0 - 0.)'(",{;5 ' (EA e -‘»—Ql—'ﬁ--g M max. al)s.O) g
AR TR L

On tirera maintenant (27¢) de (307) et (327), et Pon tirera (27°)
de (30%) et (32%). G. Q. F. D,
Nous n’avons démontré (17 ) jusqu’a présent que pour

h

I‘“',f::;?
. .0
mais comme pourry,> - :

abs.

¢ |2 Z 2amax. abs. ],
V)
= o re.,
Zconst. fin. max. abhs. 9—,—}7"4,
0"

_const. fin. =
L e INAX. abs. 0 1%,

en désignant par ¢S un élément de Ja droite 1,3, ¢l 'on a

[0(&ag) — O(ayz) | Arh

(1) On a pour ce domaine

’ / d l . const. fin.
i 2 el
. 7% o, sur v, 2}

ep. la remarque (1) p. 8.
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I'inégalité (17) sera vraie pour deux points quelconques 1 et 2 de la
surface o.

§ 4.

IV. Soit0) une fonction continue éla surfuce o dont la continuite suffit

a la condition
(33) abs.| 3|1 2A 7, (A const. finie; o <2 L < 1),
pour deux points quelconques 1 et 2 de sa surface dont nous désignons la

distance par r,,; supposons encore que ) posséde des dérivées premicres
continues de la manicre

7 |2
(34) abs. %—% =B r, (B eonst. finie; o< M <21) (1)
1
alors la fonction
5 R K /./ 4z
(35) Y0 vt/ ’ r ”’

considéree déja dans le paragraphe précédent, aura des deérivées premicres
continues de la manicre

. | % :
(36) abs. ,;()—%I‘ (e max. abs. U4 oA ey B) 7, (1),
et sauisfaisant @ lincgalid
. )7 - §
(37) max. abs.;j%- (emax.abs.l 4+ @A) (%),

ouc, ¢, ¢, ¢y ¢y sont des constantes finies : ¢ ne dépendant que de la
surface o et de A; ¢y, ¢y, ¢y ne dependant que de la surface o et de 2N

Si nous pouvons démontrer (37) on en déduira (36) comme une

(1) Cp. la remarque (1) p. 17.

(%) 11 st trés important que celte inégalité ne dépende ni de B ni de A'; la suppo
sition (34) est pourtant néeessaire pour que la démonstration de Uinbgalité (35 ) soit
rigoureuse.



SUR LES EOUATIONS DE L ELASTICITE. 41

simple conséquence i Paide duthéoreme Ide ee Chapitre et des théo-
remes IV eCIV du Chapitre précedent en remarquant lidentite

e d [, dr Cocos(vh) 0 dr
38 e / nir / gEOS) e [0
(38) h v ¢ r . ’ do / ol r ()

Pour démontrer (37) on se servira de identité (38) pour mettre
hors de doute que Pintégrale

N ()3 "“
() ol
/: ME ol d

estoconvergente grace a la supposition (37) et peul étre formée en
excluant de Pintégration le point (5,7,C,) dans lequel nous allons
l)';l.
o
tout interienre 4 o el tangente a la surface 5 en (%,7,%,). On aura

considérer lexpression Construisons une sphére ©, de rayon fini

oh ey r

.

, o/, vl ar ot ol . . -
(54 (0 I . / n' ) const. lin. A 1 const. fin. max. abs. 0,

b

d"apris (o) et la supposition (33). 11 ne reste done qu’a démontrer
que

' ’ N P b

(fer) / (-0, NEIAT 7] const fing A - const. fing max. abs. 7,

ot
. ol

(1) Pour démontrer inégalitd

7 Toeos( vl eos(ry, () tcon(ali)eos(ry |
I / o );,v,..”" ) e / f o) A oty
l oy, o P& vy, - iz

feonst. fino A b const, fin B)r
on wa i remarquer que
Coslryg) s eos(rry & oy, cos(rvy ) o cos(ry) 4z,
ou
Jey | reonst. fin., | &1 ). const, fin,
et & appliquer les théoremes et e du Chapitee précédont.

dnn, o Nosm., (5), XXIV, — Janvieg 190, 6
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puisque
()3]
. p _
O et elr | const. fin., max, abs. 0.
1 )y = ot | Cons
 (4n) /T . OV Ok ‘

"

Comme on a, pour une partie T de = -z, voisine de (%00 20)s

dr . o hr |
([{2) "'_—": 2.2 / - / I/’{J dr = "‘.;—.O"'H (lh
vy 14 ‘ '
ot o et 1 sont des constantes finies et o les distanees du domaine
7~ =T de (§,1,0,) sont plus grandes qu'une longueur finie ne
dépendant que de la surface 7, on trouvera

) .‘.
(43) (0—1,) ;}*;*;;{)—/l* dr | const fing A
e/
on a du reste
. o
,
(44) (0 - 0")()*)" T de| const, fin, max. abs, 4,

e Ty T

puisque les distances du domaine © — =, « T-de (5, 4,,%,) sont plus
grandes qu'une longueur finie; Uinégalité (40), el en conséquence
linégalité (37), est done démontrée. |

(1) Cp. la note (%) p. 34.
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CHAPITRE TII
SOLUTION GENERALE DU PROBLEME I'EQUILIBRE DANS LA THEORIE DE
BLASTICITE DANS LE CAS OU LES DEPLACEMENTS DES POINTS DI 1A
SURKACI SONT DONNES.

§ 1.

Nous appellerons Le problime suivantle probléme principal de U équi-
libre elastique :

I s’agit de trouver irois fonctions w, ¢, s conlinues avee leurs dérivées
premcres satisfaisant @ l'itniéricur o une surface fermde o aux équations

o
Aw - A T [y
il du  de '
‘ T S A .U e et
(1) A /4)’7’ /4 (/ dia: ! Ay ‘ t):.)’

()
| Ao /‘:jj S

et se reduisant « sero a la surface .

Nous supposerons que les fonctions /. /y, /, soient des fonetions
données i Uintériour de o continues de la maniére

() abs.| /5 4 constfing 4, (f = 1,m,3),
——

A

pour deux points queleonques 1 et o de Fintérieur dont nous dési-
anons la distance par ry, et satisfaisant a I'équation

%) afc ol 0

dr y UE

(1) Nous n'ingisterons pas sur ee résultal qui el connn; nolre Lache est do trouver ce
systeme (u, ¢, o).
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si le nombre donné £ satisfail 3 la condition

(4) . — T

Aprés avoir résolu ce probléme, il sera facile de réduire des pro-

blemes bien plus généraux a ce probléme principal.
Posons

2
2 4k
2
2 -k

fiy
(5)
f27
2
2+ k

S

et écrivons les équations (1) de la manitre suivante :

/)
Al( I — l"; [ (A” a9 “ ) )w
: ()
; )
(, A ’ - - 1‘" 4 AN 9 ) y
(6) ¢ I, 1« (Ac ()_y)

7

Ay ~ ] '\.( ' o .
x’ " Kyt ‘,A” l):.)

En nous inspirant des méthodes des APProxXimations sueeessives
nous formerons successivement fes fonetions suivantes :

T dr .
oy oz /I’& L‘/_“ l‘l »-—I'> ”"’
v dr
-~ § ) .
(7) L -’m.,l o,V
1 t e
’ Vg / I, — W
|7, - l,
1o ! oz
;= e b f 8
\ J j ,”:()‘,'/: A J
o) ol
(711) LY AR - - ()/ { V/ (/ T

-.—‘__,~
=
=
=
=
¢ =
N
ﬂ\\. T
<=
< ;
P
{3
-
<
.



SUR LES FQUATIONS DE L'ELASTICITE. 45

. he oy ar 7 ) S . o :
en désignant par Uy, Vi, Wi (=0, 1,2, ..0) les solutions du pro-
bleme de Dirichlet pour Uintéricur de s avee les valeurs-limite

| 1 Tt

Ul) /lr/ Ill I'M’

. 1 toodt

(&) R
G, " /

w,o e

hT, " A

KRR VA

ur ] /
) rod ' ol
4 - (, ... , 5
(8" \7, o ’).'V‘/-; TRE (] =1y, .00,

i la surface 7.
Nous allons démontrer que les fonetions

v
h
7 \ sy,

[}

’

.
l//r/('.,,

() oy

représentent fes solutions cherehées de notre probleme prineipal.

[ faudra d"abord nous oceuper des proprictés des fonetions sue-
cessives w,, ¢, a0 apres noas démontrerons la convergence des
series (o) (') et de Tenes dérivees premieress apres cela, il ne sera
plus difficile de démontrer que ces séries satisfont, en vérité, aux

cquations de notre probléme prineipal.

(0 Pour 17 2 7 o, elest-edive pour w17 b e
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Examinons d'abord les fonetions w«,, ¢4, 0, leurs dérivees pre-
mieres et secondes. Leurs dérivees premitres seront continues de Ta
maniére

(10) abs. | Dyu, |22 const. fin. max. abs. (Fy, 1, Fy) A

(d’apres le théoreme I du Chap. IT et le théoreme IV du Chap. 1),
en désignant par D, une dérivée premitre quelconque et par A un
nombre quelconque satisfaisant i la condition

oA,
on aura donc aussi

(11) abs. | 9,]%. const. fin. max. abs. (Fy, F,, l";,’)/",\z;
- ,___"M - A ————.
iy
d’autre part
(19) max. abs. 9, 7 const. fin. max. abs. (F,, F,, ', .
13,

| Les dérivées secondes de wg, v, a0y seront continues de Ta maniére

(10)" abs. [ Dy, |} [constofing A poconst fing max.abs, (F,, F,, Fo e,

[4 cause de (), dapres le théoreme T du Chap, 1T et le theorime 1y
du Chap. I.(*)], en désignant par D, une dévivee seconde queleongue,
on aura done aussi

(1) abs D0t L eonst fine A v const, fing max. abs. (Fy, Fo, Ky 07,

ry
d’autre part

(r2)"  max.abs, D9, const, fin. A+ const. fin, max. abs, (F,, K,, F,).

e e ——...
%,

(1) Ou plutdt d’un corollaire du théoreme 1Ve du Chapitre 1 facile & démontrer,
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Nous n’aurons pas besoin de ces inégalités (1o)’, (1), (12 pour
la solution de notre probleme principal, mais nous les mentionnons
pour une autre raison que nous connaitrons plus tard. |
Comme on a

(13) ‘ A"n l"fﬂ’

la fonction 0, sera harmonique a Pintérieur de .

Examinons maintenant les fonctions «,, ¢,, o, leurs dérivies pre-
mitres el secondes. Leurs dérivées premitres seront continues de la
maniére

(o9

(1) abs Dy | Ceonst, fin, B, i const. fin, ‘I,,)/“;‘.,,

(acause de Cory et (oo, Fapres le théoreme THdu Chap. 1 et fe théo-
reme IV du Chap. 1), on aura done aussi

(16) abs. | 0,7 Cor,,
dautre part

(17) max. abs. 7, const. fing B, 4 const. fin, €.

1,
Les dérivées secondes de wy, o, o0y seront continues de la maniere

.
Ly

(tHy abs. | Doy | (eonst ling Ty const, fing By) 74,

[a cause de (o) et (12), dapres le théoreme 11 du Chap. II et le
théorome IV du Chap. (")), on aura done aussi

(16 abs | DO Ty

(1) Ou platot dapris des corollaires de ces deux théorémes faciles @ démontrer.
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d’autre part ;

(17) max. abs. D, 0, (const. fin. B, li const. fin. ).
Comme on a
| Acty == Dy — 2 %0," ,
(18) Ay == Apy — 9(())%,2,
Ay = Ay — o (_(}.).0:;‘.’

a lintérieur de = ('), 0, ¢tant une fonetion harmonique du domaine =,
on trouvera

(19) COAG 0,

0, sera aussi harmonique i Uintéricur de 5.
On trouvera de cetle maniére successivement,
Les dévivées premieres de g, o5, 00y (/== 1,2, .. .) seront continues
de la maniére
¢
!
S ——. - L ——————
(20)  abs.| Dy | (const. fin. By oy - const fin. G, ),

on aura donc aussi
(21) abs. |0, 120G el

d’autre part

”i

(22) max. abs. 0,Z const. fin. B, -+ const. fin. ;.

LLes dérivées secondes de u;, v;, w; seront continues de la manivre

l‘i

(20) abs.| Dyuy [17 (const. fin. B, + const. fin. I'; )/"’,,,

(1) Dapres (r1), méme dans tout le domaine .
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on aura done aussi
(o1) abs D0, 8,0,y

PR

dautre part

_ B
(o) max. abs, D7, const fin, B, constudin T, .
Comme on a ‘
Buy Buy | ’),(;l,l )
(23) « Ay,
Awy;

alintérieur dez (1), on trouvera suceessivement
("L,;) A/// S0,

chaque 0, sera havmonique a 'intéricur de o,
Nous nows proposons de démontrer que les séries
o
) . N .
L/‘, 2/ By, 0y, [« 13 ] (/ oa1,m000)

0

sont absolument convergentes si x satisfait a la condition

§ 3.
Nous démontrerons d'abord que
(24) 270 const fing Cmase abs, 11, 12t (f 1)
S nous posons

(4h) e / 0 i,
la constante finie ne dépendant que de la surface 7.

(1) Dapres (2o) (pour Dy, méme dons toul le domaine <.
Anu, Be, Norm,, (3)y RRIV, — Faviaa 1oy, 7



~
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En effet, si nous nous servons des abréviations
dvy
2K
4)”']
da’
Juy
Ay ’

2

(26)

nous trouverons, en vertu de (23),

\ A9y fdwdug
“A/‘ n/\ i i}y s )
] ‘ ]
C00, ("'F/ . wy

dy o Nds odr )

/(9}+11/2-+n}+m}) dr :
YT

4y

a0, duy,  dw
-}‘“ﬂj"-":* “““‘( w”ﬁ:ﬁ).’“.) \'({n,

~

E‘.:--/((Ij Aty -+ vy Avy-i-wy By,

' I)[/j . ;'V'
= 1 (Au g e e )
[ ‘ / \ I o

()’// 1
40y <A"j g ()‘ry)

)]

’
r)/j i

4~n'~(An' i
AR oz

/(f/,f/j PR w0 ey
bl
donc

(27) /(0}—+—1t}+u}‘ - whydr o /( Dy Upocg b WMy b 00, bowywy el
T ol =
d’olt nous pouvons tirer 'inégalité suivante :

(28) f(0}~+~ W 07 o w})rl':j[((}/? cE et ey (1)
T oo

s

(1) Ona, en effet, dapres Pindgalité de Sehwarz,
< PR
3w s ; , " 2 2
L/c(“j»k uy u/»-+-m,=‘)(/:| ,/(0] Bl e wly el

/lﬂ},~;n}¢~4u], s,
T
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or
o

done
I, /(_0"; R L R I B S W74
cconst ing [ max. abs (8 F 1) 2 [en vertu de (10);

on en déduit immédiatement Uinégalite (24).

S

Llinégalité (29) nous permet déja de nous assurer de la convergence
des séries

k4 "
Q A s
2‘/ 211, }_‘/ D0y,

i 0

pour tous les points intérieurs de = dont la distance de o est plus
grande qu’une longueur finie. Ko effet, soit Ceyz) un tel point dont
la distance la plus petite de s soit v, Construisons une sphere de
ayon v autour de ce point, alors on aura

(e, ¥, %) /;Trn“_/fj’(h

en intégrant sur le volume de Ta sphére; done

5 )
[ 0,00,y 5)] T \/ /01’ r / i,

max. abs. (1 l";l";,)

const. fin, - ;
vt
el
. max. abs (K F,F .
(29) | 29,1, const. fin. (" 20 [ %]/,

u?
Des inégalités analogues peavent étre démontrées pour
PR AR N

de manitre que la convergence de la série

(30 /R /N NP/ A R
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ot de ses dérivees est assurée pour tous les points intérieurs de s dont
Ja distance de o est plus grande qu’une longueur finie; de la méme
maniere, la convergence des séries

“t

u = 21 %/ J

0

(31) [ FE AV (et de leurs dérivées);

et les équations

, ’ f
Au =T, = (Au o, ;):i',),
) a0
(32) Av — T, I~A<A( - ""),‘,V )1
]
A o By oo (Au' ! )
' ()

découleront aussitot de (13) et (18) pour tous les points de = dont la
distance de o peut étre anssi petite que on veul.

Pour démontrer que les séries (31) sont les solutions cherehiées de
notre probleme principal, il ne reste done qu’a démontrer que les
séries (31) ot leurs dérivees premivres restent convergentes, méme si
Pon sapproche indéfiniment de Ta surface 5.

Nous allons d’abord nous oceuper de laconvergence de lasérie (30),
et il faut chercher de quelle manitre les € et les B; dans les iniga-

lités (21) et (22)
abs | 0,3 0,

max. abs.7; B,

dépendent de /.
Partons des équations (7°),

1 Jd [/ ot
Uy (lj‘.q*"* :;‘7; ().IA"/ /}/ 1—;:-- - ”/, ceay
T

ow Uy, V5, W; sont les fonctions harmoniques de = avee les valeurs-
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lmite
l, l)llr_,‘.kl
o/ e
v 7N U . . ,
(33) v, 4)')/5“1 (& la surface =),
‘ A U
AV, VR el A
o )z
en posant, pour abréger,
1 dr
34 e s
(34) e LT

On aura, Fapres la méthode de la moyenne arithmétique,

[ I OV cos(ry ,
U, e / ()Cf’ . ,(T’z""J do + X,

I o cos(ry)
35 \V e / AR il - X,
. ’ J v, dn 7 R
vt cos(ry)
! W, 27 / ():.’f & A dz -+ X

ott, "apres le théoreme I du Chapitre 1, X;,, X, X, auront des

AN

dérivées premicres continues dans © de la maniére

AYE . )
we i const fing max. abs. 9, /',\2, ey
s,

(36 abs.,

, . o, oW, Oy ;

paree que les fonetions = 00, 50, --~~-,~)+é---1 sont continues de la
) 4

maniere

abs. const, fing max. abs. 0, 9,

,)\;."/ . ‘tn

s .

Fapris (54) et le théoreme I du Chap. 11,

74 SPREOL AP T L) U

" . . ’ ’ .
D’autre part, de T dy » e repreésentent, a Iextérieur de o,

des fonetions harmoniques avee des valeurs-limite

nr A O Al \
VAR /o1 /o1 5 1a crrfae .
’ oLl ala surface o
4)&; ’ i ’ Us ( /i
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on a done, dapres la méthode de la moyenne arithmétique,

pOW, /'y??"'(_ ool Y,,
o am oo Uz r#
CNe e | peay L.
(37) MWyoy 1 AT L"L(’.fl do -+ Yy, (4 Vextérieur de 9),
7 oy oy On ’?
O cos(
o, . / My (‘“h(",'.f Ao+ Y,
Js am Jo 0 rt

ou, d’apres le théoreme 11« du Chapitre I, Y;,, Y,,, Y, auront des
dérivées premitres continues dans Te domaine extérienr de 5 de la
maniére

%
~ const. fin. max. abs. 0, 7Y,
1

(38) abs.

()le‘
Comme on a (*)

K4 /_)1'1_ ﬁ?i(;;ﬂl(,‘. ,:L /"?,‘.'ﬁ/_ peostrn) b
o J, e e PR 2 /

on tirera, de (35) et (37), les relations

o, oy
- ()V - ! “7}‘;7}7 . } /'/ 1
o ()V/ ‘)”[r}' 1 .
( 39) W o ( . J)f:)v f Aj%v
oW, W, |,
_____’)v . et l ._;},;..;).:;m y 4 /o}nv

oU Z;y, Zjy, Ljy représentent des fonctions continues a la surface

o de
la maniére

(40) abs.| 2, |32 const. fin. max. abs.0; 8.

(1) Pour ¢assurer que ces Gquations sont vraies, on n'a qu'd se rappeler que les
deuxiémes dérivées de W,y sont continues de la maniisre

abs. | Dp Wy |3 const. fin. G r'/‘\2 [@apris (21) el 1o théoréme I du Chap. 1],

(Cp. 'Ousrage cité, 3¢ Parlie, t. 1, p. 394.)
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Puisque
w, vy oo (a la surface o),
on trouvera
du; v oL
0, - 1 peos(va oo feos(vy) b e—Leos(vs
/ oy ) ] ) v (¥2) . i
) i la surface o)
0 i s (vi) - [y L eos(vy) day (v3) Gl )3
} st (V) e o e 0OS (V)Y ] e o COS(V T
s )y ) ) V) )y )

done, d'apres (77),

AN o Al IV IW
01 oy M octory 1" eoston 1 WV cosivs
/ s £y W’./., Iy ; ) Cos(vr) v cosvy) v cos (v )» ’
lar | vl gro ot
(/. e / /} . . // - -
Jo o7 /).J:‘ . S - l,- ot ’)tﬂ. A /.j 1 . { ”/

[dapres (39 )]s on

AN o] ™
i e Fle /o
(h) J ( /o 7 ()v«_.' . A p ) 4 "/,
ol
I, [ cos(vae) t Lyyeos(vy) Ly cos(va)]

est une fonetion continue i la surface o de la maniére
(hw) abs 1,7 const fin, max, abs. 7, b,

Le theoreme T du Chapitee THnous apprend maintenant 'inégalité
suivante :

|

(hay abs. 0,
@ s

1

< J

2 M -
’),,” / //,‘ 1 f{“
vt ], r

I’ . const. fin. |

l (1, b e mak abs. O ) Y,
“ Y

1l

oit & représente un nombre positif que Pon pent choisir aussi petit
que on veut, puisque

abs 002 Giogrd,  [Cpa(2n)],

nous avons done, en vertu de (11), (42), (43),

, . e :
(44) abs. | 018 (eG4 ; max. lelﬁ."lj.“,) i,
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alasurlace o et aussi dans 7, dapres le thérodme TV do Chapitree 1,
puisque 0; est harmonique & Fintéricur de 5, ol ¢ est une constante
finie ne dépendant que de fa surface o et de A et olt e représente un
nombre positif quelconque que Fon peut, du reste, choisir aussi
petit que Ion veut.

Construisons la normale intéricure de o dans un point (5,7,7,)
quelconque de la surface et sur cette normale un point (5,7,7)) dont
nous désignons la distance de (5,7,%,) parv;. Alors on a

0;(E0no8e) = Oj(if,‘f)f,?:;) 10 l’ﬁm":{"'

» e
(G0 005y

et, en vertu de (29) et (44),

_ o , ¢
(45) [0;1% = + (E(.j 1ok S max. abs.0; 1)u;\,
v? ‘
J
ol
(46) o == const, fin. max. abs. (F, F, 1),

et en choisissant, par exemple, e £, o < k"1,

-
k .
(47) ﬁ BiZo— (€5 4B ,,)t{,\ (] [ draprés (45)],

v
/
Cir€iyteB;, [ dapres (49 P
en posant
abs. max. " N B;
() ‘ I
( kG,
de maniére que
, _,
Y] 9
(49) V1],

e/ ] .
l :ms.l/.‘ //jll_'o.jl"l,
Soit L un nombre positif satisfaisant i Pinégalite

(50) s

(1) Puisque & < 1.
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el posons

(D1 Uj‘_:(l/l‘)‘,

alors nous pourrons éerive les inégalités (47) de la maniére suivante :
2 A
n 1
0wl (& ety ,)(Vl‘) »
¢, ‘-l:/‘ o l'ﬂ/ 1

o, en désignant par

A
/ e
(H) pobe plus grand des deus nombres 1, el ( l‘ ) ,
i B, (wp € b e ),
(hi) | ‘/ ‘/‘ "/ i
| ¢ Cjoyb e .
Posons
(O A0 € el

alors on trouvern, en vertu de (573),
(i) A d e (e Sy
On déduira de (55) (1)

(H6) A, constofing (A, 4o

el comme

B By eonstfing mas abs o FL ) .
! B , R | Papres (vo) et (g,
€, 0y eonst fin max, abha (1 1,1

(V) Cpe Laseor sopv, Sur cortaues questions qui se rattachent aw probléame de Divichlet
(Jowrn, dee Math., 1898, pooosi 0 B eflfet, ona, dCapres équation (55 ),
Ryvom (Hpqvn)(g-epd),
W, (et eyt epd e ety (e epd),

Coeonst it Xy 1,

on arrivera done 3 Piaecalité (56,

Ann. L. Nurpe, (), KRV, Fivnes 1907, b
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on déduira de (56), (54) et (46) :

2= € o= ey const finemas.abs, ( R ),
done

l7rj Ojl = eonst, fin, max. abs (1 1, 1),

(57) I oo
:11)5.\ I3 0/’“ “const. fin. max. abs. (F 1L 7N,

si £ est un nombre positif quelcongue satisfaisant & Pinegalite
- T« -

Pour un z quelconque satisfaisant i Pinégalité

(58) [k,

de manitre que

A
(59) P
A.
satisfait 4 la condition
(6o) O=Zmela,

¢t Pon trouvera, dapres (57),

[#/0;] - const. fin. max, abs. (K 1,0, ) m/,

abs. [ 2/07 1% - const. fin. max. abs. (8, ¥, 1, ) md 1),

(61)

les constantes finies ne dépendant que de lasurface 5 et du nombre A.
Nous arrivons done au résultat que la série

(62) 0= Oyt 20y b 220y 4L

est absolument et uniformément convergente dans tont le domaine =,
et la continuité de 0 satisfait i la condition

(63) abs.| 011 const. fin, max, abs, (8, 1,1, 20

12



SUR LES EQUATIONS DE 1 ELASTICITE. Q)

ot A est toujours un nomhbre positil queleonque satisfaisant i la
condition

cot Lo constante finie ne depend que de la surface s etdu choix de A,

~
I

§ 0.

Ihestmaintenant tees facile de démontreer Ta convergence des séries
oy ug,
e ‘
0
etde Teurs derivees premicres. Eo effet, on a, dCapres (61),

' o f =/
ey S l/- ’/,I const, fin, max, abs, (K V6 ) m,
(64) -
i ! H LRI A / .
:Alm.‘ I lI const. fin, max, abs (F 1) m 1'1\,,_ (’) < e 1),

si & estoun nombre positil queleonque satisfaisant i la condition
(6 o= heTa,

On déeduira des dquations (7) et (") qui définissent les fonetions w;
¢ 0, les equations suivantes

J
/ [ . ol f \‘ clr N el
. e, i N,
by ';I/ 1 r { W I)l / r d| 4
: - 0
i ! T 1 N
(66 Kool [ /\//.o \//. v,
Al r o 4))
’ 0
/ ) e N
e 1 ' ™ [ N el AT AP
Aowvy o / I, BT / \ A 0, ) ~--Zt kW
' 170,/ s o
. 0
on trouvera done, d'apres (64),
/ . PP
‘ l Loy I const. fin, max. abs. (F F ), Ceey

(67) ., . o
f I LoDy I const. fin, max. abs. (I 1, 1), ce.
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—J 2 . TS
(68) ;\hs.| ke Dyuy \1, const. fin., mas, abs. (K, B ) 7\,

(théoréme [ du Chapitre 11 et théoréme IV du Chapitre 1), done

(69)

g [#/wj| 7 const. fin, max.abs (1 | DR BN

|2/ Dy wj] = const fin, max.abs. (F; 1,1 ym/,
et
(7o) abs.|#/ Dy} % const. fin.max. abs. (19, F, 1) n e,

en désignant par D, une dérivée premitre queleongue.
Nous arrivons done au résultal que les séries

\ L= TP B (R PR { S I
I SR VI B AL S

(71)

;
( IR U SR L LI SN | L S
et leurs dérivées premieres sontabsolument el uniformément conyver-
gentes dans tout e domaine 7, el Pon (rouvera

(72)  abs.max. (o, oy vy Dypey Doy Doy const ting mas abs CF 1) 1),

(73) abs. | Dy [f const. fine max. abs, (F FLF, ) 7 1),

Les séries (1) reprisentent les solutions du probléme prinegad pro-
pose.
§ 6.
[Nous allons démontrer que les dérivées secondes des sories o,

¢, wsont des fonetions continues dans tout le domaine =, on verta de
notre supposition (2), page 4. |

(Y (,omn‘m ‘no‘us sommes partis des inégalites (1) et (ra), pae 3, on et
max. abs. (FyFaFy) par la plus grande des deus eonstantes €, ol By si

o (x f FRGANUNS /, dzy 0 (,1_ [y v,

l”“’ Ame dr\dm, T ") AR T A ) Caear s B,
J ( I / o= 0o/ Y P s ¢ ' P

e | [t — T o (0% . ( I ; {0 l)l,“ iy " ALY s %J )

g\ A ! l‘> ’f"(»/‘“-/: s r ) "z /‘::./; I , ) o e A Y P

ty 1 i!

remplacer

ahs.
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Rappelons-naus Pabord les équations (7°), (35), (37), (39, (41).

La fonetion
] ' 2ks
O O
/-1 5).7".'_‘: g1 A
considéree dans les équations (35 ) a des dérivees secondes qui satis-
font [ dTapres (61) et e théortme THdu Chapitee T aux conditions

[2 D ] const fing maxs abs, (F R, )y med )
—II./\

abso)2r TDL,W 7 constoting max. abs (K B F )y med =103,
done les fonetions X, N, X, dans les équations (35) et les fone-
tions Y, Y, Y, dans les equations (37 ) auront (aprés Te théo-
reme T du Chapitee Tou plutot d'apres un corollairve de ce théoreme
facile i démontrer) des dovivees secondes satisfaisant aux conditions

[#/ DX, consttingmax, abs (1 F Fyymd, ces

abea | 27D X |7 const ting s, abs. (1 F, l";,‘)m«/’/",\z, s

etles fonetions 7, 7Z,,. 7,, dans les équations (50), en conséquence
anssi b fonetion 1, dans Péquation (41) =

ar ot
I 1.
,),}::./: )l 1 , ’) } ”./

[

1
¥ (//~
) / /1 -

EN

anront des dérvivies premicres satisfaisanta des conditions que nous
n'eerirons que pour ba fonetion 1,
{ [22D 0] constofingmax. abs, (1 F, 81, ) m/,

(7h) : )
‘ | abs.) 27D | const fine maxeabs, (F 1, F ) mird,.

Léquation (74, les inégalités (61), (w17) et.(75) nous donneront,
a aide du theoreme TV du Chapitre 11,

; A,

(76 [ “on const. fin. max. abs. (FF Fy) md

a o surface o, si Ao représente une direction tangentielle quelconque,
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ot
[=]iT,
e !

(79) abs.|#/ D, 0;]77 (const. fin. [z /T 1 const. fin. |2 [/ B O, (dans 7).

———"

Les inégalités (76) nous démontrent que la série
O Opt-20, 4200 1 ...

a des dérivées premicres tangentielles i la surface 5 continues sar 5.
Nous pouvons démontrer des inégaliteés analogues i (56) et (7 our
I A " 7 y
les fonctions
v o

1j o et e cene

"
Ay )z

En effet, écrivons les équations (7)) de la maniére suivante

Lt 7] / " %4 roJ [ ot "
Rl () R el L I et v/
! Y Ay J. S T s RS "

od o dr [ 1761
(78) e B /uj Lo /m, ' v,

aT ds, w o da /.

| 1 / ) lr [ / o w
[ R L L] o P v, P n; .
\ 4 I am ool by o ody /) rr, !

ot W, B, W, sont des fonetions harmoniques de z avee les valeurs-
limites :

‘ U A INj
! dy 0z
oll; P
(79) = ')'/:“" (7%-3 (4 la surface o),

wje O M
. dy

en posant, pour ahréger,

(80) X, L / v -{—/?-7
o A
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On aura, d’apres la méthode de Ta moyenne arithmétique (1),

(81) L f/O"l-E‘j“

l)'n

w

L) re

1 / (()l", yOX, ) cos(rv)
dans =,

(8

0

Py ON ' /'(’r"’f A VY )f:v:*;( ") ey,

Ay 7 wir,/, o ke e L
a Pextéerienr de g, ot dlapres (Go), le théoreme du Chapitee T et e
theoreme Y du Chapitee Tou platot dapres un corollaive de ce théo-
reme facile ademontrer, les fonetions Z;, ..., Wy oo anrvont déja des
derivies secondes satisfaisant aux conditions

[/ D, E | consta ling max. ahso CF K, 8 ) me,
abs. | ADLE L constfing max. abs CF 1 1) md /'-,\2.

On tivera de (81) et (84) les relations

(83 o, e, '( ;,.l')xxf '

Ay i iy

),| VAR

ot les fonetions 7, ... possedent des dérivées premicres satisfaisant

) i

aux comditions

[z 2| const line max. abs, (B 81 ) md,

abso | 2D, 750 const fin, max. abs. (F 1, Fy ) md .

Puisque

[ AP ) (i la surface o),
on trouvera
thij oy ‘
\y ens(vy o teos(ve L
J By (vr) 0 (v5), ( _ ’
(i Ia surface o)
oy ) dvioy .
" R cosly Sl eas(vs e
! o)y Wy o )

(1) Cples déduetions analogues, o4 el 93,
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donc, d’apres (78),

X, O s (v
(84) Wi — oy + ( oz f),)l ' s (/)v i> cos(vy)
5 | P 0P, .
( l 03 v l/—— daov |, cos(vs)
/ M,
I gﬁi cos(vy) — ‘(—);)’—/(:os(y:) I,

ou, d’apres (383),
o* 1l

] )LI)’J ,--— dy dv ,~)(:0S(‘v'”

011 2P o
< ()u()v A i><.n.x(“)

(834)  wj=—uj -+

T

SXj | ] el c0s(97)
0% v . dy o |, ) A
0*N; 0Py

D cos(vz) -+ Ky
dsdv |, Ao v ,-) ( o 7

ott les fonetions Ky, ... possedent des données premivres satisfarsant
aux conditions

o [#/ Dy K| 2 eonst fine max. abs. (1, 1, 1)y md,
(‘S')> ’ A

abs, |2/ D K |37 const finsmax. abs, (1, 1, oy md ),
Si Pon remarque que

.)'Z"‘-" 2] 2 . 2.
(: Xj ol 1>(;0S(vl)') . (l) i, 0P ')(:()S(*J:) LV (),

dx v dy Jv Jz v da v PR

les équations (84 ) nous donneront

" " 1| o* '“ dr ] R .1 dr K

T W — e | oy | e e [ 1T

/ ST o ()v‘“r I ol U - K,
4 L4 3 o

ou

1o dr )

(86) W=y T /ll,/ =+ K,

(1) A des termes du genre K;, prés, ep. ma Note @ Sur les poleniicls de volume dont
le densité satisfuit & Uéquation de Laplace ( Comptes rendus, L. CXLIE 1go6 ).
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Les equations (86), les inégalités (61), (20)" et (85) nous donne-
ront, & Naide du théoreme 1V du Chapitre 1T("),

Cou; . - )
(87) lx-/ 77—/[1 ' const. fin. max. abs, (F, 1, Fo)ymd,

ala surface o, si e veprésente une divection tangentielle queleconque,
el nous savons du reste que '
(88) abs. |2/ Dyui b Ceonstling |2/ T b constfing |z [/ By )0,
Les inégalités (87) nous démontrent que les séries
(89) LR I S LT B8 (P I

ont des dérivées premivres tangentielles a la sureface 5 continues
sur .
Kerivons les équations

'()’/,‘ |

Auj o Auy -0
J YA )

;7 s

A la surface o de Ta manitre suivante :

-

D00y ) J
/0",; AL Qy“vj e Wy i (v ~vjy),

alors on verra que

)y . . R
5 l K01 1)I Ceonst fing max, abs (K, 1, Fy)ymd

[Papres (87)] 4 la surface 5, ol

O =0T,
=1
O,

(1) Quolqu'on n'ait pas toujours St == o, ..., 00 A toutefois A(uj—u; ;) =0,
on peut done demontrer (87), dabord ponre Tes fonetions A2(u;— 1z 43, ... el, apres
cela, facilement pour les fonctions #/(u;), <.
Ann. Ee. Norm., (), XK1V, — Frynis igos. 9
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donc aussi

0

(90) v

(=7 0;) lz(‘,OllSl. fin. max. abs. (Fy, Fy, Fy)m/

a la surface o.
Les inégalités (76) et (go) nous démontrent que dans fout le
domaine <

(91) | %/ D072 const. fin. max. abs. (Fy, ¥y, 1) m/ (/- 1,2,...),
et de la méme maniére

92 »/ Awj|=const. fin. max. abs. (F,, Iy, ) m/,
J1<
(j=1,2...),

et du reste d’aprés (77) et (88)

[ r;

(93) abs.|#/ Auy|}z (‘(;?;;lﬁl.. fin. =]/ 1, 4 -~}~><:(>nsl‘. fin.|= /B, )r,.
Comme

(94) B, . =max.abs. D 0; 7 const. fin. max. abs. (1, Iy, Fy)yn/,

on aura en tout cas, d’apres (ro), (12), (15), (17), (20), (22),

(95) 2]/ L2 Leonst. (in. A -+ const. fin. max. abs. (1, ¥,, ¥,)| M/,

ot M représente une constante finie ne dépendant que de la surface 5
et de A, qui n’a pourtant pas la qualité de m d’étre plus petit que 1.
Nous pourrons donce conclure

(96) abs.|#z/Dyu;|?

Z [const. fin. A+ const. fin. max. abs. (I, F,, IF,)[M/ 7%,

PP

Sl
(97) abs.| fi|3- A.rt, () =1,9,3).

Nous allons nous servir des inégalités (g2), (96), (76), (87) pour
démontrer la continuite des dérivées secondes de «, ¢, w dans 7.
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Comme w;, 05, 00 ont les valeurs limites zéro i la surface o, on a

o8 — Q’_’i ’L”,
(98) “j /A”I /' /rr )y 7 )

en vertu des refations

i, .
(99) ;)1;- by cos(vier) — W, cos(vy) — v cos;(vs)|, ceey

on peut donner aux équations (8) la forme suivante :

l
(1o0)  wy T /A// e
" dz
e [0 o8 (var) - W Cos(vy) o /u)s(v#)h-—; ceve
/.7:_,” ' '

Soit (o, v, 5) un point quelconque du domaine 7, construisons une
sphire de rayon R autour de ce point et appelons le domaine de =
intérieur i cette sphore 7, alors on aura

) dr Yot
|l);E / Bty | onax. abs. Au,/ —
/ X 7"
s Y,
. , [ dt .
i const. fin. I / s b const. fin. max. abs. Auy,
Py

* ’r"
done

ll),,. 2 / Auy (//’F
vt

S const. fin, max. abs. (K, Fy, Fy) [ ned—Tog R (V) md |4 RAU;MY (),

et 'on voit qu’en posant

/. {{'E R / ]()grfi)q.(,LQ s,
Sy g 1 . r

..... = eonst. fin. l()j.’, R.

*odn . ;
e eonsl fing R2,
JZ R

T

"

(%) Puisque

comp. la remarque (1), p. 28,
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on trouvera

* dz] . . N . N
/ Au; -;-.-l,; [const. fin. A = const. fine max. abs. (Fp, 1oy 1) [/,

o

(ro1) \.l)gl.'-/

y

ou

D’autre part, soit (2, y,5) un point quelconque de la surface o,
construisons une sphire de rayon R autour de ce point et appelons
g, la partie de o intérieure i cette sphere; alors on aura, puisque

(/o'

/‘}0 cos(va)— [w; cos(vy) — v cos(vs)|{-

>
W (2 ) ms(/ w
= l C’/hﬁ /_,. i l'(’7 /H:)
cos(rzs)

= Wy (Ean, §)

(7))

da, e (1),

UL, U, U, gtant des fonctions se composant linéairement des déri-
vées premieres de 0;, v;, w;, Uinégalité suivante :

o

‘ ])2/ 10 cos(va) — | w;eos(vy) -0, c08(va)]] -
g

2
= 3 max. abs. (U, W,, Iy) /
T

. * o . Coue e
~= consl. fin. I'; / s - const. fin, max. abs, (W0, Wy,
© T,

done

])2/:/'/jfjj cos(va) — [w;cos(vy) —v;cos(vs )I,
2

Zeonst. fin. max. abs. (I, ¥, Fy) [m/ - log R (#) m,fj = RAT, M7 (9,

(1) Comp. I'Ouvrage cité, formule (54), p. 42, ot formule (59), p. 45.
(%) Puisque
. > .
/ ik const. fin. logR,
V-,

comp. VOuvrage cité p. 3, 1. I, p. 267,

(3) Puisque
" ds ) .
/ wr=s 2 consl. fing R,
o RSN

comyp. Yo remarque (3), p. 13,
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et 'on voit qu’en posant

. i
o= lp’, I;( M,

on trouvera
, e . o Ao
(102) ‘ D, 7/ / VO o8 (v ) - | Wy cos(vy) —; cos(vs)] | o
| eonstoting A - const ling max. abs (F, By, Fy) |/ (o< p 1),
Les équations (1oo0) nous démontrent, a Uaide des inégalités (101)
el (102), que towtes les deériées secondes de w, o, s seront conlinues

dans 7. C. Q. . Db,
On rouvera

max. abs. (Dya, Dye, Dyary o const fing A - const. fin. max. abs. (K, Fy, Fy). |

Y

$ 7.

Pour les déductions des paragraphes 3-6, aflin d’établiv que les
series
" R A R R A VPR NN
représentent les solutions de notre probléme principal, nous n’avons
pas hesoin dautres suppositions sur les fonctions /y, /., [y que des
suppositions suivantes :
En posant

"y

(comp. p. 44-45), on doil supposer
‘ {)n I p ”(n
abs. I ’)" |; = Dy /'/[27

ol B, et C, sont des constantes finies, et

I e

) YT W]
A /ou’ sl

l).l‘,,: o Yo
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a Uintéricur de 7, & une distance quelconque de o aussi petite que
l'on veut.

Comme nous 'avons déja dit dans la remarque de la page Go, il
faut, si nous ne pouvons pas démontrer que By et Gy sont

Zeonst. fin. max. abs. ( /1, /o f4)s

ou la constante finie est indépendante des fonctions /1, /., [5, que
toutes les déductions des paragraphes 3-6 restent toutde méme vraies;
on n'a qu’i remplacer puartout le max. abs. (/, /., /) par la plus
grande des deux constantes B, et G,.

Supposons maintenant que I'on ait

=X :}(;’
( /',.‘:'/1 ~}- %E;;
ot X, Y, Zsont continues dans = de la maniere
(104) abs. | X |2 == const. fin. 77, (022 -21),

¢t ol O représente une fonction harmonique de ~z doit la continuité
dans © suffit & la condition

(105) abs. [O 1% const. fin, 774,.
On aura, dans ce cas,

—z d [ JT 1—v (" . dr tvod [,
[— ._‘ . /_ ¢ / D, e / T C f,., 7 .
0 hm ox ) X5 hr dy )., Yoo o o0z ). g

1 % ,’{_ /()(*) fﬁr‘ " Tz 0 00 1 d "0 dr
hr  ox, . O b dy ). .()'y' PR A 3 / Dz r
oU, IV, oW,

e |

-+

i

(106)

dx dy sz

1% ot ode) )
o - VO e | e (o JRROE I A lasurlace
% 7| - 0‘)2‘/1 ® il - H, (4 lasurface o)
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5

(ep. les deductions p. 53-55), ot I, représente une fonetion de (xys)
i la surface s satisfaisanCaux inégalités

(max.absc H, o const ling max. abs. (X YZ.0),

(1o ;
7) [abs. |1, |2 const. fin. max. abs. (X YZ0) 4,

olt A estun nombre positif quelconque <7 1.

L'équation (ro6) nous démontre, a Paide du théoreme 1T du Cha-
pitee 11 et des indégalités (ro7), que 0, suflitc i toutes les corditions
qui sont nécessairves pour la démonstration que les séries

N P S A TR S AR TP N

représentent les solutions du probleme

! 0 ‘v 00
Au ik ( A
“obko X ().r)
, )0 , )6 ‘
(108) I Ay kS (\' | ') (dans ),
oy Ay,
) ( i)
e P L
(104) L L (i Ta surface o).

Nous pouvons rédairve i ce probleme (108)-(1og) le probleme sui-
vant : '

U
Au v & 0 e X
o
i
(r1o) Ag e./.‘-/v{ e Y (dans 7),
Ay
/
( Ay & :ﬁl /.
S " "
(r11) g p (i Ta surface 7),

si X, Y, Zsatisfont aux mémes conditions quavant et si w, ¢, w repre-
sentent des fonctions continues avee leurs dérivées premitres i la

surface o de maniore que

(r19) uhﬁ.ll),nl'{,»mmsl..iin,I"“,
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En effet, posons

-
W —=u — U,

k o du' r 4)«f’ ) ()u"'
3 , Ly Cow o dy dz
(r13) VS Tr 171 § IO A S AN Y

Oy s

ot U, V, W représentent les fonctions harmoniques de 7 avee les
valeurs-limites

S U = lu
(r14) V = /¢ A la surface o;

2 W = fir

alors on aura réduit le probleme (rro)-(viv)au probleme suivant :

‘ 0 ' (0]
; ‘ Au’—|—/-;(—y— —:-——(X»{w .’L), (dans 7),
115) / da: . d,
RN U R L) (a la surface o).

O auradureste, d’apresle théoreme IVOdu Chapitee I, la propri¢té (roh),
bleme (r1o)-(rin) est done réduit au probleme (108 )-(10g).
le probleme (rio)-(1in) estd Luif bl (1o8)-(100)

5 8.
I ne nous reste plus qu'a nous débarrasser de la condition

f)fy . ’{/'3 i e

dor ))..‘; Az

Supposons que la fonetion
(116) po O O
or Ay z
801t =~ 0, mais continue dans = de la maniere
(117) abs. [ F % const. fin. 17, (00 <1).
Proposons-nous le problime

J0
S At~ ke S = [, R (dans 7),

’ I R L ¢ (a la surface o),

(118)
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el posons

/..-

e ‘(___

(119) I 1‘7“_'_/. /I ;
u - 9 l[!‘ dr U
4 O ’

T

(120) o gl L /lll",lf “+ D,

hmdy J. r
' w9 /‘l]l s 4,

b ds ), r

ou W, W, W représentent les fonetions de © avee les valeurs-limites

Y / yr
.|7r()l ,: r

rod [ dT
21 iy e e O ala surface o);
(121) /;nl)y/ I . (dla surface o)
w2 /up",{f
/;7* PR Jx /

alors le probleme (118) se réduira au probleme suivant pour les

fonctions o, v, w' 2

' A’ - K (j(j/ 2t g4
(122) I A e -(;gll -y (dans 7),
A’ -k %Q: S gy
(123) w s ! o (& la surface o),
ol
gy i (e /x)')'lr s (zu +- :ﬁj ‘ %%—’)
(124) CEr Jo (1 /-)())I Ak (%; (gl:- “t= 3}: e (:)T)
o Fe T (0 o)
(125) (())"’;' +- l()}';:f “+ ’—()7? 20,

Ann, Be. Norm., (3), XXIV. — Fiveien 1907. 10
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Ce probleme est done aussi réduil & notre probléme l)rin('.ip.:d; la
remarque suivante sera sonvent utile. Supposons, comme toujours,
que fi, for [y soient continues de maniére que

(126) abs | frE2AM, (o 2 3,

alors la fonction W, définie par (119), aura des dérivées premicres
satisfaisant aux conditions

(127) |D, W] Z const. fin. A+ const. fin. max. abs.( /1 /2./4)>
(128) abs.| D, |2 Z[const. fin. A + const. fin. max. abs.( f1 /2 [0 |77,

et I’on trouvera aussi

I ] x .
(129) }]), <Z—t§ —+ g}s 4= %‘;) ]f—‘mnst.. fin. A -+ const. fin max. abs. ( /1 /2 ),

(130) abs.

W 1 U,
dx i dy s
=[const. fin, A 4 const. (in. max. abs. (fy /2./3)177 .,

U Jv oW [*
()

1

done

(131 ‘ lgs] 2 constfin. A ++const. fin.max. abs. (/1. /2./3) Goonnd)

131) . sy, 3.
/ abs.| g; 22 [const. fin. A -+ const finanax. abs. (£ /o f5)] 7%, /

On tirera des déductions des paragraphes 5 et 6 la conclusion que
les solutions &/, ¢, @', donc aussi les solutions «, ¢, s du probléme
0
At e fo S e e dans
+ f),lf ./1 ( N )’
(= v o (& la surface o),
satisferont aux inégalités

(132) max. abs.(w«, ¢, w, Dyw, Do, Dyw, Dyw, Dyo, Dy

Zconst. fin. A 4+ const. fin, max. abs. (/ f2./4)
aussi dans les cas ol

po 9

o s
oz oy«

) © A0

Quoiqu’il soit néeessaire, pour notre réduction du probleme au pro-
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bleme principal, de supposer F continue dans © et méme continue de
la maniére (117), le second membre de linégalité (132) ne contiendra
que le max.abs. (/) /o f5) el laconstante A.

Si, au hieu de

U= ¢ e o (4 la surface o),
on doil avoir

o, 0o, we=w (i la surface ),

on fera la méme réduction qu’an paragraphe 7, et nous arrivons donc
au résultat suivant :

On peul toujours rouver des fonctions w, v, w conlinurs avec leurs
deriées premicres sausfaisant aux conditions

0 . . ,
A A'~)~-~ i [(dans ) (~—1-7 k<< 42)],
o :

e, ¢, oy (a la surface o),

st les fonctions données [, [, [, el

CAfy Ay dfy
I - LA :
de oy s

sont continues dans © de la maniere

abs. | /7 eonst fing ), T
\ . . <. y
abs [ F 2 const fin. 74,

et st les fonctions uysw données @ la surface sont continues avec lewrs
deripees premucres, de mamiere que

abs. | Dya ], const. fin, 74, e (0 h<a).



