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SUR LES

INTEGRALES INFINIMENT VOISINES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par M. E. GOURSAT.

La notion de 'dguation auxiliaire d’une équation différentielle ordi-
naire ou d’une équation aux dérivées particlles & un nombre quel-
conque de variables indépendantes a été introduite par M. Darboux (1),
qui Pa appliquée & diverses questions de Géométrie infinitésimale.
Les travaux de M. Poincaré ont montré toute Uimportance de cette
notion dans I'¢tude des solutions infiniment voisines de certaines
solutions particuliéres supposées connues dans les équations diffé-
rentielles ordinaires (*). Je me suis proposé d’étendre les théoremes
de M. Poincaré aux équations aux dérivées partielles. Il y a une diffé-
rence essentielle entre les deux problemes. En effet, dans le cas d'un
systtme d’équations différentielles ordinaires, le systéme auxiliaire
est un systeme d’équations différentielles lnéaires 4 une seule variable
indépendante, et 'on connait, @ priori, les points singuliers possibles
pour les intégrales. Il n’en est plus de méme en rfeneral pour une
¢quation lmczurv aux dérivées particlles; pour éviter cette premiére
difficulté, jai da supposer intégrale particuliére, que Uon connait,

(1) G. DAsBoUX, Sur les équations aux dérivées partielles ( Comptes rendus, t. XCVI,
19 mars 1883, p. 766); Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. IV, Note XI.
(2) H. PoiNcark, Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, L. 1, Chap. II.
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rapportée i ses lignes caractéristiques. La convergence des dévelop-
pements ne peut non plus s’établir par les méthodes employées pour
les équations différentielles ordinaires et il m’a fallu user d’autres
artifices.

Les équations du premier ordre sont traitées par deux méthodes,
dont I'une offre une application de la théorie des caractéristiques; la
seconde méthode, qui est indépendante de cette théorie, s’étend aux
équations du second ordre & deux variables indépendantes. Je me
borne d’ailleurs, dans ce Mémoire, aux théorémes généraux, réser-
vant les applications pour un autre travail.

Jai da d’abord reprendre I'exposition de quelques théoremes
relatifs & la théorie des fonctions implicites, pour mettre les énoncés
sous une forme mieux adaptée aux applications que je devais en

faire ().

1. Soient F(x, y, 5) et ®(x, y, 5) deux fonctions des trois variables
réelles x, y, z, continues et admettant des dérivées partielles I et @',
qui sont elles-mémes continues lorsque @ variede —a d +a, zde —b
a + b, et que y reste compris entre y, et y,. Pour abréger, nous dé-
signerons par ® 'ensemble des systémes de valeurs de x, y, 5 satis-
faisant aux trois conditions

—altxla, YoSy Sy, —bZzsZb.
Considérons I'équation
(0) s=zF(2,y,5)+ 22 P(x,y, 5),

qui, pour x = o, admet la racine simple z =o0. D’aprés la théorie
générale des fonctions implicites, cette équation admet une racine
qui est une fonction continue de x et de y, tant que la valeur absolue
de « reste inféricure & une certaine limite et que la variable y reste
elle-méme suffisamment voisine d’une valeur déterminée comprise

(1) Les principaux résultats de ce Mémoire ont ¢té résumés dans une Note présentée
a I'Académie des Sciences ( Comptes rendus, 15 janvier 19o6).
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entre y, et y,. Nous allons préciser et compléter cet énoncé en mon-

trant que I'équation (1) admet une racine
(2) ‘ 3= f(x,y)

qui est continue tant que la variable y reste comprise dans l'inter-
valle (y,, y.), et que la valeur absolue de « ne dépasse pas une cer-
taine limite qui sera fixée. Il suffit pour cela d’appliquer a I'équa-
tion (1) la méthode des approximations successives (*).

Désignons par A, B, H, K des limites supérieures des valeurs
absolues des fonctions F(z, y, z), ®(x, v, 3), F.(x, y,5), ®. (2, y.5)
dans le domaine @, de sorte que 'on ait, pour tout systéme de valeurs
des variables x, y, z, prises dans ce domaine,

[FlzA, |®|ZB, [F;|ZH, [®:|SK.
Comme I'on peut évidemment remplacer le nombre & par tout nombre

positif inférieur & lui, nous supposerons que I'on a pris ce nombre &
assez petit pour que I'inégalité

(3) 2l§b+Kb’<:;-

soit vérifice. Le nombre 0 étant pris de cette facon, soit £ le plus petit

. b I
des trois nombres @, —> —=»
2A" 2

. L
hia, /L;;}K’

Supposons || inférieur 4 A, et y compris dans intervalle (y,, y,)-
En appliquant 4 'équation (1) la méthode des approximations succes-
sives, nous sommes conduits a considérer la suite

~ -~
“0s “1y “2y ceey “ns

obtenue en posant

5y= 0, s, =aF(z,y,0), sy=ax F(z,y,5)+ 31 (2,7, 51),

(1) Foir mon article Sur la théoric des fonctions implicites (Sulletin de la Société
mathématique, L. XXXI).
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et, I’'une maniére générale,
sp=xF(x,v,5, )+ 3 Oz, ¥, 5,-1).

Je dis,d’abord que 'on a | z,| < b, quel que soit , pourvu que x soit
compris entre — 4 et + 4, et y entre y, et y,. Supposons en effet
| 20— |. << b5 il est clair que 'on a

|3, | <AL+ Bb%.

Mais I'inégalité (3) entraine la condition
Bob<i ou Bor<Z,
2 2

. b . . .
et, comme 'on a AAZS = il s’ensuit que on aura |5,|< 6. Onvoitdone

que les valeurs approchées =,, z,, ..., 5,, ... sont inféricures a4 b en
valeur absolue. Par suite, ce sont aussi des fonctions continues des
variables x et y lorsque v varic de — Aa + A, et y de y, & y,.

Les approximations sont convergentes. — Nous avons en effet

Sy zn—l‘: x[F("Lly J’; Sp-q ) - F(‘”;)’, S 2)_]

-+ zzzzu-i (1’(.1‘, Y Sn-a )— 5/2:“2 d’(w’ Y- Spe2)s
ce qu’on peut encore écrire

Sp— Spe—y == .Z'L‘(Z,,_l—— zn—z)F.lz [xi )'9 g 0(311-1 - 5/1-2),]
-+ (zfl-—i_z;zr--z) (lr(x, Y, 5/1-—-1)
-t 5/;: -2 (zn—l - zn——z) ‘D:f: E‘%7 .7, Speg 01(5/1—1 - 5u-~‘2)J-

o< <, o< H <.
On en déduit

v fp—— 4
1 ~n—-1

<Hh+20B + 0K <1,

Bpqg— Bp-q
d’aprés I'inégalité (3) et la définition du nombre A.
La série

Syt (84— 58g) e (Sn—5p—y) +...
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est donc absoloment et uniformément convergente dans le domaine @’
défini par les deux conditions

—hZrih,  ylyZIy.

Par conséquent, lorsque » augmente indéfiniment, z, tend vers une
limite Z(x, y), qui est continue dans le domaine @', et dont la valeur
absolue est inférieure & 4. D’autre part, la relation

Sp—x F(‘L" ,}’, zn—l) -+ 53~~1 ‘I’(L,.)’, 3?;—1)
devient & la Limite
(5) L=xF(x,y, 1)+ 72 ®(x,y,ZL),

ce qui prouve que cette fonction Z(a, y) est une racine de I'équation
proposée (1). En résumé, nous avons la proposition suivante :

Tukorime 1. — L'éguation (1) admet une racine Z(x, y), qui est une
Jonction continue des variables x et y, lorsque y reste compris entre y,
et y,, el que la valeur absolue de x ne dépasse pas le nombre positif h
qui a eté défing.

Remarque 1. — Toute ¢quation de la forme
(1) s=alF(x,y,z)

peut étre considérée comme un cas particulier de 'équation (1). On a
dans ce cas B = o, K=o, et, en reprenant le raisonnement, on voit
qu’il suffit de prendre pour 2 un nombre inférieur au plus petit des
nombres @, 2 ot =
ATH

Si de plus la fonction F(w, y,s) est continue, quel que soit s,
lorsque @ varie de — a & +a, et y de y, 2 y,, et que |F_ | reste infé-
ricur & un nombre fixe quel que soit =, on n’a pas besoin de tenir

.. b ’ i
compte de la condition 2 £ et lon peut prendre pour 4 le plus petit

I
des deux nombres « et R

Remarque 11. — La continuité des dérivées I, et @, n’est pas une
condition nécessaire pour que le théoreme soit exact. La démonstra-
Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Ocrosre 1906. 55
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tion s’applique évidemment pourvu que les fonctions F et @ vérifient
la condition de Lipschitz relativement & la variable =.

2. La signification géométrique du théoreme 1 est la suivante.
En regardant z, y, = comme les coordonnées cartésiennes d’un point
dans l'espace, 'équation (1) représente une surface S qui contient
Paxe des v (x=o0, 53 =0). Si 'on considere sur le plan des zy le
rectangle R limité par les lignes droites

Y= Yo Y= )1, x =-—h, x =h,

la racine de Péquation (1) qui se réduit & zéro pour = o est une
fonction continue des variables x ety tant que le point de coordon-
nées (z, y)reste dans le reetangle R. I existe done une bande continue
de surface se projetant i Pintéricur de ce rectangle et passant par le
segment de Paxe Oy limité par les deux points de coordonnées

(0, v, 0) et (0, y,,0).

3. 1l est clair que le théoreme [ est susceptible de généralisations
étendues. Considérons un systeme de m 4+ n ~++ p variables réelles

Ly Koy ooy Yy, Yo Yoo s Yuo Sty Sas eees Spy

les fonctions que nous allons éludier sont des fonctions continues de
ces variables dans un domaine défini comme il suit. A chacune des
variables x;, z; correspond un nombre positil’ a;, b, tel que ax; doit
rester compris dans Pintervalle (— a;, ;) et z, dans Uintervalle
(— b, bp)

—ay Dy S, by L5 L by,
(6) — Uy Ly Ly, by 23y L= by
( e e e ,
P
Qg 2y gy - /j/) T /’p-

Quant aux variables y;, considérons y,, y,, ..., ¥, comme les coor-
données dun point dans I'espace & n dimensions, et soit R, un conti-
nuum limité d’une facon quelconque dans cet espace. Sin =2, R, est
une aire plane, limitée par une courbe quelconque; si n=3,
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R, est un volume. Nous supposerons que le point de coordonnées
(¥1>Yas--+» ¥a) est assujotti a rester dans ce continuum R,. Si R, se
réduit & un prismatoide limité par n couples de plans paralleles aux
plans coordonnés, alors chaque variable ¥, est assujettic a rester
dans un intervalle déterminé, mais il est inutile de se limiter & ce
cas. Quelle que soit la nature du continuum R,, nous appellerons ®
le domaine formé de Pensemble des systemes de valeurs des va-
riables ., v;, 7, satisfaisant aux inégalités (6), le point de coor-
données (i, ¥a, ..., ¥,) appartenant au continuum R,.
Cela posé, considérons un systeme de p équations

D
o
kil

si=x i+ Ly fro o S Q1 kt5 15y

(fyl=1,2,..0, ),
e e . AN -
~g —— "’L/:!l ‘82./22 .. ‘rl)Lf:!/Il J <P‘.’/u'l“’/czl

~

i

~
Sp= g fpr = Lo fpo o= Ty [ pm \ O prtSr 510
\ k1

ot toutes les fonetions et o, qui figurent dans les seconds membres,
sont des fonctions continues dans le domaine ®, et admettent des
dérivées partielles par rapport aux variables z, continues dans le
méme domaine. Si Pon applique & ce systeme la méthode des approxi-
mations successives, on démontre, comme plus haut, sans autre diffi-
culté que quelques complications d’écriture, que cette méthode
conduit & des séries uniformément convergentes, quel que soit le
point de coordonnées (v,, ¥, ..., y,) dans R,, pourvu que les valeurs
absolues des variables x,, x,, ..., x, soient inférieures & un nombre
positif convenable.

Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de deux fonctions incon-
nues que nous désignerons par u et ¢; les équations (7) s’écrivent
alors, en modifiant un peu les notations,

U=y fi1 e o= T fim o O U4 @ 4+ 0, 0? =T,

(7)' A .
0 ==&y for oo X Som + Y+ Gyue + o =F,.

Soient A, B, H, K des nombres positifs tels que Pon ait, dans le
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domaine ®,

Ul g |
du ’ av ’
()501! 0(?1 -
o, | <B, b <K, i'(‘)?}<l\,

’

ces derniéres inégalités étant vérifiées aussi quand on remplace g, par
'une quelconque des fonctions g,, 94, 4y, b., 5. Les fonctions suc-
cessives u;, v; se définissent par voic de récurrence au moyen des
deux formules

\
“n-—— l‘l(‘l'l’ v ey 4 noy .:VU .. ':‘}’/1’ un—l) V,,” 1):

o, = Fy (& r Vs U V1)
n— 22\ "-7"1117.}’19 L I (A ] -1y Y1)

avec les conditions

Uy == 0, P97 0.

Soit b un nombre positif quelconque inféricur 4 b, et ab,. Pour que
I'on ait
| wn | << 0, v, ]| <0,

quel que soit n, il suffit évidemment que ces inégalités soient des
conséquences des inégalites

[NIL<I[</)7 l"n~1|</)-
Or, si ces dernitres inégalités sont vérifices, on a

I”nl< mAL 43 R[):!’
[9n] < mAL~+-3Bb2,

en supposant que les valeurs absolues de x, ..., z,, ne dépassent pas
un nombre 4, au plus égal au plus petit des nombres «,, @y, ..., a,.
Les inégalités

[ wp | << b, [oa]<<b

seront certainement vérifiées sil’on a pris pour & un nombre inféricur

Lo o, . \ 1 , o
A ==, et I)OU]" l un rmmhr‘(: lﬂf(}l’l(}lll' a ~——, par' (5()]’15(5({!10”[, lnf()-
6B 2/m A



SUR LES INTEGRALES INFINIMENT VOISINES, ETC. _/}37

rieur 2
I
12m AR’

Pour voir dans quel cas les approximations seront convergentes,
nous remarquons, sans qu’il soit nécessaire de développer tous les
calculs, que les différences w, — wu,_,, v, — ¢,__, sont de la forme

l)l ( Uy — Uy 2) -+ [)2 ( Vi—1— Vp—2 )5

P, et P, ¢tant des polynomes en x,, ..., z,, «,_,, ¢,_, qui sannulent
pour x,=o0, ..., ¢, ,=o0, et dont les coelficients sont en valeur
absolue plus petits que des nombres connus ne dépendant que de A,
B, H, K. Il sera donc possible d’assigner & x,, z,, ..., z,, et d b des
limites telles que le rapport

U n

Ull’ -1

soit plus petit qu'un nombre A inféricur 4 un, U, désignant la plus
grande des valeurs absolues

l Up— Upy—y ly I Yn— Yn-1 [‘

Le reste de la démonstration s’achéve comme plus haut, et nous
pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tuisoriig 1. — Lorsque les fonctions [ et ¢ qui figurent dans les
dquations () sont continues dans le domaine & et admettent des derioées
particlles par rapport awx variables =, z,, ..., 3, continues dans le
méme domaine, ces équations admettent un systéme de solutions Z,,
Ziyy vy 4, se réduisant identiquement a sero pour

X TD XTI L T W, T2 0,

qui sont continues lorsque le point (Y., ¥a, - -+, Ya) Teste dans R, pourvu
que les valeurs absolues des variables x,, z,, . ... x,, ne dépassent pas un
nombre posuif h convenablement choist.

La méthode des approxunations successives fournit pour ces jfonctions
Ly Lyy ooy L, des séries absolument et uniformément convergentes.
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Remarque I. — La démonstration se simplific encore lorsque toutes
les fonctions o, sont nulles.

Remarque 11. — 11 n’est pas nécessaire de supposer que le domaine R,
contienne ses limites; il sullit, pour la démonstration, que les fonc-
tions / et ¢, ainsi que leurs dérivées partielles par rapport aux
variables z,, z,, ..., z,, soient bornées dans ce domaine.

4. Le théoreme s'étend aussi au cas ot les seconds membres des
équations (7) sont des fonctions analytiques et I'énoncé prend une
forme plus précise.

1l faut d’abord définir le domaine ol les fonctions données des
variables complexes x;, y:. 3z, sont supposées holomorphes. Les
conditions (6) sont remplacées par des conditions analogues

(6)/ S I'I"ll‘ @y, ,""21:;mh ] I"l'/ult,; s
-~ B -
I 5] 20y, | 5ol =0y e [50] Zm
@y @yy oy Uy byy byy oony b, Glant des nombres positifs. Quant
aux n variables complexes ¥y, Y., «.., ¥, chacune d’elles étant Pen-
semble de deux variables réelles

YISV =19)

ce systeme de 2 variables complexes équivaut en réalité & un systéme
de 2n variables réelles indépendantes. Si Pon considére tout systéme
devaleurs allribuées & ces 2n variables ¥, v7, comme les coordonnées
d’un point dans Uespace & 22 dimensions, on peut dire que tout conti-
nuum connexe Ry, dans Uespace & 27 dimensions définit un domaine
de variabilit¢ pour le systéme de 2 variables complexes vy, v., ...y Ve

Un cas particalier auquel on se borne dans bien des cas est celui
olt chacune des variables y; doit décrire dans son plan un domaine
déterminé; il est analogue au cas ot le domaine de variabilité pour un
systeme de n variables réelles se compose de n intervalles déterminés,
dont chacun correspond & une de ces variables. I sera quelquefois
nécessaire dans la suite de se restreindre & ce cas, mais cette hypo-
these sera alors ¢noncée explicitement.

Quelle que soit la nature du continuum R,,, ce continuum définit,



SUR LES INTEGRALES INFINIMENT VOISINES, ETC. ./[3()

avec les conditions (6), un domaine ® de variabilité pour le systéme
des m + n + p variables complexes

Ly, Tay ey T Y15 y:h AR ‘yn, S, Sa, cevs Spe

II n’est pas nécessaire de supposer que ce domaine est fermé; mais,
s’tl ne contient pas ses limites, on devra supposer, non seulement que
les fonctions dont il sera question sont continues dans @, mais encore
qu’elles sont bornées dans ce domaine.

Cela étant expliqué, siles fonctions /et o sont des fonctions ana-
Iytiques holomorphes dans un domaine ®, tel que celui qu’on vient
de définir, il en est de méme des dérivées particlles de ces fonctions
par rapport aux variables z,, z,, ..., 5,, et les démonstrations des
n® I et 3, qui reposent essentiellement sur la formule des accrois-
sement finis, peuvent étre reprises sans modification. Nous pouvons,
en effet, nous servir ici de Pextension de la formule des accroisse-
ments finis aux fonctions de variables complexes, car les courbes qui
limitent les domaines de variation des variables =, 2., ..., 5, sont des
circonférences, ¢’est-a-dire des courbes conpexes.

La méthode des approximations successives nous conduit encore
a des séries dont tous les termes sont des fonctions holomorphes, et
qui sont wniformément convergentes, pourva que les modules des
variables «,, x,, ..., 2, ne dépassent pas un nombre positif £ assez
petit, quelles que soient les valeurs des variables y,, y., ..., v,, cor-
respondant & un point du continuum R,,. Le théoréme 1T peut alors
s'énonecer ainsi :

e ‘" y 1 . e " " N . . . " .
T'uiorine 1. — Lorsque les fonctions [ et o qui figurent dans les
équations (5 ) sont des fonctions analytiques holomorphes dans un
domaine &, defind par un certain continuem R,, de lespace a 2 n dimen-

stons /}or(r les variables y;, et par les inég ilités (6, ces équations (7)

admettent un sysiéme de solutions L, Ly, ..., L,, se réduisant identique-
ment G S6ro pour T, == X,=...=x, =0, el qui sont des [onctions

holomorphes des variables x,, y;, pourvu que les modules des variables
Toyy Xyy «e vy T,y restent inferieurs a un nombre positi) h congenablem nt
chotst, le domaine de variabilicé des variables y; etant défini par le méme
continuum R.,,.
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5. Les solutions Z,, Z,, ..., Z,, dont on vient de démontrer Iexis-
tence, peuvent d’aprés cela étre développées en séries entieres ordon-
nées suivantlespuissances positivesdesvariablesz,z,....,2,, dontles
coefficients sont des fonctions holomorphes des variables v, ¥u, ..., ¥
dansle domaine défini parle continuum R,,. Or, d’apres les hypotheses
surles fonctions fet ¢, les seconds membres des équations (7) peuvent
étre développés en séries entieres ordonnées suivant les puissances
positives des variables x;, z, dont les coefficients sont des fonctions
holomorphes des variables y,, v,, ..., ¥, dans le méme domaine;
il résulte d’ailleurs de la forme méme des équations (7) qu’un terme
quelconque de ces développements est divisible par une des variables
Zyy Tay «vns Xy, 00 par un des produits z;z,. On en déduit aisément
que les coefficients des développements cherchés pour les racines Z,,
Zy, ooy 2, se déduisent des cocfficients des développements des
seconds membres des équations (7) par les scules opérations d’addi-
tion et de multiplication.

Le caleul de ces coeflicients n’exige nullement que les coefficients
des premiers développements soient des fonctions analytiques des
variables y,, v., ..., ¥, ¢t ceci nous améne i géncéraliser le théoréme
précédent de la méme facon que M. Poincaré a généralisé le théoréme
de Cauchy relatif aux ¢quations differentielles. Nous supposerons que
les fonctions /et g, qui figurent dans les équations (7), sont semni-
analytiques, ou, en termes plus précis, que ces seconds membres
peuvent &tre développés en séries entivres ordonnées suivant les
puissances positives des variables @, 5, dont les coeflicients sont des
fonctions continues des variables réelles y,, y., -.., ¥, lorsque le
pointde coordonnées (yy, ys, -.., ¥,) décrit un certain continuum R,
de I'espace & n dimensions. Pour éviter des complications d’écriture,
considérons un systeme de deux équations

o P gy p%m P =
s ~1'—.~> Potry Oy oy G, i, P P LY g afials,

- .
-—2 0 s G =34 =B
' Ty—= LP“U“‘:;-..,“m.ﬁh;@u'l'li'l/!zz‘ . "1"11;""{1{"'{_-"

ou les fonctions 3 ¢t ¢ sont des fonctions continues des variables y,,
Yar --» ¥ dans le domaine précédent R,, les séries étant conver-
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gentes pourva que 'on ait
lel;a’ I.;L‘zl;(l, rety ['l.m[‘;a) lslléby |Z:_>[§l),

a et b étant des nombres positifs. On suppose de plus qu'un terme
quelconque de chacune de ces séries est divisible par I'une des
variables ¢, x,, ..., x,, ou par 'un des facteurs z2, z,3,, '

©

Cela étant, on peut trouver des séries entieres

- — P Oy Ol 0
(9) g ~ I O By ooy Oy BTy E,
* o Oy Ol e
? o2 Qa,,a.‘,...,oc,,,-" R TR i)

satisfaisant formellement aux équations (8), et dont les coeflicients
sont des fonctions continues des variables v,, y,, ..., y, dans le
domaine R,, qui s¢ déduisent des coeflicients ¢ et 4 par les seules
opérations d’addition et de multiplication.

La convergence de ces développements s’établira par la méthode
habituelle des fonctions majorantes, sans qu’il soit nécessaire de
revenir sur ce point.

6. Les théoremes précédents complétent sur certains points les
théoreémes classiques de la théorie des fonctions implicites, car ils
permettent d’assigner @ priore un domaine plus étendu ol les solu-
tions sont des fonctions continues, au moins dans certains cas. lls
nous seront utiles dans la suite.

Considérons par exemple une équation différentielle du premier
ordre

(10) F(x,y,y")=o0,

admettant 'intégrale particuliere y = o. Si cette intégrale n’est pas
singulicre, le développement de F suivant les puissances de y et de y’
contient un terme du premier degré en y’, ¢t nous pouvons écrire
I'¢quation

(r1) Yie=ay -byy' eyt 4= (25, 07),

le second membre étant une série entiere en y, y/, dont tous les
termes sont divisibles par y ou par y2, et dont les coefficients sont des

; . I3
Ann. Fe. Norm. (3 ), XXII. — Ocrosre 19o6. 56
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fonctions holomorphes de # dans un domaine ®,. Supposons cette
séric convergente lorsque 'on a

ly12r,  1yY'|Ze

2 étant un point quelconque de ®,. D’aprés le théoréme général
du n° 1, équation (rr) admet une racine y'= ¢ (2, y) qui est nulle
pour ¥ = o, et qui est une fonction holomorphe des variables x et y
lorsque @ décrit le domaine ®,, et que le module de y reste plus
petit qu'un nombre positif convenable A. Le développement de celte
fonction ¢ (a, y) suivant les puissances de y sera convergent dans ce
domaine.

De méme, si une équation aux dérivées partielles du premier ordre

(12) F(z,y,5p,q)=0

admet I'intégrale non singuli¢re s == o0, on peut mettre celte équation
sous Ja forme

(13) l):.f($;}’,~”,/),(/),

le second membre étant une série enticre en z, p, ¢ dont tous les
termes sont divisibles par un des facteurs z, ¢, p?, et dont les coelli-
cients sont des fonctions des variables @ et y. Supposons tous ces
coefficients holomorphes dans un certain domaine ® et la série
convergente lorsque 'on a

lslsr,  AplZr,  lqlZp,
pour tout systéme de valeurs de « et de y dans le domaine ®. On
déduira alors de I'équation (13) un développement de p suivant les
puissances de z et de ¢,
pP=9(x,,5,q),

dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de z et de y
dans le domaine ®, et qui est convergent pourvu que les modules
de z et de ¢ ne dépassent pas certaines limites.
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I

7. Nous allons encore reprendre rapidement les théorémes de
M. Poincaré relatifs aux équations différentielles ordinaires, en vue
d’une généralisation qui nous sera utile pour les équations aux
dérivées partielles du premier ordre.

La démonstration de M. Poincaré repose sur une propricté des
équations linéaires, qui devient intuitive quand on emploie pour
intégrer ces ¢quations la méthode des approximations successives.
Considérons, pour fixer les idées, un systeme de deux équations
linéaires

S(l'y_—_—ay + b5 + ¢,

dr
( s
dx

(14)

=a,y+ b5+ ¢y,

a, b, c, a,, b,, ¢, étant des fonctions continues de la variable réelle
dans Pintervalle de x-=0 & @ =X >o0. D’aprés la méthode des
approximations successives, on forme les deux suites indéfinies de
fonctions

(13) S,}'Uv }’17 LR ]’n, NN

( Sy ) R ey

ou y, et s, sont deux constantes quelconques, et ol ’'on pose succes-
sivement

T o X
)'1':.)’0'*“/ (ay,—+ bzy~+ ¢) d, z,::zo—l—-f (ary,+ b15)+ ¢y) dex,
0 0

e a
y‘l:.yo—f—j (ay,~+ bzs,+c) dx, z2:50+f (a,y1~+ b5+ ¢y) de,
0 0

et, d’une maniére générale,

0

N ot
Y= Yo+ f (typs+bz, +c)dz, Zp=— 50+/ (Y1012, 1+¢)) d.
0
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Toutes ces fonctions sont continues dans Uintervalle de o 4 X et,
lorsque n augmente indéfiniment, elles tendent vers des limites y
et =, qui satisfont aux ¢quations (14) et qui prennent respectivement
les valeurs y, et z, pour = o.

Soient maintenant A, B, C, A,, B,, C, des fonclions continues de la
variable 2 dans l'intervalle (o, X), positives dans cet intervalle, et
telles que I'on ait, pour toute valeur de z entre o et X,

la] <A, |6 <B, el <G, [a, | <Ay, [0/ ] < By, el < Gy

soient en outre Y, et Z, deux constantes positives plus grandes res-
pectivement que |y,| et |z,[, ou au moins égales & ces valeurs
ahsolues.

Considérons le systeme auxiliaire

1Y ,
DY AY +BL G,
d.r

G4y 1.
o/, r 1
G =AY B G

les intégrales de ce systéme qui, pour z = o, prennent les valeurs Y,
et Z, vespectivement s’obtiennent de méme en formant les deux suites
de fonctions

( Yl)’ Ylv Y27 MR YIM RS

( Z(H y‘l’ 7‘2’ R ZIH AR

obtenues en posant
Y, = Yu""‘/ (AYy+ BZy+ C) duz, Zl':"u‘}“\/ (A Yo+ ByZy -+ Cy) dir,
) 0

Y, = Y,,_,_/ (AY, + BZ, + C) dur, Z2:::Z(,~+-/ (ALY B, 7, ) di,
)

“

et en général

Y=Y, +‘/ (AY, . +BZ, , +C)dx,
]

Zn = ’/‘1) + / (Ai Yn N BIZII~- g -+ Cl ) dr.
L]



SUR LES INTEGRALES INFINIMENT VOISINES, ETC. 445

D’apres la facon méme dont on obtient ces fonctions Y, Z,, il est
clair qu’elles sont toutes positives dans I'intervalle (o0,X). De plus,
en comparant les formules qui définissent les deux suites de fone-
tions (15) et (15), on vérilie, en remontant de proche en proche, que
I"on a, pour toute valeur de 2 dans I'intervalle (o, X),

|}’|I<Y1= |5, | <7y, [¥e] << Yo, l52|<74-zy ey
et, d’une fagon générale,
'.)//l , < Yn, ,:n ' << Z,,-

Par suite, les valeurs absolues des intégrales y et s des équa-
tions (14) qui prennent les valeurs y, et s, pour z = o sont plus
petites, pour toute valeur de 2 dans Uintervalle (o, X), que les inté-
grales des équations (14) qui prennent les valeurs Y, et Z, pour x =o.
C’estau fond sur cette propriété que repose le raisonnement de M. Poin-
caré (loc. cit., p. 55).

8. Supposons maintenant que les coellicients a, b, ¢, a,, b,, ¢, des
Gquations (14) soient des fonetions holomorphes de la variable com-
plexe & dans un domaine simplement connexe ®,, comprenant 'ori-
gine. Il pourrait d’ailleurs se faire que ce domaine ®, se recouvre
partiellement lui-méme plusicurs fois, ce quireviendrait & le supposer
¢tendu sur une surface de Riemann a plusieurs feutllets. Les raison-
nements qui vont suivre s’appliqueraient aussi a ce cas; mais, pour
fixer les idées, nous supposerons le domaine @, étendu sur un plan
simple.

Les deux suites de fonctions y;, 5,4, introduites par la méthode des
approximations successives, sont alors des fonctions holomorphes
de @ dans tout le domaine ®,; y, par exemple est une fonction holo-
morphe de 2, dont la dérivée est ay,~+ bs,+ ¢, et qui prend la
valeur y, pour & = o, et de méme pour les autres. Nous reprendrons
encore le raisonnement par lequel on prouve que y, et 5, ont des
limites lorsque z augmente indéfiniment.

D’une fagon générale, soit /() une fonction holomorphe dans ©,;
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considérons l'intégrale

I =l/’xf<x> dz,

prise le long d’un chemin L situé dans @, et de forme quelconque,
et désignons par s la longueur de I'arc de ce chemin compté depuis
Porigine. Le module | /(@)| de la fonction /(x) est une fonction
continue et positive F(s) de I'arc s lorsque la variable x décrit le
chemin L, et il est clair que le module d'un élément quelconque de
I'intégrale I est inférieur & F(s) ds. On a donc, a fortiort,

(16) 1||<f F(s) ds,

en désignant par S la longueur de arc d’intégration.

Cela posé, imaginons toutes les intégrations effectuées le long d’un
chemin L de longueur S allant de Porigine & un point X de ©,, et situé
tout entier dans ce domaine. De plus, supposons toutes les fonctions a,
b, ¢, a,, b,, ¢, bornées dans @, et soit M un nombre positif supérieur
au module de l'une quelconque de ces fonctions dans ce domaine.
Nous allons chercher une limite supérieure des modules

[Yi—=Xols |31—350]s |ya—¥1l, |%2—51], ...,

au point X, et plus généralement en un point quelconque du chemin L.
On a d’abord, en observant qu’en un point quelconque du chemin L,
ay,+ bz, +c| est <MY, +Z,+1)=K, en posant Y,=|y,

Lo =545

’

lyi—yo | < Ks,
et pour la méme raison
|3y — 3| < Ks,
s désignant la distance d’un point quelconque du chemin L 4 Pori-

gine comptée sur ce chemin. On a ensuite

WS S 2
lyw—y1l<j W‘(J’t"‘_}’u)—+-//(s,-zo)[(/.9<2i\1!(f .wzs_—.:gMK.li;,
4 o B
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et on trouve la méme limite pour | s, — 5, |. En continuantde la sorte,
on démontre de proche en proche que I'on a en général

K (2Ms)r K M)
|}’n Yn-- 1|< oM 1. ) |3 — Sy | < =z EI—_D“

o’ aM 1. .

Cela étant, soit A un nombre positif tel que I'on puisse joindre
I'origine & un point quelconque du domaine ®, par un chemin situé
dans ®, et de longueur inféricure & A; il est clair qu’il existe une
infinité de nombres positifs satisfaisant & cette condition lorsque le
domaine ®, est situ¢ a distance finie. En un point quelconque  du
domaine @, on a donc les inégalités

- K (2 \lA) _ K (aMA)”
Iyn _yn |< "M ' L ]wn'_zuwil ZMI——_—I:

puisqu’on peut joindre ce point & 'origine par un chemin intérieur au
domaine et de longueur inféricure & A. Le module d’un terme quel-
conque des deux séries

S yo"*"(,)’i"'"_yo)+---+<yu_.)'n.—1)+"'7

(1
7) lsu‘i"(zl‘“:o) '+""+(zn—:n.-l)+"'

est done plus petit que le terme correspondant de la série a termes

__eﬂl/\

positifs dont la somme est . Il s’ensuit que ces deux séries

sont uniformément convergentes dans ®,, et par suite les sommes de
ces deux séries sont des fonctions holomorphes dans le méme domaine.
Or ces sommes sont précisément les intégrales des équations (14) qui
prennent les valears y, et 3, pour 2 = o.

Le théoreme est encore vrai lorsque les cocfficients a, b, ¢, a,, by, ¢,,
au licu de dépendre de la scule variable 2, dépendent en outre d’un
ou plusicurs paramétres variables p., ., ..., ¢, Regardons ces para-
metres comme des variables complexes, et supposons les coeffi-
cients a, b, ¢, a,, b,, ¢, holomorphes lorsque la variable x reste
dans @, le systéme des variables ., @y, .., i restant dans un cer-
tain domaine de variabilité. Les fonctions y;, z; sont encore des fone-
tions holomorphes des variables (2, p.y, ..., ) dansle méme domaine,
et, les séries (17) étant toujours uniformément convergentes, il s’en-



448 E. GOURSAT.

suit que les sommes de ces deux séries sont elles-mémes des fonctions
holomorphes des » + 1 variables indépendantes x, o, -. ., Pre

9. La méme méthode permet d’obtenir une limite supéricure, en
un point quelconque du domaine ®,, des modules des intégrales qui
prennent les valeurs y, et s, pour @ =o. Prenons pour simplifier
Yo= 5, =0, ce qui ne diminue pas la généralité, ct soit L une ligne
de longueur S, située dans ®, et joignant I'origine & un point X de ce
domaine.

Soient A(s), B(s), C(s), A,(s), B,(s), C,(s) des fonctions réelles
et positives de I'arc s compté sur le chemin L a partiv de Porigine, et
supérieures respectivement aux modules des fonctions a, b, ¢, «a,,
by, c,, au point du chemin L & une distance s de lorigine.

Le systéme auxiliaire

(7//3 =AY +B)L A+ Cls),
(18) /}
( f(l: = A ()Y = By(s) 72+ G (),

ou la variable indépendante s est réelle et positive, admet des inté-
grales prenant les valeurs 'Y = o, Z = o, pour s = o, et ces intégrales
sont évidemment positives et croissantes lorsque s croit de o & S. KEn
effet, si 'on applique a ces équations la méthode des approximations
successives, les diverses fonctions

Yh Y'.:a MR YIH sty
Zl, Zg, ce oy Z/n e

sont positives quand s varie de o & S, et, si 'on compare les équations
de définition de ces fonctions avee les ¢quations de définition des
fonctions y;, z;, pour les intégrales du systéme (14) qui sont nulles
pour x = o0, on ¢n conclut immédiatement, d’apres 'inégalité (16),
que 'on a successivement

I.)’1I<Y17 IJI2I<Y2’ L ] [.ylz|<yny tey
izll<7‘1’ lz‘l.l<’/‘24 L] lzu.‘<’/1/l; R ]
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en faisant toujours correspondre & un point # du chemin L la valeur
de s qui mesure la distance de ce point & Porigine, comptée sur le
chemin L lui-méme. Par conséquent, au pornt X, les modules des inte-
grales y el = seront infericurs aux valeurs que prennent les intégrales Y
et 7. dusystéme auxiliaire (18) pour la valeur s = S.

IF est clair que la regle précédente comporte une assez grande indeé-
“termination; toutes les fois que cela sera possible, on prendra natu-
rellement la ligne droite pour le chemin L. Le nombre A ayant la
méme signification qu’au paragraphe précédent, si M désigne un
nombre positif supéricur au module des coelficients a, b, ¢, a,, b, ¢,
dans le domaine @4, on pourra prendre pour systeme auxiliaire le
systéme

d

| S = MYz,
(18)’ .
{7,

( f,—/—-; = MY + 7 1);

les intégrales de ce systéme qui sont nulles pour s = o sont dans ce
cas
1
S O e L2 M8
Vo g= et
ar conscéquent, en un point quelconque de ®,, les modules des inté-

grales v etz du systéme (14) qui sont nulles pour 2 = o sont infé-
rieurs i

I "
—ferMA
2

Apris ces remarques, il est bien facile d’étendre aux variables
complexes la démonstration du théoréme de M. Poincaré, en généra-
lisant le procédé employé pour les variables réelles.

10. Soit

A ey s
( S = S(x, ¥, 5,0 1),
1)
s -
( T == filwe, ¥, 5,/ )

un systéme de deux ¢quations differentielles du premier ordre, dont

dnn. Be. Norme., (3), XXHT — Ocroure 1gofi. D7
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les seconds membres f et f, sont des fonctions holomorphes des
variables x, v, 5, A, u, lorsque la variable 2 décrit un domaine sim-
plement connexe ©,, comprenant origine, pourvu que les modules
de y, =, A, . ne dépassent pas certaines limites. On suppose de plus
que 'on a identiquement

J(x,0,0,0,0)=o0, Ji(z,0,0,0,0) =0,

de sorte que, pour les valeurs A = p. = o des paramétres, le sys-
teme (19) admet les intégrales particulicres y = o, = =o. Pour des
valeurs de ces parametres de modules assez petits, les équations (1)
admettent des intégrales s’annulant pour 2 = o, et 'on peut se pro-
poser de développer ces intégrales suivant les puissances croissantes
des paramétres A et p.

Obscervons d’abord que les fonctions /et f, peavent étre déve-
loppées en séries entivres ordonnées suivant les puissances de y,

z, A,

(f=ay +=bs 4+ch +dp +...+ /;1{5.{3.)/'/-557.’/[‘1.3 “+ .,

(20) 1 A
[ Si=may D5 dipo . (/,,,‘g.ray“:f* LY -,

dont les coefficients a, @,, b, b,, ¢, ¢\, d, dyy ...\ pugyss Gopys, sont des
fonctions holomorphes de la variable 2 dans ®,, ct ces séries sont
convergentes pourva que Pon ait
I PR =0 P PO D ey P 1 ) Ry

Yor Bas Moy [y €tant des nombres positifs détermines, quelle que soit
la valeur de z dans .

Si les intégrales cherchées, qui sont nulles pour z = o, sont déve-
loppables suivant les puissances de A et de p.,

- Rl -
S =T Ak 2T e e Zf,@,,ml.""[;." e,
(21)
- W -
{ sy by Z'P,,,” Lt A=

les coefficients o, et 4, sont des fonctions de la variable 2, s’annu-
lant pour « = o, que 'on peut déterminer de proche en proche par
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Iintégration d’équations différentielles linéaires. En effet, si I'on
substitue les développements précédents a la place de y et de =, dans
les équations (19), on a de part et d’autre des séries entiéres en A
et g qui doivent ¢tre identiques. En égalant les coefficients de
et de w, nous avons d’abord les relations

oy, |
) e % 09+,
290
d'qblu
( e TGPt by ¢y,
ol
g ——/'—“_I = Dy + /l'IJ(,l —1»«(/,
(23) ;™
’/‘rJul |
{1 A /)l Yo + //,;
ol

les intégrales de ces deux systémes d’¢quations linéaires, qui sont
nulles pour 2= o, sont holomorphes dans le domaine simplement
connexe (g, puisque les fonctions a, b, ¢, d, a,, by, ¢,, d, sont par
hypothtse holomorphes dans ce domaine. D'une facon générale les
deux fonctions =, et b, qui doivent étre nulles pour = o, sont
déterminées par le systeme des deux équations lindaires

g A9mn

iy = U Dy = Dby 0,

(24)

/
l Y n

{ 7/1 = (P/nn"f” /)l'-!-}mu-*" Uy,

« et u, ¢tant deux polynomes entiers par rapport aux coefficients des
series (20) et des fonctions 24 el by pour lesquelles on a ¢ <m,
k< n. On voit done, en raisonnant de proche en proche, que toutes
les fonctions o et L ainsi détermincées sont holomorphes dans @ ; les
séries entieres (21), que Pon obtient en procédant de celte facon,
satisfont formellement aux ¢quations (19), et tous les coefficients
sont nuls pour 2 = o.

L’hypothise que le domaine @, est simplement connexe est essen-
tielle. Iin effet, si @, se composait par exemple d’une région annu-
laire comprise entre deux courbes fermées, dont 'une est intéricure
a Pautre, les intégrales des systémes d'équations linéaires que l'on a
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a considérer ne seraient pas forcément holomorphes dans ce domaine.
Mais on pourrait généraliser le raisonnement en supposant que le
domaine ®, se compose d’une portion simplement connexe d’une
surface de Riemann & plusieurs feuillets.

L1. Il reste maintenant & démontrer la convergence de ces déve-
loppements (2r1), pour des valeurs des parametres A et u, de modules
assez petits. Pour fixer les idées, soit X un point quelconque du
domaine ®,, et soit L. un chemin de longueur S joignant I'origine
au point X, et situé tout entier dans ®»,. Lorsque la variable 2 décrit
ce chemin L, les coefficients @, @, b, by, ..., pugyss Gupyss --- sont des
fonctions de I'arc s compté a partir de 'origine. Désignons par

A > ~ ) ~
A, Ay By By Pagrn Quves

des fonctions continues, réelles ct positives, de la variable réelle s,
dans Pintervalle (o, S), telles que Fon ait, pour une valeur quel-
conque de s, entre o et S,

(25) | al <A, | bl<B, ..., [ Pagys | < pu,’iyf?y I‘/’A(ﬁ*{ﬂ] < ( Qufdyds  oen

Considérons le systeme d’équations différentielles auxiliaires

L dY . . -
- = F(s, Y, 2,2, 1)
=AY -+BZ +Ch +Dp .. l.’uﬁ.(,,YU#/Y(J" -+
(26) ¢
7. i ,
- = Fo(s, Y, 7,20, 1)

=AY +BZ+Ch4+Dip - Qupys Y2 B e

ot la variable indépendante s est supposée réelle et comprise entre o
et S et, sans nous prmu(*up(*r d’abord de la convergence, cherchons
a développer, suivant les puissances de x et de p., l(,s intégrales de ce
systéme quisont nulles pour s = o,

S e [10/ _“d)(” it FZ(I)/IHI)/”J” e
(27)

-

\[r //Il Jn e
mn

1 7 =W,h+ Wy 4.
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Les fonctions @y et ¥y, qui doivent étre nulles pour s = o, sont
déterminées par dcs sys L( mes d’équations linéaires, tout pareils aux
systémes (22), (23), (24
d

1))
g (A”‘ =Ad, +BW¥Y,, +(,
(22)
dM°y, . \
( (/.s'l =A 0y +B W, Gy,
iy .
S : 1/;l =Ad, +BYW,, +D,
(23) 0
' ﬂ‘i‘. —A D, B, W, +D
s 1%y 1 Yot 1
S (/(l;l”” - A ‘l)”l n + ]‘ ll'rlll”. + [J7
(24) /‘(I;
( 3 (/';”..'.'. =AM P+ B W, + U,

U et U, étant deux polynomes qui se déduisent des polynomes w«, «,,
en y remplacant les coellicients des séries (20) par les coefficients
correspondants des séries (26), et les fonctions ;4 et gy par les fone-
tions d LU,

D’apres un résultat antérieur (n°7), les intégrales du systeme (22),
qui sont nulles pour s = o, sont IH)hlllV(‘b (,ldllb tout I'intervalle (o, S)
et, en un point quelconque de cet intervalle, on a

| Por | < Dy, I'-.b(ll I < W,

les valeurs des fonctions Do et g, étant prises au point 2 du chemin L
aune distance s de Porigine. En faisant correspondre de cette facon
les points de la ligne L et les valeurs réelles de la variable s comprises
entre o ¢l'S, on a aussi

|20 | < @i, [0 [ < Wios
et, d’une facon générale,
(28) | 9in | << Digy [ Vi | < Wi
SiPon suppose en effet ces inégalités démontrées lorsque 'on a

(<< m, k<<n,
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il s’ensuit que l’on a, dans les équations (24)",
|e]< U, |, | < Uy,

et par suite les inégalités subsistent pour ¢ =rm, k= n. Donc elles
sont générales.

Sidoncles séries (27)sont convergentes dans tout 'intervalle (o, S),
lorsque les modules des parametres A, p. ne dépassent pas certaines
limites, il en sera de meéme des séries (21) tout le long de la ligne L,
pour les mémes valeurs des paramétres A et p..

12. Le reste de la démonstration s’acheéve bien aisément, comme
dans le cas d’une variable réelle. Soit M une limite supérieure du
module des fonctions / et /, lorsque la variable « décrit le do-
maine ®,, et que les modules des variables y, =z, A, v. ne dépassent
pas un nombre positif ¢. La fonction

M(y 5+ %)
Y+ 5 A b
P

est majorante pour les fonctions / et /, relativement aux variables y,
3, &, g, quelle que soit la valeur de 2 dans le domaine @, et il en est
de méme, & plus forte raison, de la fonction

M(.)’ Ty @) (, e NZ_:tf;gui___{_J.)

Si on développe cette fonction suivant les puissances de y, z, 4, p.,
le coefficient d’un terme quelconque est un nombre positif qui est
supérieur au module des deux coefficients correspondants des deux
séries fet f,.

Cela étant, prenons pour systéme auxiliaire (26) le systéme
Ay 1 MY 47 2+ ) (1 —+ Y——t;/'—;_—i{f)
ds ™ ds T Y -7 7 ’

[ oo e

(26 )

o
i

les inégalités (25) sont vérifices quel que soit le chemin L. Si done
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nous démontrons que les intégrales du systeme (26)", qui sont nul les
pour s = o, sont développables en séries entiéres ordonnées suivan t
les puissances de A et de 1, et que ces séries entiéres sont conver-
gentes pour toutes les valeurs positives de s inférieures 2 un nombre A,
ayant le méme sens que plus haut (n°8), pourvu que I'on ait

[M<n,  lp|<n,

n étant un nombre positif, les séries (21) seront convergentes da ns
tout le domaine ®,, lorsque A et p. satisfont a la condition précédente.
En tenant compte des conditions initiales, et en posant

Y+7+7%-+p=pt
le systeme (26)" se réduit & Péquation unique

dt  oMe(r+ t)
ds T—

avece la condition initiale

b

(= pour § = 0.

2

L’équation précedente peat s’éerire

ot a2 dt

1A L1

=aMds,

ot intégrale cherchée est fournie par 'équation

L ————t— =L —MJ—FQM‘?,
(L1 )F (p4=t+ )
ou
(29) L=a(t+1)Y
en posant pour :11)1'(’5;_;(31"

p(h 4 p)eMs
O T e
(p+h—+p)

[’équation (29) admet une racine qui s’annule pour o =o, et,
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d’aprés la théorie de I'équation de Lagrange, cette racine est une

fonction holomorphe de e lorsque I'on a

I
o|< -, carona
4

;[l,

(¢t 4 1)2
¢

quand on fait décrire A la variable ¢ le cercle |¢| = 1. Soit 7 un nombre
positif tel que I'on ait

(30) 8peeMA < (p + 2¢)?, pour  e<wn;
. 1 . . U
on aura certainement [ <C - si lon ah la fois
!

S:A, l)\l<fl, I[J|<fl’

et par suite les développements des intégrales du systeme (26 ) sui-
vant les puissances de A et de pseront convergents pour ces valeurs
des, A, p.

Les séries enticres (21) sont done convergentes dans tout le
domaine ®, pourvu que les modules des parametres A et w soient
inférieurs au nombre positif 7.

Il résulte d’ailleurs de Ta démonstration méme que ces séries sont
uniformement convergentes dans @,. Comme (ous les termes sont des
fonctions holomorphes, les sommes de ces deux séries sont elles-
mémes des fonetions holomorphes de 2 dans le méme domaine, et
Ion peut énoncer le théoréme suivant :

Tuiorime 1V. — Les intégrales des équations (1), qui s annulent
pour x = o, sont des fonctions holomorphes des variables a, )\, p.,
lorsque la variable x décrit le domaine ., et que les modules des
vartables 'k, p. restent inféricurs a un nombre posilif w1, convenable-
ment choist.

13. La démonstration précedente n’est que extension au domaine
complexe de la démonstration donnée par M. Poincaré pour le cas des
variables réelles. On pourrait établir le méme théoréme par une
autre méthode, dont nous nous servirons souvent dans la suite,
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et qui offre une application de la représentation conforme. Nous
pouvons en eflet ramener le cas ou le domaine ®, est un domaine
simplement connexe de forme queleonque au cas ot ce domaine est
un cercle. Soit

z=(2)

une fonction analytique permettant d’effectuer la représentation
conforme d’un cercle de centre 2’ = o sur le domaine ®,, de facon
que le point .= o corresponde i Porigine &' = o. La dérivée z}/(:zr")
est une fonction holomorphe dans le méme cercle.

Or, en faisant, dans les equations (1¢). le changement de variable
x ==Yy, on doit remplacer %)7/ et (—/é par LL% el li’z(//T-

tivemen(, et les ¢quations (1) sont remplacées par des équations de

res ])(‘,("—

méme forme ofr le domaine o, est un cercle de ravon 7 déerit de Uori-
gine pour contre,

Pour ne pas multiplier les notations, nous supposcrons qu’on a
d’abord elfectud cette transformation.

La proposition que nous voulons ¢tabliv peat alors s’énoncer ainsi :

Sotent [, [, des fonctions holomorphes des variables x, v, =z, h, w
pour les valeurs de ces rariables qui satis font aux conditions

e |zr, [y 1.p [3]. 0, [%]Z e, ] Zps

el qui s’annufent identiquement pour y ==z = f = u.= 0. 4 lout nombre
positif O infériear a un, on peut fwre correspondre un autre nombre
posili) 1 tel que les integrales die systéme (1) qui sont nulles pour x = o
solent des [fonctions holomorphes de x. 'k, p. dans le domaine défint par
les inégalités

|| <00, | 7| << n, || <.

Les équations (1g) peuvent étre considérées comme un systéme
d’equations aux dérivees particlles définissant deux fonctions y et =
des variables @, %, p. Les integrales de ce systéme qui se réduisent
i zéro pour & = o sont des fonctions holomorphes de , 4, w dans le
voisinage des valeurs & = o, A=0, n =0, et peuvent étre repré-
sentées par des séries enticres en a, hy 1, dont tous les coellicients se

. N =Q
dAnn. Eeo Norme, (3), XX — Ocronre 1gobi. 58
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déduisent des coeflicients des séries enticres /et f, par les seules
opérations d’addition et de multiplication. Pour avoir une limite infé-
rieure du domaine de convergence de ces séries entieres, on peut
done remplacer fet /, par des fonctions majorantes. Comme ces deux
fonctions s’annulent quel que soit x, pour y ==s=A=p =0, on
peut prendre pour fonction majorante une expression de la forme

Y 434 ko

I\l(y-+~:»{—).-f—p.)(l+ “*_@_._,“)

(; _ f_> <, _ L.*:__‘*J_iL>
\ r p

et les séries entieres qui représentent les intégrales cherehées sont

strement convergentes dans le méme domaine que les séries qui
représentent les intégrales du systéme auxiliaire

L N il
qui s"annulent pour 2 == o. Kn posant comme plus haut
Y5 b o
la recherche de ces intégrales revient i Iintégration de I'équation
unique
o M1 1)

(59) ——

doa ( f — /) (1 :7) ’

ou
oMl
PRSI - ey

Jj It a
' -

.. Lo bt - -
avec la condition initiale ¢~ —Tl pour x == 0. Cette intégrale est
0 ,

racine de I'équation

DR P B O 2 I Y z\
Ial(/,-+—1)zl~- ” ’mp"-k(ﬁ:?[f‘J ,.M/L<1——7_),
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—_—
O
~

que I'on peut aussi écrire
(33) t=oa(t+1)3

en posan t

Ll =+ ) < __.r\“‘-’“"

Topt (h o )? N

\

On voit comme au numéro préecdent gque la racine qui s’annule
pour 2 == o est une fonction holomorphe de « tant que le module de o

. ieoe N M
reste inféricur - Or, lorsque le module de a est plus petit que Or,
B

£ .
le module de 1 . estcompris entre 1—0 et 140, et le module
/ NN R A . 23 . -
de (11— 7) est plus petit que («— 0)7*"". Soit v un nombre
positif tel que on ait
(34) Rpe(t—0)=*Mrez gt a2, pour << .
Si Pon a i la fois
[} -0, [0 <, | ] <<,

e module de o est inféricur 4 -, et les intégrales du systeme auxi-

PN

liaire sont certainement des fonctions holomorphes de @, A, v, dans
le domaine défing par les inégalités précedentes. Il en est de méme,
a foruore, des intégrales du systeme (19), ce qui prouve I'exactitude
du lemme énoncé.

Sionous considérons maintenant un domaine simplement con-
nexe m,, limité par une courbe fermee de forme quelconque, quand
on Papplique conformément sur un cercle G de rayon r, tout do-
maine w’, intéricur & w, et nayant aucun point commun avee la
fronticre de o, est applique sur un domaine intéricur a un cerele 7
concentrique a G et de rayon inférieur a4 r. Comme toute fonction
holomorphe dans le cercle G se change, par la transformation in-
verse, en une fonction holomorphe dans un domaine qui com-
prend w’, onest conduit @ fa proposition suivante :

A tout domaine ', intéricur a w , on peut associer un nombre positif 1
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tel que les intégrales du systéme (1), qui sont nulles pour x = o, sotent
des fonctions holomorphes des variables x, 1., w., lorsque la variable x
deécrit le domaine »',, pourvu que |\ | et | .| restent inféricurs a ).

Ce nouvel énonee est évidemment un peu moins précis que le
premier (n° 12), mais la démonstration peut étre ¢lendue, comme
nous le verrons, aux équations aux dérivées particlles.

14. 1 est clair que les deux démonstrations s’appliquent, quels que
soient le nombre des équations différentielles et le nombre des para-
métres. Une autre extension nous sera utile pour la suite.

Au licu de supposer, comme nous avons fait jusqu’ici, que les
coefficients des séries (20) ne dépendent que de Ta variable @, on
peul supposer que ces coellicients dépendenten outre de ¢ paramaétres
Wyy Uyy ooyt 0L sontdes fonetions holomorphes des (74 1) variables
a, Uy, Uy, oo, U, lorsque déerit Te domaine a, el que le SVs-
teme (wy, ttyy .., u;) reste dans un certain domaine de variabilité m,.
Les autres hypothéses relatives & la convergence des séries (20) élant
conservées, si lon reprend par exemple la premicre démonstration,
les cocllicients ©,, ¢t g,, des séries (21) sont déterminés par des
¢quations linéaires dont les coellicients sont holomorphes dans les
domaines precedents: les integrales de ces équations qui s"annulent
pour x = o sont des fonctions holomorphes des varitables @, «,,
yy ooy t; dans les mémes domaines (n° 1), Le reste de la démon-
stration s’achtve de la méme facon et Pon voit que les integrales des
équations (1¢)), qui sort nulles pour x = o, sont des fonctions holo-
morphes de x, w,, u,, .. , u; dans les mémes domaines que les coeffi-
cients des series ( 20), pourvu que les modules des paramétres | 1| el [ -]
restent inférieurs « wn nombre posie/ 1 convenablement choisi.

Remarque. — Celte proposition peut étre regardée comme une pre-
miére extension du théoreme de M. Poincaré aux équations aux
dérivées partielles, car on peut considérer les équations (1) comme
un systeme d’équations aux dérivées particlles, les variables indépen-
dantes étant a, Uyy Uy, ooy ;5 als ce ne sont la que des (wpmtions
aux dérivées partielles d'une forme (ris particulicre, puisque les
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dérivées partielles pav rapport aux variables w,, w,, ..., w; 0’y figurent
pas:

[5. Le théortme precédent permet en particulier détudier les inté-
grales infiniment voisines d'un systéme d’intégrales connues. Soit

35 ’.{l’.‘.—- (v . ) (_/_'&—~ (L.)’ﬁ»——
(32) o =/ LY Ve e Y )s dr Jas S o =/u»

un systeme d'équations différenticlles dont on connait un systéme

particulier d’intégrales
Y= (), JaTE (), ) Yon == '-,’n("l")-

On peut supposer que Pon a z,(ax) = o, car il suflit de poser
vi=9;(x) + 3 pour é¢lre ramené 4 un systeme d’équations différen-
telles admettant le systeme dintégrales

LAY
=

A
N

Supposons que Pon ait fait an prealable cette transformation, de
facon que, si Pon développe les fonctions /1, /[, ..., [, suivant les
puissances de v, vy, oo, v, i’y ait dans e développement aucun
terme indépendant de v, v, ..., 3, Nous supposerons de plus que
tous les coellicients de ce développement sont des fonctions holo-
morphes de 2 dans e voisinage de Ta valeur @ = o, et que les déve-
loppements sont convergents lorsque la variable 2 reste dans un
domaine w, simplement connexe, renfermant 'ovigine, pourva que les
modules de v, v., ... ¥, ne dépassent pas certaines limites posi-
tives. Pour ¢tudier les intégrales du systeme (35) qui pour o = o
prennent les valeurs kA, 7y, ..., %, on peut poser y;=A;,+ Y,
(¢=1,2,...,n) et étudier les intégrales du nouveau systéme

dY; , .. - .
7/1_ - l‘i(""" YX’ Y‘Av ] Y/u Listlay ooy by) (6: ) /l),

qui sont nulles pour ¢ = o. D'aprés le théortme général précédent,
ces intégrales sont des fonctions holomorphes de a dans tout
le domaine w,, pourvu que les modules des valeurs initiales Ny
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Aas oovy A, soient inféricurs & un nombre pesidf convenable n. Ces
intégrales peuvent étre développées en séries entivcres ordonnées
suivant les puissances de ,, Ay, ..., 4, et convergentes pour toute
valeur de @ prise dans @, pourvu que 'on ail

Illlé‘fi, ceey |7er,”

16. Pour montrer Papplication aux équations diflérentielles du
théoréme de M. Poincaré sous sa forme générale du n® 14, nous étu-
dierons d’abord un systéme tres simple. Soit
(36) %::zl’(w, ¥ 3), :71.%':011’(.1',.)',:)
un systeme de deux équations différenticlles ot les foncetions I et @
sont holomorphes lorsque les variables et v déerivent respecti-
vement dans leurs plans deux domaines v, et w,, dont le premier est
simplement connexe, pourva que le module de =z ne dépasse pas un
nombre positif Z. Ce systéme admet une famille dCintégrales dépen-
dant ’'une constante arbitraive, qui sont connues immeédiatement,

5= 0, Yy = const.

Nous nous proposons d’ctudier les systemes d’intégrales infiniment
voisins de celui-la. On suppose toujours que le domaine w, renferme
Porigines; y, ¢tant une valeur quelconque de y dans w,, ¢t A un
nombre de module infericur 4 /£, on peut se proposer de développer
suivant les puissances de % les intégrales qui, pour @ = o, prennent
les valeurs initiales y = y,, 5 = %. Posons, dans les équations (365,
y=vy+ Y,z =4+ Z, elles deviennent

g
f

’

-t

= (£ 7) 174 J Yy Y, ?+7),

-~
~

&

(36)’

A
~

s

= (LR, yo+ Y, -7,

NS
&

Soit ). un domaine quelconque intérieur 4 w,. Dapres les hypo-
theses qui ont ¢té faites sur les fonctions I et @, les seconds membres
des nouvelles équations sontdes fonctions holomorphes des variables x,
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Yoo Yo 7o 2 dorsque & et y, déerivent respectivement les domaines o,
et @, pourvu que les modules des variables Y, Z, & soient inférieurs
a un nombre positif s. On peut done développer ces seconds membres
en séries enticres ordonnées sutvant les puissances de Y, Z, & dont les
coellicients sont des fonctions holomorphes des variables «, y, dans
les domaines w,, m). Par suite, les intégrales du systéme (36)', qui
sTannulent pour & = o, sont des fonctions holomorphes des variables
, v, A lorsque les variables a0 et v, déerivent respectivement les
domaines w,, v, et que le module de & reste inférieur 2 un nomhbre
positif n; résultat que Pon peut encore ¢noncer ainsi :

Tugorime Vo — A towt domaine o' intérieur & o, on peut faire corres-

. ¥
pondre un nombre positi [ v lel que les intégrales duw systeme (36) qui
prennent les valeurs v == v,, == A, pour x = o, sotent des fonctions
holomorphes des variables x, v,, h, lorsque les variables x, y, décricent
respectivement les domaines o, el u,\;_ el que le module de ) reste tnfériear

an.

Ce nouveau théoreme est évidemment plus étendu que le résultat
appelé au ne 15, puisque le module de y, n’est pas assujetti & rester
voisin de zéro.

Les integrales peuvent étre développées en séries entiéres ordonnées

suivant les puissances de A,

(37) (7 =gt o, yy) 2202, 70) ey
' |

s =1 '1’41(47"7.'}/0)+}~2'412(~7"7yu) ..,

olt les fonctions o, et g, sont des fonctions holomorphes de 2 et de v,
dans les domaines m, et w,. Toutes les fonctions 2; et gy (£>1)
doivent étre nulles pour 2 = o, et la fonction ¢, se réduit & I'unité
pour 2 = o. On détermine encore ces fonctions de proche en proche
en substituant les développements précédents dans les équations (36),
les seconds membres de ces équations étant d’abord développés sui-
vant les puissances de y —y, et de =, et 'on égale les coefticients des
mémes puissances de % dans les deux membres; ce qui conduit évi-
demment a des systemes d’équations differentielles linéaires dont les
coelficients sont des fonetions holomorphes de et de y,.
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[7. Sil'on regarde pour un moment.x, v, z comme les coordonnées
d’un point dans Uespace, les ¢quations (37) représentent une courbe
passant par le point de coordonnées = o. y == v, 5= A, ¢t le lien
de cette courbe, quand on fait varier y,, est une surface dont on aura
I'équation en éliminant y, entre les ¢quations (37). Pour faire cette
¢limination, remarquons qu'on peut écrire ces équations

(37 bis) y=y,+ tP(x,y,1), s=h Qe ¥, 1),

les fonctions P(x, y,, 1), Q(z, v,, %) ¢tant holomorphes dans les
domaines qui ont ét¢ définis tout 4 Pheure. La premitre devient, en
posant v = y, -+ «.

(38) =0 Pla, vy —u, ),

et le second membre est une fonction holomorphe des quatre
variables a, v, A, « lorsque - déerit Je domaine w,, ¢f ¥ un nouveau
domaine quelconque ol intéricur & o', pourva que le module de «
reste inféricur i un nombre positil convenable o, fe module de % res-

/

tant plus petit que 7. Dapres le théoreme général (n 4), Téqua-

tion (38 ) admet une racine sannulant avee 7,
we=1R(x,9,0L),

qui est une fonction holomorphe de e, yetde A lorsque les variables
el y decrivent respectivement les domaines wy, et u,).;'.. pourvu que le
module de A ne dépasse pas un nombre positil ¢ 7. On peul méme
prendre ce nombre 7" assez petit pour que le module de w reste infe-
vieur & o, de facon que, Torsque y déerit le domaine wf, Ta variable
Yo = y—uw reste dans le domaine o). En remplacant maintenant v,
par v — w dans Pexpression de z, on obtient Péquation de la surface
cherchée

(39) Sl P,y LR,y ), 0 = LW e, p, 1),
et la fonction w(x, y, %) est holomorphe lorsque les variables « ot y

décrivent respectivement les domaines w, et w2, le moduie de 2 ne
dépassant pas le nombre positif 4.
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18. Ceci s’applique en particulier aux équations lin¢aires aux
dérivées partielles de la forme

(4o) *-.::-./'(ff'sy,:)%f—.+5@(r,y,s),

les fonctions /et o ¢tant des fonctions holomorphes des variables ,
v,z dans les mémes domaines que les fonctions F et ®. On connait,
a priori, une intégrale z = o;il en existe une infinité d’autres, qui
sont infiniment voisines de celle-1a et qui sontholomorphes lorsque x
et y décrivent respectivement les deux domaines @, et i, & étant
intéricur i w,. Cherchons par exemple U'intégrale se réduisant & une
constante donnée A pour la valeur particulicre z = o, dans le
domaine w,. Celle intégrale est le licu des caractéristiques de I'équa-
tion (4o) issues des différents points de la ligne droite

X0, S==A;

or ces caractéristiques sont les integrales du systeme. d’équations
differentielles

o ds
;72:_ w5 flr,y,35), S =39 (£, ¥,5),

et nous venons de voir que la surface engendrée par les intégrales qui
correspondent aux valeurs initiales

& == 0, Y= Vo 3—2A,
quand on fait varier y,, est représentée par une équation
s=1r%(x, y, 1),
ot la fonction @ (e, ¥, A ) esl holomorphe dans w, et Uc)'y, pourvu que | A|

SOt assez petit.
Plus généralement, posons, dans 'équation (40),

s=W(y)7,

(y) étant une fonction holomorphe dans @,. La nouvelle équation

()Z--"'S"' b7 ' '.’)_'/_A.wr’ "‘r:l— o ( 2 '|7?
;)“;»»—/J(,/(-l,y,f-/l) _JH(') )f}‘)f ()7L FQ(Ja,)aV-J)g

Ann. Ec. Norm , (3), XXl — Ocrosre 1006, 29
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est de méme forme que I’équation (40); U'intégrale qui se réduit a une
constante donnée A pour x = o est donc holomorphe dans les
domaines ®, et @,, pourvu que |[A[ soit assez petit. Il en est done
de méme de lUintégrale de I'équation (40) qui se réduit & Ap(y)
pour x = o.

Exemple. — Soit I’équation

(41) P+ gz =2z%;
les équations différentielles des caractéristiques sont ici

dy ds

L = =
dx ’ dx

et les intégrales qui, pour « = o, ont les valeurs initiales y = v,,
s = ko (y,) sont données par les formules

‘ y =1, —Loglt—2txo(y)],
' Paln)

(42)
( T = 7‘.1,'(..0(‘}/,,)

Supposons que les variables a et v, restent dans des cercles de
rayons R et R" décrits de 'origine pour centre dans les plans de ces
deux variables respectivement. La fonction 2(y) étant supposée holo-
morphe dans le cercle de rayon R’, soit m une limite supéricure du
module de z(y) dans ce domaine. Soit K un nombre positif inférieur
a Punités Les formules (42) montrent bien, conformément a la théorie
générale, que y et s sont des fonctions holomorphes des variables «,

b

Y, et A pourvu que on ait

2R, |plIR, D

mR

On aura Pintégrale de I'équation (41) qui se réduit & Ap(y)
pour x = o en éliminant y, entre les deux équations (42). On tire de
la derniére

Lo (y,) =

I ~= s
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et, en portant cette valeur de A 9(y,) dans la premitre équation, on a
Yo=y — Log(t + xz);
I'intégrale cherchée satisfait done & la relation

kol y —Log(1-+ x3)]
1—lz oy — Log(t+ xs)|

5= =21U(x, y,z,).

La fonction ¢[y — Log(1+ a3)] est une fonction holomorphe
de x, y, =, lorsque les modules de ces variables satisfont aux iné-
galités

lz 2R,y R—e  [3]<h,

e étant un nombre positif inférieur & R’, et 2 un nombre positif qu’il
serait facile de préciser; si de plus le module de A est inférieur 2 K,
on voit que la fonction €(x, y, 5, &) est holomorphe dans le domaine
précédent. La racine de cette équation, qui est nulle pour A= o, est
done elle-méme une fonction holomorphe des variables « et y dans
les cercles de rayons R et R'—e, pourvu que | A| soit inférieur & un
nombre positif convenable (théoreme I11).

19. 11 est clair que les résultats du n° 16 peuvent étre généralisés.
Considérons un systéme de p + g équations différentielles du premier
ordre & p - ¢ iNCONNUES ¥y, Yoy «ovs Vs 54 Sus oo vs Bgs

dy, o dvy o dyp _ o
T Ve =P =P e =T
(43) s, — ds, @ ds, -

de — Y de — % v de ~ 77

dont les seconds membres sont des fonctions holomorphes de x,
des p -+ ¢ INCONNUES ¥\, Yus --vs YVpo Bis Bar o--y 5 €ben outre
de r paramétres pn,, (b, ..., P lorsque la variable x décrit un
domaine simplement connexe »,, renfermant l'origine, que chacune
des variables v, v, - .., ¥, décrit dans son plan un domaine de forme
quelconque d, , ®,, ..., ®y s ¢t enfin que lesmodules de s, 5,, ..., z,,
Uers [y ---» [ Testent inféricurs & certaines limites positives. Nous
supposerons de plus que, si 'on ordonne les seconds membres en
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’

séries entitres suivant les puissances de ces dernicres variables sz,
Wy -eny Uy i1l 07y a pas de termes indépendants, de
sorte que, pour les valeurs nulles des paramotres p.;, les équations (43)

admettent les intégrales

Bay ey Zq, \LL“

.
3, =0, 5,=— 0, ceey 5,70, y1=0Cy, cey Yp=0CUp,

dépendant de p constantes arbitraives. Pour des valeurs de ces para-
metres voisines de zéro, les intégrales qui, pour la valeur o de x,
prennent les valeurs initiales

(44) fri=ol  0e=0 e YT 0
| 5, =%, 5y == Ay, cey S =ty

peuvent étre développées en séries entieres, ordonnées suivant les
puissances de Ay, Ay, oooy Ay [y Pus oo -0 P CGes séries satisfont
formellement aux équations (13), et (ous leurs coefficients sont des
fonctions holomorphes de x, ¥, ¥, ..., v,, lorsque ces variables
restent respectivement dans les domaines ., dy 5 ooy wy o Enorepre-
nant les raisonnements antéricurs, on arrive au théoréme général
dont nous donnerons seulement Pénonce :

Turonime VI. — Socent @
livement awx domaines o

, (i;);!' des domaines intcrieurs respec-
e By, dans les plans des variables

/
Y oo

b Py

Yis Yur oo Yoo A ce sysiéme de domaines on peut associer un nombre
nostil /1 Lel que les intéarales du systéme (43), quid, pour x = o, prennenld
. o .. . ’
les valeurs initiales (44 ), soient des fonctions holomorphes de x, y,
0 0 * y o o e .y pe A 0
Yir oo Ypo Ay Koy ooes A s Paay ooes gy lorsque les variables x, y?,
AT y}i restent respectivement dans les domaines @, &', , ..., (L)'Y,', el
que les modules de Ny, Ny, o ooy Kyy gy Uoay - vy Wy ne depassent pas le
nombre positif 1.

On pourrait d’ailleurs généraliser encore cet énoncé en définissant
de la facon la plus générale (n° 4) le domaine de variabilité du sys-
téme des variables complexes (y), yu, .., ¥,)-
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IT.

20. Le théoréme de M. Poincaré ne peut étre élendu sans modifi-
cation aux équations aux dérivées partielles. Prenons par exemple
I'équation

~ Jz Js

45 T A T S V2 S Sy N S

(45) P gy T ,

les termes non ¢erits contenant des puissances de A supérieures i la
premiere, et cherchons a développer suivant les puissances de A U'inté-
grale de cetle équation qui est nulle pour © = o,

(46) z -::(pl(.zr,y)).—{—’.pz(.L',y)).'"’—i—-....
Le coefticient o, (2, v) de & doit satisfaire & Péquation

dyy 0%,

[l v i SRR/ I
e =Ygy TR

et s'annuler pour 2 = o, quelle que soit Ia valeur de y.
On trouve aiscment, en intégrant équation précédente, que cette
intégrale a pour expression

— Y oe
@ == - p” 0g(r—xy).

On voit done, quels que soient les coefficients des autres puissances
de %, que le développement (46) ne peut représenter une fonction
holomorphe de 2 et de y dans un domaine composé de deux cercles
de rayons R et R” respectivement, décrits de origine pour centre
dans les plans des deux variables, si Fon a RR"> 1.

D'un aatre cote, il est facile de s’assurer que équation obtenue
en faisant A == o dans 'équation (45),

(45) p==yty + ys,

n’admet aucune intégrale holomorphe dans le domaine précédent
autre que z = o. Bn cffet, cherchons & satisfaire & celte équation par

& ==
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une série entiére

@
— 2 AU R
5= AmnX7) 7y

p= E ma,, "™ y",

q= E Ry x™ y 7L,

Soientn =0, m>o0; tous les termes indépendantsde y dans p doivent
disparaitre; on doit donc avoir

on en déduit

Appo=0 pour m>>o.

Supposons n > o, m > o. En égalant les coefficients de 2 'y" dans
les deux membres de 'équation (45)", on est conduit & la relation de
récurrence

My == (e — 1)y Vot = O ey TRy 1y

qui permet de diminuer les deux indices m et = de unité.
Cela étant, plusicurs cas sont a distinguer :

7

Premizr cas. — Soit m > nrn. En diminuant les deux indices de
Punité n fois de suite, on sera ramencé au coefficient «,, ,,, qui est
nul, d’aprés ce qu’on a remarqué tout a '’heure. On a done

( l) Lppp == 0, si n = rn.
DrvxiiME cas. — Soit m == n. La formule de récurrence donne

Cpmm == Apyp--1,n—1»

et par suite
(1) U == Uy, quel que soit m.

Tromsiime cas. — Soit m<n. Posons n=m -+ p; la formule de
récurrence peut s’écrire

M, mtp = (I?Z =P )Wy 1, me ey -



SUR LES INTEGRALES INFINIMENT VOISINES, ETC. 1’171

On en déduit successivement

Ay pvr = (p —+1)ao,p
p+2
@2, pt+2 = '—rai,p+1y
..................... ’
a _m -4 14 a
nymvp— m m-—1,m+p-—1

et, par suite,

(P (p+2).(p+m)

am m=-p —— 0 .
’ ! 1.2, b

Ona done

nin—i1)...(n—m-41)
1.2...m

(1) I o n—m> si n>m.

D’apres cela, si Pon dispose les termes de la série double suivant les
cases d’un échiquier rectangulaire indéfini vers la droite et vers le
bas, de facon que le terme a,,, 2™y" soit dans la case qui est comprise
dans la colonne de rang m et dans laligne de rang r, tous les termes
situés au-dessus de la diagonale principale seront nuls. Sil'on fait la
somme des autres termes parallelement a la diagonale principale, on a
pour le cocflicient de a,, la série

T4y = (xy ) ...+ (zy)"+. ..,
pour le coelficient de «,, la série
vt razy +3(@xy)E+...],

et en général le coefficient de @, ,, est égal & y* multiplié par une
série entitre en xy qui n’est autre que le développement de

(I . x},)——(n —-m H),

par la formule du binome. Par conséquent, la série double ne peut
étre convergente dans un domaine pour lequel on aurait [zy|>1,
4 moins que tous les coelficients @y, @y, - .- ne soient nuls.

On aurait pu dailleurs prévoir ce résultat sans aucun calcul, enobser-
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‘intégrale généra y I'équati 5Y ost 5=~ o —L
vant que I'intégrale générale de I'¢quation (45)" est A= 1)’
o désignant une fonction arbitraire.
o désignant une fonction arbitraire

21. Ces exemples, si élémentaires qu’ils soient, suffisent pour
montrer qu'on ne peut ¢tendre immédiatement aux équations aux
dérivées particlles les théoremes élablis par M. Poincaré pour les
équations différentielles. Il est ais¢ d’en voir la raison. Placons-nous
encore dans un cas simple, et considérons une équation aux dérivées
partielles du premier ordre

p=V(zy,3q,1),

admettant, pour A = o, la solution z == o. Nous supposerons que le
second membre peut étre développé en série entiere ordonnée suivant
les puissances de z, ¢, A, dont les coefficients sont des fonctions holo-
morphes des variables a ety lorsque ces variables déerivent respecti-
vement dans lears plans deux domaines w, et m,

(47) p=As++Bg+Ch-.. +2: Pogys%qfay-.. .,

et que la séric (47) est convergente tant que les” vaviables @ et y
restent dans les domaines w,, et w,, pourvu que les modules de z, ¢, &
ne dépassent pas certaines limites positives. Cherchons i développer
suivant les puissances de & Pintégrale qui est nulle pour x =a,
a étant un point du domaine w,,

(48) sz (@, y)h (@, ¥)rE b e, (i, Y )R

il faut pour cela déterminer d’abord une série de la forme (48)
satisfaisant formellement i 'équation (47), et dont tous les coeffi-
cients 9., 24, ..oy 2y, ... sont des fonctions dex et de v, qui s’annulent
pour z = «a, quel que soit y. En substituant ce développement (48) i
la place de = dans 'équation (47), et en ¢galant les coefficients des
mémes puissances de 2 dans les deux membres, on a, pour déter-
MINCT Gy Doy ey Dy ooy Une suite d’équations linéaires aux dérivées
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partielles

[ 020 do, .
\ ().’: ——-}\ 3 -+ “7}3/_ (,,
(19) e ,
)”1 Dn
(L—L' S P i
. ’ Jy

R, ne dépendant que de =, o,, ..., 2, , de leurs dérivées par rap-
porti v et des coefficients de la série (47). La fonction ¢, en parti-
culier est déterminée par I'équation

v,

Jw .
- Ao, -+ BEE - (o,

(5e) e T Ae By

jointe i la condition initiale
q?,". O [)()“l' AT .

Cette ¢quation admet bien une imtégrale satisfaisant a la condition
initiale, intégrale qui est holomorphe lorsque la variable ¥ reste dans
un domaine @, intéricur iy, pourvu que | — al| ne dépasse pas
une certaine limite; mais, en général, cette intégrale ne sera pas
holomorphe lorsque les variables @ et y déeriront respectivement les
domaines w, et ®,. Cest cette circonstance qui établit une différence
essenticlle, pour la question qui nous occupe, entre les équations
differenticlles et les ¢quations aux dérivées particlles.

Iy a cependant un cas ot Pon peat affirmer que Pintégrale de
Péquation (Ho), qui est nulle pour x = «, est holomorphe dans I'en-

semble des domaines (n,, @, ) ¢’est le cas on on a
(Hr1) B=o,

et ot le domaine @, est semplement connexe.
Alors, en effel, équation (50) se réduait & une équation différen-
tielle linéaire & une sceule variable indépendante z,
o, .
50)! —— = Ao+ (3
(D0) o 94 45
si les coefficients A et C sont holomorphes lorsque la variable o décrit

Ann. Ee. Norme., (3), XXIII. — Ocrosre 19of. 6o
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le domaine simplement connexe @, la variable y étant comprise
dans ®,, Uintégrale de I'équation (50)" qui est nulle pour z=a
s’obtient par deux quadratures

- .
f Ade a ———/' Adr
o=¢" X/ Ce “¢  dux,
o

et il est clair que cette intégrale est une fonction holomorphe des
deux variables z et y dans 'ensemble des deux domaines (@, ®, ).

Les coefficients suivants ©,, 95, -+, Pps - .. sont aussi des fonctions
holomorphes dans les mémes domaines; car la fonction g, s’obtient
par U'intégration d’une ¢quation de méme forme que I'équation (50),

—(l)—){%'- = Aw,+ R,.

Si les fonctions 2., 2, ..., 2, sont holomorphes dans les
domaines (0, ®,), il en est de méme de R, et par saite de 2,.

Bn résumdé, lorsque le coefficient B(x, v) de g dans Udquation (47) est
nul, et que le domaine v, est simplement connexe, on peal oblenir une
série de la forme (18), salisfaisant formellement a | ‘dquation (47 ), et
dont tous les coefficients 2,(x, y) sont des fonctions holonorphes de
et de v dans Uensemble des domaines (0,., w, ), nalles pour x = a.

22. 1l nous reste maintenant a4 Gtudier la convergence de cetle
séric. Au liea d’¢labliv directement que celte série est convergente,
nous allons ¢tablir Ta proposition suivante d’oit la convergence se
deéduit immediatement :

Tutorive VIL. — Sotent !, @, dewr domaines intéricurs respective-
ment anx dewx domaines b, ¢l Wy On peut leur adjoindre un nombre
posiif n tel quel ‘intégrale de ['équation (h7), qui est nulle pourx = a,
sout une fonction holomorphe des variables x, y, I, lorsque les variables x
el y décrivent respectivement les domaines ', v, , pourcu que le module
de i ne dépasse pas le nombre 1. '

Cette intégrale peut, d’apres la methode de Gauchy, étre considérée
comme le lieu des multiplicités ponctuelles caractéristiques issucs
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des différents ¢léments de la multiplicité M,
€£==d, N=RNT 5, = o0, Po=Fg, /4= 0.

Les équations différentielles de ces caractéristiques

de  dy ds o dq
T il‘“ o ., Jlf  IF . JF
dy /()1/ Jy 103
sont de la forme
[ //y -
\ ;/"_ :::,/.l("'i.)/v 3, ’/’ /‘))
_ s -
(')‘)’) / 7;“’*/21(‘1’7‘}7“, ’/,/‘)’
iy

o =42,y 5,05 1)

S So Sy ctant des fonctions de méme nature que la fonction
F(x, v, z,q, 1), ¢’est-a=dirve des séries entieres ordonnées suivant les
puissances de z, ¢, 4, dont les coelficients sont des fonctions holo-
morphes des variables a et y, dans les domaines o, et o,.

Ces séries sont convergentes dans les mémes domaines que la pre-
micre, el, en vertu de la condition (51), elles ne renferment aucun
terme indépendant de z, ¢, 4. Pour A = o, ces ¢quations admettent
donc une famille d’intégrales dépendant d’une constante arbitraire

.
I 0, ¢ =0, y = (.

D’apres un théoreme général ¢tabli plus haat (n° 19), les intégrales
de ce systeme (52) qui, pour @ =a, prennent respectivement les
valeurs y = v,, z==o0, ¢ =0, sont des fonctions holomorphes des
variables 2, y,, %, lorsque les variables 2 et y, décrivent respecti-
vement deax domaines d), et ) intéricurs & @, et & ®,, pourvu que le
module de 2 reste inféricur i un nommbre positif assez petit. On peut
développer ces intégrales suivant les puissances entiéres de A, ce qui
donne pour y et z des formules que Fon peut éerire

(53) Y=yt APz, y,1), s= 2 Q(x, ¥, 1),

P et Q étant des fonctions holomorphes de «, y,, A dans le domaine



470 E. GOURSAT.

précédent. [élimination du paramttre v, entre ces deux relations
(voir n® 17) conduit & I'équation de I'intégrale demandée

(34) 5 =20 (x5 ),

@(x, v, 1) désignant une fonction holomorphe des variables x, v
et &, lorsque 2 décrit le domaine @', et y un domaine @) intéricur
a @, pourvu que |A[ ne dépasse pas un nombre positif 1, choisi
convenablement.

Comme I'on peut prendre pour @), el @) deux domaines quelconques
intéricurs & w, et i ®,, le théoreme est établi. L'integrale peut évi-
demment étre développée en série enticre ordonndée suivant les puis-
sances de 2, et ce développement est nécessairement identique avee
la série (48).

23. Lacondition B = o exprime que les caractéristiques de Ta sur-
face intégrale z = o, correspondant & la valeur A = o du paramotre,
sont les droites y == consl.

Cela posé, étant donnée une Gquation aux dérivées partielles

(55) P Sl v, 5,0,

admettant Uintégrale particulicre z =o, si les caractéristiques de
cette intégrale particulitre sont les droites y = const., on pourra
appliqueri cette équation le théorcne précédent, et démontrer exis-
tence d’intégrales infinimen( voisines de intégrale connue z =0, el
holomorphes dans des domaines connus @ priord. En cffet, si Pon
développe La fonction f(x, y, 3, ¢) suivant les puissances de s et de ¢,
il n’y aura pas de terme indépendant de s et de ¢, ni de terme de la
forme B(x, y)g. Supposons, pour fixer les ideées, que la fonction
JTx, v, 5,¢) soit holomorphe lorsque les variables « et y décrivent
respectivement deux domaines w, et b, dont le premier est simple-
ment connexe, pourva que [z et [¢] sotent inférieurs & un nombre
positif convenable. Soit d’autre part 2(y) une fonction quelconque
de y, holomorphe dans w,. En posant, dans '¢quation (55),

s==19()y)+7,
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on sera conduil & une nouvelle équation de la forme (47) pour
laquelle les conditions énoncées seront satisfaites, et 'on pourra
développer, suivant les puissances du parametre A, Iintégrale de
équation en Z qui est nulle pour x = «.

Par conséquent, intégrale de Iéquation (55), qui se réduit a ho(y)
pour x = a, est une fonction holomorphe de x et de y lorsque ces variables
décrivent resprctivemnent dewr domaines quelconques ', et LD;., intérieurs
a®y et Wy, pourve que |'A| soil suffisarmment petit.

Plus généralement, supposons que Pon connaisse une intégrale
non singulicre 'une ¢quation anx dérivées partielles du premier
ordre

(56) F(r,y, s, p,q) =o,

et que Pon puisse déterminer les courbes caractéristiques de cette
intégrale. Supposons les coordonnées d’un point de cette surface
exprimées en fonction de deux paramdtres variables « et ¢, les

courbes ¢ = const. otant les (::u";u;l4’»1"isl.iquus
=gl o), yo=dlu, ), s=m(u,v);
cela élant, faisons le changement de variables defini par les formules
x o =u(X,Y), Yy =L(X,Y), s=7n(X,Y)+Z.

L'équation (56) est remplacée par une nouvelle équation aux
dérivées partielles
(X, Y,7,P, Q)= o,

qui admet intégrale particalicre Z = o. Pour tous les éléments de

tte integrale on a o® o, puisgue les caractéristigues sont les
ceLe Leorale d = T 0O, hi d Socaracterist 38 S 3S
ette Intégra 90 I | 1

. . . N JP
droites Y = constl., mais on ne peul avoir en méme temps a7 =0

puisque, par hypothése, ce n’est pas une integrale singuliere.

Si on developpe Péquation suivant les puissances de Z, P, Q, ily
aura done un terme du premier degreé en Poet, en divisant par le coef-
ficient de ce terme, on pourra ¢erire P'équation

P o= f,(“,,,z } f,lzn(;Z? -+ (IHUZI) -+ ...,
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les termes non écerits ¢tant au moins du second degré en Z, P, Q. On
en déduira pour P un développement suivant les puissances de Z et
de Q dela forme précédente (n°6), ¢’est-ia-dire ne contenant pas de
terme tel que ©(X,Y)Q, et Pon pourra appliquer & celte nouvelle
équation le théoreme précédent.

24. 1l est clair que la méthode qui vient d’étre développée pour
une équation & deux variables indépendantes, et qui repose sur la
théorie des caractéristiques, peut étre ¢tendue & une ¢quation aux
dérivées particlles du premier ordre & un nombre quelconque de
variables indépendantes. Soit

s s

(57) {_)_‘;-:_l“(\.l'!,j’],_)’:za s Vs 55 (s (I ...,(/ns)—); = l-)—}/—;

une équation aux dérivées particlles & (2 + 1) variables indépen-
dantes @, ¥,y Yo, ooy ¥uo dont le sccond membre est une fonction
holomorphe des variables qui y figurent lorsque les variables @, y,,
Yaor oo Yo décrivent respectivement dans leurs plans des domaines i,
Dyy veny B, dont le premier w, est simplement connexe, et que les
modules des autres variables, =, ¢;, A, restent inféricurs & un nombre
positif p.

La fonction I peut étre développée en série enticre ordonnée sui-
vant les puissances de z, ¢, ..., ¢, A, dont les cocllicients sont des
fonctions holomorphes des variables a, y,, ..., y, lorsqu’elles
restent dans les domaines précedents.

Nous supposons en outre que ce développement ne renferme aucun
terme indépendant des variables z, ¢, 2, et que les variables ¢; ne
figurent pas dans les termes da premier degre.

Ces conditions expriment que, pour la valeur 4 = o du parame(re,
I'¢quation (57) admet Uintégrale particulivre s = o, el que les ¢qua-
tions des multiplicités caractéristiques de cette intégrale particuliere
sont

¥ Gy, Vo= Uy, ce Yn== U,
Gy Gy, sy G, désignant des constantes arbitraires.

Nous dirons pour abréger que lintégrale particulicre = = o est rap-

portée a ses lignes caracteristiques.
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Gela ¢tant, on peut se proposer de développer suivant les puis-
sances de A Pintégrale de 'équation (57) qui se véduit a zéro pour
une valeur particuliere 2 == @ du domaine m,.

Les coelficients de ce développement,

(58) S0 k@l @, M,

s'obticnnent encore de proche en proche, d'aprés la forme de F, par
Pintégration d’¢quations dilférenticlles lincaires de Ta forme

A el B étant des fonctions holomorphes des variables x, v,, y.. ..o, v,
dans les domaines w,, @, ..., ®, .

Pour prouver la convergence du développement (58), qui satisfait
formellement i équation (57), on suivra la méme méthode que plus
haut en observant que Pintégrale cherchée est le licu des multiplicités
ponctuelles caractéristiques issues des différents ¢léments de la mul-

tiplicite
€ a, 3 =0, Y=y, Ce Y =¥, == 0, po=Fr,,

quand on fait varier v, vi, ..., v,. Le raisonnement est le méme

et

qu'au n® 22, et Fon en conclut la proposition générale suivante :

Tugorie VI — Sodent b, )., ..., 0, des domaines intérieurs
respectivement wwr domarnes @, ®,, ..., ®, . A ces domaines on peul
Jaire correspondre wie nombre positif n tel que Uintégrale de Uéqua-
tion (57), qui s'annule powr x = a, soil une fonction holomorphe des
variables x, v, ..., Yu, b, lorsque les variables x, y,, ..., y, décrivent

respectivement les domaines ', ), ..., ®), , el que le module de )\ reste

i férieur a .

Le développement (58) est done convergent lorsque 'on a A<,
quelles que soient les valeurs des variables @, y,, ya, ..., ¥, dans les
domaines précedents.

Remarquons une fois pour toutes que 'on pourrait prendre pour F
une fonction dépendant ’un nombre quelconque de parametres, et
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aussi définir de la facon la plus générale (') le domaine de variabilité

du systéme de variables (¥, ¥us - v5 Ya)-

925. Etant donnée une équation du premier ordre
(‘39) [):f(x,}’n,}’zo---,,)’m S, (/n""(/n)’

qui admet Uintégrale particulivre s = o, si les multiplicités caracte-
ristiques situées sur cette intégrale particulicre sont représentées par
les équations

Il

.
VA Cl’ ] Yn= (‘/n

on peut introduire un paramétre dans cette équation en posant
s=7+h (I)(.'Vh Yor o5 Va )

ce qui conduit i une ¢quation de la forme (57). On peal développer
suivant les puissances de 2 Pintégrale de la nouvelle équation qui
s‘annule pour = «, ot par suite développer suivant les puissances
de A Uintégrale de Iéquation (59) qui se réduit i

LDy, ey o Yu)s

pour & = «. Le théoreme général qui précede fournit an domaine de
convergence assure pour cetle série.

On démontre, comme plus haul, que toute équation aux dérivées
particlles du premier ordre, dont on connait une intégrale non sin-
gulicre, peut ¢élre ramenée i 'equation (59), pourva que on sache
déterminer les multiplicités caractéristiques sur cetle intégrale parti-
culiere. On pourra done étudier les intégrales infiniment voisines de
celle-1a.

26. Le théoreme général du n® 24 peat étre établi par une autre
méthode, indépendante de la théorie des caractéristiques, et qui sera
étendue anx équations du second ordre.

-
(1) Cette extension est néeessaire quand on veut appliquer le théoreme général au
domaine récl. Je reviendrai sur ce point dans un prochain travail.
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Remarquons d’abord que Pon peut supposer les domaines @, ,
@y, « o5, simplement connexes. Il est clair en effet que chacun de
ces domaines peut étre décomposé en un nombre find de domaines
simplement connexes. Siole (héoréme est établi quand tous ces
domaines sont simplement connexes, il sera bien facile de passer de
i aw cas général, et je n’insisterai pas la-dessus. Rappelons aussi
que le domaine @, est toujours supposé simplement connexe. Les
domaines @, o

cewn 0 ¢tant simplement connexes, on peut les

appliquer conformément sur un cercle de ravon un. de facon que le

i

point 5 =« corresponde a Porigine "= o. Gela revient & dire que
Pon peut trouver (2 —+ 1) fonctions

(60) x =), yie=hi () ({=1,9,...,n),
holomorphes dans les cercles de rayon un décrits des points « = o,
¥:==0, comme centres, ot (elles que, lorsque la variable y;, par
exemple, déerit ce cercle, le point y; décrit le domaine By, de facon
qu'a un point de ce cercle corresponde un point de @, et inver-
sement. St Pon fait Te changement de variables défini par les for-
mules (Go) dans 'équation (57), on doit remplacer les dérivées

0=
J.l y 1, ay ey (/,,,
])ﬂ I
3 I s ! s !
T A AR )

respectivement. Mais les dérivées b(a’), Li( y;) sont holomorphes et
ne peuvent sannuler dans le cercle de rayon un, et équation (57)
se change en une ¢quation de meme forme

- Js < oL .- , 03
("7) “‘/"_77 "((-177,)'17--~7‘)n7 "7’/1""’(//17/')7 (li:()_}'—/‘-,
4 Y

ot le second membre est une fonetion holomorphe des variables quiy
ficurent, dans le domaine défing par les inégalités

L' [ <<, yil=1 1sl<p lgil<p, M <p
Ann. Fe. Norm., (), XX — Novessire 1gofi. 61
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Pour ne pas multiplicr les notations, nous supprimerons les lettres
accentuées, et nous écrirons I'équation transformée

95 _

(61) ()x—j(x;yl,-"1}’/1;5’(71’(/2’---:(]lu)‘)'

La fonction ¢ est développable en série entiere ordonnée suivant les
puissances de toutes les variables @, ¥y, ¥y o5 Y03 55 @is Gas ooes Gus A,
et cette série est convergente lorsque les modules des 2 + 1 variables o,
Y1y Yas +enr Yn sont inférieurs a unité, et les modules des autres
variables z A inférieurs & un nombre positif p. D’apres

) qn 92, ’ q/u p P I
les propriétés de la fonction F, un terme quelconque de cette série
est divisible par z, A, ou par 'un des produits ¢;¢,, ¢ et £ étant deux
quelconques des nombres 1, 2, ..., n. La proposition qu’il s’agit de
démontrer peut alors s’énoncer ainsi : '

[

Etant donnés n+1 nombres positifs quelconques in féricurs & ['unité ),
0yy -ovy 0,y 0n pewt leur associer un autre nombre positif 7 tel que Uinte-
gra/e de Uéquation (! ')l), qui se réduil a zero pour x = o soil une fonc-
tion holomorphe des variables x, v, y,, ..., Y0 L, lorsque les modules
de ces variables restent infeérieurs respectivement aux nombres 0, 0,

By ooes 0,07

L’équation (61) admet bien une intégrale satisfaisant i cette condi-
tion, qui est holomorphe dans le voisinage des valeurs x =y, =Ah=o0,
et cette intégrale peut étre développée en série enticre ordonnde sui-
vant les puissances de toutes les variables x, y,, v,y ..y Y A, dont les
cocfficients se déduisent des coefficients de la série  par les seules
opérations d’addition et de multiplication. Pour avoir une limite infé-
rieurc du domaine de convergence de cette série, on peut donc appli-
quer la méthode habituelle des fonctions majorantes.

Nous supposerons que la fonction & reste continue lorsque les
modules des variables @, y;, ¢r A prennent leurs valeurs limites,
1 ou p; cela ne restreint pas la généralité, car on aurait pu évidem-
ment appliquer conformément les domaines g, @,,, ..., w,, sur des
cercles de rayon un peu supérieurs a Uunité. Comme chacun des
termes de § contient en facteur z, %, ou un des produils ¢,¢,, on
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peut prendre pour ¥ une fonction majorante de la forme

M(z+A+2qg:q;:)

(1 ~-:1:)(|—,)‘1)---('““J’")<‘ - )5) <' - §><.'“ EP(“>

Si 'on remplace dans cette expression ¢; par

(Lk=1,2,...,n).

62 Q= —— - 9 L
( )) ~ (l—.l‘)(!—_,)/l)...(x "'-‘)’f'l)('_“.?’£+1)~-~(l—-}/,,)’

. .. I . . .
et quion famultiplie par ~—— il est clair que la nouvelle expression
obtenue,

M(s5 42 -+20Q,0,)
D, yyy o) 0 ( .// - SO
(e V2 (0 — Yoo (1= Vg — = -z — =
e nm (1= 3 (= E (= 1)

est, a fortior, majorante pour F, ¢t le théoréme énoncé sera établi
d’une facon générale si on le démontre pour 'équation particuliere

(Z N

(63) i Dy Yoy ooy Yud Saay oy Gny 1)
27. Posons
(64) t— = (1 —x)(1~y1)...(0—Yn),

ot cherchons une intégrale de Péquation (63) ne dépendant que de .
De I'équation

on tire

0y 0 gt = LSS,

o | —Z

= W (uy(r—ax)(1— ) (L= yic 1) (1= Yir1). - (1— ¥n)

(1— 1) (u)
)

Y

ou, en tenant comple des formules (62),

Q=o' (u).
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L’¢quation (63) devient alors

~ , _ Mlo(u) +4+ No?(w)] _n(n+1)
(63) ¢'(w)= , AN o(w) || nao'(u)| - 2
(l—u)z(r—-—>lr-—' J\l— :
p/L P - g

Nous ferons une derniére transformation en posant
(66) 1 —u=((—2¢",

ce qui donne
o' (¢)
@'(l’)zm’

et 'équation (65) devient

N9
(67) —¢'(¢) = 5 P o
n (,__‘)n.rn(,___)l)(,__.f)l, ! f._A(,.,_)_«’

— ?J‘ -(—;‘"__ {')H»Al

Pour A = o =0, cetle équation admet la racine simple 2/(2) == o}
on a vu plus haut (n° 5) que la racine qui tend vers zéro est déve-
loppable en série entiere ordonnée suivant les puissances de A ctde g,
dont les coeflicients sont des fonctions holomorphes de la variable ¢
dans tout domaine @, ne renfermant pas le point ¢ =1,

(68) HOED X LT

A toul nombre positife on peut faire correspondre un autre nombre
positif p” tel que la série (68) soit convergente pour tous les systemes
de valeurs de ¢, g, A satisfaisant aux conditions

l1—tl>e  [2<p,  [el<g

Cette équation (68) admet intégrale particuliére 3 =0 pour ¢ =o0;
d’aprés le théoreme géncral de M. Poincaré, on peut assigner un
nombre positif v tel que Pintégrale de I'équation (68), qui se réduit
4 zéro pour ¢ = o, soit une fonction holomorphe des variables ¢ et A,
lorsque la variable ¢ décrit un domaine simplement connexe quel-
conque ®,, renfermant Porigine, et situé tout entier en dehors du
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cercle de rayon & déerit du point £ =1 comme centre, pourva que le
module de A reste inférieur a 7.
Soit

(60) 7="(s0)

cette intégrale; remplacons-y maintenant ¢ par sa valeur en fonction
des variables x, v, ..., v,, qui est donnée par la formule

(70) l—[:l\l/l‘:li’:/\’/(l—.t‘)(!——_Vl)...(l_—:-y,,),

ot Pon prend pour le radical la détermination qui se réduit & unité
pour x =y, =...=yv,=o0. Lorsque les variables =, v,. ..., v,
décrivent respectivement les cercles de rayons 0. 0,,0,, ..., 0,, ayant
pour centre origine, Pargument de chacun des facteurs tel que 1 —

. T 7
ou 1 —y; reste compris entre — = el 4= =; Pargument de t — ¢ reste
. . . n -1 T n -1 T
done lui-méme compris entre - —— = et ~—— =
n 2 n 2
Quant au module, on remarquera que le module du facteur 1 —
reste compris entre 1 — 0 et 1+ 0, tandis que le module de 1 — y;
reste compris entre 1 — 0, et 1+ 0;5 le module de 1— ¢ reste done

lui-méme compris entre les valeurs extrémes

re= VO —0) (=00 (0—0,) et ry=y(a+0)(1+0,). . .(+0,).

Isuitdela que, lorsqgue les variables x, y; décrivent respectivement
les cercles précédents, la variable ¢ reste & Uintérieur d’un domaine
simplement connexe Hmite par deux demi-droites issues du point £ =1
et de deux arcs de cercle de rayons r, et r,, ayant le méme point pour
centre.

On peut supposer que Pon a pris e=r,, et par suite la fonec-
tion W(¢, 1), considérée comme fonction des variables @, y, ..., yu, A,
est une fonetion holomorphe de ces variables, lorsque leurs modules
restent inféricurs respectivement aux nombres 6, 0,, 0, ..., 0,, 1.

Getle fonetion Z est Pintégrale de 'équation (65) assujettie a s’an-
nuler pour « = o. Si on la développe suivant les puissances de « et
de &, on voit sans peine que tous les coefficients de cette série seront
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des nombres réels et positifs. Mais cela ne suffit pas pour prouver
que tous les coefficients du développement de Z suivant les puis-
sances de @, ¥y, ¥ur ---s Yuo A seront cux-mémes des nombres réels
et positifs, puisqu’il faut remplacer « par son expression

U==Z + Y .o py— (Y TV ) .

Pour établir ce point essentiel, écrivons I'équation (65) sous la
forme suivante

M| o(u)+ %+ N*

AT w(u) nU
ol H =

\

U \

(71) U=

en posant U= (1 —«)2'(«). Le sccond membre de cette équalion
peut étre développé en série entiere ordonndée suivant les puissances
de w, ¥, ¥ur oo Vo by 2(@), U, dont tous les coelficients sont réels
et positifs. 11 n’y a en effet qu’a remplacer, dans le second membre de

I'équation (71), -

I '
par le développement de
(L

I

(=) (1= ) (L Yn)

Tous les termes du développement ainsi obtenu contiennent en fac-
teur A, o(u) ou U On en déduira done pour U un développement en
serie entivre suivant les puissances des variables @, y,, v, ..., y.,
@(u), A, dont tous les coefficients seront 1'(*(‘]% el positifs, et dont
tous les termes seront divisibles par 2 () ou % (n®5),

U = n l,j"I'., .,)‘17 .}’z, LIRS J’m ’{J( M)a ;I'

Cela posé, d’apres les expressions des dérivees partielles d'une
fonction o(w) par rapport aux variables x, y,, y., ..., ¥, on voil
que la fonction Z satisfait au systeme d’équations aux différentielles
totales

07 R(&y 1o wer Yur Ly )
dr J— ’
_(_{/‘ — n(""" Yis o9 Vi, Z; ))

g 1L ) (C==1,2, ..., n).
iz C— R

(72)

- ———
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Cette fonction Z se réduit & zéro pourx =y, =... =y,=o, ot les
équations (72) permettent évidemment de calculer de proche en
proche les coefticients du développementde cette intégrale suivant les
puissances de x, ¥, ..., ¥, A par les seules opérations d’addition et
de multiplication. Comme tous les coelficients des seconds membres
des équations (72) sont des nombres réels et positifs, il en sera évi-
demment de méme des coefficients obtenus pour le développement
de Z.

En rapprochant tous ces résultats, on en conclut que *éguation (63)
admet une intégrale particuliere

AES Yis Yes < ooy Vas 7)

représeniée par une serie enticre ordonnée suivant les puissances de ces
vartables x, v, h, dont tous les coefficients sont des nombres réeels et posi-
L/fs, et qui est convergente pourvi que les modules de ces variables soient
inféricurs aux nombres 0, 0., 1 respectiverent.

La proposition & démontrer se déduit bien aisément de Ia. En effet,
pour x = o, la fonction Z se réduit & une série enticre en y,, v, ...,
Yur &y dont tous les coelfticients sont réels et positifs, et, par suite, il
est clair que les coefticients du développement de Iintégrale qui se
réduit & zéro pour @ = o sont inférieurs aux coefficients correspon-
dants de Z.

28. La derni¢re méthode a Pavantage de s’étendre immédiatement
i des systémes d’¢quations simultanées du premier ordre de la forme

03, . J3,
- 1‘1, -

U351 752 Y5 _ g
Jx Jx

-
=]i‘27 Tty ()L‘ — A p

(73)

les seconds membres désignant des séries entieres ordonnées suivant
les puissances des inconnues z,, 2y, ..., 3, de leurs dérivées par-

tielles i et d’un paramétre A, dont les coefficients sont des fonctions
(

)y/c
holomorphes des variables a, y,, ..., v, lorsque ces variables dé-
erivent respectivement dans leurs plans des domaines ®,, ©y; ..., ®,,,

dont le premier, @,, est simplement connexe. Nous supposons tou-
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jours que, pour A =o, les équations (73) admettent les intégrales

:-—_.

B =5, =8,=... = z,= 0.
Si 'on ch(‘r(']u a dvvoloppor suivant les puissances de A les inté-
grales du systéme (43) qui se véduisent & zéro pour une valeur parti-
culiére z == @ du domaine w,, les cocfficients de ces deéveloppements
sont des fonctions holomorphes des variables @, y,, v., ..., ¥, dans
les mémes domaines, pourva que les développements des !'mwtinns-
F,,F,, ..., F,nerenferment aucun terme de la forme A—-- » A ¢ fant
Ay
une fonction différente de zéro des scules variables , v, y., ..., v,
La convergence des séries ainsi obtenues se démontre de la méme
facon que dans le cas d’une scule équation.
On remarquera que les équations (73) n"admetlent pas, en général,
de multiplicités caractéristiques a une dimenscon.

V.

29. Considérons d’abord une équation linéaire du sccond ordre
rapportée & ses caractéristiques

(74) s=Ap-+Bg-+ Cs-1),

A, B, G, D étant des fonctions holomorphes des deux variables a et y,
lorsque ces variables décrivent r'vsp(‘( stivement dans leurs plans deux
(l()"l(l[“(‘% Sl/ll/)/(’/['[(’ll/ connexres (t (l.-).) L nous sllpp{)s('l()n‘s pour sim-
plifier les notations, que ces (lmn,umes contiennent respeclivement
les deux points @ = o, y = o. Soient, d'autre part, 2(x) et p(y)
deux fonctions holomorphes respectivement dans les denx domaines
M, et ®,, et telles que (o) = (0). L'équation (74) admet, comme
il est bien connu, une intégrale holomorphe dans le voisinage des
valeurs @ = o, y =0, se réduisant & g(2) pour y =0 ct & b (y)
pour x = o. Nous allons compléter ce résultat en démontrant que
celte intégrale est une fonction holomorphe des variables x, y, /or.s'(/u(:
ces variables décrivent respectivement les deux domaines v, el ),
On peut, pour la démonstration, supposer

g(x)==o0, b(y)=o0;
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en effet, si Pon pose dans Pégnation (74)
=7 +o(x)+Y(y)—o(o),

on est conduit i une équation linéaire de méme forme, dont les coef-
ficients sont holomorphes dans les mémes domaines o, et My, et 1'in-
tégrale de la nouvelle ¢quation doit se réduire a zéro pour 2 = o, et
pour y = o.

Les domaines @, et @, étant simplement connexes, on peut les
appliquer conformément sur un cerele: ce changement de variables
ne modifiant pas la forme de Péquation, on voit qu’il suffit de démon-
trer fa proposition lorsque les domaines @, et », sont deux cercles
de rayon un décerits des points x = o, ou y = o, pour cenlres.

Lintegrale de Péquation (74), qui se véduit & zéro pour 2 = o et

les coelficients se déduisent par voie d’addition et de multiplication
des cocefficients des séries entiéres qui représentent les fonetions A,
B, G, D. Pour trouver une limite du domaine de convergence de ces
séries, on peut done remplacer le seccond membre de I'¢quation (7’;)
par une fonction majorante que on peut prendre de la forme

M(p g+ 3-41)
) (=)

la fonction
ML s :)

[ Ly &

(=) (1 —y)

sera a fortiore majorante, el par suite I'intégrale de I'équation (74),
qui se réduit & zéro pour & = o, et pour y = o, est représentée par
une série entitre qui est certainement convergente dans le méme
domaine que la série entiere représentant Uintégrale de 'équation
auxiliaire

M(——L—+~——’—/-+z+1)
(75) PR W ot A ,
7 =2 ()

satisfaisant aux mémes conditions initiales. Celte derniére série est
elle-méme convergente dans le méme domaine que toute autre série

Ann Fe. Norm., (3), XX — Novexske 1906. 62
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entivre, a coefficients réels et positifs, qui représente une intégrale de
la méme é¢quation (75). Cela étant, posons

(76) U= -+ y— XY,

et cherchons une intégrale de I'équation (75) qui soit de la forme
s=g(u)=9(zr+y—2xy);

on aura, pour une intégrale de cette forme,

p=¢(u)(1—y), g=9¢(u)(1—2z),
s="(u)(1—2)(1—y)—0o (u)=0(—u)o"(u) ~¢'(u),

et I'équation (75) devient

Ml29"(«) +olu)--1] /()
(r -w)t [—

(77) 0" ()=

Lintégrale de cette équation lincaire, qui est nulle ainsi que sa
dérivée premicre pour « = o, est holomorphe lorsque la variable w
déerit an domaine simplement connexe quelconque ne renfermant
pas le point critique « ==1. Or, lorsque les variables @ et y décerivent
respeclivement dans leurs plans les cercles de ravon wn décrits de
Porigine comme centre, la relation (76), que on peut éerire

(1= ) = (1— ) (1— y),

montre que 'argument de (1 — «) varie de —w & -+ 7, et la variable «
reste dans un domaine simplement connexe satisfaisant a la condition
précédente. Done Vintégrale en question ¢(u) de I'équation (77) est
ane fonction holomorphe des variables et y lorsque I'on a

|z| <1, ly|<<r1.

Si I'on développe cette intégrale 2 (w) suivant les puissances de «,
on a évidemment, d’aprés la forme du second membre de Péqua-
tion (77), une série enticre dont tous les coefficients sont réels ot
positifs

o(u) =Aye* - Bgu .o A



SUR LES INTEGRALES INFINIMENT VOISINES, ETC. 19t

Or, pour @ = o0, ona « =y, et, pour y = o, v = x; il s’ensuit que,
st 'on développe cette fonction 2 («) suivant les puissances de x et de y,
tous les coefficients serontaussi des nombres réels et positifs, puisque
tous ces coelficients se déduisent par voie d’addition et de multipli-
cation des coclficients des termes ou figure une seule des variables a
ou y. D’apres la propriété démontrée tout i I'heure, cette série est
convergente si 'on a |a| <1, |y | <1, et parsuile la séric enticre qui
représente Pintégrale de Péquation (74), satisfaisant aux conditions
initiales données, est convergente dans le méme domaine ().

30. On a une proposition analogue pour les équations lincaires
dont les deux systémes de caractéristiques sont confondus :

(78) r=Ap-+By+Cz+D,

A, B, G, D étant des fonctions holomorphes des variables a, y lorsque
ces variables el y decrivent respectivement deux domaines simple-
ment connexes b, et ®,, dont le premier, w,, renferme origine
a = o. Soient, d’autre part, (v ) et p(v)deuxfonctions holomorphes
de y dans le domaine w5 équation (78) admet une intégrale se
réduisantih o (y) pourx = o, tandis que sa dérivee 5= se réduit a $(y)
pour la méme valeur @ == o. Cette intégrale est une fonction holomorphe
dex el de y dans Uensemble des domaines o, et »,.

On peut se borner, pour la démonstration, au cas ot les fonctions
o(y) et b(y)sontidentiquement nulles, car il sulfit de poser

s=gly)+xd(y) + 17

pour étre ramené & ce cas. On peut ensuite, au moyen de deux trans-
formations conformes, ramener le cas général au cas ot les domaines
We ¢ty sont deux cercless en définitive, il suflit d’établir que P'in-
tegrale de Péquation (78), qui se réduit & zéro, ainsi que sa dérivée

(1) (Pest aussi une conséquence facile de la méthode des approximations successives de
M. E. Picard (woir la Note 1 du Tome 1V des Zegons sur la Théorie des surfaces de
M. Darboux ).
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oo 03 ; ’
premiére S—,.pour x = o, esl holomorphe lorsque I'on a
zl<i lrl<i,

si les coefficients A, B, G, D sont holomorphes dans le méme domaine.
Nous remplacerons le second membre de I'équation (78) par une
fonction majorante de la forme

M( L —r—J——?;—t—:—H\)

—v 1
(1— ) (1—y)

et 'on voit, en reprenant les raisonnements du paragraphe précédent,
que le theoreme en question sera établi si 'on prouve que I'équation
auxiliaire

M )

(1—ax)(a—y)

(79) 7o

admet une intégrale holomorphe représentée par une série entivre
en el y, dont tous les coelticients sont réels et positifs, et qui est
holomorphe lorsque Fon a |z | <1, |y| <1

Cherchons encore i satisfaire & 'équation (79 ) en prenant pour z
une fonction de la forme

s=g(u)=¢(x+y—ry);
on a

p =g (u)(1—y), q =0 (u) (1 —x),
r=o"(u)(1—y)? s=o"(u)(1 —u)—q' (u), t=a"(u)(1—ax),
et "équation (79) devient

" ‘_NM’kcz/_‘p’(//)—}—cp(u),.’,_,l
(80) o"(u) = e .

Lintégrale de celte équation qui est nulle, ainsi que sa dérivée
premiere ¢'(w), pour « = o, est une fonction holomorphe de « dans
tout domaine simplement connexe w,, ne renfermant pas le point
w=1. On en conclut, comme au paragraphe précédent, que celte
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fonction
72(x, y) = o(uw),

considérée comme fonction des variables x et y, est holomorphe
loesque || et | y| sont inféricurs & Punité. 1l suffit done de prouver
que, si Pon développe cette fonction Z(a, ¥) suivant les puissances
de x et dey, tous les coelticients sont des nombres réels et positifs.
Or cette fonction satisfait au systéme d’¢quations

M(’—f) +—Lr—§~3+l\

, 7 1-«7 1 X
- (1_.1.):;(,__‘}.)
M Lo >
[~ -y I—
B (1 —z)(1—y)* ’
M(—"l:—'“*“‘—(/—‘l“:"‘l)
. SNy [ — ) P
(1—2) (1 —y) -y
et aux conditions initiales
3=o0, P =0, ¢ =0 pour x =o, y=o.

Sile nombre M est supéricur i wn, ce que U'on peul toujours sup-
poser (puisque on peut remplacer M par tout autre nombre positif
plus grand), les développements de r, s, £ suivant les puissances de «,
¥, 3, p, g ne renferment que des coefficients réels et positifs. Comme
les valeursinitiales de toutesles dérivées partielles de z, pourz =y = o,
s’expriment au moyen de ces coefficients par les seules opérations
d’addition et de multiplication, il s’ensuit que le développement de
Z(z, y) ne contiendra que des termes a coefficients positifs. De la
résulte la proposition énoncée.

31. Ces préliminaires étant établis, considérons une équation aux
dérivees particlles de la forme
(81) s=V(x,v,5, pyy ry b3 1) =Ap+Bg+Cz+Dr+...,

olt le second membre est une série entiére ordonnée suivant les puis-
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sances de z, p, ¢, r, ¢, A, dont les coefficients sont des fonetions holo-
morphes des variables z et v, lorsque ces variables décrivent respec-
tivement deux domaines simplement connexes .. ®,, renfermant les
points & = o, ¥y = o. Nous supposons cette série convergente, quelles
que soient les valeurs des variables - et y dans ces domaines, pourvu
que les modules des variables =, p, ¢, r, ¢, & restent inférieurs & un
nombre positif g. Enfin les termes non écrits dans le second membre
de 'équation (81) sont au moins du second degré en =, p, ¢, r, ¢, A,
de sorte que, pour A = o, I'équation (81) admet Uintégrale particu-
litre z = o, ct les droites

2 = const., y ==const.

forment les deux familles de caractéristiques situées sur cette inté-
grale.

Proposons-nous de développer suivant les puissances de 2 inté-
grale de I'équation (81) qui se réduit & zéro pour a == o, quel que
solty, el pour y =0, quul que sotl .r. Soit

(82) S gy (o, YYh A gy (e, )R A g (e, Y )M L

le développement de cette intégrale. En remplacant z par le dévelop-
pement précédent dans les deux membres de 'équation (81), et en
identifiant, on obtient des équations lin¢aires aux dérivées particlles
permettant de déterminer de proche en proche les fonctions 4, (@, y),
9. (x,¥)s ooy 2,(, ), ... La premiere de ces fonctions 9,(x, )
doit satisfaire & I'équation aux dérivées partielles

Doy doy Jv .
daay =M e TBGy T le D,

et sannuler pour = o, et pour y == o. Nous venons de voir que cette
fonction était holomorphe dans Pensemble des domaines w,, w,.
D’une facon générale, le coefticient ¢, de A est une fonction des
variables z et y, qui doit s’annuler pour @ = o et pour y =o, et
satisfaire & une équation aux dérivées partielles

Py 0% T
;)—Z-;)—}—/- s A i —f “—(T}_; -4 (,.CP,L"*- U,
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U ¢tant un polynome entier par rapport aux coefficients de la
seéric (81) aux fonclions 2, 4, ..., 9,_,, et & leurs dérivées, c’est-
a-dire une fonction holomorphe des variables , y, dans les do-
maines ®; et ®,, si les fonctions 2, d'indice inférieur a 2 sont holo-
morphes dans ces domaines. Il s’ensuit que la fonction 9, sera elle
aussi holomorphe dans ces domaines, et Pon obtient ainsi une série
de la forme (82), satisfaisant formellement & équation (81), dont
tous les coeflicients 2,(.e, v) sont des fonctions holomorphes des
variables 2 el y, quand ces variables decrivent respectivement dans
leurs plans les domaines w, et wm,.

La convergence de ce développement en série (82) est une consé-
quence de la proposition suivante, que nous allons démontrer direc-

tement :

Tutorime IX. — Soient ', w, dewx domaines intérieurs respectivemnent
auwx dewr domaines @, w,; on peul leur fuire correspondre un nombre
posuif el que Uintégrale de Uégquation (81), qui se réduit a =cro
pour x == o el pour y = 0, soil une fonction holomorphe des variables x,
¥ Ay lorsque les variables a ety restent dans les domaines ), et (D_’,,, el que

le module de ) reste inféricur a .

Nous suivrons la méme marche, pour la démonstration, qu’au
n® 27.

32. On peut d’abord, en effectuant sur les variables x et ¥ une
transformation conforme, remplacer les deux domaines simplement
connexes w, cba, pardeuax cercles de rayon wn, ce qui ne change pas
fa forme de Péquation (81). Hsulfit done d’établir le théoréme énoncé
en supposant que le second membre de Péquation (81) est une fone-
tion holomorphe des variables x, y, z, p, g, r, ¢, X, lorsque I'on a

o]0 dyl<<n, [s]<ps
Lrl<e,  lgl=e  Irl<e  lel<e (2] <p;

S
|

(83)

le second membre de cette équation peuat alors étre développé en
série entiere ordonnée suivant les puissances de toutes les variables
X, Y, 5, Py s 1y b A, el convergente pour les valeurs de ces variables
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qui satisfont aux conditions (83); de plus, chaque terme de cette
série est divisible par 'un des facteurs =, p, ¢, &, r*, 2, ¢*. Le théo-
réme A établir peat alors s’énoncer ainsi :

Etant donnés deux nombres positefs0, 0, inferieurs a un, on peut leur
assocter un autre nombre positif 1 tel que U'intégrale de I équation

(81 bis) s=F(x,y,5 p, q, 7 6 1),

qui est nulle pour z = o, et pour y = o, soit une fonction holomorphe
des variables x, y, \, lorsque l'on a

].1;]<0, |y]<0’, |2 <.

En elfet, 'intégrale de I'équation (81 bis), qui satisfail i ces con-
ditions initiales, peut étre développée en série enticre ordonnée sui-
vant les puissances de @, y, 4, ¢t tous les cocllicients de celle série

o 8¢ déduisent par addition et multiplication des cocflicients de . Nous
pouvons done remplacer § par une fonction majorante pour avoir une
limite du domaine de convergence de celte série enticre. Si la fone-
tion & est continue sur les limites du domaine oir elle es holomorphe,
comme on peul le supposer (voir n°26), on peul prendre pour fone-
tion majorante une expression de la forme

M (5 4 p - g+ h o= 12 1l - 1Y)

(,_.1,-)@_”('._ %) (“,M. E-i.:‘:%_tf/.) (\l_ '7*_‘)

et, a plus forte raison, Pexpression

Dz, y, 5,0 ¢y s b 1)

e I
| —z o (r—y)* l (t—& ) (1—y)* ‘ (1—a)*

N A P A A A e T
(=)= p)tl P(M+‘—'}’Fl-""),|fl p.(l—--,)')*+(n----v>=J\

est majorante pour 4. 11 suffira donc de démontrer le théoreme pour
équation auxiliaire

2 ) .
M \ PR — o e ) l
Y

(84) s=d(z, 5, 5 p, ¢ 7 t, 1),
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ou encore de démontrer que cette équation (84) admet une intégrale
holomorphe en 2, y, A, pourva que on ait

|z | <0, lyl<<to, |2 <nm,

et représentée par wn développement en série entiére en z, y, A,
dont tous les coeflicients sont des nombres réels et positifs. Or si I'on
cherche & satisfaire & équation (84) en prenant pour s une fonction
deu=2ax+y —ayctde?, s =129(u, 1), on est conduit a I'équation
du second ordre

g S0P\
. w-%—:z—{+.’;(-—§>—i—\
o I do C du du?

Qu? 1 — « du = ot PR ; P .
(1 —u '-’(1 ! | i_ _du <1 K
) \ g/ p : 4

Le sccond membre de cette ¢quation peut étre ordonné en série

(85)

i ; . dJo J*q
suivant les puissances de 7, de o, de 52 et de 5%, tous les termes de
i Jdu du?
L., . - Jo J*o\*? .
cette série étant divisibles par 4, o, == ou ( %) ot les coefficients
v odu \()1,1“

. s I , .
étant des polynomes du second degré en (T7> On en déduira done

oy
Ju?

)w

. LK) - [f e -
pour une série entiere en 4, ¢, > dont tous les coefficients sont

I

cux-mémes des polynomes en 4 coelficients réels et positifs

1 —

) do o

86 U =, — L.

(86) i’ ‘ < AT )
Le sccond membre de cette équation est une fonction holomorphe

. dy - ) o i
des variables w, =, 5=, 2, lorsque w reste dans un domaine ®, ne

Jdu
‘enfermant pas le int = our ¢ les modules de ﬁ):
renfermant pas le point w =1, pourvu que les i 9 5,

A restent inféricurs 3 un nombre positif ¢’ suffisamment petit (n°5).
1, ’ . - - ()"0 l N f.
Si on Pordonne suivant les puissances de w, A, g, 55> tous les coel-
ficients sont des nombres réels et positifs et tous les termes sont divi-

dnn, fe. Norm., (1), XXIHI. -— Noveupie 1gofi. 63
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. 0 ~ . , . .
sibles par o, Ti ou A. Lintégrale de cette équation (86), qui est nulle,
ainsi que sa dérivée premicre, pour « = o, peut done étre développée
en une série enticre en « et A, dont tous les coefticients sont réels et
positifs ’

(87) s=dy (M) @4+ Yy (R) P+ D (Mt +. .,

by, by ooy by, o oo étant des séries entieres en A dont tous les coelfi-
cients sont réels et positifs.

D’auatre part, d’apres le théoreme de M. Poincaré, nous savons que
cette intégrale est une fonction holomorphe de « et de A, lorsque «
décrit le domaine ®,, pourvu que | A reste plus petit qu'un nombre
positif n convenablement choisi. Si 'on a pris pour w, le domaine &
I'intéricur duquel reste le point « lorsque x ¢l y restent dans les
cercles de rayons 0 et 0" déerits de Porvigine pour cendre, on voit que
la fonction (87) est une fonction holomorphe des variables @, v, A,
pourvu que on ait

|| <0, [y |=<<0, [7.] < 0.

entieres en (y, A) eten (, &), dont tous les coelticients sont réels et
positifs. II s’ensuit que, si Pon développe cette intégrale de Péqua-
tion (84) suivantles puissances de &, y, A, tous les coeflicients seront
aussi réels et positifs. Cela sulfit, nous Pavons déji fait observer, pour
Glablir la proposition énonede.

33. On peut ramener & la forme (81) toute équation du second
ordre
(88) F(ax, y, 5, p,q, r, s, L) =0,
dont on connait une intégrale particulicre non singulicre, pourva
qu’on connaisse les caractéristiques sur cette intégrale particulitre.

Soient, en effet,

z=[u, 0), =0, ), 3= dla, )
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les ¢quations de cette surface intégrale rapportée 4 ses caractéris-
. . N S ) . . R
bques « =G, 9= (. Faisons dans 'équation (88) le changement de
variables defini par les formules

(89) x = f(X,Y), r=u9(X,Y), s=U(X,Y) 47,

X et Y étant les nouvelles variables indépendantes et Z la nouvelle
fonction inconnue. L'équation (88) se change en une nouvelle ¢qua-
tion du second ordre

(go) FOXLY, 72 PLQ R, S, Ty=o0

admettant intégrale particulicre Z = o, sur laquelle les droites
X = const., Y = cons(. sont les courbes caractéristiques. Il s’ensuit
que cette intégrale 7Z = o satisfait aux relations

OF oF
e T () SN
IR ’ Jl ’
. . . ... 0F
comme ce n'est pas une intégrale singuliere, la dérivée g he peut
.

ctre nulle, et Fon peut résoudre Péquation (go) par rapporta S. En
remplacant les grandes lettres par des petites lettres, on voit que
I'équation sera ramenée a la forme

(g1) s Ap+Bg+Cs...,

le second membre ¢lant une série entitre en p, ¢, =, r, ¢, dont les
coefficients sont des fonetions des variables 2 et v, el tous les termes
non éerits ¢lant au moins du second degré en =, p, ¢, r, t. Supposons,
pour fixer les idées, que le second membre de Uéquation (gr) est
holomorphe lorsque les variables et y restent respectivement dans
deux domaines simplement connexes ®,, et @,, et que les modules
de =, p, ¢, r, ¢ restent inférieurs & un nombre positif . Soit, d’autre
part, o(z, ¥) une fonction holomorphe des variables 2 et y dans les
deux domaines w, et @, ; si Pon remplace z par 5 4+ Ao(x, y) dans
Péquation (gr), on est conduit & une équation de la forme (81).
Lapplication du théortme général du n® 32 permet d’affirmer I'exis-
tence d'une infinite ’intégrales de Péquation (gr), infiniment voi-
sines de Iintégrale particuliere z = o, et pour lesquelles on peut
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assignera 'avance des domaines ot elles sont sirement holomorphes.
Il est clair qu'au lien d’un scul parametre A on pourrait en intro-
duire un nombre quelconque, en remplacant par excemple s par
s+ ho(x, y)+pd(e,y)+..., 9, ¢, ... étant des fonctions holo-
morphes dans les domaines @, et ®,.

34. On peut démontrer un théortme tout i fait pareil pour une
équation de la forme

(92) r=F(z, v,5p ¢ 8 ) =Ap+Bg-+Cs+Dh+...

admettant, pour A = o, 'intégrale 5 = o, sur laquelle les deux sys-
temes de caractéristiques sont confondus avee les droites y = const.
La suite des raisonnements ¢tant la méme, jindiquerai sculement les
points qui different.

Au liea d’une fonction majorante de la forme (84), nous pren-
drons pour fonction majorant e

- JE—" b :
(=) (i—y)* (1 =) (1 y)

| (1) (1) ( - :j ) ' p— ( 5~ —:l)-

\ S A v |
N A a
( x | l pl(r ) (r—y)? } (1- .r)(v—~—‘)’)— l-'(—l‘v—rr-j)‘*‘{/

et tout revient encore i démontrer que 'équation auxiliaire

(93) r==W®0r, ¥, 3 p,q, 8, 4 1)

admet une intégrale qui soit représentée par une série enticre en a,
¥, 4, dont tous les coefficients sont réels et positifs, ¢t convergente
pour | x| <0, [y | <V, [A]<wm, les letires 0, 0/, 7 ayant la méme
signification que plus haut. Or, si 'on cherche une intégrale de la

forme
s=9(u, L) =& -+y —axy, L),
on d
p=0 (u) (1t —y), g =@ () (1—x),
ro=o(w) (1 — y)2, L= (w) (1—2x)?,

s=o"(u)(1—a)(1t—y)— 1o (u),
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et, par suile,

f,lo'([():____‘_;_*_w._, v

N B '
o"(u) ¢ ————

==y (=nt—)

et 'équation (¢3) prend la forme

MIZ 4220 (u)+30" ()]

(1— u):s(l_‘__ ! ) (I _ U-k—gﬂi') (ll_ )_{,j_)

4 .

(91) o' (u) =

L'intégrale de celte équation, qui est nulle ainsi que sa dérivée
premitre pour « = o, est une fonction holomorphe des variables x,
y, hpour [a| <0, [v| <0, | A <. On démontre que tous les coel-
ficients du développement de cetle fonction suivant les puissances
dewr, v, 2osont des nombres réels el positifs en formant, comme au
n® 30, un systeme déquations donnant les trois dérivées partielles
du second ordree 7, s, ¢ de cette fonetion sous forme de séries entieres

dont tous les coellicients sont cux-mémes des nombres réels et po-
sitifs.

I est clair que les divers artifices employés dans les démonstra-
tions precédentes sTappliqueraientaisémenti des questions du méme
genre, mais plus compliquées. Dans unautre Mémoire, je m’occu-
perai plus specialement des applications des propositions générales

au domaine reel.



