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SUR LES

INTÉGRALES INFINIMENT VOISINES
DKS

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES,
PAR M. E. COURSAT.

La no t ion de V équation auxiliaire d'une équation d i f fé ren t ie l le ordi-
naire ou d 'une équa t ion aux dérivées partielles à un nombre quel-
conque de variables indépendan tes a été introduite par M. Darboux(1) ,
qui l'a app l iquée à diverses quest ions de Géométrie inf ini tésimale.
Les travaux de M. Poincaré ont montré toute l ' importance de cette
not ion dans l ' é tude des so lu t ions i n f i n i m e n t voisines de certaines
solut ions p a r t i c u l i è r e s supposées connues dans les équations diffé-
rentiel les ordinaires (2) . Je me suis proposé d'étendre les théorèmes
de M. Poincaré aux équa t ions aux dérivées partielles. Il y a une diffé-
rence essentiel le entre les deux problèmes. En effet, dans le cas d'un
système d 'équat ions d i f férent ie l les ordinaires , le système auxiliaire
est un système d ' équa t ions d i f fé ren t ie l les linéaires à une seule variable
i n d é p e n d a n t e , et l'on conna î t , a priori, les points s ingul iers possibles
pour les intégrales. Il n'en est plus de même en général pour une
équation l inéa i re aux dérivées partielles; pour éviter cette première
diff icul té , j 'ai dû supposer l 'intégrale particulière, que l'on connaît ,

( 1 ) G. DAnBOtjx, Sur I€K équations aux dérivées partielles (Comptes rendus, t. XCVt,
19 mars i883, p. 766 J; Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. ÏY, Note XI.

( 2 ) H. POINCAHK, Les méthodes nouveUes de la Mécanique ce'IestGj t. I, Chap. II.
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rapportée à ses lignes caractéristiques. La convergence des dévelop-
pements ne peut non plus s'établir par les méthodes employées pour
les équations différentielles ordinaires et i l m'a fa l lu user d 'autres
artifices.

Les équations du premier ordre sont traitées par deux méthodes,
dont l 'une offre une application de la théorie des caractérist iques; la
seconde méthode, qui est indépendante de cette théorie, s'étend aux
équations du second ordre à deux variables indépendantes. Je me
borne d'ailleurs, dans ce Mémoire, aux théorèmes généraux, réser-
vant les applications pour un autre travail.

J'ai dû d'abord reprendre l'exposition de quelques théorèmes
relatifs à la théorie des fonct ions implicites, pour mettre les énoncés
sous une forme mieux adaptée aux appl ica t ions que je devais en
faire (1).

I.

1. Soient FÇx\y, z ) et <I>(^, y , z ) deux fonctions des trois variables
réelles x, y, z , cont inues et admet t an t des dérivées partielles FI et <I>1
qui sont elles-mêmes cont inues lorsque x varie de — a à +a, z de —h
à 4- />, et que y reste compris entre jo ^.Vr Pour abréger, nous dé-
signerons par CD l 'ensemble des systèmes de valeurs de x, y, z satis-
faisant aux trois condit ions

—ai^a, Jo^J^'i» — ^ S - s ^ ^ -

Considérons l 'équation

(i). z=xV{x,y,z)^z^{3c,y,z),

qui , pour x = o, admet la racine simple 5=0. D'après la théorie
générale des fonc t ions implic i tes , cette équa t ion admet une racine
qui est une fonction continue de x et dey, tant que la valeur absolue
de x reste inférieure à une certaine limite et que la variable y reste
elle-même suff isamment voisine d'une valeur déterminée comprise

( 1 ) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une Note présentée
à l'Académie des Sciences (Comptes rendus, i5 janvier 1906).
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entre jo efc .Vr Nous allons préciser et compléter cet énoncé en mon-
trant que l 'équation (i) admet une racine

(2) z=f{œ,y)

qui est cont inue tant que la variable y reste comprise dans l'inter-
valle (yo» y ^ i e*- ̂ ^ ^ï valeur absolue de x ne dépasse pas une cer-
taine limite qui sera fixée. Il suffît pour cela d'appliquer à l'équa-
tion (i) la méthode des approximations successives (1).

Désignons par A, B, H, K des limites supérieures des valeurs
absolues des fonctions F ( x , y , -s), ̂ Çx, y,z\ ¥ ^ ( x , y , z ) , ̂ (.^,y< -s)
dans le domaine CD, de sorte que l'on ait, pour tout système de valeurs
des variables x, y , z , prises dans ce domaine,

|F |â A, €» |5B, 1F; |^H, l ^ l ^ K .

Comme l'on peut év idemment remplacer le nombre b par tout nombre
positif in fé r ieur à lu i , nous supposerons que l'on a pris ce nombre b
assez petit pour que l'inégalité

(3) aB^+K^<- 1 -

soit vérifiée. Le nombre b étant pris de cette façon, soit h le plus petit
des trois nombres a, — . ? -.p3 A -381.

Ï^a. /^^ h^^

Supposons [ oc inférieur à A, ety compris dans l'intervalle {y^ y,).
En app l iquan t à l 'équation (i) la méthode des approximations succes-
sives, nous sommes condui ts à considérer la suite

.3'Q, ^i> •^2, .... Su, ' • •

obtenue en posant
^=ô, ^=.rF(^,y,o), ^:=^F(^y^i)+^<Ï>(^j,5i) ,

( i) ro'ir mon article Sur la t/iéorie des f onctions implicites {Bulletin de la Société
matfiérn€iti(^wî, t. XXXÏ) .
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et, d 'une manière générale,

z,,-=. ̂ F(^-,.r, ̂ i ) -+- z\^ e>(.r,j-, ̂ 0.

Je di^d'abô^rd que l'on a [ ̂  | < b, quel que soit n, pourvu que x soit
compris entre — h et -(- À, et y entre y<, et y,. Supposons en effet
] Zn^ <^ ^; il est clair que l'on a

| ^ | < A À + B / A

Mais l ' inégalité (3) entraine la condit ion

ïïb<^ ou B^^
2 2

et, comme l'on a AA5 ̂  il s 'ensuit que l 'on aura |^| < &. On voi tdonc
que les valeurs approchées z^ z^ . . . , ^,, ... soni i n fé r i eu re s à b en
valeur absolue. Par suite, ce sont aussi des fonc t ions continues des
variables x et y lorsque ,v varie de — h à -h h, et y de Y(, a y< .

Z^ approximations sont convergentes. — Nous avons en effet

Sn— 2n~i'== ̂ [F(^J, ̂ i ) — F(.r,J, ̂ .g)]

+ ̂ -i ̂ (^r, .^/^i) - ̂ î  ̂ (,r,j, ̂ ,,.,,.,2),

ce qu'on peut encore écrire

^— ^,^i=^(^,,-i—5^2)1^ [.^j,^,^g4- 6(^^,1— z,^^\

-+-(^..1— <..,,) <S>(.r, y ,^)
^ ;̂E -2 (^.^i — ̂ , ) ̂  [.r, y, ̂ .̂  + </ ( 5,^1 - ̂ /,.-..,)J.

o < e < i, o < ^ < ï .
On en dédui t

(4 ) ^LTr̂ iL. <HÀ4-^B+^K<i,

d'après l'inégalité (3) et la définition du nombre h.
La série

ZQ -4- ( ̂ i — ^o ) -+-. . . + ( ̂  — ̂ -i ) + . . .
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est donc a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t convergente dans le domaine oY
défini par les deux cond i t ions

-- h^.r^h, y ^ y ï y ^

Par conséquent , lorsque n augmente i n d é f i n i m e n t , .s,/ tend vers u n e
l imi t e Z(.'2/",y), qui est c o n t i n u e d a n s le domaine CD', et dont la valeur
absolue est i n f é r i e u r e à b. D 'aut re part, la re la t ion

Zn -=. x F ( x, y, 5,^1 ) -h -=,2.-1 <ï> 0, y , z^_^ )

devient à la limite

(5) Z -r .r F(.r,j, Z) + Z2 <ï>(.r,j, Z),

ce q u i prouve que cette fonct ion Z(.z-,y) est une racine de l 'équation
proposée (i). En résumé, nous avons la proposi t ion suivante :

TÏIKOKÈME I. — Inéquation (i) admet une racine Z(<r,j), qui est une
fonction continue des variables x et y , lorsque y reste compris entre y^
et yi, et que la valeur absolue de x ne dépasse pas le nombre positif h
qui a été défini.

liemarque I. — Toute équation de la forme

(iy ^==.rF(.r,7,^)

peut ê t re considérée comme u n cas par t icul ier de l 'équation (i). On a
dans ce cas B == o, K == o, et, en reprenant le raisonnement, on voit
qu ' i l suffit de prendre pour h un nombre in fé r ieur au plus petit des
nombres a, •-, et ^ '

Si de p lus la fonct ion F(.r,y,3) est continue, quel que soit z,
lorsque x va r ie de — a à + a, et y de yo à y ^ . et que |F^ | reste infé-
r ieur a u n nombre fixe quel que soit z , on n'a pas besoin de tenir
compte de la c o n d i t i o n h^ ̂  et l'on peut prendre pour h le p lus petit

des deux nombres a et .y-

Remarque I L — La con t inu i t é des dérivées F', et <t>^ n'est pas une
cond i t i on nécessaire pour que le théorème soit exact. La démonstra"

Ann. Kc. Norm., (3) , XKI t l .— OGTOBKE 1906. àô
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t ion s 'applique év idemment pourvu que les fonc t ions F et <T> vér i f ien t
la condi t ion de Lipschitz re la t ivement à la variable z.

2. La signif icat ion géométrique du théorème 1 est la su ivante .
En regardant.T, y, ^ comme les coordonnées car tés iennes d'un poin t
dans l'espace, l 'équation (î) représente u n e surface S qui c o n t i e n t
l'axe des y {x = o, s == o). Si l'on considère sur le plan des xy le
rectangle R l imi té par les l ignes droites

y == jp, y •= y^, oc == — À, i)C ~= A,

la rac ine de l ' équa t ion ( î ) q u i se r é d u i t a %éro pour x == o est une
fonc t ion c o n t i n u e des variables x ety t a n t que le p o i n t de coordon-
nées Çx, y ' ) reste dans le rectangle R. Il existe donc u n e bande c o n t i n u e
de surface se proje tant à r i n t é r i eu r de ce rec tangle et passant par le
segment de l'axe Oy l i m i t é par les deux, p o i n t s de coordonnées
(o,y, ,o) e t (o , j , , o).

3. I l est c la i r que le théorème 1 est suscept ible de général isa t ions
étendues. Considérons un système de m +" n + // variables réelles

•2;1? x^ • • • » •z>^ }'^ y^ • ' • , y,i. ^i, ^ ..., z^\

les ( o n c l i o n s que nous a l l o n s é t u d i e r sont des f o n c t i o n s c o n t i n u e s de
ces va r i ab l e s dans u n doma ine dé f in i comme i l su i t . A c h a c u n e des
variables ;r,, 5^ correspond un nombre posi t i f a,, ^, tel que ̂  doi t
rester compris dans l ' i n t e r v a l l e (- a^a,) et .̂ dans l ' i n t e rva l l e
(-A^/c)

a\ S '^'i = + ^i, ~ ^i ^ ,^1 ^ + z/i ,
^2 S «^2 ^ "t- ^a» — ^2 S ^a ^ 4" h.i,w

' f-hn ::. ̂ mï 4- ̂ ^, — &/,;; Z^ 4- ^^.

Quant aux variables y^ considérons .y, , y , , . . . ,y,, comme les coor-
données d 'un p o i n t dans l'espace à n d i m e n s i o n s , et soit R, u n conu"
nuum l imi té d 'une façon que l conque dans cet espace. Si n -=z 2, R,, est
une aire p l a n e , l i m i t é e par une courbe q u e l c o n q u e ; si n = 3,
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R,, est un volume. Nous supposerons que le point de coordonnées
(y^Ja» • • • ».//,) est assujet t i à rester dans ce c o n t i n u u m B,,. Si R,, se
rédui t à un prismatoïde l i m i t é par // couples de plans parallèles aux
plans coordonnés, alors chaque variable yj est assujettie à rester
dans un intervalle déterminé, mais il est i n u t i l e de se l imiter à ce
cas. Quelle que soi t la na ture du c o n t i n u u m R,,, nous appellerons (Q
le domaine formé de l 'ensemble des systèmes de valeurs des va-
riables x^ yy, z^, sa t isfa isant aux inégali tés (6), le poin t de coor-
données (y,,j2, ... ,y,,) appa r t enan t au cont inuum R^.

Cela posé, considérons u n système de p équations

:7)

• ^'i./ii •T" •^via -r-. . .-t- ^ i n j Mn ̂ Z^n^-5^

/.. /
^ (Â-,/=r,^...^),

^2 ̂  ̂ ïfïl -+• .^2/22 -h . . . + ̂ mfïm ̂ ']^ ?U,-/^/^/

•'z"l//^ -1" ^'îfpï -4- ... -4- X,n.f pm. -^ 7, ̂ pkl^k sh
h i

^^:r= <Vifpi -h XîJ p ^
/.'./

ou toutes les f o n c t i o n s /'et cp, qui f igurent dans les seconds membres,
sont des fonct ions cori t inues clans le domaine (D, et admet tent des
dérivées par t ie l les par rapport aux variables z^ cont inues dans le
môme d o m a i n e . Si l 'on a p p l i q u e à ce système la méthode des approxi-
mat ions successives, on démont re , comme plus haut , sans autre diffi-
cu l té que que lques complications d'écriture, que cette méthode
c o n d u i t a des séries u n i f o r m é m e n t convergentes, quel que soit le
po in t de coordonnées (y^, y^ - • * »J/0 dans R^, pourva que les valeurs
absolues des variables x ^ , x^, . . . , x,^ soient inférieures à un nombre
posi t i f convenable .

Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de deux fonctions incon-
n u e s que nous désignerons par u et y ; les équat ions (7) s'écrivent
alors, en m o d i f i a n t un peu les no t a t i ons ,

(P^
//. =: ̂ 'i/n -h ... -1- .ï,/,/i,,, 4- C3i U2 -h 93 UV -+- 93 ̂  == Fi,

V .= <7;j/2i 4- ... 4- ^mfîm •+• ^1 ̂  -+• ^2 uv ~1- 4^3 p2 := ^2-

Soient A, B, H, K des nombres positifs tels que l'on ait, dans le
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1/// ,- |<A,
àf,;,
ou.

:B,

<H,

rfcpi
~àu

àU
à^

<K,

<H,

^îl
"̂ <K,

ces dernières inégalités étant vérifiées aussi quand on remplace; y , par
l'une quelconque des fonct ions y,, y;,, ^, ̂ , ^,. Les fonctions suc-
cessives u,, v, se définissent par voie de récurrence au moyen des
deux f o r m u l e s

^== Fi (.2-1, . . ., ,-r,/,, ji, . ..,.//,; u,^^ (̂  ..,1),

^ = F,(^i, . .., x,,, y^ ... ,v,,; (f'n~. i, <v..i),

avec les condit ions
^,,==0, ^o=:=o.

Soit ^ un nombre positif qmî l conque i n f é r i e u r a l^ et à ,^. Pour que
l'on ait

/^ 1 < ̂  | ('„ [ < b,

quel que s o i t / À , il suffit év idemment que ces inégalités soient des
conséquences des inégalités

1 (fn ........l | < b, \ (y i [ < ̂ .

Or, si ces dernières inégali tés sont vérif iées, on a

| (•(••n\< / ^A/ -h3I î / /^

1 ̂ | < rnAl^ 3BÀ 2 ,

en supposant que les valeurs absolues de ̂ , ..., x^ ne dépassent pas
un nombre /, au plus égal au plus peti t des nombres a,, a^ ..., ' a^
-Les inégal i tés

1 f/n | < b, \ ̂  | < b

seront certainem.ent vérifiées si l'on a pris pour b un nombre i n f é r i e u r
^ et p o u r / un nombre i n f é r i e u r à ̂ ^, et par conséquent i n f e -à ̂ , et pour / un nombre i n f é r i e u r à —^
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rieur a

ismAB

Pour voir dans quel cas les approx imat ions seront convergentes,
nous remarquons, sans qu ' i l soi t nécessaire de développer tous les
calculs, que les différences u^— ^_i, Vn— v'n-^ sont de la forme

P i ( (t^ i —— Un. -a ) -t- Pa ( î -i — Vn-î ) .

I\ et Py é t an t des polynômes en x^ . . . . .̂ , ̂ .,, v^^ qui s 'annulent
pour ;z'i == o, . . . , ç^==o, et don t les coefficients sont en valeur
absolue plus pet i ts que des nombres c o n n u s ne dépendant que de A,
B, H, K. 11 sera donc possible d'assigner à x^ x^, ..., x,,, et à b des
l i m i t e s tel les que le rapport

U^
u._...

soit p lus pet i t q u ' u n nombre A i n f é r i eu r à un, U^ désignant la plus
grande des valeurs abso lues

| //„,— ^»i [, | (^—^-i |-

Le reste de la démons t ra t ion s'achève comme plus haut, et nous
pouvons énoncer le théorème s u i v a n t :

Tir^onÈME II. — Lorsque les fonctions f et ® qui figurent dans les
équations ( 7 ) sont continues dans le domaine (D et admettent des dérivées
partielles par rapport aux variables z^ ^, ..., z/^ contenues dans le
même domaine, ces équations admettent un système de solutions Z,,
Z^, . . . » Z» se réduisant identiquement à zéro pour

,Z-1 == .Z-2 =:- . . .== X^ = ô,

qui sont continues lorsque le point (y^, y^ ..., y/,) reste dans R,,, pourvu
que les valeurs absolues des variables x^, .^2, .... oc^ ne dépassent pas un
nombre positif h convenablement choisi.

La méthode des approximations successives fournit pour ces fonctions
Z,, Z.,, ..., Z« des séries absolument et uniformément convergentes.
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Remarque 7. — La démonst ra t ion se s i m p l i f i e encore lorsque toutes

les fonct ions y^-/ sont nu l l es .

Remarque I I . —• II n'est pas nécessaire de supposer que le domaine R,,
cont ienne ses l imites ; il suffît , pour la démons t ra t ion , que les fonc-
tions / et y, ainsi que leurs dérivées par t ie l les par rapport aux
variables -s,, ^, . . . , ^, soient bornées dans ce domaine .

4. Le théorème s'étend aussi au cas où les seconds membres des
équat ions (7) sont des fonct ions analyt iques et l'énoncé prend une
forme plus précise.

Il f a u t d'abord déf in i r le d o m a i n e où les fonct ions données des
variables complexes x^ y/, ^ sont supposées holomorphes . Les
cond i t ions (G) sont remplacées par des condi t ions analogues

( [ J"! | î; aï7 | ̂ '2 \^a•î1 • • - • > \ x m | = ^inî

{ \^\\ ^1^ 1 ^ 1 ^ ^ • • • » | ̂ p | â^»
(G/

a^ a^ . . . , a,^ ^ i , ^3, . . . , b^ é tant des nombres p o s i t i f s . Quant
aux n variables complexes y^ y^, . . . , y,^ chacune (relies é t an t l 'en-
semble de deux variables réelles

yj^y'^\j^y"^

ce système de ri va r i ab l e s complexes é q u i v a u t en réa l i t é à un système
do 2/2 variables réelles i n d é p e n d a n t e s . Si l 'on cons idère l o u ( système
de va leurs a t t r ibuées à ces 'in var iables^ , y ' , comme les coordonnées
d'un point dans l'espace à 2n d imens ions , on peut d i re que t o u t c o n t i -
n u u m connexe ÏL^ dans l'espace à ^n d imens ions d é f i n i t un domaine
de variabil i té pour le système de n var iables complexes y^ ,j^, ..., y^.

Un cas p a r t i c u l i e r auque l on se borne dans b ien des cas est c e l u i
où chacune des variables yj doit décrire dans son plan un d o m a i n e
dé te rminé ; il est analogue au cas où le domaine de v a r i a b i l i t é pour un
système de n variables réelles se compose de ri in terva l les déterminés,
dont chacun correspond à une de ces variables. Il sera quelquefois
nécessaire dans la su i te de se restreindre à ce cas, mais cette hypo-
thèse sera alors énoncée explicitement.

Quelle que soit la na ture du, con t inuum R^, ce con t inuum dé f in i t ,
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avec les c o n d i t i o n s (6)', un domaine (D de va r i ab i l i t é pour le système
des m -4- ri -4-/? variables complexes

•^'iî 'v'iy ..., ^ m^ y\ » ,y'-î» . • . 7 J^M» -^i? -^2» . . . ^ ^/;-

I I n'est pas nécessaire de supposer q u e ce domaine esl fermé; mais ,
s'il ne c o n t i e n t pas ses l i m i t e s , on devra supposer, non seulement que
les fonct ions dont il sera q u e s t i o n sont c o n t i n u e s dans o'c), mais encore
qu'elles sont bornées dans ce d o m a i n e .

Cela é t a n t e x p l i q u é , si les fonc t ions f et y sont des fonc t ions ana-
ly t iques b o l o m o r p l i e s dans un domaine co, tel que celui qu'on v ient
de d é f i n i r , i l en est de même des.dérivées part iel les de ces f o n c t i o n s
par rapport a u x variables ^ , , z^, . . . , s^, et les démonstrat ions des
n0" 1. et 3, qu i reposent e s sen t i e l l ement sur la forrmilo des accrois-
sement f i n i s , p e u v e n t être reprises sans m o d i f i c a t i o n . Nous pouvons,
en ef fe t , n o u s se rv i r ici de l 'extension de la fo rmule des accroisse-
ments f i n i s aux fonct ions de variables complexes, car les courbes qu i
l i m i t e n t les d o m a i n e s de var ia t ion des variables ^ i , ^2? • " • - > ^ p sont des
circonférences , c'est-à-dire des courbes convexes.

La méthode des a p p r o x i m a t i o n s successives n o u s c o n d u i t encore
à des séries d o n t tous les termes sont des fonc t ions holomorplies, et
qui sont iuii fermement convergentes, pourvu que les m o d u l e s des
var iables :x^, .r^, . . . , x,,,, ne dépassent pas un n o m b r e posit if A assez
p e t i t , q u e l l e s q u e so ien t les va leurs des va r i ab les y^ j^, ...,^, cor-
r e s p o n d a n t il u n p o i n t du c o n t i n u u m IL^. Lo théorème I I peut alors
s 'énoncer a i n s i :

TilEOi^ÈMK III. — Lorsqu.e les fonctions f et y qui figurent dans les
équations ( ~ j ) sont des fonctions analytiques holornorphes dans un
domaine cfâ, défini par un certain conlinuicm IL,/ de F espace à 2n dimen-
sions pour les variables y/, et par les inégïlités O)/, ces équations (7)
admettent un système de solutions Zi, Z^, ..., Z^, se réduisant identique-
ment à zéro pour x^ = x^ == ... ̂  ̂ ^ o, et qui sont des fonctions
holomorp/ies des variables x^ y y , pou/vu que les modules des variables
x^, ,2 ,̂ .. ., x,,, restent inférieurs à un nombre positif h conçenablem^nt
choisi, le domaine de variabilité des variables y j étant défini par le même
continuum R,,,/.
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5. Les solutions Z, , Zs, . .., Z^, dont on vient de démont re r l 'exis-
tence, peuvent d'après cela être développées en séries entières ordon-
nées su ivan t les puissances positives des variables .r^.'ra. ...,*r,,,, don Iles
coefficients sont des fonctions h olomorphes des variables y^y^,. . . , y,/,
dans le domaine déf ini par le c o n t i n u u m ïl^. Or, d'après les hypothèses
sur les fonctions/et ç, les seconds membres des équa t i ons (7) peuvent
être développés en séries entières ordonnées s u i v a n t les puissances
positives des variables x-^ s/,, dont les coefficients sont des fonct ions
liolomorphes des variables y^ y^ . . . , yn dans le même d o m a i n e ;
il résulte d'ail leurs de la forme même des équat ions (7) qu 'un terme
que lconque de ces développements est d iv i s ib le par une des variables
x^x^ . . . , x,^ ou par un des p rodu i t s ^/^/c. On en d é d u i t a i sément
que les coefïicients des déve loppements cherchés pour les racines Z < ,
Z^, . . . , Z^ se déduisent des coef ï ic ien ts des déve loppements des
seconds membres des équations (7) par les seules opéra t ions d 'addi-
tion et de m u l t i p l i c a t i o n .

Le calcul de ces coefï ic ients n'exige n u l l e m e n t que les coef ï i c ien t s
des premiers développements soient des f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s des
variables y ^ y ^ ...,j^, et ceci nous amène a généraliser le théorème
précédent de la même façon que M. Poincaré a général isé le théorème
de Cauchy relatif aux équat ions di l l ' é rent ie l les . Nous supposerons que
les fondions / et y, q u i f iguren t dans les é q u a t i o n s (7 ) , sont semi-
analylicfues, ou, on termes plus précis, que ces seconds membres
peuvent être développés en séries entières ordonnées s u i v a n t les
puissances pos i t ives des variables x^ z/^ don t les c o e f ï i c i e n t s sont des
fonct ions c o n t i n u e s des va r i ab le s réelles j,, y ^ , . . . , y,^ lo rsque le
point de coordonnées (joja» • • • » y n ) décr i t un cer tain c o n t i n u u m ({„
de l'espace à n d imensions . Pour é v i t e r des complicat ions d 'écri ture,
considérons un système de deux équat ions

(8)
5i=^ 9a..a.,...,a,,.^,p,^Ï1.^3. . ..̂ r̂ lh

( ^=2^,a,,...^,p.^^al^. ..^r4^

oii les fonct ions ç et ^ sont des fonct ions cont inues des var iables y ^ ,
y-^ ' - • » yn dans le domaine précédent R^, les séries étant conver-
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génies pourvu que l'on ail

l^il^? l^kî^ • • • , I^/J^, l^i l^» i^i^,
a et b étant des nombres posi t i fs . On suppose de plus qu'un terme
quelconque de chacune de ces séries est divis ible par l 'une des
variables x^ x^, . . . , x,,^ ou par l 'un des fac teurs z2^ z^ z ^ , z2,.

Cela étant , on peu t t rouver des séries ent ières

(9)
( „ „,..- j > ^.a., y.a» -Y'o.in\ ^ i --— s a,, a u , . . . . a,,»</" i "'- 'j, ~ ' ' • •/ /// •^•T^T- • •^m'S

/y.a,»t. ..// /„',
) „ — /'\ ,.Y,y.^ ,y.a.» /y. a,»
i ^2 — v a,, a^,..., a,,i •J" i •z' 2 • • • "'/ /H

s a t i s f a i s a n t f o r m e l l e m e n t aux équa t ions (8), et dont les coeff ic ients
s o n t d e s fo n c t i o n s c o n 11 n 11 e s d e s v a r i a 1) 1 e s y,, y^, . . . , y^ d a n s 1 e
domaine R,^, qui se d é d u i s e n t des co e f f i c i e n t s y et ^ par les seules
opérations d ' a d d i t i o n et de m u l t i p l i c a t i o n .

La convergence de ces développements s 'établira par la méthode
h a b i t u e l l e des f o n c t i o n s majorantes, sans qu'il soit nécessaire de
revenir sur ce p o i n t ,

6. Les théorèmes précédents complè t en t sur certains p o i n t s les
théorèmes c lass iques de la théorie des fonc t ions impl i c i t e s , car ils
permet ten t d 'ass igner a priori, un doma ine plus é tendu où les solu-
t ions sont des fonc t ions c o n t i n u e s , au moins dans certains cas. Ils
nous seront u t i l e s dans la sui te .

Cons idérons par exemple une équation di f férent ie l le du premier
ordre

(10) F(^,j,/):==o,

admet t an t l ' in tégra le pa r t i cu l i è re y = o. Si cette intégrale n'est pas
singulière, le développement de F suivant les puissances de y et dey
cont ien t un terme du premier degré en y ' , et nous pouvons écrire
l 'équation

( î i ) y' := a y 4" byy' -l- c y ' - 1 -4- ...=:/( x, y, y' ),

le second membre étant, une série entière en y, y, dont tous les
termes sont divis ibles par y ou pa ry^e tdont les coefficients sont des

Ann, Èc. Norrn. ( :^) , XKIÏI. — OCTOUHE 1906. '^Ô
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fonctions holomorphes de x dans un domaine co^. Supposons cette
série convergente lorsque l'on a

|j!^ \y'\^

x étant un point quelconque de <D.y. D'après le théorème général
du n° 1, l'équation ( r i ) admet une racine y = ̂ Çx,y) qu i est nu l le
poury==o , et qui est une fonction holomorphe des variables x et y
lorsque x décrit le domaine CD^, et que le module de y reste plus
petit qu'un nombre positif convenable A. Le développement de cette
fonction ^{x, y) suivant les puissances dey sera convergent dans ce
domaine.

De même, si une équation aux dérivées partielles du premier ordre

(12) F(^, .y,^, /^<7)==o

admet l'intégrale non s ingul ière s == o, on peut mettre cette équation
sous la forme

( ï 3 ) p ^ f { x , y , z , p , c / \

le second membre étant une série entière en z, p , y dont tous les
termes sont divisibles par un des facteurs s, y, /?\ et dont les coefiï"
cients sont des fonctions des variables x et y . Supposons tous ces
coefficients holomorphes dans un certain domaine CD et la série
convergente lorsque l'on a

M^, \P\ïrf, \q\i^

pour tout système de valeurs de x et dey dans le domaine cç>. On
déduira alors de l'équation (ï3) un développement de p suivant les
puissances de z et de y,

^=y(^r,^, <y),

dont tous les coefficients sont des fonc t ions holomorphes de x et dey
dans le domaine CD, et qui est convergent pourvu que les modules
de z et de y ne dépassent pas certaines limites.
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II.

7. Nous allons encore reprendre rapidement les théorèmes de
M. Poincaré relatifs aux équat ions di f férent ie l les ordinaires, en vue
d 'une généralisation qui nous sera u t i le pour les équat ions aux
dérivées part iel les du premier ordre.

La démonst ra t ion de M. Poincaré repose sur une propriété des
équat ions l inéai res , qui devient i n t u i t i v e quand on emploie pour
intégrer ces équa t ions la méthode des approximations successives.
Considérons, pour fixer les idées, un système de deux équations
linéaires

/ dy _ ,-'.-./- = a y -l- b^ -h c,dx ~
(VO dẑ  ~= a,y-^b,z-}-c,,

ri, h, c, a^ b^ ^ é tan t des fonct ions con t inues de la variable réelles
dans l ' in terval le de x = o à .T ;==X>O. D'après la méthode des
approximations successives, on forme les deux suites indéfinies de
fonc t ions

.y»? y\ i * • • y y m • • • •»
(^)

0 » '" 1 f • ' • ? '— tt ?

où y» et^(, sont deux constantes quelconques, et où l'on pose succes-
sivement

,r /'••r

^ -=: jo 4" ( ( ajo •+ b ̂ o + c ) dx^ ^ï == ^o -4- \ ( ̂ î Vo + ̂ i ̂ o -t- c\ ) ̂ ?
Jo "A»

/..r ^^

j2-=: yo4- \ (^yi+ ^•Si+ c) ^y;, ^==^0-4- ^ (û!iyi-+- ^ i ^ i+Ci ) <:/a?,
J(» ^0

et, d 'une manière générale,
r /'••y*

y,,=:y^- f {ayn.^-^bz^^^dx, ^==:^-+-/ (aij^i+^i^»i-+-Ci) ^te.
.̂ (i «"O
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Toutes ces fonct ions sont con t inues dans l ' i n t e rva l l e de o à X et,
lorsque n augmente indéf in iment , el les t endent vers des l i m i t e s y
et ^, q u i sa t isfont aux équat ions ( ï4) e^ q111 p r e n n e n t respect ivement
les valeurs y^ et SQ pour ^ ̂  < > •

Soient maintenant A, B, C, A, , 1^, C, des fondions con t inues de la
variable x dans l ' intervalle (o,X), positives dans cet in t e rva l l e , et
telles que l 'on ait, pour toute valeur de x entre o et X,

|a|<A, |^|<B, le |<C, K|<Ai, |<^|<:Bi, l ^ [<Ci ;

soient en outre Y() et Zo deux constantes pos i t ives plus grandes res-
pectivement que [jj et z^ , ou au moins égales à ces valeurs
absolues.

Cons idé rons le système a u x i l i a i r e

^1==AY -+-BZ 4-C,

^ = = A , Y + B , Z 4 « € , ;

les in tégrales de ce système q u i , pour.z? == o, p r ennen t les valeurs Y(>
et Zo respect ivement s 'ob t iennent de même en formant les deux sui tes
de fondions

( Y Y Y Yi , f\i \ l «» " 1 7 " a ? . . . » i /<,, . . .,
\ * ̂  ) '}

( '•'Qi ^l» '^îî • ' • y *^l,f . . .,

obtenues en p osant

Yi=Y.,4~ ( (A.Yo+BZo+C)^ Z,r==Zo+ f (Ai Yo4- BiZ,,-h Ci) dx,
^o </o

r^' p.r

Yg = Yo •+• ^ ( AYi -h BZi 4- G ) ̂ r, Z, ̂  Zo + / ( Ai Yi + B i Zi -+- (̂  ) ̂ .r,
^O «,/(i

et en général

Y/, == Yo + ̂  ( \Yn ̂  •+ Ï^Z/^... i + (;) ^z-,
^o

Z/, =: Zo + / (A i Y/,....., -+- lî, Z/,.,.i •+. C, ) dx.
«/o
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D'après la façon même don t on obt ien t ces fonct ions Y//,, Z/,, il est
clair qu 'e l les sont toutes posit ives dans l ' in terval le (o,X). De plus ,
en. comparant les formules qui définissent les deux suites de fonc -
t ions ( i5) et ( i5y , on vérif ie , en r emon tan t de proche en proche, que
l'on a, pour toute valeur de x dans l ' i n t e r v a l l e (o ,X) ,

lyiKVi, l^i <^ .72 «YS, 1.^ |<Z.2,

et, d'une façon générale,

|.y/J<Y/,,, 1 ^ 1 <Z/,.

Par su i te , les valeurs absolues des in tégra les y et ^ des équa-
t ions 04) q u i p r e n n e n t les va leurs y^ et z^ pour x •==. o sont plus
pet i tes , pour toute va l eu r de x dans l ' in te rva l le (o, X), que les inté-
grales des é q u a t i o n s {\t\)' q u i p r e n n e n t les valeurs Y() e tZ<, pour^=o.
C'est au f o n d sur cette propr ié té que repose le ra isonnement de M. Poin"
caré (loc. eu., p. 55).

8. Supposons m a i n t e n a n t q u e les coefficients a, b, c, <^, b^ c^ des
é q u a t i o n s (\ 4) so ient des fonc t ions ho lomorphos de la variable com-
plexe x dans u n d o m a i n e simplement, connexe (D^,, comprenant l 'ori-
gine. I] p o u r r a i t d ' a i l l e u r s se fa i re que ce domaine cîc^ se recouvre
p a r t i e l l e m e n t l u i -même p lus i eu r s fois, ce qui reviendrai t à le supposer
é tendu sur u n e surface de Riemann à p lus ieurs feui l lets . Les raison-
nements q u i vont su ivre s 'appl iqueraient aussi à ce cas; mais, pour
fixer les idées, nous supposerons le domaine (D.̂  é tendu sur un plan
s imple .

Les deux sui tes de fonc t ions y/, s/, i n t r o d u i t e s par la méthode des
a p p r o x i m a t i o n s successives, sont alors des fondions holomorphes
de x dans tout le domaine (Q^; j, par exemple est une fonct ion holo-
morphe de x, dont la dérivée est ay^bz^c, et qui prend la
valeur y^ pour x === o, et de même pour les autres. Nous reprendrons
encore le r a i s o n n e m e n t par lequel on prouve que y^ et ^ ont des
l imi t e s lorsque n augmente i n d é f i n i m e n t .

D 'une façon générale, soit/(^) une fonction holomorphe dans (D^;



446 E- GOURSAT.

considérons l'intégrale

i = = r fwdx,' o
prise le long d 'un chemin L situé dans (Oy, et de forme quelconque,
et désignons par s la longueur de l'arc de ce chemin compté depuis
l'origine. Le module |/(^)| de la fonction j\x) est une fonction
continue et pos i t ive FÇs) de l'arc ^ lorsque la variable x décrit le
chemin L, et il est clair que le modu le d 'un é lément quelconque de
l'intégrale 1 est inférieur à F ( s ) ds. On a donc, a fortiori,

/,s
(16) | 1 | < / F(.s')^,

»7o

en dés ignant par S la longueur de l'arc d'inlégration.
Cela posé, imaginons toutes les intégrat ions effectuées le long d 'un

chemin L de longueur S a l l a n t de l 'origine à un po in t X decD^;, et si tué
tout entier dans ce domaine . De plus, supposons toutes les fonc t ions a,
h, c, a^ h^ c\ bornées dans dc)^ et soit M. un nombre posi t i f supér ieur
au module de l ' une que lconque de ces fonct ions dans ce domaine.
Nous allons chercher une limite supérieure des modules

l.ri—jol» |^ i—^o|» Ijs—yil, 1 ^ 2 — 5 , 1 , ...,

au point X, cl p lus généralement en un poin t quelconque du chemin L.
On a d'abord, en observant qu 'en un point que lconque du chemin L,
ajo -+- bz^ 4- c \ est < M("Y() -+- Z^ 4- i) = K, en posant Yo == jo |,r/ _ i ^ i/^ — ( ^o |»

| y i—yo |<K.y ,

et pour la même raison

3l — ^ o 1 <KÂ',

s désignant la distance d'un point quelconque du chemin L à l'ori-
gine comptée sur ce chemin. On a ensuite

|y ,—yJ< f \ a { y ^ y , ) 4- h{z, — ^) | f i s < 2.MK. f . î^. î=aMK
«^(i J < i

.y
I... 2
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et l'on trouve la même l i m i t e pour | ̂  — z , . En cont inuant de la sorte,
on démontre de proche en proche que l'on a en général

l y y \<- K ^MA ')" . ,^ K (^M,^l y. - y-i 1 < ̂  77 -̂̂  - .. - ̂  i < ̂  7-^- .̂

Cela é tant , soit A un nombre pos i t i f tel que l'on puisse joindre
l 'origine à un p o i n t q u e l c o n q u e du domaine CD^, par un chemin situé
dans ̂  et de longueur in fé r i eu re à A; il est c la i r q u ' i l existe une
infini té de nombres posi t i fs satisfaisant à cette cond i t ion lorsque le
domaine Œ)^ est si tué à distance f inie . En un p o i n t que lconque x du
domaine cD,ç on a donc les i néga l i t é s

[ y - y «JL^^)' |. . K ( 2 M A ) -\yn y. i i < ̂  ̂ .— ,̂ i .,,—zn.,.., i < ̂  -̂ -̂

puisqu'on peut j o ind re ce po in t à l 'origine par un chemin intér ieur au
domaine et de l o n g u e u r in fé r ieure à A. Le module d 'un terme quel-
conque des deux séries

(M)
y^ 4- (Yi—j., ) + . . . + ( y,^ — j^ ) 4- . . . ,

^ ̂  ( ̂  , _ ^ ) ..+. . . . + ( ,5^^ _ ^_ t ) + . . .

est donc plus pe t i t que le terme correspondant de la série à termes'a/-
positifs dont la somme est ^^MA. Il s 'ensuit que ces deux séries
sont u n i f o r m é m e n t convergentes dans Q^, et par sui te les sommes de
ces deux séries sont des fonct ions holomorphes dans le même domaine.
Or ces sommes sont précisément les intégrales des équations (i4) qui
prennen t les valeurs y^ et ^ pour x == o.

Le théorème est encore vrai lorsque les coefRcients a, b, c, a\, b^, c^
au l ieu de dépendre de la seule variable x, dépenden t en outre d'un
ou p lus ieurs paramètres var iables [j.^ ^, . . . , p.,,. Regardons ces para-
mètres comme des variables complexes, et supposons les coeffi-
cients a, 6, c, a^ b^ (^ holomorphes lorsque la variable oc reste
danseur, le système des variables f^ , , ^, .., p^ restant dans un cer-
tain domaine de va r i ab i l i t é . Les fonct ions y^ z^ sont encore des fonc-
tions holomorphes des var iables (.y, [ j ^ , . . . , a,.) dans le même domaine,
et, les séries (17) étant tou jours uniformément convergentes, il s'en-
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su i t que les sommes de ces deux séries sont elles-mêmes des fonct ions
holomorphes des r -+- ï var iables indépendantes x, p.,, .. ., [x^.

9. La même méthode permet d'obtenir une l i m i t e supér ieure , en
un point quelconque du domaine (Da;, des modules des intégrales q u i
prennent les valeurs y^ et z^ pour x=o. Prenons pour s impl i f i e r
y^==zQ== o, ce qui ne d iminue pas la généralité, et soit L une l igne
de longueur S, située dans (D^. et joignant l 'origine a un po in t X de ce
domaine.

Soient A(s), B(.y}, C(^), A, (A"), I^(^), C ^ ( s ) des fonc t ions réelles
et positives de Parc.y compté sur le chemin L à par t i r de l 'or ig ine , et
supérieures respectivement aux m o d u l e s des f o n c t i o n s a^ b, <•, a , ,
b^ c^ au po in t du chemin L à une d i s t a n c e r de l 'origine.

Le système aux i l i a i r e

( 1 8 )
^^A( . )Y +.B(.)Z 4"C(.Q,

^ ^A,( . )Y4-1B,(^/+C,(^) ,

où la variable indépendan te s est réelle et posit ive, admet des inté-
grales prenant les valeurs Y == o, Z == o, pour s =: o, et ces intégrales
sont é v i d e m m e n t posit ives et croissantes lorsque ^ croît de o a S. En
efiét, si l'on a p p l i q u e à ces équa t ions la méthode des approximations
successives, les diverses fonct ions

ï ï, Yg, .. ., Y,;, . ..,
/i, Z^, .. ., /»,/, ...

sont positives q u a n d avar ie de o ;» S, et, si l 'on compare les équa t ions
de dé f in i t i on de ces fonc t ions avec les é q u a t i o n s de d é f i n i t i o n des
fonc t ions y^ z^ pour les intégrales du système ( ï4) qni ^ont nulles
pour x == o, on en conclut immédia tement , d'après l ' inéga l i t é ( 16),
que l'on a successivement

2 1 <- .ï.2» • . - , |,7^ | <. ï n ,Jl 1 < Yl , lj2l< Y2,

Zt <; Zi, | z^ | << Z^,^ | <^ LÎ^ ' • • f \ ̂ fl. | <^ ^t/ly9
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en f a i s a n t tou jours correspondre à u n po in t œ- du chemin L la valeur
de s qui mesure la d i s t ance de ce po in t à Forigine, comptée sur le
chemin L lu i -même. Par conséquen t , an point X, les modules des inté-
grales y et z seront inférieurs aux valeurs que prennent les intégrales Y
et Z du, système auxiliaire ( i 8) pour la valeur s == S. '

I I est c lair que la règle précédente compor t e u n e asse% grande indé-
t e rmina t ion ; t o n t e s les ibis que cela sera possible, on p rendra na tu-
re l l ement la l i g n e d r o i t e pou r le c h e m i n L. Le nombre À a y a n t la
m è m e s i g n i fi ça t i o n q d 'au p a ra g ra ] )h e p r é c é d e n t, si M d é s i g n e u n
nombre p o s i t i f s u p é r i e u r au m o d u l e des c o e f f i c i e n t s a, 6, c, a, , f^,c^
dans le d o m a i n e (ô;ç, on pour ra prendre pour système a u x i l i a i r e le
système

l ^ - ^ M f Y ^ Z + r ) ,} as
t Q \ / )

\ ̂  ; = M ( Y + - / 4 - i ) ;

les i n t ég ra l e s (le ce système q u i sont n u l l e s pour s ==. o sont dans ce-
cas

Y:=Z=^i^- - -S.

Par c o n s é q u e n t , en un point (fueleonque de (0^,, les modules des inté-
grales y et ^ du sys tème 04) q111 sont n u l l e s pour x == o sont infé-
r i eu r s ii

Après ces remarques , i l est bien f a c i l e d'étendre aux variables
complexes la d é m o n s t r a t i o n du théorème de M. Poincaré, en généra-
l i s a n t le procédé employé p o u r les var iables réelles.

10 . Soit

( î ( ) )
^ =/(.r,y,^À,^),

^ r:.-/i(;r,j,^,'Â,^)

u n système de d e u x é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s du premier ordre, don t
Jrf.n. l Ï f ' . !\'(n'm., ( 3 ) , K X I I I — OCTOISRE 1906. ^
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les seconds membres / et /< sont des fonct ions holomorphes des
variables x, y, s, À, [j., lorsque la variable x décr i t un domaine sim-
plement connexe (D^., comprenant l 'o r ig ine , pou rvu que les modules
dey, z, À, a ne dépassent pas certaines l imites. On suppose de p lus
que l'on a ident iquement

f(x, o, o, o, o) ==. o, j\ (;y, o, o, o, o ) "=: o,

de sorte que, pour les valeurs \ == [M == o des paramètres, le sys-
tème (19) admet les intégrales par t icul ières y -= o, s -= o. Pour des
valeurs de ces paramètres de modules assez pet i t s , les é q u a t i o n s ( ( ( ) )
admettent des intégrales s ' annulan t pour x == o, et l'on peut se pro-
poser de développer ces intégrales su ivant les puissances croissantes
des paramètres À et jx.

Observons d'abord que les f o n c t i o n s f et f^ peuvent être déve-
loppées en séries en t i è res ordonnées s u i v a n t les puissances de y,
z. À, p.,

( / =: a y -h hz + CÀ -4- d[M + . . . -h pa^V^'^^^' 4-. . .,

| /(= a^y + ̂ i c + c,i}. -h ^1^. •4~. . .•+^/apy^J^^^.^^4-'. . .,

d o n t les coelÏicients a, a^ h, h,, c, c^ d, d^ . . . , pr^fi^ <7apy8. ^»on t des
fonc t ions liolomorphes de la var iab le x dans (6^., et ces séries sont
convergentes pourvu que l 'on a i t

I j l^jo» M:̂ .p l^l^.^ l^l^o»

^, ,3^, À(p [j-,} étant des nombres pos i t i f s dé terminés , que l l e que soit
la valeur de x dans a)^..

Si les intégrales cherchées, qu i sont n u l l e s pour x == o, sont déve-
loppables suivant les puissances de A et de y.,

( y := ^(,, }. -h 9,,, ̂  -h ... 4- ̂  y//^).^ 4- . . . ,
(9-1)

| ,S = ̂ ,, "/ + ̂ ,,, ̂  -..h . . . 4- ̂  ̂ mn^1^11 4- . . . ,

les coe f ï i c i en t s o,^ et ^w^ sont des f o n c t i o n s de la va r i ab l e x^ s ' annu-
lan t pour x r= o^ que l'on pon t dé te rminer de p roi"; lie en proche par
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l ' in tégra t ion d ' équa t i ons d i f fé ren t ie l les l inéa i res . En effet, si l 'on
subs t i tue les développeiïients précédents à la place de y et (le ^?, dans
les équa t ions (19), on a de part et d 'autre des séries ent ières en A
et p. qu i d o i v e n t être i d e n t i q u e s . En égalant les coeff ic ients de X
et de p-, nous avons d'abord les re la t ions

</9i,i
~(U a 9 i o + /^i<> 4" '"•»

( ̂  •= a, 9,0 4-^10-4-c, ,

^9()1 4- ^'•^01 4- ^A

— l f l ==i ^i 9 < > j 4- ^1 '-poi +- ̂ i ^
(:/./'

les i n t ég ra l e s de ces deux systèmes d ' é q u a t i o n s l inéai res , qu i sont
n u l l e s p o u r . r==o, sont holornorphes dans le domaine s imp lemen t
connexe (0^, p u i s q u e les f o n c t i o n s a, &, c, d, ci^ 6,, <^, d^ sont par
hypotl iese ludomorphes dans ce' domaine . D'une f açon générale les
deux ( o n c t i o n s o,//,/ et f^,/, q u i d o i v e n t être n u l l e s p o u r ^ ^ o , sont
d é t e r m i n é e s par le sys tème des deux é q u a t i o n s l inéaires

1 ^^inn , t
\ ——-- -:= ^Cû///^ -f- ^//,« -+- ^,

1 (Lf
W) / ,j ^A^.,,, , ,| -^ -= </i 9^/,+ (^1 ^/ / / / /+ / / i ,

u et ^^ é tan t deux p o l y n ô m e s en t ie rs par rapport aux coelÏlcients des
séries (20) et des f o n c t i o n s ^//, et 4^/c P^ir lesquel les on a ^ ^ m ,
k < ^ r t . On vo i t donc, en r a i s o n n a n t de proche en proche, que tou tes
les f o n c t i o n s ^ et ^ a i n s i dé t e rminées sont ludomorphes dans (D^; les
séries ent ières ( '21) , q u e l 'on ob t i en t en procédant de cette façon,
sa t i s font f o r m e l l e m e n t a u x é q u a t i o n s (19), et tous les coefficients
sont n u l s pour .x' == o.

L'hvpothése q u e le doma ine (0^ ^l s implement connexe est essen-
t i e l l e . En edet, si (ô^ se c o m p o s a i t par exemple d'une région annu-
laire comprise en t r e d e u x courbes fermées , dont l 'une est in té r ieure
à l ' au t r e , les in t ég ra le s des sys tèmes d ' é q u a t i o n s l inéaires que l'on a
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à considérer ne seraient pas fo rcémen t holomorphes dans ce domaine .
Mais on pourrait général iser le r a i sonnement en supposan t que le
domaine (D^ se compose d 'une po r t i on s implement connexe d 'une
surface de Riemann à plusieurs feui l le ts .

11. Il reste maintenant à démontrer la convergence de ces déve-
loppements (21), pour des valeurs des paramétres À et u^ de modu les
assez petits. Pour fixer les idées, soit X. un p o i n t q u e l c o n q u e du
domaine (D^, et soit L un chemin de longueur S jo ignant l 'or igine
au poin t X, et situé tout en t i e r dans Je);/;. Lorsque la v a r i a b l e x décr i t
ce chemin L, les coefficients a, a, , /;, & , , .. ., /^pyô, <7a^» - . . sont des
fonc t ions de l'arc .y compté à part ir de l ' o r ig ine* Dés ignons par

A, A i , B, Bi, . . . , Papy^» Qapy^y

des fonc t ions con t inues , réelles et pos i t ives , de la var iable réelle s,
dans l ' in terval le (o. S;, te l les que l 'on ai t , p o u r une v a l e u r que l -
conque de ,y, entre o et S,

(^5) |a|<A, | A | < B , .... |/^yo|<Pa^ | ̂ ?y5 | < Qa{^ --

Considérons le système d'équations différentielles auxiliaires

dY
ds ^(^Y,///^)

= A Y + BZ ~ f -CÀ -4-1)/J. +.. .4-Papy5YaXP/.ï^4-.. . ,
(26)

=F,(^,Y,Z,}^)

: Ai Y -+- B i % -4- Ci 1 "h I)i ̂  4- . . . -h Q^yî Y^ZP/J^5 -h... ;

où la variable i n d é p e n d a n t e s est supposée réelle et comprise entre o
et S et ,-sans nous préoccuper d'abord de la convergence , cherchons
à développer, su ivant les puissances de \ et de p-, les intégrales de ce
système qui sont. nu l les pour s === o,

(^7)
i Y =: <I>ioÀ + <î>,,^. 4- . . . "h ̂  ̂ /^^ 4" . . . ,

( Z =•Vlo}.+¥,^-h...+^»F,/,A/-^+....
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Les fonc l ions <Ï>^ et M^,, q u i do iven t être nu l l es pour s == o, sont
déterminées par des systèmes d'équations l inéaires, tout pareils aux
systèmes (22), (23), (^s),

^l>,
-=A<l>,o -l-B¥,o -+-C,

=Ai<t>,o -+-B,W,o ^-C,,

==A<l><n -t-B^H 4-1),

(^y

W

dx

dW,
ds

^ < I > < > ,
ds

rW,
•:==A.<Ï>o, -h B ̂ F<n +8)1 ,

ds

d^,,,n ==A<D,^ +B»F,,^ +t,J,

r/W
^^^A^^.-hl^^.+U.,

[J et Ui é t a n t d e u x p o l y n ô m e s qu i se d é d u i s e n t des polynômes / / , / z , ,
en y remplaçant les coefr ic ients des séries (20) par les coefficients
correspondants des séries (26), et les fonc t ions cp^ et ̂  par les fonc-
tions <!>//, et'^F//.,.

D'après u n r é s u l t a t a n t é r i e u r ( n ° 7 ) , les intégrales du système (22)',
qui sont n u l l e s p o u r , y :== o, sont p o s i t i v e s dans tou t l ' in te rva l le (o, S)
et, en un p o i n t que l conque de cet i n t e r v a l l e , on a

901 K^ui, i^,i|<y<,i,
les valeurs des fonctions ^o, et '^^ étaat prises au point x du chemin L
à une distance .y de l'origine. En faisant correspondre de cette façon
les points do la ligne L et les valeurs réelles de la variable.? comprises
entre o et S, on a aussi

| Plol -^ lO, | '^0| ^I^O,

et, d 'une façon générale,

W p/À-K^/o l '^l ̂ ï^.

Si l 'on suppose en e f ï e t ces inégal i tés démontrées lorsque l'on a

/<; m, k << n,
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il s'ensuit que l'on a, dans les équat ions (24)',

| if'\ < U, 1 ^ | < U i ,

et par suite les inégalités subsistent pour i=m, k=n. Donc elles
sont générales.

Si donc les séries ( 27 ) sont convergentes dans tout l 'intervalle (o, S),
lorsque les modules des paramètres "X, [j. ne dépassent pas certaines
limites, il en sera de même des séries (21) tout le long de la l igne L,
pour les mêmes valeurs des paramètres À et p,.

12. Le reste de la démonstra t ion s'achève bien aisément, comme
dans le cas d'une variable réelle. Soit M u n e l imi te supérieure du
module des fonctions /' et / lorsque la variable y décrit le do-
ma ine (Da;, et que les modules des variables y, z. À, p. ne dépassent
pas un nombre posi t i f p. La fonct ion

M(j .....t-j; ̂  ̂ LJll̂ l

y "h -= 4-- 7. +• {M,_ ^

est majorante pou r les fond ions f et j\ r e l a t ivemen t aux variables y,
s, À, [j-, quel le que soit la valeur de;r dans le domaine (©.y, et il en est,
de même, a plus forte raison, de la fonction

_ /• y ̂  ^ 4.. }, ...(... f / ,
M (j- 4. z ̂  ^ 4-. p ) ^ i ̂  Z————————L }

y 4-. ^ -,{.- ^ _.,p ^
j __ ^

Si l'on développe cette fonc t ion s u i v a n t , les puissances de y, s, X, a,
le coefficient d 'un terme quelconque est un nombre positif q u i est
supér ieur au module des deux coeff ic ients correspondants des deux
séries/et: /i.

Cela é tant , prenons pour système auxil iaire (26) le système
.,,..., r, -, . / 'Y 4"Z -+-X-+- [3\

. r . ^ ̂  M ̂  ill 1^1{^ '~T~^ .
^ y ) ^ ^ ^ _ _ -. - - y ^"7 4..̂ ;:.,̂  1 "•• ^

s ^^ ______»^<-«.̂ __^»««__L-»
0

les inégalités (2^)) sont vérifiées quel que soit le chemin L. Si donc
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nous démont rons que les intégrales du système (26)', qui sont nul les
pour .? = o, sont développables en séries entières ordonnées suivan t
les puissances de À et de p,, et que ces séries entières sont conver-
gentes pour toutes les va leurs posit ives de s inférieures à un nombre A ,
ayant le même sens que p lus haut (n° 8), pourvu que l'on ait

P>|<-^ \p-\<-n,

Y] étant un nombre p o s i t i f , les séries (21) seront convergentes d a n s
tout le domaine cô.^, lo rsque X et [JL sat isfont à la c o n d i t i o n précédente.

En t enan t compte des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s , et en posant

Y -h Z -+- ?. -t- ^ •= p t,

le système (^Gy se réduit à l 'équation unique

dt _ 2 M. t( 1-1- t}
'ds ~ 7 ~ / . 5

avec la condition initiale

}. -1-- [j.t =z -——L pour .s- == o.
P

L'équa t ion précédente peut s 'écrire

(II, 9.dt ^, ,2 M ds.
i t -h ï

et Finlégralo cherchée est fournie par l'équation

i r // " -r r p^^ 1 1 -M.^[^TY, -i-[^^^^^ÀmsJ
0 U

(^9) t = z a ( t - } - ï ) ' 2 ,

en posant pour abréger

- £i2-t̂ 2-̂
a - (p^7.^^)2 '

L'équat ion f2()) admet u n e racine q u i s ' annule pour a = = o , et,
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d'après la théorie de l ' équat ion de Lagrange, cette racine est une
fonction holomorphe de a lo rsque l'on a | a << 7, car on a

quand on fait décrire à la variable / le cercle t == i. Soi t r j un nombre
posit if tel que l'on ait

(3û) 8p£e^A< (p + 2£)2 , pÛUr £ < Y Î ;

on aura cer ta inement ( a <^ y? si l 'on a à la fo i s

•y=A, |À |<r j , | ^ [<y^

et par s u i t e les développements des in tégra les du système (2(>y sui-
van t les puissances de A et de \j. seront convergents pour ces va leurs
de .y, X, (x.

Les séries entières (21) sont donc convergentes dans tout le
domaine (fô^ pourvu que les modules des paramèt res À et ;x soient
in fé r ieurs au nombre pos i t i f Y],

II résulte d 'a i l l eurs de la démons t ra t ion morne que ces séries sont
uniformérnenf cowerg'entes dans o^;. Comme t o u s les termes sont des
fonc t ions holomorphe s, les sommes de ces deux séries sont elles-
mêmes dos fonc t ions ho lomorphcs de x d a n s le même domaine , et
l'on peut énoncer le théorème s u i v a n t :

THÉORÈME IV. — Les inté^raleff des équations (îC)\ qui s annulent
pour x == o, sont des fonctions holomorphes des variables x, À, p-,
lorsque la variable x décrit le domaine 'Dr? et que les modules des
variables À, p- restent Inférieurs à un nombre positif T], convenable-
ment choisi.

13. La démons t ra t ion précédente n'est que l 'extension au domaine
complexe de la démons t r a t i on donnée par M. Poincaré pour le cas des
var iables réelles. On pourra i t é tab l i r le même théorème par u n e
autre méthode, don t nous nous servirons souven t d a n s la suite,
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et qui offre une appl icat ion do la représentation conforme. Nous
pouvons en eHet ramener le cas où le domaine cfâ^. est un domaine
simplement: connexe de fo rme quelconque au cas où ce domaine est
un cercle. Soit

^ - = ^ ( . v ' )

une fonct ion analyt ique permettant d'effectuer la représentation
conforme d'un cercle de centre x' -= o sur le domaine (ô^, de façon
que le poinî ,:r===n corresponde a l'origine x •== o. La dérivée ^(-^/)
est une fonction holomorphe dans le même cercle.

Or, en faisant, dans les équat ions (i;)). le changement de var iable

^-^(^), on doit remplacer ̂  et ̂  par ^^ et ̂ ^ respec-

t ivement , et les équations CK)) sont remplacées par des équat ions de
même forme où le domaine o\/. est un cercle de rayon /• décrit de Péri-
^•ine pour centre.

Pour ne pas multiplier les n o t a t i o n s , nous supposerons qu'on a
d'abord edectué cet te (ranslormal ion.

La proposi t ion que nous vou lons établir peut alors s'énoncer ainsi :

Soic^/l /, /', (le^ fonctions liolornorphes des variables ,r, y, s. A, [M
pour les valeurs de. ces r c i r i a l ^ l e s f/iu salis font aux conchuons

M=^ | y l - p » 1 ^ 1 ; : p. 1 ^ 1 = p . 1 ^ 1 = p .

el. qui s annulent identiquement pour y == z === A == a === o. A tout nombre
p o s i f i / 0 inférieur à un, on peut fcure correspondre un autre nombre
posiuj Y] tel (nie les intégrales dit système ( i (^ (fin sont nulles pour .x -= o
soient des fond ion s holoinorphes ae x. A, [M dans le domaine défini par
les inégalités

: O / - , | A | < n, \^\ <'n-

Les équat ions C K ) ) p( kuvent être considérées comme un système
d'équations aux dérivées par t ie l les définissant deux fonct ions y et z
des variables ^, A, ^ Les intégrales de ce système qui se réduisent
a zéro pour ^ == o sont des fonctions holomorphes de œ. A, a. dans le
voisina^ des valeurs x - o, À = o, ^ - <s et peuvent être repré-
sentées par des séries enUeres en ^, A, \^ dont tous les coefficients se

58
.-/////. Ar. /V/,rw., ( 3 ) , XXI I I . — OC'KHIIIE 1906.
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d é d u i s e n t des coefficients des séries e n t i è r e s /' e(: /, par les seules
opéra t ions d ' a d d i t i o n et de m u l t i p l i c a t i o n . Pour avoi r u n e l i m i t e i n f é -
r ieure du d o m a i n e de convergence de ces séries entières, on peut
donc remplacer/et/ , par des f o n c t i o n s majorantes . Comme ces deux
f o n c t i o n s s ' annu len t quel que soit ^', pour y -=--= z = À = u, =-= o. on
peut prendre pour fonc t i on majoran te u n e expression de la forme

y .4. ^ +. ^ ..^ p. '1.
"M (y 4- ^ -4--^ -h ̂ ) ( l -4-

y+.5 4" À -+• fJt.'

et les séries entières q u i représenten t , les i n t é g r a l e s cherchées sont
sûrement convergentes dans le même d o m a i n e que les séries q u i
représen ten t les in tégra les d u système a u x i l i a i r e

dy _ (h
(Ïx (L'r

M ( y 4- ^ -t- ï -i- [J- ] ^ ^ y •.-T- ^ - hÂ . - } - ^ ^
\, """ •-•-••••"•""---••---y1'1-'111-1'11-1'
^7,4.,,^,p/;',:,i::^1,

P / /

q u i s ' a n n u l e n t pour x . ••••-' < > . En posant comme p l u s h a u t

y 4,.., ,5 +,}.+ ^=,p^

la recherche de ces intégrales r e v i e n t a l ' in tégra t ion de l ' équa t ion
u n i q u e

- > • dt ^ 2 •^t ( ^ ^- 0(.,., ^ „_ _,

(——r)^-^
OU

'A M dx

avec la c o n d i t i o n i n i t i a l e / — -—'' pour x ^ o . Cette intégrale est
racine de l 'équat ion

/ ^^±^\^^.rL(.^^pîi+(A+^.) îJ \ /•(^+: r ) 2
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que l'on peut aussi écrire

(33) t=cy.(t~}-î)\

en ?osant
J^L±L^L_ f i — Ï '

?'-+- ( A -+-/J.}2 Y / • /

> - - 2 M / -^-^-^r^^•A '•/
On voit coînine ail numéro précédent que la racine qui s'annule

pour a =-= o est une f o n c t i o n holomorphe de a tant que le module de a

reste inférieur a 7- Or, lorsque le module de ;r est plus pet i t que 0/\

le module do i-—'-; est compris entre i — 0 et i-h 0, et le module
r' • -^M / l

de ( \ — ~\ est plus peti t que (i — Q^"-2^'. Soit Y] un nombre

positif t e l que l'on ait

(3/i) R p £ ( i — ̂ r^'^"': p 2 — ^e\ j )0 ( i r £ < -^.

Si l'on a a la fo is

| •/' | < Or, I À | < r^ /^ | < rj,

le module de/ a est in fé r ieur à -7? et les intégrales du système auxi"
f, t..) v

liaii^1 sont certainenK1 !»! des fonc t ions holomorphes de *r, À, u., dans
le domaine défini par les inégal i tés précéd<Mites. 1 1 en est de même,
a j o r l u H ' i , des in tégra les du système ( ï<)^ €(» qui prouve l'exaclitude
du lemme énoncé.

Si n o us c o n s i d é r ( ) n s î r i a i n ( e n a n t un d o m a i n e s i m p ] e ni e n t c o n -
rn^xe Or)^., l imité par une courbe fermée de fo rme quelconque, quand
on rapplique conformément sur un cercle C de rayon /', tout do-
maine a\. intér ieur à a)./, et n'ayant aucun point commun avec la
frontière de a) .̂ est appl ique sur un domaine intérieur a (in cercle (7
concentr ique a C et, de ravon inférieur à /'. Comme toute fonc t ion
holomorphe dans le cercle C se change, par la transformation in-
verse, en une fonct ion holomorphe dans un domaine qui com-
prend (fr\., ou est conduil a la proposit ion snivanle :

/l loîU domaine (0^., in! e rieur à a) a;, ( ^ 1 1 peul associer un nombic posiLij r\
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tel que les intégrales du système (\ ()), qui sont nulles pour x == o, soient
des fonctions holomorphes ries variables ^', X, [x, lorsc/ue Ici variable x
décrit le domaine o .̂, pourvu que. \ \ et \ (x [ restent inférieur à Y).

Ce nouvel énoncé est év idc in inen t u n pou i n o i n s précis q u e le
premier (n° 12), mais la démonst ra t ion peut être é t e n d u e , comme
nous le verrons, aux équat ions aux dérivées part iel les.

1.4. Il est clair que les deux démonstrations s'appliquent, quels que
soient le nombre des équations d i f férent ie l les et le nombre des para-
métres. Une autre extension nous sera utile pour la su i t e .

Au lieu de supposer, comme nous l'avons f a i t jusqu'ici, que les
coefficients des séries ('20) ne dépendent que de la var iable /r, on
peut supposer que ces coellicienis dépendent en outre de i paramétres
u^ u^ ..., ///• et sont des fonctions holomorphes des ( / 4- i) variables
•r, // , , u.^, ..., U{, lorsque 'r décrit le domaine a .̂, et que le sys-
tème (u^ u^, ..., ui) reste dans un cer ta in domaine de variabi l i té ro«.
Les autres hypothèses relatives a la convergence des séries ( 20 ) étant
conservées, si Fon reprend par exemple la première démonstration,
les coef f ic ients <p^ et '\>^ des séries ( 2 1 " ) sont déterminés par des
équations linéaires dont les coellicients sont holomorphes dans les
domaines précédents: les intégrales de ces équations qui s 'annulent
pour x == o sont des fonctions holomorphes des var iables <r, //.,,
/^, ..., ̂  dans les mêmes domaines ( n° 1 1 ) . Le reste de la démon-
stration s'achève de la même façon et l'on voit que les intégrales des
équations ( i [ ) ) ^ c/(^i sont nulles pour x — o, so/it des fonctions holo-
morphes de x, u^ a^, .. , ///, dans les /né m es domaines (fue les coeffi-
cients des séries (20), pourvu (/ne les modales des paramétres \ A | et \ y.
restent inféf'ieuis a un nombre positif' '^ convenalde/nent choisi.

/{emarque. — Cette p ropos i t ion peu t être regardée comme u n e pre-
mière extension du (héorenH1 de M. Poincaré aux équa t i ons aux
dérivées partielles, car on peu t cons idérer les é q u a t i o n s ( ï < ) ) comme
u n système d 'équat ions aux dér ivées part iel les , les v a r i a b l e s indépen-
dantes é t an t x, u^ u^, . . . , u / ; m a i s ce ne sont là que des équa t ions
aux dérivées partielles d ' une forme très p a r t i c u l i è r e , p u i s q u e les
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dérivées p a r t i e l l e s par r appor t aux var iables u^ / / ^ , . . . , ///• n'y f igurent:
pas^

1 5 . Le théorème précédent permet en part icul ier d'étudier les inté-
grales infiniment vois ines d'un système d'intégrales connues. Soit

(3, ï ) ^/,(./,y,,,,..,^), ^=/, ,„ ^^,
d.r ' v a,r " a,r

un système d'équations dil lerentiel les dont on conna î t nn système
particulier d'intégrales

v i -= 91 (' .r ), y, -l:l::: 9^ (,/• '), . . ., y,,~=:.^^(x').

On ( K U i t . sdp |>oser < ( u e l 'on a ^ / ( ^ v ) == o, car i l s u f l i l de poser
Y{= 9 / ( ' ^ ) 4-' ^/ I^^111 ' être r amené à u n sys tème d ' é q u a t i o n s d i f féren-
t i e l l e s a d m e t t a n t le sys tème d ' in tés ' ra les

Supposons (ine l'on ait f a i t au préalable cette transformation, de
façon ( jue, si l'on développe les (onc t i ons /i, /^, . . . , / / / suivant les
puissances de y,, y.», ..., y,/, il n'v a i t dans le développement aucun
terme indépendant de y,, y^, ..., y,,. Nous supposerons de plus que
tous les coel ï ic ients de ce développement sont des fonc t ions holo"
morpliies de :v dans le voisinage de la valeur .r == o, et que les déve-
loppements sont convergents lorsque la variable .z" reste dans un
domaine (0^. simplement connexe, renfermant l'origine, pourvu que les
modules de y^ , y^, .... j//, ne dépassent pas certaines limites posi-
tives. Pour étudier les intégrales du système (3:')) qui pour ^==0
prennent les valeurs A,, 7^, ..., À,/, on peut poser y^==À^+Y^
(?,==== i, '}.,. .., n ) et étudier les intégrales du nouveau système

(35 )' ^ r-:1 F,(^, Yi, Y,, . .., Y// , /i, ).a, . . ., A/,) (<= i, 2, . .., n),

q u i sont r i u l l e s pour ..v == o. D'après le théorème général précédent,
ces in tégra les sont des ( o n c t i o n s holomorphes de x dans tout
le d o m a i n e o)^ p o u r v u q u e les m o d u l e s des valeurs in i t i a les À , ,
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7^, . . . , À/^ s o i e n t i n fé r i eu r s à u n nombre /^,9/ if c o n v e n a b l e Y). Ces
intégrales peuvent être développées en séries e n t i è r e s o rdonnées
su ivant les puissances de A ( , À^, . . . , 7^, et convergentes pour t o u t e
valeur de x pr ise dans (ù^. p o u r v u que l'on ai l ,

| ^i | ̂ -/), . . ., 7.,, | ̂ Y ) .

16. Pour mon t re r l ' a p p l i c a t i o n aux é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s du
théorème de M. Poincaré sous sa forme généra le d u n0 1 4 , n o u s étu-
dierons d'abord un système très s imple . Soit

( 36 ) ^ -=r. z F ( x, y , z \ ^ =: :; <!> ( .̂  r, .- )

un système de d e u x é q u a l i o n s d i f f é r e n t i e l l e s ou les f o n c t i o n s F et <I>
sont ho lomorphes lo rsque les va r i ab l e s /r et y d é c r i v e n t respect i -
vemen t dans leurs p l a n s deux doma ines ( P ^ . et (0^, d o n t le p r emie r est
s i m p l e m e n t connexe , p o u r v u que le m o d u l e do ^ ne dépasse pas un
nombre p o s i t i f / / . Ce système a d m e t u n e f a m i l l e d ' i n t é g r a l e s d é p e n »
dant d ' u n e c o n s t a n t e arbi t ra i re , q u i sont c o n n u e s i m m é d i a t e m e n t ,

z == o, y =-: cou s t.

Nous nous proposons d ' é t u d i e r les systèmes d ' in tégrales i n f i n i m e n t
vois ins de celui- là . On suppose t o u j o u r s q u e le d o m a i n e dr\,. r en fe rme
l 'or ig ine ; y^ é t a n t n n e v a l e u r q u e l c o n q u e de j dans (i^, et À u n
nombre de m o d u l e i n f é r i e u r à A, on peu t se proposer de développer
s u i v a n t les pu issances de A les in tégra les q u i , pour a; = - o, p r e n n e n t
les valeurs i n i t i a l e s y ==y^, z == A. Posons, dans les é q u a t i o n s (36 ),
y ==yo -+- Y, ^ ==•• À -+- Z, elles d e v i e n n e n t

f __ ̂  (% + / ) |^( ,r, y, + Y, À + Z ),(36)/ d/
\ ̂  .-,: ( Z + A ) <1» ( .z-, y, 4- Y, A -"h Z ),

Soit (0^. u n doma ine q u e l c o n q u e i n t é r i e u r à a\-. D'après les hypo-
thèses q u i oui été f a i t e s sur les l ' onc l i ons F et <I>, les seconds membres
des nouve l l e s équat ions sontdes fonc t ions l iolomorphes des var iab les / r ,
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Y(,, Y, Z, A, lorsque oc cl, y,» décriveni respectivement les domaines co^.
e toy , pourvu que les modules des variables Y, Z, À soient inférieurs
à lin nombre positif p. On peut donc développer ces seconds membres
en séries ent ières ordonnées suivant les puissances de Y, Z, À dont les
coe(Ï ic ien(s sont des fondions bolomorphes des variables x, y^ dans
les domaines a .̂, o^. Par suite, les intégrales du système (36)', qui
s'annulent pour.z- —=. o, sont des fondions bolomorphes des variables
,r, y,? A, lorsque les variables x et y,, décrivent respect ivement les
domaines (O/., (t\., et que le module de A reste inférieur à un nombre
positif T]; résultat que l'on peut encore énoncer ainsi :

THEOKÈME V. — /I tout domaine f 0 - . intérieur à a) ,̂, on peut faire corres-
pondre un nombre p o s i t i f r\ tel (/ne (es intégra les du système (36) qui
prenne/)/ /es valeurs y •=-= ro, s == À, pour x == o, soient des fonctions
holomorp/ies (tes variables .r, y,p À, lorsque /es variables x, y^ décrivent
respectivement les domaines (0^. et (P.. et (fue (e module de A re^'le inférieur
à Y].

Ce nouveau théorème est évidemment plus étendu que le résultat
rappelé au n° 1 5 , puisque le module de jo n'est pas assujetti à rester
voisin de zéro.

Les intégrales peuvent être développées en séries entières ordonnées
suivant les puissances de A,

(37)
( y = yy + A 91 ( .r, y,. ) -h "A2 9^ ( a;, fo ) •

1 z —- À 'pi ( y, y, ) + À2 ̂  ( j;, jo )

où les fondions ̂  et r^/, sont des fondions bolomorphes de x et de.y»
dans les domaines (^ et a^-. Toutes les fondions y^ et ^/c (/c>r)
doivent être nulles pour / r==o, et la (onction ^ se réduit à l'unité
pour/r == ' » . On détermine encore ces fonctions de proche en proche
en substi tuant les développements précédents dans les équations (36),
les seconds membres de ces équations étant d'abord développés sui-
vant les puissances de y —jo et de z, et l'on égale les coefficients des
mêmes puissances de A dans les deux membres; ce qui conduit évi-
demment a des systèmes d'équations différentielles linéaires dont les
coeff icients sont des fonctions holomorphes de/^ et de yo.
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1 7 . Si l'on regarde pour un momenLr, y, ^ comme les coordonnées
d'un point dans l'espace, les équations (37) représentent nne courbe
passant par le point de coordonnées -r ==-• o. r =-= ;T(), s = À, et le lien
de cette courbe, quand on Fait varier y,^ est une s u r f a c e dont on aura
l'équation en ('diminant ;Y() entre les équations (37) . Pour f a i r e * cette
élimination, remarquons qu'on peut écrire ces équations

( 3; b LS- ) y = j ', + À 1 * ( .r, y,,, A ), z =: A Q ( ,r, j«, À ),

les fonctions P(.r, ^y<p A) , QC.z',^,,/^ é tan t bolomorpbes dans les
domaines qui ont été définis tou t a l'heure. La première dev ien t , en
posant y == y<, +• u.

(38) ( f •=A I^.r^r— ^, / ) ,

et le second tn(Mt)l)re est une (onct ion Indonnorplu1 des quatre
variables /r, y, A, // lorsque -r décrit le domaine a\., et y un nouveau
domaine quelconque (0^. intérieur a a^., ) )ourvn (j iK1 le module de ^
reste inférieur a un nombre posi t i f convenab le p, le module de A res-
tant plus petit que •/;, D'après le tbéorénHî général ( n0 1), l'équa-
tion (38) admet une racine s'annulant avec A,

n. =/. H (.r, J,Â),

qui est une fonction holomorphe de .T, jet de À lorsque les variables ;r
e t j décrivent respectivement les domaines (Q^ et (0', pourvu qm? le
module de A ne dépasse pas un nombre posit i f ïj'' T]. On peut même
prendre ce nombre ~r( assez petit pour que le module de u reste infé-
rieur ;i p, de façon que, lorsque y décrit le domaine oÇ la variable
j(, =. y—u reste dans le domaine (0^. En remplaçant mainîenant 7(,
par y — u dans l'expression do 5, on obtient Péquation de la surface
che reliée

(^ ^ = ̂  l'I,^^- - A R(.^y, ).;, ÀJ ̂  ). ̂ [j',f, '/.),

et ia fonction a'(/r,;y,A) est l)olomor|)lie lorsque les variables ^ et y
décrivent respectivement les domaines n^ et o)^, le moduie de A ne
dépassant pas le nombre positif Y]'.
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18. Ceci s ' appl ique en par t icu l ie r aux équa t ions linéaires aux
dérivées partielles de la forme

(4o) -^ =:^/(.z-,y, z)-^ -+- ^9(;r,y,5),

les fonctions y" et ^ étant des fonctions holomorphes des variables .r,
y, ^ dans les mornes domaines que les fonctions F et C^. On connaît ,
a priori, une intégrale ^ = = o ; i l en existe une infinité d'autres, qui
sont inf iniment voisines de celle-là et qui sontholomorphes lorsque^'
et y décrivent respect ivement les deux domaines CO^ et (0^, (fiy étant
intérieur a ( \ r ) y . Cherchons par exemple l'intégrale se réduisant à une
constante donnée A pour la valeur particulière / x *==o , dans le
domaine ro^. Cette intégrale est le lieu des caractér ist iques de l'équa-
tion f/i°) issues des di f férents points de la li^ne droite

or ces ca r ac t é r i s t i ques son t les in tégra les du système d 'équations
d i f l e r e n t i e l l e s

^-:::-./r^j,.), ^:-=.^,r,^

et nous venons de voir que la surface engendrée par les intégrales qui
correspondent aux valeurs ini t iales

^-=o, y ^ - y ^ z-==^,
q u a n d on ( a i t var ier jo, est représentée par une équat ion

^A^(.r,./,Â),

où la fonction O'(^,,y, A^ est holomorplie dans cô^ et CQy, pourvu que | À |
soit assez |)etit.

Plus généralement, posons, dans l'équation (4o),

^ = ^ ( y ) Z ,

^( Y ) é t a n t urH 1 f o n c t i o n ho lomorphe dans co^. La nouvelle équation

^=z|/(^y^.%; 'H,;')^-::/J/(.r,y^.Z; ^ ( y ) ^ + ^ ( y ) Z \ +9(^,7,^.%)

Ànn. K< . Ao/'m , (3) , XXlll. -— O<;TOIÎIIE i()o6. ^
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est de même forme que l 'équation ( 4 < > ) ; l ' intégrale q u i se r édu i t à une
constante donnée X pour x = o est donc holomorphe dans les
domaines co^ et (ô^., pourvu que [ À soit assez p e t i t . Il en est donc
de même de l'intégrale de l 'équation (4o) qui se r édu i t à X®(y)
pour x = o.

Exemple. — Soit l'équation

(4 ' l ) p-+-qz=:z2;

les équat ions d i f f é r e n t i e l l e s des caractéristiques sont ici

d! — î ~ 2^ ^ ^ """" " y

et les intégrales q u i , pour ^ = = 0 , ont les valeurs i n i t i a l e s y = Vo,
^ == ?^(p(j^) sont données par les fo rmules

i y=.r(,-Lo^[i~}..-r9(y,y],

(^) ,̂ «Ali.M .̂
f " — i~»?,,r9(yj*

Supposons que les variables x et y^ restent dans des cercles de
rayons R et R' décrits de l 'or ig ine pour centre dans les plans de ces
deux var iables respect ivement . La f o n c t i o n ^ ( y ) é tant supposée holo-
morphe dans le cercle de rayon IV, soit m une l i m i t e supérieure du
modu le de ^(y) dans ce d o m a i n e . Soit K un nombre pos i t i f i n f é r i e u r
à l ' u n i t é ; les formules^) m o n t r e n t b i e n , c o n f o r m é m e n t à la théorie
générale, que y et s sont des fonct ions holomorphes des variables x,
jo et A pourvu que l ' on ai t

E T \< R 1 'v 1 ""' "R/ 1 "? i <|^|=,U, | jo| .K, |A|,^.

On, aura l ' intégrale de l 'équation (41) qu i se rédui t à ^p(y)
pour x == o en é l i m i n a n t jy entre les deux équa t ions (42). On tire de
la dernière

^(.Vo l 4- xz
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et, en portant cette valeur de ~k y(jo) dans la première équat ion, on a

j,:=y--Log(l -(-.^);

l'intégrale cherchée sat isfait donc à la relation

.„ ^cp[r—Log:( i-4-^;) ]^ — ———,———-—————————————-^ ^ ̂  ( y y z M.
i — À ^ ' y l ) ' — B . o ^ - ( i -t- xz)\ ' J 9 '

La fonct ion y[y-—Log(i-+-.rs) '] est u n e f o n c t i o n holomorphe
de oc, y, ^, lorsque les modu le s de ces variables satisfont aux iné-
galités

MÈIÎ, l.r ^R'-e, M</z,

s é tan t u n nombre posi t i f i n f é r i e u r à IV, et h u n nombre posi t i f quTI
serait f a c i l e de préciser; si de p lus le modu le de A est i n f é r i e u r à K,
on voit que la fonc t ion ^(oc, y, ^ , À ) est bolomorphe dans le domaine
précédent. La rac ine de ce t t e é q u a t i o n , qui est n u l l e pour À === o, est
donc e l le -même u n e fonct ion holomorphe des variables oc et y dans
les cercles de rayons B et B/—£, pourvu que A ] soit in fé r ieur à un
nombre posit if convenab le ( théorème I I I ) .

19. Il est c l a i r que les résul ta ts du n° 16 peuvent être généralisés.
Considérons un système de/^ -+- q équa t ions différent ie l les du premier
ordre à p + q i n c o n n u e s j<, y ^ , . . . , y^ ^, ̂  • • • . ̂

( ^1 ̂  F ^ - F dyp - F,„ y , ^ —— ._ i ̂  . . . , —- „ i ^• r 1 — F .1L1 — p • / P — F
7/^ ~ 1 1 ? d.o " 2? " • ? ~f^ ~ j- /^

Ê-^ Ê -̂ •- Ê-^

don t les seconds membres sont des fondions holomorphes de x,
des p -+- q i nconnues y,, y^, . . . , y?, z^ ^2» • • • » ^q ^ ^ out re
de r paramètres p-,, jx^ ..., [̂  lorsque la variable ^ décri t un
domaine simplemeru connexe (0^, renfermant l 'origine, que chacune
des variables y ^ , /a» • • • •• y/^ décrit dans son plan un domaine de forme
quelconque (9^, (X\ , . , . . . , a)^, et en f in que les modules d e z ^ z ^ , ..., ̂ ,
[^, ;j^, . . . , [x^ restent infér ieurs à certaines limites positives. Nous
supposerons de plus que, si l 'on ordonne les seconds membres en
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séries entières suivant les puissances de ces dernières variables ^,
^2, . . . , ^, p^, (J^, . . . , ^, i l n'y a pas de termes i n d é p e n d a n t s , de
sorte que, pour les valeurs nulles des paramètres [j-/, les équa t i ons (43)
admet ten t les intégrales

^i==o, ^2=0, ..., -^==0, ji=Ci, ..., j/,-=C^,

dépendant de p constantes arbi t ra i res . Pour des valeurs de ces para-
mètres voisines de zéro, les intégrales qui , pour la va leur o de x,
p r e n n e n t les valeurs in i t i a l e s

/ /,/ — »/.o „, — ,/o ^ — •>/<)^ j; »„ j ̂  y 2 — ^ g, . . . , j/, -..„,-.- j ^,
V 4 4 / j . _--i ^ -.^1 . — 7( ^j — /^ , ^3 -»-. A^, . . . » ^q— A^,

peuvent être développées en séries entières, o r d o n n é e s s u i v a n t les
puissances de À , , X^, . . . , Xy, (x,, (Xa, . . . , .̂. Ces séries sa t i s fon t
fo rme l l emen t aux équa t i ons ( \3}, et tous leurs coef f ic ien ts sont des
fonct ions holomorphes de .r, y^, .y°» - - • « v^ lorsque ces var iab les
restent respect ivement dans les d o m a i n e s o:)^, (î)^, . . . , (0^. Kn rei)!^*-
n a n t les r a i s o n n e m e n t s an t é r i eu r s , on a r r ive au théorème s'énéral
dont nous d o n n e r o n s seulement l 'énoncé :

TnÉOltÈME VI. — Soient (0^, ..., (0^ des domaines inlé rieurs respec-
tivement. aux domaines (»cL , O.L, ..., (9^^, <'/a/̂  les pleins des variai) les
y^ y^, ..., y^. /l ce système de domaines on peut associer un nombre
positif r\ tel aue les intégrales du système (43)» (fui,, pour x == o, prennent
les valeurs initiales (44)» soient des fonctions /iolomorphes de x, j^,
y;;, ..., y^, A, , À2, ..., Ày, a,, (^, ..., [x,., low/ae les variables x, y\,
y^9 • . . , .y0 restent respectivement dans les domaines o ;̂, ^)^, ..., rÇ)^, ^^
y^^ to* modales de Â ^ , /u, ..., Ây, ^.i, a^, .... a,, ne dépassent pas le
nombre positif r\.

On pourrai t d 'ail leurs généraliser encore cet énoncé en dé f in i s san t
de la façon la plus générale (n° 4) le domaine de v a r i a b i l i t é du sys-
tème des variables complexes (y^, y!!, . . . , y°).
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20. Le théorème de M. Poincaré ne peut être é t endu sans modifi-
cation aux é q u a t i o n s aux dérivées part iel les . Prenons par exemple
l 'équat ion

(45) ^^+^^-4-...,

les tennes non écri ts con tenan t des puissances do A supér ieures à la
première, et cherchons à développer s u i v a n t les puissances de A l ' i n té -
grale de cette équa t i on q u i est n u l l e pour oc = o,

(46) z -=9,(^,7)À4-9,(.f,y)^+....

Le c o e f f i c i e n t ^ ^ ( x , y ) de A doit s a t i s f a i r e à l ' équat ion

(}cpi „ <}cpi__2 ,̂ . y 2 _ ^ p:pi-l- ï
ÔX ÔY

et s ' a n n u l e r pou r x === o, ( [ue l l e qm1 soit la v a l e u r de j.
On t rouve a i s é m e n t , en i n t é g r a n t l ' é q u a t i o n précédente , que cette

intégrale a p o u r expression

91:=:- ^l.ogtï—.ry).

On voit donc, que l s que so ien t les coefficients des autres puissances
de A, que le d é v e l o p p e m e n t ( ^(V) ne p e u t représenter u n e fonction
holomorplKï de x et d e y dans un d o m a i n e composé de deux cercles
de rayons R et W r espec t ivement , déc r i t s de l ' o r ig ine pour centre
dans les p l a n s des deux var iab les , si l 'on a RR'> ï .

D 'un autre côté, i l est fac i le de s'assurer que l 'équation obtenue
en f a i s a n t A •== o dans l ' é q u a t i o n (4^ ) »

(4 5 y p ^ ^ r / -f-y^

n 'admet a u c u n e in tégra le ho lomorphe dans le domaine précédent
aut re que s == o. En eflet , cherolions à satisfaire à cette équation par
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une série entière
'c,-^

rr ——— .̂ /y .y, I I I » It. •

'" —

/

!

 mn

 J 1

on en déduit
/>=^w^^/^^//^" lJ/^

q^^na^n^y^1.

Soient/z==o,w>o; tous les termes indépendants de jdans/nloi vent
disparaître; on doit donc avoir

a^Q~=o pour m>o.

Supposons n > o, m > o. En égalant les coefficients de ̂ "y dans
les deux membres de l 'équation (/»5)', on est condui t à la relat ion de
récurrence

ma,n,^ {n — i')a^-},n-\ -+" ^m~\,n ï ='" /^hn t,n î »

qui permet de d i m i n u e r les deux ind ices m et n de l 'unité.
Cela étant, plusieors cas sont à distinguer :

PREMIER CAS. — Soit m>/z . En d i m i n u a n t , les deux indices de
l'unité n f o i s de suite, on sera ramené au coefficient cirn-n,^ q n i <'st
nu l , d'après ce qu'on a remarqué ( o n t à l'heure. On a donc

( 'ï ) a^n. ̂  o» si m > //„

DEUXIÈME CAS. — Sôitrn == /z. La formule de récurrence donne

^ m utt— ^ /// i, n — î i

et par suite

( ̂  ) ^mm=: ^oo ? y ̂ e^ r/ u^ ^0^ ^ -

TROISIÈME CAS. -- Soit m<^n. Posons n = m - ^ / } ; la formule de
récurrence peut s'écrire

Wa,^^= (w 4- P)Ct,n^^rn^p^^
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On en d é d u i t successivement

^l^-M ^= (? 4- 1)^0, pf

471

__ p -+- 9,
a 2, /H- 2 '-̂  —————— a 1 , p 4-1 »

_ /n -h /.>
^m, ffi \-p — ; ^ f i i — i, m+p— 1

et, par suite,

— t̂ ±-ll[ZL±-ll; • •^E^^1!w/n ^ t)t-\-p—— """ "" ""O,/^*
i . 2 . . . fti

On a donc

/ ^ f / A — l ) . . . ( / < — A/î -4-1) .
( III ) ^m,t = ——— -— •-^---•-———^^^^^^^——— ^o,rt-/«,, SI ^ > m.

D'après cela, si l 'on dispose les termes de la série double suivant les
cases d 'un (Uîh iqu ie r ' rectangulaire i n d é f i n i vers la droite et vers le
bas, de façon que le terme a,,^ .r/y soit dans la case qui est comprise
dans la co lonne de r an^ rn et dans la l i gne de rang n, tous les termes
situés au-dessus de la d i a g o n a l e p r i n c i p a l e seront nu ls . Si l'on fait la
sonune des au t res termes p a r a l l è l e m e n t à la diagonale principale, on a
pour le coe f f i c i en t de a^o la série

i -t- xy -h (.^.y)2 4- . . . -+- (.r)^-^. . .,

pour le coefficient de a^ la série

_ y [ ï \- ' ï x y -+- 3(.yy)2 4- . . .],

et en général le coe f f i c i en t de ^o,ra-^ est égal à y71^' mu l t i p l i é par une
série en t iè re en xy qu i n 'est au t re que le développement de

(i —.^y)"^-^4-1),

par la f o r m u l e du b i n ô m e . Par conséquent , la série double ne peut
être convergente dans un d o m a i n e pour lequel on aurai t \xy > i ,
à moins q u e tous les coeff ic ients ^oo» ^on • • • ne soient nuls.

On aura i t pu d ' a i l l eu r s p ré voir ce résultat sans aucun calcul, en ohser"
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i / yvaut que l 'intégrale générale de r équa t ion (45)' es^ -^ ̂  -• y ( ———
y désignant une fonc t ion arbitraire.

21. Ces exemples, si é lémentai res qu ' i ls so ient , suff isent pour
montrer qu'on ne peu t é tendre i m m é d i a t e m e n t aux é q u a t i o n s aux
dérivées part iel les les théorèmes établis par M. Poincaré p o u r les
équat ions di f férent ie l les . I l est aisé d'en voir la ra ison. Plaçons-nous
encore dans u n cas simple, et considérons une équat ion aux dérivées
partielles du premier ordre

p = ¥ ( ^ , r , z , </,}>),

admet tan t , pour À === o, la so lu t ion ^ === o. Nous supposerons que le
second membre peu t être développé en série ent ière o rdonnée s u i v a n t
les puissances de z, y, À, d o n t les coef f ic ien t s son t des f o n c t i o n s liolo-
morphes des var iab les^" e( y lo r sque ces var iab les déc r iven t respecti-
vement dans leurs p l ans d e u x d o m a i n e s a)^ et \^y

(^7 ) /. .= Kz -h B.<7 + CÀ 4- .. +^ f^^^' 4-...,

et que la série (47) est convergente tant que les* v a r i a b l e s ^ et y
res tent dans les domaines ro^ et (i,.^., pourvu que les modules de ^, y, A
ne dépassent pas cer ta ines l i m i t e s posi t ives. Cbercbons il déve lopper
s u i v a n t les puissances de A l ' in légra le q u i est n u l l e p o u r x ==^ a,
a é t an t u n point du d o m a i n e a)^,

(48 j z =•; yî(.r,j)7. 4- 9a(.y,r;Â?•4-. . . 4- y//.(^•,./)A / i-^-. . .;

il fau t pour cela déterminer d'abord une série de la forme ( W )
sat is fa isant formel lement à l 'équation ( /n). et dont tous les coeffi-
cients y,,, 'py, ..., y//, ... sont des fonct ions de.x et de r, qui s'annulent
pour x =- a, quel que soity. En substi tuant ce développement f / î 8 ) a
la place de ^ dans l'équation ( 4 7 ) » {^' ( tn égalant les cof î f f ic icnts des
mêmes puissances de À dans les deux membres, on a, pour dé(er-
mincr y^ , a^, ..., ̂ , ..., une suite d'équations linéaires aux dérivées
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partiel les
{ ()'^ \ , ,. u^ i ,.,

—1 r= Ày i -+- B—— + C,| /Àr ^y
09) , . . . . — . • . - • . • . . . . . . ,

1 ()^^ - r̂ -L- IR <}c0"- -L- H——— :,__- \ rQ 4- j î ——— -4- |<
\ ^./'; ^ ^

R,/ ne dépendant qi îe de 9^ c^, ..., '?// - i , de leurs dérivées par rap-
port a y et des eoelTicienJs de la série C^)- Ï^ fonct ion 9, en parti-
culier est déterminée par l 'équation

c^i . ,. à^\ ,,
( 5o) —1- ="-" A CP, -h B —— 4- ^,/ r;.r ' ' ^y

j o in te a la condit ion in i t ia le

© i ~: o pour .T ~~=- a.

Cel te équation admet Lien une intéû;rale s;uis('aisant à la condit ion
in i t ia le , intégrale (|ui es( !H)Iorr)or])Iîe lorsque la variable y reste dans
un domaine (fâ',, intér ieur a a^, pourvu que [ x — a \ ne dépasse pas
une cer ta ine J i m i t e ; mais, en sérierai, cette intégrale ne sera pas
holomorplic lorsque les variables x et y décriront respectivement les
domaines a)/, et (Oy. C'est cette circonstance qui établit une différence
essent ie l le, pour la q uestion qui nous occupe, entre les équations
d i f ïe ren t ie l les et les équat ions aux dérivées partielles.

Il y a cependant un cas où l'on peut aftirmer que l'intégrale de
réquation Oo), qui est nul le pour a' == a, est liolomorphe dans l'en-
semble des domaines (n^, (tây) : c'est le cas où l'on a

B = o,

et où le domaine (O./. est simplement connexe.
Alors, en effet, l 'équation (5o) se réduit a une équation difïeren-

tielle l inéaire à une seule variable indépendante x,

à^\ » / i(^oV — = Ayi-}-- C;v / o,v

si les coe f f i c i en t s A et C sont holornorphes lorsque la variable x décrit
.4 i l n. Èc. /\or'm., ( 3 ) , K X 1 1 I . — OC-IOIHIE 1906. Do
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le domaine s implement connexe côa;, la variable y é tan t comprise
dans (Dy, l ' intégrale de l 'équat ion (5o)' qui est n u l l e pour x == a
s'obtient par deux quadratures

F A d.v ^ x - f A r/.r
Cp,^:^ X / (> J» ^.;/

et il est clair que celle in tégra le est une f o n c t i o n bolomorphe des
deux variables x et y dans l 'ensemble des deux domaines fcD^, (Dy) .

Les coefficients s u i v a n t s y^, ^3, . . . , y^, ... sont aussi dos f o n c t i o n s
holomorphes dans les mêmes domaines; car la fonc t ion y,/ s 'obtient
par l ' intégration d 'une équation de môme forme que l ' é q u a t i o n (^o)',

à^n . , , ^——— :r̂  A^// 4- It//.

Si les fonc t ions ç / , , ç^, . . . , y^,., sont , ho lomorpbes d a n s les
domaines (Oc);y, (Dy) , i l on est de momo de R,/ d |»;ir s i î i l . t * de o//,.

lin résumé, lors(/ue le coc/ficieni B(.r, y} </ff y c/a/<î.y réqu-allon. (47) ̂ '/

/^^/, 6^ que le domaine a)^ c'y^ simpIcmefU connexe, on f)eui obtenir une
série (le la fonne (^S), salisf (lisant fornvillerneni à l'équation ( \^ ), <?^
rfo/Z(î /o^.y les coefficients ^ , , { . x ' , y ) Koni dei fonclions liolo'norplw de x
et de Y dans l'ensemble des domaines (i^^i ' ^ y ) » nn'Ues pour x == a.

22. I l nous reste m a i n t e n a n t à é t u d i e r la convergence de celte
série. Au l i eu d ' é tab l i r d i r e c t e m c n l que celle série est convergente,
n o u s allons é t a b l i r la p ropos i t i on s u i v a n t e d'où la convergence se
d é d u i t i m média te m ( in t :

ÏHÉOKKM^ VII. — Soient (0^, rù^ deav domaines i/Uérienrs respective-
ment aux deux domaines (ô,,; et (Oy . On peu.i leur adjoindre un nombre
positif' '/] tel (f ne l'intégrale de U équation ( f\'~j' ) , (/ni est nulle ponr x == a,
soit âne fonction holomorplie des variables x, y, À, lorsane les variables x
et y décrivent respectivement les domaines (0^., ( Q ^ , ponfvn (fne le modale
de À ne dépasse pas le nombre •/].

Cette intégrale p e u t , d'après la méthode de Caucby, él-re considérée
comme le l i eu des m u l t i p l i c i t é s ponc lue l l es caractéri s t iques issues
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des d i f f é ren t s éléments de la m u l t i p l i c i t é M , ,

.2; == rt, J == _ ) \ , , ^o == 0, 7;>o '=- FO» YO^ °-

Les é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s de ces caractérist iques

dj; cl y _ dz _ clef

~ ~ „ ^L "~ s^ ^ ~ ' ̂ Ï ^_ .̂ . ^ ̂  ^ -̂ . ^ ̂ .

sont de la forme
^
^r "'"•1'--7-: ^/i(^,.r. ̂  ^^>)»

(5^) / •̂ : =.A(.r,j^,^,À),

</7 .. / -, ,^ ^y,(^,y,,G,y,/);

/n A» /:! él-ant des (onc t ions de inénnî nature que la fonction
F(.y, y, ̂  y, À ) , c^^s t -a -d i r t * des séries entiiTes ordonnées suivant les
puissances de z, y, X, dont les coefficients sont des fonctions holo-
inorplies des variables a' et y, dans les domaines rc^, et (tôy.

Ces sér ies sont convers'enles dans les mêmes domaines que la pre-
mière, et, en ver tu de la condit ion (^i), elles no renferment aucun
terme indépendant de ^, y, A. Pour 1 == o, ces équations admettent
donc une famille d ' intégrales dépendant d'une constante arbitraire

z ::" o, ( } == o, y == G.

D'après un théorème général établi plus haut (n° 19), les intégrales
de ce système (:')2^) qui, ponr x == a, prennent respectivement les
valeurs y === Vo, ^ === o, <y = o, sont des fonctions holomorphes des
variables /r, y,,. Â. lorsque les variables oc et y^ décrivent respecti-
vement deux domaines (^. etr^. intérieurs à cî  et à (Qy, pourvu que le
module de A reste infèrienr a un nombre posit i f assez petit. On peut
développer ces intéi-çrales suivant les puissances entières de X, ce qui
donne pour y et z des formules que l'on peutécnre

( 53 ) y= ju -t- A P (.^ yo, ̂  ^ = À y (^' yo> }t ̂

F et Q é t an t des f o n c t i o n s holomorphes de oc, jo» 'Â dans le domaine



47^ E- GOirnsAT.
précédent. L ' é l imina t ion d u paramètre Vo en t r e ces deux re la t ions
(voir n" 17) condui t à l ' équa t ion de l ' i n t ég ra l e demandée

(54) ^Àœ(.r,y,Â),

$(^^7, À) désignant une fonc t ion holornorplie des va r iab les x, y
et À, lorsque ^ décrit le domaine o)^, et y un doma ine a)'-, i n t é r i e u r
à CD y., pourvu que " X j ne dépasse pas un nombre p o s i t i f T), chois i
convenab lement .

Comme l'on peut p rendre pour (Q\. et (D^. deux domaines q u e l c o n q u e s
i n t é r i e u r s à (0^; et à iôy, le théorème est é t ab l i . L ' in tégra le p e u t évi-
demment être développée en série en t iè re o rdonnée s u i v a n t les puis-
sances de A, et ce déve loppement est nécessairement i d e n t i q u e avec
la série f48).

23. La condition B •== o exprime (('ne les caracâ,érisl iqu.es de la sur-
face intégrale ^==n, correspondant a la valeur A '==0 du paramètre,
soni les droites y = const,

Cela posé, élant donnée une équat ion aux dérivées part iel les

(^) /^.=/(',^, y, j,//),

a d m e t t a n t l ' i n t ég ra l e p a r t i c u l i è r e : ;=<> , si les carac té r i s t iques de
cette intégrale p a r t i c u l i è r e sont les droi tes y .== cons î . , on pour ra
a p p l i q u e r a cette é q u a t i o n le théorème précédent, et démont re r PeKis-
tence d ' in tégrales i n f i n i m e n t vo i s ines de l ' in tégra le c o n n u e ^ = = 0 , et
holomorphes dans des domaines c o n n u s a priori. En efret, si l 'on
développe la fonc t i on /(' w, y, s, q ) s u i v a n t les puissances de z et de y,
i l n'y aura, pas de terme i n d é p e n d a n t de z et de <y, n i de te rme de la
f o r m e K ( : v , y ) r / . Supposons, pour fixer les idées, que la f o n c t i o n
/ f^^r , s ,y) soi t ho lomorphe l o r s q u e les va r i ab le s x et y d é c r i v e n t
respec t ivement d e u x doma ines ( O ^ e t ' ù y , d o n t le premier est s i m p l e -
ment connexe, p o u r v u que \z\ et y | soient , i n f é r i e u r s a u n nombre
p o s i t i f convenab le . Soit d 'au t re part o(.y) une f o n c t i o n q u e l c o n q u e
dej, l iolomorphe dans a)^. En posant , dans l ' équa t ion (5:")),

s ̂ 7.^(r) -{-Z,
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on sera c o n d u i t à iine n o u v e l l e équa t ion de la forme (47) pour
l a q u e l l e les c o n d i t i o n s énoncées seront satisfaites, et l 'on pourra
déve lopper , s u i v a n t les puissances du paramètre X, l ' intégrale de
l ' équa t ion en Z qui . est n u l l e pour x -=-- a.

Par conséquent, U intégrale de l'équation (55), qui se réduit à Àcp f r )
pour x ~~= a, es! une fonction fiolomorphe de x et dey lorsque ces variables
décrivent respectivement d.eii.v domaines quelconques (ô^ et de)^., intérieurs
à (Ç)^ et côy, pourvu que \ X | soit suffisamment petit,

Plus gérHîralcrnent, supposons que l'on connaisse une intégrale
non singulière (l'une équat ion aux dérivées partielles du premier
ordre

(56) ¥ ( . T , y , ,3, p , r / ) := o,

et que l'oit puisse déterrniner les courbes caractéristiques de cette
in tégra le. Supposons les coordonnées d'un point de cette surface
exprimées en fo i ic l ion de deux paramétres variables u et ^, les
courbes e -̂ -. const. étant les caractér is t iques

./• ::-: 9f i l , (Q, y " '^( f/. c), ^ -:=zn(if, ^) ;

cela élant, f a i s o s i s \^ c'Iian^î^iKUll. de variables défini par les formules

.r ::r: ^( X, Y;, y .= -H X., Y) , z = 7i( X, Y) + Z.

L'équation ( 5G) e-st r( lm[)lacét t par une nouvelle équation aux
dérivées pa Niel les

^(X, Y,Z, P, Q) --r: o,

qui admet l ' intégrale part icul ière/ Z = o. Pour tous les éléments de

cette intégrale on a 6/0'::.:; o, puisque les caractéristiques sont les
. , à^

droites Y == const. , mais on ne peut avoir en mémo temps j-p = o,

puisque, par hypothèse, ce n'est pas une intégrale singulière.
Si l'on développe l'équation suivant les puissances de Z, P, Q, il. y

aura donc un terme du premier degré en P et, en divisant par le coef-
ficient de ce terme, on. pourra écrire l'équation

|> r= a^L 4- a^l? 4- a^L P + . . .,
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les termes n o n éc r i t s é t a n t an m o i n s dn second degré en Z, P, Q. On
en déduira pour P u n déve loppemen t s u i v a n t les pu i s sances de Z et
de Q d e l à fo rme précédente (n°6 ) , c'est-à-dire ne con tenan t pas de
terme tel que <I>(X, Y)Q, et l'on pourra a p p l i q u e r a cet te n o u v e l l e
équation le théorème précédent .

24. Il est clair que la méthode q u i v i e n t d'être déve loppée pour
une équat ion à deux var iables indépendan tes , et q u i repose sur la
théorie des caractérist iques, peu t être é t endue à u n e é q u a t i o n aux
dérivées par t ie l les du premier ordre à un nombre q u e l c o n q u e de
variables indépendantes . Soit

^7) ^ ̂ ^-^ji^ • • •» . / / / . ^; 71 . ̂  • ' '^in. ̂  7 / -= —

une é q u a t i o n aux dérivées p a r t i e l l e s a (// -h- i ) var iables i ndépen -
dantes ^r, y , , y^, . . . , y^, d o n t le second m e m b r e est u n e (onc t ion
bolornorphe des var iables q u i y f i g u r e n t l o r s q u e les var iables ,f, y^
y ^ , . . . , y,,décrivent respect ivement dans leurs p l a n s des d o m a i n e s (0^,
aL, . . . , a)^ don t le p remier co^ est s i m p l e m e n t connexe, et que les
modules des au t res var iab les , s, y/-, À, res tent i n f é r i e u r s a un n o m b r e
posi t i f p.

La f o n c t i o n F peu t être développée en série e n t i è r e o r d o n n é e su i -
vant les puissances de ^, < / i , . . . » c /n . A, d o n t les c o e f l i c i e n t s sont des
fonc t ions bolomorphes des va r i ab les ^ y,, . . . , y,/, lorsqu 'e l les
restent dans les d o m a i n e s précédents .

Nous supposons en ou t re que ce d é v e l o p p e m e n t ne renfe rme a u c u n
terme i n d é p e n d a n t des va r i ab le s z , <//, 1, et que les v a r i a b l e s y/ ne
figurent pas dans les termes du p remie r de^ré.

Ces c o n d i t i o n s exp r imen t que, pour la va leur À == o du paramèt re ,
l ' équat ion (.̂  ) admet l ' i n t ég ra l e p a r t i c u l i è r e z == o, et que les équa-
tions des mul t ip l i c i t é s caractér is t iques de cette in tégra le p a r t i c u l i è r e
sont

y, — Ci, ja"= Ça, . . . . ^/,/,= C^

Ci, C^, ..., (^ dés ignant des constantes arbi t ra i res .
Nous d i rons pour abréger que //intégrale particulière z ==: o est rap-

portée à ses lignes caracleml/'r/ues.
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Cela é t a n t , on peu t se proposer de développer s u i v a n t les puis-
sances de À l ' i n t é g r a l e de F é q u a t i o n (57) q u i se r édu i t à zéro pour
une v a l e u r p a r t i c u l i è r e ne -= a du domaine (T>^.

Les coefficients do ce déve loppemen t ,

( 58 ) ^ == cp ; À -+- 92 P -h... 4- y/,. V1 •+- ...,

s \ ) b t i e n n e n t eucore de proche en proche, d 'après la forme de F, par
l ' i n t é g r a t i o n d ' é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s l i n é a i r e s de la forme

^
"j.r

A9,-i-B,

A. et B é tant des fondions holomorphes dos variables x, y,, y^- ..., y^
dans les domaines (0^., (»c)^, ..., dr\.^

Pour prouver la convergence dn développement (.Ï8), qui satisfait
formel lement, a l 'équation (">7), on suivra la môme méthode que plus
haul en observant que Finlég'rale cbercbée est le lieu des multiplicités
ponctuel les caractérist iques issues des différents éléments de la mul-
t ip l ic i té

./• ••1^ ^, z :.::= <.), y , = y';, . . ., y , •-::= y\\, 7, -=. o, p , = F^

q u a n d on f a i t var ier y*,*, y^, . . . , y^. l .< 1 r a i s o n n e m e n t est le même
qu ' an n0 2^, et l'on en c o n c l u t la p r o p o s i t i o n générale su ivan te :

Tin'";ouEME VIH. — Soient (O^, ( 0 ^ 5 ..., (O' des dofncdiies intérieurs
nîsf)(^l,i^erncnl af/.L' domaines <ir)^, (»î)^, .. ., (D^. A ces domaines on peut
faire con'espo/zdre lui nofnhrc positif 'r\ tel que l'intégrale de l'écfiici-
tloiî (57 ) , (fid san'iule jîour x === a, soit une fonction holomorphe des
variables .-z', y ^ , ,.. , y,^ À, lorsque les variables x, y ^ , ..., y// décrivent
respectivement les domaines a)^,, f0^, .... (0^, et que le module de À reste
inférieur à ïj.

Le d é v e l o p p e m e n t ( W) est donc convergent lorsque l'on a À | <^ Y],
que l l e s que so ien t les va l eu r s des var iables ' v , y ^ y ^ . . . , j ^ d a n s les
domai n ( îs précéd ( t 11 Is.

R e m a r q u o n s une fois p o u r toutes que l 'on pour ra i t prendre pour F
une f o n c t i o n d é p e n d a u t / d ' i i n nombre q u e l c o n q u e de paramètres, et
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aussi définir de la façon la plus générale (1) le d o m a i n e de v a r i a b i l i t é
du système de variables (j^, y^, . . . , j//).

25. É ta n t d o n n é e une é q u a t i o n d u p r e ni i e r o r d re

(39) p=: f(^,y^,y^ . . . ,y/,, ^, </i, .. . , f / n ) ,

qui admet l ' intégrale par t icul ière r; == o, si les m u l t i p l i c i t é s ca rac t é -
ristiques situées sur cette intégrale par t i cu l iè re sont r ep résen tées par
les équat ions

y i = C i , . . . , fn :=-€//,

on peu t i n t r o d u i r e un paramètre dans cette é q u a t i o n en posant

s r = : Z 4 - ' A < ! » ( r i , y^ .. .,.r//, '),

ce q u i c o n d u i t à u n e é q u a t i o n de la f o r m e (^7)- On p e u t , développer
su ivan t les puissances de A l ' i n t é g r a l e de la n o u v e l l e é q u a t i o n q u i
s ' a n n u l e pour x == a, et par s u i t e déve lopper s u i v a n t , les puissances
de 7\. l ' i n t ég ra l e de l ' é q u a t i o n ( ^ \ ) ) q u i se r é d u i t a

Â<S>( j , , r2 , . . -,,y/J,

p o u r < r = = a . Le théorème général qui précède f o u r n i t u n doma ine de
convergence assuré p o u r ce t t e série.

On d é m o n t r e , comme p l u s h a u t , q u e tou te é q u a t i o n aux dér ivées
par t ie l les du p r e m i e r ordre, d o n t on c o n n a i t u n e in t ég r i i l e non sin-
gulière, p e u t être ramenée à F é q u a l i o n (^f)), p o u r v u que l 'on sache
dé te rminer les m u l t i p l i c i t é s c a r ac t é r i s t i ques sur ce t te in tégra le parti-
culière. On pourra donc é tud ie r les in tégrales i n f i n i m e n t vois ines de
celle-là.

26. Le théorème général du n0 Ï\ peu t être é t a b l i par u n e au t re
méthode, indépendan te de la théor ie des caractér is t iques , et qu i sera
étendue aux équa t ions du second ordre.

( 1 ) Celte oxLcnsion est nécessaire quand on veut app l ique r le1 t i léorènie .^eiiéî'îil iin
domaine réel. .le reviendrai sur ce po'mL dans un procîlidin travail.
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Remarquons d'abord que l'on peut supposer les domaines (0^,
(0^, ..., (0^ simplement connexes. Il est clair en effet que chacun de
ces domaines peut ê ( re décomposé en un nombre fini de domaines
simplement connexes. Si le théorème est établi quand tous ces
domaines sont simplement connexes, il sera bien fac i le de passer de
la au cas général, et je n' insisterai pas la-dessus. Rappelons aussi
que le domaine Or\. est toujours supposé simplement connexe. Les
domaines (D;/;, (0^, ..., Or\^ étant simplernent connexes, on peut les
appl iquer conformément sur un cerc le do ravon un. de façon que le
point z == a corresponde a ron^'ine x === o. Cela revient à dire que
l'on peut ( rouve r f / / . -h i) fonct ions

(60) x = ^ ( x ' } , ,y/-=^/( .7/) ( / " r i , ^ . . . , / < ) ,

holomorphes dans les cerc les de rayon un décr i ts des points x = o,
y .̂ == o, comme centres, et lel les que, lorsque la variable y'^ par
exemple, décrit ce cercle, le point y , décrit le domaine (0 .̂, de façon
qu'a un point de ce cercle corresponde un point de ((c) ,̂ et inver-
sement. Si l'on f a i t le changement de var iables défini par les for-
mules ((io) dans Féqua f ion (^7J, on doit remplacer les dérivées

par
<)z i < ) z i < ) z i,̂ ̂ ^, ^ ̂ ^ ..., ̂  ̂ ^.

respectivemenL Mais les dér ivées ' ^ ' ( x ' ) . '^•(y/) sont holomorphes et
ne peuvent s 'annuler dans le cercle de rayon un, et l'équation ( ^ ' j )
s ( > c 11 a i î ge < k ri u n e e q u a ( ion de/ m é m c fo r m e

(57 / ^ :-„:..: ^ ( .v ' , y \ , . . .,j;/, z^/\, .. .,//;/, 7.), qi-=- ̂ r,

ou le second membre est une fonc t i on holornorphe desvariables qui y
fi^uroni, dans le domaine déf in i par les inégalités

| .^ |<i , \y'i\<^ | ^ l < p . y ; - l < p » l ^ l < p .
,•/ / / / / . Kc. A or m., ( ;> ), X X 1 U . — ^ovi-.MlîHK 1906. 6l
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Pour ne pas mul t ip l ier les notations, nous suppr imerons les lettres
accentuées, et nous écrirons l 'équation transformée

(61) — =^{x,y^ . . .,y,,; ^<7i,r/2, .. .,q^l).

La fonction S est développable en série entière ordonnée suivant les
puissances de toutes les variables x, y^ y^ ...,y,/; z, q^ q^ . . . » q^ ^,
et cette série est convergente lorsque les modules des n -4- ï variables^,
y^ y^, ..., y^ sont infér ieurs à l 'uni té , et les modules des autres
variables z, q^ q^^ ..., q^ À inférieurs à un nombre posit if p. D'après
les propriétés de la fonction F, un terme quelconque de cette série
est d iv is ib le par z , À, ou par l ' un des produi ts y/y/c, i et k étant deux
quelconques des nombres i, 2, . . . , n. La proposit ion qu ' i l s'agit de
démontrer peut alors s'énoncer ainsi :

Etant donnés n-^î nombres positifs quelconques inférieurs à F unité 0,
9,, ..., O/^ on peut leur associer un autre nombre positif^ tel que I/inté-
grale de V équation (61), (fui se réduit à zéro pour x r:= o soit une fonc-
tion holornorphe des variables ,'r, y^, y^, ... ,y^, A, lorsque les modules
de ces variables restent inférieurs respectivement aux nombres 0, 0 ^ ,
ôa, ..., O/,,, Y].

L'équation (6i) admet bien une intégrale s a t i s f a i s a n t a cette condi-
tion, q u i est holomorphe dans le voisinage des valeurs ^== y , = = À = = o ,
et cette intégrale peut être développée en série en t iè re ordonnée sui-
vant les puissances de toutes les variables .r, y,, y^, ..., y^, À, don t les
coefficients se déduisent des coefïicients do la série S par les seules
opérations d 'addi t ion et de m u l t i p l i c a t i o n . Pour avoir une l imi te infé-
rieure du domaine de convergence de cette série, on peu t donc appli-
que r la méthode habi tue l le des f o n c t i o n s majorantes .

Nous supposerons que la fonct ion S reste con t inue lorsque les
modules des variables x, y^ q^, \ p r e n n e n t leurs valeurs l im i t e s ,
i ou p; cela ne res t re int pas la généra l i t é , car on a u r a i t pu évidem-
ment appliquer conformément les domaines (D^, (fc)^, . . . , Oe)y^, sur des
cercles de rayon un peu supérieurs à l 'uni té . Comme chacun des
termes de § contient en facteur z. A, ou un des produi t s y^y/c, on
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peut p rendre pour S une fonc t i on majorante de la forme

_______MLl±2L±:s^/^/^ / • A._/ " ; \ / ^ \ / \~\~ ^» A — ! » ̂  • • • > n ) -
(,^.r)(,-,y^...(i-j,)(,-^V,-r\ ,_^A

\ P 7 \ p / v . p 7

Si l'on remplace dans celte expression ^- par

( 6^ ) (\ :=- ——-—....-_-—__,-__^L-________-,__„__ ,
' (l - .r) ( ( -y,). . .( i—r / . - i ) (i -7,4-1). . .(I -./„)

et (}u'on la rmiltiplie ()ar -——^ il est clair que la nouvelle expression

obtenue,

<g>(.,. . ) . - . - - . - . . _ , . . . . . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ,
1 î ./ 1 î * " ' / / "i • / 'V t \ \

-,-...,-(,-,,)...(,-r,,)(.-^.-^(.-^)

est, a fortiori, m a j o r a n t e p o u r J, et le théorème énoncé sera établ i
d ' une façon géné ra l e si on le dérnont.re p o u r l 'équat ion par t icu l iè re

(63 ) ^ —: <S>(.r, ji, ..., y// ; 3, //i, . .., ///„ V).

27. Posons

(6/i ) i — // =•. ( ( — x) (i — y , ) . . . (i —j//.),

et cherchons u n e i n t é g r a l e de l ' é q u a t i o n (63) ne dépendan t que de u.
De Féq nat ion

^== 9 ( / ^ ) ,
on t i l^^

<^ / / , / , / , ( î — u ) q ) ' ( u )—— =: ^ ( ( ( ) ( ï - , y^ ) . . . ( i .- y,, ) •= —————————— ,
f/.Z* I —— .x-

y/-r ĵ - r -9^^ ) f l - - ̂ ) ( l -,^ ) . . . ( ! — . /^ i)( l— y/.n )...(! — J/0

( I —^ )^?^ )

^-y/
ou, en t enan t comple des fo rmules (62),

Q,=r^).
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L'équation (63) devient alors

(65) ^(u)=.
M r ' ç ( a ) -+-Â+ Ncp'2^);!

y(^)
P .

.^îJ-^Jî
P -

N : ^ ( / À - t - l)

Nous ferons une dernière transformation en posant

(66) ï_^(,^)^

ce qui donne
^(^(p^)^ ^( i — t)'1-1 '

et Féguation (65) devient

(67) ^^)=
M

(^ ^-(, ^ ( i — 9 )
\ P.-7 P/

, N y '2^) "•
• /^ ( i — o2^-2

ï 9 / ( / )
p ( i — / , ) / / - l

Pour À = y == o, cette équat ion admet la racine s imple î / ( / ) = = o;
on a vu p lus haut (n° 5) que la racine q u i tond vers zéro est déve-
loppable en série en t iè re ordonnée su ivan t les puissances de A et de y,
dont les coeff icients sont des fonc t ions holornorphes de la variable t
dans tout domaine (^ ne r e n f e r m a n t pas le p o i n t / = ï ,

(68) r / ( / ) =^7T,^y^.

A tout nombre pos i t i f s on peu t f a i r e correspondre un autre nombre
positif p' tel que la série (68) soit convergente pour tous les systèmes
de valeurs de t, y, A sat isfa isant aux condi l ions

• t \ > e, P-Kp', ^A

Cette équat ion (68) admet l ' intégrale par t icul ière ç==o pour /==:o;
d'après le théorème général de M. Poincaré, on peut assigner un
nombre positif Y] tel que l ' intégrale de l 'équation (68), q u i se rédui t
à zéro pour / = o, soit une foncl ion holomorphe des variables l et A,
lorsque la variable / décrit un domaine s implement connexe quel-
conque cg^, renfermant l 'or igine, et situé tou t en t ie r en dehors du
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cercle de rayon £ décr i t dis p o i n t / == i comme centre, pourvu que le
modu le de À reste i n f é r i e u r à Y].

Soit

(69) Z-^F (U)

cette i n t ég ra l e ; remplaçons-y m a i n t e n a n t / par sa valeur en fonc t ion
des var iab les x, y^ . . . , y,/, q u i est d o n n é e par la fo rmule

( 70 ) i — t -= y ̂  c "= y(7 r̂̂ )77"_^7y777"[7^^

où l'on prend p o u r le r ad ica l la d é t e r m i n a t i o n q u i se r édu i t a l ' u n i t é
p o u r .v ==y^ == ... ==y^=: o. Lorsque les var iables x, y, , . . . , r^
déc r iven t respec t ivement les cercles de ravons 0, 0 , , 0 ,> , . . . , O,/, avant
pour centre l ' o r i g i n e , l ' a r g u m e n t de chacun des fac teu r s te l que s —oc
ou i —Vf reste compris en t re •— TC et -h 7r; l ' a rgument de r — / reste'••î ^î
i i . , . , //, -t- f 7T , //, -»- 1 7Tcionc l u i - m ê m e comî')i"is en t re -- ——— - et -•-•-•—^^^^^^^^^^^ --.

* n ';>. ri 2

Q u a n t au m o d u l e , on remarquera q u e le module du facteur i — x
reste c o m p r i s en t re i — 0 et i 4-0, t a n d i s que le module de i — y^
reste compr i s en t re i ~ 0^ et i 4 -0^ ; le m o d u l e de i — t reste donc
lu i -même compr i s entre les va leurs extrêmes

r, = y^_-^y1^111-:::111"^ ^ ̂  ,̂̂  ̂  y^~^^--^,^^

I I su i t de là que , lo rsque les var iables •^,.y/ décr ivent respectivement
les cercles précédents , la var iable / reste à l ' i n té r i eur d 'un domaine
s i m p l e m e n t cormex.e l i m i t é par deux demi-droi tes issues du po in t t== i
et de d e u x arcs de cercle de rayons r, et /^, ayant le même p o i n t pour
centre.

On peu t supposer que l 'on a pris £ = r^ et par su i t e la fonc-
t i o n VC/ .À) , cons idérée comme fonction des var iables x, y,, ...,y^,À,
est une l ' onc t ion Iwlomorphe de ces var iab les , lorsque leurs modales
restent i n f é r i e u r s r e s p e c t i v e m e n t aux nombres 9, 0^ Oa, ..., 6^, Y).

Cette fonc t ion Z est l ' i n t é g r a l e de l 'équation (65) assujettie à s'an-
n u l e r pour // === o. Si on la développe s ni van t les puissances de u et
de X, on voit sans p e i n e que tous les coefficients de cette série seront
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des nombres réels et positifs. Mais cela ne suff î t pas pour prouver
que tous les coefficients du développement de Z suivant les puis-
sances de x, ,y,,y,, ...,y,,, À seront eux-mêmes des nombres réels
et positifs, puisqu'il faut remplacer u par son expression

u=:x+yt+. ..+,.„— (xft+'vyî +...)+.. ...

Pour établir ce point essentiel, écrivons l'équation (ti.V) sous la
forme suivante

M l wdt )-+-).-)- N — u2

( 7 - ) U=
M

(r-^,--^
\ P/

( p ( / z )+),.+. N—-!^
( Ï —— (f ) 2

î» ( M )

P
n U

p ( i - / / )

en posant U=(, -u)^(u). Le second membre de cet te équation
peut être développé en série entière ordonnée suivant les puissances
de.x',,/,,,7,, ...,.y,/A, ^(u), U, dont tous les coefficients soni réels
et positif. Il n'y a^en ciïel qu'à remplacer, dans le second membre de
l'équation (71), ^—^ par le développement, de

(i - ./^Ti^-^-j.T.ri'^-'.y,;) '

Tous les termes du développement ainsi obtenu contienneni en f-K-
teur A, <p(«) ou (P. On en déduira donc pour U un développement en
série entière suivant les puissances des variables x, y., y. „'
î(^, A, dont tous les coefficients seront réels et posilifs', et dont
tous les termes seron t divisibles par 9 ( //) ou A ( n" 5;,

U =- |{ (\y, r^ y.^ ..., y,,, ^(u), /].

(:;ela pose, d'après les expressions des dérivées partielles d'une
fonction ^ ( u ) par rapport aux variables ,r, y,, y,,, . y ^ ̂ \

?o"tal̂  fo"clloll z satisfait au sys[(i(ne ^^I""110118 '11"^ d'iffe'rcntielles

(72)
IMï'.-.ri'..-,...-.:.' .^"'z ')- '.

l — X

S7_
Ù.V

\ ^z=-H^.> /"__.,y.»x,À)
1 ôyi ' i_^:———-: (('==', a, ..., /().
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Cette fonct ion Z se réduit à zéro pour x = y ^ = = = . . . == y,,== o, et les
équat ions (72) permet ten t év idemment de calculer de proche en
proche les coeff ic ients du développement de cette intégrale suivant les
puissances de ^, y^ . . . , y//, X par les seules opé ra t ions d 'addi t ion et
de m u l t i p l i c a t i o n . Comme tous les coeff ic ients des seconds membres
des é q u a t i o n s (72) sont des nombres réels et posi t i fs , i l en sera évi-
demmen t de même des coeff ic ients obtenus pour le développement
de Z.

En rapprochant tous ces résultats , on en c o n c l u t q u e l'équation (63)
admet une intégrale particulière

^(•^ ji» .r̂  • . ̂  .Yn. ?•).

représenlée par une série entière ordonnée suivant les puissances de ces
variables ;/;, y^ À, dont tous les coefficients sont des nombres réels et posi-
tifs, et (fui est convergente pourvu c/ne les modules de ces variables soient
in fer leurs aux fiombris 0, 0,, Y] respectivement.

La p r o p o s i t i o n a démont re r se d é d u i t b i e n a i sément de là. lin effet,
pour .z" = o, la f o n c t i o n Z se r é d u i t à une série ent ière en y,, y^, • • • »
y,/, A, don t tous les c o e f f i c i e n t s sont réels et positifs, et, par suite, i l
est c l a i r que les coef f ic ien ts du d é v e l o p p e m e n t de l ' in tégrale qu i se
rédui t a zéro pour x = o sont infér ieurs aux coefficients correspon-
d a n t s de Z.

2<S. La de rn i è r e méthode a l 'avantage de s'étendre immédiatement
a des systèmes d ' équa t ions s imul tanées du premier ordre de la forme

, ^ , , Ô^i ,, 6^2 ,. Ô^p p

(73) ^==ï^ ^= ï- • • - ^•=rl^

les seconds membres dés ignant clés séries entières ordonnées suivant
les puissances des i n c o n n u e s z^ z^, ..., ^, de leurs dérivées par-
tiel les -î  et d 'un paramètre A, dont les coefficients sont des fonctions( ) y , c ' l

bolomorphes des variables x , y ^ . . . , y,/,, lorsque ces variables dé-
c r iven t respeclivernent dans leurs plans des domaines cô^, (Qy^ ..., (D^,
dont le prernier, Oc)^, est s implement connexe. Nous supposons tou-
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jours que, pour \ = o, les é q u a t i o n s (73) a d m e t t e n t les intégrales
^ == ^== ̂  ==...== ̂ = o.

Si l'on cherche à développer su ivan t les puissances de À les i n t é -
grales du système (43) q u i se réduisent a ^éro p o u r u n e v a l e u r par l i -
cuHère.^ == a du doma ine Oc^., les coeff ic ients de ces d é v e l o p p e m e n t s
sont des f o n c t i o n s holomorphes des va r i ab les x, y,, y^, . . . , y,^ dans
les mêmes domaines, pourvu que les développements des f o n c t i o n s
Fi, F^, . . . , F. ne renferment aucun terme de la forme A 4^ ^ A é t a n t^///
une fonc t ion d i f f é ren te de %éro des seules variables x, v^ j^, . . . , y,/.
La convergence des séries a i n s i ob tenues se démontre de la même
façon que dans le cas d 'une seule é q u a t i o n .

On remarquera que les équa t ions (73) n ' a d m e t t e n t pas, en général ,
de mul t ip l ic i t és caractér is t iques à une dimension.

IV.

W, Cons idérons d'abord u n e équa t i on l i n é a i r e du second ordre
rapportée à ses carac té r i s t iques

( 7 ^ ) ^ = = A / ^ + B/74-C.3 +D,

A, B, C, I) é tan t des fonc t i ons l iolomorphes des deux var iables x et y,
lorsque ces var iab les déc r iven t respectivement dans l e u r s p l ans deux
domaines simpleme/ti connexes (D^ et (Qy: nous supposerons, p o u r sim-
pl i f i e r les no t a t i ons , que ces d o m a i n e s c o n t i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t
les deux p o i n t s x == o,j == o. Soient , d ' au t r e part , ^ { x ) et ^(j)
deux f o n c t i o n s holomorphes respec t ivement dans les deux d o m a i n e s
(ô^ et (tôy, et t e l l es que ^ ( o ) == ^(o). L ' équa t ion (7/1) admet , comme
il est b ien connu , u n e in tégra le holomorphe dans le voisinage des
valeurs ; r=o, y=o, se rédu i san t à, ^ ( x ) pour j ^ o et à ' ^ ( y )
pour x = = = o . Nous a l l o n s compléter ce résultat en d é m o n t r a n t que
celte intégrale est une fond ion holomorphe des variables x, y, lorsque
ces variables (iécriveni respectivement les deux domaines (D^. et a)y.

On peut , pour la démonst ra t ion , supposer

cp(.r)==o, ip(y)=o;
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en elTet, si l'on pose dans l 'équation (^4)

^.-^ 7 -4- cp(^) _i_ 'J;(j)— 9(0),

on est conduit a une équation linéaire de même forme, dont les coef-
f icients sont holomorphes dans les mêmes domaines (t̂ , et o^, et l'in-
tégrale de la nouvelle équation doit se réduire à zéro poiir.^= o, et
pour/y == o.

Les domaines cc\/. et (D^- étant simplement connexes, on peut les
appliquer conformément sur un cerc le : ce changement de variables
ne modif iant pas la forme de l'équation, on voit qu'il suffit de démon-
trer la proposition lorsque les domaines (0^. et o .̂ sont deux cercles
de rayon /m décri ts des points x •==. o, on y == o, pour centres.

L'intégrale de l 'équahon (7l), qui se réduit à zéro pour .x =. o et
pour r==o, est développahie en une série entière en x et y, dont tous
les coe f f i c ien ts se déduisent par voie d'addition et de multipl ication
des coefficients des séries ent ières qui représentent les fonctions A,
B, C, I). Pour (rouver une limite du domaine de convergence de ces
séries, on peut donc remplacer le second membre de l'équation (74)
par une fonction majorante que l'on peut prendre de la forme

M' ( / > -\- (/ •-\- z 4- ï )
( i -..- .v ) ( i — y ) '

la, (o ne/ lion
,Mf-^--,---'Z-

( i --.r)(i —j)

sera a foriioil majorante, et par suite l'intégrale de l'équation (74)»
qui se réduit a zéro pour x == o, et poin\y == o, est représentée par
une série ent ière qui est certainement convergente dans le même
domaine que la série ent ière représentant l'intégrale de l'équation
auxiliaire

(73) s -
MY-^+-?-^+i'\ j — y i — x

( i — . r ) ( i - y }

satisfaisant aux mêmes conditions initiales. Cette dernière série est
elle-même convergente dans le même domaine que toute autre série

Ann Éc. Nor/n., ( 3 ) , XXII l . — Î\OVKMIIHK 1906. 02
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entière, à coefficients réels et positifs^ qu i représente u n e i n t é g r a l e de
la même équa t ion (7^). Cela é l an t , posons

(76) u - ^ x ^ y — a ' y ,

et cherchons une intégrale de l ' équa t ion (7.5) q u i soit de la forme

z = cp( u) = <p(,r -4-- y — ^y) ;

on aura, pour une intégrale de cette forme,

p = ^ ( u ) ( l"-y) , r / rr îp^) ( l — . ^ ) ,

^= ^(^) (ï - ̂ ) (i - y ) ̂  cp^) == ( î - /,) y"^) - ^(//,),

et l 'équation (7:^) devient

( ̂  ) ^( ̂  ̂  ̂ [̂ ^^ .̂.±^11^ .̂ îl̂ .

[/intégrale de cette é q u a t i o n l i n é a i r e , q u i est n u l l e a i n s i que sa
dérivée prenî ière pour n === o, est holomorphe lo rsque la v a r i î i h i e u
décrit un d o m a i n e s imph^nent c o n i K ^ X t 1 q iKdcorHi lHï ne r e n f e r m a n t
pas le p o i n t c r i t i q u e ^==1:. Or, lo rsque les va r i ab les w et y d é c r i v e u l
respectivcnient dans leurs p l ans les cercles de ravon un décri ts de
l 'origine comme centre, la r e l a t i o n (7(>), que l'on peut écrire

( ï — u) = ( i — / y ) ( i — y ) ,

montre que l 'argi iment de (ï — u) var ie do —7: à -+-TÏ:, ot l a v a r i a l ) l ( k u
reste dans u n domaine s imp lemeu t connexe s a t i s f a i s a n t à la c o n d i t i o n
précédente. Donc l ' in tégrale en ques t i on ^ ( u ) de l ' équa t ion (77) est
une fonct ion holomorphe des var iab les x etj lorsque l 'on a

1 ̂  I < ', | y < î •

Si l 'on développe cette in tégra le f ( u ) s u i v a n t les puissances de u,
on a év idemment , d'après la forme du second, membre de l'équa-
t ion (77), une série ent ière dont tous les coeff ic ients sont réels et
p o s i t i f s

9(0) ":-=. A«2 u^ •4- A» u^ 4- ... -4- A/,, u" "h . . . .
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Or, pour oc == o, on a // = r, et , pour y •===- o, u == ^; 11 s 'ensuit que,
si l 'on développe cette f o n c t i o n 'p(^) suivant, les puissances de oc. et de- y ,
tous les coef f ic ien ts seront aussi des nombres réels et pos i t i f s , pu i sque
tous ces coeff ic ients se dédu i sen t par voie d ' add i t ion et de mu l t i p l i -
ca t ion des coe f ï i c i en t s des ternies ou figure une seule des var iab les^ '
ou y. D'après la proprié té démontrée tout à l 'heure, cette série est
convergente si l 'on a \x \ < i , y \ < i , et par su i te la série ent ière q u i
représente l ' i n t ég ra l e de l ' é q u a t i o n (^s), sa t i s fa isant aux cond i t ions
i n i t i a l e s d o n n é e s , est convergen te dans le même d o m a i n e ( < ) .

30. On a u n e p r o p o s i t i o n analogue pour les é q u a t i o n s l i néa i r e s
dont les deux systèmes de caractér is t iques sont confondus :

( 78 ) /• == A p + B <] -h C z -+- D,

A, B, C, 1) étant des fonctions holornorplies des variables OD, y lorsque
ces variables .T et y décrivent respectivement deux domaines simple-
ment connexes (fc^ (-1 a)^, dont le premier, Oeï,;, renferme l'origine
x == o. Soient, d'autre part, cp(r) e(,^(.r) deux fonctions liolomorphes
de y dans le domaine ^y\ l 'équation (78) admet une intégrale se

réduisan( a ^(y) pour.r =- o, tandis que sa dérivée ̂  se réduit à ̂ (y)

pour la même valeur x ==. o. Celle intégrale esi urie fo/ï(>U(m/h()lomorphe
de x et. de y dans 1/ense.ynld.e des domaines a ;̂ el (Qy.

On peut se borner, pour la démonstralion, au cas où les fonctions
^( Y ) e1' ^(x) sont idonliquement nulles, car il suiïit de poser

Z-=L cp(y)-^-.•r4 ;(,/) -1-^

pour être ramené à ce cas. On peut ensuite, au moyen de deux trans-
formations conformes, ramener le cas général au cas où les domaines
(^ et (i^sont deux cercles; en définitive, il suffit d'établir que l'in-
tégrale de l 'équation (78), qui se réduit à xéro, ainsi que sa dérivée

p ) C'e.st îius.sî une, conséquence facile (le la méthode des approximations successives de
M. H. Picard (voir la Note 1 du Tome IV des Leçons sur la Théorie des surfaces de
M. Darboux) .
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première —^.pour .z* == o, est holomorphc lo r sque l 'on a

M<^ h"l<^

si les coeff ic ients A, B, G, D sont holomorphes dans le même d o m a i n e .
Nous remplacerons le second membre de r é q u a t i o n (78) par une
fonct ion majorante de la forme

M('-^+-___4^+x)\ i —— y i —. y, 1
^ ^ ^ ^ ,

et l'on voit , en reprenant les raisonnements du paragraphe précédent,
que le théorème en ques t i on sera é tab l i si l 'on prouve que l ' équa t ion
auxi l ia i re

M('_1-,--L-+,+,)
\ i -...„, 'v i __ /' /

(nf.\ f- — ' •/ /
^9^ / — — ~ . - ^ - , ^ ^ ^ ^ — — — —, ._^_Z__Lr:^L_.__L

(i — ^) : t(,i•—J)

admet u n e intégrale holomorphe représeolée par u n e série entière
en x et y, d o n t tous les coeff ic ients sont réels et posit ifs , et q u i est
holomorphe lorsque l'on a \x\ <^ T , ly| <; i .

Cherchons encore à sat isfaire à l ' équa t ion (79 ) en p r e n a n t p o u r s
une fonction de la forme

z == y ( //, ) == y ( x •J^• f -- xr ) ;
on a

p-=: ( ^ u ) ( ï — y ) , y= (ff{^)(^ — ^)>
r = ̂ ( u ) ( ï — y ) \ s •-= ^ " { u ) (i — u) — ^(^), f ̂  rf(u) ( « - .y')',

et l 'équat ion (79) d e v i e n t

(80) ^(u) = ̂ Ilîlî L^̂( i ••- // )•'•

L'intégrale de cette équa t ion q u i est nu l l e , a ins i que sa dérivée
première ^ ( u ) , pour u == o, est u n e fonc t ion ho lomorphe de u dans
tout domaine s implement connexe «c^, ne r e n f e r m a n t pas le p o i n t
u=.i. On (in conclut , comme au paragraphe précédent , que cette
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fonction
Z(,r, y) — 9(«),

considérée comme f o n c t i o n des variables x et y, est holomorphe
lorsque 'r et \y sont i n f é r i e u r s à l ' u n i t é . Il suf f i t donc de prouver
q u e , si l'on déve loppe celte fonct ion Z(,'r,y) su ivan t les puissances
de x et dey, tous les coe f f i c i en t s sont des nombres réels et p o s i t i f s .
Or cette fonct ion sa t i s fa i t u n système d 'équa t ions

M l /' . r/

( 1 -..Z^(I~J)

Z,_^_L^M(-/.-+-L-^.+l'\ i -— 'y î — x
d —^)( i ---y^
^ y \— + —i.— ̂  ̂ .+ îMf-^+-^--h..+i
- ) • Ï — — . Z - / p

(i-^^(i- j)- i -7

et aux condit ions ini t ia les

z-=.o, p =-- o^ 7 -== o pour .-z; =: o, ^y •=: o.

Si le nombre M est supérieur a un, ce que l'on peut toujours sup-
poser (puisque l'on peut remplacer M par tout autre nombre positif
plus ^rand), les développements de r, ,v, / suivant les puissances de .r,
y, s, p, (j ne renferment que des coefficients réels et positifs. Comme
les valeurs initiales de toutes les dérivées partielles dez, ̂ omx=y = o,
s'expriment au moyen de ces coefficients par les seules opérations
d'addit ion ot dn multiplication, il s'ensuit que le développement de
rL(x^ y ) ne contiendra que des termes à coefficients positifs. De là
résulte la proposition énoncée.

31. Ces p r é l i m i n a i r e s é tan t é tabl is , considérons une équation aux
dérivées par t ie l les de la (orme

( 81 ) .s- -=. F (,r, y, z, p , 7, /•, i ; À ) =: Ap -h B q -+- C z -l- 1) X 4-. * .,

ou le second membre est une série entière ordonnée suivant les puis-
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sauces de :?,/?, y, r, <?, ^, dont les coeff ic ients sont des f o n c t i o n s holo-
morphes des var iables x et y, lorsque ces variables décr ivent respec-
t ivement deux domaines s implement connexes ro.,,, (Q^ r e n f e r m a n t les
poin ts x === o,j= o. Nous supposons cette série convergente , q u e l l e s
que soient les valeurs des variables x et y dans ces d o m a i n e s , pou rvu
que les modu les des variables z , p , y, r, /, A res tent i n f é r i e u r s à un
nombre posi t i f p. Enfin les termes non écrits dans le second membre
de l 'équat ion (81) sont au moins du second degré en z , p , y, r, /, À,
de sorte que, pour À === o, l ' équa t ion (81) admet P i n t é g r a l e p a r t i c u -
lière z == o, et les droites

.y r= c; o n s t., y .•=: c o ri s t.,

fbnnent les deux fami l les de carac té r i s t iques s i tuées sur cette inté-
grale.

Proposons-nous de développer s u i v a n t les puissances de À l ' i n t é -
grale de l ' é q u a t i o n ( S i ) q u i se r é d u i t h zéro p o u r ^ ^ o , que l que
soity, et p o u r y == o, q u e l q u e soit .r. Soit

<8 2 ) z "= Pi^^ .r)^ + ?2(^ j)^-h. . .4- îp,,(^, y)!'1^. . .

le développement de cette in t ég ra l e . En r e m p l a ç a n t s par le dévelop-
pement précédent dans les deux membres de l 'équat ion ( 8 ï ) , et en
i d e n t i f i a n t , on obt ien t des é q u a t i o n s l inéai res aux 'dér ivées par t ie l les
permet tan t de d é t e r m i n e r de proche en proche les fonc t ions 9, ( ' x, y),
Î2(^j)» . . . » ^(^,j), . . . . La première de ces fonc t ions y,(^, y )
doit s a t i s f a i r e à l ' équa t ion a u x dér ivées p a r t i e l l e s

<^9i , àçp^ -, 0^,
^=A^+lî^+(^-f-^)'

et s'annuler pour x == o, ot poury r= o. Nous venons (le voie que cf't.tc
fonction était lioJomorphe dans l'ensemble <-les domaines o^, a.) .
D'une façon générale, le coefficient 'p/, de A" est une. fonction d^s
variables x et y , qui doit s'annuler pour x == o et pour y === o, et
satisfaire à une équation aux dérivées partielles

ûir9" .. A o'a" , n^-P". , / - n
^-^-^Ty^-^14-^
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U étant un polynôme entier par rapport aux coeff icients de la
série (81) aux fonct ions ^,, cp^, ..., y,,_i, et à leurs dérivées, c'est-
à-dire une fonction holomorphe des variables ;r, j, dans les do-
inaines dc),c et (ô^, si les fonctions q^ d'indice inférieur à n sont holo-
morphes dans ces domaines. 1.1 s'ensuit que la fonction c^ sera elle
aussi ludomorphe dans ce. s domaines, et l'on obt ient ainsi une série
de la forme (82), satisfaisant formellement a l 'équation ( ( S i ) , dont
tous les coeff ic ients ^ n ( ' ^ . Y ) sont des fonct ions holomorphcs des
variables x et y, quand ces variables décr ivent respect ivement dans
leurs plans les domaines a),/, et a\.

La convergence de ce développejnent en série (8'.2) est une consé-
quence de la proposition suivante, que nous allons démontrer direc-
te mon î :

ÏllEoitÈMi^ IX. — Soient (0^., (fi'y deux dornclines intérieurs respectivernenL
aux deux domaines (ù/., a'^.; on peut leur faire correspondre un noînbre
pos i t i f ïj tel que U Intégrale (le l/é(f(iatiori ( 8 î ) , (f(d se réduit à zéro
pour x =: o et pour y = o, soit uue fonction holornorphe des variables x,
y, A, lorsque les variables x et y restent dans les domaines (fâ^ et (ô^., et ci ne
le modale de A reste inférieur à Y] .

Nous s u i v r o n s la même marche, pour la démons t ra t ion , qu'au
n° 27.

32. On peut d'abord, en e f f e c t u a n t sur les variables x et y une
t r a n s f o r m a t i o n confo rme , rejriplacer les deux domaines s implement
connexes d\,/. et (.^y par deux cercles de rayon un, ce qui. ne change pas
la forme de l ' é q u a t i o n (<S i). I l s u f f i t donc d 'établir le théorème énoncé
en s u p p o s a n t que le second mernhre de l ' équa t ion (8 r ) est une fonc-
t ion Iwlomorphe des v a r i a b l e s x, y, s, p , q, r\ t, \, lorsque l 'on a

(83) i, l . y | < 1 » H<p'
\p\<^ | y l <p . M<p' M<p. l^ |<p;

le second m e m b r e de cette é q u a t i o n peut alors être développé en
série en t i è r e o rdonnée s u i v a n t les puissances de toutes les variables
x, y, s, p , y, r\ l. A, et convergente pour les valeurs de ces variables
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qui satisfont aux conditions (83); de pins , chaque terme de celte
série est divisible par l'un des fadeurs ^, p , y, A, r2, ri, ̂ . Le théo-
rème à établir peut alors s'énoncer ainsi :

Étant donnés deux nombres positifs 0, 0', inférieurs à un , on peut leur
associer un autre nombre positif^ tel que l'intégrale de l'équation

(81 bis) s = F(A', y, z, p , q, r, l, V),

qui est nulle pour x == o, et pour y==o, soit une fonction holomorphe
des variables x, y, À, lorsque F on a

M<0, |y|<^, |A|<ri.

En effet, l ' in tégra le de l 'équat ion (8 i bis), q u i s a l i s f a i l a ces con-
dit ions i n i t i a l e s , peu t être développée en série ent ière ordonnée sui -
vant les puissances de x, y, A, et tous les c o c f l i c i e n î s de celle série

^ se dédu i sen t par a d d i t i o n cl m u l t i p l i c a t i o n des coefï icients de ^. Nous
pouvons donc r emplace ra par u n e l o n c l . i o n ma jo ran te p o u r avoir u n e
l imi te du d o m a i n e de convergence de celle série en t i è re . Si la f o n c -
tion § est c o n l i n n e sur les l i m i t e s du d o m a i n e ou e l le esl h o l o m o r p h e ,
comme on peut le supposer (voir 11° 26^ on peut prendre pour fonc-
tion ma jo ran te une expression de la fo rme

M ( s 4- p -4- q -h 1 4- ̂  4- ri -h /ï )
/ A \ 7 z 4- P ~\- d \ ( r -4- t \ '

^'^'-^('-^('----^^(•--T-)
et, à pi us forte r a i son . Impression

^(^',7, z, p, y, r, <î, À )
.» F jp y_ . r2 r i ^

^ ' ['" ;-~y i—.7; ' (i^-y^ 1 ("ï _ ̂  ̂ Y^yyg 4- ^-^-^

(^ ̂ )(, «^ ( ̂  ̂  ) ,_ i (, + ̂  ̂  ̂ .\\ \,^11__ + ..,.,,,..L,J!
' V p / L p\, t~y ^-^7J( pl(î- j)2 (i"-^)2]!

est majorante pour ^. II suffira donc de démontrer le théorème pour
Inéqua t ion auxi l ia i re

(84) .s-=:<I)(.^,y, z , p , y , r , t, }.),
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ou encore de d é m o n t r e r que cet te é q u a t i o n (84) admet une intégrale
holomorphe en ce, y . À, p o u r v u que l 'on a i t

M<^ ljl<^ | A | < ^ ,

et représentée par un développement en série entière en x, y, ^,
dont tons les coef f ic ients sont des nombres réels et positifs. Or si l'on
cherche a satisfaire à réquation (<VB) en prenant pour z une fonct ion
de u ==. x 4-y — œ-y et de A, z = ̂ (( / . , A), on est, conduit à l'équation
du second ordre

()(D ,, / à'2 ( 0 \ 2 .,^+ a ^ -i_3 —— ) 4-A
.Q^ ^?^ I <^ . M __ ____^" ___^^L._______________„.^^ ^ _ -^_^ ̂  4. jyi -..-._.- - ^ ^^^

/ cp+.^w .̂
( I - " ) - ( J~p)v"-7—7^.1^^^

Lt* s ï ^cond membre de cette é q u a t i o n peut être o rdonné en série
suivant, les puissances de A, de ^, de -̂? et de ^p9? tous les termes de1 ' au ô(i'~

cette série étant, divisibles par A, ^p, ̂  ou ( ( — } ^ les coefficients

étant des polynômes du second de^ré en f-:1""-)- On en déduira donc

pour ( (F une séri(1 (^nt iére m A, ^, ̂  dont tous les coefficients sont• < ) ( ( 7 ' 1 ()f(
eux-mêmes des p o l y n ô m e s en —— à coeff ic ients réels et positifs

(Y1 ̂  ( ()^ -. \
(^) ^=c{^;^^^

Le second m e m b r e de r cUe é q u a t i o n est u n e fonction holomorphe
des variables //, o, ^? A, lorsque u reste dans un domaine (t^ ne• ^</ A

r e n f e r m a n t pas le p o i n t ^ = = 1 , p o u r v u que les modules de y, -^
A res ten t i n f é r i e u r s a u n n o m b r e pos i t i f p' su f f i samment petit (n° 5j.
Si on l ' o r d o n n e s u i v a n t les pu issances de u, A, y, ̂  tous les coef-

f i c i en t s sont des nombres réels et posi t i fs et tous les termes sont divi-
/> <^

/ / / / / / . /<<". f\tirm.y ( : 1 ) , X X I Ï Ï . ~ NOVKMISHI-; lyA). u'
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sibles par y, —r on A. L'intégrale de cette équat ion (86), qui esl nulle,

ains i que sa dérivée première, pour // == o, peu t donc être développée
en une série ent ière en u et X, dont tous les coef f ic ien ts sont réels et
p o s i t i f s

(87) z =: ̂ (À) ̂ -4- .̂, (7.) u3 4- ... -4- ̂ ,0 )^ + • • -

4'2» 4' î î» • • • » ^//,» * • • étant des séries entières en À dont tous les coeffi-
cients sont réels et positifs.

D'autre part, d'après le théorème de M. Poincaré , n o u s savons que
cette intégrale est une fonct ion holomorphe de /// et de À, lorsque u
décr i t le domaine o)«, p o u r v u que A reste plus pet i t qu 'un n o m b r e
posi t i f 7] convenablement choisi. Si l'on a pris p o u r (0^ le d o m a i n e à
l ' in tér ieur d u q u e l reste le p o i n t u l o r sque x et y res tent dans les
cercles de rayons 0 et 0' décrits de l 'o r ig ine pour cen.trc, on vo i t que
la fonct ion (87) est une fonct ion holomorpho des va r i ab l e s •r', y, À,
pourvu que l 'on a i t

M<^ \y\<0', \Z\<'n.

Or, pour^r == o et poury === o, celte fonct ion se réduit a deux séries
entières en (y, A) et en (x, A), dont tous les coeft ic ienis sont réels et
posit i fs. Il s'ensuit que, si l'on développe cet te intégrale de l'équa-
tion (84) suivant les puissances de a^ j. À, tous les coefficients seront
aussi réels et positifs. Cela suffit, nous l'avons déjà fait observer, pour
é ta b 1 i r 1 a p r o p o s i t i o n é n o n c é e.

33. On peut ramener a la forme ( H i ^ ) toute é q u a t i o n du second
ordre

(88j F (^, j, z, p , q, r, .y, t ) =:.: o,

dont on conna î t une intégrale particulière non sin^dii^re, pourvu
qu'on connaisse les caractéristiques sur cette intégrale particulière.
Soient, en effet,

x=.j\u, ^), ,)'=9(^, ç'), ^::=4/(^ p)
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les équat ions de celle surface intégrale rapportée à ses caractéris-
tiques // == C, v = C\ Faisons dans l'équation (88) le. changement de
variables défini par les formules

(^9) .r-=/(X, Y ) , y = < p ( X , Y) , ^ = = ^ ( X , Y ) - t - Z ,

X et Y étant les nouvel les variables irulépendantes et Z la nouvelle
fonction inconnue. L'équation (S(S) se change en une nouvelle équa-
tion du second ordre

(90) ^ (X , Y, Z P, Q, H, S, T) :=o

adïnet tant Fintégrale part icul ière Z == o, sur laquelle les droites
X == const., Y == const. sont les courbes caractéristiques. Il s'ensuit
que cette intégrale Z == o s a t i s f a i t aux relations

^ <-JJ
^=0, ^^0;

connue ce n'est pas une intégrale singulière, la dérivée — ne peut
être nulle, et l'on peut résoudre réquation (90) par rapportas. En
remplaçant les grandes le t t res par des petites lettres, on voit que
F équation sera ramenée a la forme

( 9 1 ) .s- : - A./^ ~r~ Uq -h ( ^ ^ -4- . . . ,

le second înembre étant, une série entière en p, q, z, r, /, dont les
coeff ic ients sont des foncl ions des variables x et y, et tous les termes
non écr i ts é î a n t au moins du second degré en ̂  p, y,r, /. Supposons,
pour fixer les idées, que le second membre de F équation (9^) est
holomorphe lorsque les variables x et y restent respectivement dans
deux domaines simplement connexes (0 .̂ et cûy, et que les modules
de ^, p, y, r , l restent inférieurs à un nombre positif p. Soit, d'autre
part, ^{x. Y ) une fonction tiolomorphe des variables x et y dans les
deux domaines o;̂ . et o.\; si l'on remplace z par z -+- Acp(.'y, y ) dans
l'équation f()i), on est conduit à une équation de la forme (Si).
L'application du théorème général du n° 32 permet d'affirmer l'exis-
tence d'une infinité d'intégrales de l'équation (91) , infiniment voi-
sines de l'intégrale particulière z == o, et pour lesquelles on peut
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assignera l'avance des domaines où elles sont sûrement, holomorphes.
Il est clair qu'au lieu d ' u n seul paramètre À on pourrai l en intro-
duire un nombre que lconque , en remplaçant par exemple z par
z~+- X(p(,r,j) 4- p-^(^y) -+- . . . , 9, ^, . . . étant des fondions holo-
morphes dans les domaines (ôa; et (ôy.

34. On peut démontrer un théorème tout à f a i t pareil pour une
équation de la forme

(9^) /• == F (,:z:, y, z, p, q, s, £, À ) ==: \p 4- B q -f- C z + D À -+-. . .

admettant , p o u r ^ = = o , l'intégrale z ^ o, sur l a q u e l l e les deux sys-
tèmes de caractérist iques sont con fondus avec les droites r = = = c o n s L
La suite des ra i sonnements étant la même, j ' i n d i q u e r a i s eu lemen t les
points qu i d i f f é r en t .

Au l i e u d 'une (onc t ion ma jo ran te de la forme (84), nous pren-
drons pour fonction majoran te

<!>^-

p |. ( i ! • ! 1 1 ,r} ( ï —" y f ' ^——^Y^^^ -\-~ ^-^-^-^^

Gt tout revient encore à démontrer que l'équation auxi l ia ire

(93) r=<l>(.r,j, z, p, r / , s , l:, 1)

admet une intégrait* qui soit représenlee par une série oniière en x,
y, A, doni îous les coefficients sont réels et posit i fs, et convergente
pour ^ ]<0, yl^, A <r/, les letires 0, 0\ ïj ayan[ la même
signification que plus haut. Or, si l'on cherche une intégrale de la
forme

z = ̂ (u, À ) :;zr ^(.x 4-y — xy. À ) ,
on a

p == ̂ ' { u } (r -j), rf •:= ̂  ( u ) (ï — x } ,
r =-. r/ ( a ) (, ,- y ) ̂  / ̂  ̂ ( a ' ) ( i — a : ) \

. î•=:9 / /(/<)(l-^)(I-J) _ ^ ( u ) ,
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et, par s u i t e ,

^(u ) = —^— = ^1—, c/( f i ) :-, ————= —/——T • ( - y ï " - j - • • (i--.^ d -vY

^(^ - -i- -_ ^ _^ ——
• / - ( i - . r ) ( i ^ y ) ( i ^ . r ) } ! - ^ ) " ' :

cl l 'équation (c)'^) prend la fonno

((^) ^(U):==.
m/^^^,/) + 3 ^ < 2 ( / / ]

/ /W 9 + ^ \ / ^//

i — // n î -" - i - ——— i — ••—
P / \ p / \ P

L'intégrale de cette équation, qui est nulle ainsi que sa dérivée
première pour // = o, est une fonc t ion hoioniorphe des variables x^
y, A pour |,2; <^ 0, y <^ 0\ [ A | <^ ^. On démontre que tous les coef-
f icients du développement de cette fonction suivant les puissances
de.r,/, A sont des nombres réels et positifs en formant, comme au
n0 30, un système d 'équat ions donnant les trois dérivées partielles
du second ordre /l, s, l de cet te (onct ion sous (orme de séries entières
dont tous les coef f ic ients sont eux-mêmes des nombres réels et po-
sit i fs.

Il est clair que les d ivers a r t i f i ces employés dans les démonstra-
tions précédentes s 'appl iqueraient a isément à des questions du même
^enre, mais plus compliquées. Dans un autre Mémoire, je m'occu"
perai [dus spéc ia lement des app l i ca t ions des propositions générales
au do main e réel.


