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SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THEORIE DES NOMBRES,

Pax M. Grorees REMOUNDOS.

INTRODUCTION.

On doit & Hermite (') une célébre méthode pour établir la
transcendance de quelques nombres importants en Analyse (voir,
par exemple, le Cours d’ Analyse de M. Goursat, t. I, p. 192); ainsi
Hermite a démontré la transcendance du nombre e et le mathématicien
allemand Lindemann, s’inspirant par le procédé suivi par Hermite, a
établi la transcendance du nombre = (*). Les démonstrations de ces
deux géometres ont ¢té simplifices par M. David Hilbert (*). M. Lin-
demann a, & cette occasion, établi un théortme d'une grande impor-
tance, & savoir :

Si les nombres o, oy, ..., %, Ay, Ay, ..., A, sont algébriques, 'égalité

(l) Alea‘+AQe“ﬂ+...+A”Cdu=0

entraine la nullité de tous les coefficients A, A,, ..., A,.

Ayant été récemment attiré par I'analogie visible que ce théoréme
présente avec celui de M. Borel, qui m’a servi de base dans mes
recherches surles zéros des fonctions multiformes, je me suis proposé
les problémes suivants :

Le théoréme d’ Hermite-Lindemann joue-t-il dans la théorie des nombres
le méme réle que le théoréme de M. Borel dans la théorie des fonctions?

(*) Comptes rendus, t. LXXVIL, 1873.
(2) Mathematische Annalen, Vol. XX, 1882, p. 213.
(*) Gottinger Nachrichien, 1893.



368 G. REMOUNDOS.

Ces deux théorémes ont-ils des conséquences analogues? Quel est le parti
que nous pousons tirer de cetie analogie intéressante pour le dévelop-
pement de la théorie des nombres?

Dans un certain point de vue, on peut dire que le théoréme de
M. Lindemann présente de I'analogie surtout avec le cas particulier du
théoréme de M. Borel, qui consiste dans 'impossibilité de I'identité

(2) P (5) A=) 4 Py(3) ellsl ... 4 P, (3) el =)= o,

dans laquelle les coeflicients P, (z), P.(z), ..., P,(5) et les expo-
sants H, (z), H,(z), ..., H,(35) désignent des polynomes (*).

Jai annoncé quelques résultats de mes recherches sur ce sujet &
I'Académie des Sciences de Paris dans sa séance du 16 janvier rgob
et ce travail n’est que le développement de la Note relative publiée
dans les Comptes rendus.

CHAPITRE I.

LES CONSEQUENCES DU THEOREME D’HERMITE-LINDEMANN.

I. Dans ce Chapitre nous établirons quelques résultats, acquis a
I’aide du théoréme de M. Lindemann et notre méthode d’élimination,
qui, malgré sa simplicité, nous a conduit & I'extension du théordme
de M. Picard aux fonctions multiformes.

Considérons un polynome ¢(w«)

(3) Ju) = W = W A Yy e Yy U Yy

ol les coefficients v,, vy, ..., 7, ne sont pas tous des nombres algé-
briques et une équation de la forme

4) g(u)=Ae¢*,

(1) Ou bien encore des fonctions algébriques [voir mon Mémoire Sur les fonctions ayant
un nombre fini de branches (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1906,
fascicule T)].
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les nombres A et o étant algébriques. Le second membre de cette
équation scra un nombre transcendant conformément au théoréme
de M. Lindemann, dans le cas ot « est différent de zéro.

Je démontrerai que les racines de I'équation (4) sont, en général,
desnombres transcendants et quune équation de la forme (4) admet-
tant des racines alggbriques doit étre regardée comme exceptionnelle.

Je commence par remarquer qu’il est impossible d’avoir v équa-
tions distinctes de la forme

(5) glu)=A,, glu) =A,, ce qg(u) =A,,

admettant des racines algébriques, siles nombres A, A,, ..., A, sont
algébriques. Bn effet, supposons que ces équations (5) admettent
respectivement les racines algébriques w,, u., ..., u,. Nous aurions
alors

(6) g(uy)=Ay, q(uy) == A,, vy q(w,) =A,,

et les nombres w,, u,, ..., w, scraient ¢videmment distinets; la réso-
lution de ces v équations par rapport aux coellicients vy, va, <o, vy
donnerait pour cux des valeurs algébriques, ce qui est contradictoire
a notre hypothtse qu’un au moins des coeflicients y; est transcendant.
Nous en déduisons le théoreme suivant :

I’y a pas v valeurs algébriques de u, pour lesquelles le nombre (/(u)
soil algébrique; le nombre de ces valeurs de u ne depasse pasv-— 1.

Il est elair gu’aucune telle valeur ne saurait exister dans le cas
ot les nombres v,, v., ..., v, sont tous transcendants algébri-
quement distinets, c¢’est-d-dire lorsqu’il n’y a entre ces nombres
transcendants aucune relation linéaire & coefficients algébriques.
Nous remarquons que ces valeurs de z sont analogues a celles que j’ai
appelées (E) dans la théorie des fonctions au sujet des zéros des fone-
tions multiformes (valeurs exceptionnelles E) (*). D’une facon plus
précise, leur nombre ne peut dépasser v—K, lorsque le nombre des

(1) Voir Comptes rendus, 20 avril 1903, 8 février 1904, et Bulletin de la Sociéié ma-
thématique, 1904, fasc. 1.
Ann. Be. Norm., (3), XXl — Aovr rgo6. [;7
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coefficients v, transcendants algébriquement distincts est égal a K.
Jentends par I qu'il y av — k équations de la forme

Cio +Cii Y1+ Cie Yot Cy '}/v:-‘:An

() Cay —Caq Y1+ Cag Yat...+Coy Pv=A,,
.......................................... ,

Cy—leo= Comfet Y1+ Cuiea2 oo o= Compe vy = Ayrs

a coefficients algébriques, a I'aide desquelles le polynome ¢(z) peut
prendre la forme

(7") glu) =y K («)+y,Ke () + .oy K (w) + K(w),

ou les nombres v, v., ..., Y& sont transcendants algébriquement
distincts et les K, («), K,(w), ..., K («) désignent des polynomes
en u i coefficients algébriques.

2. Je démontrerai maintenant qu’il est impossible d’avoirv +1 équa-
tions de la forme

(8) q(u)==Ae*, q(u)y=A,c*, e q() == Ay *rin,

admettant des racines algébriques, si les seconds membres sont tous
des nombres transcendants (o, 55 0, @, =£ 0, oL, ey F 0).

Supposons que ces équations (8) admettent respectivement les
racines algébriques w,, u,, ..., «,, u,.,. Nous aurons

(9) | g (ug) = Ay e, qluy) = A, e*, e q(wy) = A, e,
' ’ q(Uyiy) == Ayyy €%,

et les nombres algébriques u,, w,, ..., u,, .., seront nécessairement

distincts, parce que, s’il y en avait deux égaux, par exemple w,= u;,
nous aurions I'égalité

(10) Ape*— Ay e* =0

qui, conformément au théoreme de Lindemann, est imposs ible si Uon
n’a pas: ou bien
oL == o,

et, par suite,
A'/f:: A'A
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ou bien
A= Ay=o.

Cela posé, 'élimination des coefficients v,, v,, ..., v, entre les
v +1 équations nous conduit & 'égalité
< 5}

(r1) MAL %A Ay %+ A e Ao Ay €=,
ou
7 Wit
ak o+ [ A S 7
. N N—1 ¥
o o rouy, ... W w)
Va1l e V-1
(12) )1: s A — . . e ceen .a
7 e v .
! 1 I Wy ..owtul
°t V-1 ~
y—t U Uyq .- T U
U Uy .. WD

Le déterminant qui donne le nombre 4, est d’ordre v, tandis que
celui qui donned est d’ordre v +1; nous voyonsbien que ces nombres
A(E=1,2,...,v~+1)ct A sontalgébriques et essentiellement diffé-
rents de zéro.

Tous les termes do premier membre de Pégalité (11) sont des
nombres (ranscendants, parce que les exposants o, ¢y, .., Gy, Gy
ont 6Lé supposés differents de zéro, mais ces exposants ne sont pas
né cessairement différents entre cux et il peut bien arriver que cer-
tains d’entre cux soient égaux. Dans ce cas, il y aura des réductions
dans le premier membre de (1) et le nombre des termes transcen-
dants distincts peut étre tellement diminué qu’aucun des coeflicients
primitifs ne reste intact ; mais, quelles que soient ces réductions, le
seul terme algébrique, qui constitue le second membre de (11), ne
subira aucune réduction et restera intact.

Notre égalité (x1) prendra donc une forme irréductible telle que

P o, oc,J , ’1,’ — . oz
(13) I T PR S A (a.pi;éapﬁ—i...?éczpu),
los coefficients a,, a,, ..., a, étant toujours des nombres algébriques.

D’apres le théoreme de Lindemann, I'égalité (12) est impossible,
parce que le nombre 4 est assurément différent de zéro.
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Nous en déduisons le théoréme suivant :

Sl y a des valeurs algébriques de w, pour lesquelles q(u) soit un
nombre transcendant de la forme : Ae* (les A et a étant des nombres
algébriques), le nombre de ces valeurs ne dépasse jamais v.

Nous appellerons exceptionnelles ces valeurs de w«, ainsi que celles
pour lesquelles ¢(«) est un nombre algébrique. Leur nombre total
est au plus égal & 2v —1; dans le cas contraire, tous les coefficients
du polynome seraient algébriques.

On appellera aussi exceptionnelle toute équation. de la forme (1)
admettant des racines algébriques et leur nombre total aura la méme
limite.

Il est aisé de s’assurer de Pexistence de polynomes ¢(a) avee des
coefficients transcendants admettant v valeurs algébriques excep-
tionnelles de w, parce que 'on peut déterminer les coefficients v,
Yas ---» Yy parles équations

(14 qglu,) = A, e*, qgluy) = A, e*%, ey q(uy) == A, e%*,

les w,, u,, ..., u, étant des nombres algébriques, ainsi que les A,
Agy oos Ay, oy, oy, e, o 1 est remarquable que, lorsque le poly-
nome ¢(w) admet v telles valeurs exceptionnelles, les coefficients v,
sont des nombres de la forme

Ag %y P L Ay €%,

les nombres a; étant aussi algébriques.
Sijappelle w = 2(z) la fonction algébrique de =z, définie par 'équa-
tion
A o TR S R kT
notre théoréme prend la forme suivante :

1l est tmpossible d’avoir 2v nombres algebriques a,, i,y . .., @y, tels que
les quations

(15) 9(s) =ay, 9 (5) = dy, Ry ¢(5) = day-1, ¢(5) =y

admettent des racines de la forme Ac?, les nombres A et o étant alge-
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brigues. Cette forme, ainsi que toutes les precedentes, rappelle immédia-
tement lextension du théoréme de M. Picard et de ses genéralisations aux
Sfonctions a v branches (Comptes rendus, 20 avril 1903 et Bulletin de la
Société mathématique, 19oh, fasc. I).

Nous avons ici la limite supérieure 2v — 1 au lieu de 2v, que nous

avions dans la théorie des fonctions, parce que I'Znfing n’a pas i inter-
venir dans la théorie des nombres.

3. Nous devons dire quelques mots sur les réductions qui peuvent
avoir licu dans le premicr membre de I'égalité (11), et qui se pré-
sentent dans le cas ou il y a des exposants égaux.

Supposons que 'on ait

Oy = Cly;

alors I’¢limination de ¢* entre les deux équations
q(u)y=A e*, qluy) == Ay e,

nous conduira i I'équation

(16) Ayg(u) —Ayg(us) =o,

ou bien

(17)  [AK (uy) — A K ()] + [ ALK () — A K (1) s
A [ A Ko () — A Ko (wa)] a4+ - [ MKy () — A Kp(us)]yr=o,

si Pon utilise la forme réduite (77) de ¢g(u).
Les transcendants y,, Ya» ..., Vi étant supposés algébriquement
indépendants, Uégalité (17) entrainera les égalités suivantes

AK (u) =AM K (w),
AuK () = A Ky (wn),

A Ky (ey) — A Kp(uwp) = o,
ou bien

/ K(w) _ Ki(w) _ _ Ka(w) _ A,
(7°) K’(”ﬁ) K (ue) T Ky () Ay
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Ainsi ces nombres u, et «, sont liés par K équations algébriques
de degré au plus égal a v.

Deux nombres u, et u, seront appelés équivalents lorsque le quo-
tient ¢(u,) : ¢(u,) est un nombre algébrique; ainsi, deux tels nombres
satisfont aux équations (77), qui montrent que le nombre des équiva-
lents & un certain nombre donné est au plus égal 4 v — K.

Nous croyons utile de citer aussi deux corollaires du paragraphe
précédent, qui présentent un intérét particulier.

CorovLtARE 1. — Sul y a n équations exceptionnelles,

((g(u)=A e, glu)y=~A,e%, ..., g(u) = A, e

(18) (‘Zi;‘éoy a?;’f'o? “n;‘fo))

dont la premicre admet ., racines algébriques distinctes, la seconde .,
telles racines et ainsi de suite, la derniére ., racines algébriques dis-
tinctes, la somme po~ (o . ..+ W, e doit pas dépasser le nombre v.
Par conséquent, 'égalité ., = v entrainera

My == 0, P30, ceey P =2 O
CoroL LAk . — 8%l y a une équation cxceptionnelle de le forme
p@=hets  (a,£0),
ayant ses v racines distinctes et algebriques, toute autre cquation
(/(u') = Ac* (Ae*s£ ANy e*) asto
ne saurail admetire aucune racine algébrique.
4. Tous les résultals des paragraphes précédents s’étendent facile-
ment aux ¢quations de la forme
(19) q(u)=Aje* 4 Ayet—4. .. A, ¢*n Lo 2oy 5. o 72 0],

ou les termes du second membre sont tous transcendants.

On y arrivera encore par la méme méthode 4 Vaide du théoreme
d’Hermite-Lindemann. Il n’y a rien & changer dans Panalyse des
paragraphes précédents @ s’il y avait v + 1 équations de la forme (19)
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admettant des racines algébriques, on serait conduit encore & une
égalité de M. Lindemann qui pourra avoir ici un nombre de termes
exponentiels supérieur & v+ 1. Le terme algébrique unique étant le
méme que dans le cas de m =1, 'impossibilité de I'égalité en ques-
tion sera bien conclue.

Ainsi nous obtenons un théoréme, qui généralise bien le théoréme
correspondant du paragraphe 2. Le nombre algébrique u, doit étre con-
stdere comme exceptionnel, lorsqu’on a

(20) g(u))=Aj e+ Ay e*a+. ..+ A, €%,

quel que sott Uentier m, ow les exposants o, o, ..., o, sonl, ou bicn
tous différents de zero, ou bien tous nuls ().

Je profite ici de Poccasion pour faire une remarque analogue con-
cernant la théorie des fonctions.
Si nous envisageons la fonction f(z, «
t>] J N

(21) Sz, a)=w 4 A((5)u" 4+ Ay (3)w 2+ ..+ Ay (5)u -+ A, (3),

les A (=), Ay(=), ..., A,(z) désignant des fonctions enticres quel-
conques et que nous désignions par ™ le plus grand des ordres de
grandeur des coelfficients A, (z), A,(5), ..., A, (3), A,(z), nous
n‘avons considéré comme exceptionnelles, jusqu’ici, que les valeurs
de u, pour lesquelles /(z, u) est de la forme

(22) Q(s) ¢mt=),

ol la fonction entiere H(z) croit comme M(r), tandis que Q(z) croit

moins vite que
(1)
eMiri] ,

o étant un nombre positif quelconque, mais fixe.
Mais, d’une fagon analogue & celle de la théorie des nombres, la

(1) Cest done par exceplion que le polynome ¢(u) peut donner, pour des valeurs
alg6briques de «, des nombres do la forme sina et cosa, a élant un nombre algébrique.
Ainsi, les 6quations ¢(«) = sina ou ¢(«) = cosa, qui admettent des racines algéhriques,
sont exceptionnelles.
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méme méthode d’élimination nous conduit & une généralisation des
cas d’exception tres intéressante.

Ainsi, il faut considérer comme exceptionnelle toute valeur u, de u,
pour laquelle on ait

(23) (5, ) = Qu(5) €4 Qu(5) 1. ..ot Quy (3) =it Q () €,

ol les H;(z) croissent tous comme M(r), tandis que les Q;(s) croissent
tous moins vite que ¢, & étant toujours un nombre positif quel-
conque, mais fixe.

En effet, il est impossible d’avoir v 4 1 valeurs de «, jouissant de la
propriété (23), puisque, dans le cas contraire, 'élimination des coef-
ficients A;(z) entre les v + 1 équations

S (55 1) == Qo1 (5) €Morl=1 o Q5 (5) €M0®) o Qo (5) €Mlowml®),
(2%) (5 wq) == Qqq(5) €Mt o Qqu(8) €M™ o= Qi (5) €Mt
2 ¢

e i R

( S5y 1) = Qy 1 (5) 3 - Qo (5) eMpls - o Q"""-,(:') eMym 2]
nous conduirait i une identité de M. Borel, prise dans saforme la plus
générale, dans laquelle le seul terme d’ordre de grandeuar inférienr
4 " sera égal au nombre A du paragraphe 2. 11 est toujours aisé de
comprendre que les réductions qui peuvent avoir lieu parmi les
termes exponentiels ne sauraient jamais, grace au théoreme de
M. Borel, donner naissance & un terme d’ordre de grandeur moindre
que ") qui ne soit pas nul.

Ainst, notre théoréme §ctend, sans aucune modification, « ces nou-
veauz cas d’exception ().

1y Par exemple, la valeur w, sera exceptionnelle, si 'on a
. b i

f(z,uy)=sinW(z),
ou bien i
[(z,uy) = cosW(z),

W () 6lant une fouction entiére, puisqu’on a

W (z) o\ (2) 2 \W(z) i W(z)

. [ — 4 -+ ¢

sinW(z)= .,,_._,-__..;7__.._-‘.._. » cOs \[J'(z,) T T —
' 2L X
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Le cas primitif, que nous conbndemons jusqu’ici, correspond aux
valeurs

my==m;=...=m,=1I.
Il est fort remarquable que, dans le cas ’exception (23) ot m>1,
si les coefficients A; (=) sont d’ordre fini, le second membre aura son
ordre reil towjours égal a son ordre apparent, grice au théortme de

M. Borel.
“Bn effet, s’il n’en était pas :1insi, on aurait une identité telle que

(25) ()( )ell.t )+())( )ell.l [T +‘)m( )ell,,,( )—_l)( )ell( )

P(s) étant une fonction d’ordre inféricur i p [p étant le plus grand
des ordres des coefficients A;(z)].

Si aucune réduction n’est possible parmi les termes de (25), cette
identité entraine

Qu(5) = Qu(3) =... = Qu(s) =o.

Sile terme P(z)e"™® p(sul‘, (:t,r'(» réduit avec un terme du premier
membre, par exemple avee Q,(z)¢™*, il ne saurait se réduire avec
un autre, parce que le premier m('mhr(‘ de (25) est supposé irréduc-
tible. Supposons done que on ait

H(z)—H,(5)=P;(5),
P,(z) ¢tant un polynome de degré inféricur & p. On en déduirait
(26)  [Q(5)—P(z)e™ =] el 4 Qu(5)eM2 4. . 4+ Q,,(5)e"™#=0.

Aucune autre réduction n’étant possible, cette derniére identité
entrainerait

(27) Qu(s)=0, Qu(z3)=o0, ..., Qu(s)=o0, Qi(3)=P(s)eM),
ce qui est en contradiction avec notre hypothese de m > 1.

Nous avons donc, dans le cas de m™>> 1, un fait coniraire & celui quz
caracterise le cas d’eaxception usuel de m = 1.

Si nous appelons w = o(=z) la fonction & v branches, définie par
Ann. Ee. Norm., (3), XX — Aovr 1906. 48
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I'équation : '
S(5,u)=0o,

nous aurons des équations exceptionnelles telles que

0(5) = u,
ou bien
' ¢(z) =w(s),

;. o . ay . . - 1=
w(z) désignant une fonction entiere croissant moins vite que ™"’

dont le caractére d’exception ne provient pas de ce que la densité de
leurs racines n’est pas celle qui convient a I'ordre de grandeur "',

Je ne parlerai pas ici de I'extension de ce résultat au cas ou les
A;(z) sont uniformes dans le voisinage d’un point singulier essenticl
isolé, qui se fait aisément.

5. Il ya aussi d’autres cas d’exception dignes d’attirer notre atten-
tion : supposons qu'il y ait v + 1 valeurs de w, «,, ny, ..., w, telles que

S5, uy) = Oy (5) 4+ Qy(5) M=),
5 Sz u) = 0,(3) 4 Q,(5)eM ™),

(28)

. . . . |l
les 0,(z), 0,(z), ..., 0,(s) croissant aussi moins vite que ™",
Je suppose de plus que parmi les exposants

“U(z)’ ”l(:'): ey IIV(:)’
il y enaaumoins un, H,(s) par exemple, tel qu'aucune des différences
Ho(s) — Hy(3), Hy(3)—1,(s), ..., Hy(s)—H,(2)

n’ait un ordre de grandeur inféricur a "',

Dans ces conditions, il est aisé¢ de voir que I'élimination des coef-
ficients A;(z) entre les équations (28) nous conduit 2 une identité de
M. Borel, dans laquelle le terme exponentiel en €™ restera irréduc-
tible et son coelficient sera toujours égal & A, Q,(z) dans la forme
définitive, exigée par le théorcme de M. Borel. A, ayant la valeur
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citée dans le paragraphe 2, est une quantité essentiellement différente
de zéro et, par conséquent, I'identité en question est impossible.

Supposons maintenant que la différence Hy(5) — H, (z) croit moing
vite que [M(r)]' * et écrivons la fonction f(z, «) sous la forme

(29) f(z,u)=o,(u)+ o («)B(5)+0cy(u)By(s) .. .+Uu(lt)lgll(z),
ou les fonctions enticres B,(s), étant toutes d’ordre de grandeur "',
ne sont liées par aucune relation linéaire i coefficients d'ordre de
. P . TR B P LR N
grandeur inférieur & ™" (o étant un nombre positif quelconque).
Posons - S
Ho(s) —H,(5) = E(3)
et éliminons exponentielle e™* entre les équations
J(5 1) =0,(3) + Qy(5) Ml ehi=], S (5 ) = 0,(3) + Qu(2)ew, s,

nous obtiendrons I'identité suivante :

(3”) [og(ey)Q(5) =Ty (uy) Qu(s)(fms']
A [0 (0g) Qu(5) — a1 (1y) Qo(5) ™ ] By(5) +...=0

qui entraine

1) gui) _ o) oplty) _ Qy(z1eh
o () o (w) T ’7111(“1)'_~ Qi(s)

>

puisque Uidentité (30) est linéaire entre les B, (), By(2), ..., Bu(3)
avee des coefficients d’ordre de grandeur inférieur a ¢V (u étant
un certain nombre positif).

Les équations (31) prouvent que, si «, est donné, les valeurs «,,
qui jouissent de la propriété en question (elles pourraient étre aussi
appelées équivalentes @ w,), sont, en nombre fini, au plus égales
dyv—p—1.

Tous ces résultats montrent bien clairement que les ¢quations de la
forme

doivent étre considérées comme exceptionnelles et le nombre de ces
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valeurs exceptionnelles de « ne dépasse jamais
(32) V—p—I-Fy=—2y—p—1I.

Nous sommes donc en présence d’un nouveau cas d’exception.
On démontre aussi bien aisément qu’il est impossible d’avoir
v + 1 valeurs de u telles que :

f(.sr l‘o) == 60("‘") + Q(),l (z)(f"“"(m —+ ()0,2 ( S ) 6‘"‘%’(5' +"'+ Qn,m,,(5)3"""""(:;,
f(z’ Ul) = 91(5) -+ (-21,1 (z)e"‘,"" + Ql,z( z)e""”m .t Ql‘m,(z)e”"""lz';

Sz, 0) = 0y(3) + Qy, 1 (8) &M+ Qo (3) M2l -4 Qy i, () Mol

(33)

ol il y a une exponentielle au moins non commune : jentends par Iy
qu’il y a une exponentielle qui ne figure que dans une des équa-
tions (33). Les entiers my, m,, ..., m, sont quelconques et les 0;(z)
et Q;;(5) sont toujours supposées croitre moins vite que ™"

En effet, I'élimination nous conduira & une identité de M. Borel,
dans laquelle le terme contenant Pexponenticlle non commune sera
irréductible et son cocfficient sera essenticllement différent de zéro.

De méme on peut démontrer le théoreme suivant :

S'ily av équations de la forme (33) dont les seconds membres n’ont
pas exactement les mémes exponenticlles (c'est-a-cire s'il y a une expo-
nentielle qui ne sowt pas commune « tous les seconds membres), il ne
saurait y avoir qu'un nombre fini d’autres équations de la méme

Jorme.

D’une fagon plus claire, s’il y a un nombre infini d’équations de la
forme (33), elles auront toutes les mémes exponentielles dans leurs
seconds membres et en méme nombre; les équations de Ja forme (33),
qui différeraient au point de vue des exponentielles, sont en nombre
Jini.

En effet, supposons qu’une exponentielle figurant dans Pexpression
des f(z,uy), [(5,uy), ..., [(5,u,) ne figure pas dans celle de /(z, u,);
alors Uélimination nous conduirait & une identité de M. Borel qui,
apres toutes les réductions, jouirait de la propriété suivante : le
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coefficient de exponentielle en question sera une fonction des u,,
Uy, Uyy « -y u, (un polynome) dont les coefficients ne dépendront pas
de «,. Par conséquent, les nombres u,, u,, ..., u, étant fixés, les
valeurs de «, seront en nombre fini.

Nous avons une infinité de valeurs exceptionnelles de « dans

exemple suivant : .
(3/|) j’(z’ ll) — u¥ e“‘(:’u,"_l—l— 6""“[1""2—}—-. R ell.,-,(z)u -+ ell.,t:)’

ol les exponentielles sont toutes d’ordre de grandeur " et telles
qu’il n’y ait entre elles aucune relation de la forme

(35; To(3)+ T (3)e™m s =Ty (5)eM i 4- L 4T, (5)e =0,

les Zo(5), 7,(5), ..., Z,(=) croissant moins vite que ™" (& un
nombre positif quelconque). :

Dans cet exemple, f(=, u) est, pour toute valeur de «, de la
forme (33); mais on voit bien que toutes ces valeurs de /(z, «) pré-
sentent exactement les mémes exponentielles et il n'y a exception
que pour « = o. Pour cette valeur w = o, on a

S(3,0) = ¢

o il manque les v — 1 autres exponentielles.

6. Ces remarques intéressantes peuvent servir de base pour établir
une généralisation du théoréme cité au commencement du para-
graphe précédent, généralisation que je ne feral pas dans ce travail.

Nous avons encore des cas d’exception qui ne se caractérisent pas
par une densité de racines autre que celle qu’exige ordre de gran-
deur ¢"''. Tout au contraire, une expression de la forme

(36) Qo(;) +Q,(s)t:”""+QA:')d“-‘"“’—i—-...-I-Q,,,(z)e"m‘“

i

ne peuat étre égale & Q(s)e"™, Q(z) croissant moins vite que e™"!
Les résultats exposés dans le paragraphe précédent se transportent
a la théorie des nombres.
Ainsi, par la méme méthode appuyée sur le théoreme d’Hermite-
Lindemann, nous établissons les théoremes suivants :
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Tutorime 1. — Les équations de la _forme g(u) = a + A e* (les nombres A,
o el a etant algebrigues, qui admettent des racines algebrigues, sont
exceptionnelles el leur nombre ne dépasse jamais la limite 2v — y. — 1,
v élant le degré du polynome q(u) et p. le nombre des coejficients de q(u)
algebriquement distincts. D’une fagon pariiculiere, il est impossible
d’avoir v + 1 équations de la forme '

g ) =a,+AgeH,
g(u)=a,+ A e*,
g(u) =a,+ Aye%,
g(w)=ua,+ A,e*

(g2 oy, o352y oy g3 aty),

si lexposant o, est distinct de tous les autres, admettant des racines
algébriques aussi : il n’y a plus que v — p. — 1 équations de la_forme

(38) g(u)==a + Ae*

ayant leur exposant o égal @ un nombre donné o, admettant des racines
algebriques.
Tusorime 1. — [ est impossible d’apovir v + 1 équations de la forme

(I( u) o= “‘,’0 e A(’.i (3“0,1 e l\*(),‘l ea“ﬂ e o .'\(,’y (."y"-,'/,
(30) gQa) ==ay g4 Ay 6% = Ay g€ oo = Ay ey,
9 '

(-... ..... R R R I A R R PR R )

L) = ay g Ay €% Ay gePia AL Ay %y

admettant des racines algebriques s'cl y a aw mowns un exposant ne
JSigurant que dans un des seconds membres de ces équations ( un exposant
non commun & deux seconds membres ).

Tutorime 111, — S%d y a une infinité d’équations de la forme (3q)
admettant des racines algébrigues, elles contiennent, sauf peut-étre un
nombre fini d’entre elles, dans leurs seconds membres exactement les
mémes exponentielles. En d’autres lermes, ces équations ne peuvent
différer que par les coefficients des exponentielles.
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CHAPITRE 11.

«. UNE GENERALISATION DES RESULTATS PRECEDENTS.

7. Considérons maintenant une fonction algébrique Q(u«) de la
forme suivante :

(f0) Q) =0y () + 7101 (a) 4 1295(1) =« .+ Y 70 (1)

ol un, au moins, des nombres v,, ¥, ..., Y, est transcendant et les
go(w), o, (u), ..., 5,(u) désignent des fonctions algébriques de «
uniformes (polynomes) ou bien multiformes.

Le cas ol les o,(w), o,(u), ..., 9,(u) désignent des polynomes a
¢té ¢étudié dans le Chapitre précédent. Nous allons, dans ce Chapitre,
etudier le cas ol ces fonctions algébriques sont multiformes en éta-
blissant un théortme qui n’en est pas moins applicable au cas ou
Q(u) est un polynome en w.

Nous pouvons, sans nuire i la généralité du probléeme, supposer
que les coclficients v, v, --., v, sont tous des nombres transcen-
dants et méme algébriquement et linéairement distinets.

JVentends par la qu’il n’y a pas entre ces nombres une relation de
la forme

(41) iy + baya—+. .4 byya=10,

les nombres b, by, ..., b, et b étant aussi algébriques.

En elfet, lorsqu’il y a de telles relations, je n’ai qu’a faire des éli-
minations entre celles-ci et ’'équation (37) pour réduire les coeffi-
cients v; au nombre minimum et obtenir une forme irréductible de la
fonction Q(u).

Cela pose, supposons qu’il y a une valeur algébrique u, de u telle
que

(h2) Q(uo) = Ay,

A, étant aussi un nombre algébrique.
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Il est clair, alors, que cette valeur «, doit annuler simultanément
toutes les fonctions o, (u), 5, (u) 02(11). ..., 0,(u)etlon aura

(43) o'o(tco)__o, . p(uo):o o';_,(uo):o, caey aa(y) =o.

Il s’ensuit que le nombre de ces valeurs de « ne peut dépasser le
nombre des racines communes des équations algébriques

oy (&) =0, g, (u)=o, ces o) =03

ce nombre sera donc fini.
Supposons maintenant qu’il y ait 7 + 1 valeurs algébriques de w,
les u(,, u,, u.,, e, Uy, pour losquvl[c O(u) soit de'la forme

(44) Aieu‘+A2ea’+---+Ame’"

. . (0 720, A 720, oouy Ep3E0).

© La méthode (’élimination, exposée dens le Chapitre pr( cédent,
combinée avee lo théoreme d’Hermite-Lindemann nous conduit & la
conclusion que les nombres algébriques a,, w,, ..., «, doivent satis-
faire a I'équation

go(wy) o (wy) .. g (uy)
o go(ty) o () .. ou(uy)

‘(D(Uo, My, Uy, ...,II,,): 9'”(112) 01(1,2) S 51;(”2) IO,
oy () o () ... o,(u,)

I en résulie que le nombre des valeurs algébriques de «, pour lesquelles
Q(u) est de la Jorme. (/;l), est fint. De telles 7»a/('ms de u doivent donc
éire c()nsul(// des comme exceptionnelles.

Je n’insisterai pas davantage sur cette question.

‘& IVANALOGIE DU THEOREME DE M. BOREL AVEC LE THEOREME
D' HERMITE-LINDEMANN,

8. Je tiens ici & appeler Pattention des mathématiciens sur ana-
logie remarquable entre le théortme de M. Borel et celui d’Hermite-
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Lindemann mise cn lumiére dans ce travail. Cest Ia un point de
contact de la théorie des nombres avec la théorie des fonctions qui
me parait trés important. L’analogie en question est triple :

1° Analogie de forme;
2° Analogie des conséquences de ce théorémes
3° Analogie des méthodes qui nous conduisent & ces conséquences.

Mais il n’est pas difficile de comprendre que I'analogie de forme
n’est pas parfaite. Le théoréeme de M. Borel, pris dans toute sa géné-
alité, s’énonce comme il suit :

St les fonctions cnticres Q,(z), Q,(z), ..., Q,(z) croissent moins vire
. . . 1%
que ¢ et les fonctions 1,(z) — U(5) croissent plus vite que "
(o €tant un nombre posiif quelconque), lidentité

()1(5)(:"*‘“‘+ (‘?z(:)c"u(zl_i,_' . Qn(z)(;"n(ﬂ: o
entraine la nullité de tous les coefficients Q, (=), Qu(z), ..., Qu.(5).

On voit bien que le théoreme de M. Borel a des conditions qui sont
bas¢es sur une comparaison entre les coefficients Q;(3) et les expo-
sants 1;(z) el cette comparaison est due a la notion de Pordre de
grandeur [module maximum pour |z|=r] et, en particulier, au
classement des fonctions enticres d’ordre fini.

Le théoreme d’Hermite-Lindemann n’a pas de telles conditions; les
cocllicients et les exposants de 1'égalité de M. Lindemann ne sont que
des nombres algébriques; il n’y a aucune autre condition.

Ce défaut me fait penser que ce théoréme n’est qu'un cas parti-
culier d’un théoréme tris général qui supposerait des égalités ayant
des coefficients et des exposants quelconques, pourvu qu’une condi-
tion analoguc i celle du théoréme de M. Borel soit réalisée. Il est trés
probable que, si nous n’avons pas aujourd’hui ce théoréme, qui
correspondrait complétement au théoréme de M. Borel, c’est parce
que nous ne possédons pas la classification nécessaire des nombres
transcendants. Je pense aussi que ce défaut intéressant, signalé dans
Panalogic entre le théortme de M. Borel et celut de M. Lindemann,
pourrait servir de point de départ pour une classification des nombres

dnn. Fe. Norne, (5, XX — Seereysie 1goli. /;f)
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transtendants analogue d celle des fonctions enticres et pourun déve-
Joppement de a théorie des nombres conforme & celui de la théorie
des fonetions,

L probleme de a généralisation du théoréme d'Hermite-Lindemann
se pose donc 'une fagon trés intéressante, Cest T un sujet de re
cherches trés dificile s important.



