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SUR QUELQUES POINTS
DE LA

THÉORIE DES NOMBRES,
PAH M. GEORGES REMOUNDOS.

INTRODUCTION.

On doit à Hermite (1) une célèbre méthode pour établir la
transcendance de quelques nombres impor tan ts en Analyse (voir,
par exemple, le Cours d'Analyse de M. Goursat, t. I, p. 192); ainsi
Hermite a démontré la transcendance du nombre e et le mathématicien
allemand Linderaann, s ' inspirant par le procédé suivi par Hermite, a
établi, la transcendance du, nombre TC (2). Les démonstrations de ces
deux géomètres ont été simpliûées par M. David Hilbert (3). M. Lin-
demann a, à cette occasion, établi un théorème d'une grande impor-
tance, à savoir :

Si les nombres a<, o^, ..., o^, Ai, A^, ••., A^ sont algébriques, l'égalité

(0 Ai e^ -+• As e^ -h... 4- An e^ = (

entraîne la nullité de tous les coefficients A,, A^, ..., A^.

Ayant été récemment attiré par l'analogie vis ible que ce théorème
présente avec celui de M. Borel, qui m'a servi de base dans mes
recherches sur les zéros des fonctions multiformes, je me suis proposé
les problèmes suivants :

Le théorème r/'Z/^rm^^-^m^wannyo^-^-î/^an^ la théorie des nombres
le même rôle (jue le théorème de M. Borel dans la théorie des fonctions ?

( l ) Coïïif)t(^ rendue t. LXXVîî, 1873.
( r) Mahfictnatische Ânneden, Vol. XX, ï83'i, p. '213.
( 3 ) GoliîngQr Ncichrichten^ 1893.
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Ces deux théorèmes ont-ils clés conséquences analogues ? Quel est le parti
que nous pouvons tirer de cette analogie intéressante pour le dévelop-
pement de la théorie des nombres ?

Dans un certain point de vue, on peut dire que le théorème de
M. Lindemann présente de l'analogie surtout avec le cas particulier du
théorème de M. Borel, qui consiste dans Pimpossibi l i lé de l ' identi té' JL - - - - - - - - ^ , . . . - - „

PiO) e11^2^ Pa (s) 6^^-t-...+ Pn(s) (A(^= <(2)

dans laquelle les coefficients P^ ( z ) , P^C-s)? . . . » t\(^) et les expo-
sants Hi (^), Vi^(z), ..., H^(^) désignent des polynômes (1).

J'ai annoncé que lques résultats de mes recherches sur ce sujet à
l'Académie des Sciences de Paris dans sa séance du 16 j anv ie r n)o5
et ce travail n'est que le développement de la Note re la t ive publ iée
dans les Comptes rendus.

CHAPITRE I.
LES CONSÉQUENCES DU THÉORÈME D'ïïlaiMtTE-LÏNDEMA.NN.

1. Dans ce Chapitre nous é tab l i rons quelques résultats, acquis à
l'aide du théorème de M. Lindemann et notre méthode 'd 'é l iminat ion,
qui , malgré sa s implici té , nous a conduit à l 'extension du théorème
de M- Picard aux fonctions multiformes.

Considérons un polynôme y ( a )

( 3 ) q ( u ) = u^ + yt av•~ï +• y^ u^ 4"... 4- y^i u + 7^

ou les coefficients y^ y^ - •? Tv ne sont pas tous des nombres algé-
briques et une équation de la forme

4) <7(^)=A6^

( 1 ) Ou bien eneoro des fonctions algébriques [/voir mon Mémoire <S'w ICN fonctions ajant
un nombre fini de branchef; {/ourruâ de Mathématiques pure^ et appliquées, «joG,
fascicule ï)].
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les nombres A et a é tan t a lgébriques. Le second membre de cette
équat ion sera un nombre transcendant conformément au théorème
de M. Lindemann, dans le cas où a est d i f férent de zéro.

Je démontrerai que les racines de l 'équation (4) sont, en général,
des nombres t ranscendants et qu 'une équation de la forme (4) admet-
tan t des racines al|^briques doit être regardée comme exceptionnelle.

Je commence par remarquer qu'i l est impossible d'avoir v équa-
t ions distinctes de la forme

(5 ) q(u)-=A^ q(u)-==.A^ . . . , /7(^)==Av,

a d m e t t a n t des racines a lgébriques , si les nombres A ^ , A^, ..., Ay sont
algébriques. En effet, supposons que ces équations (5) admettent
respectivement les racines algébriques u^ u^, . . . , u^. Nous aurions
alors

(G) ^/(^i)=:Ai, q(u^=~:A^ ..., <7(^)=:A^,

e l l e s nombres / / < , u^, ..., oseraient: év idemment distincts; la réso-
I n l i o n de ces v é q u a t i o n s par rapport aux coef f i c ien t s y ^ , y^, • • . , ' y ' /
d o n n e r a i t pour eux dos va leurs algébriques, ce qui est contradictoire
a notre bypoUwse q u ' u n au moins des coeff ic ients y^- est transcendant.
Nous en d é d u i s o n s le Ibéoreme su ivan t :

II n y a pas v valeurs cdgéhri^ues (le u, pour lesquelles le nombre (f{u\
soit algébrique; le nombre de ces valeurs de u ne dépasse pas v •— i.

I l est clair qu ' aucune lelle valeur ne saura i t exister dans le cas
ou les nombres y,, y^, ..., yv sont tous transcendants algébri-
q u e m e n t d i s t i n c t s , c'est-à-dire lorsqu'i l n'y a entre ces nombres
transcendants aucune relat ion l inéaire à coefficients algébriques.
Nous remarquons que ces valeurs de u sont analogues à celles que j'ai
appelées (E) d a n s la théorie des fonctions au sujet des zéros des fonc-
tions m u l t i f o r m e s (va leurs exceptionnelles E) (1 ). D'une façon plus
précise, leur nombre ne peut dépasser v — K , lorsq-ue le nombre des

( 1 ) Voir Comptes rendus, 9-0 uvril 1903, 8 février 1904, et Bulletin de la Sociétc ma-
thétnu tl(fu(î, 1904, iïisc. I.

Ann. Éc. AWm., (3), X K Ï H . •— Aoilï 1906. 47



3-70 G. REMOUNOOS.

coefficients Y^ transcendants a lgébr iquement dist incts est égal à K.
J'entends par là qu'il y a v — k équa t ions de la forme

(7)

<^,o -^ <^ï 7i4- c^ 2 ya-h. . .•4-6-i,v y^---=Ai,
^2,0 +c^i y-i-4-c^2 72+.. .-i-c^v 7v==Aa,

^-Â-,o~l- ^V~A-,i7i'-î- < îv--A•,272-^•"• • •-+- Cv_/^yv:== A^A-»

à coefficients algébriques, à l'aide desquelles le polynôme qÇu) peut
prendre la forme

(7') q(u)==:y,K^u)-^y^(u) "h. .. +• y^K^ ) 4- K(^),

où les nombres y ^ , ya, ..., y/c sont t ranscendants algébriquement
d is t inc t s et les K ^ ( u ) , K^(^) , ..., K^C^) dés ignent des polynômes
en u à coefficients algébriques.

2. Je démontrerai maintenant qu' i l est impossible d 'avoir v "+-1 équa-
t ions de la fo rme

(8) ^(^^Ai^., / /(a)==A^S ..., qÇaY-K^e^,

admettant des racines algébriques^ si les seconds membres sont tous
des nombres transcendants (a, ̂  o, ocy -^ o, . » . , a./^.^ ̂  <>) .

Supposons que ces équat ions (8) admettent respectivement les
racines algébriques a,, u^ ..., ^, u^i. Nous aurons

^^ (^ l )=A l6 > a ^ c/(u^)^ Aa^, .,., <7(^v)=: Ay^,
(9/ ( ^(«v.,,0=Av,,,,.i^M,

et les nombres algébriques u^ u^, . . . y ^, u^ seront nécessairement
distincts, parce que, s'il y en avait deux égaux» par exemple ̂ = u-^
nous aurions l'égalité

( r o ) , A/c e^ — A>. e^ •= o

qui, conformément au théorème de Lindeinann, est irnposs ibie si l'on
n'a pas : ou bien

a/, =:c%>.
et, par suite,

A/, == Ax
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ou bien

A/,=:A>,--=o.

Cela posé, l 'él imination des coefficients Y i ? Ta» • • • » Tv entre les
-h-1 équations (9) nous conduit à l'égalité

À i , A i e^ 4- T^Aa e^-h. . .4- ^Av é'^4- Àv-»-iAv-+-i e''^n==À,(II)

ou
i

i
Ï

î

^i

^V-M

^•1

/^l . . .

"̂ 1

^V+l

«-{-'

«r,-

î
1

î
1

«î
^

ay

^VM

... «•;-•

... u,-1

... «Ï-1

... «ïïî

«'{

«'̂

«;i

(/;;-,.

(19;) À / :

Le dé terminant qui d o n n e le nombre Ai est d'ordre v, tandis que
ce lu i q u i donne'X est d'ordre v •+" T ; nous voyonsbien que ces nombres
A,; ( ï = = r , 2 , . - . , v •4- î) et ^ sont algébriques et essent iel lement diffé-
rents de zéro.

Tous les termes du premier membre de l'égalité (11) sont des
nombres I ranscendanis , parce que les exposants a^, a^, . . . , a^, a^
ont été supposés d i f l e ren i s de zéro, mais ces exposants ne sont pas
néces sa i r emen t d i f f é ren t s entre eux et il peut b i e n arriver que cer-
t a i n s d'entre eux soient égaux. Dans ce cas, il y aura des réductions
dans le premier membre de (11) et le nombre des termes transcen-
dants d is t inc ts peut être te l lement d i m i n u é q u ' a u c u n des coefficients
p r i m i t i f s ne reste i n t a c t ; mais, quel les que soient ces réductions, le
seul terme algébrique, qui consti tue le second membre de (11), ne
subira aucune réduction et restera intact.

Notre égalité (11) prendra donc une forme irréductible telle que

a a., r^,,
î^ e ^ -4- a 2 ^ ^ +. . . 4- âp, e ^i- (ap^^p^...^ap^),

les coefficients a ^ , a,, ..., a^ étant toujours des nombres algébriques.
D'après le théorème de L i n d e m a n n , l 'égalité (12) est impossible,
parce que le nombre A est assurément différent de zéro.
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Nous en déduisons le théorème suivant :

S'il y a des valeurs algébriques de u, pour lesquelles q{u} sou un
nombre transcendant de la forme : Ae^ (les A et a étant des nombres
algébriques^, le nombre de ces valeurs ne dépasse jamais ^.

Nous appellerons exceptionnelles ces valeurs de u, a ins i que celles
pour lesquelles e/(u) est un nombre algébrique. Leur nombre total
est au plus égal à 2v — i ; dans le cas contra i re , tous les coefficients
du polynôme seraient algébriques.

On appellera aussi exceptionnelle toute équation, de la forme (^)
admet tant des racines algébriques et leur nombre total aura la même
limite .

Il est aisé de s'assurer de l'existence de polynômes q ( u ) avec des
coefficients transcendants admet tan t v valeurs algébriques excep-
t ionnel les de u, parce que l 'on peut dé terminer les coefficients y^
V a » • • • » Yv par les équations

( ï4) /7(^)=Aie°S r/(^)=A^S -., ^Ov)=Ave°S

les u^ u^, ..., u^ étant des nombres algébriques, a ins i que les A ^ ,
A.^ . . . , AV, a^ a^, ..., ay. Il est r emarquab le que, lo rsque le poly-
nôme q ( u ) admet v telles valeurs except ionnel les , les coefficients y,
sont des nombres de la forme

ai ^1 -"i" ;j(,2 <^ 4-.. . 4- ây e^,

les nombres a/ étant aussi algébriques.
Si j'appelle •a==^(z) la fonc t ion algébrique de z, dé f in i e par l'équa-

tion
u:i ̂  " / i ^••""1 •+". - 4~ y .̂.i u 4- yv=::: s,

notre théorème prend la forme suivante :

11 est impossible d'woir ̂  nombres cdgébriques a^a^ ..,,, autels que
les équations

( ï5) 9(,^)=a,, o{s)=:a^ ..., ç(^)=a^i, ^(z)=a,,

admettent des racines de la /orme Ar^, /es nombres A et a étant alg-é-
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briques. Cette forme, ainsi que toutes les précédentes, rappelle immédia-
tement l'extension du théorème de M. Picard et de ses généralisations aux
fonctions à v branches (Comptes rendus, 20 avril 1903 et Bulletin de la
Société mathématique, 1904 ? fas c. 1 ).

Nous avons ici la l imite supérieure 2v — i au lieu de 2v, que nous
avions dans la théorie des Fonctions, parce que V infini n'a pas à inter-
venir dans la théorie des nombres.

3. Nous devons dire quelques mots sur les réductions qui peuvent
avoir lieu dans le premier membre de l'égalité ( i t ) , et qui se pré-
sentent dans le cas où i l y a des exposants égaux.

Supposons que l'on ait

alors ré i lmina t ion de ^a» entre les deux équations

7(^i):~=Ai<?S ^Oa) ^Àa^s

nous coruluira a l 'équation

( ï 6 ) A . a 7 ( a i ) — A . ^ q { u ^ ) = o,

ou b ien

07) [A2K.(^i)-AîK,(^)]"h[A.,Ki(^)-A,K,,(^)]yi
+ [ Aâ Ks( (h ) — Ai K.2( i.^)]y^ +...-+-[ AJ</,( Oî ) — Ai K/,( ̂ )]y/,-= o,

si l'on u t i l i s e la forme rédu i te (7') de y ( u ) .
Les t ranscendants y^ 7^ • • • » T/c étant supposés algébriquement

indépendants , l'égalité (17) entraînera les égalités suivantes

A.â.K. ( ^ ) = = A , K , (u,),
A 2 K , i ( ^ 0 = = A i K i ( a 2 ) ,

ou bien

(17 ' )

AA.^i)— AiK/ , (^)==o,

^J^i)- E^^l^: ^Elî il̂ î
K ( ^ ) ~ " K 7 ( ^ ) *" K K ( ^ ) A-a'
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Ainsi ces nombres u^ et u^ sont liés par K équations algébriques
de degré au plus égal à v.

Deux nombres u^ et u^ seront appelés équivalents lorsque le quo-
t i en t q{u^) ^ y(ï^)est un nombre algébrique; a insi , deux tels nombres
satisfont aux équations (7), qui montrent que le nombre des équiva-
lents à un certain nombre donné est au plus égal à v — K.

Nous croyons utile de citer aussi deux corollaires du paragraphe
précédent, qui présentent un intérêt par t icul ier .

COROLLAIRE I. — S ' i l y a n équations exceptionnelles,

q ( u ) = Ai 6-S q ( u ) = As 6-S • • • . <] ( ^ ) = A,, 6^
( 1 8 ) ( a i ^ O y O î a ^ o , .....a,^o),

^T?/ la première admet [x, racines algébriques distinctes, la seconde \j,^
telles racines et ainsi de suite^ la dernière p,̂  racines algébriques dis-
tinctes, la somme [̂  + [J.̂  +...+ ̂ n no doit pas dépasser le nombre v.
Par conséquent, l'égalité ̂  == v entraînera

^ =: o, ^ ==o, ..., y.,, ̂  o.

ConoLLAinE tl. — S^7j a une équation exceptionnelle de la forme
#1

q(u)-=A.^e^ (a^o),

ayant ses v racines distinctes et algébriques, toute autre équation

r / (^ )=A^ (A.^^A.o^1 ') a^o

n^ saurait admettre aucune racine algébrique.

4. Tous les résultats des paragraphes précédents s 'étendent facile-
ment aux équations de la forme

( 1 9 ) q{u) ̂ Ai^+Aâ^'-h.. .-f-A/,^/" [a^a^.. ̂ a/,^^0],

où les termes du second membre sont tous t ranscendants ,
On y arrivera encore par la même méthode à l 'aide du théorème

d'Hermitc-Lindemann. Il n'y a rkin à changer dans l'analyse des
paragraphes précédents : s'il y avait v -4" i équat ions de la forme (19)
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admettant des racines algébriques, on serait conduit encore à une
égalité de M. Lindemann q u i pourra avoir ici an nombre de termes
exponentiels supér ieur à v+ ï . Le terme algébrique u n i q u e étant le
même que dans le cas de m== i , l ' imposs ib i l i té de l'égalité en ques-
tion sera bien conclue.

Ainsi nous obtenons un théorème, qu i généralise b ien le théorème
correspondant du paragraphe 2. Le nombre algébrique u^ doit être con-
sidéré comme exceptionnel, lorsqu'on a

( 20) (] ( ̂  ) == Ai e^ -h Â2 e^ + ... 4- A,,, <?«-,

quelque soit l'entier m, où les exposants a^, a^, . . . » a^ sont, ou bien
tous différents de zéro, ou bien tous nula ( 1 ).

Je profi te ici de l'occasion pour faire une remarque analogue con-
cernant la théorie des fonct ions .

Si nous envisageons la (onct ion f(z, u )

( - 2 1 ) /O, u) = ̂ 4- A^)^1^ A^)^"2-^ , . -4- \^(z)u -+- ^(z),

les A.t(z), A^(^), ..., A,/(js) désignant des (onctions ent ières quel-
conques et que nous désignions par^^ le plus grand des ordres de
grandeur des coolf icients Ai(^) , Aa(-s), ..., A^(^), Av(^), nous
n/avons considéré comme exceptionnelle, jusqu'ici , que les valeurs
de M, pour lesquelles/^ z , u) est de la forme

(22) Q^}^^

où la fonct ion entière H(s) croit comme M(r), tandis que Q(s) croit
moins vite que

^M(/.,](1-^

a étant an nombre positir quelconque, mais fixe.
M,ais, d 'une façon analogue à celle de la théorie des nombres, la

( 1 ) C'est donc par exception que le polynôme ({Çu) peut donner, pour des valeurs
algébriques de u^ des nombres de la formo sma et cosa, a étant un nombre algébrique.
Ainsi, les équations f/(a ) === sina ou q(u) =• cosîi, qui adineUenfc des racines algébriques,
son t excep t lonncUcs.
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même méthode d 'é l iminat ion nous conduit à une généralisation des
cas d'exception très intéressante.

Ainsi, il faut considérer comme exceptionnelle toute valeur u^ de u,
pour laquelle on ait

(23) f(z, u,) -=- Qi(^) ̂ -h Q^) ̂ )+...+ Q^(^) e^-^^-Q^z) e^,

où lesïï^(s) croissent tous comme M(r), tandis que les Q^(^) croissent
tous moins vite que (?w ( /• ) l~ a , a étant toujours un nombre positif quel-
conque, mais fixe.

En effet, il est impossible d'avoir v + i valeurs de u, jou i ssan t de la
propr ié té (^3), puisque , dans le cas contraire, l ' é l imina t ion des coef-
ficients A.t(z) en t re les v 4-1 équa t ions

/ /(^, u,) = q^(z) ̂ ",^)+ Qo,2(^) A'<5)^.. .4- Qo,^(5) A^5',
) /(^ ^,) == Q,,,(^) A^+ Q,,,(^) ̂ ,»<^^...+ CW^) ̂ wl(5).
j ...........................................................
[ f{z, u,) = Q,,,(,5) A<(^+ Q,,,(^) e1^5^.,^ . .^ Q^^(5) ̂ ^<^,

nous c o n d u i r a i t à u n e iden t i t é do M. Borel, prise dans sa fo rme la plus
générale, dans laquel le le seul ternie d'ordre de g r andeu r in fé r i eu r
à ^ M ( / l ) sera égal au nombre À du paragraphe 3, II est toujours aisé de
comprendre que les réduct ions q u i peuvent avoir l ieu parmi les
termes exponentiels ne sauraient jamais, grâce au théorème de
M. Borel, d o n n e r naissance à un terme d'ordre de grandeur inoindre
que ( y M ( / l ) qui ne soit pas nul.

Ainsi, noire théorème détend, sans aucune r/îocli/iccMio^i, à ces nou-
veaux cas d'exception (1).

( I) Par exemple, hi valeur //o sora excoptionndie; si l'on a

j\z.,u,)=.^nW(z),
ou bien

f(z,f^) == cosy(s),

^(.r) élant une fonction entière, puisqu'on a

(^VU)^ f^i^iz} . (^{Zï ̂  ̂ iW(z)
sin W ( s ) == —-——?—"— y ces M1* ( z ) == ——-—^———— <



S U K QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES NOMBRES. 377

Le cas pr imi t i f , que nous considérions jusqu'ici, correspond aux
valeurs

m^ := m i -=. ...•==. m^ •==: i.

I I est fort r e m a r q u a b l e que, dans le cas d'exception (s3) où m^> r ,
si les coeff icients A/(s) sont d'ordre f ini , le second membre aura son
ordre r é / 1 toujours égal à non ordre apparent, grâce au théorème de
M. Borel.

En effet, s'il n 'en était pas" a insi , on a u r a i t une ident i té te l le que

(25) O l ( ^ ) ^ I • < a ) + Q 2 ( ^ ) e I L ( 5 • 4 - . . . + Q / / , ( x ; ) 6 - I l - < 3 > =

P(s) étant u n e fonct ion d'ordre i n f é r i e u r à p [p étant le p lus grand
des ordres des coeff ic ients A/(^) j .

Si aucune réduction n'est possible parmi les termes de (25), cette
iden t i t é ent ra îne

Q,(^=:Q,(s)=.;.=Q,,(^)==o.

Si le terme P^s)^11^' peut être r édu i t avec u n terme du premier
membre , par e x e m p l e avec Qi^)^"1 '51, i l ne saura i t se réduire avec
un autre , parce que le premier membre de ('25) est supposé irréduc-
t ib le . Supposons donc que l 'on a i t

H(^)~H^)==P^) ,

V ^ Ç z ) étant un polynôme de de^ré in fé r i eu r à p. On en dédui ra i t

(26) [ Q l ( ^ ) — P ( ^ ) ^ ( 5 ' j t ô H < ( 5 ' + , Q 2 ( 5 ) ^ I y ( ^ ) + . . . + Q , / , ( ^ ) ^ w ^

Aucune autre r é d u c t i o n n 'étant possible, cette dernière identité
en t ra înera i t

(0.7) Q , (^ )=o , Q,(5)=o, ..., Q, , (^)==o, (M^^P^)^^',

ce qu i est en cont rad ic t ion avec notre hypothèse de m > i.

Noufî avons donc, dans le cas de m^> r, un fait contraire à celui c/ui
caractérise le cas d'exception usuel de rn == i.

Si nous appelons u == y(^) lît fonct ion à v branches, définie par
.4rm. Èc, Norm., (3), XXHL — Aoiri- 1906. 48
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l'équation
f(s, u) =0,

nous aurons des équat ions exceptionnelles telles que

ou bien
9(S)== tfQ

îp(^)=&)(5),

co(^) désignant une fonction entière croissant moins vite que r^^11^'
dont le caractère d'exception ne provient pas de ce que la densité de
leurs racines n^est pas celle qui convient à l'ordre de grandeur^""1.

Je ne parlerai pas ici de l 'extension de ce résultat au cas où les
A/(-s) sont uniformes dans le voisinage d'un po in t s ingulier essentiel
isolé, qu i ye fait aisément.

5. Il y a aussi d'autres cas d'exception dignes d 'a t t i rer notre atten-
tion : supposons qu ' i l y ait v •+• :i: valeurs de a, u^, u^ ..., u^ telles que

(28)
/(^^^(^^Qo^^10^,
/(s,^)=0,(^)+Q,(^^^,

| / (5,^)=^(^4-QvO

les O o C 5 ) » ^(•2?)» - • » ^(-s) croissant aussi moins vite que <2 ( M ( / > ) l l "" a ,
Je suppose de plus que parmi les exposants

Ho(^ ) , H^), .. . , H,(^),

il y en a au moins un, Ho(,s) par exemple, tel qu 'aucune des différences

Ho(^)-H^), Ho^-H^), ..., B : o ( ^ ) — H v ( 5 )

n'ait un ordre de grandeur i n f é r i e u r b ( ^ { f ' } .
Dans ces condi t ions , il est aisé de voir que l ' é l i m i n a t i o n des coef-

ficients A,(s) entre les équa t ions (28) nous condui t à u n e identité do
M. Borel, dans laquelle le terme exponentiel en ^is} restera irréduc-
tible et son coefficient sera toujours égal à ^oQo( 5 ) ^ns la forme
définitive, exigée par le théorème de M. Borel. À^ 'ayant là valeur
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citée dans le paragraphe 2, est une q u a n t i t é essentiel lement différente
de zéro et, par conséquent , l ' i d e n t i t é en question est impossible.

Supposons m a i n t e n a n t que la différence Ho'(^) — H, (-s) croît moine
vite que [M(r) | 1 a et écr ivons la fonction fÇz, u} sous la forme

'(29) f(s, (t) -za^u) -h o - i ( / < )B i (5 )4 - ^ (« ) 1^(5) -{-... +o-p.(^)Bp.(^),

où les fonctions en t i è res B^-s), étant toutes d 'ordre de grandeur ^ l ( r l ,
ne sont liées par aucune relation l i n é a i r e a coefficients d'ordre de
grandeur i n f é r i e u r à ^ t M ( / f r ; v' (a é t a n t un nombre posit if quelconque) .

Posons
H o ( G ) - H , ( 3 ) = E ( ^ )

et é l iminons P e x p o n e n t i e l l e 6;1 1 1 '5 'entre les équa t ions

/ (^ ,Mo)=0o(^)4- ; Qo(^)ê E ( 3 > ^ ( 5 ^ /(^0^^(^)4-Q^)^),

nous ob t iendrons F iden l i t é suivante :

(^o) l : ^ (^o)Ql (^ ) -^ (^ l )Qo(^)<- E ( ; î i ]
^ [^ (^ )Ql (^ ) -^ (^ l )Qo(^<- E l ^ ' ]B l (^ )^ • . •==o

q u i eu t ra îne

( ̂  ) °:iî  - ̂ S^l ̂  ^ "l^l ̂  (Mil̂ ,
o"o( //i ) '"" cri ( ̂ J " " '"" ^(u^ ) ^ Qi (^)

puisque l ' i d e n t i t é (3o) est l i n é a i r e entre l e s B ^ ( ^ ) , B2(^), ;.., B^s)
avec des coefficients d'ordre de grandeur inférieur à ^M(/^1""K (a étant
un certain nombre positif).

Les équations ( 3 i ) prouvent que, si UQ est donné , les valeurs u^
qui jouissent de la propriété en question (elles pourraient être aussi
appelées équivalentes à ^), sont , en nombre f i n i , au plus égales
à v — |̂ - — ï .

Tous ces résultats mon t r en t bien clairement que les équat ions de la
fo rm e

/(^^^(^^Oo^)^1

doivent être considérées comme exceptionnelles et le nombre de ces
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valeurs exceptionnelles de u ne dépasse jamais "

(3a) v — p . — î - { - v — 9 . v — ^ — i .

Nous sommes donc en présence d'un nouveau cas d'exception.
On démontre au@si bien aisément qu'il est impossible d'avoir

v -4- i valeurs de u telles que

(33)

/(s, ,4)= Q,{z) + Qo,i(5)A^'+ Q^(^)A^+...+ Qo,^)A'^1,
/(^^,)^^(5)+Ql,,(^)A<(3)^Q^,(s)e l^^+...+Q^,,,,,(^)^
............. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . « , . . . . . . . . . « y

/(^ ̂ ) = 0,(^) + Q^(,s)6^'<5^ Q^^)^5^...^ Qv,.,^^)^^,

où il y a une exponentiel le au moins non c o m m u n e : j ' en tends par là
qu ' i l y a une exponent ie l le q u i ne figure que dans uue des équa-
tions (33). Les entiers //%o, m^ ..., m^ sont quelconques et les ^ ( z )
et Q//(^) sont toujours supposées croître moins v i te que ^ t M ( r ) ] l a.

En effet , l ' é l i m i n a t i o n nous condu i ra h une identité de 1W. Bord,
dans l a q u e l l e le terme c o n t e n a n t l ' exponen t i e l l e non c o m m u n e sera
ir réduct ib le et son coefîicient sera essent ie l lement d i f ï e r e n t do zéro.

De même on peut démontrer le théorème s u i v a n t :

S'il y a v équations de la forme (33) dont les seconds "membres nont
pas exwlerwnt les "mêmes exponentielles Ç^ est-à-dire s'il y a une eocpo-
neritielle (fui ne soit pas commune à touîî les seconds membres")^ il ne
saurait y avoir (fuun nombre fini fF autres équatiofiîî de la même
forme.

D'une façon plus claire» s'il y a un nombre i n f i n i d 'équations de la
forme (33), elles auront toutes les mômes exponentiel les dans leurs
seconds membres et en même nombre ; les équa t ions de la. forme (33),
qui d i f f é re ra i en t au po in t de vue des exponentiel les , sont en nombre
fini.

En, effet, supposons qu 'une exponen t i e l l e f i g u r a n t dans l^xpression
des ,/*(-s» ̂  ), /(s, u^), ..., /'(^» ^v) ne figure pas dans celle de f(s, u^) ;
alors l ' é l im ina t i on nous c o n d u i r a i t à une i d e n t i t é de M. Borel qu i ,
après toutes les réductions, joui ra i t de la propriété su ivan te : le
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.coefficient de l 'exponentielle en question sera une l'onction des M,) ,
^, Ma, . . . , u^ (un polynôme) dont les coefficients ne dépendront pas
de //o. Par conséquent, les nombres M | , u^, ..., u^ étant fixés, les
valeurs de u^ seront en nombre f in i .

Nous avons une i n f i n i t é de valeurs exceptionnelles de u dans
l'exemple suivant :

( ̂  ) /( z, u ) == u^ -h e"115 ' (f^1 + <?^<s ) ̂ v"2 +. . . -i- e^^ z } u 4- e^31,

oii les exponentiel les sont toutes d'ordre de grandeur ê^^ et telles
qu ' i l n'y ai t e n t r e elles aucune relation de la forme

(3:); ^(^-^^.(^^^'^^(.^^"^...^^(^^'^^o,

les &(,(s)^ &i ( s ) , ..., & v ( ^ ) croissant mo ins vi te que e^1^'^ "'(a un
n o m 1) r e p o s i ( i f" (j u e 1 c o n q u < k ).

Dans cet exemple, f(z, u) est, p o u r toute valeur de u, de la
forme (33); mais on voit bien que toutes ces valeurs de f(z, u) pré-
sentent exactement les mêmes exponent ie l les et i l n'y a exception
que pour u ••== o. Pour cette v a l e u r u === o, on a

/(.-, o)^^1 '31

où i l m a n q u e les v — î autres exponentiel les .

6. Ces remarquosi-ntoressantes peuvent . serv i r de base pour établir
u n e général isat ion du théorème cité au commencement du para-
graphe précédent, général isat ion que je ne ferai pas dans ce travail.

Nous avons encore des cas d'exception qui ne se caractérisent pas
par une densi té de racines autre que celle qu'exige l 'ordre de gran"
dcîur < Î > M ( / ' ) . Tout au contraire, une expression de la forme

(36) Qo(^) ^Ql(^)^ l (- l+Q,(^)e l L ( û )+...~hQ/.(5)eH- ( 5 )

no peut être égale à Q^e"^', Q ( z ) croissant moins vite que (?[M(/')1l*"'a\
Les résultats exposés dans le paragraphe précédent se transportent

à la théorie des nombres.
Ainsi, par la même méthode appuyée sur le théorème d'Hermite"

Lindemann , nous établ issons les théorèmes suivants :
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THÉOKÈMIÎ L — Les équations de la forme q(iz)-== a -h A ̂ a (/e,y nombres A,
a ê^ a rîîa/^ algébriques, qui admettent des racines algébriques, sofit
exceptionnelles et leur nombre ne dépasse jamais la limite 2v — ^ — ï ,
v étant le degré du polynôme q(u) et pi le nombre des coefficients de q(u)
algébriquement distincts. D'une façon particulière, il est impossible
d'avoir v 4- ï équations de la forme

w

, q { U ) ^^^-..ÂÔ^S

g ( u } =:<ïi+Ai6^,

q( 1 1 } -^ 82 +- A^e^,

(f (//)=: îiv 4- A^ e^

(Oo^ai, ao^oc;, . .., ao^ ay),'

.y? l'exposant a^ ^ distinct de (oas les autre^ (idrneilant fies racines
algébriques aussi : il ny a /^w que v — [j. — ï équations de la forme

(38) ^/(u)^i\ •+-A^

ayant leur exposant a é^al à un nombre donné a^ admettant des raci'nefî
algébriques.

TnÉOKÈME II. — // est impossible d'avoir v +• ï éqiiations de la forme

(39)

q{ u) = <it(,,o + Â,,,i 6^",t + Ao,.^"^ 4- * . . "f- .'•Vo^vr.'^,'^

< / ( /< ) =: <»i,o + Ai ,1 ̂ ,< "1- Ai,. ̂ â + . • • '4- Ai,v ^>,v,

[ //( ̂  ) = ;iv,o + Av,i ^^,1 -4- Av^^ •+ . . . + Ay,./^»^

admettant des racines algébriques s'il y a au moins un exposa/il ne
figurant que dans un des seconds membres de ces équations ( un exposant
non commun à deux seconds membres).

THÉOHÈME 1,11. — S'il y a une infinité d'équations de la forme (^p)
admettant des racine algébriques, elles contiennent, sauf peut-être un
nombre fini d'entre elles, dans leurs seconds m,embres exactement les
mêmes exponentielle}!. En d'autres termes, ces équations ne pewent
digérer que par les coefficients des exponentielles.
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'CHAPITRE II.
y . ' . UNE GÉNÉRALISATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS.

7. Considérons m a i n t e n a n t u n e fonc t ion algébrique Q(^) de la
forme suivante :

( / l 0 ) Q ( ^ ) = = C î - o ( ^ ) -\-y\G^u) -h 72 0-2 ( ^ ) -h . . .-4- yn^n{u}

où un, au moins , des nombres y^ 7^, ..., y^ est transcendant et les
^o^')» r I ^ { u ) ^ — • » ^C^) dés ignent des fonc t ions algébriques de ^
u n i f o r m e s (po lynômes) ou bien mul t i fo rmes .

Le cas ou les r s ^ ( u ) , 0-1 (rz), . . . , ^n(u) désignent des polynômes a
été étudié dans le Chapi t re précédent. Nous a l lons , dans ce Chapitre,
é tud ie r le cas où ces fonc t ions a lgébr iques sont mul t i formes en éta-
blissant un théorème q u i n'en est pas moins applicable au cas où
QC^) es^ u n po lynôme en //.

Nous pouvons, sans n u i r e à la généralité du problème, supposer
que les coeff ic ients y, , y^, . . . , Y,, sont tous des nombres transcen-
dants et même a lgéb r iquemen t et l i n é a i r e m e n t distincts.

J 'entends par là q u ' i l n'y a pas entre ces nombres u n e re la t ion de
la forme

( 4 0 <^i "/i 4- ^Yî "4- .. .-+• b,, y,, =: b,

les nombres & i , h^, ..., b^ et h étant aussi algébriques.
En ef Ïe t , l o r squ ' i l y a de telles relat ions, je n'ai qu'à faire des éli-

mina t ions e n t r e celles-ci et l 'équation (.37) pour réduire les coeffi-
cients y^ au nombre m i n i m u m et obtenir une forme irréductible de la
fonction Q(^).

Cela posé, supposons qu'il y a une valeur algébrique u^ de u telle
que

O^} Q^o^A.o,

A ( » étant, aussi un nombre a lgébr ique .
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Il est clair, alors, que cette valeur u^ doit a n n u l e r s i m u l t a n é m e n t
toutes les fonct ions cr,,(^), <j^(u), crg^), ..., cr^(^) et l 'on aura

(43) O^(UQ)-= o, o-i(«o)=o, o-2( / /o)=o, cr/,(^o)-==o.

Il s'ensuit que le nombre de ces valeurs de u ne peut dépasser le
nombre des racines communes des équat ions a lgébriques

o-o (u) -==6, o'i(^) == o, (7/ / (^) "-":0,;

ce nombre çera donc f in i .
Supposons m a i n t e n a n t qu ' i l y ai t n -+- ï valeurs algébriques de u,

les'^o, u^ ^, ..., u,, pour l e sque l l e s Q(^) soit de la forme

( 4 4 ) Ai e^ •+• As e^ 4-.. . •4- A/,, e^m
( Ot ̂  o, a2 ̂ o, . . ., a,,, ̂  o ).

6 La méthode d ' é l i m i n a t i o n , exposée dens le Chap i t r e précédent»
combinée avec le théorème d ' I I e rmi t e -L indemann nous c o n d u i t à la
conclus ion que les nombres a lgébr iques u^ u^ . . . , //„ d o i v o n f c satis-
faire à l ' é q u a t i o n

^>(^(>) O- i ( ^o ) . .. O-^/,,)

. . . 0- ( ) (^ l ) 0-1 (^i) ... ^(// l)

<1> ( //o, ff,, //g, . . . , ^^ ) = cr<, ( /^ ) O-i ( ̂ 2 ) ... "Gn ( / /a )

1 CT(>(^ / / , ) o-i ( / / / / ) . . . cr,/ ( / / / , )

77 ê/x m^ y^Ê- fe nombre des valeurs algébrique}: de u, pour l^quellea
QÇu)effl de (a forme•Çf\ï), est fini. De lelles valcurff de u doivent donc
être considérées comme excepiiofineU.es,

' Je n'insisterai pas davantage sur cette question.

• y . ^ANALOGIE DU THÉORÈME D E ' M . BOREL AVEC LE THÉORÈME
DTIEHMm<:-IJM)EMANN.

8. Je tiens ici à appeler l ' a i l en f . ion des mathémat ic iens su r l 'ana-
logie remarquable entre le théorème de M. Borel et c e l u i dTlermite-
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Lindemann mise en l u m i è r e dans ce travail. C'est là un point de
contact de la théorie des nombres avec la théorie des fonctions qui
me parait très i m p o r t a n t . L 'analogie en ques t ion est tr iple,:

i° Analogie de forme;
2° Analogie des conséquences de ce théorème;
3° Analogie des méthodes qui nous conduisent à ces conséquences.

Mais il n'est pas d i f l i c i l e de comprendre que l 'analogie de forme
n'est pas parfai te . Le théorème de M. Borel, pris dans toute sa géné-
ralité, s'énonce comme i l su i t :

Si les fonctions entières Q, (^), Q^(-s), ..., Q/,(^) croissent moins m(e
que e^ et les fonctions 1 1 / ( ^ ) — H/c('s) croissent plus vue que 6^J•(^)3

(a étant un nombre positiff/uelconyue), V identité

Q.,(z)en^z)~\-Q^z)e^{z)-[-. . .+Q/,(^)6^(5>==o

entraîne la nullité de tous les coefficients Q^ (-s), Qa(-s)» • • - » Q^(^)-

On voi t b ien q u e le t h é o r è m e de M. Borel a des c o n d i t i o n s qui sont
hasées sur une compara i son entre les coefficients Q<(^) et les expo-
sants l l / ( r - ) et. cet te comparaison est due à la not ion de Vordre de
grandeur [ m o d u l e m a x i m u m pour , 3 | = = / - j et , en par t icul ier , au
classement des fonct ions en t iè res d'ordre f in i .

Le théorème d ' I l e rmi te -Lindemann n'a pas de telles cond i t ions ; les
coeff icients et les exposants de l 'égalité de M. Lindemann ne sont que
des nombres a lgébr iques ; il n'y a aucune autre condit ion.

Ce d é f a u t me f a i t penser que ce théorème n'est qu'un cas parti-
cu l i e r d 'un théorème très général q u i supposerait des égalités ayant
des coef f ic ien ts et des exposants que lconques , pourvu qu 'une condi-
tion ana logue a celle du théorème de M. Borel soit réalisée. Il est très
probable que , si nous n'avons pas aujourd 'hui ce théorème, qui
correspondra i t complè tement au théorème de M. Borel, c'est parce
que nous ne possédons pas la c lassif icat ion nécessaire des nombres
t ranscendants . .le pense aussi que ce défaut intéressant, signalé dans
l 'analogie entre le théorème de M. Borel et celui de M. Lindemann,
p o u r r a i t se rv i r de p o i n t de départ pour une classification des nombres

Ami. Ac. Worm., (;;), XXIIL — SEPTKMISHK K^C). 49
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transcendants analogue à celle (les fonctions entières et pour un déve-
loppement de la théorie des nombres conforme à celui de la théorie
des fonctions.

;ralisation du théorème d'tlermite-Lindemann
se pose donc d'une façon tri's intéressante. C'est là un sujet de re-
cherches très difficile et très important.


