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SUR LES

INTEGRALES SIMPLES DE PREMIERE ESPECE
’UNE SURFACE OU D’UNE VARIETE ALGEBRIQUE

A PLUSIEURS DIMENSIONS.

Par MM. G. CASTELNUOVO gr F. ENRIQUES.

Les résultats sur les surfaces algébriques, qu’on vient d’obtenir
tout dernicrement, ont établi une certaine analogie entre le genre
dune courbe et Virrdgularid ’une surface, ¢’ est=h=dire le nombre des
intégrales distinetes de différentielles totales de premidre espice, dont
la surface est doucée. Les deax caracteres sont lies en effet avee les
connexions linéaires des continua de Riemann & deux et a quatre di-
mensions, qui représentent la courbe et la surface par des points
réels.

L’analogie n’arrive pas pourtant & permettre de transporter aisé-
ment aux surfaces la plupart des propriétés connues des courbes. I
serait done naturel de s’attendre & rencontrer de nouvelles difficultés,
lorsqu’on aborderait Pétude des variétés algébriques i trois ou & plu-
sicurs dimensions. Heurcusement il n’en est rien, tant que on se
horne aux questions qui se rapportent & la connexion linéaire, ou, si
Pon veut, aux intégrales simples de premicére ou seconde espéce atta-
chées it la varieté algébrique. Nous démontrerons en effet que (n° 3)

Le nombre des intégrales simples distinetes de premicre espece appar-
tenant ¢ une variélé algébrique a trois (ou plusieurs) dimensions est égal
aw nombre des intégrales analogues ailuchées @ une surface section de la
variété. Pour I'étude des intégrales, de leurs périodes, ele., on peut
toujours remplacer la variété par la surface section. On sait bien que
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la substitution analogue n’est pas permise, lorsqu’on veut examiner
les intégrales simples d’une surface algébrique en relation avec les
intégrales abéliennes d’une courbe section plane de celle-ci.

Le nombre ¢ des intégrales nommées appartenant & la variété est
un caractére invariant de celle-ci, par rapport aux transformations
birationnelles. Il est donc naturel d’examiner s’il y a des relations
entre ce nombre ¢ et les autres invariants auxquels on parvient soit
par les méthodes géométriques, soit par des considérations d"Analyses
sutus.

Quelques invariants géométriques d’une variété a trois dimensions
ont été définis par M. Nother, dans un Mémoire classique sur les
fonctions algébriques; ce sont des caractéres des surfaces canonigues
découpées sur la variété, d’ordre n, par les variétes adjointes dCordre
n — 5, passant convenablement par les surfaces, les courbes et les
points multiples de lavariélé. Cest ainsi quele genre géométrique P
et Ie genre arithmétique P!’ d’une surface canonique fournissent deux
invariants de la variéte, quonappelle les genres superficiels géométrique
et arithmétique de celle-ci. Or nous parvenons i démontrer (n° 5)
cette relation intéressante :

Le nombre des intégrales simples, distinctes, de premicre espéce, d’une
variélé a trois dimensions est égal @ la différence P, —P" entre les
genres superficiels géométrique et arithmetique de la vardiéte ; fait exeep-
tion le cas ol la courbe intersection variable de deux surfaces cano-
niques est réductible. On remarquera 'analogie de ce théoréme avee
le résultal relatif aux surfaces, exprimé par Uégalite ¢ = p, — p,,
auquel a conduit une longue série de recherches dues & MM. Picard,
Severi, Enriques, Castelnuovo. Une propriélé analogue subsiste aussi
pour les variétés & un nombre quelcon que de dimensions.

Une voie tout a fait différente pour découvrir des caractires inva-
riants d’une variété algébrique est indiquée par M. Picard, dans ses
profondes recherches sur ce sujet. Le role essentiel est joué ici par le
continuwn de Riemann & 2d dimensions atlaché i une variété alge-
brique &  dimensions; en effet, les caractires de connexion du corndi-
nuwm fournissent des invariants de la variéte. Tel est, par exemple,
le nombre des eyeles linéaires distinets qu’on peut tracer dans le
continuum, nombre qui, augmenté d’une unité, donne la connexion
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linéaire du continuum. Mais on ne parvient pas ainsi 2 un nouvel inva-
riant, car on verra (n®7) que :

Le nombre g des intégrales simples, distinctes, de premiere espéce d’une
varieté algébrique est la moitié du nombre des cycles linéaires distincts
quon peut tracer dans le relaif continuum de Riemann. Le théoréme
subsiste quel que soit le nombre 4 des dimensions de la variété.
Pour d =1, on a une proposition connue de Riemann. Le cas d = 2 a
été ¢puisé tout dernierement, et d’une maniére assez indirecte, en
profitant de la relation ¢ = p,— p,. L’extension aux cas > 2 est, au
contraire, assez simple. I résulte facilement de ce théoréme que la
connexion linéaire d'une variété algébrique a4 423 dimensions est
égale & la connexion linéaire dela variétéd d —1, d — 2, ..., 2 dimen-
sions qui est la section de celle-la par un espace linéaire. C’est une
remarque qu’on peut aussi justifier directement par des considérations
d’Analysts situs.

Une surface (irrégulicre) possédant ¢ > o intégrales simples de
premiére espice jouit de propriélés géomélriques intéressantes, et en
particulier de la propric¢té suivante : il existe sur la surface des sys-
temes = de courbes, parmi lesquelles il n’y en a pas =o' appartenant
aune séric linéaire. Cette proposition, qu’on était amend i soupgonner
d’apres quelques remarques de M. Humbert concernant la proposition
réciproque, vient d’élre établie récemment par M. Enriques; elle sert
a caractériser d’une fagon compléte, au point de vue géométrique, les
surfaces irrégulivres. Or, la méme propriété subsiste aussi pour les
variétés algébriques i > 2 dimensions. On a, par exemple, si d = 3,
le résultat suivant (n° 8) :

Une variélé a trois dimensions possédant q iniégrales simples, distinctes,
de premiére espéce, renferme des systémes algébriques =7 de surfaces,
parmi lesquelles’il 2’y en a pas »* appartenant & une méme serie linéaire.

Revenons maintenant au théoreme que nous avons énoncé tout
d’abord. On peut en déduire des conséquences intéressantes. Il s’en-
suit, par exemple, que dans notre espace il n’existe aucun systéme
linéaire, de dimension supéricure & 1, dont la sur fuce générale soit irre-
gulicre, si on excepte le cas ou la courbe intersection variable de
deux surfaces du systéme est réductible.

Une autre conséquence, plus remarquable, concerne une question
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sur les surfaces (ou les variétés a plusieurs dimensions), i laquelle
nous pouvons donner une réponse précise, tandis que la question
analogue relative aux courbes est toujours ouverte. Il s’agit des rela-
tions qui passent entre les périodes d’un systéme d’intégrales simples
de premiére espece. On sait bien quon peut éerire le tableau des
2p? périodes des p intégrales abéliennes normales appartenant a une
courbe de genre p, lorsqu’on connait L p(p + 1) de ces périodes. Mais
on ne pourrait pas fixer arbitrairement ces dernitres périodessi p >3,
car seulement 3p — 3 d’entre elles sont indépendantes; on ne connait
pas dailleurs, en général, les relations qui passent enfre les
tp(p 1) périodes. Or, on peut poser une question analogue au
sujet d’une surface possédant p intégrales simples de la premiere
espece. Mais ici la réponse est plus simple.

Nous démontrerons, en effet (n® o), qu’on peut toujours consiruire
une surface algébrigue ayant p intégrates simples, distinctes, de premicre
espece, dont sp(p -+ 1) périodes sont données arbitrairement, de facon
pourtant i satisfaire certaines inegalités qui assurent la convergence
des séries p' @. Il faul remarquer cependant que e résultat relatif
aux surfaces est moins expressif que le résultat concernant les courbes.
En effet, une courbe est déterminée, h une transformation birationnelle
pres, des que sont donnés ses 3 p — 3 modules. Aucontraire, on peut
construire une infinité de surfaces, distinetes par rapport aux trans-
formations bivationnelles, dont les intégrales simples de premiere
espece ont les mémes périodes.

1. Pour démontrer le théoréme fondamental de ce Mémoire il con-
vient ’établir d’abord un lemme sur les intégrales abéliennes réduc-
tibles d’une courbe algébrique. Nous y parvenons, d’une manivre
naturelle, par les considérations suivantes.

Envisageons une courbe C, de genre p, dont nous désignons par I,
L, ..., I, un systéme de p intégrales abéliennes, distinetes, de la
premitre espéee. Soient Qg ..., Ly, les 2p périodes de 1, ordon-
nées de manitre que les périodes Qg Qg oo0y Qu,  se rapportent
aux coupures de la surface de Riemann qu’on désigne d’habitude
Par &y, @y, ..., @, ctles périodes Qg., Oy, -. .y Qp,, aux coupures by,
byy vy by

Supposons maintenant que ¢(<p) parmi les intégrales nommées,
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par exemple I, I,, ..., I,, se réduisent i ¢ intégrales avee 2¢ périodes.
Cela revient & dire que les périodes de I, (7 =1, 2, ..., ¢) s’expriment
par des combinaisons linéaires, 4 coellicients entiers, de 2¢ quan-
Lités 4, Wy oo uy Wy,3 0N aura précisément les relations suivantes :

S Qi =myy 0+ My Op. ok Myay 0,
(]) ....................................... 5

( Rpap== My 0 == Mapy Dy~ oo~ Mapag Oiags
ol

(=1,92, ..., ¢.

On remarquera que les nombres entiers m ne dépendent pas de
Pindice ¢ relatila Pintégrale considérée; ils dépendent, au contraire,
de la coupure & laquelle se rapporte la période Q. Formons une com-
binaison linéaire quelconque

q
= N 3,
l-"_‘ilrlu

1

des ¢ intégrales réductibles, ot désignons par Q,, Q,, ..., Q,, les
q
, e N \1 -
périodes de I ol Q= ‘,_._“A,-Q[-,, el par o, o,, ..., 0,, les expres-
13
1
sions analogues formées avee les w5 on aura, d’apres laremarque qui
précede,

( 2) .2/&, TE Mg Oy = Py o= o o Dlpgy Oage.

C’est ce qu’on peut exprimer en disant que les in tégrales I,, I,, ...,
I, déterminent un systeme linéaire =7~ d’intégrales I réductibles
avec 2qg périodes, systéme qui est lié aux 4 pg nombres entiers m,.

in dehors de ce systéme existera-t-il une autre intégrale I, de G,
dont les périodes puissent s’exprimer par des combinaisons linéaires
de certaines quantités o,y ..., 0,.., formées avec les mémes
entiers my;?

D'une manitre précise, est-il possible que les relations (1) sub-
sistent pour les valeurs 1, 2, ..., ¢, g+ 1 de 7, si 'on suppose que I,
Ly ooy Lo I, soient des intégrales distinctes de G, ?

C’est une réponse négative qu’il faut donner & la question qui pré-
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céde. 11 s’agit d’ailleurs d’un résultat qui peut étre envisagé comme
connu, puisqu’il découle aisément de résultats connus. Néanmoins,
nous nous arréterons un moment i le justifier, attendu que nous
ne l’avons pas vu énoncé explicitement dans les travaux qui se rap-
portent au sujet.

Supposons done, s’il est possible, que les (1) subsistent pouri =1,
2, ..., ¢4, ¢+ 1, et formons U'intégrale

-

g+
h Y .
1—_—2‘.)\‘,-1,-,

13
1

dont les périodes Q,, Q,, ..., Q,, sont des combinaisons linéaires
des Q. Soienl o, ®,, ..., »,, les combinaisons linéaires corres-
pondantes formées par les g, par exemple

(3) B N N Ayt 0y e (h=1,2, ..., 2q).
Les Q et les oy sont liées par les relations (2), méme dans la nou-

velle hypothtse olt nous nous sommes placés.
Séparons les parties réelles et imaginaires des Qy, oy en éerivant

Q= A+ iBy, 0 O~ LBy
et rappelons Uinégalité de Riemann

Il
L\

2, (Aeici Bue— AgiBaiy) > o,
=

Celle-ci, en vertu des (2), se transforme en une inégalité de la

forme
2 q 2 q

QRN n
: Z Crsglpidg => 0,
r 8
1 1

o les ¢, sont des nombres entiers. Mais on peut donner i la derniére
inégalité la forme plus simple

q
~
(4) Ztct(’y-zt—xﬁu'—am@w—x)>0,

1
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pourvu que Pon applique aux quantités w; des transformations con-
venables & coefficients entiers, qui ne modifient pas la forme des
relations (1) (*). Si nous supposons done, ce qui est loisible, que
les (1) ont déji subi la transformation nommée, nous pourrons con-
clure, en examinant la (1), que les o et les 8 ayant indice impair ne
peuvent pas s’évanouir i la fois. Donc, les ¢ égalités

(5) g == 0, (3= 0, Ceey Bay—1== 0

ne peuvent pas coexister. Mais, d’ailleurs, si 'on faitattention aux(3),
on reconnait qu’on pourra toujours choisir des valeurs A,, A,, ...,
Aywrs e s'annulant pas i la fois, telles que les (5) soient satisfaites.
La contradiction que I'on rencontre ainsi démontre que 'hypothese
dont nous sommes partis est absurde. Il faut donc conclure que le
systeme linéaire des intégrales réductibles I a effectivement la dimen-
ston ¢ — 1, ¢l ne saurait avoir ane dimension plus ¢levée.

En dehors du systéme =, que nous avons envisagé, il peut bien
exister, ailleurs, d’autres intégrales réductibles de notre courbe G,.
Mais ces nouvelles intégrales seront lices a4 des groupes de nombres
entiers essenticllenent différents des my, qui entrent dans les (v). 1l
sensuit que les systemes des intégrales réductibles de C, ou bien sont
en nombre fini, ou bien forment une serie discontinue (ce qui peut
avoir lieu pour ¢ ==1). Nous pouvons done énoncer le lemme qui suit:

Une courbe algébrique ne penl jamais posséder une série continue de
systemes lincaires d’integrales abéliennes réductibles (*).

(1) On peut, voir, par exemple, & ee sujet le Traité de M. Krazer, Learbuch der Theta-
Junktionen, page 1a1.

(%) Voici une application de ce résullat. Supposons que sur la courbe C, il existe une
involution «1, do genre ¢ > o, de groupes de 2 points; chaque point de G, appartient
done & wun groupe de Uinvolution. On sail. qwalors, parmi les p inlégrales abéliennes de
premicre espece de Cp,, i1y en aura ¢ réductibles au genre ¢; chacune de celles-ci
reprend la méme valeur aux points d'un groupe de P'involution. Si G, posséde plusieurs
involutions irralionnelles, on aura & considérer plusicurs systémes d’intégrales réduc-
tibles. Mais les involutions irrationnelles de la courbe ne peuvent jamais former une série
continue, car le méme caraclére appartiendrait aux sysiémes d’intégrales réductibles
de G, Cest Ta un théoréme que MM. Humbert et Castelnuovo ont démontré en méme
temps (189%), mais qui est déja contenu implicitement en une proposition de M. Painlevé
(Annales de L Licole Normede supéricure, t. VI, 1891, p. 135).

Ann. Ee. Norm., (3), XXIHI. — Aour 1gof. b4
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2. Proposons-nous maintenant d’examiner les relations qui passent
entre les intégrales simples d’une variété algébrique et les intégrales
d’une section de celle-ci. Envisageons d’abord le cas bien connu ot il
s'agit d’une surface (variété i deux dimensions) et d’une courbe
tracée sur elle.

Soit F une surface possédant ¢ > o intégrales simples, distinctes,
de la premiere espéce, et soit J(x) une d’entre elles. On sait que J(x)
est une fonction continue, partout finie, du point x variable sur la
surface, déterminée 4 des multiples prés de certaines périodes o,
Wy, vy g, Sile point x parcourt une courbe algébrique irréduc-
tible C, tracée sur F, la fonction J(2) nous fournit une intégrale abé-
lienne I(x), de premiére esptee, de G,, dont les périodes, relatives
aux 2p coupures de Riemann, sont des combinaisons linéaires a coel-
ficients entiers des quantités o.

Supposons maintenant que G, soit la courbe générale d'un systeme
algébrique existantsur F. Silon fait varier, d"une manicre continue,
C, dans ce systeme, les coelficients entiers qa’on vient de nommer et
les o, qui dépendent seulementde la F, restentinvariables; par suite,
les intégrales 1(x), subordonnées par J () sur les courbes du systeme,
auront les mémes périodes. Si done J(x) se maintient conslante
lorsque x parcourt une certaine courbe du systéme, ¢’est-a-dive si les
périodes de I1(x) s'évanouissent, la méme particularité aura lieu sur
toute courbe du systeme; ces courbes seront des lignes de nivean pour
la fonction J(), et formeront un faiscean irrationnel (¢est=a-dire
une série algébrique %', de genre supéricur & zéro, dont une seule
courbe passe par un point de F). On conclut : si une intégrale simple,
de premibre espéce, d'une surface garde une valeur constante le long
d’une courbe algébrique de celle-ci, ou bien la courbe n’appartient i
aucun systétme continu, ou bien elle appartient & un faisceau irra-
tionne .

En debors de ces cas, les g intégrales simples de premiere espéce,
avec 2¢ périodes, que la surface F possede, fournissent ¢ intégrales
abéliennes distinctes, réductibles & 2¢ périodes, sur chaque courbe
algébrique de F. Cela est vrai en particulier pour les sections planes
de F. Le genre p de ces sections est done supérieur ou égal a ¢.

On a, en général, p>g¢ si 'on excepte les surfaces réglées; en
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cffet, une partie seulement des intégrales abéliennes de la section C,
provient d'intégrales simples de la surface F. On peut déterminer ces
dernieres par un procédé de M. Picard; il suffit de déterminer les
intégrales de C, dont les périodes ne changent pas avec la section
plane considérée. C’est, d’ailleurs, une recherche qui ne manque pas
de présenter quelques difficultés.

3. Or ces difficultés ne se présentent plus lorsqu’on se propose de
construire, d’une facon analogue, les intégrales d’une variété algé-
brique & plusicurs dimensions. Ici, en effet, on reconnait que les
intégrales simples, distinctes, de premiére esptce, sont en méme
nombre que les intégrales d’une surface section générale de celle-ci.
(Pest ce que nous allons démontrer, en nous bornant, pour plus de
clarté, au cas d’une variété algébrique de Pespace 4 quatre dimen-
sions :

(6) ' Sz, ¥, 5, L) =o.

Le raisonnement, d’ailleurs, s’¢tend facilement aux autres variétés.
Remarquons d’abord qu’une intégrale simple de premicre espece
de ffournit une intégrale de la méme espéce pour la surface

(7) ./.(."‘r"" .}/7 5, t)':.‘.()
découpée par 'hyperplan (ou espace a trois dimensions)
(8) t =1 (const.);

et, en outre, que des intégrales distinctes de (6) fournissent des
intégrales distinctes de (7) (on suppose naturellement que les axes
coordonnées aient des positions tout & fait générales par rapport
a /). Cest la une remarque qu’on justifie de suite par le méme
raisonnement appliqué au cas des surfaces.

Mais ici nous pouvons démontrer, en outre, que loute intégrale de
premidre espéce de la surface (7) provient d’une intégrale de la
variété (6). Voici d’abord la partic essentielle de la démonstration,
que nous allons exposer ensuite d’une facon plus précise.
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Considérons, dans la variété (6), un faisceau lincaire de surfaces;
par exemple le faisceau formé par les surfaces (7), ou 'on regarde
comme un paramdtre variable. Ges surfaces ont une courbe com-
mune C. qui est la section de (6) parle plan & I'infini des espaces (8).
Supposons maintenant que la surface (7) posstde ¢ intégrales simples
distinctes de lapremibre espece, J,, J,, ..., J,, douées de 2¢ périodes.
Ces intégrales fournissent ¢ intégrales abéliennes réductibles, a

2q périodes, de la courbe G, que nous désignerons par I, L, ..., .
97

T . . . N LR N
Toute intégrale I de C, qui appartient au systéme lingaire > i)\ili,
1
- ) CS ’ - ’ ’ - ’
provient, d’une manitre parfaitement déterminée, d'une intégrale
7
2‘7\,'.]’,« de la surface (7).
4
1

Que 'on laisse varier maintenant par continuité le parametre ¢ dans
la (7). La surface (7) changera en passant toujours par la courbe C;
et, avec elle, varieront en conséquence les intégrales J,. Mais les inté-
grales réductibles déterminées par les J; sur la courbe € ne pourront

7
" - b . N - . . y
pas sortir du systéme Z,Ailé, car ce systeme ne peut pas varier d’une
1 ‘ )
facon continue, ainsi que nous le savons par le lemme du ne 1. A

chaque integrale I de ce systeme correspond done une intégrale
déterminée J sur chacune des ' sarfaces (7), intégrale dont les
périodes w,, w,, ..., w,, ne dépendent pas de £, car clles sont des
combinaisonslinéaires a coelficients entiers des périodes de Isur C. Par
un point général (x, y, 5,¢) de la varieté (6) passe wne surface (7).
L’intégrale J de (7) que nous venons de considérer a en ce point une
valeur finie J(x, y, =, ¢), déterminée & des mualtiples pres des pé-
riodes w,, w,, ..., o,,. Par conséquent, J(x, y, z, ¢) est une fonction
du point (2, y,5,4) de (6) finie et déterminée, a des multiples des
périodes pres. Gest cette fonction J(x, y, z,¢) qui nous fournira une
intégrale simple de premicre espece de (6), correspondant a Pinté-
grale simple arbitrairement choisie sur la surface (7), ou, si 'on
aime micux, a 'intégrale réductible I choisie sur la courbe C.

Les g intégrales J; de la surface (7) donnent licu ainsi & ¢ intégrales
distinctes de la variété (6).
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Examinons maintenant les détails de la démonstration. Soient -
(9) J,.:fMicl.z:—a—Nidy (C=1,2,...,q)
les ¢ intégrales distinctes, de premiére espéce, appartenant a la
surface
(7) S, ¥, 5,¢) =o, L= 1;

M; et N; sont des fonctions rationnelles de x, y, z, dont les coefficients
contiennent rationnellement le paramaétre ¢. L'intégrale générale de
premicre espece de (7) sera done

(ro) J = /'M dx + N dy
ou
7 q
R _,,\’ ) ) ;o -l N
(11) M=>1M, N m>_‘7.lN,.
1 1

L'intégrale J fournit sur toute section plane de (7) et, en parti-
culier, sur la courbe a Uinfini C, une intégrale abélienne de premibre
especee I, dont la différentielle, égalée & zéro, représente une courbe
Qordre 2 -- 3 adjointe & ladite courbe, supposée dordre 2. Soit

q
19 (&, ¥, 5 fzsjg oz, y,5)=c
(12) ¢ (2, ¥, 3) ~, 9i(x, y,5) =0

Péquation de la courbe adjointe & G qui correspond & Pintégrale J;
5, ayant la méme signification par rapport a intégrale J;.. On peut
former ce polynome 2, homogéne en z, v, =, silTon remarque que les
produits yz et —ag donnent ensemble des termes de degré maxi-
mum (n— 2) contenus dans les polynomes M /7, N/, (*); on formera ¢,
d’une facon analogue. 1l s’ensuit que les cocllicients de @, 94, -+, 7,
dépendent rationnellement du paramitre ¢.

(1) Proann ot Simanr, Théorie des fonctions algébriques de dewx wariables, t. 1,

p. 118, 128,
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Si nous attribuons i ce paramétre une valeur constante ¢, et laissons
varier les 2, la courbe ¢ = o décritun systéme linéaire «c~' de courbes
adjointes & la courbe C. Faisons varier maintenant le paramettre ¢ et,
par suite, la surface (7) qui, cependant, passera toujours par la
courbe C. La courbe o = o adjointe & C pourra bien changer; mais
elle ne pourra pas sortir du systéme linéaire «?=" qu’on vient de
nommer; ce systéme ne changera pas. G’est ce qui résulte du lemme
établi au n° 1; car nous savons que le systéme =7 des intégrales
réductibles I, fournies sur C par les intégrales J de la surface (7), ne
peut pas varier lorsque le parametre ¢ prend une succession continue
de valeurs. Si donc nous désignons par ¢ (x, y, 5) un polynome du
degré n — 3, adjoint & la courbe G et appartenant au systeme li-
néaire oo nommé, ¢ ne dépendra pas de ¢, et nous pourrons tou-
jours déterminer les parametres A de facon a vérifier identité

)‘1 %(u’ﬂ, ) Z) +.. - )"I ?’I("I": Y, 5) = ";’(‘7"7.)" Z).

Puisque les ¢ contiennent rationnellement le paramétre ¢, on
trouvera, pour les A, des expressions rationnelles de 2. Remplacons
les A par ces expressions dans les (11). Nous obtiendrons deux fone-
tions rationnelles M, N de z, y, =, ¢, telles que I'intégrale de premiére
espece

(10) J::/-Md.z'—y—Ndy
relative 2 la surface
(7) S,y 5,0), L=,

fournit, quelle que soit ¢, la méme intégrale abélienne I sur la courbe
a linfini G des surfaces (7). Il vésulte que les périodes de inte-
grale (10) ne dépendent pas de ¢.

Il suffit maintenant d’appliquer un procédé connu [ dont M. Picard
a fait usage souvent dans la théorie des surfaces (') et qui s’é¢tend de
suite & notre cas| pour construire une troisitme fonction ration-

() Poir, par cxemple, Prearn ot Sivanr, Ouvrage cité, t. 1, p. 100.
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nelle P de x, y, =, ¢, telle que de expression
(12") Mdx +~Ndy + P dt

résulte une différentielle exacte, lorsqu’on regarde = comme fonction
de z, y, t définie par 'équation

(6) Sz, y,5,t)=o.

On obtient ainsi une intégrale de différentielle totale de la (6)
(13) : Y::szlx+Ndy+Pdt,

qui fournit Pintégrale de premitre espice (10) sur chacune des
»' surfaces (7).

Gela ne suflit pas encore pour aflirmer que Y est une intégrale de
premicre espece de la variété (6), car on peut douter que Y devienne
infinie sur quelques-unes des surfaces (7), correspondant a des
valeurs particuliéres de . Or nous montrerons qu’on peut toujours
choisir la fonction P de facon & exclure ces surfaces singulieres. Rap-
pelons, a cet effet, que la fonction P(x, y, 5, ¢) doit satisfaire & deux
conditions; elle doit étre rationnelle et rendre Pexpression (12) une
différenticlle exacte. Or ces mémes conditions sont rem plies, si 'on
ajoute i P une fonction rationnelle arbitraire R(¢), dépendant seu-
lement de ¢ Bn d’autres termes, si P, (2, y, 5, ¢) est une fonction
particulitre qui satisfait aux conditions nommées, la fonction

Pz, y,5,¢t)= Pi(z,y,5,¢t)+ R(¢)

y satisfaira de méme.
Cela posé, il suffit d’examiner si Pon peut choisir la fonction
rationnelle R(¢) de facon que U'intégrale

[Md.z?—{—Nc{y-{—(Pl—i- R) dt

soit de premivre espice.
Considérons U'intégrale

Y1:[M¢L1:+Ndy+ P, dt.
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to

Si Y, nest pas de premiére espéce, clle anra des surfaces singu-
lieres, polaires ou logarithmiques; et, d’aprés une remarque précé-
dente (en tenant compte que les axes sont arbitraires), on peut
admettre que ces surfaces soient des sections irréductibles des
espaces ¢ = const. Supposons, par exemple, que les surfaces loga-
rithmiques de Y, soient découpées par les espaces £ =a, b, ..., et que
les périodes correspondantes soient 2wie, 2wif, ..., olt 2, f, ... sont
des constantes dont la somme est nulle. Alors la fonction

Y, —oalog(t—a)—Plog(t—b)—...
:/M dz + N dy + <p1_ _ ...._‘3___....>(u

n’aura aucune singularité logarithmique, et sera, par conséquent,
une intégrale de seconde espéce (*).

Supposons, en second licu, que la surface coupée sur / par
I'espace ¢ = ¢ soit une surface polaire du premier ordre pour Y,. La
fonction Y, devient infinie en tout point de la surface, en dehors de
la courbe & Pinfini G, qui appartient aussi & la surface générale (7)
sur laquelle Y, est partout régulitre. Formons maintenant une fone-
tion rationnelle de la variéte (6), qui posstde la méme surface polaire,
tout en restant finie sur la courbe Cj; telle est, par exemple, la fone-

. 1 . " (e 4
tion ;—- On reconnait alors que la différence

et (Mdo e Ndy | P — 7
Y, l,——-(;"L/M([‘c - Ndy —+ ‘l,} = de,

ou vy désigne une constante choisie convenablement, est réguliére
sur la surface nommée, tout en ayant ailleurs les mémes singularités
que Y, ; il suffit, pour s’en assurer, de faire usage du méme raisonne-
ment que M. Severi a employé en une question parfaitement ana-

logue (*).

(1) Cf. Picarp et Sivart, Ouorage cité, L. 11, p. 230,
(%) Cf- le Mémoire Sulle superficic algebriche che posseggono integrali di Picard. . .,
p- 37 (Mathem. Annalen, t. 1L.XI, 1405 ).
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Il s’ensuit de ces considérations que si 'on prend dans (13)

24
P:P’—t_—_ci—t—-ﬁ-_b _"'+C:—-Z—c)‘:’ +eey
ol la somme contient un nombre fini de fractions analogues, l'inté-
grale Y résultera réguliere en tout point de la variété (6) et sera, par
conséquent, de premiere espece.

Nous parvenons donc & construire une intégrale Y, simple, de
premicre espece de la variété (6), qui se réduit & une intégrale J
donnée a priori sur la surface (7), section de (6) par I'espace ¢ = . Et,
puisque nous savons que, réciproquement, les intégrales distinctes,
de premiére espece, de la (6) fournissent des intégrales distinctes, de
premiére espece, de la surface (7), nous pouvons conclure enfin :

Une variéte algébrique a trois dimensions posséde autant d’intégrales
simples, distinétes, de premicre espéce, que la surfuce découpee sur la
variétd par un hyperplan général. A chaque intégrale de la variété
correspond une intégrale de la surface qui a les mémes périodes sur
des cycles linéaires convenablement fixés.

Un théoreme analogue subsiste aussi pour les variétés a plusieurs
dimensions et peut étre démontré par les mémes considérations.
Pour I'énoncer d’une manicre simple, appelons irrégularité d’une
variété algébrique le nombre des intégrales simples, distinctes, de
premiére espéce qui appartiennent i la variété (*). Alors on a le
théoreme :

L’irrégularité d’une variéte algébrigue a dZ3 dimensions, contenue
dans Uespace & d + 1 dimensions, est égale a Uirrégularite des variétés
ad—1, ..., 2 dimensions qui sont les sections de celle-la par un espace
gencral a d, ..., 3 dimensions.

Le théoréme ne subsiste plus, comme on sait, pour les courbes
sections planes de la variété primitive; I'irrégularité, ¢’est-a-dire le
genre de ces courbes, surpasse, en général, Uirrégularité de la variété.

(1) Le développement de la théorie des variétés algébriques portera 4 envisager plu-
siours sortes dirrégularités. La distinction n’était pas nécessaire ici, car ce mot est
toujours employé dans le sens défini ci-dessus.

Ann, Ee. Norm., (3), XXIIL. — Aour 1906. 45
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4. Nous avons considéré jusqu’ici les sections d’une variété par
des espaces linéaires. Mais, puisqu’il s’agit de propri¢tés invariables
par rapport aux transformations birationnelles, notre théoréme s™ap-
plique aussi aux sections obtenues par des vari¢tés algébriques
trois ou & plusieurs dimensions.

Si l'on fait attention au point essentiel de la démonstration,
on voit méme que le théoréme subsiste sous des hypothises plus
étendues. Supposons, par exemple, de connaitre dans une variété
4 trois dimensions /un systeme linéaire =o' de surfaces irrégulicres F,
passant par une méme courbe G, qui soit simple pour la F générale;
on n’exclut pas d’ailleurs que ce systeme ait d’autres courbes bases,
simples ou multiples. Supposons encore qu'aucune intégrale simple
de premitre espece de Fone reste constante le long de la courbe C.
Alors les intégrales simples de premicre espoce appartenant a chacune
des F fournissent un méme systéme d'intégrales reductibles de € On
en déduit, par le raisonnement déjh employé, que chaque intégrale
d’une surface F provient d'une intégrale de la variéte /) et vice versa.

On énoncera plus facilement le résultal si P'on suppose que les
surfaces F forment, dans /, un systéme linéaire »=* au moins, car alors
deux surfaces I se rencontrent, en dehors de courbes bases, en une
courbe G simple, qui est commune & =o' surfaces F. Si la € est irré-
ductible, elle ne peat pas étre ligne de niveau pour aucune intégrale
d’une des surfaces I passant par C; autrement les =' courbes dé-
couptées sur cette surface par les autres surfaces du systéme =*
seraient aussi lignes de niveau pour la méme intégrale, ce qui est
absurde, vu que ces lignes dépendent rationnellement d’un para-
métre. On a done le théoreme :

S une wvariéte algébrique a trois dimensions renferme wun systéme
linéaire w* (au moins) de surfaces irrégulicres se coupant deux a dewx
en des courbes variables irréductibles (en dehors de courbes bases), la
variélé elle-méme sera irrégulicre et aura la méme irrégularité que les
sur faces du systéme.

On peut dire aussi :

L'irrégularité d’une surfuce contenue dans une variété algébrique a
trois dimensions ne dépend pas de la surfuce qu’'on envisage, pourvu que
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celle-ct puisse varier en un systéme linéaire =* de sur faces, satisfaisant a
la condition énoncée.

5. Tl convient de rappeler ici que 'irrégularité d’une surface peut
étre exprimée a I'aide des invariants géométriques de celle-ci; ¢’est
exactement la différence p,— p, entre les genres géométrique et
arithmétique de la surface ('). L'irrégularite d’une variété a trois
dimensions est done égale & la différence constante p, — p, relative
aux surfaces contenues dans la variété et appartenant a des systémes
linéaires =2

Il est naturel maintenant d’examiner comment irrégularité de la
variété elle-méme puisse s’exprimer & Paide des invariants géomé-
triques de celle-ci. Rappelons, i cet effet, que M. Nother a défini
plusieurs caractéres invariants d’une variété a trois dimensions; ce
sont des caracteres des surfuces canoniques découpées sur la variéte,
Qordre n, par les variétes adjointes, Cordre n— 5, qui passent res-
pectivement ¢ — 1, £ — 2 ou ¢ — 3 fois par une surface, une courbe
ou un point ayant la multiplicité z (*). Ainsi, le nombre des variétés
adjointes linéairement distinctes fournit le genre géométrigue P, de la
varietés le genre géométrique P et le genre arithmétique P’ d’une
surface canonique sont aussi des invariants, dont le premier a ¢té
considére par Nother et appelé Flichengeschleche ; nous les dirons
genres superficiels géomélrique et arithmétique de la variéteé.

Appliquons maintenant le résultat du n® 4 au systéme linéaire
formé par les surfaces canoniques; nous avons de suite :

Le nombre des intégrales simples, distinctes, de premicre espéce, d’une
varicté & trois dimensions (que nous avons appelé son irrégularité) est
égal a la différence P’ — P entre les deux genres superficiels, géome-
trique et arithmétique, de la varieie ; on suppose cependant qu'il y a au
moins %* sur faces canoniques (P, > 2), se coupant deux a deux en des
courbes variables irréductibles.

(1) Poir les Notes de MM. CasteiNuovo, et Severl dans les Comptes rendus de
I’ deadémic des Scicnces du 23 janvier et 3 avril 1905; woir aussi un Mémoire de
M. Casrrnyuovo dans les Rendiconti delle R. Acead. d. Lincei, mai-juin 19o5, et un
Mémoire de M. Severr dans les Annali di Matematica, 3¢ série, t. XIL.

(%) Muathematische Annalen, vol. VIII, p. 529.
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Ces conditions semblent effectivement nécessaires pour la validité
du théoréme.

L’analogie avec la théorie des surfaces aurait porté & exprimer
Uirrégularite de la variété par la différence P, —P,, ol P, est un
caractére de la variété qu'on définit d’une maniére analogue a celle
qui a conduit Cayley et M. Nother a introduire le genre arithmé-
tique p, d’une surface. Mais on peut facilement construire des
variétés ayant P, — P, =~ o, qui ne posstdent aucune intégrale simple
de premitre espéce.

Le dernier théoréme peut étre étendu facilement aux variétés
algébriques ayant plus que trois dimensions.

6. Une conséquence intéressante de la proposition du n° 4 regarde

] Prog )
I'espace & trois dimensions, qui est évidemment une variété régulicre.
Il résulte, en effet, que (') :

Un systéme lincaire =*, aw moins, de surfaces dans Uespace ordinaire
se compose certainement de surfaces régulicres, si la courbe intersection
variable de deux surfaces est irréductible.

D’une maniére plus précise :

St un systéme lincaire ' (r=2) de surfaces dans espace est formé
par des surfaces irrégulicres, celles-ci se coupent (en dehors des courbes
bases) en des courbes réductibles, dont les composantes forment, sur une
surface donnée du systéme, un faisccaw irrationnel; en variant la
surface, ces courbes composantes forment dans Uespace un systéme «<*
(congruence) tel que par un point général de Uespace passe une seule

courbe qui lui appartient.
L'exemple le plus simple est fourni par un systéme linéaire de

-«comes (ou cylindres) ayant le méme sommet (*). On démontre que
tous les autres systémes doués de la propriété énoncée peuvent se

(1) M. Severi, auquel nous avong communiqué ce théoréme, vienl d’en donner une
nouvelle démonstration dans sa Nole Osserveazioni varic di Geomelria. .. dui del IR,
Istituto Fenelo, t. LXV, 22 avril 19o6.

(?) Un autre exemple est fourni par le sysiéme «? des surfaces du sixiéme ordre qui
ont huit points triples aux poinls bases d’un réseau de (uadriques.
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déduire d’un systtme de cylindres par une transformation simple-
ment rationnelle (1, =) de I'espace. On peut donc représenter tout
systtme linéaire (»® au moins) de surfaces irréguliéres par une
équation du type

2hfiled)=o,

ou les f; désignent des polynomes en ¢ et b (de genre > o), tandis
que o et ¢ sont des fonctions rationnelles de z, y, z.

Cette propriété, d’apres laquelle une surface irréguliére ne peut
appartenir & aucun systéme linéaire, sauf dans le cas trés particulier
considéré ci-dessus, est remarquable parce que rien d’analogue ne
subsiste en Géométrie plane, ot 'on peut former des systémes de
courhes irrdgulicres ayant le genre aussi élevé que I'on veut.

7. Revenons au théoreme fondamental du n° 3, d’aprés lequel
chaque intégrale simple de premiére espéce appartenant & une variété
a trois dimensions

(6) S(@,y,35,t) =0

st liée & une intégrale du méme type, ayant les mémes périodes, rela-
tive & la surface section

(7) _/(-’L’,_}’,Z,[)::O, t:Z,

et vice versa. Rappelons, d’autre part, que, si g désigne le nombre des
intégrales distinctes de la surface (7), le nombre de leurs périodes
est 2¢g, el 2¢ est aussi le nombre des cycles linéaires distincts qu’on
peut tracer dans la surface (ou, d’une maniére plus exacte, dans le
continuwwm iy quatre dimensions attaché i la surface) (*). La variété (6)
a son tour (regardée comme un continuum de Riemann & six dimen-
sions)aura 2¢ cycles lincaires distincts, car les 2¢ périodes de chaque
intégrale simple de la variété se rapportent nécessairement a des
cycles distinets.

Le nombre des cyeles distinets de la variété ne peut pas d’ailleurs

(t) Poir les publications citées dans la premicre note du n°® 5.
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dépasser 2¢, car, en imitant un procédé connu ('), on parvient &
ramener, par une déformation continue, tout cycle de la (6) a étre
situé dans la surface (7). On peut donc énoncer les deux théorémes
suivants, ou I'on désigne par connexion linéaire I'expression

Pi==2q 1,
étant ¢ le nombre des cycles linéaires distincts :

La connexion lindaire d’une variéte algeébrique & trois dimensions est
égale a la connexion linéaire d’une sur face section de celle-ci.

Le nombre des cycles linéaires distincts appartenant a une varielé alge-
brique a trois dimensions est double di nombre des intégrales simples,
distinctes, de premicre espece, de la variélé.

Le premier théoreéme appartient & I'Analysis situs. Tachons done de
le retrouver directement par des considérations intuitives appartenant
a cette branche de Géométrie. Considérons, & cet effet, la surface (7),
que nous désignerons par F. Si nous laissons varier le parambtre 7,
de fagon que le point image sur le plan de la variable complexe ¢
décrive une courbe fermée, la surface F variera et prendra les posi-
tions F,, F,, ..., F, dont la derniére se superpose a la position ini-
tiale. Toutes ces surfaces passent par une méme courbe G, que nous
regardons comme un continuum de Riemann i deux dimensions.
Soit v un cycle linéaire de F, dans la position initiale; nous savons
qu'on peut ramener ce cycle, par une déformation continue a Pinté-
ricur de F, & un cycle ¥ situé en C. Suivons maintenant les variations
de v et des chemins qui en joignent les points aux points correspon-
dants de v/, pendant la variation de ¢. Nous obtiendrons des cycles v,,
Yas -+ s Yo dont le dernier est renfermé en F, cycles qui peuvent tou-
jours étre ramenés & v’ par des déformations continues ayant lieu a
Pintérieur des surfaces F,, F,, ..., F contenant ces cycles. On peut
donc passer d’une maniére continue du cycle v au cycle v, sans sortir
de F. Il s’ensuit que deux cycles de la surface de ¥ sont équivalents
(transformables 'un en Pautre) ou bien distincts par rapport & F,

(1) Prearo et Simary, Ouvrage citd, t.1, p. 86.
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selon qu’ils sont ¢quivalents ou distinets par rapport & la variété /.
(Cest précisément ce qui affirme notre théoreme ().

On pourrait se proposer de retrouver le théoréme du n° 3, en pre-
nant comme point de départ la propriété d’Analyses situs, dont nous
venons de parler. On verrait d’abord, en suivant le procede de
M. Picard, que le nombre des intégrales simples distinctes de seconde
espee est le méme (2¢) pour une variété a trois dimensions et pour
une surface section. Mais peut-étre qu’on rencontrerait quelques
dilficultés a établir par cette voie le théoreme analogue pour les inté-
grales de premiere espice.

8. Parmi les propriétés qui caractérisent, au point de vue géomé-
(rique, une surface irrégulicre, la plus remarquable est celle qui se
apporte aux systemes algébriques, non lin¢aires, de courbes appar-
tenant & la surface. Sur une surface ayant 'irrégularité ¢ (ayant done
¢ == Py — P> 0 intégrales simples, distinctes, de premiere espece) il
existe des systémes = de courbes qui ne renferment pas »*' courbes
appartenant & un méme systeme lingairve; mais il n’existe aucun sys-
(me =7 jouissant de la méme propriéte (*).

Or un théorvme parfaitement analogue subsiste pour les variétés
algébriques a plusicurs dimensions. C'est-b-dire que :

Une variété algébrigue a trows dimensions possédant g > o intégrales

(1) On sait bien que la propriété analogue ne subsiste pas lorsqu’on compare les con-
nexions lindaires d'une surface el d’une section plane de celle-ci. On en voit maintenant
la raison. C’est que les courbes sections d'une surface n’ont pas deux & deux un conti-
nuwmre G commun, oit Pon puisse ramener les cycles appartenant a ces courbes; elles ont
seulement un nombre fini de points communs.

(2) Ces systomes de courbes d’une surface qui ne sont pas renfermées en des séries
linéaires, ont 616 envisagés d'abord par M. Humsert (Journal de Math., 4° série, t. X)
qui a remarqué que les surfaces possédant de tels sysiémes admetient des intégrales
simples de premicre espéce; ol M. Enniques (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, L. X11) a ajoulé que ces surfaces ont le genre géomdélrique supérieur au genre
arithmétique @ g > py.

Plus récemment, M. ExmiQues a 6tabli les théorémes réeiproques rappelés dans le
texte, en examinant dans un premier Mémoire (Ann. de la Faculté de Toulouse,
2¢ g6rie, L. M) une surface qui posséde ¢ intégrales de premiére espece a 2¢ périodes,
ot dans un sccond Mémoire (Atti dell’ deademia di Bologna, 1904 ; voir aussi Comptes
rendus, janvier 1905 ) une surface pour laquelle pg> pe.
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sim'ples, distinctes, de premicre espéce (ou, si I'on veut, nne variété,
dont les genres superficiels ont la différence Py’ — P.” = ¢, sous les
restrictions du n° 5), contient des systémes % de surfaces, tels que
o' surfaces n’appartiennent jamais a un systéme linéaire; il n’existe,
d’ailleurs, dans la variété aucun systéme =1*+* jourssant de la méme pro-
priéte.

On parvient & établir le théoreme énoncé, soit en s’appuyant sur le
résultat déja établi pour les surfaces sections de la variété (qui ont la
méme irrégularité ¢, n® 3), soit en étendant aux variétés a plusieurs
dimensions les raisonnements développés dans le cas des surfaces.

Quant & la premiere voie, il suffira de remarquer que, si "on envi-
sage un faisceau de sections hyperplanes F de la variété, on peut déter-
miner sur chaque F wune courbe £ (ou un nombre fini de courbes £)
d’un systéme %7, jouissant de la propriété énoncée ci-dessus, par la
condition que deux 4 appartenant i deux différentes surfaces F dé-
coupent sur la courbe plane commune aux deux F des groupes de
points renfermés en une méme série lincaire.

Nous allons développer la démonstration du théoreme, qui s’obtient
par la seconde voie citée, en suivant le procédé par lequel M. Severi (")
a établi d’une fagon plus simple le théoreme de M. Enriques, exposé
dans les Annales de la Faculié de Towlouse.

Sott

(6) J(x, ¥, 5, t)=0

la variété, dont nous désignerons les ¢ intégrales simples, distinctes,
de premiére cspéce par J,, J,, ..., J,. Considérons une série «=* de
courbes sur la variété, telle que par un point général passe une seule
courbe de la série; telle est, par exemple, la série des sections planes

(14) Sz, y,5,t)=o0, z::;':’ t:Z,

ol z ¢t £ sont des paramétres.
Sur chaque courbe (14) les intégrales J fournissent ¢ intégrales

(Y) dtti della R. Acad. d. Scienze di Torino, f6yrier 19o4.
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distinctes I,, 1., ..., I, réductibles & 2¢ périodes. Déterminons main-
tenant ¢ points x,, @,, ..., x, de la courbe par les conditions

(15) Li(z) + 1o(xy) .o Li(y) = 4; (i=1,2,...,9),

ol les %; sont des constantes assignées.

D’aprés un théoréme de M. Picard (') il existe un nombre fini m
de groupes de ¢ points x satisfaisant aux conditions (15). Les mq points
qu’on obtient ainsi sur la courbe (14) décrivent, en variant les para-
meétres z, £, une surface ®. Si "on attribuc aux constantes %; les o7 va-
leurs qu’elles peuvent recevoir, on trouvera o7 surfaces telles que @,
formant un systéme algébrique 2, dont »' surfaces n’appartiennent
Jamais & un méme systéme linéaire.

Le raisonnement qui précéde n’exclut pas existence d’un systéme
plus ample X7, par exemple =4+, de surfaces, jouissant de la pro-
pricté énoncée tout & heure. Supposons que ce systéme existe et
envisageons les interscctions d’une surface @ de X' avee une des
courbes (14), par exemple avec la courbe

(14" JS(x,v,0,0)=o0.

Calculons la somme A; des valeurs qu’acquiert I'intégrale I; en
ces points. Les quantités 4y, Ay, .... A, varient, en général, lorsque
O déerit le systéme =+ X5 mais & un systéme assigné de valeurs de
feyy hyy ..., f, correspondront nécessairement (au moins) %' sur-
faces @7, formant un certain systéme S. On peuat répéter la méme
remarque pour les courbes IV, intersections des @ avec une surface
passant par la courbe (14"), par exemple avec la surface

(16) S(x,y,5,t)=o0, t=—hsz.

On aura donc = courbes I de la (16) découpant sur la (14") des
groupes de points tels que les sommes nommées aient les valeurs 4,
hy, ..y b, Or, ces courbes IV, d’aprés un théoréme de M. Severi (*),

(1) Bulletin de la Société mathématique, t. X1
(2) Consulter 1o Mémoire : 1L teorema di Abel sulle superficie algebriche, teorema VII
(Annali di Matemaltica, 3¢ série, t. XII).
dnn. e, Norm., (3), XXl — Aovr 19of. 46
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appartiennent totalement & un méme systéme linéaire. Donc, les
' surfaces @ de S découpent, sur chaque surface du faisceau (16),
o' courbes appartenant & un systéme linéaire. Mais alors un raison-
nement que M. Severi développe pour les courbes ('), mais qui
s’étend de suite aux surfaces d’une variété, nous améne & coneclure
que les o' surfaces @ de S elles-mémes appartiennent totalement
b un systeme linéaire; ce qui est en contradiction avec la propriété
que nous avions attribuée & X'. L’hypothése du systéme 'Y se
trouve ainsi rejetée.

9. Revenons une derniére fois au théoréme du n° 3. Nous pouvons
en déduire une application remarquable au sujet des relations qui
passent entre les périodes des intégrales simples de premiere espece
d’une surface ou d’une variété algébrique irréguliere. Rappelons
d’abord, pour plus de clarté, la question analogue relative aux
courbes.

Soit G une courbe de genre p > o, et soient I,, I, ..., I, pinté-
grales abéliennes, distinctes, de premicre espece de la courbe. Sur
la surface de Riemann attachée & la courbe tracons les 2p coupures
canoniques, qu'on désigne d’habitude par ,, a,, ,.., a,, b, b,, ...,
b,; appelons ensuite @y, by les périodes de Uintégrale I, relatives aux
coupures az, b, (h, k=1, 2, ..., p). On sait qu’on peut toujours
choisir les p intégrales I, de facon que les périodes @, prennent les
valeurs assignées

(19) ann==mi, anp=0 (fy, k==x,2,..., p; N:AAL).

Alors, la courbe C étant donnée, les périodes by, sont parfaitement
déterminées; elles satisfont aux relations

(18) Our==brn
et & certaines inégalités qu’on peut résumer ainsi : en désignant

par ry la partie réelle de by, on doit avoir

- .
(19) 24 Pk Cnir<< 0O,

125

(1) Loc. cit., tcorema VI
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quelles que soient les valeurs réelles (non toutes nulles) attribuées
aux variables £,, £,, ..., .

Inversement, supposons de connaitre 2p* quantités au, by satis-
faisant aux égalités (17), (18) et a linégalité (19); est-ce qu’il
existera une courbe C de genre p, dont p intégrales abéliennes de
premiere espéce aient les périodes ayy, b4, ? Riemann a montré qu'une
telle courbe n’existe pas, en général, si p > 3. Bn effet, les
:7(p-+1) quantités by, (AZEk), dont dépend le tableau des périodes
relatives & une courbe de genre p, ne sont pas toutes arbitraires; il
passe entre elles des relations, inconnues jusqu’ici, en tel nombre,
que sculement 3p —3 de ces quantités peuvent étre choisies arbi-
trairement. Ge sont les 3 p — 3 modules de la courbe considérée.

Examinons maintenant comment ces résultats peuvent étre trans-
portés aux surfaces. Une surface I, dont nous désignerons maintenant
par p lirrégularite, posstde p intégrales simples distinctes, de pre-
micre espiee J, J,, ..., J,, dont chacune a 2p périodes, relatives a
ap cycles linéaires distincts de la surface (continuum de Riemann a
quatre dimensions). Si nous désignons par @, by (h, k=1, 2, ..., p)
les 2p* périodes, on peut obtenir, par un choix convenable des inté-
grales et des cycles, que les p* périodes a,, aient les valeurs (17), et
les p* périodes by, satisfassent & ;p(p — 1) relations linéaires qui
sont du type (18) et expriment que le rapport by by, est rationnel
(non nécessairement égal i Punité) (*). Or, dans le cas des surfaces,
ce résultat peut étre inverti de la maniére suivante :

Etant données 2 p* quantités ay, by(by k=1, 2, ..., p) qui satisfont
aux égalités (17), (18) et a inégalité (1)), on peut toujours construire,
d’'une infinité de maniéres, une surface avant Uirrégularité p, telle que
p intégrales simples, distincles, de premicre espéce, de la surface aient les
périodes e by, par rapport & 2 p cycles convenablement choisis.

La démonstration s’appuie sur le théoréeme fondamental du n° 3,
moyennant quelques propositions connues de la théorie des séries

(1) Poir la Nole de M. Sevent, Intorno al teorema di dbel sulle superficie algebriche
ed alle riduzione a forma normale degl'integrali di Picard, n° 8 (Rendiconti del Circolo

Mat. di Palermo, t. XXI).
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pue @, et des fonctions 2p fois périodiques de p variables qui sont
formées a l'aide desdites séries (*).

On sait que, étant données 2p* quantités as,, by satisfaisant aux
égalités (17), (18) et a 'inégalité (1g), on peut construire une fone-
tion uniforme de p variables

Oy, Uyy oy Up),

dontlavaleur ne change pas lorsqu’on augmente la variable «,(A =1,
2, ..., p) de I'une des périodes ay,, ..., @z, by, ..., by,. On peut
obtenir, en outre, que la fonction ¢ n’aie, au fini, aucune singula-
rité essentielle, et ne puisse étre regardée comme fonction de
moins que p combinaisons linéaires des variables «. On peut méme
construire p fonctions indépendantes 9,, 9,5, ..., 2, qui possédent
les mémes propriétés de ¢ et les mémes périodes; mais alors,
d’aprés un théoréme de Weierstrass, toule autre fonction g, du
méme type est liée aux précédentes par une relation algébrique irré-
ductible. Si donc¢ nous posons

(20) Lm= Qe llyy Uy ooy Up) (k==o0,1,9, ..., p),
on aura
(21) JACTYEDT ceey Lp) =20,
ol f est un polynome.
La (21) représente une variclé algébrique a p dimensions de Ues-
pace & p + 1 dimensions; de cette variété les (20) nous fournissent

une représentation paramétrique. La variété f/ posséde p intégrales
distinctes, de premicre espice, de la forme

(22) u,,—.:/l’,“ day 4+ Prydr, ...+ Pypde, (f=1,2, ooy ),

ot les P sont des fonctions rationnelles de z,, ,, ..., 2,; pour cal-

(1) On trouvera cxposées les propositions que nous employons dans Vouvrage cité
de M. KrAzZER, p. 110-117.
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culer les expressions différentielles du, on a seulement i former les -
différenticlles totales des (20) et & résoudre par rapport aux du, les
équations lingaires ainsi obtenues. L’intégrale (22) a précisément les
périodes a,, ..., @z by, .., by, qui étaient assignées.

Que P'on découpe maintenant la variéte f par un espace linéaire
ap, p—1, ..., 3 dimensions. On obtiendra une variété algébrique
ap—1,p—=2,..., 2 dimensions douée de p intégrales simples dis-
tinctes, de premiére espoce, ayant les périodes données. Telle est, en
particulier, la surface

f(.%'", Ty Lgy 0y Oy « v ny O):O,

dont les intégrales

iy, :fl)/z1 dzy =Py dzy

ont précisément les périodes ay, by par rapport a des cycles linéaires
convenables. it cette surface n’aura aucune intégrale distincte des w,,
d’aprés e théordme du n° 3.

On remarquera ici que lasection de ladite surface parle planax,=o
fournirait une courbe, qui aurait bien p intégrales abéliennes de pre-
miere espiéce avee les pariodes assignées. Mais la courbe aurait un
genre p' > p el posséderait, par conséquent, encore p’— p intégrales
abéliennes de premiére espéce distincetes entre elles et des précé-
dentes (). Voila pourquoi le procédé qui nous a fourni le dernier
théoréme relatif aux surfaces (et aux variétés i plusieurs dimensions)
ne s’applique pas aux courbes.

Il est juste d’ailleurs de remarquer que le probléme de construire
une surface ayant Uirrégularité p, dés qu’on connait 3p(p +1) pé-
riodes by relatives aux intégrales de premicre espéce, a un intérét
bien -moindre que le probleme de construire une courbe de genre p
dés qu’on connait ses 3p — 3 modules. En effet, tandis que la courbe

(1) La considération relative & la variété (21) et a unc courbe contenue en elle parait
déja dans une Note de MM. PoiNcari et Picarn (Comples rendus, L. XGVIL), qui se pro-
pose de juslifier les relations énoncées par Ricmann entre les périodes d’une fonction
up fois périodique dep variables. Nous suppisons ici, au contraire, que ces relalions (17),
(18), (1) sont vérifibes « priori.
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est déterminée en conséquence, & une transformation birationnelle
prés, il existe, au contraire, une infinité de surfaces birationnellement
distinctes, ayant la méme irrégularité et les mémes périodes. On
peut dire seulement que ces surfaces possédent la méme variété de
Picard (21) (*). Linterprétation géométrique de ce résultat est la
suivante. Si I'on construit sur chacune de ces surfaces un systéme
algébrique «? de courbes, tel que deux courbes n’appartiennent
jamais & un méme systéme linéaire, on peut, entre deux de ces sys-
temes, établir (en «? maniéres) une correspondance birationnelle,
de sorte qu’a toute courbe du premier systéme (regardée comme élé-
ment) corresponde une seule courbe du second systéme.

(1) On trouvera exposée la relation entre la wariété de Picard ¢l la surface & laquelle
celle-ci est lide, dans le Mémoire de M. CasreLnvovo, Sugli integrali semplici apparie-
nenti ad una superficie irregolare (Rendiconti delle R. Accademia dei Lincei, mai,
juin 1905).



