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SUR. LES

INTÉGlULliS SIMPLES DE PREMIÈRE ESPÈCE
D'UNE SURFACE OU D'UNE VARIÉTÉ ALGÉBRIQUSî

A PLUSIEURS DIMENSIONS.

PAK MM. G. CASTELNUOVO ET F. ENRIQUES.

Les résu l t a t s sur les surfaces algébriques, qu'on vient d 'ob ten i r
tout de rn iè remen t , on t é tabl i u n e ce r t a ine analogie entre le genre
d 'une courbe et Virré^filarilé d ' u n e surface , c'est-à-dire le nombre des
intégrales d i s t i n c t e s de d i f Ï e r e n t i e l l e s to ta les de première espèce, don t
la. s u r f a c e est douée. Les deux caractères son t l iés en efïet avec les
connexions l i n é a i r e s des continua de R i e m a n n à deux et à quatre di-
mens ions , q u i représenten t la courbe et la su r face par des points
réels.

L 'analogie n 'a r r ive pas pour tan t à permettre de transporter aisé-
ment aux surfaces la p l u p a r t des propriétés connues des courbes. Il
serait donc naturel de s 'at tendre à rencontrer de nouvel les d i f f icu l tés ,
lorsqu'on aborderait l ' é tude des variétés algébriques à trots ou à plu-
s ieurs dnnens ions . I Icureuscmient il n 'en est r ien , tant que l'on se

•borne aux quest ions qui. se rapportent à la connexion, l i néa i r e , ou, si,
l 'on v e u t , aux in tégra les s imples de première ou seconde espèce atta-
chées a la var ié té a lgébr ique . Nous démont re rons en ef Ïe t q u e ( n ° 3) :

Le nombre des intégrale simples distinctes de première espèce appar-
tenant à une variété algébrique à Irais Cou plusieurs) dimensions est égal
au nombre des intégrales analogues attachées à une surface section de la
variété. Pour l 'é tude des intégrales, de leurs périodes, etc., on peut
toujours remplacer la variété par la surface section. On sait bien que
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la subs t i t u t i on analogue n'est pas permise, lorsqu'on veut examiner
les intégrales simples d 'une surface algébrique? en relat ion avec les
intégrales abéliennes d 'une courbe section p lane de celle-ci.

Le nombre q des intégrales nommées appar tenant à la variété est
un caractère invariant de celle-ci, par rapport aux t ransformat ions
birationnelles. Il est donc naturel d 'examiner s'il y a des relations
entre ce nombre y et les autres invariants auxquels on parvient soit
par les méthodes géométriques, soit par des considérat ions (YAnalysis
situs.

Quelques invariants géométriques d'une variété à trois d imensions
ont été définis par M. Nôther, dans un Mémoire classique sur les
fonctions algébriques; ce sont des caractères des surfaces canoniques
découpées sur la variété, d'ordre ^/, par les variétés adjointes d'ordre
n — 5, passant convenab lement par les surfaces, les courbes et les
points mul t ip les de la variété. C'est ainsi que le genre géométrique?^
et le genre ar i thmét ique P^ d'une surface canonique fournissent deux
invariants de la variété, qu'on appelle les genres superficiels géométrique
et arithmétique de celle-ci. Or nous parvenons à démontrer (n° 5}
cette relation intéressante :

Le nombre clés intégrales simples, distinctes, de première espèce, d'une
variélé à trou dimensions est é'ffai à la différence P^—P^ entre les
genres superficiels géométrique et arithmétique de la variété ; fait excep-
tion le cas où la courbe intersection var iable de deux surfaces cano-
niques est réductible. On remarquera l 'analogie de ce théorème avec
le résultat relatif aux surfaces, exprimé par l'égalité q ' = p , . — p ^
auquel a coudait une longue série de recherches dues à MM. Picard,
Severi, Enriques, Casteinaovo. Une propriété analogue subsiste aussi
pour les variétés à un nombre q u e l c o n q u e de d imens ions*

Une voie tout à fait d i f Ï e r en t e pour découvrir des caractères i n v a -
riants d'une variété algébrique est indiquée par M. Picard, dans ses
profondes recherches sur ce sujet. Le rôle essentiel est joué ici par le
continuurn de Riemarm à id d imens ions attaché à une variété algé-
brique à d dimensions; en effet, les caractères de connexum du conti-
nuam fournissent des inva r i an t s de la variété. Tel est, par exemple,
le nombre des cycles linéaires distincts qu'on peut tracer dans le
continaam, nombre qui, augmenté d'âne uni té , donne la connexion
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linéaire du contînuum. Mais on ne parvient pas ainsi à un nouvel inva-
riant, car on verra (n° 7) que :

Le nombre q des intégrales simples, distinctes, de première espèce d'une
variété algébrique est la moitié du nombre des cycles linéaires distincts
qu'on peut tracer dans le relatif coniïnuVim de Riemann. Le théorème
subsiste quel que soit le nombre d des dimensions de la variété.
Pour d= i, on a une proposit ion connue de Riemann. Le cas d == 2 a
été épuisé tout de rn iè rement» et d'une manière assez indirecte , en
profitant de la relation q =pg—pa' L'extension aux cas rf> 2 est, au
contraire, assez s imple . Il résulte f a c i l e m e n t de ce théorème que la
connexion l i néa i r e d'une variété algébrique à r f^3 dimensions est
égale à la connexion l inéaire delà variété à d—i, d — 2, ..., 2 dimen-
sions qu i est la section de celle-là par un espace l inéaire . C'est une
remarque qu'on peut aussi j u s t i f i e r directement par des considérations
(Y Analysis situs.

Une surface ( i rrégulière) possédant < 7 ^ > < > intégrales simples de
première espèce j o u i t de propriétés géométriques intéressantes, et en
particulier de la propriété su ivante : il existe sur la surface des sys-
tèmes oo'7 d(1 courbes, parmi lesquelles il n'y en a pas =o1 appartenant
à u n e série l i n é a i r e . Cette propos i t ion , qu'on était amené à soupçonner
d'après quelques remarques de M. Humber t concernant la proposition
réciproque, v i en t d'être établie récemment par M.. Enriques; elle sert
à caractériser d'une façon complèle, au point de vue géométrique, les
surfaces irrégulières. Or, la même propriété subsiste aussi pour les
variétés a lgébriques à <-/>2 dimensions. On a, par exemple, si d == 3,
le résultat suivant (n,° 8) :

Une variété à trois dimensions possédant q intégrales simples, distinctes,
de première espèce, renferme des systèmes algébriques ^ de surfaces,
parmi lesquelles9 il ny en a pas co1 appartenant à une même série linéaire.

Revenons maintenant au théorème que nous avons énoncé tout
d'abord. On peut en dédui re des conséquences intéressantes. Il s'en-
suit, par exemple, que dans notre espace il n'existe aucun système
linéaire, de dimension supérieure à i, dont la surface générale soit irré-
guliêre, si l'on excepte le cas où la courbe intersection variable de
deux surfaces du système est réductible.

Une autre conséquence, plus remarquable, concerne une question
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sur les surfaces fou les variétés à plusieurs d i m e n s i o n s ^ ) , à laquel le
nous pouvons donner une réponse précise, tandis que la ques t ion
analogue relative aux courbes est toujours ouverte. Il s'agit des rela-
t ions qui passent entre les périodes d ' un système d'intégrales simples
de première espèce. On sait bien qu 'on peut écrire le tableau. des
2p2 périodes des p intégrales abé l i ennes normales appar tenan t à une
courbe de genre^, lorsqu'on c o n n a î t ^(p •+- i) de ces périodes. Mais
on ne pourrait pas fixer arbi t ra irementces dernières périodes si p'^> 3,
car seulement 3p — 3 d'entre el les sont i n d é p e n d a n t e s ; on ne c o n n a î t
pas d 'a i l leurs , en géné ra l , les re la t ions qui passent entre les
^p(p-h- ï ) périodes. Or, on p e u t poser une quest ion analogue au
'sujet d ' une sur face possédant p intégrales s imples de la première
'espèce. Mais ic i la réponse est p l u s s imple.

Nous démontrerons, en effet (n 0 9), qu'on, peat tau/ours constndre
•une surface cdgébrique ayant p intégrales simples, distinctes, de première
espèce, dont ^ p ( p -4- r) périodes sont données arbitrairement, de façon
pour tan t à satisfaire cer ta ines i néga l i t é s q u i assurent la convergence
des se ries p^'^ 0. Il f a u t r e m a r q u e r cependan t que le r é su l t a t r e l a t i f "
aux surlaces est moin s expressif que le résul tat concernant les courbes.
En effet, une co'urbe e s tdé t e rminée , h u n e transfonMition b i r a t i o n n e l l e
près, dès que sont donnés ses 3p — 3 modules. Au contraire , on peut
construire u n e i n fmi l é de surfaces, d i s t inc tes par rapport aux trans-
formations b i ra t ionnel les , dont les intégrales s imples de première
espèce ont les mêmes périodes.

1. Pour démontrer le théorème f o n d a m e n t a l de ce M.é-moire i l con-
vient d'établir d'abord un lemme sur les intégrales abé l iennes réduc-
tibles d 'une courbe a lgébr ique . Nous y parvenons, d ' u n e manière
naturel le , par les considérations suivantes.

Envisageons une courbe G/, de genre p , dont nous désignons par I , ,
j^, ..., 1̂  un système de p in tégra les abé l iennes , d is t inctes , de la
première espèce. Soient û^, . , . , û^ les ^p périodes de !„ ordon-
nées de manière que les périodes Û^, û^ .. , , û^., se rapportent
aux coupures de la surface d e . B i e m a n n qu 'on désigne d 'habi tude
par a^ a^ ..., a^ et les périodes 0^, t2^, ..., û^ aux coupures b^
b^ ..., b^

Supposons maintenant que y(0) parmi les intégrales nommées,
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par exemple 1^ la, ..., Ïy, se réduisent à q intégrales avec 2^ périodes.
Cela revient à dire que les périodes de ï,(i= i , 2, ..., q) s'expriment
par des combina i sons l inéaires, à coeflicients entiers, de iq quan-
tités CD^, co^, ..., co^; on aura précisément les relations suivantes :

[ û/i = r W j i co/i 4" m^ o)^-f-. . .-4- in^q 0^-27?
(D ........................................

\ ^ï^p "=•1 W^pï ^i\ -4-" ttïîpî ^iï "+~ • • . -+• W-2/? 2r/ C«)^y,

OÙ
(=:J, 9., . . ., <7.

On remarquera que les nombres entiers m ne dépendent pas de
l ' indice ^ r e la t i f à l ' intégrale considérée; ils dépendent, au contraire,
de la coupure à laquelle se rapporte la période iL Formons une com-
b i n a i s o n 1 i n éa i re q u e 1 co n q u e

i=i;^,i/,
i

des (f intégrales réduct ibles , et dés ignons par û ^ , ÏX, ..., û^ les
/ ^ \

]:)ériodes de I ( où Q/(.== y1 Â/û^ ), et par co,,, co^, ..., oj^ les exprès-
Ni i l /

siens analogues fbrmécîs avec les co^; on aura, d'après la remarque qui,
précède,

( 8 ) S'ï/, •:=: m, /,i 0)1 •+• m/,^ o)â +... -t- m/,^ o^y.

C'est ce qu'on peut exprimer en disant que les intégrales 1^ la? - . . »
L dé terminent un système l i néa i r e oc^ d'intégra.I.es I rédu.ctibles
avec 2y périodes, système qu i est l ié aux l,\pq nombres entiers rn^

En deliors de ce système existera-t-il une autre intégrale ï^ de C^,
dont les périodes pu i s sen t s 'exprimer par des combinaisons linéaires
de cer taines quan t i t é s co^.^, ..., Oy^i^-y formées avec les mêmes
entiers m/^ ?

D'une manière précise, est-il possible que les relations (i) sub-
sis tent pour les valeurs î , 2, ..., y, y 4- T de z, si, l'on suppose que I , ,
4, .. *•» ly, .I,/.,..n soient des intégrales distinctes de C/, ?

C'est une réponse négative qu ' i l faut donner à la question qui pré-
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cède. Il s'agit d'ailleurs d 'un résultat qu i peut être envisagé comme
connu, puisqu'il découle aisément de résultats connus. Néanmoins ,
nous nous arrêterons un moment à le justifier, a t tendu que nous
ne l'avons pas vu énoncé explicitement dans les travaux qui se rap-
portent au sujet.

Supposons donc, s'il est possible, que les (i) subsistent pour i = i ,
2, ..., y, q 4- i , et formons l 'intégrale

<7+i

:I=^U.
1

dont les périodes û^ , û^, ..., iî^p sont des combinaisons linéaires
des Û^. Soient a», , co^, . . . , œ^y les combinaisons l inéai res corres-
pondantes formées par les o>^., P^ exemple

( 3 ) M/c == Ai ooi/, + À2 r.>2/.. -+-.. . -h Ày-.n G.)y.4.,..i {s ( k — i , a, . .., y; ^/ ).

Les £^ et les oo^ sont liées par les relat ions (2 )^ môme dans la nou-
velle hypothèse où nous nous sommes placés.

Séparons les parties réelles et imag ina i res desû^, o .̂ en écrivant

Q^ == A ,c 4- ^Ï4, ^i, ̂  aie •+ i^,

et rappelons l ' inégalité de Riemann
j )
^ ( A.2/^...i B^,.— A^-BâA...-....ï ) > o.
Âusd^

1

Celle-ci, en vertu, des (2), se transforme en une inégal i té de la
forme

ay -KJ

2 S ̂ ^-i^o,^^r ^"—.tî
1 1

où les c^ sont des nombres entiers. Mais on, peut donner à la dernière
inégal i té la forme plus simple

q

(^) ^ Ct(^^^—y'uÇ^i)>o,
ï
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pourvu que l'on a p p l i q u e ÎHIX q u a n t i t é s co^. des transformations con-
venables à coef f ic ien t s en t i e r s , q u i ne modifient pas la forme des
re la t ions ( ï ) (1). Si nous supposons donc, ce qu i est lo is ib le , que
les ( i ) ont dé jà subi la t r ans fo rma t ion nommée, nous pour rons con-
clure, en examinan t la (/i), que les a et les p ayant l ' indice impair ne
peuvent pas s ' é v a n o u i r a la fois. Donc, les q égaliî 'és

(5) (y»i '==0, (V)3==:0, . . . , G):^i:=.0

ne peuvent pas coexister. Mais, d ' a i l l eu r s , si l'on f a i t a t t e n t i o n aux(3),
on r e c o n n a î t qu 'on p o u r r a toujours chois i r des valeurs À ^ , A^ , ...,
Ay.M» ne s ' a n n u l a n t pas a la ibis, telles que les (5) soient satisfaites.
La con t rad ic t ion que l 'on rencontre a ins i démontre que l 'hypothèse
dont nous sommes par t i s est absurde. I l f a u t donc conclure que le
système l i n é a i r e des intégrales réduc t ib les 1 a effectivement la d imen-
sion y — î , et ne s a u r a i t avoir u n e d i m e n s i o n p lu s élevée.

En dehors du système co'7"""1, que nous avons envisagé, i l peut bien
exister, d ' a i l l eurs , d 'aut res in tégra les réduct ibles de notre courbe G^.
Mais ces n o u v e l l e s i n l é ^ r a l e s seront l iées a des groupes de nombres
entiers essentiellement diffiirenis des m//;., q u i entreni dans les ( î ) . Il
s ' ensu i t que les systèmes des in t ég ra l e s r éduc t ib l e s de C^ ou b ien sont
en nombre f i n i , ou b i e n forment u n e série d i s c o n t i n u e (ce q u i peut
avoi r l i e u p o u r y = ^ î}. N o u s p o u v o n s d o n c é n o n c e r l e lemme qui suit:

Une courbe algébrique ne peiU jcirncds posséder une série continue de

systèmes linéaires d'intégrales abéliennes réductibles (a).

( 1 ) On peut, voir, par exemple, à ce sujet le Traité de M. KJIAXER, Lehrhuch der Thêta"
jnnktiûnen, pîii^e î'2i.

( ï ) Voici une npplicalion (Je ce résuUîU. Supposons que sur la courbe Cp il existe uno
involution co1, de ^enre </>o, de groupes de // points? chaque point de Cp appartient
donc à un groupe de 1'involiilioi». Ou sait qu'alors, parmi les p intégrales abéliennes de
première espèce de C/,» il y eu aura (/ réductibles an genre q\ chacune de celles-ci
reprend la rnerno valeur aux points d'un groupe de rinvolution. Si Cp possède plusieurs
involutions irrationnelles, ou aura à considérer plusieurs systèmes d'intégrales réduc-
tibles. Mais les rnvolutiom' irrationnelles de la. courbe ne peuvent jamais former une série
continue, car le inônie caractère appartiendrait aux systèmes (.fintôgrales réductibles
de G/). C'est là un théorème que MM. Humbert et Casteinuovo ont démontré en même
temps (i8<)'î), mais qui est déjà contenu iinpiiciteinent en uiie proposition de M. Painlevé
(.Ânncde^ de l'École Normale supérieure, t. VitI, 1 8 9 1 , p. i35).

Afin., K€. i\'<rrm^ (.T), XXtH. — AOUT 1906. 44
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2. Proposons-nous main tenan t d 'examiner les re la t ions qui passent
entre les intégrales simples d'une variété algébrique et les intégrales
d'une section de celle-ci. Envisageons d'abord le cas bien connu où i l
s'agit d 'une surface (variété à deux d i m e n s i o n s ) et d 'une courbe
tracée sur elle.

Soit F une surface possédant y > > o intégrales simples, d i s t inc tes ,
de la première espèce, et soit J(.^) une d'entre elles. On sait que J(.r)
est une fonction c o n t i n u e , partout finie, du po in t .r va r iab le sur la
surface, déterminée à des mul t ip l e s près de cer ta ines périodes o^,
œ^, ..., Cjû^. Si le points parcourt une courbe algébrique irréduc-
tible C^ tracée sur F, la fonction J(/r)nous f o u r n i t une in tégra le abé-
l ienne î ( x ) , de première espèce, de G//, dont les périodes, relatives
aux 2/? coupures de R iemann , sont des combina isons l i n é a i r e s à coeF-
ficients entiers des quant i tés co.

Supposons m a i n t e n a n t que C^ so i t la courbe généra le d ' un système
algébr ique e x i s t a n t s u r F. Si l 'on l a i t var ier , d 'une m a n i è r e c o n t i n u e ,
C^ dans ce système, les coelÏicients en t i e r s qu 'on v i e n t de nommer et
les co, q u i dépendent seu lement de la F, restent i n v a r i a b l e s ; par sui te ,
les intégrales 1 (<r), subordonnées par .1 ( x ) sur les courbes du système,
auront les mêmes périodes. Si donc i ( x ) se m a i n t i e n t constante
lorsque x parcourt une certaine courbe du système, c 'es t -à-dire si les
périodes de ï ( x ) s 'évanouissent, la même p a r t i c u l a r i t é aura l i eu sur
toute courbe du système; ces courbes seront des lignas de nwîwi pour
la fonct ion J(^), et formeront un fcusoeaii i r r a t i o n n e l (c'est-'à-dire
une série a lgébr ique x)', do genre supér ieur à zéro, dont u n e seule
courbe passe par un po in t de F). On conclu t : si u n e intégrale s imple ,
de première espèce, d 'une surface garde une valeur constante le long
d'une courbe al gé br ique de celle-ci, ou b i en la courbe n ' appar t i en t à
aucun système cont inu , ou bien elle a p p a r t i e n t à un faisceau i r ra-
t i onne 1.

En dehors de ces cas, les q intégrales s imples de première espèce,
avec 'iq périodes, que la surface F possède, fournissent y intégrales
abéliennes distinctes, réductibles à 2y périodes, sur chaque courbe
algébrique de P. Gela est vrai en1 p a r t i c u l i e r pour les sections planes
de F. Le genre p de ces sections est donc supérieur ou égal à y.

On a, en général, p^>q si, l'on excepte les surfaces réglées; en
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effet, une part ie seu lement des intégrales abé l iennes de la section C^
provient d'intégrales simples de la surface F. On peut déterminer ces
dernières par un procédé de M. Picard; il suffi t de déterminer les
intégrales de C/, dont les périodes ne changent pas avec la section
plane considérée. C'est, d 'ailleurs, une recherche qui ne manque pas
de présenter quelques difficultés.

3. Or ces diff icultés ne se présentent plus lorsqu'on se propose de
construire, d 'une façon analogue, les intégrales d'une variété algé-
br ique à p l u s i e u r s d imens ions . Ici, en effet, on reconnaît que les
intégrales s imples , dis t inctes , de première espèce, sont en même
nombre q u e les in tégra les d ' u n e surface sect ion générale de celle-ci.
C'est ce que nous a l l o n s démont rer , en nous bornant, pour plus de
clarté, au cas d 'une variété algébrique de l'espace à quatre dimen-
sions :

(6) ' f(.x,y,z,t)=:o.

Le ra i sonnement , d ' a i l l eu r s , s'étend fac i lement aux autres variétés.
Remarquons d'abord q u ' u n e intégrale s imple de première espèce

de / f ou rn i t une in tég ra le de la même espèce pour la surface

(7) /(.^7^j)=:o

découpée par 1/byperplan (ou espace à trois d imensions)

( 8 ) ^== ï ( consL) ;

et, en outre, que des intégrales distinctes de (6) fournissent des
intégrales d i s t inc tes de (7) (on suppose na tu re l l emen t que les axes
coordonnées a i e n t des posit ions tout à fai t générales par rapport
à /). C'est la u n e remarque qu'on justif ie de suite par le même
raisormement appl iqué au cas des surfaces.

Mais ici nous pouvons démontrer , en outre, que (ouïe intégrale de
première espèce de la surface (7) provient d'une intégrale de la
variété (6). Voici d'abord la. partie essentielle de la démonstration,
que nous allons exposer ensuite d'une façon plus précise.



34^ G. GASTELNUOVO ET F. E N R Ï Q U E S .

Considérons, clans la variété (6), ua faisceau l i n é a i r e de surfaces;
par exemple le faisceau formé par les surfaces (7), où l'on regarde t
comme un paramètre variable. Ces surfaces o n t une courbe com-
mune C, q u i est la section de (6) p a r l e plan à l ' i n f i n i des espaces (8).
Supposons main tenant que la surface (7) possède q intégrales simples
distinctes de la p remière espèce, J < , J y , . . . , Jy, douées de 2y périodes.
Ces intégrales fournissent q intégrales abé l i ennes réduc t ib les , à
2q périodes, de la courbe C, que nous dés ignerons par 1^ 1^, ..., I

' i
Toute intégrale I de C, q u i appar t i en t au système l inéa i re ^ À / I ^

i
provient, d 'une manière p a r f a i t e m e n t dé te rminée , d ' u n e intégrale(f
^ À/J/- de la surface (7) .

i
Que l'on laisse varier m a i n t e n a n t par c o n t i n u i t é le paramètre / dans

la (7). La surface (7) changera en passant tou jours par la courbe G;
et, avec el le , varieront en conséquence les in tégra les .1^ M a i s les inté-
grales réduct ibles déterminées par les \i sur la courbe C ne pour ron t//
pas sortir du système y1"^!^ <^r* ^e système no peut pas var ie r d 'une

i
façon c o n t i n u e , a ins i que nous le savons par le l e m m e du 11° I , A
chaque in tégrale I de ce système correspond donc u n e in tégra le
déterminée J sur chacune des co1 surfaces (7), in tégrale dont les
périodes o^, o^, ..., o^ ne d é p e n d e n t pas de /, car elles sont des
combinaisons l inéaires à coefficients entiers des périodes de I sur G. Par
un p o i n t général, (/r, y, z , t ) de la variété (6) passe une surface (7) .
L'intégrale J de (7) que nous venons de considérer a en ce p o i n t une
valeur f i n i e J (^ , j , -s , / ) , dé terminée à des mult iples près des pé-
riodes o j ^ , o^, .. ., œ^ Par conséquent , ,)(<y,j,^ t ) est u n e (onction
du p o i n t (^ , j ,s , / ) de (6) f in ie et dé terminée , à des mul t ip l e s des
périodes près. C'est cette fonc t ion J(^, y , z , t) qui nous fourn i ra une
intégrale simple de preimère espèce de (G) , correspondant à l ' inté-
grale simple arbi trairement choisie sur la surface (7) , ou, si. l'on
aime mieux, à l ' intégrale réduct ible I choisie sur la courbe C.

Les () intégrales J/ de la surface (7) donnen t lieu. ainsi à q intégrales
distinctes de la variété (G).
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'Examinons ma in t enan t les détails de la démonstra t ion. Soient •

( 9 ) J/==fM^/-r-+-N^/7 (^i,^ . . . , < 7 )

les q intégrales distinctes, de première espèce, appartenant à la
surface

(7) /(.^j,^)=:o, t^1\

M.t et N/ sont des fonc t ions ra t ionne l les de x, y , z, dont les coefficients
con t i ennen t r a t ionne l l emen t le paramètre t. L'intégrale générale de
première espèce de (7) sera donc

( 1 0 ) J= f'mcix^Vdy

o u

(n) M^^'M^ ^2^'
i i

(f (f

W.

L'intégrale J f o u r n i t sur toute section plane de (7 ) et, en parti-
culier, sur la courbe à l ' i n f in i C, une intégrale abélierme de première
espèce I, dont la d i f f é r e n t i e l l e , égalée à zéro, représente une courbe
d'ordre n — 3 a d j o i n t e a l ad i t e courbe , supposée d'ordre n. Soit

if
(i9/) cp(,T,y,5) ssV ^ i ^ i { x , y , s ) ==0

"/i

l ' équat ion de la courbe ad jo in te à G qui correspond à Fintégrale J ;
^ ayant la même s ign i f i ca t i on par rapport à l ' intégrale J/. On p e u t
former ce polynôme o, homogène en x, y, .s, si Ton remarque que les
produi ts y o et —x^ d o n n e n t l 'ensemble des termes de degré maxi-
mum (n — 2) c o n t e n u s dans les polynômes M/^, N/^ (1) ; on formera 9,
d'une taçon analogue. I l s'ensuit que les coef-Ïicients de y, cpo ..., ç^
dépendent r a t i o n n e l l e m e n t du paramètre t.

( 1 ) PÏ(JAIU) et SïM^RT, yy/^ww dos fonctions (d^ébriqwîs de dcax 'variablef;, t. I,
p. il S, iy-8.
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Si nous a t t r ibuons à ce paramètre u n e va leur constante /, et laissons
varier les À, la courbe cp == o décrit un système linéaire a/7"'"1 de courbes
adjointes à la courbe G. Faisons varier ma in tenan t le paramètre / et,
par suite, la surface (7) qui , cependant , passera toujours par la
courbe C. La courbe cp == o adjointe à C pourra b ien changer; mais
elle ne pourra pas sortir du système l inéai re co'7""1 qu 'on v ien t de
nommer; ce système ne changera pas. C'est ce qui résul te du lemrne
établi au n° 1; car nous savons que le système o^ ~11 des intégrales
réductibles I, fournies sur C par les intégrales J de la surface (7), ne
peut pas varier lorsque le paramètre l prend une succession c o n t i n u e
de valeurs. Si donc nous désignons par ^ { x ^ y ^ z ) un polynôme du
degré n — 3, adjoint à la courbe C et appar tenant au système li-
néaire a)*7""1 nommé, ^ ne dépendra pas de t^ et nous pourrons tou-
jours déterminer les paramètres A de façon à vér i f ie r l ' ident i té

À, yi(^,7,5)+. . .4-À^(.r,y,5)^(^,j^).

Puisque les cp cont iennent rat ionnel lement le paramètre t, on
trouvera, pour les X, des expressions rat ionnelles de l. Remplaçons
les À par ces expressions dans les (i ;r). Nous obtiendrons deux fonc-
tions rationnelles M', N de oc, y , ,s, l, telles que l ' intégrale de première
espèce

(10) J= / 'M^+Nr(y

relative à la surface

(7) f(x,y,z,t), &=1,

f o u r n i t , quelle cfue sou £, la même intégrale abélierme I sur la courbe
à l ' i n f i n i G des surfaces (7). Il résulte que les périodes de l'inté-
grale (xo) ne dépendent pas de t.

Il suiïit ma in tenan t d 'appliquer un procédé connu ["dont M1. Picard
a fait usage souvent dans la théorie dos surfaces ( f ) et qui s'étend de
suite à notre cas] pour construire une troisième fonct ion ration"

( 1 ) Voir, par exemple, PICABÎ) et SIMAKT, Ouvrage aîtâ, t. ï, p . IO-À.
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nelle P de oc, y , z, t, telle que de l'expression
(i a' ) M dx -4- N dy -h P ̂

résulte une différentiel le exacte, lorsqu'on regarde 5 comme fonction
de x, y, t définie par l 'équat ion

(6) /(^J^ ^)=ô.

On obtient a in s i une intégrale de d i f f é r en t i e l l e totale de la (6)

( j 3 ) Y =: ( M rZ7; + N dy + P ̂ ,

qui fou rn i t l ' intégrale de première espèce (10) sur chacune des
co1 surfaces (7).

Cela ne su f f i t pas encore pour affirmer que Y est une intégrale de
première espèce de la variété (6), car on peut douter que Y devienne
i n f i n i e sur q u e l q u e s - u n e s des surfaces (7), correspondant à des
valeurs pa r t i cu l i è res de L Or nous montrerons qu'on peut toujours
choisir la f o n c t i o n P de façon à exclure ces surfaces singulières. Rap-
pelons, à cet effet, que la fonc t ion , P(^j,^, l) doit satisfaire à deux
condi t ions ; elle doit être r a t i o n n e l l e et rendre l 'expression (12) une
d i f f é r e n t i e l l e exacte. Or ces mêmes cond i t i ons sont r empl ies , si l'on
ajoute à P une ( o n c t i o n ra t ionnel le arbi t raire R(0, dépendant seu-
lement de l. En d'autres termes, si P^,y,.s, l) est une fonction
particulière qui sat isfai t aux condi t ions nommées, la fonction

P(^, y, z, 6) -= Pi (<r, y, z, 6) + R( t)

y satisfaira de même.
Cela posé, il suff î t d'examiner si l 'on peut choisir là fonct ion

rationnelle R(^) de façon que l'intégrale

CM. dx + N dy -+- (Pi +• R) dt

soit de première espèce.
Considérons l 'intégrale

Yi = FM dx 4" N dy + Pi dt.
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Si Y! n'est pas de première espèce, elle aura des surfaces singu-
lières, polaires ou logari thmiques; et, d'après une remarque précé-
dente (en tenant compte que les axes sont arbitraires), on peut
admettre que ces surfaces soient des sections irréductibles des
espaces l == const. Supposons, par exemple, que les surfaces loga-
rithmiques de Y, soient découpées par les espaces t = a, & , . . . , et que
les périodes correspondantes soient src^a, 2'n:?[3, . , . , où a, [3, ... sont
des constantes dont la somme est nulle. Alors la fonction

Yi — a log ( £ — a) — |3 log( t - b) ~...

== fm^+ydr+(i\^-^— —J3^...^J " \ / — a k — b )

n'aura aucune singulari té logarithmique, et sera, par conséquent,
une intégrale de seconde espèce (1).

Supposons, en second l ieu, que la surface coupée sur / par
l'espace t === c soit une surface polaire du premier ordre pour Y^ La
fonct ion Y< devient in f in ie en tout point de la surface, en dehors de
la courbe à l ' i n f i n i C, q u i appart ient aussi à la su r face générale ( r?)
sur laquelle Y^ est par tout régulière. Formons m a i n t e n a n t une fonc-
tion rat ionnelle de la variété (6), q u i possède la même surface polaire,
tout en restant f in ie sur la courbe G; telle est, par exemple, la (onc-
tion ^_-^. On reconnaît alors que la différence

Yi — -J— == (m dx + N dy +/' — G J
P^^ ^

où y désigne une cons t an t e choisie convenablement , est régulière
sur la surface nommée, tout en ayant ailleurs les mornes singularités
que Y^ ; il suff i t , pour s'en assurer, de f a i r e usage du, même raisonne-
ment que M. Severi a employé en une quest ion parfai tement ana-
logue (2).

( 1 ) Cf. P tCAKD ofc SïMAirr, Ouvrage cîU, i. I I , p. a3().
( ï ) Cf. le Mémoiro Sulle superficie al^chrîche a/ie po^e^ono inte^rall ( I I Picard.,.

P. 87 (Mûthem. Ânncdcn, t. LXI, 190,5).
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II s 'ensui t de ces considérations que si l'on prend dans (i3)

^-^.-A--^--.
où la somme contient an nombre fini de fractions analogues, l'inté-
grale Y résultera régulière en tout point de la variété (6) et sera, par
conséquent, de première espèce.

Nous parvenons donc à construire une intégrale Y, simple, de
première espèce de la variété (6), qui se réduit a une intégrale 3
donnée a priori sur la surface (7), section de (6) par l'espace t == t. Et,
puisque nous savons que, réciproquement , les intégrales distinctes,
de première espèce, de la (6) fourn i s sen t des intégrales distinctes, de
première espèce, de la surface (7), nous pouvons conclure enfin :

Une variété algébrique à trois dimensions possède autant d'intégrales
simples, distinétes, de première espèce, c/ue la surface découpée sur la
variété par un hyperplan général, A chaque intégrale de la variété
correspond une intégrale de la surface qui a les mêmes périodes sur
des cycles l inéaires convenablement fixés.

Un théorème analogue subsiste aussi, pour les variétés à plusieurs
dimensions et peut être démontré par les mêmes considérations.
Pour l 'énoncer d 'une manière simple, appelons irrégularité d 'une
variété algébrique le nombre des intégrales simples, distinctes, de
première espèce qui appar t i ennent à la variété (1). Alors on a le
théorème :

L'irrégularité d'une variété algébrique à dï3 dimension s, contenue
dans l'espace à d -+- î dimensions, est égale à l'irrégularité des variétés
ad — î , . . . , a dimensions cfid sont les sections de celle-là par un espace
général à d^ ..., 3 dimensions.

Le théorème ne subsiste plus, comme on sait, pour les courbes
sections planes de la variété pr imit ive; l ' irrégularité, c'est-à-dire le
genre de ces courbes, surpasse, en général, l'irrégularité de la variété.

( 1 ) Le développement de la théorie des variétés algébriques portera à envisager plu-
sieurs sortes ({'irrégularité}}. La distinction n'était pas nécessaire ici, car ce mot est
toujours employé dans le sens défini ci-dessus.

Ana. Éc. Narm., (3), XXÏIl. -- AOUT 1906. 45
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4. Nous avons cons idéré j u s q u ' i c i les sect ions ( l ' u n e var iété par
des espaces l i néa i r e s . Mais, p u i s q u ' i l s 'agit de propr ié tés i n v a r i a b l e s
par rappor t aux t r a n s f o r m a t i o n s b i ra t ionne l les , n o t r e théorème s'ap-
p l i q u e aussi aux sec t ions obtenues par des var iétés a lgébr iques a
trois o u à p 1 u s i e u rs d i ni e usions.

Si l'on f a i t a t t e n t i o n au po in t essen t ie l de la démons t ra t ion ,
on voi t même que le théorème subsiste sous des hypothèses p lus
étendues. Supposons, par exemple, de conna î t re dans u n e variété
à trois d imens ions /un système l inéa i re ̂  de su r faces i r r égu l i è re s F,
passant par une même courbe C, q u i soit s imple pour la F générale;
on n 'exc lu t pas d 'a i l leurs que ce système a i t d 'autres courbes bases,
simples ou mu l t i p l e s . Supposons encore q u ' a u c u n e in tégra le s imple
de première espèce de F ne reste c o n s t a n t e le long de la courbe C.
Alors les in tégra les s imples de première espèce a p p a r t e n a n t a chacune
des F f o u r n i s s e n t u n même système d ' in tégra les r éduc t ib l e s de C. On
en d é d u i t , par le r a i s o n n e m e n t déjà employé, q u e chaque in tégra le
d 'une surface F provient d ' u n e in tégra le de la variété/, et vice versa.

On énoncera plus f a c i l e m e n t le r é s u l t a t si l 'on suppose que les
surlaces F fo rmen t , dans/, un système l i n é a i r e co2 an moins , car alors
deux surfaces F se rencontrent , en dehors de courbes bases, en une
courbe G s imple , qui est commune à co'1 surfaces F. Si la C est irré-
duct ib le , elle ne peut pas être l igne de niveau pour aucune intégrale
d 'une des surfaces F passant par C; au t r emen t les co1 courbes dé-
coupées sur cette surface par les autres surfaces du système ^
seraient aussi lignes de niveau pour la même intégrale, ce qu i est
absurde, vu que ces lignes dépendent r a t ionne l l emen t d'un para-
mètre. On a donc le théorème :

Si une variété algébrique à trois dimensions renferme un système
linéaire ce2 (au moins) de surfaces irréguliéres se coupant deux à deux
en des courbes variables irréductibles (en dehors de ^courbes bases), la
variété elle-même sera irréguliêre et aura la "même irrégularité que les
surfaces du système.

On peut dire aussi :
L'irrégularité d'une surface contenue dans une variété algébrique à

trois dimensions ne dépend pas de la surface quon ewùaffe, pourvu que
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celle-ci puisse varier en un système linéaire co2 de surfaces, satisfaisant à
la condition énoncée.

5. Il conv ien t de rappeler ici que l ' i rrégulari té d 'une surface peut
être exprimée à l 'aide des invar ian ts géométriques de celle-ci; c'est
exactement, la différence p g — p a entre les genres géométrique et
ar i thmétique de la surface ( 1 ) . L ' i r régular i té d 'une variété à trois
d imens ions est donc égale à la différence constante p g — pa relative
aux surfaces con tenues dans la variété et appar tenan t à des systèmes
l inéa i res 'X2.

I l est na tu re l m a i n t e n a n t d 'examiner comment l ' i r régular i té de la
variété elle-même puisse s 'exprimer à l ' a ide des i n v a r i a n t s géomé-
triques de celle-ci. Rappe lons , a cet effe t , que M. Nôther a déf ini
plusieurs caractères i n v a r i a n t s d 'une variété à trois d imens ions ; ce
sont des caractères des surfaces canoniques découpées sur la variété,
d 'ordres, par les variétés adjointes, d'ordre n —• 5, q u i passent res-
pectivement i— i, i— 2 ou i — 3 fois par une surface, une courbe
ou un p o i n t ayant la m u l t i p l i c i t é i (2). Ains i , le nombre des variétés
ad jo in t e s l i n é a i r e m e n t d i s t i n c t e s f o u r n i t le ffenre géométrù/ue ' P y de la
variété; le genre géorné i r ique P^ et le genre ar i thmét ique P^ d'une
surface c a n o n i q u e sont aussi des invar ian t s , dont le premier a été
considéré par Nôther et appelé Flachengeschlecht ; nous les d i rons
genres superficiels géométrique et arithmétique de la variété.

A p p l i q u o n s m a i n t e n a n t le résul ta t du n*"' 4 ^u système l inéaire
formé par les surfaces canoniques ; nous avons de suite :

Le nombre des intégrales simples, distinctes, de première espèce, d'une
variété à trois dimensions (que nous avons appelé son irrégularité) est
égala la différence 'P^ — P^ entre les deux genres superficiels, géomé-
trique et arùhmétique, de la variété; on suppose cependant qu'il y ci au
moins ce2 surfaces canoniques (P^> ^)? ̂  coupant deux à deux en des
courbes variables irréductibles.

( 1 ) ^olr les Notes de M M . GASTELNUOVO, et SKVEIU dans les Comptes rendus de
l'Académie des Sdcnceff (lu %3 janvier et 3 avril 1905; voir aussi un Mémoire de
M. CASTELNIÎOVO dans les liendiconti délia J-i Àccad. d. Lincei, mai-juin 190.5, et un
Mémoire de M. SEVBHI dans les Ânrudi di Matematîca, 3e série, t. XII.

( ï ) MfUlietnatlsalte ÂnnaUm, vol. VÎIÏ, p. S'ÀC).
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Ces conditions semblent effectivement nécessaires pour la validité
du théorème.

L'analogie avec la théorie des surfaces aurait porté à exprimer
l 'irrégularité de la variété par la différence P ^ — P o » où P^ est un
caractère de la variété qu'on définit d'une manière analogue à celle
qui a conduit Gayley et M. Nother à introduire le genre arithmé-
t ique pa d'une surface. Mais on peut faci lement const rui re des
variétés ayant P^r— P^=^ o, qui ne possèdent aucune intégrale simple
de première espèce.

Le dernier théorème peut être é tendu faci lement aux variétés
algébriques ayant plus que trois dimensions.

6. Une conséquence intéressante de la proposition du. n° 4: regarde
l'espace à trois dimensions, qui est évidemment une variété régulière.
Il résulte, en effet, que (1) :

Un système linéaire ce2, au moins, de surfaces dans L'espace ordinaire
se compose certainement de surfaces régulières, si la courbe intersection
variable de deux surfaces est irréductible.

D'une manière plus précise :

Si un système linéaire ^(r^^) de surfaces dans l'espace est formé
par des surfaces irréguliêres, celles-ci se coupent (en dehors des courbes
bases) en des courbes réductibles, dont les composantes forment, sur une
surface donnée du système^ un faisceau trralwnnel ; en variant la
surface^ ces courbes composantes forment dans l'espace un système oc2

(congru en ce) tel que par un point général de l'espace passe une seule
courbe qui lui appartient.

L'exemple le plus simple est f o u r n i par an système l inéaire de
.cônes (ou cylindres) ayant le même sommet (2) , On démontre que
tous les autres systèmes doués de la propriété énoncée peuvent se

(^M. SiïVBïti, auquel nous avons communiqué ee théorème, vieil l d'en donner une
nouvelle déinona>traLkm dans sa Note O^saivn^loni mirlo dl Geomeirla^ .. Atti del R.
./A'tiu.uo Feneto, t. LXV, 9/1 avril 1906,

C2) Un autre exemple est fourni par lo système w2 (te surfaces di:i sixième ordro qui
ont huit points triples aux points bases d^un réseau de quadriques.
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déduire d 'un système de cylindres par une transformation simple-
ment rat ionnelle (i, n) de l'espace. On peut donc représenter tout
système l inéa i re (co2 au moins) de surfaces irrégulières par une
équation du type

]̂  //(?,+) ̂ o,

où les/, désignent des polynômes en 9 et ^ (de genre >o), tandis
que ç et ^ sont des fonct ions ra t ionnel les de x, y, z.

Cette propriété, d'après laquelle une surface irrégulière ne peut
appar tenir à aucun système l inéa i re , sauf dans le castrés part icul ier
considéré ci-dessus, est remarquable parce que rien d'analogue ne
subsiste en Géométrie plane, où l'on peut former des systèmes de
courbes irrég'alières ayant le genre aussi élevé que l'on veut.

7. Revenons au théorème fondamental du n° 3, d'après lequel
chaque intégrale s imple de première espèce appartenant à une variété
à trois dimensions

(6) f(^,y,z,£)^o

est liée à une intégrale du même type, ayant les mêmes périodes, rela-
tive à la surface section

(7 ) f(x, y, z, l) = ô, £ == t,

et vice versa. Rappelons, d'autre part, que, si q désigne le nombre des
intégrales dist inctes de la surface (7), le nombre de leurs périodes
est ;2<7, et 2y est aussi, le nombre des cycles linéaires distincts qu'on
peut tracer dans la surface (ou, d'une manière plus exacte, dans le
contirumrn a quatre d imensions attaché à la surface) (1). La variété (6)
à son tour (regardée comme un continuum de Riernann à six dimen-
sions) aura 2y cycles l inéaires distincts, car les 'iq périodes de chaque
intégrale simple de la variété se rapportent nécessairement à des
cycles distincts.

Le nombre des cycles distincts de la variété ne peut pas d'ailleurs

( î ) Kolr les publiealions citées dans la première note du n° ^5.
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dépasser 2y, car, en i m i t a n t u n procédé connu ( 1 ) , on parvient à
ramener, par une déformation cont inue, tout cycle de la (6) à être
situé dans la surface (7). On peut donc énoncer les deux théorèmes
suivants, ou l'on désigne par connexion linéaire l 'expression

pi=^q -+-I,

étant y le nombre des cycles l inéaires distincts :

La connexion linéaire (Fane 'variété algébrufae à trois dimensions est
égale à la connexion linéaire d'une surface section de celle-ci.

Le nombre des cycles linéaires distincts appartenant à une variété algé-
brique à trois dimensions est double du nombre des intégrales simples,
distinctes, de première espèce, de la variété.

Le premier théorème appar t i en t à 1'Analysis situs. Tâchons donc de
le retrouver d i rec tement par des cons idéra t ions i n t u i t i v e s a p p a r t e n a n t
à cette branche de Géométrie. Considérons, à cet effet, la surface ( n ) ,
que nous désignerons par F. Si nous laissons varier le pa ramèt re / ,
de façon que le po in t imago sur le plan de la variable complexe ' t
décrive une courbe formée, la surface F variera et prendra les posi-
tions F^ , Fa, . . . » F, dont la dernière se superpose à la p o s i t i o n in i -
tiale. Toutes ces surfaces passent par une môme courbe G, que nous
regardons comme un continuwn de Riemann à deux dimensions.
Soit y un cycle linéaire de F, dans la position i n i t i a l e ; nous savons
qu'on peut ramener ce cycle, par une déformat ion con t inue à l ' inté-
rieur de F, à un cycle Y situé en G, Suivons ma in tenan t les variations
de y et des chemins qui en joignent les points aux points correspon-
dants de Y, pendant la variat ion de i. Nous obtiendrons des cycles y < ,
Ta» • • • » To» ^"t l<î dernier est renfermé en F, cycles qui peuvent tou-
jours être ramenés à Y par des déformations cont inues ayant lieu à
l'intérieur des surfaces F^, F^, ..., F contenant ces cycles. On peut
donc passer d'une manière cont inue du cycle y au cycle yo, sans sortir
de F. Il s'ensuit que deux cycles de la surface de F sont équivalents
(transformables l'un en l 'autre) ou bien distincts par rapport à F,

(r) PjtCAXU) ot SÏMART, .Owrage cité, t. Ï, p. 86.
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selon qu ' i l s sont é q u i v a l e n t s ou d i s t i n c t s par rapport à la variété /'.
C'est précisément ce q u i aff i rme notre théorème (1).

On p o u r r a i t se proposer de retrouver le théorème du n° 3, en pre-
n a n t comme poin t de dépar t la propriété (Y Analysis situs, dont nous
venons de parler. On verrai t d'abord, en s u i v a n t le procédé de
M. Picard , que le nombre des intégrales s impies d is t inc tes de seconde
espèce est le même (^y) pour u n e variété à t ro is d i m e n s i o n s et pour
une surface sect ion. Mais peut-être qu 'on rencontrerait quelques
d i f ï i cu l t é s à é t ab l i r par cette voie le théorème ana logue pour les inté-
grales de première espèce.

8. Parmi les propriétés qu i caractérisent, au poin t de vue géomé-
t r ique , une sur face i r régu l iè re , la p lus remarquable est celle q u i se
rapporte aux systèmes a lgébr iques , non l i n é a i r e s , de courbes appar-
t enan t a la su r f ace . Sur u n e surface ayant l ' irrégularité q ( ayant donc
(j == y^ ,..--. f)^^> o in tégra les simples, d i s t inc tes , de première espèce) il
existe des systèmes ̂  de courbes qui ne r e n f e r m e n t pas co1 courbes
appa r t enan t à un même système l i n é a i r e ; mais il n'existe aucun sys-
tème ".o7"1 " 1 j o u i s s a n t de la même propr ié té (2) .

Or un théorème p a r f a i t e m e n t analogue subsiste pour les variétés
algébriques a plusieurs d imens ions . C'est-à-dire que :

Une variété algébru/wî à trois dimensions possédant c/^> o intégrales

( 1 ) On smt. bien que la propriété analogue rie subsiste pas lorsqu'on compare les con-
nexions linéaires d'une surface ot d'une section plane de celle-ci. On en voit maintenant
la raison. C'est que les courbes sections d'une surface n'ont pas deux à deux un conti-
nuum G conunun , où l'on puisse ramoner les cycles appartenant à ces courbes; elles ont
seulement. un nombre ym/' de points communs.

( 2 ) Ces systèmes de courbes d'une surface qui ne sont pas renfermées en des séries
linéaires ont ot;6 envisagés d'abord par M. HUMBEHT (Journal de. Math., 4e série, t. X)
qui a remarqué que les surfaces possédant de tels systèmes admeUent des intégrales
simples de prornière espèce; et M. ENIUQIJES (Rendiconti det Circolo Matemcitico di
Païenne, t. X.1II) a ajouté que cos surfaces ont le ^enre géométrique supérieur au genre
arithmétique : /.v>- p a '

Plus récemment, M. ENRIOUES a établi les théorèmes réciproques rappelés dans le
texte, en examinant , dans un premier Mémoire (Afin. de la Faculté de Toulouse,
a6 série, t. I I Î ) une surface qui possède <y intégrales de première espèce à 2ry périodes,
et dans un second Mémoire {Âtti deir Àaadenila dl Bologna^ 1904; voir aussi Comptes
rendus, janvier igo'S) une surface pour laquelle py^> p a '
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simples, distinctes, de première espèce (ou, si Fon veut, une variété,
dont les genres superficiels ont la différence P^— P^= y, sous les
restrictions du n° 5), contient des systèmes co'7 de surfaces, tels que
ce1 surfaces n'appartiennent jamais à un système linéaire; il n existe,
d'ailleurs, dans la variété aucun système ce'7'4"1 jouissant de la même pro-
priété.

On parvient à établir le théorème énoncé, soit en s 'appuyant sur le
résultat déjà établi pour les surfaces sections de la variété (qui ont la
même irrégularité y, n" 3), soit en étendant aux variétés à plus ieurs
dimensions les raisonnements développés dans le cas des surfaces.

Q u a n t à la première voie, il suffira de remarquer que, si l 'on envi-
sage un faisceau de sections hyperp lanesFde la variété, on peut déter-
miner sur chaque F une courbe k (ou un nombre f i n i de courbes A)
d'un système co^ jouissant de la propriété énoncée ci-dessus, par la
condition que deux k appar tenant à deux différentes surfaces F dé-
coupent sur la courbe plane commune aux deux F des groupes de
points renfermés en une même série l inéaire.

Nous allons développer la démonstration du théorème, qu i s 'obtient
par la seconde voie citée, en suivant le procédé par lequel M. Severi (1 )
a établi d'une façon plus simple le théorème de M, Enriques, exposé
dans les Annales de la Faculté de Toulouse.

Soit

(6) /(^ y, z, 0=ô

la variété, dont nous désignerons les q intégrales simples, distinctes,
de première espèce par J^ J^, ..., Jy. Considérons une série ce2 de
courbes sur la variété, telle que par un point général passe une seule
courbe de la série; telle est, par exemple, la série des sections planes

(i4) /(^ y , z , t)=o, z='s, i=:'î,

où z et t sont des paramètres.
Sur chaque courbe (i4) l^s intégrales J fournissent q intégrales

( 1 ) Âtti délia R. Accul. ci. SGtCfiza di Toril to, février i^o/t-
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dis t inctes î^ L, ..., Iy r éduc t ib les à iq périodes. Déterminons main-
tenant y po in ts^ , , x^ ..., x^ de la courbe par les condit ions

(15) L(^i)4-ï ,( .r , , ) +. . .-+-t ,( ;^)=/f, ( t= : i , 2 , . . . , y ) ,

oa les /^ sont des constantes assignées.
D'après un théorème de M. Picard (1) il existe un nombre y?/u m

de groupes de q points x satisfaisant aux cond i t ions (i S). Les mq points
qu'on obtient ainsi sur la courbe ( r4 ) décrivent, en variant les para-
mètres z , s, une surface $. Si l'on a t t r ibue aux constantes /c, les co^ va-
leurs qu'elles peuvent recevoir, on trouvera cc^ surfaces telles que î\
formant un système algébrique S, dont ̂  surfaces n 'appart iennent
jamais à un même système linéaire.

Le ra i sonnement qui précède n'exclut pas l'existence d'un système
plus ample 2/, par exemple crj^\ de surfaces, jou issan t de ia pro-
priété énoncée tout à l 'heure. Supposons que ce système existe et
envisageons les in te rsec t ions d'une surface <E>' de S'avec une des
courbes ( i4 )» par exemple avec la courbe

( ï V ) /(.r,.y,o,o)==o.

C a l c u l o n s la somme hi des valeurs qu'acquiert l ' intégrale I/ en
ces points. Les q u a n t i t é s À, , h^ .... Ây varient, en général, lorsque
<l>' décrit le système ^M S'; mais à un système assigné de valeurs de
A I , /^, ..., Ây correspondront nécessairement (au moins) ce1 sur-
faces <ï>\ formant un certain système S. On peut répéter la même
remarque pour les courbes P, in tersect ions des ^ avec une surface
passant par la courbe (1,4.''), par exemple avec la surface

(16) /(^y,^)==o, t=.-kz.

On aura donc co1 courbes P de la (16) découpant sur la ( î ^ ) des
groupes de points tels que les sommes nommées aient les valeurs h^
Ay, ..., h^. Or, ces courbes P, d'après un théorème de M. Severi (2),

( i ) lîitlUîl'ifi de la Société niâtfie''nia tiqua', l. XI.
('i ) Consulter lo Mémoire : // toorwia. (li y/hel suite super/une algebriche^ teorerna, VU

(--//•/nali.(Il Matemaiica, 3e série, l. XÏI).
Ann, Éc. Norm., (3 ) , XXHL — AOUT 1906. ^6
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appar t iennent to ta lement à un même système l inéa i re . Donc, les
oo^ surfaces $' de S découpent, sur chaque surface du faisceau C T ( ) ) ,
oc1 courbes appar tenant à un système l inéa i r e . Mais alors un raison-
n e m e n t que M. Severi développe pour les courbes (1), mais qu i
s'étend de su i t e aux surfaces d ' une variété, nous amène à conclure
que les co1 surfaces <!>' de S elles-mêmes a p p a r t i e n n e n t to ta lement
à un système l inéai re ; ce qui est en contradict ion avec la proprié té
que nous avions attribuée à S'. L'hypothèse du système co^sy se
trouve ainsi rejetée.

9. Revenons une dernière fois au théorème du n° 3. Nous pouvons
en déduire une application remarquable aa sujet des relations qu i
passent entre les périodes des intégrales simples de première espèce
d'une surface ou d'une variété algébrique irréguliere. Rappelons
d'abord, pour plus de clarté, la quest ion analogue relative aux
courbes.

Soit G une courbe de genre p^> o, et soient 1^ \.^ .... lp p inté-
grales abéliermes, dist inctes, de première espèce de la courbe,. Sur
la surface de Riemann attachée à la courbe traçons les 2/> coupures
canoniques, qu'on désigne d'habitude par a^ a^ ,.., a^ b^ h^ ...,
b^ appelons ensuite a^, ̂ les périodes de l'intégrale Ï / , relatives aux
coupures a/,, ^ (A, ^=i , 2, . . . , /?). On sait qu'on peut toujours
choisir lesp intégrales 1̂  de façon que les périodes a/^ p rennent les
valeurs assignées

(17 ) ^/,=7U, a///,=ô (/^ /r==r, î, .. ., p; h^ /c).

Alors, la courbe C étant donnée, les périodes b^ sont parfai tement
déterminées; elles satisfont aux relations

W b^b^

et à certaines inégalités qu'on peut résumer ainsi : en désignant
par r/^ la partie réelle de b^, on doit avoir

09) Y ^A.^/,<0,
MiM t . î ,

( 1 ) Loc. cit., toorema VI.



SUR LES INTÉGRALES SIMPLES DE PREMIÈRE ESPÈCE, ETC. 363

quelles que soient les valeurs réelles (non toutes nulles) attribuées
aux variables ^, ^, ...,^.

Inversement, supposons de connaître 2p2 quant i tés a^, b^ satis-
fa isant aux égalités (17), ( ï8) et à l 'inégalité (19); est-ce qu'il
existera une courbe C de genre p, d o n t p intégrales abéliennes de
première espèce aient les périodes a/^, &/,/c? R iemann a montré qu'une
telle courbe n'existe pas, en général» si p ^> 3. En effet, les
^ p ( p ^ - i ) quanti tés b^Çh^îc), dont dépend le tableau des périodes
relatives à u n e courbe de genre p , ne sont pas toutes arbitraires; il
passe entre elles des re la t ions , inconnues jusqu ' ic i , en tel nombre,
que seulement 3 p — 3 de ces quant i tés peuvent être choisies arbi-
t rairement . Ce sont les 3p — 3 modules de la courbe considérée.

Examinons m a i n t e n a n t comment ces résultats peuvent être trans-
portés aux surfaces. Une surface F^ , dont nous désignerons ma in t enan t
par/? l ' irrégularité, possède/? intégrales simples distinctes, de pre-
mière espèce J ^ , J^ ..., J^, dont chacune a 2p périodes, relat ives à
2p cycles linéaires distincts de la surface (continuum de Riemann à
quatre d imens ions ) . Si n o u s désignons para/^, b/^(h, A = i, 2, ...,/?)
les ap2 périodes, on peu t ob ten i r , par un^choix convenable des inté-
grales et des cycles, que les p2 périodes a^, aient les valeurs (17), et
les fr périodes h/^ satisfassent à { p { p — 0 relations linéaires qui
sont du type ( ï8) et expr iment que le rapport //^ : 6^ est rationnel
(non nécessairement égal a l 'unité) (1). Or, dans le cas des surfaces,
ce résultat peu t être invert i de la manière suivante :

Étant données 2/?2 quantités a^ b^(h, k === T , 2, ..., p) qui satisfont
aux égalités ( ï 7 ), ( 1 8 ) et à l'inégalité ( ï 9), on peut toujours construire,
d'une infinité de manières, une surface ayant l'irrégularùé p, le/le que
p intégrales simples, distinctes, de première espèce, de la surface aient les
périodes a^, b^par rapport à ̂ p cycles convenablement choisis.

La démonstrat ion s 'appuie sur le théorème fondamental du n° 3,
moyennant que lques proposit ions connues de la théorie des séries

( l ) Foir la Noie (le M,. SEVEKI, Intorno al teorema dl Abat sutle superficie cdgebriche
wt alla t'iduzione a forfna normale deg't'IntegraU dl Picard, n" S {Rendiconti det Cîrcolo
Mat. di PalcrmOf t. XXI).
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j/ipies Q^ ^ j^g fonctions 27? fois pér iodiques de p variables qui sont
formées à l'aide desdites séries ( 1 ) .

On sait que, étant données 2/?2 quan t i t é s a/^ b^ s a t i s fa i san t aux
égalités (17)» (18) et à l'inégalité ( » 9 ) , on peut construire u n e fonc-
tion uniforme dep variables

y(«i, ^2, ..., M,,),

dont la valeur ne change pas lorsqu'on augmente la variable u.^(h •==- ï ,
2, ...,^) de l 'une des périodes a^, ..., a/^ b/^, ..., b/^. On peut
obtenir , en outre, que la fonct ion ç n'aie, au f in i , aucune singula-
rité essentielle, et ne puisse être regardée comme fonc t ion de
moins que p combinaisons l inéai res des variables u. On p e u t même
construire p fonctions indépendantes ^, 92, ..., ^ p qu i possèdent
les mêmes propriétés de (f et les mêmes périodes; mais alors,
d'après un théorème de Woierstrass, toute autre (onc t ion ç^ du
même type est liée aux précédentes par u n e relation algébrique irré-
ductible. Si donc nous posons

(20) .-r/;==y^(^, (f^ ..., ///,) (Â'=o, ï, a, ...,//),

on aura

( a i ) /(^o» ''^i » • • • ? ^p ) "= °?

où /*est un polynôme.
La (21) représente u n e variété algébrique h p d imens ions de l'es-

pace à p •+-1 dimensions; de cette variété les (w) nous fourn i s sen t
une représentation paramétr ique. La var ié té / possède p intégrales
distinctes, de première espèce, de la forme

(aa ) u^^: P/^ dw^ 4- P/^ dx^ 4-... -h P ^ p rl^,, {h =: î , a, .. ., p ),

ou les P sont des fonct ions r a t ionne l l e s de x^, x^, ..., a'^; pour cal"

( 1 ) On tî'ouvoru exi»oséos l(îs propositio w (iuo nous oniployoi^ (hms l^otivjl'a^e cilé
de AL KRAZER, p, il a -117 .
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culer les expressions différentielles du^ on a seulement à former les
différentielles totales des (20) et à résoudre par rapport aux du^ les
équations linéaires ainsi obtenues. L'intégrale (22) a précisément les
périodes a^, ..., a/^, h^, ..., &^, qui étaient assignées.

Que l'on découpe maintenant la variété / par un espace linéaire
à p , p — ï , . . . » 3 dimensions . On obtiendra une variété algébrique
h p — i, p — 2, ..., 2 dimensions douée dQ p intégrales simples dis-
tinctes, de première espèce, ayant les périodes données. Telle est, en
part iculier , la surface

/(.z'o, x^ .z-a, o, o, ..., o) == o,

dont les intégrales
u^ == f P/^ cix^ 4- PAS dx^

ont précïsémeni les périodes a^/c, h^ p^ rapport à des cycles linéaires
convenables. Et cette surface n'aura aucune intégrale distincte des Up^
d'après le théorème du n° 3.

On remarquera ici que la section de ladite surface pa r le plan;r2==û
f o u r n i r a i t mie courbe, qu i aurait b i en / ? intégrales abél iennes de pre-
mière espèce avec les périodes assignées. Mais la courbe aurait un
genre//;>/? et posséderait, par conséquent , encore // -— p intégrales
abéliennes de première espèce distinctes entre elles et des précé-
dentes (1). Voilà p o u r q u o i le procédé qu i nous a fourni le dernier
théorème relatif aux surfaces (et aux variétés à plusieurs dimensions)
ne s 'applique pas aux courbes.

II. est juste d 'a i l leurs de remarquer que le problème de construire
une surface ayant l ' irrégularité p , dès qu'on conna î t ^ p Ç p - ^ ï ) pé-
riodes b/^ relatives aux intégrales de première espèce, a un intérêt
b ien-moindre que le problème de construire une courbe de genre/?
dès qu'on connaît ses 3p — 3 modules. En effet, tandis que la courbe

( 1 ) La considot'aiion relative à la variété ( 2 1 ) ot a inie courbe contenue cm elle paraît
déjà dans une Note (le MM. POINCAKÉ et PICARD {Comptes rendus, l.XCVII), qui se pro"
poso do justifier les relations énoncées par lUernarm entre les périodes d'une fonction
'ip Ibis périodique de/^ variables. Noua supposons ici, au contrairo, que ces relations (17),
(i8), (19 ; sont vérifiées a p r i o r i ,
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est déterminée en conséquence, à une transformation birat ionnelle
près, il existe, au contraire, une infinité de surfaces birationnellement
distinctes, ayant la même irrégularité et les mêmes périodes. On
peut dire seulement que ces surfaces possèdent la même variété de
Picard (21) (1). L'interprétation géométrique de ce résultat est la
suivante. Si l'on construit sur chacune de ces surfaces un système
algébrique oo^ de courbes, tel que deux courbes n 'appart iennent
jamais à un même système linéaire, on peut, entre deux de ces sys-
tèmes, établir (en o^ manières) une correspondance b i ra t ionnel le ,
de sorte qu'à toute courbe du premier système (regardée comme élé-
ment) corresponde une seule courbe du second système.

( 1 ) On trouvera exposée la relation outre la wriété de Picard el la surface à laquelle
celle-ci est liée, dans le Mémoire de M. GASHÎLNUOVO, Sugli Iruagrall wnpUcI apparie'
nenti ad una superficie irrcgolare (Rendicorui délia R. .//cwdamia dd Lincei, nmi,
juin ï9o5).


