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SUR LES

ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES,
DES FONCTIONS MÔNODROMES, DES FONCTIONS À v BRANCHES,

PAR M. EDMOND MAILLET,

I.

INTRODUCTION.

Le Mémoire ci-après doit être considéré comme la suite de quelques-
uns de mes Mémoires an té r ieurs , r e l a t i f s aux fonc t ions entières et aux
(onctions monodromes : ï 0 Journal (le Mathématiques, 1902, p. 329-386 ;
û0 Annales de la Faculté des Scie'/cefi de Toulouse, 1902, p. ^-^.QQ;
3° Bulletin de la Modelé mMhématu/ue, fasc. I, 1903, p. 2 7 - 4 7 5
^Journal de l'École Potytechmc]ue, 1904, p. 162 et 190,5, p. 1-78;
5° Journal de Mathématiques, 1904, p. 27 5-296. Je l'ai rédigé de façon
que sa, lecture n'exige que la connaissance des Mémoires ci-dessus,
d'une partie d 'un Mémoire couronné de M. Hadamard {Journal de
Mathématiques, 1893, p. 171-191), enfin des Leçons sur les fonctions
entières (Paris, Gauthier-Villars, 1900) de M. Borel. Il est toutefois
bon de se reporter aux divers travaux qu i y sont ment ionnés (1) et
d'en avoir une idée au moins sommaire.

Un résumé du Mémoire ci-après a paru. dans les Comptes rendus de
l'Académie des Sciences de Paris des 3ojan.vier(p. 3oo)et6 février 1905
(p. 357), On pourra le consul ter .

Le Mémoire est divisé en trois Parties.

(^Principalement à ceux de MM. A. Kraft , E. Liûdelof, IlubenMattson et G. Bemoundos.
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PREMIÈRE PARTIE. -— Je commence par déf inir , avec une précision suf-
fisante pour ce qui sui t , le produit canonique de facteurs pr imaires ( f )
d'ordre i n f i n i non t ransf ini , et j 'en conc lus une rela t ion entre la den-
sité des racines et Perdre de grandeur maximum du module de ce pro-
duit pour z = = r ( ^ étant Ja variable). Ceci me permet de parler de
Vordre réel et de V ordre apparent des fonctions ent ières d'ordre i n f i n i
non transfini et d ' indiquer quelques propriétés de ces ordres et de la
mult ip l icat ion ou de la division des produi ts canon iques les uns par
les autres.

Je m'occupe ensuite de trouver une l imi te infér ieure du module
d'une fonct ion entière d'ordre ^> o, mais non t rans f in i , en dehors de
cercles de rayons assez pet i ts ayant pour centres les xéros ou de cou-
ronnes circulaires concentr iques d'épaisseur assez pet i te d o n t le
centre est à l 'origine. J'étends et je généralise, aussi bien pour l'ordre
f i n i que pour l 'ordre i n f i n i non t ransf in i , les résul ta is connus pour les
fonctions entières d'ordre f i n i . Je démontre u n e série de propriétés
corrélat ives; ainsi , F(s) é t an t une fonction entière d'ordre' (A, p),

FO) =<1)(^)^( 5 »,

où ^{s) est un produit canonique d'ordre $(A, p), G(^) une fonct ion
entière d'ordre $ ( Â ~ i , p ) (quand ^ = = 0 , G- est un polynôme do
degré ^p). <& ou ^ est d'ordre (/c, p). J'établis une c o n d i t i o n néces-
saire et suf ï i sante pour que la croissance d 'une fonc t ion entière
d'ordre f in i ou inf in i non t ransf in i donnée par son développement
taylorien soit régulière ( 2) .

DEUXIÈME PARTIE. — Je signale que les propriétés précédentes
s 'étendent en partie aux fonct ions monodromes aux e n v i r o n s d'un
point singulier essentiel isolé où elles n'ont pas de polos (c'est-à-dire
aux fonc t ions quasi-entières aux environs de ce p o i n t ) . Ceci me
permet de définir l'ordre apparent, Y ordre réel des zéro$, Vordre réel
des pôles, ['ordre réel proprement dû, qui est le plus grand des doux

( 1 ) Question dé,à attaquée par M. P. Boufcrwjx dans sa 'f/ià^e (p. 94; voir encore
Âctcf mathemadca, 1903} pour les ordres ( i , p) et (-2, p j . Comp. BOIŒL, Âcta mathc-
matica, t. XX, p. 378; A. Kiurr ( Thè^e, voir plus loin) .

(2) Comp. E. LmMLôF, Bail. des Se. Math., 2Ï"<Î série, t. XXVÏI,, 1903, p. wi.
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précédents, pour les fonc t ions iriéromorphes et quasi-méromorphes
d'ordre >• o, mais non t r ans f i n i , aux environs d 'un po in t s ingul ie r
essentiel isolé, c'est-à-dire pour les fonctions monodromes d'ordre ^>o,
mais non t r ans f in i , aux env i rons de ce po in t essentiel isolé où elles
peuvent avoi r des pôles; j 'établis alors, pour les fonct ions uÇz) à v
branches définies par

^ 4- u^ Ai {z ) -4- ...-+- Av (z) = 0,

où A^ ..., A^ sont quasi-méroxnorphes aux env i rons du point sin-
gulier essentiel isolé s == oc et d'ordre > o niais non transfini , l'ex-
tens ion de résultats c o n n u s pour le cas où v == i (théorèmes de
MM. Picard et Borel).

Enfin j 'é tudie la re la t ion entre la croissance d'une fonct ion entière
d'ordre inf in i non transt ini et la dis t r ibut ion de ses zéros au po in t de
vue de la régularité et de l ' irrégularité. Les résultats sont, pour la
plupart, analogues à ceux qu'on possède pour le cas de l'ordre f in i .

THOISÎÈME PARTIE. -— Je m'occupe du système

dx,
-^ = ̂ ,1.^1-4- . . . 4- a^,a'n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dx i,
_^ ., —w /» /f1» ^4 ,̂ «-L» /y '"f•^ —. M^,^ .-(.. i -T- . * « "1- (ffin^fi9

où. a,,^ . . , , a,^ sont des fonc t ions quasi-méromorphes d'ordre >o
mais non t ransf ini , aux env i rons de z ==cc. Je donne une l imite supé-
rieure de la croissance des solut ions. Il resterait à trouver des cas
aussi étendus que possible où cette limite supérieure est exacte ou à
peu près, comme cela a l ieu pour certains systèmes particuliers.

Enfin je termine en i n d i q u a n t quelques sujets d'études.

Ann. Éf. -Vorw^ (3), XXÏU, —• JON 1906. 34
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PREMIÈRE PARTIE.-
LES ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE INFINI NON ÏRANSFINI.

H.

J'ai établi antérieurement (1) les lemmes suivants :
00

t. La fonction entière ̂ ,amxm^ ûu

' " 1 ( î . -£ )m •
(Io^) p /

£ powant être pris positif et Ctiissi petit au on 'oeuf des (jue m est assez
grand, a sonmodule pour \x\ = r aupUis é^alà ̂ ,, (r^6») dès (/uer^> Ç,
où £^ peut être pris positif et aussi petit quon veut pourvu que Ç soit assez
grand.

w

II. Inversement, sou la fonction entière ^.a^^, dont on sait (fue,
0

pour une infinité de valeurs de m,

\^\ï————————,
- -f" g ) m

(les, m) P /

les autres coefficients ayant une valeur (fui ne satisfait pas rt cette iné-
galité Ç^) : on a, sur une infinité de circonférences ayant leur centre à

( 1 ) Journal de l'Êcûle Polytechnique ̂  1904 Ot tgoS, p. it et i3.
(2} Cette restriction eut inutile : la démonstration que j'ai donnée do la propriété iï

{Journal de r École Pô/y technique, loc. cit., p. 1 4 ) s'applique aussi bien sans nen sup-
poser a priori sur la limite supérieure des modules dos eoôfïlciônts a/n. Du fait quune

fonction entière contient une infinité de coefficients telfî que \ a/n | S(lo^^m)"" \P ^'e')m^ ̂
conclut donc que, sur une Infinité de circonférences analo^ae,v de rcyoris indéfiniment
croissantSf

Mrïe/c+i(r?~^).



SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES, ETC. 267

l'origine et clé rayon r indéfiniment croissant,
aa

Mr^max, y a^.r'" ^6/^i(rP-^),
o

£^ pouvant être pris positif et aussi petit quon veut dès que r est assez
grand.

D'autre part, on sait qu'une fonction entière F(^) quelconque peut
se mettre sous la forme d'un produi t convergent <D(.s) de facteurs
primaires multiplié par eG(s\ où G ( z ' ) est une fonction entière, et ( ^ )

<" -(^nc-;^»"-^PO
i— — ) e

^n

où Pp^( —\ est un polynôme de degré p^ en ^L de la forme

P I ^ \ fW S» »wi lt

, _ ==_ .̂ -^...^
^V^/ ^ 2 a,2 t" p,,a^

On a

L^——^JL -1 ^"-^ Z9n(a) ^_^ ̂  ^^ + ̂  ̂ . .,+ ^ ^ ^p.(^_ ^<

La série
„.,«- __ ^0,.k ^ "1""""""' A» r n'2"-=^~^aP"(^—^)

La remarque est importante poar la suite : si l'on sait que M/^^.+i^*7); 0> ^Q

positif, quel que suit r ( r assez grand), on conclut en effet que | ciin [^( log/cW) ^<J /

(m asso% ^rand), c'est-à-dire que la fonction entière n'est pas d'ordre transfinL
( I ) Pour éviter des confusions je désignerai toujours par a^ le n"^ zéro.
Dans une fonction entière, si Fon range les zéros ai, ..., a^, ... par ordres de

modules croissants, | a^ | doit croître indéfiniment avec n.
En ejtïet, s'il en était autrement, | c&^ | tendrait vers une limite L Dans le voisinage de

la circonférence C de rayon / ayant pour centre l'origine, à son intérieur, il y aurait une
infinité de zéros, par suite, sur la circonférence, un point zo tel qu'une circonférence, de
centre z^ et de rayon arbitraire, contienne une infinité de zéros : ces zéros ne seraient
pas tous isolés.

Un voit de même que, dans une fonction méromorphe, si l'on range les zéros (ou les
pôles) par ordre de modules croissants, ce module doit croître indéfiniment avec le ran^
du zéro (ou du pôle).
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est absolument et uniformément convergente dans tout le plan, sauf
pour z == a,/, sons certaines condit ions.

En effet, soieni S la distance de z au zéro a^ le plus voisin (1),
M le maximum de |-s| dans la région finie considérée du plan des z.
On prendra n > v, | a./ \ > M, d'où

V|R Kvf-r-Y'-1-
^l^l-Zl^-J àv-+"i

La convergence de la série V^IL, sera sûrement uniforme si la

série V (—Y" converge un i fo rmément , ce que je supposerai.Âssà \^ r^ /
Intégrant (a),

- r ^ ^i
V lo^ - a,,) — log(- a,,) -h- — -4- —— +, rr ( _ /y \ —l— —— —)— ———— -4- ... -4— -"•-—-"•—

°1 ''") ^«.^aa'. ' r-,.«S".^sasà y W.,1 ^ V.^

sP»

^K-s-^-tey-rs'^
converge uniformément; par suite ^(-s), dont le premier membre est
le logarithme, est aussi convergent.

On s'est placé en dehors des environs des points a/^; 'mais, aux
environs de z = a^, ^Çz) est le p rodu i t de ( i — —\ par un produi t
convergent (d'après le même raisonnement) , X étant l'ordre de mul-
tiplicité du zéro z == a^.

Soit alors F(^) une fonct ion entière, ^Çz) ayant les mêmes zéros
que F(^) avec le même ordre de mul t ip l i c i t é : - n'a plus ni zéros, n i
pôles à distance finie, et son logarithme est une fonction entière (y (-s);
donc

F:^:^0^.

La condition nécessaire et suffisante à remplir par p^ est que (a
, . ^ / r \P.< . ./.série / [ — ) soit uniformément convergente.

(1) Bien entendu le raisônnoinent ne s'applique qu'aux valeurs de z pour lesquelles S
a une limite inférieure fixe, d'ailleurs aussi petite qu'on veut.
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Les fonctions entières d'ordre fini sont; caractérisées par ce fait q u e
l'on peut prendre pour p^ un entier l imi té , le même quel que soit n.

Je me propose ici d 'é tendre aux fonctions entières d'ordre infini non
transfini un certain nombre des propriétés des fonctions entières
d'ordre f i n i au point de vue des zéros. Je m'appuierai sur les résultats
que j'ai obtenus antérieurement (loc. eu.).

III.

D'abord le r a i sonnement employé (1) par M. Schou pour trouver
une limite supérieure du nombre des zéros de module au plus égal
à r^==|a,J, ou encore une l imite in fé r ieure de r^ s'applique iden-
tiquement. Soit

(2) ^a,,^=F(^),
o

une fonc t ion entière d'ordre in f in i non transfini (/c, p). On a ici, avec
les notations de M. Borel (où a^ est remplacé par a/^) convenablemen fc
modifiées :

V,=^(/^),

où V^== V(r) est assujetti, à laseule condit ion d'être rîlogM^ et où M,,.
est le maximum du module de F(-s) pour [ z \ = r;

n < e/, [( r^Vr-^ ] (r = r,, s ).
^r4•^>log^./^.

Or on peut prendre cr/^p 4- £3 ; donc, pour toute va leur der^ assez
grande

(3) ^r'xog/^
(3 bis} /^^r'5).

( 1 ) ^olr HAIÏAM.UU), Mémoire coaronné, tournai de McUhQtnnuqitQS, 1893, p. '202;
Sciïou, Comptea rendis, t. GXXV, p. 763; BOUTKOUX, Thèse, p. 93-94; BOHEL, Leçons
fîar les fonctions entières, Paris, 1900, p. 73. Je mentionne ici au point de vue de la
priorité ôventaelîo les rôsallats do MM. Borel {Àata mathematica, t. XX) et A. Kraft
(Thèse, voir plus loin); mais leur lôôturo n'est pas indispensable pour rintelligence de
mon Mémoire.
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les £, pouvant être pris aussi petits qu'on veut des que n est assez
grand [(3) subsiste quand p == o].

M. P. Boutroux, dans sa Thèse ( 1 ) de Doctorat, a obtenu en parti-
culier les résultats suivants :

Si l'on a, à partir d'une certaine valeur de n,

rn= 1 aj > (logn^ [ou > (lo^nf\ (cr fixe > o),

on a, dans (i), à partir d'une certaine valeur de r,

\^(z)\<e,(r^) [ou e,(r^)],

t fixe, positif, aussi petit yuan veut, en prenant pour p^ l'entier le plus
voisin de a iogn (ou log/z loga/z).

J'admets que l'on puisse généraliser le résultat de M. Boutroux, et
établir la propriété suivante :

Quand on a à partir d'une certaine valeur de n

i
( 4 ) ^ > ( log/, n f ( o" fixe > o ),

on a

( 5 ) M,<e^(r^),

à partir d'une certaine valeur de r, £ étant aussi petit Cftton veut, mais
fixe (p^ étant convenablement choisie

On pourra alors raisonner de la sorte :
So i t< I> ( s )un produit de facteurs primaires d'ordre (/^, p ^ ) . Admet-

tant que (4) ait lieu pour lui, je dis que

(5^) (^)S(^p,-£),

ce qui signifiera que l'on a k ̂ > k^ ou k == k^ avec cr^ p, — e. En effet,

(r) Pages 94 ©t suivantes; voir en.ôôre Âcta mathemct-tiQCt, 1903^
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si l'on avait

(/c, a) <: (/Ci , pi — Yî) (^ fixe et positif),

on aurait
M,< ^^(/•(7-+£) < (?A,+i(rPr-^),

d'après (5), avec £ fixe, mais aussi pet i t qu'on veut pour r assez
grand; d'après la propriété II, pour une infini té de valeurs de r indé-
f iniment croissantes, on a, d'autre part ,

MrS^^i^1'"'21) (£1 comme e),

ce qui est contradictoire. Le nombre Œ en question, qui existe,
d'après (3), doit donc satisfaire à (5 bis}. Il en résulte alors que,
pour une infinité de valeurs de n^ on doit avoir

i _ _
r^iog^nf^

Mais ceci exige d'abord que je démontre (4) et (5) : c'est ce que je
vais faire.

J 'établirai le théorème suivant :

THÉORÈME I. — Siy à partir d'une certaine valeurde iy on a, quelque
sait i, i

.,<?(4) |a^l=r/>(log/^') ,

soit

«»• 2 oq " p,a?/'
( i ) <^)=]j i » _ _ i pi j — . (_,

\ ^vi

(I^-M J ^ l ^ l ? ^i croissant indéfiniment avec i, et p^==T;log^ dès que i
est assez grand, ̂  variant entre deux limites positives fixes ^>o), un
produit de facteurs primaires; on a, dès que r == | s \ est assez grand,

(6) l^)!^!^4"2),

e fixe positif, aussi petit qu on t)eut.
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Je suppose que, à partir (Tane certaine valeur de i,
i

r,>(Iog^y.

Soit ( < ), pour une valeur donnée de [ z \ == r, N le nombre des zéros
du produit

$(,)^r|^^^^)=rrBp/^,
JL-l \ a,/ JLJL ^V^y

dont le module est inférieur à r(i 4- ^') (/c' positif f in i ) . Je prendrai p/
entier de la forme T.logï'au moins à partir d 'une certaine valeur de i,
^i étant un nombre qui varie entre deux l imites 0 ^ , 0^ positives et
fixes ^> o (2). Je pourrai négliger dans le raisonnement les facteurs
en nombre f ini qui ne satisferaient pas à (4) ou à la c o n d i t i o n spécifiée
pour T^; soit A leur produit : A f ^ , (r^) (;j. fini).

On a :
ï ° Pour u\ < i et z > N ,

,,p î// //z r/P.log(i-^)+P^(^)—— {^-^.^^^^^^^.L^^^^^1 \l. % p,4-i / ï 2 p/'
1 log(i— a) 4- Pp.(^) |< 6| u|P* (b consl. positive convenable),

B,
^^

<€ [ r t ) .

2° Pour ^N; quand r^^r,

r + -<e / (<^
' /

^•(â) <^+ï+""tF7«?*lo(tp• o,
et, si /";•<; r,

^ - < '
^^(^(.^....^) ..(̂ p.
'"</

(1) Comparez P. BOUTKOUX, toc <;('(., p. 96.
( î ) L'hypothèse de M. Boutroux pour k = i est alors comprise dans la nôtre.

I I /• P^ //'r(») D'après --+-...-+- -- < / ±f = logpï.
~ PI Ji x
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(&i constante posit ive convenable). D'od

^los^y(^y l-^-^s l^p<
(7) \^{z)\<Ae

avec r^r(i 4- k ' ) , cr^ étant la plus grande des quantités p i , pa, . * . , p^ •-
^50,logN.

Ceci posé, 'S ( 4 ' ) es^ uni formément convergent : en effet, il suffît— v/ /
pour cela que, des que i est assez grand, r étant donné, l'on ait

( r ! yS ^1+71 (^ positif fixe),

p/ > ( i •+- rj ) -,———rl-,—— ?
' / " - " lOg/-,—— lOgT

ou encore, quand /^ est assez grand,

^-.'̂ -
Ici, d'apriss ( 4 ) » il. suflira

., , , o- [ou'l
^l+^}^^

ce qui, a lieu, d'après l'hypothèse.
Alors

N

/^^ Iogp,< /^N ]ôgo-N< ^N log(^ lo^N) < N1^».
i

D'après (4),
rg> logA-N,

N < e/,(rS) < ̂  | [ r ( i ^r /cOr^ i < <^(r^),
N

é^ Iogp.< N1-'-^ e^r^).
1

II suffît donc de vérifier que

^ jo^^2(^)pt< ̂ •(r^56^
^W7t, ^<î. Norm., (3) , XXII. — Jum 1906. ^
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ou encore que

(s) sf^y^^^^6) ^*-"BBa \ T\ ]

Or, d'après (4).
^ / r \ P < ^r /' HIP'' ^1'" r -]0^1 ^r r -|M^^ / r \çi ^ r ^ nip(' ^ r r ~ i 2 oîï l ^ r r

l(^) <2;——i <2 -—i +!—-
[(log.Q'J [(log^-)^ [0°^)

La série

2

<ZI———r <2J-——1 ^2d——-1
-^T 1 1 / i , , . , -\<7 1 1 / i,.,, ^O-

,. -1 0;, lo^

(iog^y
où Oges t fixe e t ^ ^ ï , rentre dans le type des séries

-.,, 8 " r "î f^» l0^^"B^V^ "____r____-j^»!'1»^

L " " 1 u z
/ . . t < 7 4 - £ 7 |

^(l0g7^) Jl^lo^Q0"-7

Jevais t rouverune limite supérieure du module de B en fonc t ionder .
Soient

03 log ̂ , 0;î 1 Og ( H "4- ï ), . . ., 0 3 1 Og ( h -4- ). ),

ceux des nombres ô;, log^ compris entre l 'entier m et l'entier m •+• x :
m ^03 log^<0;tlog((i-4-i) <., .< 03 logt^d-Â)^ +ï,

d'où
^ JL

log(^+À)-lôg^-, x+7- îA'•/.'t ^i3 fî

1 . . À + ̂  ^ .0lOg ( î'i + À ̂  I ) — lOg ( h — I ) > TT ' ^ -+- •-—— > e %c/g ^ — l

/ ± \ / 1 \

^ v^-^h ^ > V'-î) o"i -:I) -2.
d'où

/J. \ ^±i
A^^V^—T/ t . ï - hÊB)^ . ! ^ 08 , ÂiCOHSl,;

(1) On sait, en effet, que 6/:(r^^)^(^""("£^) = ^(r^^) dès que /* ost assez grand,
/câï-Lessy^ désignent toujours des quantités que l'on peut prôndre aussi pôtitôfô qu'on
veut dès que r est assez grand.
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on aura
r̂-̂ « y/n-H ——-———— w—« ^//l-t-l

B^——————— /————»—————^ ' "2——————————:—————^-î—————^/c(^"),"̂aa (.1.4,2^ ^—1 _^(i-4-£/3)
m / m^ m [lo^_i(w-+-l)] a

^10^^

quel que soit 0,-p le dernier membre étant (1) une fonction entière
d'ordre ( / c — n, cr). Dès lors, V ( - Ç ) ' a une l imi te supérieure de même
forme, ce qui démontre le théorème.

Si/c e tasont£ in is ,<I>( ;s ) n'est pas d'ordre transfini [note (/), p. 266].
Soit ( / ^ , p ^ ) son ordre, supposé non f i n i (2); on pourra prendre,
d'après ce qu'on a vu (p. 271), k = /c,, a- == p , — & . Donc, d'après (3) :

CoHOLLAlHK.. — Si /£ el a- sont finù, F ordre de <I>^) n'est pas transfini;
sou (A',, p, ) l'ordre de ^(js) supposé non fini ; on a

i
r.Xio^O^-^'

dès que i est assez grand, et, pour une infinité de Dateurs de r^
i

(9) r^^o^if1"^.

Réciproquement , si ces deux inégalités ont lieu pour un produit
canonique, il esï, d'ordre (k^ pi).

( 1 ) Ceci fait ponsor que les séries
^ / r \Q^K^

{^2^{ ————IL:
Viog^/14^/

ont lour modulô an plus égal à (i/^..p^i(r^-s') dès que r dépasse une certaine limite, ce
qui est vrai pour p == o ou i.

( 2 ) Dans le cas où cet ordre serait fini, on a un théorème analogue (voir BOBEL, Le-
çons mr les fonctions entières, Paris, 1900, p. 60 et 74). Il reste toutefois à préciser ce
théorème pour le cas d'ordre nul.

Quand p == o, (9) est remplacé par
i

(9 bis) rÉ (log^iî)^ (^ a^si grand qu'on veut).
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Remarque. —On voit a in s i qu'.il y a correspondance complète entre
l'expression (/^, p ^ ) et les plus petits des nombres k et o" pour lesquels

1
r,>(ïog,i)^

a lieu, dans les produi ts de facteurs primaires d'ordre ( / ^ , p ^ ) con-
sidérés au théorème I, et que j 'appellerai (provisoirement) cano-
niques (1 ).

Supposant alors une fonction entière F(-s), d'ordre ( /c ,p) , sous
la forme
(.ro) F(5) -^(.s)^^,

où ^ ( z ) est un produit canon ique , et G(z) u n e fonc t ion entière;
l'ordre {k^ p ^ ) de la fonct ion <D(s) sera appelé, par d é f i n i t i o n , V ordre
réel de F(s), t and i s que (/c, p) est V ordre, apparent de F ( z ) .

Dans un produit canonique, l'ordre réel esterai à I/ordre apparent.

Ceci, permet d'énoncer le résultat s u i v a n t :

THÉORÈME II. — L'ordre réel d9 une fonction entière d'ordre non trans»
fini n'est jamais supérieur à l'ordre apparent. Il peut lai être inférieur^}.

Autrement dit : si
F^)^:^)^^

où^(z1) est un produit canonù/ue d'ordre {k^ p^) et G { z ' ) une fonction
entière, soit (À, p) l'ordre de F (-s); on ci

(^p)â(^pi).
I l suffît ( ; î) d'envisager les fonct ions entières d'ordre i n f i n i non

transfîni.

(1) Lo prodaU de deux produits canoniques ^ et ^i oat-il forcément canonique U)n
voit de suite que iiûn pour le cas où <î> et 4>i sont d'ordre finis p, p i , avôc, par exemple,
p •— Pi== 3- l-^ même pour le cas où <Ï> est d'ordre infini non transfini et <I>i d'ordre fini.

(2) Exemple : cas où <I>(s) == i. < ï> ( s ) n'est jamais d'ordro transfinî à causo de (3) et
du théorème I.

( ï} BORKL, Leçons sur les fonctions entières, p. 74.
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Je suppose ( 1 )
(/ci ,p0>(/c,p).

On peut trouver cr fixe < p i , et tel que
(Â ' - , ,p, )>( /^Œ)>(/ r ,p) .

L'inégalité (3) est applicable à toute fonction entière d'ordre non
transf ini , et, pour une infinité de valeurs de i\ [corollaire du
théorème I, formule (9)]

/t-^log^,

puisque ^(•s?) est d'ordre (/^, p i ).
M'a i s ( 3 ) d o n n e p o u, r F ( z )

rr^iog/^
^<^(^r•h£l)<^(^-+-£•)î

pour une infinité de valeurs de r/
/f^^log^r^8',

d'où
o- 4~ £1 > pi — £', ÊI 4- £' > pi — cr,

ce qui est impossible pour r, assez grand. Donc
(^Pl)^p). C . Q . F . D .

Ou en déduit le théorème su ivant :
THÉORÈME III. — Soient deux fonctions entières F et F, d'ordres (/c, p),

(/^, p^ ) non transfîms : si (A, p)^(^i, pQ, ^1 ^ F a ^y or^r^ r̂ W.y et
apparents égaux, le produit FF^ a son ordre réel égal à son ordre appa-
rent, qui est (/c, p).

En effet, soit (^, p, ) l'ordre de FF, ; on a
| F \^rî ̂ W^). 1 Fi l^^i^^5).

|FFJ^.<;e^(rP^)^^l(^4-£l).

Donc déjà
(^p,)^p).

(1; Si <- Ï> ( s ) ctait d'ordro ( /q ,o) , d'où /q >/c, on raisonnerait (m considérant «ï>(s
comme d'ordre (7^, pi ), pi étant aussi grand qu'on veut et A'^ = / f i — î ; il suffit de rem-
placer partout ki par ^•^.
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Je forme, ce qui est possible (théorèmes 1 et II), un p rodu i t cano-
nique $2 ayant pour zéros les zéros de Fa == FF<. L'ordre réel (^3, p ^ )
de $2 est l'ordre réel de F^; d'après le théorème précédent,

(^P3)^(Â-2,P2)^,P).

Mais, d'après la formule (3), si a .̂y est le (n -hy)1'"10 zéro de F^,

/t^^^log/J/z+y).

On peut toujours supposer que a,^/ est aussi le n1^ zéro de F, et
que celui-ci est choisi de manière à satisfaire à l ' i néga l i t é ( ( ) ) :

r^f"5lo^^'
On en conclurait

r^> log^(n +/) > e,...,,[\o^n\ ̂ ...,,4/t;f],

ce qui montre d'abord que k^k^ d'où k^k^ puis que p ^ — p j ,
nombre fixe, est aussi petit qu'on veut dès que r^j est assez grand;
donc

(Â^ps) =:(Â-2, pg) =(/c,p) (i). rLQ.P.r>*

COROLLAIRE l. —• 5o/^<? <&, (1,)^ deux prodfuis canoniques de facteurs
primaires d'ordres {k, p), (/^, p^) , am? (^, p); î (A^, p,). L'ordre réel du
produit <N^ ^ son ordre apparent sont égaux et égaux à ( k ^ p).

COROLLAIRE II. •— Soient de U.T fonctions entières F et F( d'ordres réels
(^, f) et {k\^\} non iransfims avec (/£\ p ' ) rï(^, p\); l'ordre réel du
produit FF^ est {k\ p').

(1; La démonstration subsiste évidemment si Fi est une fonction entière d'ordre f in i ;
de même si F et Fi sont d'ordres finis.

Le théorème IIÏ et ses corollaires sont donc également vnlis pour les fonctions ontièreK
d'ordre fini.

De même si p, p^ ou pa sont nuls ou infinis, car il suffira de raisonner en les supposant
aussi petits ou aussi grands qu'on veut suivant les cas,

Par exemple, quand p ==; o, on aura pour une infinité do valeurs de n

^./âîcg/:.-.^
si grand que soit X dès que n est assez grand et

^ea > e^^i [ log^i n ] ï e^k^i ( r^ ).
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Car
F^e^0, Fi^c^s

$ et <I>i étant des produits canoniques ; et i l suffit d 'appliquer le corol-
laire 1 au produi t <N^.

On d é d u i t de là diverses conséquences :
Soient <&.,, ̂  deux p rodu i t s canoniques dont le premier $^ admet

tous les facteurs d — ~) du deuxième <l)y avec un ordre de mul t ip l i -
cité au moins égal. Je d i r a i provisoirement que<I>3 est imdmseur de <I>2.

D'abord <I>y est d'ordre ^(À, p), (A, p) étant l'ordre de ̂ , car, si a,
est le ^tme zéro de <I>^ on a

/•^^log^
d'après (3;,

a/"^ py, y ^^
| py |P"-K> log^"> log/,/,

en sorte q u e , d'après le théorème I, <I);t est d'ordre ^ (A, p). Donc :

COKOLLAIIŒ Il ï . -- Tout produit canonique <ï>3 qui dmse un produit
canonique <I>^ d'ordre (/c, p) ̂  d'ordre Ï Ç k , p) .

.le forme un p rodu i t canonique ̂  tel que î>^ï, ait exactement les
mêmes zéros que <t>a avec le même ordre de mult ipl ici té : <I>4 est
encore un d iv iseur de <I>a» par sui te d'ordre ^(^, p). Je dirai que <E>3
et <&, sont ^facteurs complémentaires de <I)^ ̂ ^ ayant son ordre
réel égal. à (A,"p), l 'un des deux facteurs <&;( ou (l>4 a son ordre égal
à Çk, p), d'après le corollaire I. Donc :

ColUïLiAniE IV. — De deunc facteurs complémentaires d9 un produit ca-
nonique^^ d'ordre {k. p), l'un est d ' ordre (A, p ), l'autre d'ordre^, p).

Je forme le produit canonique W admettant à la fois les zéros des
produits canoniques <1> et <!>,, chacun avec son ordre de multiplicité
maximum pour <1> et <I^ : W a évidemment pour facteurs <t> et <Ï\ ;
tout produit canonique jouissant de la même propriété est divisible
par W : y sera le plus petit commun multiple de <I> et <E^.

Si <I> et <I>, sont d'ordres (A, p) , (À,, p,), avec(^, p)^(7^ pi ) , ̂  est
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d'ordre réel et apparent (k, p) d'après le corollaire I. Soit
<N^= ^•„e(\

où <I>5 est un produit canonique d'ordre (À, p), G une fonction entière
ou un polynôme.

W divise $5 et est d'ordre ^(À, p) ; mais i l est divis ible par <I>, et,
par suite, d'ordre S ( / ^ p ) , d'après le corol laire I I I . Donc W est
d'ordre (k, p).

De même pour 3 , 4 » - - * produits canoniques . Donc :

COROLLAIRE V. — Le plus petit commun multiple de X produits cano-
niques a son ordre égal au plus grand des ordres de ces À produits
canoniques.

De la meule manière on définira le plus grand commun diviseur de
deux ou plusieurs produits canoniques.

Le plus grand commun diviseur de deux p rodu i t s c a n o n i q u e s est
un produi t canon ique fo rmé avec (eus les zéros communs à ces deux
produits, affectés de l'ordre de m u l t i p l i c i t é m i n i m u m ,

COROLLAIRE VI. — Le plus grand commun diviseur de A produits cano-
niques a son ordre au plus égal au plus petit des ordres de ces A produits.

Remarquer), — On peut établ ir pour les fonc t ions d'ordre o et
d ' indice i (c'est-à-dire d'ordre ( o , ï , p ) ) un théorème analogue au
théorème 1 :

Si) à partir d'une certaine valeur de i, on a
îi

\^i\•=ri>e(!',

quel que soit i, pour le produit

^-ÙC--)',-i. \ ^

( 1 ) Depuis que ces lignes ont été écrites, j'ai eu connaissance do résultats éiendiiK
obtenus dans la classification et Fétude des racines des fonctionn entières d'ordre zéro
par MM. E. Lindelof, BulL desSc.Matli.^ ^we série, t. XXVU, 1903, p. ai3-î>/26et Hubon
Matlson, Contributions à/a tfléorie des fonctions entières. Thèse pour le Doctorat, soutenue
le 6 décembre 1905, Upsaî, Âlmqvist ot Wiksell, 1905, p. 49 à la fin.
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on a, dès que r == | z \ est assez grand,
0--+-S—— log-/-

^ ( ^ l î / - 4

2

Ici la démonstrat ion est simple; je pose q === e7 > i : si "À. est une
constante,

^ 1 ̂ [1 (ï -+- rcr1} ̂  F(r/, r) = i 4-^,^;
i i

00

F^/Y/)^!^^^/^
1

60 /• 00 \

^ ( ï '+"r) il( T + /Yr/) == (1 "h r) F(^ '^==: (r + r) ( 1 "^S^717171 )'
1 \ 1 /

d'où

^1/7=1 + ̂ , ^^ 72 ̂  ^2 •+• ^i ? • • - ? ^ y" ̂  ^/î -+- ^-i ? • • -
/ T / ^i A _ ^"-1^« == ."----—-—— ^» ::r:: ~"^——— y • * * •) o^ —— -"""-———? * • • ?

* /y — l, y2 — x ^ — JE

,' "̂  < ,, ̂  ̂ .̂ ^^^^^ 5 (,1 ,̂ p positif fîxe,(^ ̂  , ) ( ^ ^ ^ i ) _ . ( ^ ^ ^ : i ) = /ijj:^
^

si
, r/^

(y./ — 1 1 ~/— ,j w i + p

(3^S,i-h (3,
s/
•a •..., I.g J = e ^ ï +• g ,

ce qui est toujours possible.
Alors, ("juanci n est assez grand,

. ̂  ( lo{? (] } ( 1 4- Si ) — ( 1 -+- Si )
Z^ == e =e

D'âpres un lemme antérieur ( f ) , on a bien

|<Ï ) |^A"^l+^^,/ t / ^);^•^b^\^r 4

ï /

( t ) Journal clé l'École Pol.ftfîcfirwjUGf Loc. cù.^ lernine 1, p. 3/î.
Afin. Ï:c. !\orm., (3), KXIÎ I . — J U I N 1906. 36
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Soit alors une fonc t ion en t iè re d'ordre (o, i, p) : i l y a u n e i n f i n i t é
de valeurs de r i n d é f i n i m e n t croissantes pour lesquel les on n'a pas
cr + £ <; p —. £' d'après un lernrne antér ieur (1 ), c'est-à-dire pour les-
quel les on a a +• £^ p — ^.

Pour établir au sujet des (onc t ions d 'ordre (o, i , p) un corollaire
analogue à celui du théorème I, il f a u d r a i t u n e i néga l i t é analogue
à (3). La méthode deMM. Hadamard et Schou, convenab lement appl i -
quée, condu i t seulement à l ' inégalité

r'n > ep-+-£.

On en conclut l 'existence pour toute f o n c t i o n d'ordre (o, i , p ) d 'un
nombre fixe o^ m i n i m u m tel que

„ <T, •+' £'r/>^ ;

d'après ce qu i précède, c r ^ p — e ^ ; mais l'on sait seulement que
^-i^Cp -+"£/.)- ^n ^ P^11 ^ u i t e , p o u r une i n t i n i t é de va leurs de i
indéf in iment croissantes,

Finalement , o n o b t i e n t a i n s i une inéga l i té assez analogue à (9), ma i s
non une égalité analogue à (3),

IV.

Je vais main tenan t m'occuper d'étendre aux fonc t ions entières
d'ordre non t ransf in i un théorème connu (^sur la l i m i t e i n f é r i e u r e
du modu le ( l ' une f o n c t i o n ent ière pour une i n f i n i t é de va leurs de r
indé f in imen t croissantes; mais j 'envisagerai de préférence la fo rme
perfectionnée de ce théorème que J 'a i i n d i q u é e an té r ieurement ( î i ) ,

( 1 ) îhid., lermne Ïï, p. 36.
(<2) HADAMAKU), Mérïiûlf^î couronné\ /ow/ud de M.fUliénïatic^tifîS, i3^3, p. '204 » BOIŒL,

Âûtci rnctthcmatica, t. XX, p. 378 ot Leçons sar /es fonctions entières., j). 79; A. KHAFT,
Ueber gar/ze trcirucendente Fu,n(:l:ionen von uncndIicfierOrdnwi^, T/ièse, Gotliit^on, i<)o3»

( 3 ) Journal de McithétruUiqfteff, 190-2. (). 'l'iy.
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en t enan t compte des heureuses modif icat ions in t rodui tes par
M . W i m a n ( 1 ) .

J'ai i n d i q u é pour les fonc t ions entières d'ordre f ini quelconque
cet énoncé :

Étant donné an produit canonique G(^) de facteurs primaires
d'ordre p fini, et un nombre positif arbitraire £, si l'on décrit autour de
chaque zéro an cercle de rayon Y] fini (r jSï arbitraire^ en tout point
extérieur à ces cercles on a, pour \ s \ assez grand, f inégalité

\G^)\>e-^\

La même inégalité a lieu pour une fonction entière y(-s) quelconque
d'ordre fini, p désignant alors son ordre apparent.

Cet énoncé a amené la très ingénieuse remarque suivante de
M. Wiman (2) :

« Si l 'on décrit au tou r de chaque zéro un cercle de rayon r^\
T dés ignan t un nombre posit if aussi ^rand que l 'on veut, on a, pour r
assez ^rand, en t o u t p o i n t extérieur à ces cercles,

(^z)\>€i^\

e étant un nombre pos i t i f a r b i t r a i r e m e n t petit . Notre démonstra t ion
de ce théorème a été publiée par M'. B. Lindgren dans sa thèse : Sur
le cas d'exception de M. Picard, p. 22 (Upsala, K)o3). Dans le théorème
analogue de M.. E. M a i l l e t (Journal de ^Icithématùjues, 5e série, t. VIII ,
: ï < ) < ) 2 ) , les cercles exclus sont tous de même rayon T^. Or il peut très
bien. arr iver que, quelque pet i t que soit T], ces cercles remplissent
tout le p l a n , dès que r dépasse une cer taine valeur. En effet, la preuve
que d o n n e M. Mai l l e t permet de préciser son théorème pour les fonc-
tions de ^enre supérieur à zéro. »

Les cercles de rayon r\ fixe ^ i décrits autour des n premiers zéros
comme centres ont une surface totale £:î'n:y]2//; les cercles analogues

('1 ) Sur la ca\' d'exception dans la théorie dcf: foncûorfK entières ( Ar1w. for Mate-
matik, etc., t. ï, to février Kp/i, p. 337).

/ 1 '\ t yi/t / • / /( 2 ) .Loa. cit.
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pour les autres zéros sont extérieurs au cercle de rayon r\ — Y] ayant
son centre à l 'origine, de surface

avec
Sr--:7r(^-rj)2,

i
r^>^ r^>n^\

et mon énoncé n'exclut sûrement du plan qu 'une surface i n f i n i m e n t
petite par rapport à la surface totale que tant que p << 2, car alors

Ï ^ Tî'fî2 n^ ^ — - y - , — ?

^P^^)

qu i a pour l imite zéro quand n croît i n d é f i n i m e n t .
Le contraire peut arriver, mais seu lement pour des fonclions

d'ordre $ à, et alors mon énoncé peut être parfois i n c o m p l e t au point
de vue H es applications ( ^ ).

Quant à ma démonstration, elle établ i t , je croîs, ainsi que le d i t ,
semble-t-il, M. Wiman, un résultat p lus complet que ne r i n d i q u e
l'énoncé, à condit ion de regarder, dans la deuxième Partie de cette
démonstration (cas où p ^ i ) , la quant i té désignée par Y] comme fonc-
tion de r,^ rien n'étant précisé au sujet de la s igni f ica t ion de Y], qu i ,
ai-je dit (Journal de Mathématiques, K)(>2, p. 3/p)» doit être conve-
nablement choisL Mais la remarque de M. Whnan spécifie des valeurs
de Y] convenables bien plus avantageuses que celle i nd iquée dans
mon énoncé, et applicables en tou t cas.

Je n'insisterai d 'a i l leurs pas, car la mod i f i ca t i on indiquée par
M. Wiman précise la propriété d ^ u n e façon assez heureuse pour que
je l'adopte sans hésitation.

Ainsi que paraît l ' indiquer M. Wiman, en su ivant la marche que
j'ai employée, on établit, grâce à de légères modif ica t ions , le théo-
riîme.perfectionné; il suffît de taire en leur place les quelques chan-
gements suivants (avec les mêmes notations, loc. cif., p. 340 :

( 1 ) Quand iâp<l^i renoncé peut présoiitfôr oneorô dos imperfections dans côrlams
Cîis en, vue des applicaLions; jo rf insiste pas.
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Y] étant égal à r^ Ci assez grand) ( ^ ) ,
/ /• ••• ». \-—T/7i ».—T//Î T

1 A 1 -> -̂'ÎJL l̂l̂ L7^ -> / / / t > r

l l -^ (^r)^ (ar)'" -= (ar)^^ '
/ j v / î - W

|B |> (^ ,
' ' W

-^'s rff
|C |>e n t - 1 ,

1 —0"

v^< _°_^ =: .̂ _(,, +i^fi + ̂  < ̂ ^^r-\^à ^ i — (j i — c r v / \ ^/ i — a '
n-t-1

G(--) == 1 ABC | > ̂ ^ ̂  e-12"1^'1 = e-\

avec
}. == m(T + i) lo^(2r) 4- (^ — ^2) îo^a -4- (ar)0 ' "——

== WT lo^â -h w(T +1) log/' -h n log"2 -4- ( a r )^ ——•I — (7

D'après m ̂ n $(2 r)",
r ^(74-1 Q.-j

À < /klT ^T lo^"2 + (T -h 1.) '2^ I,0gr -4" 2'7 10g2 4- 1 _ - •

Quand r est assez grand, on peut prendre £ fixe et positif assez pe tit
pour que, T é tant un nombre posi t i f donné quelconque, À ^r'7"11^, ce
qui démontre le théorème quand a" < s ou, p < i (2).

Soit maintenant p ^ i , T) = ^T^, ^/ ==y Çloc. eu., p. 3^2).

( 1 ) On né^Ii^e au besoin dans G ( z ) un faetear dn î .
( 2 ) C'est M. G. Rornoundos qui m'a signalé le travail (le M. Wiman : je l'en remercie

bien vivement. M. G. Rernoundos a indiqué un antre perfectionnement (Voir Intermé-
diaire des Mathématiciens, 1904, p. wz) de mon énoncé. Ain^i les mômes calculs mon-
trôrôru, par exemple, pour p < t , que Fon peut prendre '/i == e-'^1 (24 fixe positif) : alors

| A l > —^ > ̂ (^(%r)-^.

Ïl suffira de choisir ensuite s — s i uni et positif.
On remarquera que cr est assujc.fcti ici à la seule condition d'être > p, G — p pouvant

être aussi petit qu'on veut, mais fue. Tous les résultats s'appliquent/ donc aux fonctions
entières d'ordre zéro. avec o ;= s^.
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Les cercles de rayon T] clans le plan des z sont déf inis par

z-=:z,-^-ne^.

Il leur correspondra dans le plan desj les courbes C, définies par

j==(^,4-^^)S y/=4,

et l'on peut toujours trouver T^ tel que

\ y ^ y i =|(^+-^/?)y~4| > rf^,
quel que soit r^ Ci assez grand).

En effet, i l suffit

s7 Hi+^^y7—, >r7-r/•S

i ̂  a ̂  \ _, ^ ̂  if ( T, 4-1 )^
Soit

ou

II suffit

or

Zi—r^1^

0^= YÏ/71 ^(¥-0) = "^^^

Yî^^rj-^+ï), 9—0:=îp^

| (i •+- r/e^y/— i | > ry-^+D;

( i -f- ri'e^'Y' = x 4- q'f^'e^'{ î -h Si ),

a v e c ) £ ^ ) aussi petit qu'on veut dès que r, dépasse une certaine l imi te ;
il suffit

|(l ^rn'e^Yî—— l |=:)//y)^^(i4-£i) |> ï /y^1 î > ,y'/(T<4.l) ^

il suffit donc f ina lement

r4- î <^/ (Ti4- ï).

On peut prendre ̂  assez grand pour que ceci ai t l ieu quel que soit
le nombre positif T donné a priori.

Dès lors, dans le plan des y , à l 'extérieur des cercles de rayon /7^
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et de centre y;, a fortiori à l 'extérieur des courbes C;, on a
îli2

- ly l </ o,.,
| < D ( j ) | = | F ( ^ ) | > ^ =e^\

On en conclut que le théorème est vrai dans le plan des z à l'exté-
rieur des cercles de centres

(Xi, a,&), . . . , a,G//-1 ,

et, de même, à l'extérieur des cercles de centres

a/, a/&/, . . . , a/:^""1,

(où ^= ï , (0^= i), et de rayon rj\
Si

| a, (^a— G)^)| > y

(o<a<<7, o < P < y \ y fixe pos i t i f ) , ce qui est toujours possible
pour i assez grand, le théorème est complètement établi pour G(^)-

II s'étend de suite aux f o n c t i o n s ent ières quelconques d'ordre fini.

Au l ieu de d i s t inguer le cas où p < i et celui où p ^ i , on peut aussi,
taire un ra i sonnement u n i q u e . La marche à suivre va être suffisam-
ment ind iquée à l'occasion du théorème analogue pour les fonctions
entières d'ordre i n f i n i , théorème qui est compris comme cas par lie aller
ainsi que les énoncés précédents dans le théorème suivant :

THÉORÈME IV. ""- Étant donné an produit canonique <I>(^) de fadeurs
primaires d'ordre (k, p) non tram fini (/c^o, p>o si k == o) et un
nombre positif arbitraire £; si l'on décrit autour de chaque zéro a,
comrne centre un cercle F, de rayon r\ = e^(r]Y\ [avec (A,, -r) quel-
conque > (/c, o) et aj == r/|, en tout point extérieur à ces cercles, dès
que r == s est assez grand, on a

(u) 1 < ï>(^ ) | > e/^i{r^)'~1 [Ti arbitraire, avec (A-i , Ti) > (/c, p)].

Soit k ^> o, et
00 / ^ \ '̂  ( ^ ) -^j

<I>(.)=|J(^,). -ll1^
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Je rappelle que p^= n^-log?', où T^ est assujetti à la seule condit ion
de rester positif et compris entre des l imi tes fixes 6 , , 9.^>o et 7^00,
avec Oi<< 62.

Je décompose ce produit <I>(-s) en plusieurs produits partiels pour
chacun desquels il suffît évidemment d'établir le théorème, d'après
les propriétés des fonctions ^(r^) (pour/c^o).

Je pose ( ' )
< ^ = = A t B , C ^

où A ^ , B , , Ci sont les produits correspondant aux racines telles que :
10 rl<^^ — 9)^ 9 positif fixe et petit;
2° (i - e^r.^i+O^r, 0^ positif et fixe;
3° (i-l-O^r^.

Ca^ r/ê A< et Bi. — On a ici

pĵ .) <^+I(r^â^,.+2( /r)pl<^^
p( \ o c / / "r, ï î \ r / / p /VY/ " "

quand ^^i, et le produit 11̂  des facteurs exponentiels correspondant
a A< et B, a son module au moins égal à

'^^

Soit
^ m ^ ( i -f-^)^ r^i,

-i;p./^ -o,iog//^^
e . >6/ t ;

on a
/^ ̂  -,(- ^

Srpt < Sroît I^i := 2&oit loff/'< / ^a log/' ̂
1 1 1 " 1

^ ( ̂ 3 lolî/'+l^/î+l ̂  ̂  _^ ^l-h Oa t"(î/-,

(1) Jo négligô dans la démonstration im nombre fini de facteurs pour lesquels cer-
taines condi lions, par exemple la condition (3), ne sont pas remplies.

Quand 7ri> /c on pourrait substituer à (i i) une inégalité plus avantageuse que le lec-
teur trouvera de suite d'après le calcul des limites supérieures de | ïl[ \ et \ïh\' ^
n'insiste pas.
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Ici, d'après (3),
,.^>log^
i<e^^

m < ̂ (r^2) ̂ ^[rF^(i + Q')^ < ̂ (rF-^),
(,^ + i)i-)-0.ios/-< [i -i- ^.(/-p+e^i-i-^iog/^ ^.(/-P-1-^),

dès que /c^ i . De même pour
y/?

^ a l o ^ W Y1 /"P«.
i

Finalement (1) le modu le de 11̂  est au moins égal à

e^(rP+^)~\

Quant aa produi t des facteurs i— " > on a, pour A,,

289

n: =n I.
a/

a,

D =|T ï———1 ^(l——^)^^^10^1-^^^^^^^)-!;
„- , .;lB< «H» ^'/

p o u r B i , on remarc jue que

I a— z \ïe^ (rf)-^ e^ [(i -h 0 /)TrT]- t >^ (r^)-1,

où Ta t in i posi t i f ^> T.
,_.̂ .-,. .„„.„.._„ ^ ^, / -,:v\—m,a -n -^.s^y-â[/-^(^)]-"'-

(1) Pour /r == o, c'est-ù-diro pour les fonctions entières d'ordre fini; on arrive au mêroe
résullaL en remarquant que l'on peut faire p /===^ , où p est un entier fixe indépendant
de L On a

• z \ , / r\ . / r\P/ z \ { r ^
^)<p{7^ -p[7. '

f '" ——— /' \

^ p i r ^ i ^+r,^i P^\,

d'après (3), ôl l'on somme par le même procédé.
La démonstration reste la ni orne pour H [ y 14 et rïs.

////.//,. Kc. Aorw.. (3 ) , K X Ï Ï Î . — JI"ILLKT 1906. 37
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r „ ^ ( J + 6 / / ) / ^
r/// ̂  ( ̂ Ty ) ̂  ̂  ( ̂  ) ( ̂ î fl n i P o s i i H' ),

m <ek (/•?+£'),

/?. log [ /^ ̂  ( r^ )] < ̂ . ( /•F^ ) e,, ̂ , ( /^ ) < ̂  ( r̂ . ),

n ;^,4-l(^)-1

(r^ TI Uxes arbitraires, mais >• p si /c == A'i ).

Le théorème est ainsi complètement établi p o u r A, B ^ , car

AlBi^II i I I^IIa .

ûzy (^e Ci . — On a pour (^

/• i<^_^.

De plus
, ,. r i / ^ \ p . 4 - 1 1 /.;logRp^— —— — •+- ——^^^^ ( —i Lp/+ i \a// p/+2 V a /

où A = i + Ô' est une const /ante > 1, et

M^.I> ,< ï / , . \pr^ }.• l o g H. p,-h j \/'^
^r1 ï / î \ ^"4"1 / , :̂̂  ii^i^S—îï '"^1;^ (^<^)-•r^'

d^où

^^i ̂ 2 ̂ ^ ̂ ^ 2r"01 ̂ )t< ^ f"r"0110 '1 ̂ < ^î i (^^oi ̂ '^ i»-.___„ S' ^o,i<,a.}jJi i(w< j-j
7// 4" 1 m •+• 1 '" "l

(b\ const.);

on peut supposer i < ô^ logÀ, ce qu'on obtiendra par un choix conve-
nable de À, d'où

| log Ci | < b^
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Or ici
[ Ci 1 =: ] e10^ [ ^ <r-lI()^ 1 > ff-\

ce qui démontre le théorème pour G , . c. Q. F. D.

COROLLAIRE 1 ( 1 ) . — Si Uon comprend chaque zéro a; entre deux cir-
conférences ayant leur centre à l'origine et de rayon r^± <^C^J)'~S
(/c,, ï) arbitraire ^> (/:, p) ̂  | a^-1 == /^, 67z (oui point extérieur à ces cou-
ronnes C^, dès que \ z | est assez grand, on a encore

\ < î>(z ) | > ̂ .,,1 ( /^ )-1, [ ( /rt, TI ) > ( /^ p)] (TI arbitraire).

La surface totale de ces couronnes (^ est limitée supérieurement quand k
ou /', est > ï , ou quand k = k^ == o avec T > i 4- p. 2)a/?^ tous les cas, la
surface totale des couronnes G/ co'rYlprises dans un cercle de rayon r ayant
pour centre l'origine esl aussi petite quon veiu par rapport à l'aire de ce
cercle, quand r est asse^ ^rand.

La surface totale des cercles I\- de rayon ^/.//"J)"1 décrits autour de
chaque ^éro comme centre (théorème . I V ) est toujours limitée quand
(/:^T)>(/C, p).

Pour é tabl i r complètement ce corollaire, i l suff i t de s'assurer,
q u a n d /c ou k^ e s t ^ i , que les p o i n t s s exclus de cette manière, c'est-
à-dire pour lesquels

I ^— d^^(/"?)"'"^

points compris dans les couronnes C^ remplissent une aire totale
l imi t ée , et de compléter la démonstration quand /c == /^ = o.

Les couronnes C^ correspondant aux p — p- zéros qui suivent, les
\j, premiers on t une surface totale

S/,= TT J^ ; [>,+ e,, (rn-T-- [/,- ̂  (/•?)-']2!,
EX~H

(1) Ce corollaire constitue une généralisation et une précision d'un théorème connu (le
1\L îladamard pour les fonctions entières d'ordre uni (voir HADAMAIU), loc. cit., p. '204,
et oncîore BOHKL, Laçons sur les fonctiorif; entières, p. 79 et, Âcta Mat/icmaUca, t. XX,
p. 378; A. Kiurr, toc. cit.). I/épaisseur dûs couronnes C/ est limitée.
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(x é tant fini , mais assez grand pour que le coro l la i re supp l ique aux
zéros d'indice ^(J-. La surface exclue ainsi est

A + S,,,

où A est une constante pos itive ;

/'
A-+-S^=:A+47T^ ri €f,, {r] )-1.^ „.,; A -r- 4 u ̂  i i (/7.., \i i ^

\i.+\

^

Or, d'après (3),
i

r,> (log^.Q'7 ( (7==p 4-6),

r ^^(^)>^L(^)ë^')J>^^
fixe positif convenable ^> 1), si

^-/.[(l^gA'Q^J X^^'^

ce qui a lieu quand (/^, T) ^>(^, ^). Dans <ïet,(,e hyi)otlièse

^ /^
A -h S/, ̂  A + b V r"71! < A "+- ^ ^ r î <:// < //i,

jA-M ' 1

&, é,, Ai constantes, À,> j .
Quand ̂  === k == o,

/'
A+S^^A+^TC^/T^ 1 "^

|A "•(••* i

La série "S^74"1 n'est sûrement convergente que si T— i ^> p.
Enfin soit p "+" ï ^> T ^> p : i l ' suff i ra d'observer que Fepais-

p
seur Ai 4-2V^(/f)""1 des couronnes Ci1 est toujours l imi tée^

p. 4. l

d'après (3), ce qui achevé d'établir le corollaire. Par suite :
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Z/a surface totale des couronnes C/ c;̂  limitée supérieurement quand
(A,, ï) ^> (A, p) a<w k ou k^i ^ et quand k == À'i == o açw T ^> p 4- T .

Mais la surface totale des cercles T\- de rayon r^ décrits a u t o u r de
chaque %éro est

2T
-^

A+TC1:^^A+TC2^ <7 (CT=P-+-£ ) ,

et cette aire est l imitée q u a n d T ^> p. •
Par sui te , d'après ce qui précède :

La surface totale des cercles de rayon <^(^J)~1 est toujours limitée
quand (k^ T)> (A, p).

Le théorème IV et son corol laire 1 s 'étendent à une (onc t ion en-
tière F( z " ) q u e l c o n q u e d'ordre (A, p) :

F^)"^^)^^

ou ^C^) est un p r o d u i l c a n o n i q u e , G(-s) u n e fonction ent ière .
En effet1 , d'après le théorème 11, on sait q u e ^i^) est d'ordre ^(/i, p).

Mais r ien ne p rouve ( ( n e ( ^ { s ) soit d 'ordre ^ ( A . p ) ou, a fortiori,
que G(5) soit d'ordre ̂  ( / c — i , p) .

Je vais d'abord é tab l i r le lemme s u i v a n t :

LEMME I. — En dehors des cercles Y { , quand k ^ == A, on a

l^'^l^^it^4"13).

den (/ne z [ == r e.y^ a.y.y^s ffrand,

En efif^yt, en deliors de ces cercles,

[ V { s ) \ ^ e,^ ( /•P+5' ), <^ ( z) ï e,^ ( rF4-5" )-1-4,

d'où
l^'^l^lF^îl^^^/'^2). C.Q.F .O.

Ceci posé, je considère la f onc t i on ent ière
ç/i

P i M \ ..„.-.-...... ,̂ /» -M< » ( ^ ; — ^r '/'/^ ̂  y



294 E. MAILLET.

étant choisi en dehors des couronnes G;. Soit ( ' )

z-= /•^6, (),„•=. i6^-+~r/^,
G(^ )==P( / - , 6 ) )+ /Q( / - , 9),

P(r, 0) = ̂  /̂ (p,,, cos/n0 - y,,, sin/n^),

Q(r, ^) =^^'(7m cos/n6/+ (3^ sin//^).

On a sur la circonférence G de rayon r == | ̂  [ :
r* 2 TC /-» 2 71;

T(3o=- / S>^, 27Tyo== / Q^,
^0 « ' ' O

^.ÎTC .,27T

âTT:

TT /'^ ̂ ^ == J ? ̂  / / / / ^ d0=i Q <ï ^ '° ̂ 5.
»/(» i/o

Je divise (^) la c i rconfé rence G ayan t , pou r c e n t r e l ' o r ig ine en deux
parties G^ ( ;2 , l ' u n e sur l a q u e l l e P ~ P, est t ou jou r s p o s i t i f * , l 'aulre
où P == — 1̂  est toujours négat i f . Ici

On a

\^i3)\<^^(^^),
P^^(rP^)i^(^) (pi=.p^£).

/ Pi e-1^ 00 ;£ / .P, dû ::= 1 ï " 2 TT e .̂ ( /•?< ),
^L'i ^<;,

( l\e ' ^ d O ^ fp,^=:g3,
J^ J^

I I — Î^=27T6,,,.2 -— •'- li-^fh

^Ii-^7T,3o<47r^(rPO

pour r assez grand.
On en conclut

r^ ^

J = j P e-1^ dû <: | ,P | dû == 1 ï + Ig < TT ^/, ( rP-^ ),Tcr^b.
JQ ^0

( 1 ) Au besoin, voir Bolua, Leçonf! sur le^ jbncilow f'nUercs, pa^o 3, et /fcUi. Mal//.,
t. XX, p. 366, A. K!UÏ<T, loc. fiU^ p. 53.

(â) On reconnaîtra là une extension (lo la méthode si in^éniouse et si élé^nilo suivie
par M. Haclamard dans le cm où /'== o.
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(e^ ^> £, £, £, fixes aussi pe t i t s qu 'on veut dès que r dépasse une l i m i t e
assez grande),

i ̂  i <ek('^ •i m i "- y . fn.

Si /: == o, \b,n\ == o pourm;> p ( r é su l t a t de M. Hadamard) ; si k^>o,
faisons

rP-^^lo^.iw :

quand e^ est pr i s entre £^ et 2£^ (\> analogue à £ ^ ) , les valeurs de r
i

dé terminées par cette égali té sont comprises entre (lo^'/^m/^4"^
i

et (logA'-i^/ "rl " l t s^-» dont la d i f férence croî t i n c l é f î n i m e n t avec m : il y
en a donc pa rmi elles q u i sont en dehors des C^ P renan t u n e de
celles-là, on a

( f t ï i ï
1 hm | < •-11-111•-•-•11'~1••:1""^^^^ < •"llll'll•rl"'"•••lll•"ll'lll'•''^::"

(lo^i^)^ (io^...zmf^
DorKï :

LEMME II. — La fof ici/ion G(z) esl d'ordre <(/•— x , p) (/uand /c^>o (1).

(îe<;i posé, on aura d a n s tout le p lan

\(^^i)\<^(r^),

l^^^lâ^-^^^^)'1-
I)e mémo, en dehors des cercles 1̂  ind iqués au théorème IV

(^ •̂  k ou n o n ) ,(k
<I Ï (^) î : ;^ - . .h l ( / • t T / l ) • • •" l ;

donc, en dehors de ces cercles,

F(^);^,,,^(^)-1.

CoHOL'umE I I . — Le théorème IV, a fo r t io r i , le corollaire I , sap-
pliqaent à une fo notion entière quelconf/ue d'ordre ( / c , p) non tr ans fini.

( 1 ) Ce lemmeot lo lomrne I I I soiil fondamentaux , aijssî bien pour les fonctions entièros
d'ordre f ini que pour los fonctions entièros (i'ordi'o indni non tl'ansfmi.
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Incidemment on remarquera que j'ai démontré ce lemme :

LEMME III. — Soit G(z) une fonction entière : si ^ G 1 5 ) est d'ordre {k, p)
non transfini, G (s) est d'ordre {k — ï, p). (Si k = o, G(z) est un poly-
nôme de degré p).

Car, d'après les démonstrations des lennnes 1 et I I , G{z) est
d'ordre^- ï , p), et, si G(s) était d'ordre < (À - i , p), ô^1 serait
d'ordre <(^, p).

Je vais maintenant é t ab l i r le lemme suivant , qui précise un lemme
ind iqué par moi antér ieurement (1) :

LEMME IV. — Sou la/onction entière

ï?/ ^ \ — ^L1 /, ^m
K \^ ) — ^, ^m^ >

o

où, dés que m dépasse une certaine limite [L Jlnùy pour une infinité de
vcdeurs de m,

( 1 .4, s ) / / /

\Chn[ÏÏ(^^^n}ç' / ,

c'est-à-dire une fonction d'ordre ? (k , p).
On peut déterminer une suite indéfinie de couronnes eirculuires I)

ayant leur centre à l'origine et telles que sur toute circonférence concen-
tricfue comprise dans une de ces couronnes le maximum M,, du module

^ de F ( s ) soil ^^n (^p"£ l), ^ fixe, positif, petit et arbitrcdre cfiolsl a
priori.

La surface totale de ces couronnes I) est infinie.

En effet, on a, pour une fonc t ion en t i è re que lconque ,

1^1^
pour toute valeur de /' assez grande. Si l'on donne à rn une valeur
telle que

( A 4- e) m
l^mr^Oo^^) ' »

(r) Tournât de ^Mcole Poly'tcc/mique, 1904 et HJO^, p, î3 .
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et à r la valeur
i

r ==. {}o^kmf', m =- e/,^) (cr fixe < p),

^ ( / • ( T ) - ( l +£)o • r • , , ( / • < ^ ) ^ l o s / ' ^ t / ^ l C 1 - î—e)
M,Zr-[a,,JSr v p 7 ^ - C T P ,

M1,::^^^^).

Soit pi <^ p : tant que cr est compris entre p •— T] et pi -+- y;, Y] fixe
positif, 2 Y] <^ p — p , , on a dès que m et /" sont assez grands

M,ïe^,,Çr^^e^(r^).
i

Ceci a lieu pour toutes les valeurs de r comprises entre (log/^n)15

i
et (log/^n)^ i /), c'est-à-dire sur les c irconférences dont le centre est
à l ' o r ig ine et c o n t e n u e s dans u n e couronne circulaire D a y a n t môme
centre et dont l'épaisseur

i i
E,,̂  ( lo^m)1^- ( \os,mf~^

c r oit i n d é i } n i ni ( * n i a Y e c rn.
Le lemmt* en résuite iînmédialement ( 1 ).

P) Lo lomnu) IV {Xîi ' inot, <lo t roi ivor simplonK.îni un crittirt* do rcg»ili>i'ité (le ci'oiss<»ncc
I)ltis coni{ïlet qti(i coliii itKJiqiK'1 (iiïlcrinuccrnetil, (./ ournal de l'Ecole Poiriccfmîq ue, 190.1
cl, ic)o")i |). 1 8 ) cl- (renoncer ( i n < ' ('ondiiîon ru'cessaîre fît ^{t/fiA'anle {)OIH' qn'iiiic f'onclion
eut lent (l'ordro > o non li'îniydni donnée pinr son flevcl<)(>i><3inent l.iiylorien ail sa crois-
sance ré^uliero.

Hn oiTet, soient ..., mi, //ïg, ... les videurs (3e m crôissfjinlos toiles quo

( 1 •+• $ 1 m
a^lâ(log^)^ ^ ,

la fonction considérée él,<î i iL d'ordre (/", p).
Il snnira, pour ( jue la croissîince soit régulière, que les inlervalles .. «, 'Em^ Ewa' • * *

enipietent toujours les uns sur les autres, c'esl-a-diro quo

i i
( lo^Wîi ̂  Ê (lOg^Wi f^^,

si j)elils (•}iio soiont p — pi et ^. Prenons p — pi =s 3'r\. Il suffit

————- lo^.,..,-!//^ —————— lo^Â.+lWî,p — •^ • pi -r- ^

10g^..i//^È -p——••••^logA'.-MWl == U -h ———^" ) log^.i/7/i.
p — •/>, ̂  1 \ p -- '2 /î /

//////. /;<.-, /Vc/rm., (3) , XKUÏ. - JU(LLKT 1906. 38
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CoROLLAir iE I I I . — Le produit d'une fonction entière F d'ordre ( k , p)
par une F^ d'ordre moindre est d'ordre ( k , p ) .

En effet, re t ranchons des c o u r o n n e s I) p o u r F les pa r t i e s q u i appa r -
t i e n n e n t . aux couronnes C, convenable nient , choisies pour F ( i c i /', == /•) :
la sur face tota le des couronnes D — C/; restante est i n f i n i e p u i s q u ' i l en
est ainsi de leur épaisseur. On y a, pour r == s | assez ^rand,

max F 1 $ e,^ ( r?-^ ), F, | •> e/^ ( r^' )-1 ( ̂  < p ) ;

par s u i t e
maxIFFj^^^rP"^),

et FFi ne peut être d 'ordre i n f é r i e u r à ( k , ?). Il ne peut é v i d e m m e n t
être d'ordre supé r i eu r . Donc son ordre es t f / ' , î ) . < ; . o. K. D,

Si F et F, é ta ien t de même ordre (^, ? ), FF, p o u r r a i t é v i d e m m e n t
être d 'ordre mo ind re : exemple ,

F:,=^'^ Fi --•:-.: e"^^ PF,:::-!.

Ceci aura toujours lieu quel qui1/ soîl TJ choisi a priori dès que

(a ) lirnf^^^^^^ rpour m^ ^ ) .\ l og / ,+ ,wi / ï i /

Si elle est retn{)lie, pour //^ assez ^rand,

Mr à ̂ ..H r/'p'14^ ) ~ -̂..H (/-p ^ )
et la foiiclîon ost a croissauce ro^ulîèro.

D'aufcro p.irt, 011 sail (Journal da (/'École PoIrioc/inKfiw, njo^ jî. 9,9.) que 9i ( % ) rfa î)î is
lieu, la fbiicliou conskiorâï a sa (;roiss;]uico irr6^tilict"o.

TiiKOluafK. — /^a condition f a ) /'.y/, ̂  condillon nécessaire ci A7///a<w/r* />r///r /y///' ^^
fonction (muera (l'ordre ( k , p), ap^ /î on p > o, a^olumeri/. (/Ufifo/u/w, ad. ,v^ W^/^^/KT?
ré^'aUère.

I^n of )urs d'impression j'ajolUo e î qu i suit : j 'a i (Faimnl dornïé une |»art ic de oo critère
(^^. Fac. Se. TouL, lyr^ p, 4/ i8-455; </. /i'rï. Pô/.., (904, p. ï (>^ ot K)O^ p. r^'^).
87-39; (7. /L, 1er SOJ)L. 190:4, p. 3^î, 9 fôv., p, 349, i; î ïoûfc , p- 407^1-^1 Bepl., 1903,
p. 478)- -ï^vdis ( a i t connaîtrô un3 condi t ion suf f i san tG pour la ré^ulî î rkd do (îroiBHdiico,
une pour l'iiTéguIaritô. 11 se ironvo que la ^ocoiïdo <îsl aussi nôoeîHSrure, comrno l'a
indiqué M. E. Lindelof ( BulL de^ Se. Math,, 1903, p. 2 'Àî-%%3), qui a encore signalé (in
eriLôre analogue pour los fonctions d'ordre %6ro. (;orlai!iis do mes derniers résnIUUs ei
ceux de M. L indo lô fon t ôtô obtenus, jo crois, dans la même période, à notro insu réci-
proque.
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DEÏJX1ÈME PARTIE.
FONCTIONS QUASI -ENTIÈRES CT QUASI-MEROMORPH'ES.

^OUATIONS œRRESPONDANTES. — DENSITÉ DES ZÉROS.

V:

lîenmrc/ue. — Le t i l oo re rno I I , le théorème I I I et son coro l la i re I I ,
le c o r o l l a i r e I I du t h é o r è m e IV , les lernmes I I I et IV, le corol-
l a i r e I I I s ' é t enden t i i n i n e d i a l e i ï K ^ n t aux f o l i o t i o n s ( [nas i -en l iè res dans
le d o m a i n e de s ̂  ^c ( p a r s u i t e aux f o n c t i o n s quas i -en t iè res dans le
d o m a i n e de z == a, on a est f i n i ) , comme on le v o i t sans p e i n e : une
p a r e i l l e f o n c t i o n est, en e f f e t , dans u n e région B, formée des poin ts
extér ieurs à nn cercle de rayon f i n i a y a n t pour centre l ' o r ig ine , de la
f o r m e ( ' )

•H1)(^) F(^^^ 'Q,( .c)^ - ,

où k! est ent ier , pos i t i f 1 on mil, CL (s) une fonc t ion entière, ^(-\ une
f o n c t i o n m o n o d r o m e et f i n i e dans la région IL

I I ( M I résul te des conséquences analogues on correspondantes
p o u r les f o n c t i o n s m o n o d r o m e s a p o i n t s i n g u l i e r e s sen t i e l isolé dans
le d o m a i n e de ce p o i n t , , a u t r e m e n t d i t pour les f o n c t i o n s quas i -
e n t i è r e s dans le d o m a i n e d ' un p o i n t s i n g u l i e r essent ie l , en p a r t i -
c u l i e r pour les f o n c t i o n s q u a s i - e n t i è r e s proprement dites, c'est-à-dire
p o u r les ( o n c t i o n s m o n o d r o m e s q u i n 'ont q u ' u n nombre l imi t é de
pôles et de po in t s s i n g u l i e r s essentiels.

Ce q u i précède p e r m e t d ' é tendre aux f o n c t i o n s en t iè res , quasi-
en t i è res , m è r o m o r p h e s , quasi -méromorphes , à v brandies, d'ordre
non ( rans t in i u n c e r t a i n nombre de résu l ta t s connus r e l a t i f s au
nombre ou à la dens i té des r ac ines des f o n c t i o n s analogues d'ordre
fi n i.

Je ne r e p r e n d r a i pas t o u t en détail a cet égard, la, marche des

( î ) 'î^oïr m;i note (lu Bul.L Soc. Mal.li., t. X X X Î , 1903, corollaire ï (lu théorèli io I et
p. ' î t -32; Ï U O A M A I U ) , CompU^ rendus, i^ j u i n 1896; E. MAILLET, Comptes rendus,
9e sorn., '24 novembre î9o'2, p. 889,
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démonstrations res tan t parfois plus ou mo ins semblable à celles qui
existe déjà pour le cas des fonc t ions d'ordre f in i .

Le théorème su ivant , généra l i sa t ion d'un théorème class ique de
M. Picard, a été ind iqué comme vra isemblable par M. Pain levé :

a. Une fonction analytique u(z) 'à v branches (fui admet le point z == a
comme point singulier essentiel isolé unique prend, dans le voisinage de

ce point, foules les va'eurs, sauf'^v au plus.

Une telle fonction uÇs) vérifie (1 ) une relation

(i3) f(z, u) == ̂  -h ^- 1 Ai (z) "h.. .+ a AV-......I (z) + A v ( ^ ) -= o,

O Ù A ^ , . . . , A,; sont des fonc t ions monodrornes (ou u n i f o r m e s ) a y a n t
le p o i n t s i n g u l i e r essentiel isolé u n i q u e z === a, et p o u v a n t avo i r des
pôles. Par la t r a n s f b r m a l i o n z ^ a, 4- ^7 •> je t r anspo r t e r a i le p o i n t.«>»
s ingu l i e r essentiel à r i n f i n i , p u i s r e m p l a c e r a i z ' par s ( 2 ) .

S'il n 'exis te pas de v a l e u r s except ionnel les de u, c'est-à-dire de
valeurs de u voisines de a, et que ne prend pas u ( s ) , l 'énoncé est
évident ; s'il en existe^ on peut ( m o y e n n a n t u n e t rans format ion

homographique u = a -+- —5 a étant u n e v a l e u r e x c e p t i o n n e l l e ) faire
en sorte qu 'une de ces valeurs soit u == x» : la (or nie de ( i3) se con-
serve; je supposerai donc qu ' i l en soi t a in s i . A, (s), . , . , Av(s) de-
v i e n n e n t alors des fonct ions quas i -méroînorphes aux envi rons de z == co
et q u i n'y ont p lus de pôles, sans q u o i u =: -x/ne serai t pas une va leur
e x c e p t i o n n e 11 e (;î ) ; a u t r e m e n t d i t , < î < î s o n t d e s fo n c t i o n s q u a s i, - e n t i (k r e s.

( 1 ) On i)oiit considôrcî" cola comme uno (Joli ni lion.
( 2 ) A] , ..., AV sont alors dos foriQfcions (njiisi-"in6r(){nori)Iies nom* z == co.
( 3 ) Si Ai, ..., Av sont des fonctions quasi-entières, u == w est une valeur exception-

noilo, car on n^a //• =ss w qu'au point (issonliel s ~= w liii-rn6nïo (il non dans son voiyina^e*
Inversemeni, sajïposons quo u^sw soit une valeur oxccptkmneïlo : si nne au moins des
fonctions Ai, ..., Av a le polo z -s ^, d'ordre do multipliai lô |A, au maximum pour les v
fonctions, pour z ss ^ "4-s (s poiil^, uno au moins des raGines de l'équation en u

(z — b)^- ( i^ 4- Ai ^<v••l-l "+-.. - -h Av ) î= o

a son module qui croît indéfi nirnont quand £ tond verg o; u ="= co ne sorait |)as (îxception-
nellô; donc Ai, »,. , A,v sont des fonctions quasi ̂ entières pour z = w.
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On est ainsi ramené à établir ce théorème : ' •.',;

b. Si F équation (i3) en s, où A ( , ..., A,/ .̂ /̂  des fonctions quasi-
entières dans le domaine de z === co, n'admet pas de racines pour av m-
leurs finies distinctes données à u, les A y AWU des quasi-polynômes dans
le mfime domaine {le sens de c^tte expression s'explique suffisamment).

Ce théorème a été ind iqué comme exact par M. G. Remoundos (1)
dans l 'hypothèse on les fonctions Aj sont des fonct ions entières ou
quasi-entières p ropremen t dites d'ordre f in i . De mon côté, j 'ai ob tenu
an té r i eu rement (2) les résultats su ivants , relatifs à Inéquation (i3) où
A^ . . . , Av sont des fonct ions entières ou quasi-entières dans le
domaine de z •== co :

a I I n'y a pas v va leurs dis t inctes f i n i e s de u pour lesquelles/^, if)
soit d 'ordre apparen t plus pet i t que le p lus grand des ordres appa-
rents, f in i s ou non , de A,,, . . . , A,^ pour s == w.

» On voi t , par extension de démonstra t ions données par M. Borel
et moi , q u e :

» i° Quan.f/ A,, , .. , Av sont d'ordres apparents finis pour z == co, si
p est le maximum de leurs ordres, f(^, u) ne peut être d'ordre réel
fini <^ o pour Dius de 2v — i valeurs finies distinctes de u.

)> 2° Quand A,, ..., Ay sont d'ordres apparents non lom finis et que

\ A< ) '.""' (^^ ( | -s | grand, p fl/ii, c fixe aussi petit quon veut pour \ z \ assez
grand) quel que soit /', f(z,u) fie pelU être d'ordre réel fini pour plus
de 2V — r valeurs finies distinctes de u. »

Je me propose ici d'établir le théorème général suivant qui com-
prend tous les résul ta ts précédents relatifs au théorème b :

TîlEOliÈME V. — Soit n ( z ) une fonction à v branches définie par

( 1 ) Comptes rendue i*"'' sem. i<)o3, p. (pB et Bull. Soc. Math., t. XXXII, 1904,
p. 44. Mémo, (rapn:t8 MM. Pamiové et ïleinoiiiidos, rôquation ( i 3 ) en z n'a un nombre
fini do racines que pour au plus 2^ valeurs finies fie a (voir encore Ann. Fac. Se. Tout.,
'^ série, L VI I Î , rinfcôressanle ThèKfî de M. Remoundos).

( 2 ) Compta rfîndfu, Ie1' sem. 1903, p. 1128. Le début de ma Communication, jusqu'à
la onzième li^nc de la pa^e 11-29, aurait besoin de diverses corrections par suite des
altérations .survenueB a rimpression; ce que je dis ici me dispense de les signaler.
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/ 'équation

(i4) f(z, u) = ̂ + ̂ -1 Ai ( z ) +...+« Av.,.,1 (^) + A,(^ ) .= o,

où A.,, ..., Ay sont des fonctions c/uasi-enliêres ou quasi-mérornorphes
aux ewirons du point essentiel isolé z == ce ( ' ).

Quand A^ , ..., A,/ sont d'ordres apparents non trans finis (/ans le
domaine de z ==cc, si Çk, p) est le maximum de leurs ordres, f(z, u) ne
peut ^tre :

1° D'ordre apparent <^ (^, p) (fue pour [M valeurs finie s distinctes de u,
açec ^ ̂  v — ï ;

2° D'ordre réel (2) fini <^ ( k , p) pour p l u s de a •+- (x, valeurs finies
distinctes de u (p^ $v, ^ +• (JL, < 2v — ï).

En effet, soit
a —z a, -= consi.

On a (''})
f(^a,)^Q,(z)(^\

où Q/(5^) est u n e fonct ion jnéromor[ )ho , ' ^ { z ) une f o n e l i o n inono"
droine et f in ie dans le domaine de s; == -», d'après (12) .

Jie suppose que l 'ordre m a x i m u m de A^ . . . , Ay |)our ^ == x.
soit ( A , p ) : /(^a,) est ( 4 ) d 'ordre ^ ( i ^ p ) ; q u e l que soit a, t i n i ,
Q/Cs) est, pour /5 == a^ d'ordre ^(À, p).

Je considère v valeurs f i n i e s a ^ , a^ . . . , a,, d i s t i n c t e s . On a

^ d\ -h a^""' A i ( Z ) "h . . . 4-" A y ( S ') rr: ( ), f^z,

( ^ 5 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / . . . . . . . . . . ,
f aï + a:r1 A î ( ̂  ) 4-... + A.v ( ̂  j = Q^ ̂ ^v.

On peu t résoudre ces é q u a t i o n s par rapport à A , , . . < , A./, car le
dé t e rminan t (de Vanderrnonde} est ^ o. Une des q u a n t i t é s A,, . , , ,

( 1 ) Le cas on le point cri t ique essentiel pour A i , . . . , Ay serait s ^ a se raniène ù
celui-là par la trartëfbrmation z == a -+- -1,.

( î t ) Pour le sens que j'îUlîiche à ce rnol, '?w//' plus loin, p* ^<) f )-
( » ) j^^//. Soc. Math., t. XXXï, 1903, p. 3l , 41.
^) On le voil on réduisaiit les A j ( s ) à leur plus petît f l enorn ina lour eorrimdn f corol-

laire V du Lhéorèmô 1U).
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A^, par exemple Ay, é tant d 'ordre ( ^ » p ) pour z == cyD, une des quan-
t i tés Q, , . . . , Qv est d 'ordre (/i, p) pour ^ =-- ce; donc :

/Y^? ^) ne peut être d'ordre apparent <^ ( k , p) que pour p-^v — i t^-
/<?^r.v finies distinctes au plus de u.

J 'admets m a i n t e n a n t que l 'ordre réel de ,/Ï^, <^)< c 'es t -à-dire
l'ordre du q u o t i e n t des produi ts canoniques de facteurs p r imai res
cor respondant à Q/(^), soit <^(^" ,p) pour un certain nombre de
valeurs f in ies d is t inc tes de a^' II y aura d'abord parmi elles celles a;
pour l esque l les /'(s, a/) est d'ordre apparent <^( /c ,p) , en nombre
[ x ^ v — i . Je suppose que, en dehors de ces dernières, il y a i t encore
y .4- y valeurs f i n i e s dis t inctes a'^ al, . . . , a^.i de u pour lesquelles
y*(;s, a - ) sont d 'ordre réel <^ (/c, p) : ces fonc t ions seraient ( ' ) d'ordre
apparent (7i, p). Elles d o n n e r o n t l ieu à ^ -h i équa t ions analogues
à ( r Ï ), o n t r ( k 1 e s q u (k 11 e s o n p o u r ra é l iminer A ^ , . . . , A^, ce qui
donnera une r (dat ion de la forme

( i ( 6 ) MiQi^- i 4-"MâQa^ -i"-.. .4- M.v,4,.iQy+i<A..M = (3 =coiisl.;

p est ^o, car c'est un déterminant de Vandennonde, M^ . . . , M,^i
sont des constantes. On aura

Qi =":: ̂ S ..., Qv+i = ̂ v+i ̂ ^

ou ^i, <I>^, .... ^v+i soni des quotients de produi t s canoniques d'ordres
tous ^^y', p), G-i , G^,. . . , G^i des fonct ions en t i è res d'ordre (k — :r, p),
lorsque /c>o, d'après le lemme .III, des polynômes tous de degré p
en t i e r lorsque k == o. Les ̂  sont de la l'orme /;1 + ̂  -+-... .

La r e l a t ion (16) est a insi de la forme

( r rj ) cp ^ r/' • 4- cp ̂  ̂ G^ -h... "h 9,̂  i ̂ (;-. 1 1 :== 9,/,^a ̂  o,

ou ç^ 9^, . .* , 9v,^ '>ont des fonc t ions quasi-méromorphes pour z =-= ce
d'ordres <^( /c, p).

( i ; Si À'== o, ce cari rfosi possible que quand p est enLier : quand À- == o et p non
entier, on ifa que ^ v — i valeurs exceplionneliys.
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Par dérivation on tire de (i 7)
V4-.1

(18 ) ^(y^+G;^,)^^^.
1

On a alors deux cas :
i° Si l'on a

9; 4- G, 91 _ 9; , ___ 9;
——————— == — -4- (ï.-z= — •+. (j.

?i 9i ?/

quel que so i fcy5v + î , on en tire

lô^9i -h GI == Iog9y -f- Gy + C,

9, :== 9y ̂ /-^i+c^

^;y-G,..4-c ^^^ d'ordre <(/:, p), sans quoi , d'après le corol la i re I I I du
théorème IV (p. 298), op, serait d'ordre r^C^, p), ce q u i n'est pas.
(17) donnerait :

91 + 9^Gs•"•(l;* 4-.., + 9^ c?<s.H-^< = çy^^ e-"^*.

Le premier membre serait d'ordre < (A, p), le second d'ordre (/•, p),
pu isque (pv^ est 7^ o, résultat absurde.

2° Si l 'un des déterminants

91(9; 4-G;9^) - 9^(9^ + G, 91)

<j== 2 , . . . , v 4- î ) est ̂  o, on peut é l imine r eF1 entre (17) et (:r8), et
l'on est ramené à, une équation analogue à (17), mais de la forme

( ï 9 ) '^ ̂  +... -h XV-M ̂ ^ = Xv^s,

où 7^» - •. K^a sont d'ordres (1 ) < {k, p). Ici

Xv.+2 = 9v+2 ( ç'i ̂  G'i 9i ) — 9^+2 91.

(1) An besoin ^(?<r plus loin leimncs V et VL



SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS ÏîNTÏÈRES, ETC.

Si 7,v+.,== o,

3o5

y^2 ̂  pi ^•G,
y'/-+-2 9i
cpv+2 ^ yi^S

ce qui est impossible , d'après le corollaire III du théorème IV,
É?01 é tant d'ordre (/', p). Donc /^^ -=^ o est d'ordre <; (/c, p).

Finalement C T C ) ) est ab so lumen t de même forme que (17), mais
r en fe rme une fonc t ion e^'de moins que (17).

Le r a i s o n n e m e n t peu t donc se cont inuer jusqu 'à ce qu'on tombe
sur u n e re la t ion de la (orme

7i7v4-l É'('v"l•l "-:=- ^V-l-âî

avec ^^2 7^ o, qu i est encore impossible, ^4-1, ^4-2 é lant d'ordre
<; (A-, p), e0^1 d'ordre (A, p). c. Q. F. i> .

On ob t i endra par une méthode analogue ce théorème :

Tin^OlîÈAîF. VI. •—" Sûf'l F (s) une fonction (fucisi-'eniiêre pour z = co
d'ordre apparent ( / c , p ) , ç(^), 9i(^) c/es fonctions qaad-enîières pour
z ::=- co (pielconqaes d'ordre inférieur : parmi l'ensemble des fonctions
oF _ ^,, oa ip et ^i prennent toutes les valeurs possibles, une au plus est
d'ordre réel inférieur à (A, p), en ne considérant paK comme fonctions
ç p _ ^ distinctes celles que l'on déduit de l'une d'elles en la multipliant
par une fonction epu^u-entiêre pour z == co, d'ordre <^ (^ p).

La marche à. suivre est d 'a i l leurs ici la même que celle que j'ai
employée dans le cas ou l 'ordre est, f i n i (^). On en dédu i r a le corol-
laire su ivan t :

ConoLLATH.E. — Parmi les équations F — ^1 == o, il y en a une au plus

d'ordre réel inférieur à (k, p) (le sens de ce mot s'explique de lui-même),

( 1 ) Dans ce ( le rn ipr cas la marche est voisine (le colle adoptée par M. Borel dans ses
Leçonff sur tes jonctions (muère^ p. 95-96, après correction d'un lapsus [p. 96 do ces
Leçons: lo dôlernmmnt dos équations ( i ) et ( 2 ) de M. Bord est MN / —NM / -^ •MN(Q r - -P / ) ,
et non M N ' — N M ' ] .

.///,//. K(.\ Norm., ( 3 ) , X X l I t — — JUILLET 1906. ^Q
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On peut encore o b t e n i r un autre résul tat analogue au théorème V
au sujet des fonct ions quasi-méromorphes pour z == ce.

Soit F (-s) une fonction quasi-mél 'ornorphe dans le domaine de
z == co. Une pare i l le fonction est le quot ien t de deux fonc t ions quas i -
entières pour z ===-- oo, j\ et/a :

(19^) F=4-

.l'ai appelé ordre apparent ou ordre de F le p lus grand des deux
ordres de f\ et f^.

On suppose que/i et/a n 'ont pas de zéros communs et que l 'on ne
peut abaisser l 'ordre de y, e t /y en les m u l t i p l i a n t par un même (ac-
teur exponen t i e l . On peut tou jours admettre que /^ est une fonc t ion
en t i è r e ; en par t icul ier , q u a n d F n'est pas d 'ordre t r a n s f i n i , on p e u t
prendre pour/a un p r o d u i t c a n o n i q u e .

Pour les fonct ions méromorphos p ropremen t d i tes d 'ordre f i n i on
retrouve la d é f i n i t i o n de l 'ordre apparen t de M. BoreL

Quant à l'ordre réei de F, M. Borel. le d é f i n i t a i n s i pour ces der-
nières fonct ions : c'est l'ordre du p r o d u i t c a n o n i q u e avant les mêmes
pôles (ou du moins sa d é f i n i t i o n est é q u i v a l e n t e ) .

Dans l'espèce, il me semble nécessaire de d is t inguer à la fois les
ordres réels relat i fs aux zéros et les ordres réels relatifs aux pôles,
c'est-à-dire les ordres des p rodui t s canon iques formés avec ces zéros
et ces pôles; je dirai donc l'ordre réel des zéros, l'ordre réd des pôles,
quand la d i s t i n c t i o n sera u t i l e * Le plus ^rand de ces deux ordres sera
l'ordre réel proprement dit ou ordre réel de F, par ana log ie avec ce qui
a lieu pour l'ordre apparent. Ces dé f in i t i ons s 'étendent immédia te-
ment aux fonct ions quasi-méromorphes dans le domaine d 'un point
essentiel .

C'est là le sens que j'ai attaché antérieurement (! ) au mot ordre réel
pour une pareille fonct ion.

J 'énoncerai d'abord les lemmes su ivants :

0) Théorcmo V précédent et Journal de Mailitîm.calquefî, 1902, théorème VIIÎ, p. 38ï ;
les ordres de F dont il est question dans la dernière ligne do renoncé de ce théorème
sont, bien entendu, les ordres apparents.
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LEMMIS V. — La dérivée d'une fonction F (5) quasi-méromorphe pour
z == co d'ordre (À-, p) <?.ç/ d'ordre ^ (A, p) (/c ̂ / p ^> o).

Car
r? __ .A ^i__ /^y^~""/2^A,1, „„-. ——, l. —— ?y 2 ./ a

où /n/2 ^^t d^ fonct ions quasi-entières pour s = ce (1 ).

LEMME VI. — Si l'ordre réel de F(z) est pins petit que son ordre appa-
rent (k, p) pour z = co, Ici dérivée FÇz) est d'ordre apparent (/'•,?)
Ç/c ou p ^> o), et d'ordre réel <^ ( k, p}.

Car -•—
ou 0 et Y] sont des produits canoniques de (acteurs primaires d'ordres
< (^, p), et ^ est d'ordre (/•, p).

î  0G./+f ey\r] \r j / ,

et la parenthèse est d'ordre < (A, p) (corol la i re 1 du théorème III).

On pourra encore établir le résultat suivant, extension d'un théo-
rème énoncé par inoi antérieurement :

TnEonftME VII. -"- Par/ni toutes lefi fonctions cfaasi-rnéromorphes pour
z == co de la forme F — <I>, d'ordres (À-, p;, où F est donnée, quasi-méro-
rnorphe pour z === co, et d'ordre (/^p), ^ ^^ quelconque des fonctions

( i ) L'ordre rôol des polos do K', au plus égal à l'ordre de/j , est an moins égal à celai
do /2, car, si v//. est l'ordre de mul t ip l ic i té d/un pôle de P, cet ordre de multiplicité
est v^-h i pour F7. L'ordre réel des pôles de P et F' est donc le même.

C 2 ) C'e-it une extension d 'uue partie d'un théorème énoncé par moi antérieurement
( lîuU. Soc. matli., t . X X X Ï , 1903, théorème VI, p. . i l ) . Je rectifie et précise l'énoncé qui
contient une faute d ' impression ; il fau t y remplacer (première ligne de la page 4---0 :
« d'ordres réels tous infér ieurs a ceux de <î> », par : « d'ordre réel mierieur à celui de F »,
ou encore par : « d'ordres réels des zéros et des inf in is tous deux inférieurs à l'ordre
apparent de F ». î)o même dans l'énoncé du théorème VIÎ de la môme note (p. 4^)1 le pûint a
est, eornmô rindicpie assez la suito, le seul poini critique de la région considérée, ^oir
encore C. ,/L; ^4 novembre njoy., p. 890.
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quasi-mérom.orphes pour z === ce d'ordre < (/c, p), ?7 j m a ̂ /^ a^ /?//^
d'ordre réel <; (/', p) (:2).

En effet, s'il y en avait deux, <&n • T^ on aura i t à la fo i s dans le
domaine de s = oo :

F — < î > i =0ôS
F-ÏF,=:Y^",

^ =-£: "tp\, où 0, y] sont des quotients de produi ts de facteurs p r ima i re s
relatifs à F — <I>i et F -- W, d/ordres <(^ p), ^ et ê" des (onct ions
quasi-entières pour z == co d'ordres (A, p) (1}.

On en conc lu ra i t

(80) ^-V^Y^——^,

ident i té que l'on reconnaî l encore être imposs ib l e [cas p a r l i c u l i e r
d 'un ra i sonnement du (dléorerne V, f o r m u l e (17 ) ].

On pour ra i t encore chercher à é tendre aux I b n c l i o n s quasi -méro--
morplies d'ordre inf ini pour z == co la généra l i sa t ion d 'un théorème
de MM. Picard etBorel ind iquée par moi an té r ieurement pour les fonc -
tions quasi-mérornorplies proprement dites d 'ordre f i n i ( a) . Je préfè re
établir le résultat su ivant , de même nature , el q u i complele le théo-
rème V pour le cas des fonct ions quasi-méromorphes.

THÉOHÈME V1.IÎ. — Soit u(z) une fonoUon à v branof'K^ définie par

(H On a Ici F == ••-i, <l>i == 2.1, f^ 9^ produits ciiiwniqu.c.s, F — 4>i "= «J .̂̂ -̂l.t!;j î ? 2 t j2°â
F -«. <i>, est d'ordre ^ (/:, p ) ; je dis que F — ^i est d'oniro (/', p) .

En cfïbl, si /. est d'ordre <(/-,?), l\^î—!\^\ est d'orure ( / ' ,?); ^^^^3l esl
.^ys

d'ordre (/•:, p ).
Si /a est d^ordre (/', P)) 1 1 1 1 xôro do fî n'anïiule Vi ̂ a—./^i 'î'if ^iî anniilcî ys; l'ordre

* /'t
réel des zéros do " - ^ est celui de/^ c'est-n-dire (À', p), d'après le coroHmro IV du théo"

rèroe I I I ; donc l'ordre réol des pôles de F — < h est (/', p ) . Dans efô derniûr cas, il n'y a
pas do valeur exceptionnelle de ^I».

(2) Journal de MftthérrudiqucSf ïgoa, Lhéorèlne IX., p- 38y,; .Bulletin de la Socléié
mathémMiquo, 1903, t. XXXI, théorème Vï [ voir note P), page précédontol.

(3) Lô cas où 1.6 poini critiqae ossentiol considéré pour A.^ ..., Av serait s == a se
ramène à celai-là par uno transformatioa horno^raphiqne z = a -h ^*
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l'équation

(9.i) f(z, u^u^^^A^z) +...+Av(s)=o,

oà A^ . . ., A,/ soni des fonctions quasi-rnérornorphes aux environs du
point singnUer essentiel z == co ( : î).

Quand A^ , . .., A^ ,wz/ d'ordres apparents non trans finis dans le
domaine de z = co, .s7 (À', p ) e.̂  A? maximum de leurs ordres, f{z, ̂ ) ̂
peut awir son ordre réel des zéros <^ Çk, p) pour plus de [j. 4- [̂  4- i m-
fe^r.y disUnctes (y compris u == co) ̂  ̂  (;j. Ê;<Î pi étant définis comme au
théorème V, p- •+- [x^ -+- î ï 2v).

D'après le IhéorèrneV, on saiL déjà que f(s, u)n^ peut être d'ordre
réel << (k, p) j ) o u r p l u s de 2v -"- i valeurs^/?^^ dist inctes de u.

Je terme un p rodu i t cas- ionique Bo ayant pour zéros les i n f i n i s de
A^ . . ., A.v, chacun avec l 'ordre de m u l t i p l i c i t é le plus fo r t parmi
ceux de c h a q u e i n f i n i dans A^ . . ., Ay : Bo c^ d'ordre ^ ( / c , p ) dans le
domaine de ,s = •x? (coro l la i re V du théorème I I I ) . On peu t écrire

. I^i . ̂  lîvA,^^, —, A^-j^

où !{,,, . . . , Bv sont diïs (onct ions qua^s i -ent ières pour z == ce.
J 'admets m a i n t o n a n i qu ' i l y a i t À . ( Â ^ 2 v — - ï ) valeurs finies dis-

t inctes de u pour lesquelles /(s, a) est d 'ordre réel < ̂ , p) , et une
autre valeur/yu^ pour laquelle/^, u) est d'ordre réel Çk, p), mais
à son, ordre réel, des zéros <(/:,?). J 'appel le provisoirement, pour
abréger, zmleurs exceptionnelles de u celles pour lesquelles/^, u) a
son ordre réel des zéros <^(Â ' ,p ) .

On n'a une valeur de // = ce que pour B^ = o (s étant fiai) et réci-
proquement . ^s sera donc une valeur exceptionnelle à la condition
nécessaire et suffisante que Bo soit d 'ordre < ( / c , p).

Or, je fais le chansernent de variables u^ a •4- •̂•̂ - : pour l'équa-
tion transformée

/l(5, { , / / ) ==0,

a^co est une valeur exceptionnelle. O n ' p e u t donc toujours sup-
poser que f(z, u ) == o admet 1̂  comme valeur exceptionnelle, c'est--
à-dire que B(, est d'ordre < (A, p).
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Ceci posé, si, en dehors des X valeurs except ionnel les f in ies de u
pour lesquelles /(-s, ^) est d 'ordre réel < < ( / f , p ) et de u = co, il y
avait encore une valeur ^ exceptionnelle, on aura i t

,. Bi / „ , B, 0 ^1
AV _L _i. A'/ •- 1 _L- -4- _- — -î- __<y j i -» (̂  .1 i » « • i • », ——" t

1 S^o B() ^ ^ ' î

[formules (12) et (ic)bù')~\, où Bp est une fonct ion entière d'ordre
réel<C(À,p) , Y] un produit canonique d^ordre (/<*,?) n 'ayant aucun
zéro commun avec Q, /, un entier, et y < f ini pour z == co. Tout zéro
d'ordre de mul t ip l i c i t é m de Y] est un zéro de B() d'ordre de m u l t i p l i -
cité ^m; Y] serait un diviseur de Bo, ce qui est absurde (corollaire III
du théorème III) puisque T] est d'ordre (/c, p ) et B^ d'ordre < {k, p).

Par conséquent :
En dehors des À valeurs finies distinctes de u pour lesquelles fÇ^^u')

est d'ordre réel <^ (A\ p ), il y a au plus une autre valeur (finie ou infinie)
pour laquelle l'ordre réel des zéros de /'(^, u ) est <^ (/c^ o). a. Q, F. D.

COROLLAIRE. — L'équation
a^^(s) =o,

où îp(s) est quan-rnéro'mo'rphe dans le domaine de z == x; et d'ordre (k^ p)
non tram fini (/c o^ p ^> (:)), a l'ordre réel de ses zéros é^al a ( k^ o), sauf
pour deux valeurs au plus de u,

C'est âne précision d'un résultat c o n n u de M. Picard ( 1 ) , mais
bornée au cas où y (-s) n'est, pour z == o^, d'ordre ni n u l , ni t ranst ini*

( ï ) Analyse, l. ÏII, Pans, (JiîHilIiior-Viîlîtrs, îH()6, p. 347.
Soit/(-3) une fonction qU(isi-niérorr)or|)he quelconque dans le (loniaîno de s ==x,et.soit

à établir le théorème général do M. Picard : 1 1 n'y a que deux 'valeurs (Ufftinctcs fmies
ou. non que ne puisse prendre f( s).

Je suppose que/(s) rie puisso pnmdrc les Iroîs valeurs A, B» G dislinclos. îl y a iroin
valeurs distinctes que ne peut prondre •î"^^——^ î=f\(z) ( I ^ I C A H Ï » , /OT,\ r^j et l'ori

T./ ( ̂  +o
peut suppo.ser, en choisissant convenabloincîU a, [ï, Y, S, que ces trois valeurs sonto, t , ».
La fonction /i( z)^ (ruasi-rnéromorphe dans le dornaino do z = ̂ , no pout y devenir
infinie : elle y esfc doue <niasi--entièro-

Ponr ce cas, on se reportera à mon Mémoire du HuUfîlm. de la Société mathématique,
t. XXX.Ï, 1903, p. 41 [note au bas de la pa^e, où FCs) désigne, rnêrno bien entendu dans
les trois dernières lignes, uno fonction quasi-ôntîère ponr z =3 w],
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VL

RÉGULARITÉ DE LA CROISSANCE ET DE LA DISTRIBUTION DES RACINES.

Je vais m'occuper m a i n t e n a n t d 'étendre aux fonct ions entières
d'ordre in f in i non t rans f in i (/", p) les résultats connus pour les fonc-
tions d'ordre f in i en ce qui concerne la régularité de la d i s t r ibu t ion
des zéros. Des méthodes analogues seront applicables. J ' a jou te ra iy
d'ail leurs, des résul tats nouveaux.

La distribution des zéros d'une fonction entière F(s) d'ordre réel égal
à son ordre apparent sera dite régulière si l 'on a, pou r toute valeur de i
supérieure à une cer ta ine l imi te ,

( 9/2 ) /'p4"3 =: IO^'A.^ (e posi t i f on négatif) ,

où l im £ == o pour i = co, r^ étant le module de la ^ i<lmtî racine a^.

THÉORÈME IX. — Si F(Y), d'ordres réel et apparent égaux à (/c, p), n'a
pas sa croissance régulière, (a 2) ne peut awir lieu ; clutrerneM dit, la dis-
tribution dea zéros nest pas régulière.

En e f fe t , l 'on suppose ici que (1) , pour r == | x \ assez grand, on ait
toujours , M.r é tant h maximum de F(^) sur une circonférence de
rayon r ayant pour centre l 'or igine, pour une in f in i t é de valeurs de r
i n d é fi n. i, m ( î n t c r o i s s a, n t e s,

(^3) M^^i^), c r<p ,

alors que, pour une i n f i n i t é de valeurs de r indéfiniment croissantes^

M/.>6?/,+l(/••P-"£ '),

( i ) Journal de L'Écûlo PofyUîchnique, 1904 et 1905, p. i % - ï 3 * — II n'y a évidemment
pas de tîléorèmo sernblable poiir les fonctions à croissance r'é^iilière dont l'ordre réôl est
()liis petit que Fordre apparent; à ce suj^t, 'voir plus loin, lei-nrne VIÏ, p. 3 f 9 . En cours
d'impression, je renvoie aux résultais obtenus par M. Rémoundos au sujet de la régularité
de croissance des fonctions entières d'ordre fini (^/m, Fac. ^'c. Toid., toc. cit., p. 5i el
suivantes).
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et, quel que soit r,
M/.<6-/,+i(/-F+^).

J 'admets que la d i s t r i b u t i o n des zéros de F(s) soit régul ière; on a

(22 ) r^^log^.

Soient
M,==6^(/^), V,=^(r^.),

et, pour une valeur de r sat isfaisant à (23),

( s4 ) ^i^r <^*/+i,

s étant ^> 2 et fixe; on peut toujours trouver r\' de façon q u e ceci ait
l ieu. En app l iquan t encore ic i le r a i s o n n e m e n t de M. Schou ( ' ) qu i
nous a c o n d u i t à la f o r m u l e (3), on oh l i e n t

n o g ( A - — f ) < log'M',.^/,^),

r étant une valeur sa t i s fa i san t à (23). Si /'^> o, on en ( i re

(lo^)1-1^ <^i(/^
, • • • • * * » • < « » r * * . » • » )
(lo^.Q^<r^

Donc, même si k == o (mais alors p ^> o),
17

lo^ < /^^(^.i )̂ . < log/,(, + i ï^ ( l" l f" t"1,

( 1 ) II fam avoir soin de prendre l'inlé^rale / ~~.L ̂  (BOBEL, Leçons, p. 73^ lo long
»/(,; z K { Z )

d'une circonfôronco de rayon r (et non ^/v) ayani pour <;Cïit,re î 'ori^ino. Sinon on eai
obligé, comme dans la démonstration donnée par M. Bord pour le théorème analogue au
théorème ÎX on ce qui concerno les fonctions entières d'ordre f i n i , de s'appuyer mir ce
f a i t que M/, est une jl'onclîon croissante de /*, alors que noiro dénionstration, qui s'applique
aussi aux fonctions d'ordre fini , ne s'en sert pas.

On poiu voir d'ailleurs que M/, est fonc t îon croissante de /' en se basant sur notre Note
du Journal, de l'École Po^'UîafmIque, cahbr Vl î î , ^ série, 1903, lemme VH,} ) . 90. En efÏbt,
il y a un point s, avec | z \ ̂  / • — X ( X positif; ou \ f ( z ) \ = M,-...-),. La ligne de croissance
rnaxima des modules qui passe en ce point z ne peut être contenue dans le cercle de
rayon r ayant pour centre l'origine; car une pareille li^no n'a pas de point d'arrêt, ne
peut êtrô ferméo et no pont passer qu 'une foi.s à rinlériour du cercle de la figure 7. Donc
elle traverse quelque part la circonférence de rayon /% et en ce point M,.>M,.«)..
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d'après (2^) et (22), ou encore

(i^bù) log/^'< [log/,(^+i)]°", ^ fixe <3.

Si grand que soit i, cette inégal i té doit avoir lieu pour une infinité
de valeurs de z. Or, -: tendant vers o quand i croît indéfiniment, on
a (1), quand ̂ i,

log,(<+i)=log^+^^^

avec lim,Y]'= o pour i = co; on a d'ailleurs, pour k = o,

J o g ( î 4 - î ) - = l o ^ + - l o g ^ i + j^ =: ( logO( I -+- Y î / )»

en sorte que, quel que soityE:, on devrait avoir ici, d'après (24&^)>

(lo^Q^^Cî+r/)^

ce q u i est absurde pour i asse% grand, c. Q. F. D.

TÏÏÉOBÈME X. — Soit. V ( s ) un produit canonique de fadeurs primaires
d'ordre (/c, p) à croissance régulière : la dùirib ution de ses zéros est
régulière.

Comme je suivrai à peu près la marche que M. Borel a adoptée {Le-
çons, p. l î o ) , pour les fonct ions d'ordre f in i , j 'abrégerai à l'occa-
sion (2 ) . Je prends

^^{-^^^"^•-ù^.
i ' l

L^négalité (si la d i s t r ibu t ion des zéros est irrégulière)

(81 ) r^ > log/,-^, p "-" cr f in i positif,

( 1 ) Jourrwl de l'École PolyUîchniqtw, 1904, p. 162, ût 1905, p. 17.
( 2 } Pour la eormrioditô <lc l î i loclurc, celles (le mes équations qui correspondeiil à des

équations de M. Bôrel ont les moines numéros, mais afïeotos dû l'indice i.
Ann.. Kc. Norttt., (3) , X X I Î Ï . — JUILLET 1906. 4o
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est, supposée avoir l ieu pour une i n f i n i t é de valeurs de a, a insi que
l ' inégalité

(l0i) ^7'< 1.0^.^i,

pour une infinité de valeurs de n^ On a, quel que soit n assez grand,

(9i) r^^los^i.

Ici, pourvu que n et ^, soient >m(w nombre donné assez grand) ,
& peut être supposé fixe et aussi peti t qu'on veut , en pa r t i cu l i e r
<p - (7.

Il s'agit de vérifier que, pour une i n f i n i t é de valeurs de r croissant
indé f in imen t , ces condi t ions e n t r a î n e n t , des que r > R (R nombre
donné assez grand),

( n i ) M,<^.,H(^),

avec p — y. fixe et positif, alors que , d 'après l 'hypothèse f a i t e sur la
croissance de F(-s),

M,>^,,(^^),

£, aussi petit qu'on veut des que r est assez grand*
Posant encore

p-+.£=:r,
on a

(9i) ^^ î0^^

quel que soit ri {n ̂ > m).
Soit À un ent ier ^> m p o u r l e q u e l (8^ ) a l ieu et

( î» i ) 4>io^;

je détermine // par la cond i t i on
i i

(is,) (log^)'^--(^os•/..nï,
E( / ' )= r - / ^ '< /+ t ;

/' est plus grand que h.
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J'écris, p o u r w < 7 Z < A etn^l^- r , les inégali tés
i

(9;) (9'i) rn>(\o^nf;

p our A ̂  /<< /, F i n éga 1 i té
i i i

\'':< / i/,,,.. it -^ -(\os/,nr^(\0ë,,l') =(log<..A) ,
1

( ï 4 l ) ^,â^/.>(10gA.A)'7.

Jie romarque que l 'cnscnible des facteurs pr imaires de F(^s) q u i
cor i^ ïspondent aux racines a ^ , . . . , a^ ont un p rodu i t qu i est une
foncl ion entière d'ordre f i n i ; on peut donc les négliger pour éta-
bl ir (i i i ) , car ici k"^ i.

On n'a à considérer que le produi t

G(-)=^(-^)e5:+""+p^=^^ja- ,x. \ ÇA// / -"1 -̂ -"'-
fîï ••)- 1 //î •4- 1.

s élant un nombre fixe arb i t ra i re compris entre o" et^, je pose
i

( i4i fus) r = ( log-/L./</', h == ^(r^),

et je cherche un max imurn du module de G(z) pour | s |==r , en
écrivant ••(^n.n.n,1 ^-•«"2 -»-J1-^

/ / — 1 /n,=nop n,=nc.
A ' /+ l

Ca.y de H^. — On a

-y4-...^(^-y"i.i/ p/A^7 J

On peut supposer r^>- 2 ; donc, le nombre des termes entre crochets
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étant p^<0'p^ (()'== consl. posit ive convenable, d'après la dé f in i t i on
des produits canoniques , p. 272),

log jj <^p/^pA (^= consl.).

Or

^==^c(^) , Q'pf^Q^h ̂ Qe/^^) (Q consl. positive),
r8^/' $ r° ̂ -i ( / < t ' =: ^û '"lï/" ̂ -i ( ̂  ) <; Q^ ( /•^•+a/ ) .

log II, < ̂ ^( /> ')0^-î( r5) ̂ (^K') < e^r^"),

]J <^^(^+£//),

où € est aussi peti t qu'on veut dès que r est assez ^rand et, si l'on
veut,

.y4-g^ p — 2£,

des que À est assez grand.

2° Cas de II,. - On a

i..n,=-i;[ Ly^+^i^^iy^2
p,,+i \a,,y p^+^^^; ^ - t -

/< l"

Ici, d'après (r/^) et ( r 4 , /w),

l^ | â l^ |>( log^^) o ">^(Iog^^) l ï =:2/ • ,

des que À est assez grand ; d/où:

—L^ (JLY'^1^. ̂ _/" iY'"4'2
p^+ r \aJ p,,̂ . 9. [orj

à / /• \ P« î

i / r \P^i / i r
-p7;:7 ;̂ ^4^+^+..^

P^^ï V'/^
2 / /* \Pn^1log rj <v-

AXg ^dppn -h l \ /•„ ,
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Or, d'après (i 4 i ) et ( i /h bis'),
3i '

<
1_1 i-.î.

=([ogkhY ^r a,

(log/</<) ' '

log n <2^"-:)'p"+l<i;/-(l-5)Btlo6",
O^ constante positive, puisque

j — l <^ o, p^=: 0^ !og/^ p^4- i > 0i log/^. (0i const. positive).

Or
( l——lOt Io f f ^ Oi(l--)l<>(?r

=: ^ • / < n^y

avec v fixe > 2 ;

2»-<,-^•<-v< / ^l--v^ K — -y
(^-v^^^-D^

y — j <I,

<î .

3° Cas de Ïl^. — On a, d'après (<)i)»

| aj > (log/,^)^ (log/,^)^ (log/,//.)^ ^(log/cAy^ar.

Le calcul déjà 'faii pour lia donne

^ II. <2 f-ïi »̂+1)

^</-5•
Â-\?^1^ri.<ï^" <s"-' /l""v

^"-V< ————— <|.
•y — J •

Ainsi

n, <^(r•t-l-E")' n, ̂  n, <-
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Par sui te , la croissance de II n'est pas régulière, c. o. F. D.

THÉORÈME XL — Soit f(z) une fonction entière d'ordre (/", p), k ou p> o,
à croissance régulière ; si

f^)=:V(z)e^\

où F est un produit canonique, tl une fonction entière, et si ^ est
d'ordre <^ (A, p), la distribution des zéros de f(z ) est régulière.

En effet, le produit F(5) est d'ordre ? (^p) ; i l ne peut être
d'ordre supérieur (corollaire III du théorème I V ) ; donc il est
d'ordre ( / c , p). Sa croissance est d ' a i l l eu r s régulière, sans quoi ,
pu i sque <?" est d'ordre < < ( A , p ) , il y a u r a i t une i n f i n i t é de valeurs
de r i n d é f i n i m e n t croissantes telles que

|/|=:|FeH|<^î(^Â),

À positif fixe <^ p, et la croissance de f(s) ne serait pas régulière.
D'après le théorème X, la d i s t r i b u t i o n de ses zéros est régulière.

c, o. ï\ !)•
Il resterait à trouver un moyen de reconnaitre q u a n d une fonct ion

entière fÇz) à croissance régulière ( 1) d'ordre ( ^ » p ) donnée par son
développement taylorien, peut se mettre sous la f o r m e F(5)<?11, ou
e11 est d'ordre <^(/^ p)» ou à i nd ique r des cas étendus où l'on peut le
vérifier (lorsque k === o, il suff î t que p ne soit pas e n t i e r pour que ceci
ai t l ieu) .

Au contraire, on sait reconnaître (^si u n e f o n c t i o n ent ière donnée
par son développement taylorien a sa croissance irrégulihre, et alors
le théorème IX permet d 'aff i rmer que la d i s t r ibu t ion des zéros est
irrégulière.

Je vais établir encore que lques propriétés de la mu l t i p l i ca t i on des
produi ts canoniques ou des fonct ions entières au p o i n t de vue de la
régularité de croissance»

( 1 ) Voir Journal de l'École Polytecliruque, 1904 et H)o5, p. 18. On sait vérifier la
régularité do la croissance [ci-dessus note (ï), p. ^97].

( î ) Journal de l'École Poiftecfinîqiie, 1904 et î<)o''>? p- %'2 et, ci-dossus, p. '297.
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11 ne faut pas croire que le théorème XI soit susceptible de s'étendre
à toute fonc t ion ent iè re à croissance régulière d'ordre i n f i n i ; d'abord :

LEMME Vil. — Si l'ordre réel d'une fonction entière est plus petit que
l'ordre apparent, (À*, p), k ou p ^> o, la croissance est régulière à la
condition nécessaire et suffisante que celle du facteur exponentiel le soit.

Quand k = o, une pareille fonction a toujours sa croissance régulière.

La condi t ion est évidemment nécessaire, car, si

/^)==<W1,

/, étant d'ordre (A, p), on a cons tamment

|<1>|^-..M(^ 0-<p

et il y aura tou jours une i n f i n i t é de valeurs de r indéf in iment crois-
santes pour lesquelles

f\ î. ̂ 4.1 ( r ^ ' ) , p — ( J ' (mi positif,

si (vli a sa croissance i r r égu l i e r e .
La cond i t ion est suiïisanle. En ef Ïe t , d'abord, en dehors de cou-

ronnes l imitées par deux circonférences de rayon r, ±. <?/c(rJ)~1 et
déterminées comme au corollaire 1 du théorème IV, où Çk, r) est plus
pet i t que (k, p) et plus grand que l'ordre de <I>, on a

|<S>|>^..M(^)"1

avec T i ^ p , par suite, la croissance du fac teur exponentiel é tant
supposée régulière, en dehors de ces couronnes,

|.AI>^M(^-2)-

A l ' i n t é r i eu r d ' une de ces couronnes, p u i s q u e M.r croit avec r (1),

M^^..M[(^~-"^)P '"£]»

r — r\ é tant un peu p lus pe t i t que le rayon du bord intérieur de la

(^Ci-dcrisus, p. 312, î i o l c ( i ) . n s n i ï U (failleurs de remarquer que ^ est limité (p. 291).,
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couronne,
(,.— Y])P~£=rP-^j— 4)

et
Y]<2^(r?)~1,

z-^>^r 2
/,.\p-£

(r-Y])P-^>(-) =rP^;
\ -" /

M^^iCrP-5'). C .Q .F .D .

D'autre part, l'on peut former des fonct ions entières d'ordre réel et
apparent (/c,p) (k ou p>-o) dont la croissance est régulière et la
d is t r ibu t ion des zéros irrégulière. Soit la fonct ion

y^)=:<l>(^11^

où e11 est une fonct ion entière à croissance régulière d'ordre (A, p),
avec k ^> o. Je prendrai pour H une fbncl.ion entière à coefïlcients
tous positifs; je supposerai d 'autre part que <P a toutes ses racines
négatives.

On a vu (p. 268) que

^=;S^(£)^
si, z est réel et positif, ^-^—! est positif et, comme on. peut toujours

choisir p,, pair quel. que soit n, ^K/, sera toujours positif.

1

• CCn

I;h(-ï.)--^)]<2"-."-
sera aussi positif et

r^n.^
(Jt)^):^*"' >e.

D'autre part, pour <x?== r assez grand, on sait que le maximum du
module de H pour z\ == r a l ieu sur Qx, car le module de H est au
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plus égal à la somme des modules des termes de H. Donc, sur Orr,
pour x = r,

^^^(rF-s)
et

./iC^^/^l^P-2),

en sorte qucy^z-) a sa croissance régulière quel le que soit la distri-
b u t i o n des zéros de ^ ( ^ ) sur la par t ie négat ive de ()x.

Lorsque k == o, c'est-à-dire pour les fonc t ions entières d'ordre
f i n i , un r a i s o n n e m e n t i d e n t i q u e est applicable q u a n d p est entier pair
et 11 un po lynôme à coeff ic ients tous posi t i fs . Donc :

Ls^iME VI IL — // existe toujours des fonctions entières f^ (V ordre

fini p (fuel conque 'pair, et d'ordre réel p, et aussi des fonctions entières

d'ordre ( k , p) irifiw' (k ^> o) non Irans/ird r/uefcoru/ue, et d'ordre

réel (A, p) dont la croissance est régulière et la distribution des zéros

irré^ïdiere ( 4 ),

Je vais encore é t a b l i r le r ésu l l a t su ivant qu i n'a pas encore été
i n d i q u é , à ce que je crois , même, dans toute sa général i té , pour l'ordre
f i n i :

TSIKOUI^Œ XLL — Soif <t> un prodiut canonu/ue d'ordre (/£, p), k ou

P ^> °» à croissance régulière, F une fonction entière d'ordre <^ (/:, p) :

le produit F<1> a sa croissance régulière et la diMn.hulion de ses zéros

régulière.

Le p r o d u i t F<l> est d'ordre réel (/:, p) d'après le corollaire II du
théomne III, et d 'ordre .apparent (^p), d'après le corollaire III du
t h é o r è m e I V , ou encore d'après le ( I l é o r é m e I I . La croissance de F<I>
sera, régulière, d'après le théorème IX, si la d is t r ibut ion de ses zéros
est régulière. Il sudira donc de vér i f ie r ce dern ie r point.

{ 1 ) M. Borel, pour les fonclions entières d'ordre fmi, pense que, probablement, parmi
les diverses foiietions cp/'.4-^i, ou f est, iine fonction entière quelconque, a croissance
repilièro, d'ordre o, ou 9, 91 sont des ionclions entières quelconques, (Fordre -< P, une
seule (et ses produits par inie fonction entière (pa quelconque analogue à o et cpi) a la
distribution de ses zéros irré^ulière. On peut émettre une hypothèse analogue pour les
fonctions entières 9/'-»"-yi, ou/' est d'ordre (A-, p) (^->o}, non traitsfim (voir Ïniermé-
(ludre défi Mcith., HJOÎ, p. 8 et 94? question 2864).

Afin. Kc. Not'm.f (.1), XK1H. — .ÎUULKT 1906. 4 1
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Soit a,^ le ^nîIDe zéro de ^ et | a ^ | = = = r ^ ; la d i s t r ibu t ion des zéros
de <& étant régulière,

(a5) r^^lûg^ ^^(^fl+5)).

L'ordre de F est ^(/c, or), a fixe <; p. Le nombre des zéros de F de
module ï:r// esty, et, si -^, s^, . . . , ,?y sont leurs modules ,

i
(^) /^^xiog/J)^ ./<^(^),

où T est fixe et <; p, d'après (3).
Le (n +•/)ieme zéro de F<& sera tel, si t.^j est son module , que

Je pose
r,, = ̂ ,̂ .̂ = ( log/, //. )r 1"" " '.

1

^^y = [ log^ ( ̂  4-./ jr1 "= ( log^ nf ! ! 4 '2 ",
/„

Io^(^4-./) ^"(lo^/i)^1 4""' .

Or, d'après (25) et (^6), •/ a pour l i m i t e o , q u a n d /z croît , i ndéf i -
n iment . Donc, d'âpres une formule déjà a p p l i q u é e précédeimneni (1 ),

log.(. +./) == log/,... -,- ̂ -^^ (, > o),

À

10^ ( n +/ ) -^ ( 1 O^/, /// ) r"< ] j 1 " 1 " "" > 1 ()g^. /Z ;

d'où
•r <--' ^̂ »«»»---«-«̂ , .--"'' t i (-•/
1 <?(,+,) - ï^

même si À" == o, mais p ^> o, et

^.^pt^-e^.
(7est dire que

i i
t^-. log,(/z +y)^l+^"'= (logA")^1-1-".

( 1 ) Journal clé U École PoIftecftnîcfuCf 1904? ?• iC^? et îoe^î p- 1 7 -
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De même

/^^//.^•^^[log^^+î)]^^'51 ' ,
1 _ 1

i / • • -, 0 ( 1 -r^ ) / | ^ O l l - + - £ - i )log^/i+y+./j1 - =(log-^)1

Alors si
O^'^./i,

323

^,,y+/» compris ent re ^,y et ^+^, est égal à (log///)^^,
log^+/+/), compr i s entre log/^n+y) et log/,(^+./+,/0,
est égal à (log/^y^S et , par su i t e ,

^/./= ( \wf^- [ log.f ^ +./ +y/):l̂ :i^T .̂

(rest la va leur la p lus générale du module des zéros deF$, dont la
d i s t r i b u t i o n des zéros est, par su i te , régulière, c. Q. F. D.

ConoLLAinE, — Le pnniull d'une fonction entière f (Vordre réel et
apparent ( k , p), k on p > o, et de croyance régulière par une fonction
entière F d'ordre mmndre, a lui-même sa croissance régulière et est
(F ordre réel et apparent ( k , p).

Si f a la dMinbution de ses zéros régulière, il en est de même d e / V .

1/ordre réel du p r o d u i t / F est (^ p), d'après le corol laire .11 du
théorème f i l , et aussi l 'ordre apparent , d'après le théorème ÎI ou le
corollaire 11,1 du théorème IV. La croissance de/F est régul ière : la
démonstrat ion est analogue à celle du lemme VII,

E n f i n , si/a la d i s t r i b u t i o n de ses zéros régulière, il en est de même
pour /F, d'après le théorème XIL ^. Q^' '̂
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TROISIÈME PARTIE.
CROISSANCE DES SOLUTIONS DES SYSTÈMES DIFFÉKENTIELS LINÉAIRES

A COEFFICIENTS QUA.SÏ-.MÉHOMORP1IES.

VII.

Je me propose d'indiquer ici une extension (le mon théorerne VIII
du Mémoire du. Journal de V Ecole Polrlea/inufîie(î(y}^ p. 162 et- i()o,^,
p. 71) et de son corollaire aux cas où les coefï ic ients a^ qui inter-
viennent dans Jes (ormoles (24) de ce Mémoire sont, non plus des
ib i i cl i o n s q u as i - e n ti e res, rn a i s d es fo n c 1 i o ! i s q u a s i - m e ro in o rp h e s
d'ordre fini ou infini non transfini dans le domaine d'un poini essen-
tiel isolé commun que l'on peut toujours supposer, p;race au chan-

gement de variable s'== —-!—» être x; (!1 ).

Je considère le système

dx^
—^ == a^ .z'i +.. < 4- a\n. •z'//?

(^7)
cLx,^
——— == O^X^ + . . . --h ^nrï.^n.'

Soit le cercle C^ de rayon p. f ini . assez ^rand ayan t pour centre
l 'origine, le reste do plan cons t i t uan t le domaine du. po in t z == so, où
les aji n 'ont , en dehors de x?, d'autres points cri t iques que des pôles,
et sont monodromes. Je décris au tour de chaque pôle, en dehors de Gn,
deux cercles de rayons e^(^) [ , ^(/f)~1, avec ( / c , p) < {k,, T') < (^, T)
IT, ^' fixes et suf f i samment grands, (i, p) ordre max imum des a^,
^ ou p > o j . L'ensemble des cercles de chaque espèce forme une

( 1 ) .l'ai déjà indiqué colle extension potir le cas où les a j i sont d'ordro fini, sang d';>iî»"
kiurs i)récisôr la, dôinoastraliun (foc. cit., p. 76}.
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région E, E' respectivement, et'E' con t i en t E. Soient H, H' les régions
formées en s u p p r i m a n t du plan C^ et, respectivement, E ou E'. On sait
que l'on a dans H, a fortiori dans ET,

l ^ y / l >67.,-)-i(^1)""1,

TI arbitraire, avec Çk^ T ) );>(/<:, p) (corollaire II du théorème I.V).
Je prends encore an cercle (\ de rayon R arbitraire, de préférence
pet i t , ayant pour centre l 'o r ig ine (1 ).

Je vais d'abord é tabl i r le lemrne su ivan t :

LEMMI; IX. — ^où A, un point de IF, (F a/fixe z, avec \ z \ == r; [j. étant
choisie priori suffisamment gra'nd ei fixe, ainsi que ^ -— T\ l'angle sous
lequel On est vu du poiru A. est aussi ^'mnd quon veut par rapport à la
somme des angles sous lescfuels sont zw de A les cercles de E, quand r est
suf/lsarnrnent grand, mais quelconque.

Par suite, il passe toujours par A une infinité de droites qui coupent le
cercle Cn el sont, en dehors du cercle Cp en entier dans la région H.

Je crois qu'il y a in térê t , au p o i n t de vue de la clarté, à scinder la
démonstration en deux part ies : je considérerai d'abord le cas où
k^ == k ̂  o, p étant f i n i > o; puis je traiterai, le cas général.

Cas de l'ordre fini p > o, açec k^ = k = o. — Le cercle (\ de rayon R

Fig. i,.

ayant pour centre l 'or igine est vu de A sous l'angle 2? , et

W s i n p = : ^ -

( i ) R peut ôiro pris fkô, d'ailleurs aussi petit qu'on veut, pourvu que p. et r soient
assez grands.
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Je cherche l'angle total sous lequel est vue la région E du po in t A,
c'est-à-dire la somme des angles sous lesquels les cercles de E sont
vus de A.

Je divise ces cercles en deux catégories : d'abord ceux pour lesquels

(29) ( i+^)^^(i~}0r,

\ fixe pet i t positif, ensuite les autres.

Première catégorie. — Soit 2^/ l'angle sous lequel on voit de A le

Fig. 2.

cercle de E ayant pour centre zj

^^—^ _Q__
r-Ty'l

A appartenant à H',

(3o)

si

rj^rj^r^(r^1^^;

sin^^rj-^-,)--^,,.]'"--,

,.J-^,>^J- ^>,,

ce qui a lieu, quels que soient T et ^ fixen (r;^), pour r , asse%
grand.

smp^:^ &.+...

est toujours petit, en sorte que

(3y5 b sin py ( b consi, finie).
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Donc
p^^r^

d'après (3o). L'angle total, re l .a t i . fa la première catégorie est

I^^^Z/'r'.
Ici

(3) r^>j.

Donc le nombre N des zéros q u i entrent dans 'Y est

N<[(i4^)^]p-+£,
puisque

/ •7$ r ( r+Â) ,

d'après (^9). Dans 'y

r^r(r-Â), rJ'-^î/^^i-À)^,

d'après (29). Des lors

Y ^-r^N/^^r—?.)™-^
-^^-i

y py < ̂ h\{ ï 4" Â) / - ]?-1 -3 /^ '1^ t — Vf-^ < ïb{ Ï .+.Â)P•+•£(^ — ^)T'-T^p4-£+T^T^

On peut év idemmen t disposer de T — ^ de façon que

I;^<r-\

où ̂  est arbi t ra i re .

Deuxième catégorie. — î 0 ry<^ r(i — À). Ici

-̂..;.. -r
sin Pyî -—-——, r — r/^ À r,

slnp^(rj}.r)"\ ^^^br^rj\

2,"P/^2^'
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V /••"T est fini , car c'est la somme d 'une partie d 'une série conver-
gente, puisque ^>p . De plus, si (x, rayon de C^, choisi, a priori avant
toute hypothèse sur r, est assez grand, ^/T"7 ^t aussi petit qu'on
veut : pi est aussi pris assez grand pour que les inéga l i t és du genre
de (3) soient applicables pour u n e valeur fixe de s aussi pe t i te q u ' o n
veut- Donc

V o6 .<^Z/^-77

où & i est pet i t .

2° r,^>/'(i •+-7^). — r -"" ry [ r Ï 'Àr , comme ci-dessus, et

. . ̂  ^r'P.ST-'T.
Ici encore, 2,'-^^

où b^ est pelit, et morne aussi pe t i t qu 'on veut dés que r est assez
grand.

Finaleinent
^iJh.

/'2;̂
D'autre part, d'après (28),

p>sin f3=M;

^ (3 ,^ 21 ' {^ ,,, .̂̂ ^^^^^

On peut toujours, K étant donné , prendre T — T', T^, |x assez grands
pour que ce rapport soit au moins égal à un nombre arbi t raire aussi
grand qu'on veut et ^> i que l que soit r, dès que res t assez grand.
Donc i l passe par A., pris en dehors de E\ dans H\ une i n f i n i t é de
droites occupant un angle total ^y avec y " Ï ^ où c est une constante
arbitraire > î , et qui coupent le cercle de rayon R arbitraire ayant
pour centre l 'origine en restant en dehors de la région E. Ces droites
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passent, dans leur par t ie située en dehors du cercle C^ de rayon [M
assez grand, mais f i n i , ayan t pour centre l 'origine, à distance > r."T

de tout pôle a^, T é t an t assez i-çrand par rapport à T^ > p, mais f i n i (par
exemple, ^\ = p -h s', T assez grand) .

Cas ^énéraL — Je suppose que l 'ordre max imum des a^ est (A, p)
et non p lus p. Je décris a u t o u r de chaque pôle, en dehors de C^, denx
cercles de rayons e / ^ ( r ^ ) { , ̂ (^')~\ avec ( / c , p) < (/c^, r7) <(/<;,, r)
(r, T' fixes). On ob t ien t encore deux régions E, E', E" contenant E, et
deux. régions H, H'.

Je me conten te ra i d ' i n d i q u e r les mod i f i ca t ions aux ra i sonnements
du cas précédent.

Premidrcî catégorie. — On a

^e^.
J ~ \ r — l ' j \

A a[)[)arlenanL h ÏÏ,

/ •— /•./^^.(/-J')^1—^/:,.^"})"""1,
shi (3,'- [^, ( /•}) ̂ , ( r}') 1 - i ] - 1 < 2 ̂ ,, (/•;') ̂  (/•}) 1 ,

dès (iu.e /^ îïst assez ^rand, d'où

p/^^^,(^;)^(^)l•l•l:;^^(^'~T')"^

2 ^^^2 ^(^r'r3-•—i —""'i
Ici

(3) ^"^XcgA,/.

N < e/,; [i •+• ?.)/•]?-" j < (•/.(/•P-"'),

^,(^-r) - 'S ̂ , | [/•(i-^r-^'S ^^(^ •T '-^,)-1,

^ p, < 3 /. ÇA ( r? ' £' ) e/,, ( /^-^ -s, ) -1,

^;^>,Py </•-",

où ^" est arbitraire (T —";' assox grand).
/^«/;. À-, Niirm,, (3 ) , X X I I I . — .II;ILLI;T lyoC. 42
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Deuxième catégorie. — ï° rj < r ( r — À). Ici

>,np,;̂ p,
2,'-^2,w;)-.

La série V ^/c/^)""4 (îst convergente (1), et sa va leur est aussi

(1) En effet, si (/c, p ) (/c on p > o ) est l'ordre ("run produit canonique de zéros
ay ( j o / j ==/7), je dis que

( S i ) S^^"'"1 ( C T f i x o )

converge ou non suivant que a est plus grand ou plus peti t que p.
D'après (3^ ,

T

^>(lo^/)^i:i>lo^fyl-i-v),
v ûxe ot positif, Â '^O, dès que s fixe, or > p 4"" e (s est aussi petit qu'on veut si l'on no
considère que des valeurs doy assez grandes),

^(^)•"l</••ll"lv,

et ( 3 i ) converge pour c? > p.
D'autre part, pour une infini té de valeurs de./, d'après la formulo (9) du corollaire du

théorème I,
/^^'rilO^.A

T

/>yg(lo^/)P::ri'<lo^.(/--v;,

k^ o, v fixe positif, dès que e^ fixe, cr < p •— s' (s' comme s);

^(^•J)- ^/^'-v.
La série

^^(/.J)11111-!,

renferme donc une infinité de termes de ran^y qui sont >y ii-v ̂  g^ Hornrnrt est infinio*
Les nombres k et p jouissent, quels que soient k et p fnns (/• ou p > o), de eette pro-
priété que la aérie S e/^ ( rj ) • 1 1 " 1 1 " 1 , où a est fl, fie, conwr^'e (fuand cr > p, dfw.î/'gf.î quand <7 < o,

Les séries ^^(rj)-"-1, où (Â'i, 1: }>(/»•, p), sont a fortiori convergentes (com{)aror
ïkxusL, Leçons ,w Ic^ fonrîtiom' entierw, p. KJ),



SUR LES ZÉROS DES PONCTUAS ENTIÈRES, ETC. 33 ï

pet i te qu'on veu t dès que [s. est assez grand :

S^'
où &, est u n e constante aussi pet i te qu'on veut -

2°

^^(^)-S

s^-
Finalement

s^71'"'^ .̂±1^
/'

et l'on arrive aux mêmes conclusions, c. o. F. D.
Je passe maintenant à la démonstration du théorème annoncé, que

je (bmuïlerai ainsi ;

TnKonftMK XIII. — Soit le système

f/.r,
^a^a'i -+-.. . -l- a^, a:,^

fff V

—, "=• €(^ x^ -h ., . -h a,^x^

où a.n, . . ,, a^ fîoni cfes fonctions yucin-rrnïwrnorp/ley de z aux environ}}
(V un point singulier essentiel isolé commun que l'on peut supposer
être z == co. Si ces fonctions sont d'ordre maximum (A, p) pour s == co
(k ou p ^> o), en tout point s. pris en dehors des cercles décrits autour de
chaquepùle a^ des a^ comme ( { ) centfe wec un rayon e/,//^ )""i | [ ay I ==.= ry,
(k^ T'f ) ^> (/c, p),<r! fixe (fuelconcfue ̂ > p |, on a, si r == z \ est assez ^rand,

l ^y l :1Ï ^,..,.».-2 (^71)? <[ = ̂  '•^ . " , ^

| TI arbitraire pourvu (fue ('^,^)^>(^,p)j.

( 1 ; On aîippose, |)our simplifier, que les e i j i aient lous les mêmes pôles, ce qu'on peut
toujours réaliser on prenant pour (iénorninalcnr commun des a j i le plus petit commun
multiple P des produits canoniques dénominateurs (corollaire V du théorème III).
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Soit A le poin t z : il est dans la région H'. D'après le lemme précé-
dent, on peut mener par ce point une droite A q u i coupe le cercle C^,
et, en dehors de Cn, est en en t i e r en dehors de E. Je prends u n
point s^ de cette droite dans C^ : on a

où 0 est réel,

D'abord

z=zQ-^-Qeiw•=^ZQ•+' t,

|^o|=/V<H.

dx^ _ d.'r^ dx^ _ dXn
"eu """" ~7u ) * "? "Ï/T """" 7/Z '

Je considère encore la c i rconférence C^ de centre ^o dans le p lan
des z (ou o dans le plan des /) et q u i a pour rayon /'y-4- (x : elle est
tangente à G^ et comprend C^, En dehors de C^, oy/ n'a d'autres points
cr i t iques que des pôles à d i s tance f i n i e : c'est donc, en dehors de C^,,
dans le plan des l, u n e f o n c t i o n quasi- inéromorphe de / p o u r ^ = = X ) .
On, a alors un système

r/,z'.i
"'""7T ::::: a^\ ^1 ""4"" • . * 41'1" ^m <2'nf

(33)
,̂,

"̂  ^/^j .'2'̂  -j- . , , "-4"" ff-'n-n^n9^/

analogue au précédent, mais où la va r i ab le est l.
En dehors de E, pour r = \ z\ assez grand,

C i j l \ ̂ VM^1)»

\-> T ^)^ > (^» p)» ^ arbi t ra i re , mais ^>p si /^ ==,/:, d'après le théo-
rème JV et son corollaire. Or
(^

| z \ = r ̂  | JQ -+- ^ | ^ ^"o 4" 0, où | ̂ | -= ̂
r^^^r^:?^,

quand r ou 0 est assez grand, ̂  étant ana logue à ^i , d'où,

(3^^) |^/|<^4.l(^),

pour \t \ === 0 assez grand.
lîn supposant qu'on a i t chassé le dénomina t eu r commun S' des a/^
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le système (33) prendra la forme
333

rf^l

dt (3,n.TI 4-. . .-4- |3î ,o

^/r
(̂  -^ "= (3/îi .ri 4-... 4- (3/,/A,

où ^/ et les py/ sont des fonct ions quasi-entières pour i •=--co, d'ordres
s<^p).

Je pose alors
t •==. Oe1^ {0 réel, G,) Ox,e== l 'angle de A avec l'axe des z réels),

x,, == ̂  4- ̂ , i == f/^T ( ̂ y, .p^:^) <:==</—7 (^,< réels),
^/./•y </^'«, . . ,
^^^(cosr.^sn-i.)),

et, o> ayant la valeur ci-dessus,
(̂  -=: y + ̂ 5, (3^ ~r yy/ •+" < Ô//,

ou ^, à, yy/, 5y/ sont réels et fonc t ions de 0.
On en conclut :

/ dx '. (LV". \ ^.^
(y 4- iS) (COSM — /sino)') ^"^- 4- i^ j ^^y^^ K^7) ̂ i^ ^^);

^Z'-r/, (';to"- "̂̂  „
(y coso.) 4-- o sin rx)) --—•' 4- (y sin o) — ô cosr.)) -— =^ ( y j i ^ — à^x/),^0

^^}dx'j ^ , ̂  d^a:v. ^ a,x'. -c"̂  , ^
(—y sin (.) 4" o cosco)—— 4- (y cosa) 4- o sin c^)-— =:^,(oy/^4- y//^'/)»" '̂

,, ^ , 0.27, <'/.̂ yd^ dx^
W ^dQ :d o'u, en resolvant par rapport a —y — :

dx ' ,
W """

(35)

(yâ 4. ̂  ) ̂  ̂  ^ ( y^^ _ o^ ̂ / ) ( y cos &) 4- ô sin o) )
/

— ̂  ( Q j i x\ 4- y// ̂ // ) ( y si n û) — Ô cos 6) ),

( 1 ) .
r/.y';

fv2...l-. o^ __,y —^ f 0 / de """•

( I ) Quand on donne mct.mumnnt dans 00 système à 0 des valeurs réelles ou imagi-
naires 'y, 3, y//, 8// et les coefficients sont dos fonctions quasi-entières poar 0 == co
(l'ordre < (̂  p).
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Je considère u présent ce système (35) où 0 est réel ou imaginaire .
On a (en apparence au moins) de nouveaux pôles pour les coeffi-

cients de ce système, a savoir les zéros 0 = Q^ de y "— S ' L
Si O/, est réel, y(O^) = o, o(0,,)=o, et y(0,,) + ^(9^) = o :

0^ n'est pas un nouveau pôle. D'ai l leurs

(3( / )=^(Q+^2(^) ,

où p^ P^ sont des fonct ions réelles de l. Si (^ -4- i^[ est un zéro de
y + z'â, 0^ — i^ est un zéro de y — iS. Considérant la région E on W
relative à y + z ^ , celle analogue E^ ou E[ relat ive à y — io s 'obtient
en faisant tourner le plan des t de 180° au tour de l'axe des 0 réels.
Dans cette rotation la. distance des zéros à la d ro i t e A se conserve. Par
conséquent A. est en dehors à la fois de E 4- E< et E' 4- 'E\ (E -4" E< par
exemple est la région formée par la r éun ion de K et E, ) e(. A en dehors
de E + E ^ .

Fina lement , on obt ien t d'après (35) un système (36) tout à f a i t
analogue à (33); mais, par rapport à ce système, le poin t A sur le(p,iel
on a a raisonner a son af ï ixe réel et la d ro i te A est l'axe des q u a n t i t é s
réelles. Ce système est ;

dx^ _ .,
-^j^ „»:: An .'Z'i -h". . . -+- ÀI^ ^n,

(36)
d^"- -.1 -s"-^- ̂  A,^ a^i -h-. . . -h À,̂ .'̂ ,,..

On est ramené, pou r é tab l i r le théorème, à montrer que, si 0 réel
est assez grand, au p o i n t A où 0 = 0 ^ ( 0 < assez grand) ,i { v < dft?î

^|<^,..(^),

(^,, T ^ ) > ( / c , p), T^ arbi traire sous cette c o n d i t i o n , y == i , 2 , , . . , n.
On peut m a i n t e n a n t raisonner comme je l'ai f a i t pour les fonct ions

quasi-entières d'ordre fini ou i n f i n i non t r ans f i n i (r). Je pose

^=..ry^-^{^)^ ^=±î ;

( î ) Pour la clarté, je crois préférable (l ' indiquer ici le raisonnmncnl modifié, on ahré"
geanL au besoirï.
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d'où

^= d^e^W•+ ̂ ^,,^(^)^,^,(^)... e,(^)(^-'.

Si l'on subst i tue dans (36),

î = P.n-^e/,,,.i(0^)... 6,(^) ̂ -i]y,+À,,y,+. . -4-^i,^,

'̂ = Â,.,yi 4-.. . + \.\,n-y.oe,^{^-). .. 9^]y,.

Multipliant his deux membres par y,, . . ., y,,, et ajoutant

I f/( l/2 -4- -4- V2 '>_ ^ ' ' [ ' ' "^./ /f /•>. //y
= [î-ii—^^^.^^")... 6'l(0 f f)^- l].yî-^•Xlîrly2+.. .==/(y,, . ..,,/„),

/^Anyî+^P./ i+Q;

P ne contient pas les termes on (-t-cr, et

/•= — ( Anyî + P )' + Q - l- •
A.)) AII

Soient k^ ot (T asse% grands et ;j. == + i : A^ est négatif et, en valeur
absolue, aussi ^rai"i(l qu 'on veut , dès que 0 est assez grand, c'est-à-dire
dès que 0 ^ 0 ^ , pu i sque alors

(37 ) ^/|^+i(0'U

P2

(1:3 analogue à T^) d'après (33 bu). Q — — est alors une forme qua-
dra t ique à / / . — r variables, ana logue à,/, ou les coefficients de y\,
y2, ..., y^ sont néga t i f s et, en valeur absolue, aussi grands qu'on veuty
dès que O S O ^ (CL assex grand).

Ainsi le eoef ï i c ien t . dey^ est (y^ 2)

À^———^^...M(/^). . .^-"•1- ^^(-A^/-+-Àyl)2,

ça r
a P = : ( À , 2 + À 2 i ) y 2 + - « •"4-(^l^+^l)7/t-
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Finalement
/.=:^P^h...+^P^

où P^ . . . » P/, sont réels, ^,, . . ., ;̂  négat i fs dès que O ^ ' O a ( q u a n d
p;. ==:.-. i , l 'inverse a l i eu , (x^ , . . ., a,/ sont posit ifs) . Donc/<^o pour
OS Oa C/> o quand [x==— i).

0 variant de 0^ à + co le long de A, y\ 4 - . . . --h y^ va en d i m i n u a n t .
Dès que O ï O ^ on peut assigner u n e l imi t e supérieure fixe M a [jy ,
quel que soit y.

Si l'on a eu soin de choisir a priori 0 ^ ^ > 0 ^ , et Oi assez grand par
rapport à (L, on voit que

|y^|$M', M 1 unité,
f^l^^+aÇ^-^),

£ aussi peti t qu'on veut quand 0, est assez ^ rand .
Pour qifon puisse raisonner de la sorte il s u f f i r a que l'on a i t

En effet, d'après les cond i t ions spécifiées dans l 'énoncé du théo-
rème et les formules (33 Iw) et (37), on a toujours

1 ^ / 1 ^.-M(^).

T;t quelconque, dès que (k^ T;()^> Çk, p), pour 0 assez ^rand; i l sudfira
donc

(^,o-)>(^,r,)>(^p),

c'est-à-dire k^k^y cr ^> T;^. <;. Q, F, j).

COBOJ.LAÏHE. — Oee'i. s'étend de suite au cas d''((.ne équation différentielle
linéaire homogène d'ordre n dont les coefficient sont des /onctions (.juasi-
méromorphes d'ordre non tran^fini pour s ==s ce.

lîemar(/ue I. — Une manière avantageuse d ' app l ique r le théo-
rème XIII sera é v i d e m m e n t de faire k^ == k, T^ =^= p 4- ^.

Remarque,//. — Quand on f a i t /^ = k, T, == p + s,, et qu'on suppose
que a^, . .., a^ sont des fonct ions quasi-entières pour z ̂  x., les
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mêmes raiso 'nnements s 'appl iquent , mais l'espace E' est évanouissant;
rinégalité i n d i q u é e clans l ' énoncé suppl ique pour tout point situé à
une distance assez grande de l 'or igine. C'est alors le théorème que j'ai
é t ab l i dans le Mémoire précité du Journal de l'Ecole Polytechnique,
p. 7:1 (théorème VITI).

Remarque I I I . — Quand dans la démonst ra t ion précédente on prend
p< == — i, on voit encore que, parmi les n fonctions

^^,+.(^+£),

une au moins a son modu le l i m i t é intérieurement pour 0 ^ assez grand
et est ^ o; ceci a lieu dès que

(A, ( 7 ) > ( Â - p T 3 ) > ( ^ p )

comme tout a rheure . Si l 'on prend par exemple /^ == /c, T^==p -4- £ i ,
on pourra poser k^ ̂  l^i ^ === p -+• £2 (^ ̂ > ̂  )•

VI II.
I N D I C A T I O N DE SUJETS D'ETI'DES.

1° Dans la théorie des fonc t i ons entières d'ordre zéro il reste à
o b t e n i r u n e f o r m u l e d o n n a n t une l imi te i n fé r i eu re analogue à la for-
mule (3) pour le m o d u l e du ^ï(;m(; %éro, et aussi exacte, si la chose est
possible; on a à montrer que l 'analogie avec les (onct ions entières
(fordre >• o ne se poursui t pas (comparer p. 280 et 281).

2° Dans la théorie des fonc t ions quasi-entières proprement dites
( f o n c t i o n s monodromes n 'ayant qu 'un nombre l imi té de points singu-
l iers essentiels isolés), é tendre le théorème de Laguerre sur la réalité
des racines (sauf un nombre f i n i ) de la dérivée d 'une fonction entière
d'ordre f i n i qu i a toutes ses racines réelles au cas d'une fonction quasi-
ent ière ayant au. mo ins un de ses ordres f in i ^2. J'ai fait voir que
l 'extension est possible quand tous les ordres sont <2 (Journ. de
Mat/z,, H)OÎÎ, p. 375^.

Même problème pour une fonct ion monodrome d'ordre fini ^2 aux
env i rons d 'un poin t s ingul ier essentiel isolé. J'ai traité le cas où
l'ordre est < ^ÇBulL Soc. rnalh^ 1903, théorème II, p. 33).

^nn. /'tf. Norm., ( 3 ) , X X 1 1 1 . — A O U T 1906. 4^
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3° Quand u n e fonction ent iè re est d'ordre fini non entier , si sa
croissance est régulière (ce qu'on sait décider d'après le développe-
ment taylorien), on peut affirmer que la d i s t r i bu t ion de ses xéros est
régulière. Si l'on pouvait reconnaî t re dans des cas é tendus que le fac-
teur exponent ie l d 'une fonct ion ent ière d'ordre (À, p) i n f i n i non trans-
fini à croissance régulière (ce qu'on sait décider d'après le déve-
loppement taylorien) est d'ordre « < ( / c , p ) , on pour ra i t affirmer
(théorème XI) que la d i s t r i b u t i o n des xôros est régulière, ce qui
serait un beau résultat .

Etude du même facteur exponentiel, (cornp. Journ. de Mal'h.y 1902,
p. 353), en précisant au besoin la no t i on de p r o d u i t c a n o n i q u e .

4° Distr ibut ion des zéros de y/'+ 9^ ohf(z) a sa croissance régu-
lière [voir note (1), p. 321, et Iriterrnédiaire des Mai/ié'maliûiens, t. XI,
1905, p. 8 et 94]-

5° Croissance des séries

^ / r \^yi2 ——:r
VIo^^'V

k, p en t iers (voir p. 275).
6° Etude de l ' inf luence des lacunes sur la r éa l i t é des racines d ' u n e

fonct ion en t i è r e . C o n d i t i o n s pour que, s u r ^ racines (n asso% grand) ,
il y en a i t au p los en imag ina i r e s , s t e n d a n t vers o quand n croît
i n d é f i n i m e n t (voir Joum, de \îcu!i., n)02, p. 3^)).

On pourra se guider su r les résul ta ts que j 'ai obtenus pour les fonc-
tions quasi-algébriques Çvoir, par (wunpie, Journ, de l'Ecole Poly/:.,
î()o3, p. 91 et Interm. d^s Mall'i^ K)o6, p. î35) ( > < ) .

( l ) J'ai ujî)i!t6 par oiuIroilH quoji}uos rot^eigiiomonis l»iJ)!iojj;rîtplii(jue^ roldtJls aux
travaux doiilj'ai e!i corin.nssaii(î(î dc{»uiH que mon M.cni.oire a 6ié r(Ydi^é*

Boui^-la-RcHic, îîiarH f9o5.


