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SUR LES

ZEROS DES FONCTIONS ENTIERES,

DES FONCTIONS MONODROMES, DES FONCTIONS A v BRANCHES,

Par M. Eomono MAILLET.

I.
INTRODUCTION.

Le Mémoire ci-apres doit étre considéré comme la suite de quelques-
uns de mes Mémoires antéricurs, relatifs aux fonctions entiéres et aux
fonctions monodromes: 1°Journal de Mathématiques, 1902, p. 320-386;
2* Annales de la Faculié des Sciences de Toulouse, 1902, p. 447-469;
30 Bulletin de la Société mathématique, fasc. 1, 1903, p. 27-47;
4° Journal de I’ Ecole Polytechnique, 1904, p. 162 et 1905, p. 1-78;
50 Journal de Mathématiques, 19o4, p. 275-206. Je ai rédigé de fagon
que sa lecture n’exige que la connaissance des Mémoires ci-dessus,
d’une partic I'un Mémoire couronné de M. Hadamard (Journal de
Mathématiques, 1893, p. 171-191), enfin des Legons sur les fonctions
enticres (Paris, Gauthier-Villars, 1goo) de M. Borel. II est toutefois
bon de se reporter aux divers travaux qui y sont mentionnés (') et
d’en avoir une idée au moins sommaire.

Un résumé du Mémoire ci-apres a paru dans les Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences de Paris des 3o janvier (p. 300) et 6 février 19ob
(p. 357)- On pourra le consulter.

Le Mémoire est divisé en trois Parties.

(1) Principalement & ceux de MM. A. Kraft, E. Lindelif, Ruben Mattson et G. Remoundos.



264 E. MAILLET.

PremitRE Partie. — Je commence par définir, avec une précision suf-
fisante pour ce qui suit, le produit canonique de facteurs primaires (')
d’ordre infini non transfini, et j’en conclus une relation entre la den-
sité des racines et 'ordre de grandeur maximum du module de ce pro-
duit pour |s|=r (s étant la variable). Ceci me permet de parler de
Vordre réel et de Uordre apparent des fonctions entieres d’ordre infini
non transfini et d’indiquer quelques propriétés de ces ordres et de la
multiplication ou de la division des produits canoniques les uns par
les autres.

Je m’occupe ensuite de trouver une limite inférieure du module
d’une fonction entiere d’ordre > o, mais non transfini, en dehors de
cercles de rayons assez petits ayant pour centres les zéros ou de cou-
ronnes circulaires concentriques d’épaisseur assez petite dont le
centre esta Uorigine. Jétends et je généralise, aussi bien pour Pordre
fini que pour I’ordre infini non transfini, les résultats connus pour les
fonctions entieres d’ordre fini. Je démontre une série de proprictés
corrélatives; ainsi, F(z) ¢tant une fonction enticre d’ordre (£, ¢),

F(z) =W (z) b=,

ot (=) est un produit canonique d’ordre (4, p), G(=z) une fonction
enticre d’ordre S(k—1, ) (quand £=o0, G est un polynome de
degré Sp). @ ou ¢ est d'ordre (£, p). J'établis une condition néces-
saire et suffisante pour que la croissance d’une fonction entiere
d’ordre fini ou infini non transfini donnc¢e par son développement
taylorien soit régulivre (*).

Deuxiime Pawrie. — Je signale que les propriétés priecédentes
s'étendent en partie aux fonctions monodromes aux environs d’un
point singulier essentiel isolé ol elles n’ont pas de poles (¢’est-a-dire
aux fonctions quasi-entieéres aux environs de ce point). Ceei me
permet de définir Pordre apparent, Vordre réel des zéros, Vordre réel
des pbles, |'ordre réel proprement dit, qui est le plus grand des deux

(1) Question dé,a attaquée par M. P. Boutroux dans sa T%ése (p. 945 woir encore
Acta mathematica, 1903 ) pour les ordres (1, p) et (2, p). Comp. Borer, dcta mathe-
matica, 1. XX, p. 378; A. Knawvr (7hése, voir plus loin).

(%) Comp. E. Lazorrir, Bull. des Se. Math., 2™ série, 1. XXVII, 1903, p. 222.
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précédents, pour les fonctions méromorphes et quasi-méromorphes
d’ordre >> o, mais non transfini, aux environs d’un point singulier
essentiel isolé, ¢’est-a-dire pourles fonctions monodromes d’ordre >o,
mais non transfini, aux environs de ce point essentiel isolé ol elles
peuvent avoir des poles; j’¢tablis alors, pour les fonctions u(z) a v
branches définies par

W+ A (5) ..+ Ay(s) =0,

ou Ay, ..., A, sont quasi-méromorphes aux environs du point sin-
gulier essentiel isolé z = = et d’ordre > o mais non transfini, I'ex-
tension de résultats connus pour le cas out v=1 (théorcmes de
MM. Picard et Borel).

Enfin jétudie la relation entre la croissance d’une fonction entiére
d’ordre infini non transfini et la distribution de ses zéros au point de
vue de la régularité et de Uirrégularité. Les résultats sont, pour la
plupart, analogues & ceux qu’on possede pour le cas de Pordre fini.

Trowstmr Parrie. — Je m’occupe du systeme

dx
: 1 e y 0
— = (11“.1;1—*- T
ds
........................ ,
da,
—7:—- = Ay Lyt e ATy,
s

ol d,y, -.., a,, sont des fonctions quasi-méromorphes d’ordre > o

mais non transtini, aux environs de s =o2c. Je¢ donne une limite supé-

ricure de la croissance des solutions. Il resterait & trouver des cas

aussi étendus que possible o cette limite supéricure est exacte ou i

peu prés, comme cela a lieu pour certains systémes particuliers.
Enfin je termine en indiquant quelques sujets d’études.

(o]
.
=

Ann, Ee. Sorm., (3), XXIl. — Joy 1gob.
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PREMIERE PARTIE.

LES ZEROS DES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE INFINI NON TRANSFINI.

I1.

J’ai établi antérieurement (') les lemmes suivants :

’ : N
[. La fonction enticre 2‘ a,x™, ou

0

fan|S ——

(logpm)

e pouvant étre pris posilif el aussi pelit qu’on veul dés que m est asses
grand, a son module pour |z|=r au plus égal & ¢, (r°+%) dés quer >,
0w &, peut étre pris posilif el aussi petil qu’on veut pourvi que G soit asses
grand.

. . .y Y , .
IT. Inversement, soit la fonction entiére 2‘ a,x™, dont on sait que,
0
pour une infinité de valeurs de m,

1

I [« ’ :: I

| 15 4—5) m ’
(logim)

les autres coefficients ayant une valeur qui ne satisfait pas & cetle iné-
galité (*): on a, sur une infinité de circonférences ayunt leur centre a

(1) Journal de U’Ecole Polytechnique, 1904 el 1905, p. 11 et 13.

(2) Cetie restriction est inutile : la démonstration que j’ai donnée de la propriété I
(Journal de I’Eeole Polytechnique, loc. cit., p. 14) s'applique aussi bien sans rien sup-
poser « priori sur la limite supéricure des modules des coefficients ¢,,. Du fail quune

1
Jonction entiére contient une in finité de coefficients tels que | a,y | 2 (logem) (5 *e) " on
conclut donc que, sur une infinité de circonférences analogues de rayons indéfiniment
croissants,
M,z €fogy (Pp-€a).
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lorigine et de rayon r indéfiniment crotssant,

M, = max. Z A 2" | 2 ey (rfe),
0

e, pouvant étre pris positif et aussi petit qu’on veut des que r est assez
grand.

D’autre part, on sait qu'une fonction entiére F(s) quelconque peut
se mettre sous la forme d’un produit convergent ®(z) de facteurs
primaires multiplié par ¢, o G(z) est une fonction entiére, et (*)

(1) (b(z):fl <l_a_z_) e*’v»<i,‘.),

ou P, (—‘-’—) est un polynome de degré p, en = de la forme
o\ & 3 -

n n

N s 3 z* ZPa
P, ——):———-—I—-—-——i—...-&—

o op 20 pnoln
On a
(a) 1 ( 1 + z g :.Pr‘) 3Pn
L L ant=—=T el (e — cee — .
85—,  n o? abfn albn( oty — 5)

La séric

Q ~ — 5Pn
Ro= Y =
24 " abr(ot,— 3 )

La remarque est importante pour la suite : si I'on sait que M,Zerq(r7), o fixe

1
positif, quel que soit » (r assez grand), on conclut en effet que |y | S (logem)” (5-¢)
(m assez grand), ¢’est-a-dire que la fonction entiére n’est pas d’ordre Lransfini.

(1) Pour éviter des confusions je désignerai toujours par a, le n'ée zéro.

Dans une fonction entiére, si 'on range les z6ros ay, ..., an, ... par ordres de
modules croissants, | «, | doit croitre indéfiniment avee ~.

En coffet, s'il en élait autrement, |, | tendrait vers une limite Z Dans le voisinage de
la circonférence G de rayon ¢ ayant pour centre I'origine, 4 son intérieur, il y aurait une
infinité de z6ros, par suite, sur la eirconférence, un point zy tel qu'une circonférence, de
contre z, ¢t de rayon arbitraire, contienne une infinité de zéros : ces z6éros ne seraient
pas tous isolés.

On voit de méme quo, dans une fonction méromorphe, si 'on range les zéros (ou les
poles) par ordre de modules croissants, ce module doit croitre indéiiniment avec le rang
du zéro (ou du pole).
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est absolument et uniformément convergente dans tout le plan, sauf
pour = = «,, sous certaines conditions.

En effet, soient ¢ la distance de 5 au zéro «, le plus voisin ('),
M le maximum de |s| dans la région finie considérée du plan des s.
On prendra n>v, |a,|>M, d’ou

5

| ‘-ZIR,LQE(%)Pn ,

=
V-1
P Wl N . .
La convergence de la série > R, sera surement uniforme si la
, . 7 \Pn . ’ . .
série » (=) " converge uniformément, ce que je supposerai.
,.ll °

Intégrant (a),

. = ~2 =P
“ ~ -~ witn
log(s —ay,) —log(—op) + — + —5 +...+
24[ : ’ o, 202 pacfn

.__\ﬁ (r( ,__E_ > _f_“ — : N z
‘—A[lob I (Z,,) +Ip"<an), -~/0\ z"nd

converge uniformément; par suite ®(z), dont le premier membre est
le logarithme, est aussi convergent.

On s’est placé en dehors des environs des points o,; mais, aux

5 \* )

environs de s = o,, ®(z) est le produit de (: — a—) par un produit

n
convergent (d’aprés le méme raisonnement), A étant ordre de mul-
tiplicité du zéro z = a,.
Soit alors F(z) une fonction entiere, ®(s) ayant les mémes zéros

. . P . . .
que F(z) avec le méme ordre de multiplicité : g V@ plus ni zéros, ni
poles a distance finie, et son logarithme est une fonction enticre G(z);
donc

F=etis,

La condition nécessaire et suffisante @ remplir par o, est que la

série )P sotl uniformément conver gente
b 2 SOLL formeme. 2O/ ey N
e\ ], . o

() Bien centendu le raisonnement ne s’applique qu’aux valeurs de z pour lesquelles &
a une limite inférieure fixe, d’ailleurs aussi petite qu'on veut.
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Les fonctions entiéres d’ordre fini sont caractérisées par ce fait que

'on peut prendre pour g, un entier limité, le méme quel que soit 7.

Jeme proposeicid’étendre aux fonctions entieres d’ordre infini non

transfini un certain nombre des propriétés des fonctions entiéres

d’ordre fini aw point de vue des zéros. Je m’appuierai sur les résultats
que j’ai obtenus antérieurement (loc. cit.).

[11.

D’abord le raisonnement employé (*) par M. Schou pour trouver
une limite supérieure du nombre des zéros de module au plus égal
a r,=|a,|, ou encore unc limite inférieure de r,, s’applique iden-
tiquement. Soit

~ .
(2) ‘\_‘amz’":[’(:),
0
une fonction enticre d’ordre infini non transfini (4, ¢). On a ici, avec
les notations de M. Borel (ol @, est remplacé par «,) convenablemen t
\ 4 A
modifi¢es :
Vie=er(rer),
o V= V(r)est assujetti a laseule condition d’8tre Zlog M,, et ou M,
est le maximum du module de F(z) pour|z|=r;
n<ep[(r,s)mre] (r=r,s).
rorte > Jog n.

Or on peut prendre 5,7 + 545 done, pour toute valeur de r, assez

grande
(3) ré*e>logrn,
(3 bis) n < ep(rf"f),

(1) Poir Hapamarp, Mémoire couronné, Journal de Mathématiques, 1893, p. 202;
Scwou, Comptes rendus, t. CXXV, p. 763; Bourroux, Thése, p. 93-94; Borer, Legons
sur les fonctions entiéres, Paris, 1900, p. 73. Je mentionne ici au point de vue de la
priorité éventuelle les résultats de MM. Borel (Acta mathematica, t. XX) et A. Kraft
(Thése, voir plus loin); mais leur lecture n'est pas indispensable pour Yintelligenee de
mon Mémoire.
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les ¢, pouvant étre pris aussi petits qu’on veut des que n est assez
grand [(3) subsiste quand p = o].

M. P. Boutroux, dans sa Theése (') de Doctorat, a obtenu en parti-
culier les résultats suivants :

St Uon a, a partir d’une certaine valeur de n,

1 1
ra=|o,| > (logn)’ [ou >(log,n)"J (o fixe > o),
‘on a, dans (1), a partir d’une certaine valeur der,
[ P(2)] < ey (ro+e) [ou e;(r7+€)],

e fize, positlf, aussi pelit qu’on veut, en prenant pour o, Uentier le plus
voisin de o logn (oulognlog,n).

Yadmets que 'on puisse généraliser le résultat de M. Boutroux, ot
établir la propriété suivante :

Quand on a a partir d’une certaine valeur de n

1

(4) rn>(log;:n);’ (o fixe > o),
ona
(5) M, < g (rote),

a partir d’une certaine valeur de r, € élant aussi petit qu’on veut, mais
fize (p, étant convenablement choist).

On pourra alors raisonner de la sorte :
Soit ®( =) un produit de facteurs primaires d’ordre (£,, p,). Admet-
tant que (4) ait lieu pour lui, je dis que

(5 bis) (k, o)z (ky, p1—E),

ce qui signifiera que l'on a k> k,, ou k =k, avec o2 p, — e. En effet,

(1) Pages 94 et suivantes; woir encore Acta mathematica, 1903.
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st 'on avait
(k, o) <(ky, pr— ) (n fixe et positif),

on aurait
M,-< € it (I'G+E) < Cly+1 (I'(ﬁ”‘"‘"‘s)’

d’aprés (5), avec e fixe, mais aussi petit qu’on veut pour r assez
grand; d’apres la propriété II, pour une infinité de valeurs de r indé-
finiment croissantes, on a, d’autre part,

£l

M, er4a(775) (g, commee),

ce qui est contradictoire. Le nombre o en question, qui existe,
d’apres (3), doit donc satisfaire & (5 bis). Il en résulte alors que,
pour une infinité de valeurs de n, on doit avoir :

1

raS (logg, n )P .

Mais ceci exige d’abord que je démontre (4) et (5): ¢’est ce que je
vais faire.
Jétablirai le théoréme suivant :

Tugorime 1. — Si, a partir d’une certaine valeur de i, on a, quel que
sout t,
1

(4) los | = r; > (logri)’,

soit

52 8

e Sl i
&« 20 Pi“?"
3

(1) d»(;):f[(,_“ﬁl)e ‘

(| os | 2| 0|, o croissant indéfiniment avec i, et p;=;logi, dés quet
est asses grand, ©; variant entre deux limites positives fixes >>0), un
produit de facteurs primaires; on a, dés que r = | z| est asses grand,

(6) [ B (5)] S s (7742),

e fize posiiLf, aussi pelil qu’on veul.
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Je suppose que, & partir d’'une certaine valeur de ¢,

1
NG
r;>(logt)".

Soit ('), pour une valeur donnéede |z| =r, N le nombre des zéros

du produit ”
ao) = (1= 2) & =TT (2),

dont le module estinférieur & 7(1 + £') (% positif fini). Je prendrai p,
entier de la forme 7;logi au moins & partir d’une certaine valeur de 7,
T; étant un nombre qui varie entre deux limites 0,, 0, positives et
fixes > o (*). Je pourrai négliger dans le raisonnement les facteurs
en nombre fini qui ne satisferaient pas & (4) ou & la condition spécifice
pour 7;; soit A leur produit : AZe, () (p. fini).

Ona:
1° Pour |u|<<1eti>N,
. u u? it w “* P
log(1—u)+Pp(u)=—( -+ — +...+ e ) A — e — +—'~,
1 2 pit1 2 e

[log (1 — w) Py (u) [ < bfuwlp: (& const. positive convenable),
~ (- pi

[‘p‘<:') 1<L’ (I'[) i
%/

2° Pour /SN; quand r;Zr,

’”

I 7
I - 'I“ < C’"<C‘,
[

g 2+;§‘+...+ —} )

et,sir,<r,

b (LN (14 3 e = b () 100
()| < g) B

z

(1) Comparez P. Bovrroux, loc cit., p. 96.
(*) L’hypothese de M. Boutroux pour k& =1 est alors comprise dans la notre.

P dx
3) D'a rés-‘-—&—...—t——l- f &% = .
(*) Dap 2 Pl< |z 0gp;
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(b, constante positive convenable). D’olt

’ N
/N lngo’NE ((-,'— )9:_‘_[,32 logp:

(7) [@(s)|<Ae T,
avec ry=r(1r + k'), oy étantla plus grande des quantités p,, py, - -5 on:
ox=0,logN.
. , /[ r\Pi v n , . ,
Cecl posé, 2 ~ ) estuniformément convergent : en effet, il suffit
I3
pour cela que, des que ¢ est assez grand, r étant donné, 'on ait

7

ri\Pi . ..
(——') Z (n positif fixe),

logi¢
Pz (X=41) Jo o
ogr;— logr

ou encore, quand r; est assez grand,

N logi
/‘ l—|— s ®
pez( E’)l()gri
Lei, d’apres (4), il sullira
ologi

> (1 4 g, ) 208
th (l -+ 1) I(-)g/;—|—1L7

ce qui a licu, d’apres Phypothese.
Alors
y

by Z logp;<< b, Nlogon<< b;Nlog(b, logN) < Ni+&.

1

D’apres (4),
'g> l()gﬁ'Ny
N< e/c(rg) < ey % [,(1 -+ /C/)]O'-PE, g < ep(rote),

N
b 3 logp,< Niver < e (r7+4),
1

Il suffit done de vérifier que

i
by log oy 2(;%) < er(rots),

Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — Jus 1906. 35
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ou encore que

(8) S (£) <ty (o,

Or, d’apres (4),

2(_’7—;>Pt<2 r : p;<2 _ r 1 Oalngi+2 ,.—_-

-q 0y logi

1
(logi)” (logri)” (logri)”
La série
—~ I r 0, togé
2l
(logrd)”

ol 0,est fixe et £Z1, rentre dans le type des séries

. - . = 0y logi

S 7 s
B=Y|——"—n .
aend

(loged)™"5

Jevaistrouverune limitesupérieurc dumodule de B en fonction de r.
Soient
O3logéy, Oylog(ig-+1), ..., Oylog(iy~-12),

ceux des nombres 0, logi compris entre Pentier 7 et Ventier m +1 :

mZb,logl, < O,log(iy+1) <...< 0 log(iy+2A)Zm~+1,

d’ou
. L Ao T
108(‘1“*‘)-)—*108‘::&7"7 L= =2 e,
j;; 0y
I - -
log (i -+ 2 +1) —log(é—1) > = RSP
U Uy —1
IR kS
5 \e%_,), x><a”"——x><n-x>—z,
d’olt

n -1

1 \
N N f
A:zl(\e”"—-r)(x—l—eu);).,e K A const.;

1y On sait, en effet, que ep(ro+26) ep(rot+el ) = ep(ro+el’) dos que r est assez grand

> q < I ’

kz1. Les e/ désignent toujours des quantités que l'on peut prendre aussi petites quon
veut des que r esl assez grand.
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on aura

rmn+t R —_— —~ rmtt
Bz E Jye s :)_‘ Ser(rotio),

m 1
L= e M (q4eh)
m <l m
0gk-1 ——)
0,

m [logr—y(m —+1)] °
quel que soit 04, le dernier membre étant (*) une fonction entiére

. . N r\P: .. , . N
d’ordre (£— 1, o). Déslors, Z <;—> a une limite supéricure de méme
i
forme, ce qui démontre le théoréme.

Sik etesontfinis, ® (=) n’est pas d’ordre transfini[note (*), p. 266].
Soit (£, p,) son ordre, supposé non fini (*); on pourra prendre,
Q’apres ce quionavu (p. 271), k= k,, o = p,—e. Donc, d’apres (3):

COROLLAMRE. — Si £ el o sont finis, lordre de ®(z) r’est pas transfini ;
soit (ky, p,) lordre de ©(z) supposé non fini; on a

1
‘ -+ &'
ri> (logg, )P

des que ¢ est asses grand, et, pour une infinié de valeurs de r;,
A
(9) riS (logs, ) 7%,
Réciproquement, si ces deux inégalités ont lieu pour un produit
canonique, il est d’ordre (£, p,).

(1) Ceei fail penser que les séries

— r K 0,l(>g,,i
4 == 2 T
(logri)s+er

ont leur module au plus égal & ¢4paq (ro+e) dés que r dépassc une cerlaine limite, cc
qui est vrai pour p == 0 ou 1.

(2) Dans le eas ot cel ordre serail fini, on a un théoréme analoguc (woir BoriL, Le-
cons sur les fonctions enticres, Paris, 1900, p. 60 et 74). Il reste toutefois 4 préciser ce
théoréme pour le cas d’ordre nul.

Quand p = o, (9) esl remplacé par

1
(9 bis) rs (lr)g/c_1i)7‘ (% aussi grand gu’on veul).
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Remarque. — On voit ainsi qu’il y a correspondance compléte entre
Pexpression (£, g,) et les plus petits des nombres £ et o pour lesquels

1
ri> (log,i)"+¢

a lieu, dans les produits de facteurs primaires d’ordre (4, 0,) con-
sidérés au théoréme I, et que jappellerai (provisoirement) cano-

nigues ().
Supposant alors une fonction enticre F(z), d’ordre (£, p), sous

la forme
(ro) F(5) =®(5) b1,
ot ®(z) est un produit canonique, et G(s) une fonction entivre;
Pordre (%, p,) de la fonction @ (=) sera appelé, par définition, Uordre
réel de F(z), tandis que (&, g) est Vordre apparent de F(z).
Dans un produit canonique, Uordre réel estégal @ lordre apparent.
Ceci permet d’énoncer le résultat suivant : .
Tutorime Il. — L’ordre réel d’une fonction enticére d’ordre non trans-
Jint R’est jamais supéricur & Uordre apparent. Il peut lui étre in férieur (*).
Autrement dit : s

F(z)=®(5) b5,

o O (=) est un prodwit canonique d’ordre (ki g,) et G(z) une fonction
entiére, soit (k, p) Uordre de ¥ (s); on a

(/‘"? P): (/‘.1) P1)'

Il suffit (*) d’envisager les fonctions entiéres d’ordre infini non
transfini.

(1) Le produit de deux produits canoniques ¥ ot ®y est-il forcément canonique? On
voit de suite que non pour le cas ol ® et ®; sont d'ordre finis p, py, avee, par excmple,
p — p1==3. De méme pour le cas ot ¥ est d’ordre infini non transfini et ®; d'ordre fini.

(%) Exemple : cas ot #(z)=1. ®(z) n'est jamais d’ordre transfini & cause de (3) ot
du théoréme I.

(%) Boniv, Legons sur les fonctions entiéres, p. 74.
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Je suppose (')
(/‘"1) Pl)>(ka P)
On peut trouver o fixe <p,, et tel que
(ki pr) > (ki @) > (K p).

Iinégalité (3) est applicable & toute fonction entiére d’ordre non
transfini, et, pour une infinité de valeurs de r; [corollaire du
théoreme I, formule (g)]
rones

log, i,

puisque ®(z) est d’ordre (£,.p,).
Mais (3) donne pour F(z)
rf*&>log.i,
P < ea(rE ) < e, (1)
pour unc infinité de valeurs de r;
rita>log iz,
d’ott
e >p —¢, g +e>p—o,

ce qui est impossible pour r; assez grand. Donc

(ks pi) 2 (ks ) C.Q.F.D.

On en déduit le théoréme suivant :

Tutorime 1. — Soient deux fonctions entiéres ¥ et ¥, d’ordres (k, p),
(ky.p,) non transfinis : si (k,p)Z(k,,0,), et st ¥ a ses ordres réels et
apparents égaux, le produit F¥, a son ordre réel égal a son ordre appa-
rent, qui est (£, p).

En effet, soit (£,, p, ) Pordre de FF,; on a

| F |z=r§ ("/L‘+1("P+a)’ ! Fi lz:ré ek‘_’_l(rP{‘"E),
|FF, lz:rf{ Cloet (FPH3)EE €y (7PFE).

Done déjia
(fgy pa) 2 (K5 p)-

(1) Si ®(z) 6tait d'ordre (ky, 0), d'olt &y >k, on raisonnerait en considérant ¥ (z
comme d'ordre (£}, py ), pr étant aussi grand quon veut et y = &y —1; il suffit de rem-
placer partout %y par &}.
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Je forme, ce qui est possible (théoremes I et IT), un produit cano-
nique ®, ayant pour zéros les zéros de F,=FF,. L'ordre réel (%, e1)
de @, est 'ordre réel de F,; d’apres le théoreme précédent,

(F35 p3) S (koy p2) S(K, p).
Mais, d’apres la formule (3), si a,,; estle (n + j)me zéro de F,,
risg > ogs (n 4+ ).

On peut toujours supposer que o, ; est aussi le 21 zéro de F, et
que celui-ci est choisi de manicre  satisfaire a I'inégalité (g) :

P EV e

riy; Slogen.

On en conclurait

. . o S
rins > logs, (n +7) > iy [logen] 2 eno i [ 7577,

ce qui montre d’abord que £Z4,, dol k=Fk,, puis que [p, —p],
nombre fixe, est aussi petit quon veut dés que r,,; est assez grand;
donce

(Kgy p3) = (Ko, pa) = (kyp)  (P). C.Q.F.D.

Corovrare 1. — Soient @, ©, deux produits canoniques de facteurs
primaires d’ordres (k, p), (ky, p,), avec (k, p) = (k,, p,). L' ordre réel du
produit ®®, et son ordre apparent sont égaux et égaux a (k, o).

Corovrrame I1. — Soient deux fonctions enticres ¥ et ¥, d’ordres réels
(K, 0") et (k,,0,) non transfinis avec (k', " )= (£, ) Uordre réel du
produit F¥, est (K, o").

(1) La démonstration subsiste évidemment si Fy est une fonction entiére d’ordre fini;
de méme si I et Fy sont d’ordres finis.

Le théoreme IIT el ses corollaires sont done également vrais pour les fonctions entiéres
d’ordre fini.

De méme 8i p, py ou p3 sont nuls ou infinis, car il suffira de raisonner en les supposant
aussi pelils ou aussi grands qu’'on veut suivant les cas.
Par exemple, quand p = o, on aura pour une infinité de valeurs de n
. 5
P = logp—yn
si grand que soit k dés que n est assez grand et

i > ep gy [10gk—12] Z €hoky 1 (7, ).
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Car
F=2®¢b, F,= ®, ¢S,

® et @, étant des produits canoniques; et il suffit d’appliquerle corol-
laire I au produit ®®,.

On déduit de la diverses conséquences :
Soient @,, @, deux produits canoniques dont le premier @, admet

@1

cité au moins égal. Je dirai provisoirement que ®, est un diviseur de ®,.
D’abord @, est d’ordre =(4, ), (k, ¢) étant ordre de @,, car, si «;
est le ™€ zéro de @, on a

tous les facteurs (1 — > du deuxieme @, avec un ordre de multipli-

8T >logg i,
d’aproés (3
pres (3), )

oLyt [—jj, = i,

J
| Bjlere> logii> logs/,

en sorte que, d’apres le théoréme I, @, est d’ordre S (4, p). Done :

Corovrame . — Towt produit canonique ®, qui digise un produit
canonique O, d’ordre (k, o) est d’ordre = (k, p).

Je forme un produit canonique @, tel que ®,®, ait exactement les
mémes zéros que P, avee le méme ordre de multiplicité : ®, est
encore un diviseur de ®,, par suite d’ordre Z(%, p). Je dirai que @,
et @, sont des facteurs complémentaires de @,, ®, P, ayant son ordre
réel égal & (%, p), 'un des deux facteurs @, ou ®, a son ordre égal
a (k, ), dapres le corollaire 1. Donc :

Corovame 1V. — De dewx facteurs complémentaires d’un produit ca-
nonique ®,, d’ordre (k. ), Uun est d’ordre (k, o), ' autre d’ordre Z(k, ).

Je forme le produit canonique ¥ admettant & la fois les zéros des
produits canoniques ® et ®,, chacun avec son ordre de multiplicité
maximum pour ® et @, : W a évidemment pour facteurs ® et ®,;
tout produit canonique jouissant de la méme propriété est divisible
par W : W sera le plus petit commun multiple de O et @, .

Si® et @, sont d’ordres (£, p), (k, g,), avee (£, p)Z(ky5 p4), PP, est
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d’ordre réel et apparent (%, p) d’apres le corollaire I. Soit

q)d)] =, eG7

ou @; est un produit canonique d’ordre (£, ¢), G une fonction entiére
ou un polynome.

W divise @5 et est d'ordre S(£, g); mais il est divisible par @, et,
par suite, d’ordre Z(k,p), d’apres le corollaire II. Donc W est
d’ordre (£, p)-

De méme pour 3,4, . .. produits canoniques. Donc :

CorovLare V. — Le plus petit commun multiple de '\ produits cano-
niques a son ordre égal aw plus grand des ordres de ces ) produits
canontques.

De la méme maniére on définira le plus grand commun diviseur de
deux ou plusieurs produils canoniques.

Le plus grand commun diviseur de deux produits canoniques est
un produit canonique formé avee tous les zéros communs & ces deux
produits, affectés de Vordre de multiplicité minimum.

Corovrame VI. — Le plus grand commun divisewr de 'n produuts cano-
niques a son ordre aw plus égal aw plus petit des ordres de ces '\ produils.

Remargque (*). — On peut établir pour les fonctions d’ordre o et
d’indice 1 (¢’est-d-dire d’ordre (o, 1,p)) un théoréme analogue au
théoréme I :

St, a partir d’une certaine valeur de ¢, on a

i

o |=ri>e”,

aj¥

quel que soit ¢, pour le produit

P (z) z[l <1 — 57),

(1) Depuis que ces lignes ont 6Lé Gerites, jai eu connaissance de résullats étendus
ohtenus dans la classification et I'étude des racines des fonctions entidres d’ordre zéro
par MM. E. Lindeldf, Bull. desSc. Math.., »™¢ séric, t. XXVII, 1903, p. 213-226 ¢l Ruben
Mattson, Contributions & la théorie des fonctions entiéres, These pour le Doctorat, soutenue
le 6 décembre 1905, Upsal, Almqvist et Wiksell, 1905, p. 49 & la fin.
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on a, des que r = | z| est assez grand,

T-+e

— logr

[@s)lzr b

Qlw

Ici la démonstration est simple; je pose g =e¢ >1: si A est une
constante,

1

)\|(l)|_fll(1 +rg)=F(q,r)=1 +Eb,,r";
1

F(,/' ,-(/) —1 +2 [)n(lnl.n

1
w0 ’ @ N\
BB . - Wl
= (14 r) ll (1+rg )y =0-+rF(qg,r)y=(1+47r) ( 1 +2‘l)nr"),
PN i 1 \ 1
d’ou
big =1 by, bZ(/Q:‘: by=+b,, HERE] bn(/n:bn"‘ by, R
1 b by
by = by = — 1, ey b, =— ——= ceey
q7—1, yr—1 g =1
n(rn-41) \
i = I PO
7 <= (=1 (g =1). . (gr—1) T wesl” P positif fixe,
(1 2
s1
. . g/
g/ —1Z
q =7 (j ’
Bgizi+B,
2/
. 1
(/J::eq_:;l -+ 57
ce qui est toujours possible.
Alors, quand n est assez grand,
n* n*
s (logq)(14-84) — (1-4-E4)
bit=¢® =e” .

n

D’apres un lemme antérieur ('), on a bien
G +-E
—7——105;1'

](b]j)c-*(; +Z b I"‘> Srt.
1

(V) Journal de (' Ecole Polytechnique, loc. cit., lemme 1, p. 34.

36

Adnn. fe. Norm., (3), XX — Ju 1go6.
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Soit alors une fonction entiére d’ovdre (o, 1, ) : il y a unc infinité
de valeurs de r indétiniment croissantes pour lesquelles on n’a pas
g+ e<p—¢ d'apres un lemme antérieur ('), ¢’est-a-dire pour les-
quellesonas +eZp - <.

Pour établir au sujet des fonctions d’ordre (o, 1, g) un corollaire
analogue & celui du théoréme I, il faudrait une in¢galité analogue
A (3). La méthode de MM. Hadamard et Schou, convenablement appli-
quée, conduit seulement & I'inégalité

"

ra> e
On en conclut I'existence pour toute fonction d’ordre (o, 1, o) d’un
nombre lixe 5, minimum tel que

El

Tyt &
ri>ett g

\

d’apres ce qui précede, o,Zp—e,; mais 'on sait seulement que
o,22(p +¢&,). On a, par suite, pour une infinité de valeurs de ¢
indéfiniment croissantes,

20

I',"f E( -
Finalement, onobtient ainsi une in¢galité assez analogue & (g), mais
non une égalité analogue & (3).

V.

Je wvais maintenant m’occuper d’étendre aux fonctions entitres
d’ordre non transfini un théoréme connu (*) sur la limite inféricure
du module d’ane fonction enticre pour une infinité de valeurs de r
indéfiniment croissantes; mais j"envisagerai de préférence la forme
perfectionnée de ce théoreme que j’ai indiquée antérieurement (*),

(1) Ihid., lemme 11, p. 36.

(*) Havamarn, Mémoire couronnd, Journal de Mathématiques, 1893, p. 204; Bonkw,
deta mathematica, V. XX, p. 378 et Lecons sur les fonctions enticres, p. 795 A. Krart,
Ucber ganze transcendente Functionen von unendlicher Ordnung, Thise, Gollingen, 1go3.

(3) Journal de Mathématiques, 19oa, p. 33q.
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en tenant compte des heureuses modifications introduites par
M. Wiman (*). '

J'ai indiqué pour les fonctions entieres d’ordre fini quelconque
cet énoncé :

Etant donné un produit canonique G(s) de facteurs primaires
d’ordre ¢ fint, et un nombre positif arbitraire e, si U'on décrit autour de
chaque zéro un cercle de rayon «n fini (=1 arbitraire), en tout point
extérieur a ces cercles on a, pour | =| asses grand, 'inégalité

|G(s)|> e
La méme inégalité a liew pour une fonction enticre f(z) quelconque
d’ordre fint, o désignant alors son ordre apparent.

Cet énoncé a amené la trés ingénieuse remarque suivante de
M. Wiman (*) :
01 horrt ¢ | q 70 sorel ] » . T
« Si 'on déerit autour de chaque zéro un cercle de rayon 7%,
T désignant un nombre positif aussi grand que 'on veut, on a, pour r
assez grand, en tout point extéricur i ces cercles,

[G(s)[>e ™,

e ¢tant un nombre positif arbitrairement petit. Notre démonstration
de ce théortme a été publiée par M. B. Lindgren dans sa thése : Sur
le cas d’exception de M. Picard, p. 22 (Upsala, 1go3). Dans le théoréme
analogue de M. K. Maillet (Journal de Mathématiques, 5°¢ série, t. VIII,
1902), les cercles exclus sont tous de méme rayon 7. Or il peut tres
bien arriver que, quelque petit que soit 7, ces cercles remplissent
tout le plan, dés que rdépasse une certaine valeur. En effet, la preuve
que donne M. Maillet permet de préciser son théoreme powr les fone-
lions de genre supériear @ =€ro. »

Les cercles de rayon v fixe 1 décerits autour des » premiers zéros
comme centres ont une surface totale 2= w2 n; les cercles analogues

(1) Swr lecas d'exception dans la théorie des fonctions enticres (Arkiv. [6r Mate-
matik, ete., .1, 1o féyrier 1904, p. 337).
(%) Loc. cit.
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pour les autres zéros sont extéricurs au cercle de rayon r, — v ayant
son centre 4 'origine, de surface

S=mn(r,—mn)?%

avece
1

+& . G +E
Pt >n, ra>nfre

et mon énoncé n’exclut stirement du plan qu’une surface infiniment
petite par rapport a la surface totale que tant que p <C 2, car alors

qui a pour limite zéro quand 7 croit indéfiniment.

Le contraire peut arriver, mais sculement pour des fonctions
d’ordre Z 2, et alors mon énoncé peuat étre parfois incomplet au pornt
de vue des applications (*).

Quant & ma démonstration, elle établit, je crois, ainsi que le dit,
semble-t-il, M. Wiman, un résultat plus complet que ne Pindique
[’énoncé, & condition de regarder, dans la deuxieme Partie de cette
démonstration (cas ot gZ1), la quantité désignée par n comme fonce-
tion de r,, rien n’étant précisé au sujet de la signification de v, qui,
ai-je dit (Journal de Mathématiques, 1oz, p. 342), doit étre conge-
nablement choisi. Mais la remarque de M. Wiman spécifie des valeurs
de 7 convenables bien plus avantageuses que celle indiquée dans
mon énoncé, et applicables en tout cas.

Je n’insisterai d’ailleurs pas, car la modification indiquée par
M. Wiman précise la propriété d’une fagon assez hearcuse pour que
je 'adopte sans hésitation.

Ainsi que parait Uindiquer M. Wiman, en suivant la marche que
jai employée, on établit, grace a de légeres modifications, le théo-
reme perfectionné; il suffit de faire en leur place les quelques chan-
gements suivants (avec les mémes notations, loc. cir., p. 341):

(1) Quand 1Zp < 2, I'énoncé peut présenter encore des imperfections dans cerlains
cas en vue des applicalions; je n’insiste pas.
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7 étant égal & 77 (Zassez grand) ('),

IA I > (I.‘,.2 .. ,.m)—‘l.'ln > ,-’—n‘tln S I
(2,-)111 (2,.)111 =(2,-)m(‘t+1)'
1 n—m
IB| > (-) :
2
g 1
—21'2]1'—"
|(3]>e no1 ,
w 1 T—1 T—1 1—;?
5 T T T T L 2a
i n? =- n1 |+ = ar)s-1
2 <iT=z I—a'( ) <+n> <1——-c( U
et ’ P L.
T e ~ 1—ac _ —J
(’("’) —IAB(‘ | > (2,.)/,1(':4-5 on—-m ¢ =
avece
7‘:m(r~i—1)10{._;*(zr)—4—(n—-—m)logfz—l—(zr)“'I - -
20
=mrlog2 -+ m(t+41)logr -+ nloga+ (2r)° T

D’apris mSnZ(ar)’,

0,0+1 ¢
A< rm|a%rlogo + (t+1) 2% logr + 2% loga + - ]
) -_— T

Quand r est assez grand, on peut prendre ¢ fixe et positif assez pe tit
pour que, T élant un nombre positil’ donné quelconque, A <™, ce
qui démontre le théoréme quand o <1 oup <1 (*).

Soit maintenant pZ1, v = r7%, 5' =y (loc. cit., p. 342).

(') On néglige au besoin dans (:(z) un facteur fini.

(%) Cest M. G. Remoundos qui m’a signalé le travail de M. Wiman : je I'en remercie
bien vivement. M. G. Remoundos a indiqué un autre perfectionnement (Voir Intermé-
diaire des Mathématiciens, 1904, p. 202) de mon énoncé. Ainsi les mémes calculs mon—
treront, par exemple, pour p <1, que Pon peut prendre q = ¢—* (g fixe positif) : alors

cr ””'r‘r{ .
[A | > e > emmen) (o p)m,

(:)‘ L3
Il suffira de choisir ensuite e — g4 fini et positif,
On remarquera que o est assujetti ici & la seule condition d’élre > p, 6 — p pouvant
ttre aussi petit qu'on veut, mais fixe. Tous les résultats s’appliquent donc aux fonctions
entiéres d’ordre zéro, avee o = g,.



286 E. MAILLET.

Les cercles de rayon 7 dans le plan des z sont définis par
3= 5;+ new,
Il leur correspondra dans le plan des y les courbes C; définies par
y=(z+mne®),  y;=3],
et 'on peut toujours trouver t, tel que
|y —yil=|(si+ne?)—st| > r;i%,

quel que soit r; (¢ assez grand).
En effet, il sulfit

7 . q
1| (s 2 ]
‘Ji

1], N
[+ — :“P) e R AR
500,
Soit
Sy I'[(}lo,

n o . o

— b= rit el @0 = o/ ¥,

H[

oll

0 =I.7<fr+1v, CP—-O“: Cp'.
[l suffit

](] +.n/ei(p/)(]__ 1 l >,1 4/!1'-0~1);

or
(1 e!®) =1+ g0’ e (1 ¢,),
avec|e, | aussi petit qu'on veut deés que r;dépasse une certaine limite;

il suffit
[(t+a'e®)—a|=|gn'e¥ (1 -+e)|> %"i""’“'“> AR
il suffit done finalement
T 1< (T -1).

On peut prendre 7, assez grand pour que ceci ait liea quel que soit
le nombre positit © donné a prior:.
Dés lors, dans le plan des y, 4 'extérieur des cercles de rayon r77%
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et de centre y;, a foraordh Uextérieur des courbes C;, on a

g2y

i

. i -1yl 4 gy
| ®(y) | =|F(z)|>e =t

On en conclut que le théoreme est vrai dans le plan des s & I'exté-
rieur des cercles de centres

Gy OB, ..., Ciwm9TL
et, de méme, a 'extérieur des cercles de centres
oy oyw', ..., o'l

(ot w'=1, 0¥ =1), et de rayon r;".
Si
[ ot (m%— /B | > 7

(oL a< g, 0B < yq, vy fixe positif), ce qui est toujours possible
pour ¢ assez grand, le théoreme est completement établi pour G(z).
Il s’étend de suite aux fonctions enti¢res quelconques d’ordre fini.

Au lieu de distinguer le cas ot p < 1 et celui ol o271, on peut aussi
faire un raisonnement unique. La marche & suivre va étre suffisam-
ment indiquée a Uoccasion du théoreme analogue pour les fonctions
enticres d’ordre infini, théoréme qui est compris comme cas particulier

ainsi que les énonceés précédents dans le théoreme suivant :

Tutorime V. — Ktant donné un produit canonique ® (=) de facieurs
primaires d’ordre (k, p) non transfini (kZo, >0 st k=o0) et un
nombre positif arbitraire e; si Uon déerit autour de chaque =éro a;
comme centre un cercle I'; de rayon n= e, (r;)~", |avec (k,, T) quel-
conque > (k, p) et |o;| =r;|, en tout point exiéricur & ces cercles, dés
que r=|z| est asses grand, on a

(r1) | @(3)| > ep gt (rm)? [z, arbitraire, avec (ky, 7,) > (4, p)].

Soit k> o, et

o =1 (=5)" = [
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Je rappelle que p;==7;log?, olt 7; est assujetti & la seule condition
de rester positif et compris entre des limites fixes 0,, 0,> o et 5£ oo,
avec 0,<0,.

Je décompose ce produit ®(z) en plusieurs produits partiels pour
chacun desquels il suffit évidemment d’établir le théoréme, d’apreés
les propriétés des fonctions e, (r°) (pour £2 o).

Je pose (')

®=A,B,C,,

ol A,,B,, C, sont les produits correspondant aux racines telles que :
1° ;<< (1 — 0)r, O positif fixe et petit;
20 (1 = 0)r2r;S(x+ 07)r, 0 positif et fixe;
3 (1+0)rr.

Cas de A, et B,. — On a ici

) 3 _r 1/ r\? 1/ NP,
P, (= ;;.—+~(— = (=) S pure,
N7 r; 2\7"; [ 7N

quand r;Z1, et le produit II, des facteurs exponentiels correspondant
a A, et B, a son module au moins égal &

- X pirti
4 .
Soit
, < § 9 v
Fm 2 (1 + 01) < Tt
— ‘_“ p;re" — 0, log mzr?i
e 1 >¢ 1 ;
on a

"1‘ ’l‘lﬂ ’.tlj "”+1
2 rii< Z plalogi — 2 s “”‘"</ e tokr oy
1 1 1 1

<. (L'/J,loww-l);/wi < (m 1)+ 0y 107

(*) Jo néglige dans la démonstralion un nombre fini de facteurs pour lesquels cer-
taines conditions, par exemple la condition (3), ne sont pag remplies.

Quand &y > % on pourrait substituer & (11) une inégalité plus avantageuse que le lec~
teur trouvera de suite d’aprés le calcul des limites supéricures de |17 | et |1, ]. Je
’insiste pas.
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i, d’apreés (3),
Iei, &’ 3
rf*>log,
l< (')/c(\"?-ks)’
< er(1579) Zesl v (1 0)F+] < ey (704,
(- 1R [ g (PPrEY D l0gr < g (e,

dés que £Z1. De méme pour
m
Wl
O, 1ogm 2‘ 7P,
1

,

Finalement (') le module de II, est au moins égal &

C o) ( re-+e’ )_l.

Quant au produit des facteurs 1 — ; » on a, pour A,
i

21_32 ('72<l)7

S
]_—-__—
oy

e e | S -
3. .
l ll l;“' [1‘  G— ;(| — gy ) == ™ “’K“—"“‘);G/L-_H(I'F"'E:)"l;
AR p
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pour B, on remarque que
loe— 5| Zen (75)7 Zen [(1 4= O)F 1] =4 Z ey, (r7) 7,

ou 7, fini positif > .

PR J— z ., e (,.1:,‘ —me _
L |=T1 5= 2] 257 2 e mr.
2 z m

(1) Pour k= o, ¢'est-a-dire pour les fonclions enticres d’ordre fini, on arrive au méme
résullat en remacquant que Uon peut faire p;= p, ot p est un entier fixe indépendant

de ¢. On a
R z " r r\”
w(2)<r(5)-r(3)"

N Al
m

m 1 - »
Y Wy T E
logll l ,5[7(” 2 i PFEpp Z i PTE,
. 0
.1 1

d’aprés (3), et Pon somme par le méme procédé.
La démonstration reste la méme pour Mg, Iy et 105,
Ann, Fe. Norm., (3), XXII. — Jemuer 1906, 3y
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rn=(+0)r,
wer (rv) Sep (1%) (73 {ini posilil),
m << e, (retE),

mlog[ 7, en (r%)] < er(reve ) ep, i (r%) < e, (rTh),

11,

(7}, 7, fixes arbitraires, mais > p si & = k).

Z ek 41 (1)

Le théoréme est ainsi complétement établi poar A B,, car

AB, = IL I IL,.

Cas de C,. — On a pour C,

De plus

R A AN A I 5\ Pt ‘
logRp;=— | ——( — e G .
N =\ oy Pi-t= 2\ .

1 7\ Pt 1 I ’
logR,, |~ (-> (, IR
l gRe o7 Ty g )

ol A =1+ 0" est une constante > 1, et

- VAN )
[HogR,, |7 — (’) .

i1\ 1y o1’
2 ¢ 1 ”
N ) e Y I AP ~ I .
[logCilZ0 2‘ Py <7> = /)Z SE (b const.),
™1 m g1

d’ou

w

o
W ~ R *e
o < — )y log
[TogCi| 20 :i).fj1 log i =b 2‘ L < b /

Vi togh /g < /}1 I (L" )y nug'/.);/;l |’
7t 1

o
me1 "

(&, const.);

on peut supposer 1 < 0, logA, ce quon obtiendra par un choix conve-

nable de A, d’ou

[logCy| < b,.
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Or ici
l Cl |: ' elvg Gy > e—-[logC1|> (3"'/’-,
ee qui démontre le théoreme pour G,. €. Q.F.D.
CorovuLare I (*). — Sil’on comprend chaque zéro «; entre deux cir-
conférences ayant leur centre a lorigine el de rayon ri=e, (r:)=",

(ky, ©) arbitraire > (k,p)et |a;| =r;, en tout point extérieur & ces cou-
ronnes C;, dés que | =

est assez grand, on a encore
[D(z) | > er i (rT)-1, [k, my)y > (4, 0)] (7, arbitraire).

La surface totale de ces couronnes C; est limitée supérieurement quand k
owk, est =1, ou quand k =k, = o avec > 1 + 0. Dans tous les cas, la
surface lotale des couronnes C;comprises dans un cercle de rayon r ayant
powr centre Uorigine est aussi petite qu’on vewt par rapport ¢ Uaire de ce
cercle, quand r est assez grand.

La surface lotale des cercles Uy de rayon e, (r7)™" décrits autour de
chaque zéro comme centre (Lthéoréme 1V) est toujours limitée quand

(kiyw) > (&, p)-

Pour établir complétement ce corollaire, il suffit de s’assurer,
quand £ ou £, est Z1, que les points z exclus de cette maniere, ¢’est-
a-dire pour lesquels

Vri—rlZen ()75
points compris dans les couronnes C;, remplissent une aire totale
limitée, et de compléter la démonstration quand £ = £, = o.

Les couronnes C; correspondant aux p — . zéros qui suivent les
i X 1y
p- premiers ont une surface totale

/‘
S,=mn S [ret e, (75) = [rim—en (/) P,

Yot 1

(1) Ce corollaire constitue une généralisation et une précision d’un théoréme connu de
M. Hadamard pour les fonclions enticres d’ordre fini (woir Havamarp, loc. cit., p. 204,
ol encore Bonur, Legons sur les fonctions entiéres, p. 79 ev Acte Mathematica, t. XX,
p- 3785 A. Knarr, loc. cit.). L’6paisseur des couronnes C; est limitée.
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b
3

w étant fini, mais assez grand pour que le corollaire s’applique aux
zéros d’'indice Z . La surface exclue ainsi est

A~+S§,,

ol A est une constante positive;

l]
A+ S,,: A+ 47‘5‘2 7' €y (7”;)'—1.
p-1
Or, d’apres (3),
1
ri> (logré)” (c=p—+c¢),

T

er (17) > ey, [(lng/.-i)&] >0,

(A fixe positif convenable > 1), si

N o
"An»/‘-lA(l‘)%/.-l)‘_I > (logpi)t+e,

ce qui a lieu quand (&,, ©) > (£, o). Dans cette hypothése

r P

A+S/);A+{)ZiM’I<A+I)\/ L'w.}‘idl,'</)“
Yot 1 !
b, b,, \, constantes, A, >1.
Quand £, = /£ = o, .
/)
N Y -
A+48,=A+ ";nz L
Pt 1

Y . .
La série }_‘ rrn’est stirement convergente que si T—1>> p.

Enfin soit p+1>7>¢ : il suffira d’observer que DPépais-

,l

A : . .
seur A,—}—:zzf:,“(r}’)"‘ des couronnes G, est toujours limitée,

1

d’apreés (3), ce qui acheve d’établir le corollaire. Par suite :
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La surface totale des couronnes C; est limitée supérieurement quand

(ki) > (ky o) avec kowk,Z1, et quand k =k, = o avec = >0 + 1.

Mais la surface totale des cercles I'; de rayon r;® décrits autour de
chaque zéro est

ul .
A—}—nz ry et A—i—wEt

et cette aire est limitée quand ©> o.
dar suite, d’apres ce qui précede :

N~
<«

A
al

(c=p-+e),

La surface totale des cercles de rayon e, (r7)" est toujours limilée
quand (ky, ©) > (k, ¢).

Le théoreme IV et son corollaire I s’¢tendent & une fonction en-

ticre F(z) quelconque dordre (£, ¢) :
F(z) =M, (3) 45,
olt @, (=) estun produit canonique, G(z) une fonction entiére.

En effet, d’apresle théoreme I, on sait que ®,(z) est dordre (K, p).
Mais rien ne prouve que ¢ soit dovdre = (&, p) ou, a fortord,
que G(z) soit dordre . (A—1, o).

Je vais "abord établir Ie lemme suivant :

Lesvie [ — En dehors des cercles Vi, quand k= k, on a

|9 | e (r212),

En effet, en dehors de ces cereles,

| (2) | Zera(rer®),  By(35) Zep (FFF) 7,

d’ot
[ 60| o | Y| 2 gy (£PFE). ¢. Q. F.D.
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z étant choisi en dehors des couronnes C;. Soit (")

s=r ei(), ,)I” == (6/” + t"//lf’
G(s)=P(r,0)+ iQ(r, 9),

P(r,0)= Z 7 (B cosml -y, sinm),

Q(r, )= E Iy cosmb = 5, sinmY).

On a sur la circonférence G de rayon r=|z|: ’
22T V2T
27':(‘30:‘/ P f, ATY = / Q db,
0 Sy

Lam 2T
T, ::/ P imd) = / Qe mibl.
<« .

20

Je divise (*) la circonférence Cayant pour centre 'orvigine en deux
parties C,, Gy, Pune sur laquelle P = P, est toujours positif, Nautre
ou P = — P, est toujours négatif. lei

et ] “eppa(rfre),
PiZep(rtre) e (rt) (prz==p-+€)
Ona '

' Py e=imdaf | l’ di = 1" am e, (ré),
c,

U Pye mibdo|: /Imlf/: 2

‘1“‘“>~—3-’er0:

Ly=1—anb < fme,(rtn)
pour rasscz grand.
On en conclut

2270 AT
7.“-1,1, [)ml — ’/ P e—imb oy = / [ P l o) == 0y = Dy <z e (rPte),
o g

)

(*) Au hesoin, woir Borer, Lecons sur les fonctions entiéres, page 3, ot deta Math.,
L. XX, p. 366, A. Knarr, loc. cit., p. 53.

(2) On reconnaitra 14 une extension de la méthode si ingénicuse el si ¢légante suivie
par M. Hadamard dans le cas olt £ == o.
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(e,>¢, &, g fixes aussi petits qu’on veut dés que r dépasse unelimite
assez grande),
e (reve)

[ O | < o2

]~IIL

Sik=o0,]|b,|=opourm> o (resultat de M. Hadamard); si£>o,

faisons
revea = log_m :
quand e, est pris entre ¢, et 2¢, (e, analogue & €,), les valeurs de r
1
, . e . T+
déterminées parv cette ¢galité sont comprises entre (loge,m)"™™
1
NESTN . P S .
et (loge_,n)*""™, dont la différence croit indéfiniment avee m : il y
en a done parmi elles qui sont en dehors des G, Prenant une de
celles-la, on a
e I

[ /)m [ < - o <L g

- .
m

(logr_ )" (logg_ m)?™ ™

Done :
Lusme 1. La fonction G(z) est d’ordre ~(k — 1, p) quand k>0 (*).
Geei posé, onaura dans tout le plan

l G(3) ] - ("/,~(I‘P"‘5)’

De méme, en dehors des cercles T; indiqués au théoreme TV
(ky £k ounon),

O ()% gy (1715
done, en dehors de ces cercles,
F(s)lepa(rm)=t

Corovtaes 1. — Le théoréme 1V, a fortiori, le corollaire I, s ap-
pliquent & une fonction enticre quelcongue d’ordre (k, o) non transfini.

(1) Ce lemme ot lo lemme I sont fondamentaux, aussi bien pour les fonctions entiéros
dordre fini que pour les fonctions entitres d’ordre infini non transfini.
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Incidemment on remarquera que j'ai démontré ce lemme :

Lemwe [I1. — Soit G () une fonction enticre : si ¢ est d’ordre (k, o)
non transfini, G(z) est d’ordre (k—1,0).(Si k=0, G(z) est un poly-
nome de degré o).

Car, d’aprés les démonstrations des lemmes 1 et II, G(s) est
d’ordre S(k — 1, p), et, si G(z) était d’ordre << (£ —1, p), €*'* serait
d’ordre < (£, o).

Je vais maintenant établiv le lemme suivant, qui précise un lemme
indiqué par moi antéricurement (*) :

Lemme IV. — Soit la fonction enticre

w

- Wl
F(z)= Z A, 3™,

0
od, dés que m dépasse une clortaine limite p. finie, pour unc infinité de
valeurs de m,

L& )m

: (4
I“m l”1 - (l(){,.!,'/,-IN) ¢ Ty

c’est-a-dire une fonction d’ordre = (k, ¢).

On pewt déterminer une swite indéfinic de couronnes circuluires 1)
ayant leur centre a Uorigine et telles que sur toute circonference concen-
irigue comprise dans une de ces couronnes le maximum M, du module
de F(z) soit ~ep, (rP%), €, fixe, posilif, petit et arbitraire choisi a
priori.

La surface lotale de ces couronnes D est infinie.

En effet, on a, pour une fonction entitre quelconque,

M,

| e, l: ;;k,’,'":

pour toute valeur de r assez grande. Si on donne & m une valeur
telle que

(-l—-MZ m
| @ |17 (logrm) * ) ,

(1) Journal de U’ Beole Polytechnique, 1904 ¢l 190h, p. 13.
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et & rla valeur

1
r= (l()g,;m)a-, m = e, (r%) (o fixe < p),
l‘;!/'c)——( —l—-+—5 fT{‘k(l"’) frlog/-c,k(,-")(i — 1.—5.)
M,zZrm|a,|Zr ¢") Ze r

le—_ €1 (,‘6‘).

Soit g, < ¢ = tant que o est compris entre o — 7 et o, 47, 7 fixe
positif, 2 <o —o, on a des que m et 7 sont assez grands
M7 ep (17) 2 €y (PP,
1

. . . O -1
Ceei a lieu pour toutes les valeurs de 7 comprises entre (logm)® ™"
1
N .y . y

et (log,,,m)r' , ¢’est-i-dire sur les circonférences dont le centre est
a lorigine et contenues dans une couronne circulaire D ayant méme

centre et dont I'épaisseur

1 1

B, == (logrm)?™" - (log,m )P_“

croit indé¢finiment avec m.
Le Temme en résulte immédiatement ().

(1) Le lemme [V permet de Lronver simplement un critére de régularilé de croissance
plus complet que celui indiqué antéricurement (Journal de U Ecole Polytechnique, 1904
el 1go5, p. 18) el d'énoncer wne condition nécessaire et saffisante pour quune fonetion
entiere d'ordre Z-o non transfini donnée par son développement tayloricn ait sa crois-
sance régulicre.,

En ceffet, soient ..., myq, my, ... les valeurs de m croissantles telles quo

1 .
—+C)m
lant |2 (]()g/flll)( 4 ) ,

la fonction considérée étant d'ordre (£, p).
I suffira, pour que la croissance soit réguliére, que les intervalles ..., Ep,, Epm,. ...
empictent toujours les uns sur les autres, ¢’est-a-dire que
1 . 1..
(o 7= 2 (logg ey )9,

si pelits quo soient. p =gy et 5. Prenons p— pp= 3. Il suffit
I . 1
e O ity T e [0 g g,
" pr-+1

\
10g jegq 109 = 5 =0 pogq 11ty = (1 - -F—,—:!.')..:;].) 10Zfeger 111y

Ann. Ee. Norm., (3), XKL ~ Junuer 1go6. 38
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CorovLame 1. — Le produit d’une fonction enticre ¥ d’ordre (£, )
par une ¥, d’ordre moindre est d’ordre (£, o).

En effet, retranchons des couronnes D pour Fles parties qui appar-
tiennentaux couronnes G; convenablement choisies pour F(ici b =4):
la surface totale des couronnes D — C; restante est infinie puisqu’il en
est ainsi de leur épaisseur. On y a, pour r == |z | assez grand,

max | |2 e, (r°—e), l Fy| 7 e ( royt (o' < p)i

par suite
max | FF, |~ e (rP75),
et FF, ne peut étre d’ordre inférieur i (4, 2). Il ne peut évidemment
étre d’ordre supéricur. Done son ordre est (£, ). (0. T D,
Si F et F, étaient de méme ordre (£, 5), FF pourrait évidemment
étre d’ordre moindre : exemple,

[fozz bl [y e G, I O

Cecei aura Loujours lieu quel que soil v choisi a priori, dés que

(%) lim 10844111,
' 0& gy 1y

) =1 (pour my = %).

Si elle est remplie, pour my assez grand,
MpZ ey (rorH) = cppq (rp20)

et la fonclion est & croissance régulicre.
D'autre part, on sait (Journel de I Ecole Polyiechnique, 1905, p.om) que si (%) n’a pas
licu, la fonetion considérée a sa croissance irréguliére.

Tusorému. — La condition (%) est la condilion nécessaire ol suffisante pour que la
Jonction enticre d’ordre (k, p), avee k ow p > o, absolwnent quelcongue, ait se croissance
regulicre.

En cours d’impression j"ajoute ¢ qui suil @ j"ai d'abord donné une partie de ce eritére
(dnn. fluc. Sc. Toul., 1902, p. 448-455;5 J. Ee.o Pol., 1904, p. 162 ¢l 1905, p. 12=20.
37-39; C. R., 1" sept. 1goa, p. 391, 9 fév., p. 349, 17 aoflit, p. 407 el a1 sepl., 1903,
pP- 478). Vavais fait connaitre une condition guffisante pour la régulavité do eroigsance,
une pour lirrégularité. Il se trouve que la seconde est aussi nécessaire, comme l'a
indiqué M. E. Lindelof ( Bull. des Se. Math., 1903, p. 221-223), qui a encore signalé un
critere analogae pour les fonctions d'ordre zéro. Certaing de mes derniers résullats ot
ceux de M. Lindeldl ont 616 oblenus, je crois, dans la méme période, & notre insu réei-
progue.
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DEUXIEME PARTIE,
FONCTIONS QUASI-ENTIERES ET QUASI-MEROMORPHES.
EQUATIONS CORRESPONDANTES. — DENSITE DES ZEROS.

V.

Remarque. — Le théoreme I, le théoreme T et son corollaire 11,
le coroltaire 11 du théorcme 1V, les lemmes I et IV, le corol-
laivre HI s'¢tendent immédiatement aux fonctions quasi-enticres dans
le domaine de z === (par suite aux fonctions quasi-enticres dans le
domaine de z == a, ot « est {ini), comme on le voil sans peine: une
pareille fonction est, en effet, dans une région R, formée des points
exterieurs doun cercle de rayon fini ayant pour centre Porvigine, de la
forme (')

(12) F(z)==s5%Q,(z)c ),
oit £ est entier, positif ou nul, Q,(z) une fonction entiére, L]z(-'_—) une
fonction monodrome el finie dans la région R. \

I en résulte des conséquences analogues ou correspondantes
pour les fonctions monodromes & point singulier essentiel isolé dans
le domaine de ce point, autrement dit pour les fonctions quasi-
entieres dans le domaine d'un point singulier essentiel, en parti-
culier pour les fonetions quasi-enticéres proprement dites, ¢’esl-h-dire
pour les fonctions monodromes qui n’ont qu’un nombre limité de
poles et de points singalicrs essentiels.

Ce qui précede permel Pétendre aux fonctions entieres, quasi-
enticres, méromorphes, quasi-méromorphes, & v branches, d’ordre
non ftranstini un certain nombre de résultats connus relatifs au
nombre ou 4 la densité des racines des fonctions analogues d’ordre
fini.

Je ne reprendrai pas tout en détail & cet égard, la marche des

(1y Poir ma note du Luall. Soc. Math., t. XXXI, 1903, corollaire I du théoréme T et
pe S1=32; lapamann, Comples rencdus, 17 juin 18965 K. Mawwer, Comples rendus,
2% sem., 24 novembre 19o2, p. 889.
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démonstrations restant parfois plus ou moins semblable & celles qui
existe déja pour le cas des fonctions d’ordre fini.

Le théoréme suivant, généralisation d'un théoreme classique de
M. Picard, a été indiqué comme vraisemblable par M. Painleveé :

a. Une fonction analytique u(s) av branches qui admet le point z =a
comme point singulier essentiel isolé unique prend, dans le votsinage de
ce point, loutes les va'eurs, saif 2v au plus.

Une telle fonction w(z) véritie (') une relation
(13) Sz u) =+« A () +. . e N, (3) 4+ Ay(5) =0,

ot Ay, ..., Ay sont des fonctions monodromes (ouw uniformes) ayant
le point singulier essentiel isolé unique z =, ¢t pouvant avoir des
poles. Par la (ransformation s = a, -+ _', je transporterai le point
singulier essentiel & Uinfini, puis remplacerai " par = (*).

S'il n’existe pas de valeurs exceptionnelles de «, ¢est-i-dire de
valeurs de w voisines de a, et que ne prend pas «(z), Uénoneé est

évident; s’il en existe, on peut (moyennant une transformation

homographique v = o + (»’(7, o ¢tant une valeur axavpt,ionnullu) fatre
en sorte qu’une de ces valeurs soit « =0 : la forme de (13) se con-
serve; je supposerai done qu'il en soit ainsi. A (z), ..., A,(z) de-
viennentalors des fonctions quasi-méromorphes aux environs de z == »
et qui n’y ont plus de poles, sans quoi « == wne serail pas une valeur
exceptionnelle (?); autrement dit, ce sont desfonctions quasi-entieres.

(1) On peut considérer ecla comme une délinition.

(%) Ay, ..o, Ay sonl alors des fonctions quasi-méromorphes pour z == =.

(2) SiAyg, -.., Ay sont des fonctions quasi-enticres, w == cst une valeur exception-
nelle, car on 0'a w = = qu'an point essentiel 2 = = lui-méime el non dans son voisinage.
Inversement, supposons que « = = soit une valeur exceptionnelle @ si une au moins des
fonetions Ay, ..., Ay ale pole z == 6, d'ordre de multiplicité «, au maximum pour leg v
fonetions, pour z = b - ¢ (e petit), une au moins des racines de Uéquation en u

(2—=0)p (/= A=t .. 4= Ay) =0

a son module qui croll indéfiniment quand e tond vers o; w = % ne serait pas esception-
nelle; done Aq, ..., Ay sont des fonctions quasi-entieres pour z = .
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On est ainsi ramené A établir ce théoréme :

b. Si Uéquation (13) en 5, o A, ..., A, sont des fonctions quasi-
entiéres dans le domaine de 5 = », n’admet pas de racines pour 2v va-
leurs finies distinctes donndes @ u, les A; sont des quasi-polynomes dans
le méme domaine (le sens de ceite expression s'explique suffisamment).

Ce théoreme a é(¢ indiqué comme exact par M. G. Remoundos (*)
dans Phypotheése ol les fonctions A; sont des fonctions entiéres ou
quasi-enticres proprement dites d’ordre fini. De mon coté, j'ai obtenu
antérieurcment (*) les résultats suivants, relatifs a I’équation (13) ol
A, ..., A, sont des fonctions enticres ou quasi-enticres dans le
domaine de 5 = :

« 1ln’y a pas v valears distinctes finies de « pour lesquelles /(s, u)
soit d’ordre apparent plus petit que le plus grand des ordres appa-
rents, finis ou non, de A, ..., A, pour 5 = =.

» On voit, par extension de démonstrations données par M. Borel
et moi, que :

» 10 Quand Ny, ..., A, sont d’ordres apparents finis pour s = », st
o est le maximum de lewrs ordres, [(s, w) ne peut étre d’ordre réel
Sini < & pour plus de 2v — 1 valewrs finies distinctes de u.

» 2° Quand A, ..., A, sont d’ordres apparents non tous finds et que
|A e
grand ) quel que soit ¢, [(5,u) ne peut étre d’ordre réel fini pour plus
de 2y — 1 valewrs firues distinetes de w. »

=l orand, o find, & fixe aussi pelit g’ on veud pour | z | assez
5 . . / q !/

Je me propose ici d’¢tablir le théortme général suivant qui com-
prend tous les résultats précédents relatifs au théoréme b :

Tutorims V. — Sort u(z) wune fonction a v branches définie par

(1) Comples rendus, 1 sem. 1903, p. 933 et Bull. Soc. Math., t. XXXII, 1904,
p. 44. Méme, dapres MM. Painlevé et Remoundos, I'équation (13) en z n’a un nombre
fini de racines que pour au plus 2+ valeurs finies do « (voir encore Ann. Fac. Sc. Toul.,
2" s6rie, L. VI, lintéressante 7%hése de M. Remoundos).

(2) Comptes rendus, 1% sem. 1903, p. 1128. Le début de ma Communication, jusqu’a
la onzigme ligne de la page 1129, aurait hesoin de diverses corrcctions par suite des
altérations survenues a Uimpression; ce que je dis iei me dispensoe de les signaler.
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Uéquation
(14) fla )=+ P A(z)+...+~ Ay (5)+A,(5) =0,

ot A,, ..., A, sont des fonctions quasi-enlicres ouw quasi-meromorphes
aux environs du point essentiel isolé 5 == ().

Quand A,, ..., A, sont d’ordres apparents non transfinis dans le
domaine de = =, si (k, p) est le maximum de leurs ordres, [(z,u) ne
peut élre :

19 D’ordre apparent < (k, o) que pour p. valeurs finies distinctes de u,
agec LTV -—1;

20 D’ordre réel (*) fini < (k, ) pour plus de p.+ p., valeurs finies
destinctes de w (1, 5V, [+ 529 — 1),

En effet, soit

= o= const.
Ona(*)
Sz, a) = Q(5)etd®),

olt Q;(z) est une fonction meéromorphe, $,(z) une fonetion mono-
drome et finic dans le domaine de z ===, Fapres (12).

Je suppose que Pordre maximum de A, ..., A, pour z:===%
soit (k,p) : f(za;) est (") dordre = (&, p); quel que soit «; fini,
Q:(=) est, pour z ==, Cordre = (k, p).

Je considere v valeurs finies @, @, ..., a, distinctes. On a

(18) ] ,

On peut résoudre ces (:qua[ions par rapport & Ay, ..., A,, car le
déterminant (de Vandermonde) est -4 o. Une des quantités A, ...,

(1) Le cas ol le point critique essenlicl pour Ag, ..., Ay serait z = « sc¢ raméne a

. . . 1
celui-1a par la transformation z = a -~ -,

(%) Pour le sens que jatlache & ce mot, voir plus loin, p. 306.

(#) Bull. Soe. Math., 1. XXXI, 1903, p. 31, ft.

(*) On le voil en réduisant les Ay(z) & leur plus petit dénominateur commun (corol-
laire V du théoréme HI).
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A,, par exemple Ay, étant d’ordre (£, 8) pour s =, une des quan-
tités Q,, .... Q, est d'ordre (£, ) pour 5 ==2; done :

S (5, w) nepeut étre d’ordre apparent < (k, p) que pour p.<v — 1 va-
leurs finies distincles au plus de .

Fadmets maintenant que Pordre réel de f(z, a;). c’est-a-dirve
Pordre du quotient des produits canoniques de facteurs primaires
correspondant & Q;(z), soit < (%, ¢) pour un certain nombre de
valeurs finies distinctes de ;- Il y aura d’abord parmi elles celles «;
pour lesquelles f(z,a;) est d’ordre apparent << (%, p), en nombre
wSv—r1. Je suppose que, en dehors de ces derniéres, il y ait encore
v+ 1 valeurs finies distinctes «), a,, ..., «,,, de w pour lesquelles
JS(z ;) sont d’ordre réel < (£, p) : ces fonctions seraient (1) dordre
apparent (£, g). Elles donneront lieu & v -+ 1 équations analogues
a (15), entre lesquelles on pourra ¢liminer A, ..., A,, ce qui
donnera une relation de la forme

(16) MQuet 4= MyQue¥s o4 My Qup €700 == B = const.;
B est of o, car ¢’est un déterminant de Vandermonde, My, ..., M,
sont des constantes. On aura

Q=D b, ey Oy == Dy e,

olt d,, by, ..., D, sont des quotients de produils canoniques d’ordres
tous < (k, ¢), Gy, Gy, ..oy Gy des fonctions entieres d'ordre (£ — 1, p),
lorsque £ > o, d’apres le lemme I, des polynomes tous de degré o
entier lorsque £ = o. Les 4; sont de la forme /El -+ -2—, .
La relation (16) est ainsi de la forme

(

(17) A e R TR AT Y

OU Dy, Dus -ovy Dy sonLdes fonctions quasi-méromorphes pour 5 = =
A
dordres < (£, p).

(1) 8i k=0, ce cas nest possible que quand p est entier : quand k=0 et p non
enticr, on n’a que o v — 1 valeurs exceptionnelies.
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Par dérivation on tire de (17)

Y41

(18) D (0} + Goy) b=l

1

On a alors deux cas :

1°© Sil’ona
‘P'1+G/1<P‘ — _(E_". +G'1-::-C—Pi -+ G},
(P1 cPl CP/ !

quel que soit j<v + 1, on en tire

logo,+ Gy=1logg,+ G, + C,
0, = g, i,

A0+ ost Pordre << (£, p), sans quoi, d’apres le corollaire 1T du
théoreme IV (p. 208), o, serait d’ordre =~ (£, p), ce qui n’est pas.
(17) donnerait

01+ PG g, GG g, e,

Le premier membre serait d’ordre <(£, p), le second dordre (£, ¢),
puisque gy, est 5% o, résultat absurde.

2° SiPun des déterminants
@ (9 + Gio,) — 0;(9)+ Gy 9y)

(J=12,...,v =+ 1) est =£ 0, on peut éliminer ¢ entre (17) et (18), et
Ion est ramené & une équation analogue & (17), mais de la forme

(19) L2€% oo b Ly €O T Yy,
OU 74y +vvy Fuwe S0t d'ordres (V) < (£, p). Ici

Lz = Pypa (9 -+ G @y) — @iy

(1) Au besoin woir plus loin lemmes V et VI
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Si7yn=0,

’ 4
V2
P _ 9, o
D2 @
J— Gy4-C
Qv = @177,

ce qui est impossible, d’apres le corollaire II du théoréme IV,
¢ étant ordre (4, p). Donc 7,,, 5= o est dordre < (%, ).
Finalement (1g) est absolument de méme forme que (17), mais
renferme une fonction ¢% de moins que (17).
Le raisonnement peut done se continuer jusqu’a ce qu’on tombe
sur une relation de la forme

Wogoy €Ot 2= Wy gy

avee ., 7 0, qui est encore impossible, &, ,, @, élant d’ordre

< (k, p), e%w dordre (£, p). G.Q.F. D.

On obtiendra par une méthode analogue ce théoréme :

Tutorime VI, — Soi F(z) wune fonction guasi-enticre pour = =
d’ordre apparent (k,p), 9(z), 2,(5) des fonclions quasi-enticres pour
z =% quelconques d’ordre inférieur : parmi ensemble des fonctions
oF — o, oo et g, prennent toules les valeurs possibles, une aw plus est
ordre réel infericur a (k, g), en ne considérant pas comme fonctions
oF — o, distinctes celles que Uon déduit de Uune d’elles en la multipliant
par une _fonction quasi-cnticre pour s ===, d’ordre < (k, p).

La marche & suivre est d’ailleurs ici la méme que celle que j’ai
cmployée dans le cas ott Porvdre est fini (*). On en déduira le corol-
laire suivant :

CoroLLARE. — Parmi les équations F — %‘- =0, il yen ane au plus

d’ordre réel inférieur a (k, o) (le sens de ce mot s’ explique de lui-méme).

(1) Dans ce dernier cas la marche est voisine de celle adoptée par M. Borel dans ses
Legons sur les fonctions enticres, p. 95-96, aprés correclion d’un lapsus [p. g6 de ces
Legons ¢ le déterminant des équations (1) et (23 de M. Borel est MN'— NM' + MN(Q'—P'),
¢t non MN’— NM'].

inn. e, Norm., (3), XX — JuwLer 1906, 39
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On peut encore obtenir un autre résultat analogue au théortme V
au sujet des fonctions quasi-méromorphes pour = = .

Soit F(z) une fonction quasi-méromorphe dans le domaine de
3 = o. Une pareille fonction est le quotient de deux fonctions quasi-
entitres pour z =, f, et [, :

, o
(19 bis) I =7

Yai appelé ordre apparent ou ordre de Fle plus grand des deux
ordres de /| et fa.

On suppose que/; et fy n’ont pas de zéros communs et que 'on ne
peut abaisser lordre de f, el /, en les multipliant par un méme fac-
teur exponentiel. On peut toujours admettre que /, est une fonetion
entiere; en particulier, quand F n’est pas d’ordre transtini, on peut
prendre pour /, un produit canonique,

Pour les fonctions méromorphes proprement dites d’ordre fini on
retrouve la définition de Pordre apparent de M. Borel.

Quant a Povdre réel de I, M. Borel le définit ainsi pour ces der-
nicres fonctions : ¢’est Pordre du produit canonique ayant les mémes
poles (ou du moins sa définition est équivalente ).

Dans I'espéce, il me semble nécessaire de distinguer & la fois les
ordres réels relatifs aux zéros el les ordres réels relatifs aux poles,
¢'est-b-dire les ordres des produils canoniques formés avee ces zéros
et ces poless je dirai donc Lordre réel des zéros, Uordre réel des péles,
quand la distinction serva utile. Le plus grand de ces deux: ordres sera
Uordre réel proprement dit ou ordre réel de ¥, par analogie avec ce qui
a lieu pour Uordre apparent. Ces définitions s'¢tendent immédiate-
ment aux fonctions quasi-méromorphes dans le domaine d’un point
essentiel.

C’est I le sens que j'ai attaché antérieurement (') au mot ordre reel
pour une pareille fonction.

Jénoncerai d’abord les lemmes suivants :

(1) Théoréme V préeédent ot Journal de Mathdmeatiques, 1909, théoréme VI, p. 381 :
les ordres de F dont il est question dans la derniere ligne de 1'énoncé de ce théoréme
sont, bien entendu, les ordres apparents.
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Lenve V. — La dérivée d’une fonction F(=) quasi-méromorphe pour
z == d’ordre (k,p) est ordre = (k, o) (kou 0o>o0).

Car
]p__._fl_ l:/__f;./.ﬁ_féfi
J: - " ’
2 J 2

ol f,, f, sont des fonctions quasi-entieres pour z = % ().

Lesve VI — Si Cordre véel de ¥(z) est plus petit que son ordre appa-
rent (k, ) pour = ==, la derivée ¥'(z) est d’ordre apparent (k, o)
(koug™>0), et d’ordre réel < (k,p).

Car
0 .

| A
-,l >

ot ) et sont des produits canoniques de [acteurs primaires ('ordres
< (k,p), et e est ordre (£ p).

0 G\
-)-G’—&- (i> ',
R/ (.

et la parenthese est d’ordre < (£, o) (corollaire I du théoreme IIT).

e o0
| I

On pourra encore ¢tablir le résultat suivant, extension d’un théo-
réme ¢noneé par moi antérieurement :

Tutorime VI — Parmi toutes les fonctions quasi-meromorphes pour
s=% dela formeF — O, d’ordres (k, ¢ ), ol F est donnée, quasi-meéro-
morphe pour = = %, et d’ordre (k, ), ® une quelconque des fonctions

(1) L'ordre réel des poles de 17, au plus égal & Uordre de f2, est au moins égal & celui
de fy, car, si v, est Vordre de multiplicité d’un péle de ¥, cet ordre de multiplicité
est vy, -1 pour . Lordre réel des poles de F et F' est done le méme.

(%) (est une extension d'une partie d’un théoréme énoncé par moi antérieurcment
(Bull. Soc. math., 1. XXXI, 1903, théoréme VI, p. 41). Je rectifie et préeise 'énoncé qui
contient. une faute ’impression; il faul y remplacer (premiére ligne de la page 42) :
« dordres réels tous inféricurs a ceux de @ », par: « d’ordre réel inférieur a celui de F o,
ouencore par : « d'ordres véels des zéros et des infinis tous deux inférieurs a Pordre
apparenl de F ». De méme dans 'énoncé du théoréme VIIde la méme note (p. 42), le point @
est, comme Uindique assez la suite, lo scul point eritique de la région considérée. Foir
encore C. R., 24 novembre 1go2, p. 8go.
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quasi-méromorphes pour s =» d’ordre < (k, p), il y en a une au plus

d’ordre réel < (k, o) (*)-

En cffet, il y en avait deux, ®,, ¥, on aurait a la fois dans le

domaine de 3 == :
F—®, =0,

F— =7l

®, £ W, ot1 0, 7 sont des quotients de produits de facteurs primaires
relatifs A F — @, ¢t F =W, dordres << (%, p), ¢ et " des fonctions
quasi-entitres pour s = o d’ordres (£, p) (*)-

On en conclurait

(20) b, — U == el — b,

identité que Pon reconnail encore étre impossible [cas particulier
d’un raisonnement du théoreme V, formule (17)].

On pourrait encore chercher i étendre aux fonctions quasi-méro-
morphes ordre infini pour z = la généralisation d’un théoreme
de MM. Picard et Borel indiquée par moi antéricurement pour les fonc-
tions quasi-méromorphes proprement dites d'ordre fini (*). Je préefere
établir le résultat snivant, de méme nature, el qui complete Te théo-
réme V pour le cas des fonctions quasi-méromorphes.

Turorine VIII. — Soit w(3z) une fonction & v branches definie par

/, o ) . . .
(1) On a ici F ==L, &= gi, oo gy produits canoniques, ¥ — @) = T2 2T
2

2 T
F — @ est dordre 2 (4 p); je dis que I — &y est dordre (4, 9).
\ . - , ' . _ (16— [yo
En effel, si fy est d'ordre < (kp), fros—fro est dorare (k, p); __’._;__[;'_‘ est
dordre (&, p).
Si fy st d’ordre (k, 9), un zéro de fy wannule fi,— fozp que 8'iL annule gy Pordre

réel des zéros de (—-5 est celui de fy, cest-a-dire (%, p), dapris le corollaire 1V du théo-
2

réme 1 done Pordre réel des poles de F'— @y est (£, g). Dans ce dernier cas, il n'y a
pas de valeur exceptionnelle de @,

(2) Journal de Mathémaliques, 19oa, théoréme 1X, p. 382 Bulletin de la Société
mathématique, 1903, t. XXXI, théoréme VI [woir note (%), page précédente].

(3) Le cas ol le point critique essentiel considéré pour Ay, ..., Ay serail z =« s¢

. . . . I
raméne & celai-la par une transformation homographique z = « 4 -
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l’équation
(21) S u) =+ A (5) +. ..+ Ay(s) =o,
o A, ..., A, sont des fonctions quasi-méromorphes aux engirons du

point singulier essentiel 5 = » (*).

Quand A, ..., A, sont d’ordres apparents non transfinis dans le
domaine de s = », si (k, o) est le maximum de leurs ordres, J(z,u)ne
peut asoir son ordre réel des zéros < (k, o) pour plus de p. + p., + 1 va-
leurs distinctes (y compris w =») de u (p. et ., élant définis comme au
théoréme V, p. + -1 2V).

D’apres le théoreme V, on sait dejhque f(z, w)ne peut étre d’ordre
réel < (&, p) pour plus de 2v — 1 valeurs finies distinctes de w.

Je forme un produit canonique B, ayant pour zéros les infinis de
Ay, ..., A, chacun avee Uordre de multiplicité le plus fort parmi
ceux de chaque infini dans Ay, ..., A, 2 B, est dordre Z (£, o) dans le
domaine de z = o (corollaire V du théoreme ). On peuat écrire
B, B,

A= “—”7 ceey Ay= B
o By, ..., B, sont des fonctions quasi-entiéres pour s = =.

Jadmets maintenant qu’il y ait A (AZ2v — 1) valeurs finies dis-
tinctes de « pour lesquelles f(z, 1) est d’ordre réel < (£, p), et une
autre valeur finie a, pour laquelle f(z, u) est dordre réel (£, p), mais
4 son ordre réel des zéros < (&, ). Vappelle provisoirement, pour
abréger, valeurs cxceptionnelles de w celles pour lesquelles f(z,u) a
son ordre réel des zéros < (£, p).

On n’a une valeur de « = que pour B, = o (= étant fini) et réci-
proquement. so sera done une valeur exceptionnelle 4 la condition
nécessaire et suffisante que B, soit d’ordre < (4, ).

Or, jo fais le changement de variables «' = o + 271%21 : pour I'équa-
tion transformée

Ji(5, @) =0,
u' == est une valeur exceptionnelle. On peut donc toujours sup-
poser que /(s,u) = o admel I’ comme valeur exceptionnelle, c’est-
a-dire que B, est d’ordre < (4, ¢).
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Ceci posé, si, en dehors des A valeurs exceptionnelles finies de «
pour lesquelles /(z,u) est d’ordre réel < (4,p) et de u=woo, ily
avait encore une valeur &, exceptionnelle, on aurait

B, , B, Q ek
b4 — b = S —
17+ B, ! e B, n sl

[formules (12) et (19bis)], ot B, est une fonction entiere d’ordre
réel <(%, p), m un produit canonique d’ordre (%, p) n’ayant aucun
zéro commun avec Q, /, un entier, et 7, fini pour z = =. Tout zéro
d’ordre de multiplicité m de 7 est un zéro de B, d’ordre de multipli-
cité Zm; n serait un diviseur de By, ce qui est absurde (corollaire 111
du théoreme IT) puisque 7 est d'ordre (£, p) et B, dordre < (£, p).

Par cons¢quent :

En dehors des \ valeurs finies distinctes de w pour lesquelles [ (z,u)
est d’ordre réel < (k, g), il y a au plus une autre valeur ( finic owinfinic)
pour laguelle Uordre réel des zérosde [(s, u)est < (k, ). €. 0. F. D.

Corovrare. — L’équation

w-tw(s)==o,

ot o (z) est quasi-méromorphe dans le domaine de s = et d’ordre (k, )
non transfini (k ou p > ())7 a l'ordre réel de ses séros égal a (k, 3), sauf
pour deux valeurs au plus de u.

C’est une précision d’un résultat connu de M. Picard ('), mais
bornée au cas ott p(z) n'est, pour z = =, d’ordre ni nul, ni transtini.

(1) dnalyse, 1. 1, Paris, Gauthier-Villars, 1896, p. 347.

Soit /(z) une fonction quasi-méromorphe queleongque dans le domaine de z = =, et soit
a établir le théoréme général de M. Picard : 7l nly « que dewr valeurs distinctes finies
ou non que ne puisse prendre f(z).

Jo suppose que f(3) ne puisse prendre les Lrois valeurs A, B, € distincles. 11 y a trois
valeurs dislinetes que ne peul, prendre 5——/7(—(?'—)-%? == f1(z) (Picanrn, loc. cit.) et l'on
peut supposer, en choisissant uonvcnul)I(smiﬁnt z), &, -;, 8, (que ees trois valeurs sont o, 1, =.
La fonction fi(z), quasi-méromorphe dans le domaine de z ===, ne peut y devenir
infinie - elle y est donc quasi-enticre.

Pour ee cas, on se reportera & mon Mémoire du Bulletin de la Société mathematique,
t. XXXI, 1903, p. 41 [note au bas de la page, ot ¥(z) désigne, meéme bien entendu dans
les trois dernidres lignes, une fonetion guasi-entiére pour z = = ].
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VI.

REGULARITE DE LA CROISSANCE ET DE LA DISTRIBUTION DES RACINES.

Je vais m’occuper maintenant d’étendre aux fonctions entiéres
d’ordre infini non transfini (£, ¢) les résultats connus pour les fonc-
tions d’ordre fini en ce qui concerne la régularité de la distribution
des zéros. Des méthodes analogues seront applicables. Jajouterai,
d’aillears, des résultats nouveaux.

La distribution des scros d’'une fonction entiére ¥(z) d’ordre réel égal
a son ordre apparent sera dite regulicre si'on a, pour toute valeur de ¢
supéricure i une certaine limite,

(22) rf s loged (e positif ou négatif),
ol lime == o pour ¢ = %, r; ¢tant le module de la ™ racine «,.

Tukorimg [X. — Se F(5), d’ordres réel et apparent égauz a (k,p), n’a
pas sa crotssance regulicre, (22) ne peut avoir liew; autrement dit, la dis-
tribution des zéros n’est pas réguliére.

En effet, Pon suppose ici que ('), pour r = || assez grand, on ait
toujours, M, ¢tant le maximum de F(z) sur une circonférence de
rayon r ayant pour centre Uorigine, pour une infinité de valeurs de r
indéfiniment croissantes,

(75} Ml'<c/t+1("q)’ ‘7<Pa
alors que, pour une infinité de valeurs de » indéfiniment croissantes,

M, > ¢pr (rP="),

(1) Journal de U Ecole Polytechnique, 1904 ¢t 1905, p. 12-13. — Il 0’y a évidemment
pas de théoréme semblable pour les fonctions a croissance réguliére dont ordre réel est
plus petit que l'ordre apparent; & ce sujet, voir plus loin, lemme VII, p. 3rg. En cours
d’impression, je renvoic aux résultats oblenus par M. Rémoundos au sujet dela régularité
de croissance des fonctions entieres d’ordre fini (Ann. Lac. Sc. Toul., loc. cit., p. 51 et
suivantes).
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et, quel que soit r, .
M, < eppy (1F+").

Jadmets que la distribution des zéros de F(z) soit réguliére; on a

(22) ré*® —=logyi.

Soient |
M, = ¢ (r°), VYV, =er(ro),

et, pour une valeur de r satisfaisant & (23),
(24) sl r < 8-y,

s étant > 2 etfixe; on peul toujours trouver r; de facon que ceci ait
licu. En appliquant encore ici le raisonnement de M. Schou (') qui
nous a conduit a la formule (3), on obtient

flog(s— 1) << logM,. < ep(r”),
rétant une valeur satisfaisanta (23). Si £>> 0, on en tire
(log i)yt << epey (7)),
(togri)raa<g ro.

Done, méme si £ == o (mais alors ¢ > 0),
[.J

%'u-o gs)
. s . ) . .
log i << ro e (sro )" << logy (¢ -+ r)r ,
. . . — " F(z ,
(1) Il faul avoir soin de prendre Vintégrale / -—l,—(—;)-} dz (Boner, Lecons, p.33) lo long
S v oLE

d'une circonférence de rayon r (el non sry,) ayant pour centre Porigine. Sinon on esl
obligé, comme dans la démonstration donnée par M. Borel pour le théoréme analogue au
théoréme IX en ce qui concerne les fonclions entieres d'ordre fini, de sappuyer sur e
fait que M, esl unc fonction eroissante de r, alors que notre démonstration, qui gapplique
aussi aux fonctions d’ordre fini, ne §'en sert pas.

On peut voir d'ailleurs que M, est fonetion croissante de # en se hasant sur notre Note
du Journal de U Fcole Lolytechnique, cahior VI, »° série, 1903, lemame VI, p. go. En effet,
il y a un point 3, avec | 2| == r— X (% positil) ol |f(z)] = M,5. La ligne de croissance
maxima des modules qui passe en ce point 2 ne peut étre contenue dans le cercle de
rayon r ayant pour centre l'origine; car une parcille ligne n’a pas de point d’arrét, ne
peut étre fermée el ne peut passer qu'une fois a Uintéricur du cercle de Ia figure 7. Done
elle traverse quelque part la circonférence de rayon r, el en ce point M, > M.
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d’apres (24) et (22), ou encore
(24 bis) logr i < [logs (¢ +1)]7, o’ fixe <1.
Si grand que soit ¢, cette inégalité doit avoir lieu pour une infinité
- I . Ay » , .
de valeurs de 2. Or, - tendant vers o quand ¢ croit indéfiniment, on
a('), quand £21,

I—+7

logu(i+1)=logpi + 7 —-r"——
8 ) ° logs—yi.. . logid

= (logrt) (1 +mn'),
avec limyn"= o pour ¢ = =; on a d’ailleurs, pour £ = o,

log(¢—+1)=logi + log (1—1— —;—) = (logd) (1+"),

en sorte que, quel que soit £, on devrait avoir ici, d’apres (24 bis),

(logri)' ="' < (r=+n")%,

ce qui est absurde pour 7 assez grand. . Q. F.D.
Tutorime X. — Soit I'(z) un produit canonique de facteurs primaires

d’ordre (£, p) a croissance régulicre : la distribution de ses zéros est
régulicre.

Comme je suivrai & peu prés la marche que M. Borel a adoptée (Le-
gons, p. 110), pour les fonctions d’ordre fini, jabrégerai & I'occa-
sion (*). Je prends

2 8 P2

~ B

w . " @
S @, 20 “n W .
F(;) :] i (l — ——) ¢ " " n Gy, ::ll QP"'
i o
1 1

[’inégalite (si la distribution des zéros est irréguliere)

(8,) r?>logrn, p — o fini positif,

(1) Journal de I’ Ecole Polytechnique, 1904, p. 162, ¢t 1905, p. 17.
(2) Pour la commodilé de la lecture, celles de mes équations qui correspondent a des
équations de M. Borel ont les mémes numéros, mais affectés de lindice 1.
Ann. Fe. Norm., (3), XXHUI. -= JuLer 19ob. 4o
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I

est supposée avoir lieu pour une infinité de valeurs de 7, ainsi que
Pinégalité

(roy) "g'—s< logy ny,

pour une infinité de valeurs de 7,. On a, quel que soit 7 assez grand,

(91) 8> logn.

Ici, pourvu que n ot 7, soient > m (m nombre donné assez grand ),
e peut étre supposé fixe et aussi petit qu'on veuat, en particulier
<p-—o.

Il s’agit de vérifier que, pour une infinité de valeurs de 7 croissant
indé¢finiment, ces conditions entrainent, des que #>R (R nombre
donné assez grand ),

(rry) M, <Z ¢y (r¥),

avee p — . fixe et positif, alors que, d'apres hypothese faite sur la
croissance de F(z),
MI'>'(»-'/.'( 1 (rf &),

g, aussi petit qu'on veut des que r est assez grand.
Posant encore
pt+e=1,
on a

(91) ri > logn,

quel que soit 2 (n > m).
Soit & un entier > m pour lequel (8,) a lieu et

. 5 .
(121) rp = logh;

je détermine £ par la condition

1 1
(13,) (loge/)” == (logsl' ),
B({) =50 <l+1;

¢ est plus grand que 4.
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Vécris, pourm <n<hetnzZl+r, les inégalités

1
(91) (91) r,>(log.n )T;

pour 2Z n</, Vinegalité
1 1 1
z G
b

(log,n) = (logy l’)?: (logph)
1

(][H) ,'ILE_:.,./L>(lOg/u/I’)G‘

Je remarque que Pensemble des facteurs primaires de F(z) qui
correspondent aux racines o, ..., @, ont un produit qui est une
fonction entiere d’ordre fini; on peut done les négliger pour éta-
blir (11,), carici £Z 1.

On n’a i considérer que le produit

= Ztn

“ B S "*
' D N % 0, ofn -
(1(:):::] l<x————>c fu“u:[]_;
. A o, L E
m-i-1 m- 1
s ¢lant un nombre fixe arbitraire compris entre o et 7, je pose
1
(14, bis) r=(logph)',  h=ecx(rs),

et je cherche un maximum du module de G(s) pour |z|=r, en
éerivant
G =11 1111,
AR AR, 3
fr—1 { @
=11 I1=11% 11=11%"
- -1 e : 2 3
m-1 h [4+1

1 Cas de 11,. — On a

b1 . -
| l l /2 or . 1/ r 2+ + 1 < r P,.J
O e - — e o S M
AN W - -~ 'y 2\ 7'y Pn "n)
m-1

On peut supposer r,>> 25 done, le nombre des termes entre crochets
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étant p, < 0°p, (0'= const. positive convenable, d’apres la définition
des produits canoniques, p. 272),

log 1].1 l < phpyrie. (= const.).

Or

h= e (r), Gppsllogh =0ep (1) (9 const. positive),
0%, < e (r) — eU 1087 gy () < e,c(,..\'-i«:');

log

[T | < et () eutrete) <entrevy,
1
I1,

ol ¢” est aussi petit qu’on veut des que r est assez grand et, si 'on
veut,

< €ty ( ,.S+E”):

s+ "< p— 26,
des que 4 est assez grand.

2° Cas dell,. — On a

{
’ O I 5 \Putt 1 5\ Pat? i
logll:—z o +- —) A+
2 p Pu -+ Ay PIL =2\ &, .
l

Ici, d’aprés (14,) et (14, bis),

1 1

Lo |2 an| > (loge )" > 2 (logeh) = ar,

des que 4 est assez grand ; d’ou

I ( 5 >Pu"“'+ 1 < z \Put2 ‘ 1 ( r Pu*‘i( [ I ’
— [ — o -+ .. SR S B
Pn+l G, P/L""" 2 an,) = Pn, k! "n) \ 2 + /l } )

2 < 7\ Pt
= —_— 5
Pn-t1 "n)

log

4
7 .l 2 70\ Patt
“.2'<%r7;17 ()"



SUR LES ZEROS DES FONGTIONS ENTIERES, ETC. 317
Or, d’apres (14,) et (14, bis),
1 1

1 S

1
- = (logih)" “=r °,

(logrh ),.—,

‘ 5 L S5
- (1—-3)(9,,-4-1) -~ (z—E)O,Iogn
<X’ <xr :
sl
I h

r r
- <
r,

log

I,

0, constante positive, puisque
S oyt
== < 0, pn==0,logn, pn-t-1>0,logn (0, const. positive).

Or

r{ﬁ_:‘;) 0, Ioun,: nf),(i ——a"_-) logr

<nv,

avec v fixe > 2;
l

4
i d Jp— g )=
Z =< zVdr — ! (act—V)Z__1 < g__f___.l_)__. <1,

| St} v—1

11,

3¢ Cas de 1I,. — On a, d’apres (9,),
1 1 1 1

oy | > (logen ¥> log, 'Y = (logsh )E> 2(log,ﬂlz);—-__- 2r.
| g g <

log

< 1.

Le calcul déjh fait pour II, donne
] 2

w / s
o (1=2)(pat+1)
log l[ <2‘/' 2 >
? L1
s
r { e
—<r °
,'IL
) QY TEALE -
o [, [ <2077 <Bu<gm <
e -1 L41

Ainsi

<o |IT)<-

L f<eeeien [T,
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Par suite, la croissance de II n’est pas régulicre. ¢. 0.F.D.

Tutorime XI. — Soit [(z) une fonction enticre d’ordre (k. ), kou g™ o,
a crovssance regulicre ; st

JS(s)=F(s)el=),

ot F est un produil canonique, W une fonction enticre, et si ¢" est
d’ordre < (k, p), la distribution des séros de [ (=) est régulicre.

En effet, le produit F(z) est d’ordre Z(4, g); il ne peut étre
d’ordre supérieur (corollaire II du théoreme IV); done il est
d’ordre (%, p). Sa croissance est d’ailleurs réguliere, sans quoi,
puisque " est d’ordre < (k, ), il y aurait une infinité de valeurs
de rindéfiniment croissantes telles que

/1= Fe" | <epp(r-7),

A positif tixe <Cp, et la croissance de /(=) ne serait pas régulitre.
D’apres le théoreme X, la distribution de ses zéros est régulicre.
o Q.F.D.

Il resterait & trouver un moyen de reconnaitre quand une fonction
entiére f(s) i croissance réguliere (') d'ordre (£, p) donnée par son
développement taylorien, peut se mettre sous la forme F(z)e", ol
e" est d’ordre < (£, p), ou & indiquer des cas ¢tendus ol P'on peut le
vérifier (lorsque £ = o, il suffit que g ne soit pas entier pour que ceci
ait lieu).

Au contraire, on sait reconnaitre (*) si une fonction entiere donnée
par son développement taylorien a sa croissance irrégulicre, et alors
le théoreme IX permet d’affirmer que la distribution des zéros est
irréguliere.

Je vais établir encore quelques propriétés de la multiplication des
produits canoniques ou des fonctions entiéres au point de vue de la
régularité de croissance.

(1) Voir Journel de !'Ecole Lolytechnique, 1904 ¢t 1905, p. 18. On sait vérifier la
régularité de la croigsance [ ci-dessus note (1), p. 297].
(%) Journal de ['Ecole Polylechnique, 1904 et 1903, p. a2 el, ci-dessus, p. 297.
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Il ne faut pas croire que le théoreme XI soit susceptible de s’étendre
A toute fonclion entiére a croissance régulicre d’ordre infini; d’abord :

Lemwe VII. — S¢ Lordre réel d'une fonction enticre est plus petit que
Uordre apparent, (k,g), k ou o> o0, la crotssance est régulicre & la
condition nécessaire et suffisante que celle du facteur exponentiel le soit.

Quand k = o, une paretlle fonction a loujours sa croissance régulicre.

La condition est évidemment nécessaire, car, si
Ji(3)=del,
Ji étant dordre (£, 2), on a constamment
[Pl Zeen(77),  o<p

et il y aura toujours une infinité de valeurs de r indéliniment crois-
santes pour lesquelles

Siier (7, p — o’ lini positif,

st e a sa croissance irrégulivre.

La condition est sullisante. En effet, d’abord, en dehors de cou-
ronnes limitées par deux circonférences de rayon r; == e (r7)™" et
déterminées comme au corollaive I du théoreme 1V, ot (£, 7) est plus
petit que (&, g) et plus grand que 'ordre de @, on a

| @] > eppr (1)

avec 7,< g, par suite, la croissance du facteur exponenticl étant
supposée réguliere, en dehors de ces couronnes,

| /1] > e (1F72).
A TIintéricur d’une de ces couronnes, puisque M, croit avec r ('),
M2 g [(r—mn)P~2],

r— 7 étant un peu plus petit que le rayon du bord intérieur de la

(1) Gi=dessus, p. 312, note (1). Il sulfit d'ailleurs de remarquer que 71 est limité (p. 291).
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p—c
(r—=n)fe=re= 5(1—— ’—_>

n << gek(rf')‘lr

couronne,

ot
n_ 1
[ —=2>=
r’ 2
r\p—e .
S
M,2 eppq (re—=). €. Q. F. D

D’autre part, I'on peut former des fonctions enti¢res d’ordre réel et
apparent (£, p) (£ ou p>o0) dont la croissance est réguliere et la
distribution des zéros irréguliére. Soit la fonction

fi(2) = (z)els),

ol e" est une fonction entiére 4 croissance réguliere d’ordre (£, p),
avec £>o. Je prendrai pour I une fonction enticre & coefficients
tous positifs; je supposerai d’autre part que & a toutes ses racines
négatives.

On a vu (p. 268) que

z R, -——Z —— <£j;)p“5

est positil et, comme on peut toujours

sl z est réel et positif,

n

. e . . o . RN
choisir p, pair quel que soit », z R, sera toujours positif.

S [i(r= 2) o+ ro 2)] = Boa

sera aussi positif et

f P 11,

(1) 5)—--(, e.

o . .
D’autre part, pour « = r assez grand, on sait que le maximum du
module de I pour |z|=r a lieu sur O=, car le module de H est au
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plus égal & la somme des modules des termes de 1. Done, sur Oz,
pourz =r,

e epy (1P7°)
et
Si(r) > ey (1P79),

en sorte que /,(z) a sa croissance réguliere quelle que soit la distri-
bution des zéros de @ (=) sur la partie négative de Ox.

Lorsque £ = o, c¢’est-d-dire pour les fonctions entieres d’ordre
fini, un raisonnement identique est applicable quand ¢ est entier pair
el Hun polynome & coeflicients tous positifs. Donc :

Levsie VI, — Il existe toujours des fonctions enticres [, dordre
Jint g quelconque pair, et d’ordre réel ¢, et aussi des fonctions enticres
dordre (k, g) infini (k>>0) non (ransfini quelconque, et d’ordre
réel (k,o) dont lu croissance est régulicre et la distribution des =zéros
wrrégulicre (1),

Je vais encore établir le résultat suivant qui n’a pas encore été
indiqué, dce que jecrois, méme, dans toule sa généralité, pour lordre
fini :

Tukorinme X1, —— Soit ¢ un produit canonique d’ordre (k, ), k ow
o > 0, @ croissance régulicre, ¥ une fonction enticre d’ordre < (k, ) :
le produit FO a sa croissance régulicre et la distribution de ses =éros
regulicre.

Le produit Fd est d'ordre réel (£, p) d’aprées le corollaire II du
théoreme I, et d’ordre apparent (4, g), d’aprés le corollaire 11T du
théoreme IV, ou encore d’apres le théoreme I La croissance de Fd
sera régulivre, d’apres le théoreme IX, si la distribution de ses zéros
est régulitre. Il suffira done de vérifier ce dernier point.

(1) M. Borel, pour les fonclions enticres d’ordre fini, pense que, probablement, parmi
les diverses fonetions ¢ /= ¢y, oit f est une fonction entiére queleonque, & croissance
régulicre, dordre g, olt ¢, ¢ sont des fonetions entitres quelconques, dordre < ¢, une
seule (of ses produils par une fonclion enticre gg queleconque analogue 4 @ et ¢p) a la
distribution de ses zéros irrégulicre. On peul émetire une hypothese analogue pour les
fonctions enticres o [ =g, o [ est dordre (&, p) (A > o), non transfini (voir Intermé-
dicire des Math., 1905, p. 8 ¢l 94, question 2864 ).

dnn. Fe. Norm., (3), XXUL — Jumier 1go6. 41
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Soit a, le ni*™¢ zéro de @ et |a,|=r,; la distribution des zéros
de @ étant réguliére,

(25> ,.prx+v):!0gk”’ ”:C’/.:</'§',“+E)>-

L’ordre de F est (&, o), o fixe < p. Le nombre des zéros de F de
module =7, est /, et, sis,, $,, ..., s; sont leurs modules,

1

(26) "Il::-:sf>(l”g/~'./')r’ ./'<c/-'("/71)9

ol 7 est fixe et < p, dapres (3).
Le (n + /)™ zéro de F® sera tel, si¢,,; est son module, que

1

2R R
Pu=lys;== (loggn ) .

Je pose
‘ 1 1
by = [logu(n 71 = (logen)® """,
7

3 T
loge(n /) = (logpn)® "

Or, Qapres (25) et (26), £ a pour limite o qu eroil indéfi-
or, dapres (25) et (26), - a pour limite o quand 2 croit indéfi

niment. Done, d’apres une formule déja appliquée précédemment (1),

(1 4n)
logpyrn. . dogn.n
7,

. ARRET
logi (re =) == (logpn )™ "7 = logsn;

(k= o0),

logr(n +7) == log,n -~

d’olr

. .
[ < e <1 - €,

plr-te)

méme si k= o, mais g > o, et
L==p(r-e).

(Zest dire que
1 1
(ul-o-»:",: ( l()g/rlt)"” 1-4 ax.

bnry=10gr(n +J)

(1) Journal de U’ Ecole Polytechnique, 1gof, p. 162, ¢t 1905, p. 17.
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De méme

I
. — —_— - Oll434)
Pt = bnjo = [logr(n+1)]" 77,
1 1

. TN o1 +g,
logi(n-+j+/,) = (logn)”"

Alors si
0/ </

L
byvjujy COMPTIS entre 4, ; ot 2,5, est égal & (loggn)r'' =,
logi(n+7+7"), compris entre logi(n+ /) ct logi(n+7+/,),
est ¢gal  (logen)'%, e(, par suite,

1 1

CilrE C B Eg (1)
Ly == (logpn )P Ye=Tloguln -7+ .

(Cest Ta valeur la plus générale du module des zéros de F®, dont la
distribution des zéros est, par suite, régulicre. ¢. Q.. D.

Conoviame. — Le prodwit d’une fonction enticre [ d’ordre réel el
apparent (k, o), k ow s> 0, el de crowssance réguli‘re par une foncltion
enticre ¥ d’ordre moindre, « lui-méme sa croissance régul[e‘re et est
d’ordre réel et apparent (k, o).

St [ ala distribution de ses zéros régulicre, il en est de méme de [F.

Lordre réel du produit fF est (£, o), Qapres le corollaire 1T du
théoreme 111, et aussi ordre apparent, d’apres le théoreme Il ou le
corollaire 111 du théortme 1V. La croissance de [T est régulitre : la
démonstration est analogue a celle du lemme VI

Enfin, si /ala distribution de ses zéros réguliere, il en est de méme
pour [F, apres le théoreme XI1. GO F D,
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TROISIEME PARTIE.
CROISSANCE DES SOLUTIONS DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
COEFFICIENTS QUASI-MEROMORPIIES.

VII.

Je me propose d'indiquer ici une extension de mon théoréme VIII
du Mémoire du Journal de I Ecole Polytechnique (1904, p. 162 ¢t 1goh,
p. 71) et de son corollaire anx cas o les coellicients a;, qui inter-
viennent dans les formules (24) de ce Mémoire sont, non plus des
fonctions quasi-entieres, mais des fonclions quasi-méromorphes
Q’ordre fini ou infini non transfini dans le domaine d’un point essen-
tiel isol¢ commun que on peut toujours supposer, grace au chan-
gement de variable 5" = »—5-(—{: élre = ('),

Je considére le systeme

([‘7"1

v Ty Xy e Uy, 2y,

(:7,7) et e e ,
dx,

? = T g Ly Uy Xy,
ds

Soit le cercle G, de rayon p fini assez grand ayant pour centre
Porigine, le reste du plan constituant le domaine du point z = %, olt
les @;; n’ont, en dehors de =, d’autres points critiques que des poles,
et sont monodromes. Je décrisautour de chaque pole, en dehors de Gy,
deux cercles de rayons e, (r7) Y, e, (ri) ', avee (k,5) < (k,, ") << (ky,7)
[7, = fixes et suffisamment grands, (£, ¢) ordre maximum des a;,
£ ou p>o|. L'ensemble des cercles de chaque espeee forme une

(1) Yai déja indiqué cetle extension pour Lo cas ol les @ sont d’ordre fini, sans d’ail-
lours précisor la démonstralion (loe. ¢it., p. 76).



SUR LES ZEROS DES FONGTIONS ENTIERES, ETC. 325
région E, B respectivement, et B contient E. Soient H, H’ les régions
formées en supprimant du plan C, et, respectivement, B ou E'. On sait
que 'on a dans H, a fortiori dans 11,

|l > e, i (7)1,
7, arbitraire, avec (£, ©,) > (%, ¢) (corollaire I1 du théoreme 1V).
Je prends encore un cercle Gy de rayon R arbitraire, de préférence

petit, avant pour centre 'origine ().
Jo vais d’abord établir le lemme suivant :

Lesme IX. — Soit A un poind de W, d’affize =z, avec | 5| = r; p. étant
Leyyre IX Sott A ount de ', d’ay
choisi a priori suffisarnment grand el fixe, ainsi que = — =<', Uangle sous
lequel Gy est vu du point A est ausse grand g on veul par rapport a la
somune des angles sous lesquels sont vus de A les cercles de B, quand r est
suffisamment grand, matis quelconque.
ar suile, i passe towgours par A une infinité de drottes qui coupent le

L te, iy towjours par A ofinité de droites coupent le

cercle Gy, el sont, en dehors dwcercle G, en entier dans la région H.

Je crois qu'il y a intérét, au point de vae de la clarté, d scinder I
Je crois qu'ily a intérét, au point de vae de la clarté, i scinder la
démonstration en deux parties : je considérerai d’abord le cas ol
by ==k == 0, ¢ ¢lant fini > o; puis je traiterai le cas général.
ky = £ o ¢lant fini > o; puis je traiterai le cas général

Cas de Uordre fini p > o, avec k, = k= o. — Le cercle G de rayon R

Fig. 1.

ayant pour centre Uorigine est va de A sous 'angle 28, et

. sin B == — -
(28) sinfd = —

(1) R peut &lre pris fixe, d'aillears aussi petit qu'on veut, pourvu que p. el r soient
asser grands.
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Je cherche I'angle total sous lequel est vue la région E du point A,
¢’est-a-dire la somme des angles sous lesquels les cercles de E sont
vus de A.

Je divise ces cercles en deux catégories : d’abord ceux pour lesquels

(29) (1+Mrzrz(t—=21)r,

A fixe petit positif, ensuite les autres.

Premicre catégorie. — Soit 2f3; Pangle sous lequel on voit de A le

Fig. 2.
Y
77N
)
p(‘;,/_..-_._.._.,~ S
O e

cercle de B ayant pour centre z;

- —
. r S
sinf; = L g / .
|5~ 5] [ rr—r]
A appartenant & I,
|r—r;l2r;™— ry e T )
(30) sin; = (15" n) tar T,
si
—_ N T !
ry T——I};/'f- Y >,

ce qui a lieu, quels que soient = et 7" fixes (7 >>7), pour r; assez

grand.

est toujours petit, en sorte que

B2 bsinf, (b const. finie).
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Donec

BiZabri™r,

d’apres (30). L'angle total relatif & la premivre catégorie est
Wl Wl 1
26,240 3 rvT,
Zi FJ_ | /
Iei
. P
(3) Ty =
, _ , ) .
Done le nombre N des zéros qui entrent dans 2‘ est
1
N < [(1=+2)r]e+s,
puisque
rysr(r-~12),
7 ha ‘ ‘ 1 \
dapres (29). Dans Z'
rpzr(r-—=»5, ry TR T (0 — )T,

dapres (29). Des lors

N L e "
}"‘1@' 2ONPT=% (1 — 2)¥-T,

.}: By obl (1 a=h)r|ever® T(1— L))" Tl 2b(1 - K)PHE(1 — )T TpptetT T,
1

On peut évidemment disposer de © — =7 de fagon que

W ”
¥ ap <,
1

ol 7 est arbitraire.

Deuxiéme catégorie. — 1°r; < r(1—h). e
1
LT .
sinf; . —f—, r—r;ZAr,
qu—
. N - e =T
sinf;2(ridhr)™t, 2L brtryt.

. _bx _
PR o
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2 777 est fini, car ¢’est la somme d’une partic d’une série conver-
gente, puisque © > p. De plus, si p, rayon de G, choisi « priori avant
N N . Q) —_T . . . \ . »

toute hypothése sur r, est assez grand, 24’/ est aussi petit qu’on
veut : . est aussi pris assez grand pour que les inégalités du genre
de (3) soient applicables pour une valeur fixe de & aussi petite qu’on

veut. Donc
O ~ by
PIRIIEE
%
ou b, est petit.

)ﬁ‘-ﬁ_{’ﬁ,rf‘f
2P

Iei encore,
~ by
\ ol 2
a0 T

oll by est petit, el méme aussi pelit qu'on veut dés que r est assez
grand.
Finalement

N B Oyt by
2‘ 2l < e - —

D’autre part, d’apres (28),

5 > sin {3 pern l;{.’

On peut toujours, R étant donné, prendre 7 — =/, 77, u. assez grands
pour que ce rapport soit au moins égal & un nombre arbitraire aussi
grand qu’on veut et >1 quel que soit r, dis que rest assez grand.
Done il passe par A, pris en dehors de K, dans H', une infinité de
droites occupant un angle total 2y avec vZ (1}_7 ol ¢ est une constante
arbitraire =1, et qui coupent le cercle de rayon R arbitraire ayant
pour centre Porigine en restant en dehors de la région E. Ces droites
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passent, dans leur partic située en dehors du cercle G, de rayon
assez grand, mais fini, ayant pour centre lorigine, a distance > r;®
de tout pole o, © étant assez grand par vapport & ) > p, mais fini (par
exemple, 7, = g + ¢/, 7 assez grand).

Cus général. — Je suppose que Pordre maximum des a;, est (£, p)
et non plus p. Je décris autour de chaque pole, en dehors de Gy, deux
cercles de rayons e, (77) ", e, (15 )7, avee (k, p) < (ky, v) < (k5 7)
(7, 7" fixes). On obtient encore deux régions E, ', B’ contenant I, et
deux régions H, H'.

Je me contenterai dindiquer les modifications aux raisonnements
du cas précédent.

Premicre catégorie. — On a

) cep (1)
sinf; o _]L;t_tflwl)~-('
J

A appartenant a 1,
. ) Ty ) ARt
re e () e ()
sinfy Lew, (%) en, (1) 1 ] tezae, (rF) e, (5)
des que r; est assez grand, d’ol

. o P
Byl e, (r5)en (1) Yowbe (15777

oo, Z N T =T 1
2 B2 e (5T
lei
(%) I'Ef e = logi/.
N << er)[1-=2)r]ere { < ep(r87),

en (757 )  en L (=) S e, (4T )T,

~ iy .
B o (T =2 ) 1
} Bi<abeg(re®) e (1 D
e
~ y
2 ap; <17,
1

ol 77 est arbitraire (7 —<" assez grand ).
Ann, fie. Norm., (3), XX, — Jomer 1gof. 42
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Deuxiéme catégorie. — 1° r; < r(1—X). Ieci

)1
sinB,; 2 ’i___."‘gt ;)_ ,

S5 LSl

Ta can: T\~1 paf n (1 N alone net ance;
La série E., er,(r5)7" est convergente ('), et sa valeur est aussi

A

(1) Eun effet, si (k, p) (k ou p>o0) est lordre d'un produit canonique de z6ros
oy (lay| =r;), je dis que

(31) ch(r'})'"’ (o fixe)

converge ou non suivant que ¢ est plus grand ou plus pelit que p.
Dapres (3),
I
r7 > (logry f *&> logr(ji+),
v fixe ot posilif, kz o, dés que e fixe, o > p ¢ (3 sl aussi petit qu’on veul si T'on ne
considaere que des valeurs de j assez grandes),

er(rf) 'y,

et (31) converge pour o > .
D'autre part, pour unc infinité de valeurs de 7, d'apres la formule (g) du corollaire du
théoréme I,

8% 2 logr

T

r7 S (logrs)? =% < logi(/+v),
k2 o, v fixe positif, dés que ¢ fixe, 5 < p — ¢’ (& comme z);

er( r;f) U jteby,

ul
PR

renferme done une infinité de termes de rang/ qui sont >/ 1+ ¢t sa somme esl infinic.
Les nombres & et p jouissent, quels que soient & ol p finis (4 ou p > 0), de cette pro-
priélé que la série e (r7 ), ol o est five, converge quand o > o, diverge quand s < p.

La série

Les sbries Zey, (r%)1, ol (kio7) > (k,p), sont @ fortiori convergentes (comparer
Bowgv, Legons sur les fonctions enticres, p. 1g).
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petite qu'on veut dés que . est assez grand :

ol b, est une constante aussi petite qu’on veut.
20

b,
2 (5_, —;: C’/,-l(l'})_I,

N\ Lo b,
e 2/ ,T
3
Finalement
AN — /),—h/},
RIRITE r
et Pon arrive aux mémes concelusions. L OLF. D

Je passe maintenan( d la démonstration du théoréme annoncé, que
je formulerai ainsi :

Tutorime XHI. -~ Sod le systéme
d.r, I
e = (S PR 45 T ol ==t
= 14yt tn%ny
( 3 ) e e ettt e e ,

o, N = N
e T Ly By b Ay gy

OU Uy \s o vy Uy, sORL des fonclions quasi-méromorphes de 5 aux engirons
d’un point singulier cssentiel isolé commun que lon peut supposer
blre = == w. St ces fonctions sont d’ordre maximum (k, p) pour =z =%
(k owg > 0), entout point = pris en dehors des cercles decrits autowr de

chaque pole o (/(*s ajcomme (*)centicavec un rayone, (1% )| | o =r;,
(k') > (/c, ), T fixe quelconque > o |, ona,sir = |z [(:sl asses rrr(m(l,
[ 2y | en42(r™), =0, %y eaay I

|7, arbitraire pourcw que (ki 7, ) > (4, g)].

(1) On suppose, pour simplifier, que les «;, aient tous les mémes poles, ce qu’on peut
toujours réaliser en prenant pour dénominateur commun des @z le plus petit commun
multiple P des produits canoniques dénominateurs ( corollaire V du théoreme IIT).
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Soit A le point z : il est dans la région H'. D’apres le lemme préce-
dent, on peut mener par ce point une droite A qui coupe le cercle Gy,
et, en dehors de Gy, est en entier en dehors de E. Je prends un
point z, de cette droite dans Cy : on a

3= 5+ 0ei® = 5,+ ¢,
ou 0 est réel,
|5y | = ry<<R.
D’abord
dz, dx, da, dx,
=l ey =

Je considere encore la circonférence G, de centre 5, dans le plan
des z (ou o dans le plan des ¢) et qui a pour rayon r,+ . : elle est
tangente a G, et comprend G,. En dehors de G, @j, n’a d’autres points
critiques que des poles i distance finie : ¢’est done, en dehors de €,
dans le plan des ¢, une fonction quasi-méromorphe de ¢ pour ¢ = =.
On a alors un systéme

i,
T AT T e Wy gy T
\ (U 11 1 n n
(33) N ,
dx,
e T gy Ay b Uy X
, Cll ngt nnAny

analogue au précédent, mais ot la variable est ¢.
En dehors de B, pour r = | z|assez grand,

[y | <ep1(r™),

(kiy7.)>(ky ), ©, arbitraire, mais >p si &, =4, d’aprés le théo-
reme IV et son corollaire. Or

|5 =1r= [ So-+¢|Zry-+ 0, on|t|==0,
,-'r:,:‘: //7,4-:': _{/r"

quand 7 ou 0 est assez grand, ©, étant analogue 4 =,, ol
(33 bis) [ @] < e 1 (0%),
pour [¢| =0 asscz grand.

En supposant qu’on ait chassé le dénominateur commun §' des «

Jér
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le systeme (33) prendra la forme

dax,
B (”‘ i (311 Tl“’f‘ -+ pln Xy

da
(I dln — ﬁ/zl"ri i I o ﬁnn Ly
ot § et les B, sont des fonctions quasi-entieres pour £ =, d’ordres

S(kip)-

Je pose alors
t=10e (0 réel, o fixe="1angle de A avec Vaxe des z réels),

v T e A SR A PN I
(34) 2y, + Lr), i==\/—1 (2, z) réels),

(/l,, . //),,((
g

2086 — L sinm),

et, o avant la valeur ci-dessus,
Bromy 43, Bu==vi+id

By N N ’ » .
ol y, 8, Y, 9 s0nt réels et fonctions de 0.
On en conelut :

d’; ([ 2\

(7 -+ 1{9) (cosm— isine) <—(—[0— i ) ‘_‘ (yj0-€0,0) (2 Exy)s
!, N

. - dx’; . N da'; NV 5
(ycosm - 0sinwm) 7 (ysinw — 3 cosn) = (Yje®y— 050 %7)s
{

.. Az ~
(— 7 8in o~ 0 cosn) —-Za— -+ (7 CoSm - 4 8in 0))7/0_/ ::Z(;)\j{ Zy+ Y%7,
[

"

P ! 7]
dz’; dz’; .

0 ha anft pe ‘ T
(’ou, en résolvant par rappmt A —p

!

(720 ) — Z(yj,x’,——aj,x',’)(y cos® -+ 0sin w)
!
(35) . .—-Z (321 + 75127) (7 sinw —dcosw),
t
s dxj .
(70 )70 (*).

(") Quand on donne meaintenant dans co systeme a 0 des valeurs réelles ou imagi-
naires v, ¢, v 6,0 ¢t les coolficients sont des fonctions quasi-enticres pour 0 =
dordre < (k, p).
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Je considere i présent ce systeme (35) olt 0 est réel ou imaginaire.

On a (en apparence au moins) de nouveaux poles pour les cocffi-
cients de ce systéme, i savoir les zéros 0 =10, de y — 24.

Si 0, est réel, v(0,,) =o, 3(0,”) =o0, et v(0,)+ ia(ﬂm) =o0:
0, n’est pas un nouveau pole. D’ailleurs

@(5): ﬁi(t) +iﬁ2(t),

ol B,, P, sout des fonctions réclles de . Si 0 4 70] est un zéro de
v 418, 00 — {0, est un zéro de y — 3. Considérant la région B ou B/
relative & v -+ 28, celle analogue E, ou E| relative 3y — ¢ s’obtient
en faisant tourner le plan des ¢ de 180° autour de I'axe des O réels.
Dans cette rotation la distance des zéros a la droite A se conserve. Par
cons¢quent A est en dehors a la fois de B+ E, et K+ E| (E + B, par
exemple est la région formée par la réunion de et I,) et A en dehors
de B+ E,.

Finalement, on obtient d’apres (35) un systeme (36) tout i fait
analogue & (33); mais, par rapport & ce systeme, le point Asur lequel
on a a raisonner a son aflixe réel et la droite A est axe des quantites
réclles. Ce systeme est :

dwy, -

-;7(7 T Ay o Ay Xy,
(36) ,

dx -

m(l(j"- = A1 &y bt A g

On est ramené, pour établir le théoreme, & montrer que, si 0 réel
est assez grand, au point A ot 0 =0, (0, assez grand),

[ Xy ! << ”/..'l"‘l( O’E‘)’

(kiy7my) > (k,p), 7, arbitraire sous cette condition, g =1,2,...,n.
On peut maintenant raisonner comme je Pai fait pour les fonctions
quasi-entivres d’ordre fini ou infini non transfini (*). Je pose

Ty Yy Chypn (07 P

(1) Pour la clarté, jo crois préférable d'indiquer ici le raisonnement modifié, en abré-
geanl au besoin.
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d’olt

= S e s (07)F o Ry g0 en (97 )P er,a (67). .. e (67) 071,

Sil'on substitue dans (36),

Multipliant les deux membres par y,, . .., y, et ajoutant

L d(yi-. .+ yh)

2 o
= l‘\)»n‘—lJ-U”/.,,»; 1(0%). .. (“1(96) 06"1].7? - 7\12.?'1)’2“"- . -‘———f(,)’n ey ¥n)s
S=Anyi+ 2Py +Q;

P ne contient pas les termes en pa, el
fom Ayt Py Q —
‘A.” 1 = vA“
Soient £, ot 5 assez grands et p. = —+1: A, est négatif et, en valeur
absolue, aussi grand qu’on veut, dés que 0 est assez grand, ¢’est-a-dire
des que 020, puisque alors

(37) [Aje ] Z €nysr (O%),

) T LR P2
(75 analogue & 7,) d’aprés (33 bis). Q — 51— est alors une forme qua-
v - ) 11
dratique & n — 1 variables, analogue & /, ol les coelficients de yj,
¥, ..., yisont négatifs et, en valeur absolue, aussi grands qu’on veut,
dés que 020, (0, assez grand ).

Ainsi le coceflicient de y; est (g2 2)

; ..
Vepy=— PO €y (07 ). OO "/I“A“'l':(m(/'*‘ hg1)?,

car
2P == (hyy+ Ry ) Yo+ e+ (M= 2n1) ¥ne
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Finalement
S=m Pl P,

=]
=

P,, ..., P, sont réels, u,, ..., 1, négatifs dés que 020, (quand
= — 1, I'inverse a lieu, p,, ..., &, sont positifs). Donc /<o pour
020, (/>oquand p.=—1). "

O variant de 0, & + o le long de A, yi—+. ..+ y, va en diminuant.
Des que 02 0,, on peut assigner une limite supéricure fixe M i |y, |,
quel que soit g.

Si I'on a eu soin de choisir a priori 0,>0,, et 0, assez grand par
rapport a 0,, on voit que

|7¢|SM, M limité,

, Lq l ; e/-,-q..g( 0’{":)’

e aussi petit qu’on veut quand 0, est assez grand.
Pour qu’on puisse raisonner de la sorte il suffira que Pon ait

(feyy ) > (kyp) el Ry Ry

En effet, d’apres les conditions spécifices dans 'énoncé du théo-
reme ct les formules (33 bis) el (37), on a toujours

1250) % eppret (Os),
7, quelconque, dés que (£,,7,) > (£, p), pour 0 assez grand ; il suffira
done
(/“‘.17 'J-) = (/:l: Tf:) = (/" r/)r
cest-d-dire £,7 k,, o > 7,. Co Q. F.oD.
CoroLLAIRE. — Ceci s’élend de suite aw cas d’une équation différentielle

lincaire homogene d’ordre n dont les cocfficients sont des fonctions quasi-
méromorphes d ordre non transfini pour z = ».

Remarque 1. — Une maniere avantageuse d'appliquer le théo-
reme XII sera évidemment de faire £y = £k, 7, = p +¢,.

Remarque Il. — Quand on fait &, = £, =, = ¢ +¢,, et qu’on suppose
qUG @yyy - ooy ty, sont des fonctions quasi-entieéres pour z ==, les
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mémes raisonnements s’appliquent, mais Pespace I est évanouissant;
Pinégalite indiquée dans 'énonceé s’applique pour tout point situé a
une distance assez grande de origine. Cest alors le théoréme que j’ai
¢tabli dans le Mémoire précité du Journal de U'Ecole Polytechnique,
p- 71 (théoreme VIIT).

Remarque I11. — Quand dans la démonstration précédente on prend
P = — 1, on voil encore que, parmi les 2 fonctions

Ly Ch, 40 (077E),

une au moins a son module limité inféricurement pour 0, assez grand
et est =4 o5 ceci a lien dis que

(Fg, ) > Ly, 13) > (fy p)

comme tout i Pheure. Si Pon prend par exemple £, =4, ©,=p +¢,,
on pourra poser ky==£, 7 =0+ ¢, (e, >¢,).

VIII.

INDICATION DE SUJETS D ETUDES.

1° Dans la théorie des fonctions entieres d’ordre zéro il reste a
obtenir une formule donnant une limite inférieure analogue 4 la for-
mule (3) pour le module du ni®me ziro, el aussi exacte, si la chose est
possible; on a & montrer que I'analogic avec les fonctions enticres
d’ordre > o ne se poursuit pas (comparer p. 280 et 281).

2 Dans la théorie des fonctions quasi-entiéres proprement dites
(fonctions monodromes n’ayant qu’un nombre limité de points singu-
liers essentiels isolés), ¢lendre le théoreme de Laguerre sur la réalité
des racines (sauf un nombre fini) de la dérivée d’une fonction entiére
d’ordre fini quia toutes ses racines réelles au cas d’une fonction quasi-
entiére ayant au moins un de ses ordres fini Z2. Vai fait voir que
Pextension est possible quand tous les ordres sont <2 (Journ. de
Math., 1go2, p. 375).

Méme probleme pour une fonction monodrome d’ordre fini Z 2 aux
environs d’un point singulier essentiel isolé. Jai traité le cas ol
Pordre est < 2 (Bull. Soc. math., 1903, théoreme 11, p. 33).

Ann. Fe. Norm., (3), XXl — Aovr 1906, 43
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30 Quand une fonction entiére est d’ordre fini non enticr, si sa
croissance est régulitre (ce quon sait décider d’apres le développe-
ment taylorien), on peut alfirmer que la distribution de ses zéros est
régulitre. Sil'on pouvait reconnaitre dans des cas étendus que le fac-
teur exponentiel d’une fonction entiére d’ordre (£, p) infini non trans-
fini & croissance régulivre (ce qu'on sait décider d’apres le déve-
loppement taylorien) est d’ordre < (4, p), on pourrait allirmer
(théortme XI) que la distribution des zéros est réguliére, ce qui
serait un beau résultat.

Etude du méme facteur exponentiel (comp. Journ. de Math., 1oz,
p- 353), en précisant au besoin la notion de produit canonique.

4° Distribution des zéros de g/ + 5,, 001 f(5) a sa croissance régu-
liere [vowr note ('), p. 321, et Intermédiaire des Mathématiciens, t. X1,
1905, p. 8 et 94 ].

5° Croissance des séries

y Iz o Dlogyi
= ’

(loggd)”

k, p entiers (voer p. 275).

6° Ktude de Pinfluence des lacunes sur la réalité des racines d'une
fonction enticre. Gonditions pour que, sur 2 racines (z assez grand ),
il 'y en ait au plus en imaginaires, e tendant vers o quand 2 croit
indéfiniment (voir Journ. de Math., 1go2, p. 349).

On pourra se guidersur les résultats que jai obtenus pour les fone-
tions quasi-algchbriques (voir, par exemple, Journ. de {'Ecole Poly.,
1003, p. g1 et Interm. des Math., 1go6, p. 135) ().

(Y) Jai ajouté par eadroits quehjues renseignements hibliographiques relatifs aux
travaux donl j'ai o connaissance depuis que mon 3émoire a 646 rédigd,

Bowrg-la~-Reine, mars 1goH.



