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PROPAGATION DU MOUVEMENT
AUTOUR D'UN CENTRE,

DANS UN MILIEU ÉLASTIQUE, HOMOGÈNE ET ISOTROPE;

PAR M. J. BOUSSINESQ.

SoMMAlîîK : ,§ I. Objet et résultats de co Mémoire. — ,§ t î . Equations du mouvement et marche à suivre
'pour les intégrer; calcul de In, dilatatiol.i ciiliîquo 0. — § 1 1 1 - Solution partîcuîièrft, exprimant dos
dfîplîiccitKiiil^ anns rotation nloyemiû et. producteurs de la dilatation cubique effective. -— § IV. Solu-
tion ('oînpIcnKsntairc, qui oxpriiiic dos deplaccineiit.s B'clïec.tuant sans cliangemeiit.s do don si te, mais
offrant les rotations moyenne;-; (''ncctivas. — ^ V. Caractères fit équations de Pondô totale. — § VI. Loi
d'appol vors los vîdciH, analogue à (•ollo de l'attraction iiti-wtoniomie.

§ I. — Objet et résultats de ce Mémoire.

1. Poisson ( 1) et Oriro^radsky ( 2 ) ont étudié les premiers, vers
i83o, le rnouvernent que fa i t na î t re , îui sein d'un solide élast ique in-
déf in i , homogène et isotrope, une rup ture instantanée de l 'équi l ibre ,
l imi t ée i n i t i a l e m e n t à une pet i te sphère di te région d'ébranlement,
dont £ désignera ici le rayon. Ils trouvèrent que ce mouvement con-
siste, après que lques instants employés à le régulariser, en une onde
sphérique mobile , ayant pour centre le centre même de la région
d'ébranlement, et pour rayons t an t intérieur qu'extérieur, uniformé-
ment croissants comme son épaisseur, les produits respectifs, par le

(^/'W/", aux Tomôs VIII (1829) et X (i83i) des Mémoires de l'Académie des Sciences
de Paris, V Addition (du •}.f\ novembre 1 8 2 8 } au Mémoire sur l'équilibre et le mouvement
des corp,v éf.astufucs et surloul (t. X, p. 678 ù 6o5) le Mémoire Sur la propagation du
mouwfWîni' daru U'K m^Ueu^ élastù/uc.^ du il octobre ï83o,

(1-2) Sur l'irité^ration clef! équations aux différences particUes, relatives aux petites vi-
brcUions d'un milieu élastique ('20 juin 18^9), aux Mémoires de l'académie des Sciences
de Salnl-'PéUîrsbou.r^ (t. I, !83ï, p. 455 à l^t).

Ann. Êc. Norm. (3) , XXÏÏ I . — MAt Kjo6. ^9



226 J. BOUSSINESQ.

temps écoulé t, de deux vitesses de propageition constantes, appelées
ci-après, l 'une des deux, A, l'autre, a, u n i q u e m e n t fonct ions de la
nature du milieu, avec addit ion de £ au plus grand de ces deux pro-
du i t s et de —" £ au plus pet i t .

Poisson reconnut, de plus, que le mouvement s'y trouve, presque
en entier, localisé dans les deux couches, d 'une épa i s seur 2£ cha-
cune, l imi tan t l'onde totale; et que, longitudinale c'est-à-dire normal
aux sphères concentriques, dans la couche de rayon moyen Al,
comme chez l'onde que propagerait u n f lu ide é l a s t i que , il est, au con-
traire, transç'ersal, c'est-à-dire tangent aux sphères, dans l'autre couche
extrême, de rayon moyen at, comme che% l 'onde que comportait Féther
imag iné , quelques années auparavant , par FresncI, pour l ' expl icat ion
des phénomènes l umineux de po la r i sa t ion .

Le rapport entre les deux coei ï icients d ' é las t i c i t é appelés actuelle-
ment A, (x, qui résu l ta i t des hypothèses f a i t e s par Poisson et Ostro"
gradskysur les actions i n t e r m o l é c u l a i r e s du mi l i e u , d o n n a i t \/3 comme
quot ient de A p a r < a ; et c'est, en elïet, ce lu i que réa l i sen t a peu prés
les corps durs. Mais ce q u o t i e n t de A par a dev i en t i n f i n i p o u r les
f luides où a == o, et il paraît s ' annule r pour réther , où tout le mondû
admet au jourd 'hui l 'hypothèse A = o ; do sorte qu'on peut , le sup-
poser, su ivant les cas, variable entre les l imi t e s les p lus largos (1) ,

En résumé, les ondes sphériques a n t é r i e u r e m e n t c o n n u e s ou soup-
çonnées comme se produisant , népurémeni, dans les deux mi l ieux
élastiques les plus simples, d ' a i l l e u r s auss i opposés que possible, les
fluides et Vélher v ibrant l u m i n e u s e m e n t . Poisson les r e t rouva i t , à la
fois, dans tout solide homogène et isotrope1 i n d é f i n i , avec un inter-
valle, entre elles, occupé par des couches conc(mtr iques de p i n s en
plus nombreuses, revenues presque à l 'état na ture l de repos après le

( 1 ) Dans les corps réductibles en fragments doni cliacun puisse fuibsîsUîf isolement, ^ans
pression c^lérieure, comme soûl les solides et les liquides fixes, la stabilité do la con-
texture exige, il est vrai, que le potenllcL d'cia^iwlié soil essonliolleioenfc positif, co qui

entraîne uno valeur supérieure à zéro pour roxpl'o.ssion •"' -h ,' et rend le rapport • plus

grand que —* Mais rien if indique qu'il doive en ôtro do môme dans un uiilieu Kam' limiter
\/3

précis, tel que 1 5 et lier.
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passade de ronde la plus rapide, pour en être de nouveau tirées par
l'onde la plus lente, mais y re tourner ensuite complètement.

2. Depuis, p lusieurs géomètres, parmi, lesquels j e - m e contenterai
de citer Stokes (1) et M.. Love (2), ont repris et éclairci sur bien des
points cette question capi ta le . Aussi ai-je longtemps hésité à publier
la manière ( : î) dont je la traite, depuis une q u i n z a i n e d'années au
moins , dans mon cours de la Sorbonne. Il me semble cependant que
cette méthode, t ou t à f a i t directe et naturelle, apporte encore quelques
s impl i f ica t ions u t i les ; et je me décide à la fa i re connaître, avec les
résultats qu'elle donne presque immédia tement .

Résumons ces derniers , pour montrer l ' intérêt des calculs qu i les
établ i ront aux paragraphes suivants.

3. Et d'abord, dans l 'onde à mouvements longitudinaux, le peti t
déplacement éprouvé par chaque part icule , dirigé a très peu près sui-
vant ie rayon R jo ignan t à la s i t ua t ion naturel le de celle-ci l 'or igine
des coordonnées (cent re de la région d'ébranlement), égale très sen-
siblement le quot ien t , par R, d 'une (onc t ion de A.I — K et des cosinus
directeurs du rayon; en sorte que toutes ses valeurs successives se
t ransmet ten t de pa r t i cu l e a par t icu le , le long d ' un môme rayon B, pro-
longé, avec Ï^cé/érùë ou vitesse de propagation A, mais en éprouvant
le lcntdécroissement exprimé par l ' inverse de la distance B. Et comme,
s u i v a n t chaque rayon, la fonc t ion de Al — R prend toutes ses valeurs
sensibles dans la petite épaisseur 2£ de l'onde, tandis que le change-
ment d 'o r ien la t ion du rayon serait ins ign i f i an t le long d'un chemin
2£ normal à R, le déplacement part iculaire peut être censé ne dé-

( 1 ; Mémoire (le novembre iBî() intitule On thé dynamical Tlicorf of diffraction
(§ 11 : Propagation of cm arbitrarj' disUirhance en an elastîc médium, p. 1 1 à '3-7), aux
Transactions da la Société plillosopliîaue do Cambridge, t. IX., i856.

( ï ) Thé propagation ofwavomo lion In an isou'opîc etastio solide médium, Mémoire publié
dnns les Proecedin^s of tlie London MathemaUcai ^ocictj\ %e série, Vol. I, 4*' el 5e parties.

( 3 ) Nettement ébauchée déjà (lîins ma NoLo du 1 9 juin 188% (Comptes rendus de L'Aca-
démie des Sciences, t. X.CIV, p. i()48) et, plus complètement, aux pages 352 à 356 et 69-^
à 69 î de mon Vohune intitulé Âpp llcat Ion des potentiaU à l'étude de l'équilibre et du
mouvement dos solides élastiques, avec des Notes étendues sur divers points de Physique
nmthématùjue et d'Analyse.
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pendre, à première approximation, que de la variable Al — R. Enf in ,
la moyenne de ses valeurs en chaque point, durant le passage de
l'onde, est sensiblement nulle, de même que la moyenne de ses va-
leurs, à un moment donné quelconque, le long de toute normale 2£
commune aux deux faces de l'onde, ou allant de R = A.t— £ à R == At 4- £.

Pareillement, dans Fonde à mouvements transversaux, les trois
composantes ^, Y], *C du déplacement sont, à très peu près, les^quot ients ,
par R, de trois fonctions de at—R et des cos inus directeurs du
rayon R. Il y a donc propagation, avec la célérité a, de chaque valeur
de ^, YJ, Ç le long du rayon R prolongé, sauf encore le l en t décroisse-
ment impliqué par la proport ionnali té à l ' inverse de R; et ?, T], '( ne
varient rapidement qu'avec at — R. D'ailleurs, la somme des p rodu i t s
des trois fonct ions de at—R par les cosinus d i rec teurs correspon-
dants de R est nu l l e , à raison de la t ransversal i té; mais les valeurs
moyennes de cbi tque déplaconumt, soi t en un même point duran t le
passage de l'onde, soit, à un même i n s t a n t , le long d'une normale as
commune aux doux faces R = = ^ : ± = £ , paraissent d i f fé re r générale-
ment de zéro, contrairement à ce qui. arr ive dans l 'onde à mouvements
longitadinaux.

4. La di la ta t ion cubique et la rotation moyenne sont i d e n t i q u e "
ment nulles, la première, en dehors de l 'onde a mouvements longitu-
dinaux, la seconde, en dehors de l 'onde à rnouvcmcnf .s t ransversaux;
de sorte qu'elles se r édu i sen t l ' une et l 'autre à zéro dans l ' in te rva l le
des deux ondes. Toutefois , généra lement , les p a r t i c u l e s ^ dans cet in-
tervalle, ne se t rou, vent pas à l 'état na tu re l , mais se meuvent urufor-
mément en sens divers, sawcini de^ ligfies droites, avec vitesses de
l'ordre de grandeur de ̂  et, par conséquent, négligeables à côté de
leurs vitesses soit antérieures, soit ul térieures, dans les deux ondes.
Elles sont même nuJIes quand, la rupture i n i t i a l e de l ' équ i l ib re a
consisté en de petits déplacements donnés '(o, TJ() , t^, scw impiikions^

. r < î •. /<\ fdfi\ / d ' Ç \c est-a-dire sans accompagnement de vitesses "n ? -77 ? "7- ;1 D V^/o \^/o \^/o
et alors, dans l 'intervalle des deux ondes, les déplacements ^ ïj? ̂  in-
variables en chaque point, ne se trouvent comparables qu'à l'inverse
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de R3, c'est-à-dire au cube de ce que sont ^ Y], *( dans les deux ondes,
au lieu de l'être à leurs carrés.

Dans les fluides et dans Féther lumineux, où la plus lente des deux
ondes reste fixée à la région d 'ébranlement , la matière doit donc,
généra lement , à l 'arrière de l 'autre onde, qui se propage, être animée
de peti tes vitesses constantes, ou ne pas revenir tout à fai t à Fêlât
naturel ( < ) . En réalité, de peti tes résistances, négligées dans les
équa t ions du mouvement parce qu'elles sont ordinairement insen-
sibles, y font sans doute évanouir peu à peu '$, Y], Ç ( 2 ) .

On voit aussi que, dans les mil ieux solides homogènes, mais hété-
rotropes, où. un ébranlement local fai t naître, comme on sait, trois
ondes animées de célérités distinctes et à vibrations finalement recti-
l ignes, les deux interval les , d'épaisseur croissante, séparant ces trois
ondes, do iven t être le siège d'une faible agitat ion, analogue aux lents
mouvements uniformes signalés ici , et qui en cons t i tuent un cas
l imi te , savoir, celui où d e v i e n n e n t égales deux des trois vitesses de pro-
pagation et où, par conséquent , l 'un des deux intervalles s'évanouit.

5. Ce Mémoire se t e rmine par la démonstrat ion d'une loi d'appel
vers les vides^ qu i se d é d u i t des mêmes formules et qui est analogue à
celle de l 'attraction newton ienne . Je l'avais remarquée d'abord (en
1870) chez les l iquides, dans la question de l 'écoulement par les ori-
fices dont elle f o u r n i t u n e solut ion, pa r t i e l l e ; et j 'ai reconnu ultérieu-
rement (en 1882) qu 'e l le s'étend non seulement aux gaz, mais encore
aux solides élastiques isotropes.

( 1 ; Comme paraît bien ravoir remarqué pour les fluides Poisson, dans la première
Par lie de son Mémoire de iS'îo cité plus l iant .

( t 2 ) Ou peut voir, louchant la dissipation graduelle de ces petits mouvements et surtout
de l'onde f i x e , dans l 'éilicr, la note dos page-» 33o, 33i, au Tome Iï de mes Leçons sur la
T fléorle anal}'tique de la elialeur, mine en har'manie avec. la 7'hermoclyncinuque et avec
La Théorie rnéearûque de La lumière, et une note des pa^es 5i, 59, du Tome l. Dans les
fluides, les frottements ou des forces analogues produisent également, à la longue, cette
dissipation. J 'entends par les mots j'orcea analogues la partie des pressions, pareille en
tous »ens, qui dépend, dans les f l u i d i î s naturels, de la vitesse avec laquelle se produisent
les contractions et di latat ions cubiques. Cotte partie des pressions in te rv ien t , par exemple,
à l'avant des ondes aériennes dues à une explosion, .pour y réduire la pression ou rendre
moins abrupte la tête do l'onde, comme on peut voir au n° VI d'un iMémoire que j'ai pu-
blié en ju i l le t 1891 dans le Journal (lu Physique théorique et appliquée ('1e série, t .X).
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§ II. — Équations du mouvement et marche à suivre pour les intégrer ;
calcul de la dilatation cubique 0.

6. Les équations indéfinies des petits mouvements pour le mi l i eu
élastique isotrope sont, comme on sait., avec les deux constantes a, A
(racines carrées positives des quotients de p-, "X + 2[j. par la densité p),

/ ^ ^(^'^O 2 A rr ^\ / A » 2 \ dQ(i) -^__-^A.(^^0-(A—^)^^^

où 0, dilatation cubique, a l'expression — î + — / î - j - f-i, et où Aa dé-
Cl'tÂ,' Ctiy US *"

, i . , , . d2 c/2 (^signe le symbole opératoire ̂  + ̂  + ̂ .
II faut y joindre, comme condit ions cVé'ia'l initial, que, pour ^ == o,

Ç, T], Ç et^^.^-^se réduisent à six fonct ions de ,r, y, ,s nulles hors
de la petite sphère d 'ébranlement, mais a rb i t ra i rement données dans
cette sphère, sous la réserw de la cont inui té en x, y, s nécessaire,
même à Finstant t = o1, pour que les équat ions (i) y aient un sens.

Les trois inconnues Ï;, Y], Ç ne sont pas séparées dans lesysteme (î\
Mais, si l'on pouvait déterminer préalablement la d i l a t a t i on cubique 0,
les seconds membres de ( î ) dev iendra ien t des fonct ions explicites
de x, y , z, t\ et l'on aurai t alors, pour chaque déplacement ^, Y], ^
considéré en part iculier , une équat ion l inéa i re à second membre, dont
l'intégrale générale comprendrait , avec une quelconque de ses inté-
grales particulières, l 'intégrale générale de la même équat ion prise
sans second membre ou, dès lors, i den t ique à celle du son, qu'on sait in-
tégrer.

7. Or les équations (x), différentiéesen<y,y, z et ajoutées, donnent ,
comme on sait,<.) ^ .̂

D'ailleurs, les valeurs initiales de 6 et de sa dérivée première en t,
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nulles hors de la sphère d'ébranlement, sont, dans cette sphère, deux
fonct ions connues, f{x, y , z ) ,F(»r,y,5), sommes des dérivées respec-
tives en .r,y, z des trois déplacements in i t i aux donnés ^o, T](P Ço ou ^e

trois vitesses ini t ia les analogues, également données. L'expression
de 0, que nous écrirons exp l ic i t ement Q ( x , y , z, t " ) , sera donc, d'après
l'intégrale classique due à Poisson pour l 'équation du son, et en em-
ployant la n o t a t i o n simple (les/x^e^/^^^sy^À^ny^^ ( i ) ,

/,, ., , , /, ï d f/(.ri,.y^i)^ i rF(^,yi,^)^.(3) O^y, . , 1 ) = ̂  ̂  ————^———— + ̂ F^ ————^———— .

o- y désigne la. surface, 4îcri ou 4^A 2 ^ 2 , de la sphère, d 'un rayon régal
à Al, décri te autour du. point ('-x",y, ^) comme centre; do- est un quel-
conque de ses éléments, à coordonnées ̂ , j^, ^ ; et ^ exprirne desJ(j
sommes é t /endues à toute l 'aire a, mais réductibles, vu les facteurs
/(^, y ^ , s, ), F (^< , j<, -s, ), à leurs éléments concernant les parties de
la sphère s i tuées dans la région des ébranlements.
/(

J 'appellerai B, la d i s tance du po in t considéré (,r, y, -s) à l 'origine.
S'il a p p a r t i e n t à la région d ' ébran lement , on aura R < £ ; et les

sphères !.\r.r, tou t en t iè res comprises dans celte région pour r ou A.t
moindre que £—B,, conserveront une part ie commune avec elle
jusqu'à ce q u e r ou Al excède la somme e 4- R.

Si, au contraire , le p o i n i (^J, z " ) est extérieur à la région, d'ébran-
lement, ou que l'on ait R > £ , les sphères 4^ couperont la région
d 'ébranlement quand r ou Al sera. compris entre les deux l imites
R q= £; et Û ditïerera, de zéro, en {oc, y, s ) , dès que At sera plus grand
que R-- £, pour s 'annuler de nouveau (déf in i t ivement ) quand Kl
atteindra la valeur R + £. Ce qu'on peut appeler Yonde des dilatations
cubiques 0 emploiera donc le temps ̂  h franchirlGpomt(x,y,s); et,
à un moment, l donné , elle comprendra la couche sphérique, d'épais-
seur as, ayant , autour de l 'origine, les rayons intérieur et extérieur
R == Al q.= £.

( i ) roir lo Toino H [Calcul intégral) do mon Cours cl'ÂnalfSG in/lrdLésuncde pour la
Mécanique et Ut P/ysique, second fascicule (Compléments), p. ic^'d 198'et 444'à 447'-
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8. Pour les points (^,y, -s) alignés sur un 'même rayon vecteur issu
de l'origine, l'expression (3) de 0 prend une forme approchée simple,
aux distances E. très grandes par rapport au rayon e de la région
d'ébranlement. Alors les sphères 4^2 n 'ont de commun avec cette
région que de petites calottes, ne se dist inguant pas (à des écarts près,

dans l'espace, évanouissants comme l ' i n v e r s e — ) des sections planesi.'». /
de la sphère d'ébranlement normales au rayon vecteur considéré. Or
ces diverses sections planes sont compIMement définies, t an t en situa-
tion qu'en grandeur, par leur distance 5 à l 'origine, distance variable
de — £ à £ quand r croît de R — £ à R -(- £, et mesurée sur le prolonge-
ment du rayon fixe B. en deçà de l'origine. Par suite, les deux inté-
grales f f{x^, y ^ , ̂  ) rfo-, j F(^, y ^ , ̂  ) rfo-, évaluées sur ces sectionsJ y ' J(j
planes, sont deux fonctions déterminées de '?, que nous pouvons
appeler respectivement, pour une même orientation donnée du rayon
vecteurB, '-^(S), y (S), en p o sau ta i n si

(4) f/(^i,yi^i)^=^(5)> /F(^,y^O^^V(â).
^(! Jff

Quand § approche des limites q= e, ces deux f o n c t i o n s ^, W tendent
vers zéro comme le carré (S± £)2; car, tant les sections planes de la
sphère d'ébranlement (ou même les calottes voisines découpées à son
intérieur par les sphères 4^2 de rayon R+S) que, par raison de
continuité à cette l imi te , les valeurs de/ ou de F, y dev iennen t com-
parables à la différence 5 ± £.

Au delà des limites $===?£ , les intégrales consti tuant les premiers
membres de (4) n'ont plus d'éléments différents de zéro; et ^(S),
"^(â) restent nuls.

9. Grâce aux valeurs (4) des deux intégrales, valeurs approchées
sauf erreur de l'ordre de"? et où o désigne la différence A/ — R, le
second membre de (3) sera donc

——. f^. iLàl—âl '^là^LlL^
47rA [cU A& "h K.t \
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avec erreur comparable à l ' inverse de A/R, c'est-à-dire à l'inverse
de R2, puisque At, compris en t re R — £ et R - + - £ tant que f^, W
diffèrent de zéro, est alors vois in de R. Or les deux produits de
^(A^ — R), WÇAl — R) par l ' inverse de At ont leur facteur ^ ou W
rapidement changeant avec la variable At, qui lu i fait prendre toutes
ses valeurs sensibles dans un in terval le 2£, mais, leur autre facteur,
presque confondu avec l 'inverse de R et à dérivée très faible (de
l'ordre du carré de cet inverse) . On peut donc, encore sauf erreur
comparable à l'inverse de R2, réduire à R les dénominateurs A ^ , et,
par suite, la formule (3), à

(5) (pour K trésgrand) 0^ r,^ ̂ ^^M^!^, où o==.U-R.

Les fonctions ^(S), W( ' 'à) et l eur dérivée première, n u l l e s aux deux
limites o === q= £ et hors de ces l imites, var ient non seulement avec o,
^e^t-a-dire avec Al et avec R, mais, en outre, avec la direction du
rayon vecteur R, a u q u e l sont perpendiculaires les sections planes
considérées de la sphère d ' ébran lement . Seulement , tandis que ces
fonc t ions changent v i t e avec$, elles changent , aux grandes distances R
<le l 'o r ig ine , t rès l e n t e m e n t d'un rayon vecteur a ses vois ins , les déri-
vées (MI .r, j, s des cos inus d i r e c t e u r s de R étant v i s i b l e m e n t compa-
rables à l ' inverse de R. Et i l su i t de là que, à des termes près en j^p
que l'on conv ien t de négliger, l 'expression (5) de 0 peut être censée
avoir , d ' u n e part , son dénominateur constant , d'autre part, son nu-
mérateur, quand il n'est pas nul, variable seulement avec la diffé-
rence à ==A^ — R. Ainsi , le long d'un même rayon ^prolongé, toutes
les dilatations cubiques 0 existant, à chaque im/ant, aux divers points
de F épaisseur 'i E de l'onde, se transmettent de plus en plus loin de la ré-
gion d ' éhranlemeril avec la vitesse de propagation A, tout en s affaiblis-
mut, peu à peu, comme l'inverse de la distance R au centre.

10. On r emarque ra que la sphère d ' ébran lement , décomposée en
tranches minces perpendiculaires au rayon vecteur R, aurait pour
éléments dis de volume les p rodu i t s , dada, des divers éléments do- de
ses sections planes, par leur espacement mutuel r /o; en sorte que les

AIUI, Àc, Norm., ( 3 ) , KXIll. — MAI 1906. 00
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deux intégrales f f^x^y^z^dxs, j F(^,,j^, ̂  )<An, étendues à
toute la région d'ébranlement, donneraient d'abord , pour une tranche,
les sommes partielles

(ûfô)f/(^, y,, z^d^ (^)fF(^, y,, ̂ ) ̂ ,

c'est-à-dire
^(S)d§, W(8)dS,

et, ensuite, pour toutes les tranches, les deux intégrales \ ^ ( S ) d S ,

f WÇS) dS, prises entre les limites S == q= e. L'on a donc

(6) C ^(ê)cl§^ r/(.^,.ri^i)^ f T(â)^= /' F(^,7^^)^,
»/--e ^CT t^..,..e i/n'

quant i tés évidemment indépendantes de l 'orientation du rayon IL Et,
vu (5), il résulte, en particulier, de la seconde de ces formules, à
raison de ce que ^(q= e.) === o :

n+.e

^ 0(.,y,.,Q^=^^[

A

^i^fj^y1-^^

f e^,^^t)df=.———^ r[A^(rî)+y(rî)]^î
(7) ^n-e 47ÎA ^^-g

C'est dire que ̂  dilatation cuôu/ue 9 <?/% chacfiie poini, pendant le

temps constant ~ où elle y diffère de zéro, a sa valeur moyenne iwerse

de la dislance R au centre et la même le long de tous les rayons vecteurs •

11. Dans l'hypothèse, faite ici, où non seulement la dilatation cu-
bique initiale Q^ et la dérivée initiale de 0 en ty mais même les dépla-
cements initiaux Çy, y^, Ço et les vitesses ini t ia les correspondantes,
n'ont différé de zéro qu'à l ' intérieur de la sphère d'ébranlement, il
est aisé de reconnaître que les valeurs moyennes de fÇx,y,s')
et î ( x , y , z ) y sont Balles. Car, vu l'égalité de 0 à la somme des trois
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dérivées respectives de E, Y], Ç en x, y , z, une conversion familière
d'intégrales prises dans toute la région -es d'ébranlement en intégrales
relatives à sa surface cr, donne immédia tement , si a, ?, y désignent
les trois cosinus directeurs de la normale inf iniment petite dn abou-
tissant de l ' in tér ieur à l 'élément quelconque eh de cette surface
limite,

//(^.r^)^
^TÎJ

(8) - ou

(^(Ê^^-^ê)^-^^^^^^^-0-
Et, en effet, la matière qui occupe la région d'ébranlement, à

l'époque t == o où Ç, T), 'C s ' annu len t sur toute l 'étendue de la l imite cr,
a même surface et, par suite, même volume total qu'à l'état nature l .
Donc ses divers é léments matériels, qui, sont dvs à l'état naturel,
mais (r "+- O^)^ dans l'état initial, donnent sommes pareilles ^ dfo,

f (ï -4- O^rfo; et l'on a b ien \ Q^d^ == o.
De môme

r fc/0\ , r f fdl\ fd'n\ . /d'Ç\ 1 ,(q) / — cte =: / \ ( ̂ ) oc ̂  ( -r- } ^-^{ —) y\ch==o.V J / J ^ \ d t ) , .4 LV^/O V ^ / o WVo'J

Or, on dédui t aisément de ces deux formules (8), (9) et de l'équa-
tion indéfinie (2), une valeur constamment nulle pour l 'intégrale
^O^fa, étendue à l'espace CT', toujours f ini d'après (3), où. la dilatation

cub ique 0 diffère alors de zéro et aux limites duquel cette expres-
sion (3) la fai t annuler. 'En d'autres termes, la dilatation cubique^
constamment n u l l e en moyenne dans l 'étendue, sans cesse finie, où
elle ne l'est pas ident iquement .

Afin de le reconnaître, appelons ©' un espace assez grand pour que,
de t == o à t === t, l'onde des dilatations cubiques 0 n'en sorte pas; et,
a désignant sa surface, dn la normale à un élément^de celle-ci, inté-
grons terme à terme, dans toute l 'é tendue ro-, l 'équation indéf in ie (2)
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mult ipl iée par ûte. La même conversion, dans le second membre, d'in-
tégrales de volume en intégrales de surface donnera successivement

. . d^ F , , ,., r ( dQ d6 . dQ \ ., f dQ
(10) -,- | 0ûfer==A2 / —a 4- -7- 0 4- -ry ^(7= A2 / —da^o.
' J d t ^ J ^ J ^ \ d x d y ^ d z 1 ) ^ dn

Donc la somme ( Q dv3 a sa dérivée seconde en t ident iquement
n u l l e ; et comme, tant sa valeur i n i t i a l e (8), que sa dérivée en l in i -
t iale (9), sont nulles aussi, il vient bien

/0 dm =- o.

Le dernier membre de (7), en pa r t i cu l i e r , é tant n u l , les d i l a t a l î o n s
cubiques successives, 0, observées en chaque po in t (^,,y, ̂ tres d i s t a n t
de l 'or ig ine compara l ivement au rayon £ de la spl iére d ' ébran lement ,
auront l eur valeur moyenne sens iblement l u i l l e ; o t i l en sera, par s u i t e , ,
de même à tout i n s t an t , d'après Ç b ) , le l o n ^ d e (ouïe normale 2£ com-
mune aux deux (aces in té r ieure et extérieure de l 'onde de ces di lata-
t ions c u b i q u e s 0.

§ III. — Solution particulière exprimant des déplacements sans
rotation moyenne et producteurs des dilatations cubiques effec-
tives.

i2. Main tenant que les seconds membres de ( î ) sont connus , fo r -
mons une intégrale par t icu l iè re ^, T],, Ç , , aussi s imple que possible
de ces équa t ions . A cet e f f e t , cboisissons-la dépourvue de toute rela-
tion moyenne, don t les trois composantes co^;, œ^,, o)^; seraient, , comme
on sait,

/ „ î /^Ç d'fi\ î (Sî, dC,\ ï (chi d^\( i l f^rr; ~ ——— — — , (,) =:; - — — —— , ^ ::::..: »- ." ~ -" .
2 \dy dz j " 2 \dz dx ) 2 \dx dy /

Nous ferons, par conséquent, d i f f é r e n t i e l l e totale exacte, l'expres-
sion

Si dx 4- rit dy 4- Ci dz,
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et soit <I> la fonction de x, y, s, l qui aura ^, r\^ ^ pour dérivées res-
pectives en x, y , z. Posant ainsi

d^
( 1 2 ) ^^^^(^y,^

déterminons, s'il est possible, <&, à une fonction arbitraire près de ^
par la cond i t ion que les déplacements ^, y^, ^ produisent justement
la véritable d i l a t a t i o n c u b i q u e 0 déjà t rouvée , ou qu'ils a ient la somme
A^Ï) de leurs trois dérivées respectives en .r, y, z égale à 0(;r,y, z , t).
Effectivement, l 'équation i n d é f i n i e ainsi obtenue,

(13) A ,< î» := (9 (^ , r , ^z ) ,

di f l e ren t i ée en x, y, s, montre que le paramètre d i f fé ren t i e l A,> de
chacune des trois dérivées ^, "^, ^ égalera la dérivée correspon-
dante en x , y ou ^ de 0(^,y, ^, <?) , et sera, par conséquent, lui-même
connu partout , à chaque époque t. Or on sait q u ' u n e fonct ion dont le
paramètre d i f férent ie l A^ est donné , se t rouve déterminée entièrement
si el le doit s 'annuler aux distances i n f i n i e s de l 'origine, comme y sont
astreints les déplacements e f fec t i f s et comme nous conviendrons d'y
astreindre môme les déplacements partiels ^, Y]^ ^. Ainsi, la fonc-
tion <I>, à dérivées en ,r, y, z déterminées, le sera elle-même, à une
fonction arbi t raire près de / seul, dont nous ferons abstraction n'ayant
en vue que ces dérivées $1, ï]i, ^.

Or, d'après le théorème de Poisson, sur l'égalité à — 4^? du para-
mètre A^ du potentiel , inverse relat if à une masse réelle ou fictive de
densité p, l 'équation (ï3) est satisfaite par un tel potentiel

i r ^O^iiVi^^, ^ r Q(^o ^—vj^^J^ r

intégrale b i e n définie , dans laque l le ^ désigne, si l'on veut, tout l'es-
pace, mais pouvant être r édu i t à la région sans cesse bornée où diffère
de zéro, à l 'époque t. la d i la ta t ion c u b i q u e 0, dxs son élément à coor-
données x ^ ' y ^ z , , enfin r la distance du point quelconque (>, j, z )
à l 'élément ̂  lîfc comme cette intégrale s 'annule, avec l 'inverse de r,
aux points (x, y, s) i n f i n i m e n t distants de l 'or igine, elle y a bien ses
dérivées .^, ^, ^ en x , y , s évanouissantes*
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13. Il reste à s'assurer que les déplacements partiels ^, Y ] ^ , ! ,̂
ainsi producteurs, vu ( i 2 ) e t ( t 3 ) , de la dilatation cubique effective
Q Ç x , y , z , t ) , satisfont aux équations (r) et cons t i tuent , par consé-
quent, la solution particulière cherchée.

Les dérivations en x^ y, z du potentiel <I> peuvent évidemment se
faire, en différentiant, sous le signe f , par rapport à x^ y^ z^ la
densité de la masse potentiante, qui est 9(^,y,, z^ i) à un facteur
constant près : car, par exemple, le déplacement dx imprimé au point
mobile { x , y , z ) amène, par rapport à lui, le point (^ -+- dx,y^ s,)
de la masse potentiante à la distance r où était précédemment le
point (^,jo-^)î en sorte que l'élément correspondant

f Q •4"—- clx}d^\ dx^ }

de masse prend, dans le potentiel, le rôle qu'avait précédemment l'élé-
ment 0 d^.

On aura donc pour le paramètre Ay<ï> l'expression

/ ^ A A I rdm ( d î dï ^ \ / - i /
(!5) A^="4iX^te+^+^)&(^yly"

ou, vu l'équation (2) identiquement vérifiée par la fonc t ion 0 (sauf
se,, y,, ̂  mis pour x, j, ^),

A( Ï )—^-L r ^(^./i^i^)d^2 "" ^ J^ A J W 2 T "
= ± d! ̂  JL f 0(̂ liZlL£ldlfte^ — J dî(b

^ d^ \ 47r .4 "" /- " " J " A2 "^r;

et il viendra finalement, en î>, l 'équation aux dérivées partielles déjà
obtenue pour 0, savoir :

(.6) ^=A^.

Rapprochée de (i3), elle donne

('7) ^^A8^,,)/,.^),
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et relie ainsi, très simplement, <I> à 0 sur place, c'est-à-dire en chaque
point Çx, y» -s) considéré seul.

Or, de (17)? retranchons l'équation (i3) multipliée par a2, et il
viendra

^2(|)
( r8) ^ -a^^={^—a^Q,

relation dont les dérivées en o c ^ y , z seront

( .9) ^^ -^(^^(A--^)^^,

c'est-à-dire, précisément, les équations (i), avec ^, Y ] < , ^ substitués
à (;, Y], *(. Ainsi ^, r\^ ^ const i tuent bien la solution particulière cher-
chée.

14. L'équation (17) montre que le potentiel <I> et, par suite, les
déplacements C i , T^, *(, deviennent , en chaque point (a?,y,-s) situé à
une distance donnée R de l 'origine, des fonc t ions linéaires du temps t,
à partir de l ' i n s t an t où A.& excède R 4-£, c'est-à-dire où l'onde des
dilatations cub iques 0 achève de franchir ce point , y laissant subsister
déf in i t ivement une valeur de 0 nu l l e ; et qu'i ls le sont aussi, quand
on a R > £ ou qu ' i l s'agit d'un point (^,y,^) extérieur à la sphère
d'ébranlement, depuis l =*-=a jusqu'à l ' instant où, A.I égalant R — £ ,
ronde des di latat ions cubiques 0 atteint ce point (a^y, s) et y rend 61

différent de zéro.
Occupons-nous d'abord des temps, ultérieurs au passage de Fonde,.

où l'on a
Kt> R-4-s,

et cherchons vers quelle limite y tend, pour t infini, l'expression (i4)
de <I>. Le fadeur 0(;z^ y^ ^, t}, donné très sensiblement par (5), n'y
diffère de zéro que pour les éléments d-cs de la couche sphérique,
d'épaisseur 2£ et de rayon moyen A^, ou de volume (^^A^^SÊ)
environ, décrite autour de l'origine, couche où 0 est comparable à
l'inverse de Al. D'autre part, les distances r de ces éléments (I-Q au
point ÇOD, y, z ) ont évidemment comme plus petite valeur Aï — e— R
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et comme plus grande valeur A < ? + £ - + - R ; de sorte qu'on peut les
écrire

e-hirA^-+- / r (£+R), ou A ^ t + Â ' - — —
\ A h

si ^ y varie de — i à -+-1. Leur inverse est donc

Tt (I ̂ ^r- ( lrès ^ns ib lement) ̂  - ̂ ^

et l'expression (ï4) de <Ï> se dédouble en un premier terme

— ——7 / 6 cfo,^KtJ^

i d e n t i q u e m e n t nul comme la valeur moyenne de 0 à tonte époque, plus
un deuxième terme

s + R. r , . ,
^A^^^^-

évanouissant mÀn<? en y prenant tous les éléments en valeur absolue,

car^O y est de l'ordre de ̂  et ( dm de l'ordre de A2^. Ainsi, <fr et,

à plus forte raison, les dérivées de <Ï> en / s'annulent pour t infini.
Donc la fonction linéaire de / qui exprime <& en (,r,j,^) après le

passage de l'onde des dilatations cubiques 0, a ses deux coefficients
nuls; et (I>, ^, Y]^ ^ se réduisent à zéro dès l'instant où 0 s'y évanouit
d'une manière définitive. C'est dire que, dam ronde constituée par les
déplacements particuliers ^, r^, ^ producteur^ sam rotation moyenne,
de la dilatation cubique effective, le repos et l'étal naturel du milieu se
trowent pleinement rétablis, à carrière de l'onde même des dilatation.};
cubiques.

15. Mais il nen est pas tout à fait de même à V avant, dans l'espace
lieu des points (<r,j, z) dont la distance R à l'origine est supérieure
à A.t 4- £ et où, par conséquent, on a

A ^ < R — £ .
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L'expression (i.4) de <1>, fonc t ion l inéaire de t, y ayant évidemment
comme valeur i n i t i a l e ^ et comme dérivée en t i n i t i a l e , que nous
appellerons IIo, les deux intégrales d é f i n i e s

(,o) <^--- f-̂ fiiZiî l̂  ïio^-,1- ^Fî ZlLfl)^,
•^.ATT /> ^Ar r

où l'on sai t que /' et F d é s i g n e n t les va leurs i n i t i a l e s de 0 et de sa
dérivée en /, i l v iendra

(-u) (pour ,A^<R-£) <I>=4>,+n^ (g i^ , ,g0^^^+^ .̂a ("fc ?.}' ? ̂  a it-r ? y? -3 /

On voit que, dans la solution particulière £,, r^, ̂ , les points maté-
rieh du milieu, à l 9 avant, (le I . 9 onde (les dilettalions cnbi(fi(es 0, soif,l anirïiés
en sens divers de rnonvetneifis recUli^'fies et n/n formes. Même dans le cas
ou les déplacernenîs initiaux ^p y jo ,Ço n'oni: été accompagnés d'aucune
impulsion, c'est-à-dire d'aucune vitesse initiale, cas où l'on a identi-
quement

F::-::o, ]Io=o,

et où le repos e x i s t e , en c h a q u e p o i n t , avan t l ' i n s t a n t où des dilata-
t ions c u b i q u e s 0 s'y p r o d u i s e n t dans l 'onde cons t i t uée par les déplace-
ments ^, y ] i , ^, ceux-ci n'y sont généralement pas nu l s , ni l'état
na tu re l é t ab l i , p u i s q u e ^, T], , ^ ne se rédu isen t à zéro, dans (^i),
que si le po t en t i e l ^o d e v i e n t i n d é p e n d a n t de x, j, -s (1).

16. Du reste, ces déplacements constants, exprimés par les déri-
vées de <Po. eu x, y, z , et les vitesses cons tantes , exprimées de même
par les dérivées analogues de II,», qui v i e n n e n t y ajouter des parties de
plus en p l u s grandes q u a n d i l y a i m p u l s i o n in i t i a le , sont des quan-
tités très pet i tes de Fordre du cube .^? aux distances R considérables.

( 1 ) Un cas simple ou il, rosi, cl où s'annule aussi Uo, a lieu quand les données d'état
in i t i a l foni, la d i l î U î i l i o n cubique 0 (il sa dérivée en t uniqiicnicii l ibuciions de la distance
a ron^ine, de sorle que le poienlici 4', dû à des couche.1; q)héricfues, soit, hors do ces
coucher le mêtne que si t o u t e la masse potentialité se IrouvaU concentrée à rorigme.

Car alorH cette niasse f igure dan^ <P par sa valeur totale nulle j 0 dm.

Ann. É c. ^orm., ( 3 ), X X 1 II. — ,ï i;iN 1906. '•> I
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Car, dans les formules (20), ou l'espace CT' est la sphère d'ébranle-
ment , de rayon £, le dénominateur r se trouve compris entre R — £
et R 4- £, ou peut s'écrire R 4- c^, avec 7c var iab le de — i à -(- ï ; et
l'on a

^ E (! + iz') = (^^biement,) ^ -' j^ A';

d'où, en substi tuant dans (20) cette expression approchée de l'in-
verse de ret observant que les deux valeurs moyennes des fonctions/,
F sont nul les ,

( 3 2 ) <Ï>o= ̂ jp fkf^'^y^ z , ) .fo, 11,=: ̂ ^ f^F(,^j,, ̂  ) ^T,

valeurs comparables à l 'inverse de "IP.
Il en résul te , pour les var ia t ions q u ' é p r o u v e n t <I>o et II,, d'un p o i n t

àl 'aulre, des quant i tés comparables aux v a r i a t i o n s s i m n i l a n é e s de —ï

lesquelles sont, par uni té d u chemin parcouru, do l 'ordre de —.
Ains i , les dérivées de <I>o, IIo en œ, y , z seront de cet ordre, et aussi
les valeurs (21) de ^, T]^ ^, sauf d a n s le cas d ' impuls ions i n i t i a l e s
où, Az devenant comparable à B,, c'est-à-dire très ^rand, ces dé))lace"
ments passent, comme leur dernier terme, à l'ordre de politesse de
j^ seulement. On voit que, même alors', i ls ne cessent pas d'être ana-
lyt iquement négligeables a côté des d i la ta t ions cub iques 0 survenant
pour Ai > R — £ et qui sont comparables à l'inverse de II.

j.7. Évaluons m a i n t e n a n t ^, Y ) , , ^ de AJ== 'R~ £ à A / = = l { + s,
c'est-à-dire duran t le passage de l ' onde de ces d i l a t a t i o n s c u b i q u e s 0,
Mult ipl ions deux fois successivement par di, et intégrons, sur plaae,
chaque fois, l 'équation (1,7), en reaidant à partir de l'époque où AJ — K
égale c, et où, s ' annulent tant <]> que sa dérivée première, essentielle-
meni continues en t, vu l'ordre corré la t i f (le seconde des équat ions du
mouvement. Il v iendra , en posant A.t — K == 5, Ad/ = dû,

^A/ -n 5
( a 3 ) ^-: dô \ Q dK.

«y g J g
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Substitiions-y l'expression (5) de 0, approchée sauf erreur île l'ordre
d^ JL aux grandes distances R. Nous aurons, à une erreur près du
même ordre, et vu. que ^(±= s) = o,

[ • / . A / - K ^-K ^ /^ "I

W<L{ '̂•"-̂  T.{'"(»)'"|.

ou hien, en observant qu'une intégration par parties donne

fdS Ç ÏV(o}clo^=5 Ç W(Q)d5— f^^âdo,
J t../5 »./s ty

e(; réduisant ,

( pour — ires grand j
w ^ ^^.^ i r1 1"""^^^^^^^^^^^^^^ r"ww^\,

/ i T T l i [̂  A A J, J

A, la l i m i t e Kt—R, ̂  — e, pour laquel le s ' a n n u l e n t les valeurs
moyennes de ^(5) et W{a) sous les signes ^, la valeur de ^) se ré-
d u i t à ^ ,

^mj^^^
et elle est bien d'accord, avec celle qu'y donnai t la première for-
mule (21), savoir 11<, R t ou jours à des erreurs près de l'ordre de ̂
En effet , si, pour ob t en i r l'expression (22) deIJo, l'on décompose la
sphère ^ d 'ébranlement en tranches rrcio normales au rayon vec-
teur R, la dis lance R -h/ce de chaque tranche au point (^,.y, z ) sera
très sens ib lement R + à; ce qui donnera

^

el, par suite,

(.5) ^^-^^^^'^^^^^^L^
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18. La valeur de $, q u i est (24) dans toute l 'é tendue de l 'onde des
dilatat ions cubiques 0, cont ient en facteur, comme l'on voit ' , le p e t i t
inverse de R, inverse dont les dérivées en x, y, z seraient de l'ordre
de son carré que l'on néglige, et, en outre , une fonct ion f i n i e de
Ai — B., dépendant aussi, comme ^(§) et WÇS), des cosinus direc-
teurs du rayon B.. Or les dérivées en x, r, z de ces cos inus directeurs
sont comparables à l'inverse de R et, mu l t i p l i é e s par cet inverse, ne
donneraient encore que des produits négligeables. Donc, les dérivées
^» ^]n ^ de ̂  par rapport à x, y, z s 'obt iendront en ne fa i san t varier
que la variable Ai ~— R (où R est fonction de x, y, s) et donneront ,
pour ^, y].,, î^, les produi ts respectifs de — " . —r pîiî.1 l^s cosinus

directeurs -—7~—9—' du rayon vecteur R.
C'est d i re que, dans toute l'épaisseur 20 de l'onde des dilaiaUonfî

cubiques 0, le déplacement à composantes $ , , •y^, (^ est longitudinal,
c'est-à-dire dirigé en chaque po in t (^", y, ^) s u i v a n t le rayon émané
du centre d'ébranlement, ou, normal aux ondes spliériques. La for-
mule (^4) donne, pour sa va leur ,

w -x^-^^'-i^.r''1^^}
Une seconde dérivation par rapport à A/ — R, q u i rev iendra i t sen-

siblement à éva luer la dérivée en R du dép l acemen t (^>) , changée de
signe, donnerait la contraction linéaire suivant le rayon H, à, laquelle
se réduit, loin du centre y la contraction cub ique —0. La vitesse effec-
tive, dérivée en t du déplacement, serait d 'a i l leurs , d'après (^6),

i ^<1) , d / j d^\
~ A ^T 7 ou A J[\T^) [w A "^ ) '

c'est-à-dire, vu (17)? AO, produit de la dilatation tant l inéaire suivant
le rayon, que cubique, par la vitesse de propagation A.

La valeur moyenne de W{S), sous le signe \ de (26), s ' annu lan t
pourA^ — R ==== — £, le déplacement s 'évanouit, à raison de ^(rbe) = o,
non seulement pour At — R, === e ou à la limite intérieure do Fonde
des dilatations cubiques 0, mais aussi pour Kt - i ' R = = — £ y c^sl"
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à-dire à la l imite extérieure, résultat signifiant seulement qu'elle y
devient , conformément aux dernières formules (21), de l'ordre de
petitesse des quant i tés comparables à — et négligées ici.

§ IV. — Solution complémentaire, qui exprime des déplacements s'effec-
tuant sans changements de densité, mais offrant les rotations moyennes
effectives.

19. Si l 'on appelle p, Y]\ ^ ce qu ' i l f a u t a jouter à ^, Y ) , , ^ pour
obtenir les déplacements effectifs ^ T], *(, ces déplacements complé-
mentaires ^, T]\ 'C v é r i f i e r o n t , comme on a vu f n 0 6), les trois équa-
tions (î) prises sans seconds membres; et l 'on aura pour régir, par
exemple, p l ' équa t ion

(-7) sr-^'-
C'est encore celle du son, mais dans un f luide où la vitesse de pro-

pagation sérail a et non plus A. Les va leurs ini t ia les de ^ et de sa
dérivée en / émule ron t respectivernent, si. nous appelons ^(^.j,^)
et Ë(,(a?,y, z ) celles de î; et de ̂  les excédents de ^o et de So sur —°

(•"v CtiX!

(»(,:._, q y j expr iment les valeurs i n i t i a l e s de ^ et de^* Par suite, le
déplacement complémentai re ^/ se formera en retranchant, de son
expression relative au cas où l'on aurait

(28) (pour < t = o ) ^^(-^y,^), ^ =So(.r,j,^),

son expression relative au cas où l'on aurait

. . . / '. ./ ^0 ^ ^ÏO(.9) (pour^o) ^^. ^=^ '"

Or cette dernière expression, vérifiera évidemment toutes les condi-
tions (27), (29) la déterminant, si on lui donne la forme -r-? en
assujettissant <I>' aux relations suivantes, desquelles (27) et (29)
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résultent par une dérivation en x :

(3o) ^^^A,^; (pourvu) ^-^o et ^-=11,.

20. Cela posé, si l'on remplaçait, dans celles-ci (3o), <W par <1) et a
par A, l'on aurait , avec l 'équation i n d é f i n i e ( t 6 ) q u i ré^it effective-
ment <&, les condit ions in i t i a l e s jus tement i m p l i q u é e s dans (21),
d'ailleurs évidentes pour tout .l'espace et suff isantes p o u r compléter la
détermination de <I>. Donc <I> n'est pas autre chose que ce q u e devient^
par la subst i tu t ion de A à a; et <1>' se déduira de <1> en met tan t , au con-
traire, a pour la va leur de A. Les formules (23), (3) donnen t ainsi
immédiatement, en appelant 0' ce que serait 0 à tou te époque dans
l'hypothèse A ==. a,

r ' 1 1 n /*°
^•= / ^5 ^ O'cio,

^ / / -n ,o
^= ^ cIZ ^ (-.

J-. J a/ z

(3s) 1 avec

^— — d r^^i:!!!^ L, 1 r !ii^t!ï^lL?l)^'"""' 1\Tcé 7:Uj^ r ~ -h^^^ .̂̂ ^ ..,̂ ,. ,

formule où i l doi t être en t endu , que les sphères o- sont ici, décrites,
toujours au tou r du centre (x , y, z ) , avec le rayon ai (et non
plus At), à dés ignan t en outre, dans 0', la d i f ïe rence a l — ' R , ou
at — \/x2 + v2 -+- z2.

Comme, d 'a i l leurs , l 'expression de ^ v é r i f i a n t (27) e(, correspon-
dani aux données (28) d 'é ta t i n i t i a l se f o r m e de la même manière
que la fonct ion (Y régie par une équat ion i n d é f i n i e pa re i l l e et par les
données initiales f ( x , y , z ) , F(.r,y,^), i l v iendra f i n a l e m e n t

n<> ) ^ ̂  „_ ̂  f Ilif2 » 21lLf' ^Jf^ L ĴL f s" ( -rî, )-,, ^, ) ^/o" ^/

V < 1 '/ ' (.^a1 dt J^ ' " " h ~'^ ̂  ̂ ^j^ ~ r ~ — — ~ "dx^

Les deux premiers termes sont nuls, d'après ce que nous avons vu
pour 0, en. dehors des deux l imi tes ^-—B.==:±:£; et i ls expr iment
ainsi, conjointement avec les termes analogues de r{ et de '^ , une
onde sphérique d'épaisseur 25, dont le rayon moyen, égal à at, grandit
de a par uni té de temps. Mais le troisième terme, en <I^ n u l "encore
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pour eu — R> £, c'est-à-dire à l'arrière de cette onde, ne l'est pas à
l 'avant, pour al — R <<— c, où î^ a évidemment la même valeur (21),
c'est-à-dire î>o-+-ïïo^ que <D. Seulement, tandis que, aux grandes
distances R de l 'origine, ce troisième terme est, comme les deux
premiers, de l'ordre de — entre les deux limites a ^ — R = = ± : £ , il
passe, comme on a vu pour les dérivées de <&, à un ordre de petitesse
supérieur, le second au moins , pour at—J{<^— £, où sa valeur est

^ ^/
'" dx "~~ doc î

c'est-à-dire égale et contraire à celle de ^ pour A.t — R< -— £.

2 1 . En résumé, l'onde partielle que représentent les déplacements
complémentaires ^, r\', ^, (F épaisseur 2 s comme celle qu'exprimaient ^,
T^, ^, mais de rayon moyen at et non plus Kt, se trowe précédée,
comme elle, d'une tête de longueur indéfinie, ou les déplacements sont
sans cesse é^aux et contraires à ce qu'ils sont dans la sienne aux mêmes
points de l'espace.

De même que l 'expression approchée (24) de <& n o u s a donné, pour
sa dér ivée première en x, aux grandes distances R de l 'origine, le
quotient , par R, d'une f o n c t i o n de Al—R, nulle hors des l imites
A/ — R ^= ± £, de même aussi la dérivée en x de — ^ donnera, au
second, membre de (32), le q u o t i e n t , p a r R , d 'une fonction de at — R
n u l l e hors des l imites at - R == ± £; et, comme il en sera visiblement
de même des deux termes précédents en ^ et S,, l'expression appro-
chée de ^ pourra s'écrire, sauf erreur comparable à l'inverse de ï\\

( R , \ ,, îp(^-R)(33 ) [ pour - ires grand j $' = — —^——- '

9 désignant une fonction rapidement var iable de ai •— R, nul le hors
des limites ai — R == ± £, et, en outre, lentement variable avec oc,
y, z quand changera la d i rec t ion du rayon, vecteur R.

Par conséquent, dans l'onde exprimée par les valeurs de ^, Y]', ^
entre les l imi tes al — R= ± £ où les déplacements sont sensibles de



248 '?• BOUSSINESQ.

l'ordre de —i chaque déplacement se transmet, le long des rayons K
prolongés, avec la célérité a, en s 'at ténuant, peu à peu, comme
l'inverse de la distance R au centre.

22. La vitesse des molécules su ivant les x, —'-•? y a, toujours sauf
erreur comparable à l ' inverse de R2, une r e l a t i o n très s imple avec la

.dilatation linéaire correspondante-^- Car, celle-ci, q u i s 'obtient sen-
sibleïnent en ne fa i san t changer que la variable p r inc ipa le al — R,
est, à ce degré d 'approximat ion,

^ — riî̂ rî  (m. — ^ <SL{ak "r R ) f! — _ 1r/cr •:r
( 4 ) 'dx ~~ K T i x ^ " " " J " R " " ÏÏ '~" '~ a 7Û :l,{ "

On aura des valeurs analogues pour —^? ^—; et la d i l a t a t i o n
cubique correspondante, somme des trois d i l fU 'a t ions l inéa i res su ivan t
les axes, sera

(35) ^ + ̂ + ̂  -» Lf< £ .„, ̂ ; Z ,̂  ̂  .^L
' / dx ' dy dz ~' a \dt K dt \\ ' ^ Iî/

c'est-à-dire le quo t i en t , par — a, de la composante de la miesse suiçant
lerayon vecleurRpr'o/on^e, q u i esl la normale aux surfaces sphériq lies
d'onde. Or, les premiers déplacements par t ie l s E , , T)^ ^ d o n n a n t déjà
la d i la ta t ion c u b i q u e effective, celle-là |(35^| est n u l l e . Par conséquent ,
dans l 'onde qu 'expr iment ^ / , T]', C, la vitesse des molécules, aux
grandes distances R du centre d ' ébran lement , est sans cesse perpen-
diculaire aux rayons vecteurs. C'est, bien dire que les mowernents y
sont transversaux, ou se f b n l partout dans les plans tangents aux
surfaces d'onde.

23. Nous n'avons relié q u ' i n d i r e c t e m e n t aux données effectives
d'état init ial , les déplacements ^ /, y/, Cde la deuxierDe onde par t ie l le ,
puisque nous avons f a i t dépendre en partie ^ rf, ̂  des va leu r s in i -
tiales des déplacements et des vitesses dans la première onde partielle,
ou. à mouvements longi tudinaux, que nous avions calculée préalable"



PROPAGATION DU MOUVEMENT AUTOUR D UN CENTRE, ETC. 249

ment. Mais on pourrai t aussi former £', r)7, ^ indépendamment de ^,
•y]i , ^ i » en considérant les ro ta t ions moyennes ( ï i).

Gomme ^, Y ] < , ^, dér ivées partielles de <I> en .r, j, s, s'éliminent
de celles-ci co^., co^, o^, l'on a

(d^ dV^^(d^_ ^d'a
2 \ dz

<
dx^ \-dy ~ "dz r ' " ̂  \^ ~ ̂ r M ^ \^ ^r(36) Wx'1

et, les dérivées de '̂  T]', *(' sat isfaisant à la même équation, (27) par
exemple, que ^ / , Y]', ^, il en résulte

^(^x, ̂ y, ^z) : a-2 A 2(0)^, &)y, 6)5).(37) d^

Ainsi, les composantes effectives co^, o- .̂, o^ de la rotation moyenne
vér i f ient l 'équat ion du son, avec a pour vitesse de propagation. Or
les données ini t ia les concernant ces composantes,

(poisr ^ == o)

^r<)^ i
(Û '""" 'A

- . / /
.<iy \

(,^.=

d^ d
d t ) , , dz

,

2

/

WoJ

/^o

v<y '
^\ -1

d'r\
" " T l z

[38)

se déduisent immédiatement des déplacements ini t iaux donnés et
des vitesses i n i t i a l e s également connues . Donc l ' intégration de (37),
sous les conditions (38), donnera o^, Wy, o^ à toute époque l. Fina-
lement , ^, Y]', ^, que l'on sait être nuls pour t in f in is , s 'obtiendront
par deux ùilégraiions en t, effectuées sur place, d'équations comme
celle-ci,

d^ . /^r d^.\
(39) ^=^^-^),

revenant iden t iquement à (27) quand on y substitue à co^etàa^leurs
valeurs (36), avec remplacement final de ^- 4- ̂  par — j^' L'on

aurait donc, par exemple,

r 1 , r 1 ( d^v d(j)z\ i ,&/ .,..ç ^-'-/
"-(

,<;
adt

± r
d z j

^60

r
/
a ̂

( d(ù
"^

'̂
j

G)j (2

C/û)^

^

<•/< —

î 1 ̂  a / a dt .1 —— — "7--̂  et dtJL ^ < ̂  ^/
' d r 1 . r' , - d(4o)

(' a dt (
«-'G-O w <»

adt I ^^adt .
uy

32Ann^ Éc. N^rm.f (3), KXin. — JUIN ïQoG.
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Mais on voit que la méthode consistant à dé terminer d'abord 0,
pais ^, Y ] i , ' C i » pour en déduire f inalement ^, ?]', *C» est plus simple,
en même temps que plus naturel le .

§ V. — Caractères et équations de l'onde totale.

24. Superposant enfin les deux systèmes de déplacements, ^, Y ] ^ ,
^ et p, Y]', *C, dont les premiers, effectués sans rota t ion moyenne,
produisent partout la d i l a t a t i on cubique ef fec t ive et dont les seconds,
produits sans changement de densité, d o n n e n t également , partout , la
véritable rotation moyenne, nous aurons Vende totale, comprise à
chaque ins tan t entre deux sphères décrites, a u t o u r de l ' o r ig ine , avec
le plus grand et le plus pe t i t des quatre rayons Î{==A/:± £, R==a/±:£.
En avant de celte onde totale, les valeurs de ^, y], , ^ et celhïs de ^,
y]\ ^/, égales et contraires, se d é t r u i s e n t ; de sorte que V état naturel y
existe non moins quà L'arrière, ou il se trouve p r o d u i t dans chaque
onde part iel le dès qu 'e l le est détachée de l 'or igine des coordonnées,
c'est-à-dire dès que A/ ou al excède £.

Alors les deux couches, chacune d'épaisseur 2&, cont igues aux
deux faces de l'onde totale et ayant pour rayons moyens respect i fs A.£
et al, propagent, la première, les d i l a t a t i o n s cubiques 0 de la masse,
la seconde, ses rotations moyennes, à composantes ou^, o)^, co.g. Le
déplacement total, aux grandes distances II de l 'o r ig ine , est longitu-
dinal dans la première, où la fo rmu le (26) l 'exprime à très peu près,
transversal dans la seconde, ou ses composantes on t des formules
comme (33).

Dans l ' intervalle des deux couches, les déplacements ^, T], Ç, incom-
parablement plus f a i b l e s , et qu i n'amènent ni changement de la dens i té
ni rotation moyenne, sont ceux q u i précéderaient ou, en que lque
sorte, annonceraient la tête de l 'onde la p lus lente , si on la considérai t
seule : ils ont pour valeurs rp ———"—- q= •-7-——°—-^, avec les signes1 ' d ( x , y , z ) ^ d ( x , y , s ) • " i- • - ! ^ 1

supérieurs — quand l'onde la plus lente est celle à mouvements
transversaux, et les signes inférieurs- 4- quand c'est l'onde à mou-
vements longitudinaux. Evidemment nuls lorsque l 'onde à mouve"
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ments transversaux se t rouve seule produi te (puisque alors 0, (D, <S>y,
IIo s 'évanouissent), ils sont nuls aussi quand les condit ions d'état
i n i t i a l font, au contraire , disparaître cette onde, ou a n n i h i l e n t les
rotations moyennes ; car, alors, les six quant i tés S;, "/)/(, . 3 ? étant
les dérivées respectives en x, y, z de deux fonct ions <I> et II, leurs
valeurs in i t i a l es --——)—, —l—i—- sont nu l les par tout en avant ded { x , y, z ) d{x, y , z ) l

ronde, comme expression de dép lacements et de vitesses ne di f férant
de zéro que dans la région d ' éb ran lement .

25. Ostro^radsky a donné pour l 'onde totale des formules simples,
dans le cas où a u c u n e impulsion n 'accompagne les déplacements ini-
tiaux Ço , 7]<), *Co? c'est-à-dire quand i l n'y a pas de vitesses i n i t i a l e s ou
que, pou r 'S, par exemple, nos fonct ions VÇx\ y , z ) e t ï ïo(^y» •5) sont

nulles.
L'expression (3) de 0, en y posant Ai = r, est alors

i à_ fZî iiĴ iii)̂
ÎTT d r j , r

et, d'autre part , l 'équation (17) devient de même

d^ — 0= -ï- d- fZ^ l̂LZliiîî .
d r 1 "'"""" 4^ dr J^ r

M u l t i p l i o n s par r et. intégrons de manière que la dérivée ~j^ s 'annule,
comme on sait, pour Kl ou r inf in is . Il v iendra

d^ r /' /( .̂ , .ri, ^ i ) ̂  _ i / . / ^ ^ .
——• =: -,— î ——————————— — T~~"~ I J V ^ i y j i f ^ i ) M o»
dr (.\^J^ ^ ^rcir Jff

et, après m u l t i p l i c a t i o n par dr, une nouvelle intégration en r, effec-
tuée encore de manière que <D = o pour t infini , donnera finalement

( 4 i ) <ï>= ~—^ ( (— ^/(^i,yi,^i)^.
q^ ^ A ^ " v

La fonction <I>/ s'en déduit par la simple substitution de a à A; et
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l'on a ensuite

(4.) ^-^^^f^^ff^y.^ch.

Comme, d'ailleurs, l'expression totale de ^ s 'obtient en a joutant^
au second membre de (S?.), il v iendra , vu So==o, si l 'on mul t ip l i e
par 4^»

(f^\ f^'r x d rU^'.r'^1)^ d r^dr r .(43) 47rc-^^————^————+^j^ ^j^f^y^^da;

•r^ y» zf y dés ignent les coordonnées des divers éléments ch' d ' une
sphère décrite, autour du. centre (^,j, z ) , avec un rayon r ' égal à al\
etx^y^ ^ y sont, comme on sait, les coordonnées des divers poin ts
de la sphère o-, de rayon r, décrite de même a u t o u r de (x, y, z).

Telle est, sous sa forme la plus concise possible, la première for-
mule d'Ostrogradsky ( < ) , à laquel le son t analogues celles de Y] et *(.

26. Dans le cas contraire où i l y aura i t ou i n i t i a l e m e n t impulsion,
c'est-à-dire production, de vùesses, mais sans déplacements ^o, r\^ î^,
on se donnerait provisoirement comme fonctions i nconnues les
vitesses mêmes ^i^il, dont les dérivées premières en / accélé-
rations') seraient initialement nulles, en vertu des équa t ions f î ) du
mouvement où Aa(^, 7]o, ^) s ' annu le r a i en t avec les dérivées^n x,
y , s de Oo. Et comme ces vitesses ̂ 1̂2 vérifient en outre les équa-
tions indéfinies, pareilles à ( i ) , que dédu i t de (i) une dérivat ion en /,
elles s'exprimeraient, exactement, à la manière des^, T), Ç du cas
précédent, sauf les subst i tut ions de B<, et de F à $0 et /. La for-
mule (43), par exemple, donnerait donc

( f f . / . ^ ^ d fSo(.r/, r ' , z ' } d ^ d r^dr r,W) ^^=^^ ————^_i_+^/ -,r/F(^,y,^0^);
'' <7 w iit <717

(1) Roproduilo par Poison, dans son Mémoire inséré au Tome X du Recueil de l'Aca-
démie des Sciences clé Paris, p. 594,
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et, après mult ipl ication par dt, une intégration sur place, effectuée à
partir de l 'époque / == o où ^ est nul, en déduirait 4^-

Enfin, l 'intégrale générale s 'obtiendrait évidemment en superpo-
sant cette solution part iel le à la précédente (43); et c'est ce que fait
Ostrogradsky (1).

^ VI. — Loi d'appel vers les vides, analogue à celle
de l'attraction newtonienne.

27. Supposons i l l i m i t é e la région d'ébranlement, mais donnons-
nous des déplacements init iaux $o, rjo, 2^ tels, que là dilatation
cubique f(x, .y, z > " ) en résultant soit nu l l e partout, sauf, encore, à
r in té r i eur de la sphère de rayon £, que nous appellerons la région
centrale d'ébranlement, où elle sera arbi traire; et, afin d'attribuer à
ces déplacements ^o , T](P î^p dans tout l'espace, les valeurs les plus
simples possibles pour la di latat ion Oy ==y(.'r,y, z) produi te , prenons-
les sans rotations moyennes, ou égaux aux dérivées partielles en x,
y, z d 'une même ( o n c t i o n <l>y. E n f i n , admettons qu ' i ls s 'annulent à
l ' inf ini , et, de plus, qu 'aucune impuls ion, aucune vitesse initiale, ne
les accompagne*

Dans ces condit ions, l'on aura F(.ï, y, s) ==o ; et l'expression (3)
de 0, réduite à

(4., ^.y.^^ïj^'r^-
deviendra, d'après (5), aux grandes distances R de l'origine,

(46) ^pour R très grand') @(/r , y, ̂  /) := ̂ —, où §= At — R.

De plus, la relat ion (10) cont inuant à s'appliquer, avec la circon-
stance d/une dérivée in i t i a le F(,r,y,^) de 0 en / partout nulle, l'on

( 1 ) Les cinq paragraphes précédents ont été résumas dans trois Notes des 2.6 février,
5 et ï'2 mars 1906 (ComfHes renclas do l'Académie des Sciences de Paris, t. CX.LÏI,
p, 4^ 5,;i% oi 609).
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aura

(47) 1 Q drs-==- à toute époque une constante Q.
^CT

Donc ce qu'on peut appeler la raréfaction totale ou le znde total
opérés dans le mi l i eu , somme des vides partiels 0 ^te, ou des manques
partiels de matière, offerts, à l'époque t^ par les divers éléments dm
de volume du milieu compara t ivement à l 'état na ture l , sera une
quant i té f in ie Q indépendante de t, ou égale à la raréfaction i n i t i a l e
arbitraire \ Oorfcr, et différera généralement de zéro, contra i rement à

^CT

•ce qui arrivait dans le cas où ^o, y]o, Ço é ta ien t nuls hors de notre
région centrale d 'ébranlement.

28. Malgré cette circonstance, les démonstrat ions des n^ 12, 13
subsistent sans changement; et les formules (12.), ( i 4 ) ? 0 7) donnen t ,
vu l'état i n i t i a l ,

(•''8' «.•"."=3( ,̂.

avec

<ï>^ I /'^(^yi^i.0^ - d^ ^ / . .<I>,,,_^————^———— et ^ =A^(.r,r,^-).

Enfin, le ra isonnement du n° 14, pour établir que ^ tend vers zéro
p o u r / inf in i , cont inue à s 'appl iquer; car le terme — 7--̂  /'O^,

U^AtJ

sans être nul ident iquement comme il l 'était, s 'évanouit à raison du
dénominateur croissant /. Donc, <& et ses dérivées en x, y, s s 'annulant
dès que Al excède R + e , c'est-à-dire dès que Vende des dilatations
cubiques^ a f ranchi le point (^j.-s), l'état naturel se trouve, dès
lors, rétabli déf in i t ivement en ce point . Et le déplacement /o/a/que la
matière y a éprouvé depuis ^ = = 0 consiste dans le retour à l'état
naturel, ou a pour composantes — ^o, — r^, — ^, c'est-à-dire
_ _^_ ou __'L—— Ç ^L .̂

d{œ, y, s) d{x, y, z) j.^ [^r '

Or ces trois dérivées d'un potentiel de pesanteur représentent les trois
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composantes de l'attraction newtonienne qu'exercerait en (;z?,y,s),
sur l 'unité de masse, une matière occupant la région centrale d'ébran-
lement et v ayant une densité partout proportionnelle à la raréfaction
effective 0^ qui s'y trouvait produite à l'époque / = o. Donc, quand les
déplacements d'un mi l i eu élastique, isotrope et homogène se font
sans rotations moyennes, les vides partiels qu'on y produit quelque
part semblent exercer, dans toutes les régions environnantes et
jusqu'à l ' i n f i n i , une sorte (Vappel régi, par les lois de l'attraction
newtonienne , chaque vide élémentaire donnant lieu à des déplace-
ments partiels dirigés vers son siège et inverses (une fois réalisés) du
carré de la dis tance, qu i se composent avec tous les déplacements
par t ie l s ana logues p a r l a règle du polygone des forces. D'ailleurs, ces
appels se m a n i f e s t e n t , non pas instantanément à toute distance, mais
avec la vitesse de propagation A de l 'onde des dilatations cubiques.

Chacun d'eux n'est a ins i inverse du carré de la distance que dans
son ellel définitif we fois at teint . Car, si l 'on considère les déplace-
ments successifs approchés (26) aux grandes distances R de l 'origine,
déplacements que l'on peut regarder (vu la petitesse de '^^ Y](), Ço
comparables seulement à l'inverse de B2) comme comptés dans (26) à
partir de la s i tuat ion primitive (x 4- ^p y •+• r^, z -+- ^), leur valeur
do vient

^ ( A ^ — R )-—^--^—

dans le cas présent où T =- o, en les prenant positifs quand ils se
trouvent dirigés vers l 'origine; et l'on voit qu' i ls sont de l'ordre de ^
ou, par conséquent , incomparablement plus forts que ce qui subsiste
d'eux u n e fois l 'onde passée.

29. Dans le cas d'un f lu ide , où ^ et a s ' annulent , l'état naturel,
s'il s'agit d ' u n l i q u i d e , ou ce lui qui en t i en t l i eu , s'il s'agit d'un gaz,
sont réalisés, dos que l 'on a partout 0 == o avec vitesses.nulles. Rien
n'empêchera donc de choisir comme coordonnées ce, y, s d'état
naturel les excédents des coordonnées initiales effectives sur les trois

, . . ^<i\, y ' i i v r \ l f/c^yi^i)^petites dérivées ^—^—, î\ étant 1 intégrale - ̂ J ———j.———
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et x, y, ^, a^, y^ ^ y désignant provisoirement ces coordonnées
initiales effectives, à remplacer f ina lement par celles d'état naturel
(très peu différentes) sans qu'il en résulte aucun changement appré-
ciable de $o °u de ses dérivées. Car, alors, comme l'on aura

(^'^Ço^
d^\

d { x , y , z }

expressions donnant , d'après le théorème de Poisson sur les poten-
tiels newtoniens,^-t-^.--^/--'.
ces déplacements ^p T]^, "(o f e ron t bien croître 0 de sa va leur donnée
/ Ç x , y , z ) ; ce q u i imp l ique l ' annu la t ion de 0 q u a n d on retranche ^ o »
•/jo, 'Ce ^es coordonnées i n i t i a l e s , ou dans les s i t u a t i o n s (^*, y, z ) choisies
ici comme primitives, c'est-à-dire log iquemen t an té r ieures aux dépla-
cements.

Dès lors, les données d'état init ial sont précisément celles, n'en-
traînant aucune rotat ion moyenne, auxquelles s ' app l iquen t les consi-
dérations des deux numéros précédents; et les déplacements défi-
ni t i fs , provoqués, en chaque point du f lu ide , par les vides partiels
ini t iaux Oy^r, s 'obt iendront en composant ^éom.éiriqucm.ent des
déplacements dirigés vers le siège drs de chaque vide partiel , propor-
t ionnels à ces vides mêmes Oo<^ et à l ' inverse du. carré de la d is tancer
à leur siège ^te, enf in , s ' e f fec tuant successivement, aux diverses
distances r, avec les retards — que met le son à s'y t ransmet t re dans
le fluide.

30. Si la vitesse A de propagation est très grande, comme il arrive .
notamment chez les l iquides, l 'état naturel, se trouvera presque
ins tantanément rétabli dans la région centra le d 'ébranlement et
autour: ce qu i permettra d'imaginer, sans complications nouvelles,
que des raréfactions successives, pareilles à la première, y sur-
viennent indéf in iment à pet i ts intervalles égaux, grâce à l'enlève-
ment, chaque fois, d 'une même fraction du f luide occupant cotte
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région centrale. Alors les déplacements sans cesse reproduits en
chaque point de la masse f luide donneront, à la l imite, un courant
dont la rapidi té leur sera partout proportionnelle, dirigé, par consé-
quent , vers les sièges de raréfaction, avec une vitesse, en ( x , y, s),
calculable comme l'attraction newtonienne qu'y exerceraient des
masses fict ives situées dans chaque é lément drs de la rég-ion centrale
et en raison directe du débit de rfe, c'est-à-dire du f luide qui s\
trouve soustrait ou comme dé t ru i t par uni té de temps.

Mais comment opérer de pareilles soustractions, f inalement con-
t inues , de fluide? A cet effet, supposons, par exemple, la région
cen t r a l e , symétrique de part, et d'autre d 'un plan, avec raréfactions ô,,
pareil les des deux côtés. Par raison de symétrie, les vitesses aux
divers points de ce plan n 'auront pas de composante qu i l u i soit
n o r m a l e , du moins aux endro i t s où ne se produira aucune disconti-
n u i t é ; et le fluide y glissera exactement comme sur une paroi. Donc
la réal isat ion effective de cette paroi, sur tou te l 'é tendue du plan autre
que la par t ie de la région centrale ou Oo différera de zéro ( { ) , ne
changera r ien au m o u v e m e n t du f lu ide coulant , par exemple, au-
dessus (si l 'on se représente hor izon ta l le p lan , pour fixer les idées),
mais permettra de s u p p r i m e r le f l u i d e cont igu situé au-dessous et d'y
laisser a ins i l i b r e l'espace i n t é r i e u r .

Enf in r édu i sons à u n e couche très mince, sensiblement confondue
avec le p lan de la paroi prolongé, la part ie de la région centrale où Oy
diffère de zéro, partie tout en t i è re subsistante encore quan t à son
attraction fictive ou p lu tô t à son appel sur le f l u i d e supér ieur ; de
manière qu 'on puisse, sans erreur sensible sur les attractions ou
appels que s u b i t ce f lu ide , a t t r ibue r chaque élément intercepté da
du plan, comme siège, au débi t total, que j ' appel lera i q par un i t é
d'aire, des é léments dm ayant da pour projection commune. Alors,
d 'une part, le calcul des vitesses on tous les points du f luide supé-
rieur sera ce lu i des attractions newtoniennes qu'y exercerait, sur

( l ) L'orifice dont il sera question ci-après peut être multiple, ou comprendre plusieurs

ouvenurcs distinctes, donnant lieu à tout autant de raréfactions JQ^dm et d'appels du

fluide ainbianL : voilà pourquoi Oo ne dilï'érera parfois de xcro quy dans une partie de la
région centrale et non dans sa totalité.

Ann. Kc. A'orw., ( 3 ), XXIII. — JUIN 1906. 33
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l 'unité de masse, une couche, de densité superficielle y, étalée sur toute
l'aire de V ouverture interrompant a insi la paroi p l a n e ; et, d'autre
part, la soustraction du f lu ide sans cesse appelé vers rouver ture , puis
enlevé à son arrivée sur celle-ci, se fera par l'espace in fé r i eu r , où ce
fluide deviendra une veine.

31. On aura donc ainsi traité la quest ion de l 'écoulement d'un
liquide hors d'un vase, par un petit orifice ouvert au mi l i eu d'une
paroi plane, relativement indéfinie, de ce vase, dans l'hypothèse que
le débit y, par unité d'aire, de chaque élément rfo- de l'orifice soit
connu en fonction des deux coordonnées de l ' é lément ( 1 ) . C'est, en
que lque sorte, la partie accessible du problème d'un pareil écoule-
ment, jusqu'à présent inabordable dans sa généralité, c'est-à-dire
quand on y comprend la détermination de la forme des f i l e t s consti-
tuant la veine,

Le problème partiel, résolu de la sorte comme appl ica t ion particu-
lière l imi te de la loi. d'appel des masses f lu ides ou même solides
isotropes vers leurs régions raréfiées, peut être aussi t ra i té directe-
ment et très simplement, comme je l 'ai fa i t , le 3 janvier 1870, dans
les Comptes rendus de i ' Académie des Sciences de Paris ( t. LXX, p. 33).
A la condition d'emprunter à l 'expérience une d o n n é e , savoir, la
pression exercée au centre de l'orifice (d'où le p r inc ipe de 0. Ber-
noulli fait déduire le rapport k de la vitesse au centre do l 'or i f ice à
la vitesse sur le contour), cette solut ion pa r t i e l l e permet, pour un
orifice, soi t circulaire, soit rectangulaire allongé, de déterminer avec
assez de précis ion le débit et les pr incipales circonstances do l 'écou-
lement (^) .

( 1 ) L'orifice peut ôtre justement qualifie (le pâlit., quand ses dirnenskms .sont dos frac-
tions très faibles des dimensions de la paroi tout autour; et celle-ci est diie alors, elle-
même, reUuivement indéfinie.

(ï ) Voir encore les Comptes rendu.v de l'Âcr/démia deff SfîîancG^, l. CXIV, p. 701,
So"; et 868 (28 mars, 4 <it n avril 1892), ou Je numéro de juillet 1892 du /our/ud de
P/ij'sique théorique et appliquée, qui a reproduit ces trois articles.

Une des formules employées pour obtenir les résultais rappelés ici, savoir, eello d'où

se déduit en particulier le coefficient théorique - do l'ajutage rentrant de Borda, suppose,'-&
il est vrai, la veine, soit dépourvue de pesanteur depuis l'orîfice jusque la section con-
tractée et lancée dans un gaz stationnaire à pression constante, soif soliieitée de haut en
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32. Le problême complet n'a été résolu analyt iquement (par Helin-
holtx et Kirchhoff) que dans le cas d 'un l iquide sans pesanteur et de
mouvements plans ou à deux coordonnées x et y seulement, pour
lequel les propriétés générales des fonctions de la variable imagi-
naire x -+" y \ / ' — i donnen t des facili tés exceptionnelles, grâce à ce
que leurs deux parties réelle et imagina i re sont toujours deux
fonct ions harmoniqiw associées de x et y, représentant , l ' une ,
le potent iel des vitesses d 'une cer ta ine veine l i q u i d e , l 'autre, le

bas par son p.nds, mais, alors; lancée dans un milieu liquide stagnant, de môme densité
qu'elle, et où, par conséquent, la pression varierait avec l'altitude suivant la loi hydro-
statique. Toutefois, lors des grandes hauteurs de charge considérées ici, las seules pour
lesfiueUes il c.x'îste une forme constante de Ut veine jusfffC'à la section contractée et, pcir
suite, un coefficient de contraction ou do débit indép en cUf.nt de ces fuutteurs, les rapides
chutes relatives de pression observées dans le liquide, au voisinage de l'orifice, suivant
les divers chemins allant de l'intérieur du réservoir à la surface de la veine ou à la sec-
tion contractée, ne peuvent varier qu'infiniment peu avec le poids propre du fluide tra-
versé ou, encore, avec les inégalités, toujours 1res faibles comparativement, delà pression
aux divers points de ces surfaces; d'où il suit que la forme Limite vers laquelle tend la
veine, jusqu'à la section contractée, pour des hauteurs de charge croissantes, est indé-
pendante de la nature gazeuse ou liquide du milieu ambiant et (pie, par le fait môme, le
coefficient do contraction ou de débit n'en dépend pas davantage.

Mais, dans le cas d'un milieu ambiant gazeux, c'est-à-dire à pression sensiblement
constante, le poids de la veine loin de l'orifice, ou considérée sur une longueur notable
au dôlà de 1;» section contractée, a, au contraire, une grande influence sur la forme de
cette partie, ou la pression est, a très pou près, uniforme et, par suite, identique à celle
du gaz voisin. L'on conçoit que ce poids; en entraînant les particules fluides, fasse ter-
miner presque brusquement, assez lires de l'orifice, la rapide convergence des filets qui
donne lieu à la section contractée et a l'égalisation des pressions dans celle section. Au
contraire, une veine sans pesanteur continuerait probablement à se contracter plus loin
do l'orilice, ou semblerait ne devoir arriver qu'asymptotiquoment (à l'infini) au parallé-
lisme des filets fluides, comme S e suppose, dans le cas do mouvemenis pleins, la solution
analytique de Helmhollz rappelée au numéro suivant (n° 32). Celle-ci n'est, sans doute,
pour cette ruison, applicable tout au plus qu'en première approximation à une veine
pesante. Bref, elle no constitue qu'une intégrale particulière, probablement, la plus simple
qui existe, dos équations indéfinies do l'écoulement et de la condition spéciale à la paroi
plane du réservoir, avec constance de la vitesse à la surface libre de la veine.

Est-il même certain qu'une veine sans pesanteur, dans un milieu à pression constante,
doive accomplir sa contraction seulement à l'infini, et que la détermination complète du
problème de son. écoulement ne dépende pas de circonstances extérieures non encore
soupçonnées? En d'autres termes, une telle veine ne comporterait-elle pas aussi des
écoulements où le parallélisme des filets serait atteint à distance finie, par suite d'influences
exercées plus ou moins loin en aval? Il semble difficile de répondre actuellement à cette
question.
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paramètre caractér is t ique des lignes de courant correspondantes.
Toutefois, même dans ce cas, qui est celui d 'un long orif ice rectan-

gulaire sans contraction latérale su ivan t sa grande d imens ion , la solu-
t ion par t ie l le n'est pas tout à fait i n u t i l e : elle permet peut-être de
serrer d 'un peu plus près, à cer ta ins égards, la réa l i té ; car e l le ne
suppose pas la veine sans pesanteur, n i , par sui te , la section d i te
contractée rejetée à l ' i n f i n i ou, au sort i r de l 'orifice, une tendance
seulement asymptotiqae des filets f luides au parallél isme, comme le fai t
la théorie de Helmhoitz assurément pins complète, mais donnée u n i -
quement dans cette hypothèse d'une convergence indéfinie des f i l e t s
fluides. Or, une telle convergence conv iendra i t , ioul au. plus (r), au
cas simple d 'un l i q u i d e sans pesanteur, avec veine lancée dans le vide,
ou au cas équivalent d 'un l i q u i d e pesant, avec veine c o u l a n t au m i l i e u
d'un l iqu ide en repos de même densité qu 'e l le .

La théorie de Helmhoitz donne, d 'une part, pour le coefficient de
débi t ,

7T

2 4" 7T
: 0,6 j 10,

au lieu de la valeur 0,6266 obtenue par M. Bazin dans des expériences
très soignées sur un orifice vertical, sans contraction latérale, de
o"\2o de hauteur (^). Et, d'autre part, au l ieu de 0,69 pou r le
rapport observé k de la vitesse au centre de l'orifice à la vitesse sur le
bord, rapport qu 'une extraction de racine carrée d é d u i t d 'ail leurs, en
vertu du pr inc ipe de D. Bernoull i , du décroissement relatif de pres-
sion i—o,53 ==0,47 également observé par M. Bazin en ce centre,
la même théorie donne

/•• = 0,6479,

racine de l 'équation transcendante
, , , / + A"
^^"^T—T". =.1»

( 1 ) Comme il est, dit ù la fin de la note précôdenlu.
(s t) Expériences sur la co/t traction das veifios U(f aides et sur la distribution des

-vitesses dans leur intérieur, an tome XXXII, n"4, du RecwîU des Mémoire présentes par
divers savants à l'Académie des Science de l'ï/tstitut de Franca. L(î Rapport approbatif
est du 4 juin 1894 {Comptes rendus, t. CXVIiï, p. 1^9;- Les résultats relatifs aux
orincos verticaux m'en étaient connus depuis 189^.
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résultant clé calculs i n d i q u é s par M. Sautreaux, docteur es sciences
mathématiques, aux pages 64 et 65 de sa thèse Sur une question
(riîyc/rocly/iamù/ue (Paris , Gauthier-Villars, ï8()3). On voit donc que
ces deux résultats théoriques, 0,6110, 0,6.479, paraissent bien ne se
réaliser qu'avec des écarts de deux et demi et six et demi environ
pour cent par excès (1). Au contrai re , la théorie part iel le m'a donné
le coeiïicient de débit m = 0,62 env i ron , notablement plus approché,
comme on voi t , de 0,6266, mais en y admet tan t , i l est vrai, la va leur
expér imenta le k ==; 0,69. L'expression approchée co r r e spondan t e du
déb i t y par u n i t é d'aire de l 'o r i f ice serait, à la distance relative a? de
l'axe hor izonta l (mesurée en fraction de la demi-hauteur) ,

q = ( 0,690 + 7,9272 x^ ) ( i — x^ ) VQ,

Vy désignant la vitesse \/2^ sur le contour, donnée par la formule
de î). Bernoul l i ( 2) .

( 1 ) Sans doute le poids do la veine, né^li^é par la théorie, active ronlèvornenfc du
(luide extérieur (il réduit quoique pou la pression do ce fluide à la sortie 5 d'où résulte un
certain accroissement des vitesses dans le plan do l'orifice.

( a ) lïdils le cas d'un oriuce circulaire/ (vertical comme l'orifice rectangulaire dont
il est quesiLm ci-dossus, et aussi do om,'2o do h'rHUour)^ l^admission dû la valeur
nxpm^uumialo À* -w o,()3'.A, ohsorvco a tros ixiu {)rès par M. Bazin, an contre do 1/orillco,
ot (îorrcHiïOîidaiit sonsibloinoat a la dépression relative, oralement observée,

î — 0,609- = o,3y8,

iKia donne d(* niôiïKi, pour le débit (f par unUô d'aire/ de l'orifico, à la distança t du contre
(mesurée en fraction du rayon) ,

q ss(o,632 -M^'hgi-10)^-" ^)Vo;

d'où se déduit îe coefficient do débit m •=s 0,607, non moins voisin que dans le cas pré-
cédent de la valeur constatée par M. Bazin, rn =3 0,598*

.Dans ces diverses expenoiices sur dô4 orificos soit circulaires, soit rectangulaires
allongés, la hauteur de ehargo sur le Contre ou sur l'axe homontal de l'ouverturô attei-
gnait i'", c'est-ù-diro diK fois la dfitni-hauKMic de eolle-cl ; et ello était bien sunisatito pour
pouvoir être considérée corn nie très grande.

Postérieurement à la rédaction de mes articles do 189%, M. Bazin a complété ses
observations premières par quelques autres (consignées aussi dans son Mémoiro) sur des
orifices circulaires horhontwu^ deo"\'2o et o'", iode diamètre; les valeurs ci-dessus de h
etdew s'y trouvent accrues de quelques millièmes, sans douto par suite d'un enlèvement
encore plus rapide de la veine, alors desce/tdante.


