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PROPAGATION DU MOUVEMENT
AUTOUR D’UN CENTRE,

DANS UN MILIEU ELASTIQUE, HOMOGENE ET ISOTROPE;

Par M. J. BOUSSINESQ.

Sommaine ¢ § I Objet et résultats de co Mémoire. — § 11, ]:}qu:x‘ninns du mouvement et marche & suivre
pourles intégrors caleul de la dilatation cubique 0. — § II1. Solution particuliére, exprimant dos
déplacements sans rotation moyenne eb producteurs de la dilatation cubique effective. -- § I'V. Solu-
tion complémentaire, qui exprime des déplacements s’effectuant sans changements de densité, mais
offrant les rotations moyennes effectives. — § V. Caraclires et équations de Ponde totale. — § VL. Loi
Qappel vers los vides, analogue & celle de Patiraction newtonienne.

§ I. — Objet et résultats de ce Mémoire.

[. Poisson (') et Ortrogradsky (*) ont étudié¢ les premiers, vers
1830, le mouvement que fait naitre, au sein d’un solide élastique in-
défini, homogene et isolrope, une rupture instantanée de I'équilibre,
limitée initialement & une petite sphere dite région d’ébranlement,
dont e désigneraici le rayon. Ils trouverent que ce mouvement con-
siste, apres quelques instants employés & le régulariser, en une onde
sphérique mobile, ayant pour centre le centre méme de la région
d’ébranlement, et pour rayons tant intérieur qu’extérieur, uniformé-
ment croissants comme son épaisseur, les produits respectifs, par le

(V) Foir, aux Tomes VI (1829) et X (1831) des Mémoires de U’ dcadémie des Sciences
de Paris, U Addition (du 24 novembre 1828) aw Mémoire sur 1'équilibre et le mouvement
des corps élastiques et surtout (1. X, p. 578 & 6o5) le Mémoire Sur la propagation du
mouvement dans les milicur élastiques, du 1x oclobre 183o.

(%) Sur Uintégration des équations awx différences particlles, relatives aux petites vi-
brations d'un milicu élastique (20 juin 1829), aux Mémoires de [ Académie des Sciences
de Saini-Pétersbourg (L. 1, 1831, p. 455 & 461).
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temps écoulé ¢, de deux witesses de propagation constantes, appelées
ci-apres, Uune des deux, A, lautre, @, uniquement fonctions de la
nature du milieu, avec addition de ¢ au plus grand de ces deux pro-
duits et de —  au plus petit.

Poisson reconnut, de plus, que le mouvement s’y trouve, presque
en entier, localis¢ dans les deux couches, d’une épaisseur 2¢ cha-
cune, limitant 'onde totale; et que, longitudinal, ¢’est-a-dire normal
aux sphéres concentriques, dans la couche de rayon moyen Ad,
comme chez onde que propagerait un fluide ¢lastique, il est, au con-
traire, transversal, ¢’ est-a-dire tangent aux spheres, dans "autre couche
extréme, de rayon moyen az, comme chez'onde que comportait I'éther
imaginé, quelques années auparavan(, par Fresnel, pour explication
des phénomenes lumineux de polarisation.

Le rapport entre les deux coellicients d’élasticité appeles actuelle-
ment A, @, qui résultait des hypotheses faites par Poisson et Ostro-
gradskysur les actions intermoléculaires du milicu, donnait 3 comme
quotient de A par a; et ¢’est, en eflet, celui que réalisent & peu pres
les corps durs. Mais ce quotient de A par a devient infini pour les
fluides ol @ == o, et il parait s"annuler pour 'éther, oft tout Ie monde
admet aujourd’hui Phypothése A = o; de sorte qu’on peut le sup-
poser, suivant les cas, variable entre les limites les plus larges ().

En résumé, les ondes sphériques antéricurement connues ou soup-
connées comme s¢ produisant, séparément, dans les deux milicux
élastiques les plus simples, d’ailleurs aussi opposés que possible, les
fliddes et Uéther vibrant lumineusement, Poisson les retrouvail, @ la
Jois, dans tout solide homogene et isotrope indéfini, avee un inter-
valle, entre elles, occupé par des couches concentriques de plus en
plus nombreuses, revenues presque i Iétat naturel de repos apres le

(1) Dans les corps réduaclibles en fragments dont chacun puisse subsister isolément sans
pression extéricure, comme sont les solides el les liguides fixes, la stabilité de la con-
texture exige, il est vrai, que le potenticl d élasticité soil essenticllement positif, co qui

R - s L) A
entraine unc valeur supéricure & zéro pour I'expression ﬁ -+ 5 et rend le rapport “ plus

2
3
grand que 7_—5 Mais rien w’indique qu’il doive en élre de méme dans un ilieu sans limites

précises, tel que 'éther.
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passage de 'onde la plus rapide, pour en étre de nouveau tirées par
I'onde la plus lente, mais y retourner ensuite complétement.

2. Depuis, plusieurs géométres, parmi lesquels je me contenterai
de citer Stokes (') et M. Love (*), ont repris et éclairci sur bien des
points cette question capitale. Aussi ai-je longtemps hésité & publier
la maniére (*) dont je la traite, depuis une quinzaine d’années au
moins, dans mon cours de la Sorbonne. II me semble cependant que
cette méthode, tout a fait directe et naturelle, apporte encore quelques
simplifications utiles; et je me décide i la faire connaitre, avec les
résultats qu’elle donne presque immédiatement.

Résumons ces derniers, pour montrer intérét des calculs qui les
établiront aux paragraphes suivants.

3. Et d’abord, dans 'onde & mouvements longitudinaux, le petit
déplacement éprouvé par chaque particule, dirigé i tres peu prés sui-
vant le rayon R joignant & la situation naturelle de celle-ci Porigine
des coordonndées (centre de la région d’¢ébranlement), égale trés sen-
siblement le quotient, par R, d’une fonction de A¢ — R et des cosinus
directeurs du rayon; en sorte que toutes ses valeurs successives se
transmettent de particule & particule, le long d’un méme rayon R pro-
longé, avee la eélériteé ou vitesse de propagation A, mais en ¢éprouvant
lelentdécroissement exprimé par Uinverse de la distance R. Et comme,
suivant chaque rayon, la fonction de A¢ — R prend toutes ses valeurs
sensibles dans la petite ¢paisseur 2e de 'onde, tandis que le change-
ment d'orientation du rayon serait insignifiant le long d’un chemin
2e normal 4 R, le déplacement particulaire peut étre censé ne dé-

(1) Mémoire de novembre 1819 intitulé On the dynamical Theory of diffraction
(§ Lz Lropagation of an arbitrary disturbance en an elastic medium, p. 11 & 27), aux
Transactions de la Sociélé philosophique de Cambridge, t. 1X, 1856.

(*) The propagation of wave-motion in an isotropic elastic solide medium, Mémoire publié
dans les Proceedings of the London Mathematical Society, 2° série, Vol. T, 4° el 5¢ parties.

(%) Nettement ¢hauchée déja dans ma Note du 19 juin 1882 (Comptes rendus de l’ A ca-
dénue des Sciences, . XCIY, p. 1648) et, plus complétement, aux pages 352 & 356 el 692
a 691 de mon Volume intitulé Application des potentiels i L'élude de Uéquilibre et du
moupement des solides élastiques, avee des Noles lendues sur divers points de Physique
mathématique et o Analyse.
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pendre, & premiére approximation, que de la variable Az — R. Enfin,
la moyenne de ses valeurs en chaque point, durant le passage de
I'onde, est sensiblement nulle, de méme que la moyenne de ses va-
leurs, & un moment donné quelconque, le long de toute normale 2¢
communecauxdeux facesde'onde,ou allantde R=A¢t—ca R=At+=.

Pareillement, dans 'onde & mouvements transversaux, les trois
composantes £, v, {du déplacement sont, a trés peu prés, les quotients,
par R, de trois fonctions de az—1R et des cosinus directeurs du
rayon R. Il y a donc propagation, avec la célérité a, de chaque valeur
de &, 7, {le long du rayon R prolongé, saul encore le [ent décroisse-
ment impliqué par la proportionnalité & inverse de Rj et £, 1, {ne
varient rapidement qu’avee at — R. D’ailleurs, la somme des produits
des trois fonctions de @z — R par les cosinus directeurs correspon-
dants de R est nulle, & raison de la transversalité; mais les valeurs
moyennes de chaque déplacement, soit en un méme point durant le
passage de 'onde, soit, & un méme instant, le long d'une normale 2¢
commune aux deux faces R =« == ¢, paraissent différer générale-
ment de zéro, contrairement a ce qui arrive dans Ponde & mouvements
longitudinaux.

4. La dilatation cubique et la rotation moyenne sont identique-
ment nulles, la premiére, endehors de Ponde & mouvements longitu-
dinaux, la seconde, en dehors de Vonde & mouvements transversaux;
de sorte qu’elles se réduisent Pune et autee & zéro dans Uintervalle
des deux ondes. Toutefois, généralement, les particules, dans cet in-
tervalle, ne se trouvent pas a I'état naturel, mais se meuvent wnifor-
mément cn sens divers, swvant des lignes drodtes, avee vilesses de
1
R
leurs vitesses soit antérieures, soit ultérieures, dans les deux ondes.
Elles sont méme nulles quand la ruptare initiale de 'équilibre a
consisté en de petits déplacements donnés %, 7, C,, sans impulsions,
¢’est-a-dire sans accompagnement de vitesses (—iﬁ—i)(y, ((fl?)(,’ (Z%)“,
et alors, dans I'intervalle des deux ondes, les déplacements 5, v, 2, in-
variables en chaque point, ne se trouvent comparables qu'a I'inverse

Pordre de grandeur de o et, par conséquent, négligeables i eoté de
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de R?, c’est-d-dire au cube de ce que sont %, v, { dans les deux ondes,
au lieu de I'étre & leurs carrés.

Dans les fluides et dans '¢éther lumineux, ot la plus lente des deux
ondes reste fixée a la région d’ébranlement, la matiére doit donc,
généralement, & arriére de 'autre onde, qui se propage, étre animée
de petites vitesses constantes, ou ne pas revenir tout & fait & I'élat
naturel ('). En réalité, de petites résistances, négligées dans les
équations du mouvement parce qu’elles sont ordinairement insen-
sibles, v font sans doute évanouir peu & peu &, v, £ (?).

On voit aussi que, dans les milieux solides homogénes, mais hété-
rotropes, ot un ébranlement local fait naitre, comme on sait, trois
ondes animées de célérités distinctes et & vibrations finalement recti-
lignes, les deux intervalles, d’épaisseur croissante, séparant ces trois
ondes, doivent étre le sitge d’une faible agitation, analogue aux lents
mouvements uniformes signalés ici, et qui en constituent un cas
limite,savoir, celui ot deviennent égales deux des trois vitesses de pro-
pagation et ol, par cons¢quent, 'un des deux intervalles s’évanouit.

5. CGe Mémoire se termine par la démonstration d’'une loi d’appel
vers les vides, qui se déduit des mémes formules et qui est analogue a
celle de Iattraction newtonienne. Je Iavais remarquée d’abord (en
1870) chez les liquides, dans la question de 'écoulement par les ori-
fices dont elle fournit une solution partielle; et j’ai reconnu ultérieu-
rement (en 1882) qu’elle s’¢étend non seulement aux gaz, mais encore
aux solides ¢lastiques isotropes.

(1) Comme parait bien avoir remarqué pour les fluides Poisson, dans la premiére
Partie de son Mémoire de 1830 ¢ité plus haut.

(%) On peut voir, touchant la dissipation graduelle de ces pelits mouvements et surtout
de Ponde fixe, dans I'éther, la note des pages 330, 331, au Tome II de mes Legons sur la
Théoric analytique de la chaleur, misc en harmonic avec la Thermodynamique et avec
la Théorie mécanique de la lumicre, ol une note des pages 51, 52 du Tome L. Dans les
fluides, les frotlements ou des forces analogues produisent également, a la longue, colte
dissipation. Jentends par les mots forces analogues la partie des pressions, pareille en
tous sens, qui dépend, dans les fluides naturels, de la vitesse avee laquelle se produisent
les contractions el dilatations cubiques. Cetle partie des pressions inlervient, par exemple,
a4 avant des ondes aériennes dues & une explosion, pour y réduire la pression ou rendre
moing abrupie la téte de Vonde, comme on peut voir au n” VI d'un Mémoire que j’ai pu-
blié en juillet 1891 daus le Journal de Physique théorique et appliquée (2¢ série, t. X ).
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§ II. — Equations du mouvement et marche & suivre pour les intégrer;
calcul de la dilatation cubique 0.

6. Les équations indéfinies des petits mouvements pour le milieu
élastique isotrope sont, comme on sait, avec les deux constantes a, A
(racines carrées positives des quotients de ., A + 2. parla densité p),

o ' X df
(1) LED g ay(Em, O=WA=a)Tr==y

‘ N . , . dE  da  d . ,
ou 0, dilatation cubique, a I'expression LoD B ot on A, dé-
: da dy ds

. , Lo a? d*

signe le symbole opératoire ——; + priaar=S

Il faut y joindre, comme conditions d’éat initial, que, pour==o0,
£, m, et d(f.;[':iyﬁ)
de la petite sphere d’ébranlement, mais arbitrairement données dans
cette sphere, sous la réserve de la continuité en x, y, s néeessaire,
méme 4 instant ¢ = o, pour que les équations (1) y aient un sens.

Les trois inconnues &, v, { ne sont pas séparées dans le systeme (1).
Mais, sil’onpouvait déterminer préalablement la dilatation cubique 0,
les seconds membres de (1) deviendraient des fonctions explicites
de z, y, z, £; et 'on aurait alors, pour chaque déplacement €, v, €
considéré en particulier, une équation linéaire a second membre, dont
I'intégrale générale comprendrait, avec une quelconque de ses inté-
grales particulitres, 'intégrale générale de la méme équation prise
sans second membre ou, des lors, identique i celle du son, qu’on saitin-
tégrer.

se réduisent & six fonctions de x, y, s nulles hors

7. Or les équations (1), différentices ena, v, z et ajoutées, donnent,
comme on sait,

=0,
— @ (
(2) = ATALD.

D’ailleurs, les valeurs initiales de 0 et de sa dérivée premiére en ¢
P y
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nulles hors de la sphére d’¢branlement, sont, dans cette sphére, deux
fonctions connues, f(x, y, z), F(x, y, =), sommes des dérivées respec-
tives en x, y, = des (rois déplacements initiaux donnés £, 1,, ¢, ou de
trois vitesses initiales analogues, également données. L’expression
de 0, que nous éerirons explicitement 0 («, ¥, =,¢), seradonc, d’aprés
Pintégrale classique due & Poisson pour I’'¢quation du son, et en em-
ployant la notation simple des potentiels sphérigues M,

Y. , L [ f(xy, v1,5,) do I F (2, v, 5) do
O(a, v, 5,1) = ! @ / 15.Y1, 54 f 15 V1> 51 .
(3) (@, y,3,¢) ) / + Al ] 7 H

AT AR dL

oy désigne la surface, 4nr* ou = A*¢*, de lasphere, d’un rayon régal
a A¢, décerite autour du point (, y, 5) comme centre; do est un quel-

conque de ses éléments, & coordonnées x,, y,, z,; (!L/ exprime des
T

sommes étendues a toute Paire o, mais réductibles, vu les facteurs
S(x, yo50), F(x,,y,,5,), aleurs éléments eoncernant Ies parties de
la sphérve situées dans la région des ¢hranlements.

Fappellerai R la distance du point considéré (x, y, =) a origine.

S’il appartient i la région d’ébranfement, on aura R<Ce; et les
sphéres 4, tout entivres comprises dans cetle région pour 7 ou At
moindre que e—DR, conserveront une partie commune avec elle
jusqu’a ce que 7 ou Al excede la somme e + R.

Si, au contraire, le point (@, y, z) est extérieur a la région d’ébran-
lement, ou que Uon ait R > ¢, les spheres 4mr* couperont la région
d’ébranlement quand » ou A¢ sera compris entre les deux limites
R == ¢; et O différera de zéro, en (2, y, z), deés que A¢ sera plus grand
que R e, pour s’annuler de nouveau (définitivement) quand Atz
atteindra la valeur R -+ e. Ce qu’on peut appeler l'onde des dilatations

. . 2& . 7 o« . \
cubiques ) emploiera donc le temps —/{- a franchir le point (z, y, 5); et,

% un momen( ¢ donné, elle comprendra la couche sphérique, d’épais-
seur 2&, ayant, autour de Porigine, les rayons intéricur et extérieur

R=At=-c.

(1) Poir le Tone H (Caleul intégral) de mon Cours d’dnalyse infinitésimale pour la
Mécanique et la Physique, seeond fascicule (Compléments ), p. 195" 4 198" ¢t 444" a 447",
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8. Pour les points (z, y, z) alignés sur un méme rayon vecteur issu
de l'origine, expression (3) de 0 prend une forme approchée simple,
aux distances R trés grandes par rapport au rayon e de la région
d’ébranlement. Alors les spheres 4=7* n’ont de commun avec cette
région que de petites calottes, ne se distinguant pas <il des écarts pres,

, - . I .
dans 'espace, évanouissants comme 'inverse E3 des sections planes
"~/
de la sphére d’ébranlement normales au rayon vecteur considéré. Or
ces diverses sections planes sont completement définies, tant en situa-
tion qu’en grandeur, par leur distance ¢ & 'origine, distance variable
de — e a e quand r croit de R — e & R -+ ¢, et mesurée sur le prolonge-
ment du rayon fixe R en dech de lorigine. Par suite, les deux inté-

" A in / 2 A p e anefl ~
grales /:/(x,,'y,, :;,)(lcr,fl* (z,, yi, 2, ) ds, évaluées sur ces sections
T T

planes, sont deux fonctions déterminées de 2, que nous pouvons

appeler respectivement, pour une méme orientation donnée du rayon
N ™ . .

vecteur R, b (0), W(2), en posant ainsi

(4) ff(xl, Y1, 51) do = (3), ‘/‘ F(xy, ¥, 51) do == W'(3).

Quand & approche des limites == ¢, ces deux fonctions &, W tendent
vers zéro comme le carré (3 == €)?*; car, tant les sections planes de la
sphere d’ébranlement (ou méme les calottes voisines découpées i son
intérieur par les sphéres 4=r* de rayon R-¢) que, par raison de
continuité a cette limite, les valeurs de / ou de F, y deviennent com-
parables & la différence ¢ == .

Au dela des limites ¢ = = ¢, les intégrales constituant les premicers
membres de (4) n’ont plus d’éléments différents de zéro; et $(2),
W(3) restent nuls.

9. Grice aux valeurs (4) des deux intégrales, valeurs approchées
g 1 1 1y ;e o
sauf erreur de 'ordre deﬁ, et oll & désigne la différence At — R, le

second membre de (3) sera donc

1[4 (AL --R)  W(AL—R)
GmA | de A¢ + Al J’
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avec crreur comparable & Uinverse de A¢R, c’est-a-dire 4 U'inverse
de R*, puisque A¢, compris entre R —e et R+ ¢ tant que ¢, W
different de zéro, est alors voisin de R. Or les deux produits de
$(Az —R), W(Az—R) par U'inverse de Az ont leur facteur ¢ ou W
rapidement changeant avec la variable Az, qui lui fait prendre toutes
ses valeurs sensibles dans un intervalle 2¢, mais, leur autre facteur,
presque confondu avec Dinverse de R et & dérivée tros faible (de
Pordre du carré de cet inverse). On peut done, encore sauf erreur
comparable & inverse de R2, réduire & R les dénominateurs Az, et,
par suite, la formule (3), 4

Ad/(d U (o
__“f_:/_()_zr;:_____“(o), ol c—=At—R.
STAL

) (]mur IE—{ taes gr'an<l> O(x, yy5, ) =
Les fonetions b (¢), W) et leur dérivée premiére, nulles aux deux
limites ¢ = == ¢ et hors de ces limites, varient non seulement avee ¢,
¢est-b-dire avec At et avee R, mais, en outre, avec la direction du
rayon vecteur R, auquel sont perpendiculaires les sections planes
onsidérées de la sphére d’ébranlement. Seulement, tandis que ces
fonctions changent vite avec 2, elles changent, aux grandes distances R
de origine, (res lentement d’un rayon vecteur v ses voisins, les déri-
vées enx, y, = des cosinus divecteurs de R étant visiblement compa-
I
'R—27
que 'on convient de négliger, Pexpression (5) de 0 peut étre censée
avoir, d’une part, son dénominateur constant, d’autre part, son nu-
mérateur, quand il n’est pas nul, variable sculement avec la diffé-
rence © = Al — R. Ainsi, le long d’un méme rayorn R prol()ngé, loutes

ables & Pinverse de R. Bt il suit de la que, 4 des termes pres en

les dilatations cubiques ) existant, a chaque instant, aux divers points
de Uépaisseur 2 e de Uonde, se transmettent de plus en plus loin de la ré-
giore d’ébranlement avec la vitesse de propagation A, tout en s’ affaiblis-
sant, pew a pei, comme Uinverse de la distance R aw centre.

[0. On remarquera que la sphere d’ébranlement, décomposée en
tranches minces perpendiculaires au rayon vecteur R, aurait pour
’ ’ . "\ - ’ ’ ~ )
élements dos de volume les produits, do dag, des divers éléments dz de

. N
ses sections planes, par leur espacement m utuel 23 en sorte que les

Ann. FEe. Norm., (3), XX, — Max 1gofs. 30
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deux intégrales ff(x, VY %) do, fF(x, » ¥ 3, ) dw, étendues a
toute la régiond’ébranlement, donneraient d’abord, pour une tranche,
les sommes partielles

(cl%ff(xl,yi,mda, <da>fF<x1, Y1y 51) do,

¢’est-a-dire
¢ (9) dd, ' (9) dd,

- . , * S Y
et, ensuite, pour toutes les tranches, les deux intégrales f&{)(o)da,

f‘If(B) d3, prises entre les limites ¢ = == e. L’on a done

B . .
(6) [ L[/(o“)a’a_—:/‘f(m,,.yl,zi)dz.'r, / U (3) dd :/ F (2, vy, 51) do,
J¢ o] g o]

quantités évidemment indépendantes de 'orientation du rayon R. Kt,
vu (5), il résulte, en particulier, de la seconde de ces formules, i
raison de ce que Y(Fe)=o0:

R--€

A 1 &
0(x, y, 2, t)df:——.—-/ [AY(8) -+ W(3)] b
) fu ik ) A

A

T , .
::m‘/mlf (21, ¥1, 51 ) dw.

Cest dire que la dilatation cubique 0 en chague point, pendant le
2€ \ Lo 7 .
temps constant - ot elle y différe de zéro, a sa valeur moyenne inverse

de la distance R au centre et la méme le long de tous les rayons vecteurs.

11. Dans I’hypothese, faite ici, oi non seulement la dilatation cu-
bique initiale 0, et la dérivée initiale de O en ¢, mais méme les dépla-
cements initiaux %,, 7,, {, et les vitesses initiales correspondantes,
n’ont différé de zéro qu’a 'intérieur de la sphére d’ébranlement, il
est ais¢ de reconnaitre que les valeurs moyennes de [f(@,y,s)
et F(x, y, z) y sont nulles. Car, vu 'égalité de 0 & la somme des trois
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dérivées respectives de £, 0, { en @, y, z, une conversion familierc

d’intégrales prises dans toute la région & d’¢branlement en intégrales
relatives & sa surface o, donne immédiatement, si «, B, y désignent
les trois cosinus dirccteurs de la normale infiniment petite dn abou-
tissant de Uintéricur & I'¢lément quelconque do de cette surface
limite,

f/(x ¥, 5) do

< ou ,
dg dn dg .
(f (l.z,l) O+;ﬁ)dr”:‘/’;(éo“*—'f)oﬁ+toy)do-:o.

Lt, en effet, la matiere qui occupe la région d’ébranlement, a
Pépoque ¢ = o ot &, v, { s’annulent sur toute I'étendue de la limite o,
a méme surface et, par suite, méme volume total qu’a I'état naturel.
Donc ses divers éléments matériels, qui sont de & I'état naturel,

mais (1 4+ 0,) dor dans ’état initial, donnent sommes pareilles [ dw,
0

/‘(r +0,)dw; ¢t 'on a bien f.()odm = 0.

De méme
[t dn’ dgy .
(%)~ (7)o~ (@), 7)==

*/dh ’
— [u ‘..:J.‘/
(9) '/m <‘“>Ocr; i

Or, on déduit aisément de ces deux formules (8), (9) et de I'équa-
tion indéfinie (2), une valeur constamment nulle pour I'intégrale

/.0 dw, étendue i Uespace &, toujours fini d’aprés (3), ot la dilatation
cubique 0 differe alors de zéro et aux limites duquel cette expres-
sion (3) la fait annuler. En d’autres termes, la ddatation cubique est
constamment nulle en moyenne dans I'étendue, sans cesse finie, olt
elle ne Pest pas identiquement.

Afin de le reconnaitre, appelons o un espace assez gr and pour que,
de =0 i ¢t =1, onde des dilatations cubiques 0 n’en sorte pas; et,
o désignant sa surface, dn la normale & un élémentds de celle-ci, inté-
grons terme & terme, dans toute 'étendue o, 'équation indéfinie (2)
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multipliée par dw. La méme conversion, dans le second membre, d’in-
tégrales de volume en intégrales de surface donnera successivement

d? o aa (0 do dh . [dh
(10) WLO([E__A/G(;Txa+d—yﬁ+%y>(la—-A aZ’Tzda'—O'_

Done la somme ff) dw a sa dérivée seconde en ¢ identiquement

nulle; et comme, tant sa valeur initiale (8), que sa dérivée en ¢ ini-
tiale (9), sont nulles aussi, il vient bien

/‘Qdm:o.

Le dernier membre de (7), en particulicr, étant nul, les dilatations
cubiques successives, 0, observées en chaque point (2, y, z) tres distant
de origine comparativement au rayon € de la sphere d’ébranlement,
auront leur valeur moyenne sensiblementnulle; etil en sera, parsuite,
de méme i tout instant, ’apres (5), le long de toute normale 2& com-
mune aux deux faces intéricure et extéricure de Ponde de ces dilata-

tions cubiques 0.

§ III. — Solution particuliére exprimant des déplacements sans
rotation moyenne et producteurs des dilatations cubiques effec-
tives.

12. Maintenant que les seconds membres de (1) sont connus, for-
mons une intégrale particuliere %,, 7,, €,, aussi simple que possible,
de ces équations. A cet effet, choisissons-la dépourvue de toute rota-
tion moyenne, dont les trois composantes o, w,, o, seraient, comme

on sait,

(1r) o B _{_/i_i{_’_‘ p ! {@_ _’_{_C_ 1 (d dE
) B dy (l:.)’ P\ Ws /j.‘l,'>’ W= \de T 2)’)

Nous ferons, par conséquent, différenticlle totale exacte, expres-

sion
Eida -+ ng dy + ¢, ds,
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et soit @ la fonction de x, y, 3, ¢ qui aura £, n,, {, pour dérivées res-
pectives en &, y, =. Posant ainsi
Aadd

(r2) Qn’ﬂnﬁn)‘—“mf

déterminons, s’il est possible, ®, & une fonction arbitraire prés de ¢z,
par la condition que les déplacements %,, 7,, {, produisent justement
la véritable dilatation cubique 0 déja trouvée, ou qu'ilsaient la somme
A,® deleurs trois dérivies respectives en z, y, = égale 2 0(x, y, 5, ¢).
Effectivement, I'équation indéfinie ainsi obtenue,

(13) AQ(DZO((L',V’}’,Z, ¢),

différentiée en 2, y, =, montre que le paramétre différentiel A, de
chacune des trois dérivees Z,, 7,, {, égalera la dérivée correspon-
dante en a, y ou z de 0(x, y, 5, 1), et sera, par conséquent, lui-méme
connu partout, i chaque époque ¢ Or on sait qu’une fonction dont le
paramotre différentiel A, est donné, se trouve déterminée entiérement
st elle doit s’annaler aux distances inftinies de 'origine, comme y sont
astreints les déplacements effectifs et comme nous conviendrons d’y
astreindre méme les déplacements partiels £oo M G- Ainsi la fone-
tion @, & dérivées en x, y, s déterminées, le sera elle-méme, & une
fonction arbitraire pres de ¢ seul, dont nous ferons abstraction n’ayant
en vue que ces dérivées &y, 1y, §.

Or, d’aprés le théoreéme de Poisson, sur I'égalité & — 4mp du para-
métre A, du potentiel inverse relatif i une masse réelle ou fictive de
densité g, équation (13) est satisfaite par un tel potentiel

06 boo L [ lrnrszade,
ar

intégrale bien définie, dans laquelle & désigne, si Uon veut, tout I'es-
pace, mais pouvant étre réduit & la région sans cesse bornée ot différe
de zéro, 4 ’époque ¢, la dilatation cubique 0, dw son ¢lément & coor-
données x,, y,, 5,, enfin rla distance du point quelconque (z, y, )
a 'élément dm . Bt comme cette intégrale s'annule, avec Uinverse der,
aux points (@, ¥, 5) infiniment distants de Porigine, elle y a bien ses
dérivées £,, 7, {, en z, y, = évanouissantes.
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13. 11 reste & s’assurer que les déplacements partiels §,, n,, {,,
ainsi producteurs, vu (12) et (13), de la dilatation cubique cffective
0(x, y, =, t), satisfont aux équations (1) et constituent, par consé-
quent, la solution particuliére cherchée.

Les dérivations en «, y, = du potentiel ® peuvent évidemment se

faire, en différentiant, sous le signe f, par rapport & x,, y,, 3, la

densité de la masse potentiante, qui est 0(«,, y,, z,, £) & un facteur
constant pres : car, par exemple, le déplacement dz imprimé au point
mobile (x, y, z) améne, par rapport & lui, le point (z, + dzx, y,, 3,)
de la masse potentiante a la distance r ol était précédemment le
point (z,, y,,%,); en sorte que I’élément correspondant

do
< b+ d.x) d

de masse prend, dans le potentiel, le role qu’avait précédemment I'élé-
ment ) dos.
On aura donc pour le paramétre A, ® Pexpression
1 doy [ d? d? d?
15 Al =— — | = (o A o — ) O(s =
( ) 2 /]TC o r (d‘l.i+d}.:+d3¥>)(‘cuyh 176),
ou, vu 'équation (2) identiquement vérifiée par la fonction 0 (sauf
Z,, ¥y, 3, IS pour x, y, 5),

1 d20( 2y, ¥4, 51, L) do
p — — ——— haded
A4 [mfm A*de r

_ 1 a __l_[@(x,,‘y,,zl,t)dw‘ 1 dr
A% de bm J r ) A A

et il viendra finalement, en @, I'équation aux dérivées partielles déja
obtenue pour 0, savoir :

2
(16) R = A8,0.

Rapprochée de (13), clle donne

42 P
(17) —(-67[—2- = A?0(x,y, 5, t),
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et relie ainsi, tres simplement, ® & 0 sur place, ¢’est-a-dire en chaque
point (x,y, z) consideré seul.

Or, de (17), retranchons I’équation (13) multipliée par a2, et il
viendra

Ao
(18) —Eft—(*]’— —a?A,® = (A2—a?)0,

relation dont les dérivées en «, y, s seront

(&, n,, ¢,)

(19) T der —a* Ay (B, 01, 6) = (A2—a? d

)d(x,y,z)’

¢’est-a-dire, précisément, les équations (1), avee &,, n,, {, substitués
a &, m, L. Ainsi &, n,, {, constituent bien la solution particuliére cher-
chée.

14. L’équation (r7) montre que le potentiel ® et, par suite, les
déplacements £, 1 ¢, deviennent, en chaque point (z, y, z) situé a
une distance donnée Rde 'origine, des fonctions linéaires du temps z,
a partir de I'instant ou A¢ excéde R + ¢, ¢’est-a-dire ou onde des
dilatations cubiques 0 achtve de franchir ce point, y laissant subsister
définitivement une valeur de 0 nulle; et qu’ils Ie sont aussi, quand
on a R>e ou qu’il s’agit d’'un point (@, y, z) extérieur 4 la sphere
d’ébranlement, depuis ¢ == o jusqu’a I'instant olt, A¢ égalant R —e¢,
Ponde des dilatations cubiques 0 atteint ce point (z, y, z) et y rend 6
différent de zéro.

Occupons-nous d’abord des temps, ultéricurs au passage de 'onde,
ot 'on a

At>R+e,

et cherchons vers quelle limite y tend, pour ¢ infini, Uexpression (14)
de @. Le facteur 0(z,, y,,5,,t), donné tres sensiblement par (5), n’y
differe de zéro que pour les éléments dor de la couche sphérique,
d’épaisseur 2e et de rayon moyen Az, ou de volume (4mA®*2*)(2¢)
environ, décrite autour de Porigine, couche ol 0 est comparable a
inverse de A¢. D’autre part, les distances r de ces éléments dor au
point (@, y, 5) ont évidemment comme plus petite valeur Az — e —R
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et comme plus grande valeur Az + ¢+ R; de sorte qu’on peut les
écrire

At+k(e+R), ou At<r+/s€_:/“>,

si £y varie de — 1 & + 1. Leur inverse est done

1 e+ R\ e camcihlarmn 1 R--¢
v, <1 ~+ Kk Tf) = (lrés sensiblement)

At~ A2 ks

et 'expression (14) de ® se dédouble en un premier terme

, .
T em——— 0 4
4WA5£, dw,

identiquement nul comme la valeur moyenne de 0 & toute époque, plus
un deuxieme terme

T K22
GmArer )

¢vanouissant méme en y prenant tous les éléments en valeur absolue,
“ l " 5 D M . ¥
car £0 y est de 'ordre de v e.l;/ dw de Pordre de A*¢®. Ainsi, © e,

A plus forte raison, les dérivées de @ en ¢ s’annulent pour ¢ infini.

Done la fonetion linéaire de ¢ qui exprime ® en (@, y, 5) apres le
passage de onde des dilatations cubiques 0, a ses deux coefficients
nuls; et @, £, 7, {, seréduisent i zéro diss Vinstant ol 0 8’y évanouit
d’une maniere définitive. Cest dire que, dans [ onde constituée par les
déplacements particuliers ¢, 7, C, producteurs, sans rolation moyenne,
de la dilatation cubique effective, le repos et Uétal naturel du milice se
trouvent pleinement rétablis, a Iarriére de [’onde méme des dilatations
cubiques.

15. Mais il n’en est pas tout a fait de méme a Uavant, dans Uespace
licu des points (, y, z) dont la distance R a 'origine est supéricure
a At + eet o, par conséquent, on a

Al<<R—ckt.
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Lexpression (14) de @, fonction linéaire de 7, y avant évidemment
comme valeur initiale @, et comme dérivée en ¢ initiale, que nous
appellerons II,, les deux intégrales définies

13 :'l)[/m
)

; Iy =—

(20) By=— 7_15 /'./(-’L‘.,y B /1w,
»l oy .

hm ) ]

ot 'on sait que / et F désignent les valeurs initiales de 0 et de sa
dérivée en ¢, il viendra
dd, dIl,

(21) (pour At<<R—¢e) ®—=d+I¢, (%,0,,8)= oy, 3 d(m,y, 5"
Lty ¥y = A\t S

On voit que, dans la solution particulitre £,, v, (,, les poinis mate-
riels du milicu, al avant de londe des dilatations cubiques 0, sont animés
en sens divers de moucements rectilignes et und formes. Méme dans le cas
olt les déplacements initiaux 2, 7,, {, n’ont ¢t¢ accompagnés daucune
impulsion, ¢'est--dire daucune vitesse initiale, cas ot 'on a identi-

quement
I = o, H,=o,

eloir le repos existe, en chaque point, avant 'instant o des dilata-
tions cubiques 05"y produisent dans Ponde constituce par les déplace-
ments £, 7, ¢, ceux-ci n’y sont généralement pas nuls, ni Uétat
naturel établi, puisque 2, 7. & one se reduaisent b zéro, dans (21),
que si le potentiel @, devient indépendant de z, y, = (‘)

16. Du reste, ces déplacements constants, exprimés par les déri-
vies de ®, en z, y, 5, et les vitesses constantes, exprimées de méme
par les dérivées analogues de 11, qui viennent y ajouter des parties de
plus en plus grandes quand il y a impulsion initiale, sont des quan-

I . . .,
,» aux distances R considérables.

tites tres petites de Pordre du cube

(1) Un cas simple ol il Pest, el olt s"annule aussi 1y, a licu quand les données d’élat
initial font la dilatalion cubique 0 el sa dérivée en ¢ uniquement fonclions de la dislance
a Porigine, de sorte que le potenticl &, di @ des couches sphériques, soil, hors de ces
couches, le méme que si loute la masse polentiante se (rouvait coneentrée a lorigine.

Car alors cette masse figure dans @ par sa valeur totale nulle / 0 dw.

dnn. e Norm., (3), XX — Jun 1go6.
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Car, dans les formules (20), ot 'espace @ est la sphere d’ébranle-
ment, de rayon ¢, le dénominateur r se trouve compris entre R —¢
et R+ ¢, ou peut s’écrire R+ ek, avec £ variable de — v a4 +1; et
I'on a

€

R

1 I e \~! ihlamanty L
=R <x + R /.> = (sensiblement.) m

d’ott, en substituant dans (20) cette expression approchée de Pin-
verse de ret observant que les deux valeurs moyennes des fonctions /,
F sont nulles,

e \/mllf(l'ny“ﬂ)(/my n,= 117’5“2.//‘ F(xy, y, 5) do,

(0]

(22) @,=

valeurs comparables a Pinverse de R*.
[l en résulte, pour les variations qu’éprouvent @, e I, d’un point

\ ., .. . , I
al'autre, des quantités comparables aux variations simultanées de e

.« . I
lesquelles sont, par unité du chemin parcoura, de Pordre de h
Ainsi, les dévivées de @, I, en @, v, 3 seront de cet ordre, et aussi
0 0 o/
les valeurs (21) de &,, 7m,, C,, sauf dans le cas d’impulsions initiales
1 1 1
olt, Az devenant comparable a R, ¢’est-a-dire tres grand, ces déplace-
ments passent, comme leur dernier terme, & Pordre de petitesse de

1 . . .
e seulement. On voit que, méme alors, ils ne cessent pas d'etre ana-

Iytiquement négligeables i coté des dilatations cubiques 0 survenant
pour Az >R — e et qui sont comparables & Pinverse de R.

17. Bvaluons maintenant ,, v,, {, de At=R —ec & Al=R ¢,
¢’est-d-dire durant le passage de Ponde de ces dilatations cubiques 0.
Multiplions deux fois successivement par dt, el intégrons sur place,
chaque fois, Uéquation (17), en reculant i partir de époque ot Ar — R
égale ¢, et ou s’annulent tant ® que sa dérivée premidre, essenticlle-
ment continues en t, vu ordre corrélatif (le second ) des équations du
mouvement. Il viendra, en posant At — R = 2, Adt = do,

n

2 Al R 4

(23) O = dr')\f 0 dd.
e

Je
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Substituons—y Pexpression (5)de0, approchée sauf erreur de 'ordre
de m aux grandes distances R. Nous aurons, A une erreur prés du

méme ordre, et vu que b(==¢) =o,

| - AT 2A0=R (l) 3
(D/INTEI_{ L/: (‘P(O)([O -—l—/ - . ‘P(O)C/O];

ou bien, en observant qu’une intégration par parties donne

3 3
/f/af llr(a)da—_—a/ w(a)(za-qu(a)ada,

el réduisant,

R,
pour — trés grand
\ €

‘/.A’““ /\lJJA((')\)-—- 'I (f)) — R AL—R

(24) »
S B W (5)dd
= + A i If(o)doJ.

1
e = LR

A la limite At—R = —¢, pour laquelle s’annulent les valeurs
moyennes de $(2) et ¥'(S) sous les signes [, la valeur de ® se ré-
duit i

— ‘l N0 dd;
/mrAli (9
et elle est bien (I’:u'('ur(l avee celle qu’y donnait la premiere for-

mule (21), savoir 1L, -, toujours a des erreurs pres de Pordre de Ieh

0 A 2
En effet, si, pour obtenir lexpression (22) de I, Pon décompose la
sphire & d’¢branlement en tranches od2 normales au rayon vec-
teur R, la distance R + £e de chaque tranche au point (x, y, z) sera
trés sensiblement R -+ 2 ce qui donnera

0
fr= =,

)

et, par suite,

25 — ! ; N ! (8
(25) ®=1I, A /;'n:/\li/ )(lr)/] (21, Y1, 31) do= ITAl{f P(0)0dd.
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18. Lavaleur de @, qui est (24) dans toute I'étendue de onde des
dilatations cubiques 0, contient en facteur, comme 'on voit, le petit
inverse de R, inverse dont les dérivées en @, y, = seraient de l'ordre
de son carré que 'on néglige, et, en outre, une fonction finie de
Az -—R, dépendant aussi, comme $ () et W(2), des cosinus direc-
teurs du rayon R. Or les dérivées en z, v, = de ces cosinus directeurs
sont comparables & I'inverse de R et, multiplices par cet inverse, ne
donneraient encore que des produits négligeables. Done, les dérivées
v 1y, & de @ par rapport i @, v, 5 s’obtiendront en ne faisant varier
que la variable Az --R (ot R est fonction de @, y, =) et donneront,

our & ¢,, les produits respectifs de Lt les cosinus
P Sy» My Gy, les produlls respeclits de ~ X par les cosinus

(z,%,%)
R
Cest dire que, dans toute Uépaisseur 2e de [onde des dilatations

cubiques 0, le déplacement & composantes &, v,, C, est longitudinal,

c’est-a-dire dirigé en (;l‘mquu point («x, y, 5) suivant le rayon émané
du centre d’¢branlement, ou normal aux ondes sphériques. La for-
mule (24) donne, pour sa valeur,

directeurs du rayon vecteur R.

1 dd i AR s
3 P, — — - Ureay .ol .
(26) X IR [\{J(At RY +—.‘/ I"(9) A

Une seconde dérivation par rapport i A¢ — R, qui reviendrait sen-
siblement i évaluer la dérivée en R du déplacement (26), changée de
signe, donnerait la contraction lincaire suwant le rayon R, a laquelle
se réduit, loin du centre, la contraction cubique — 0. La vitesse effec-
tive, dérivée en ¢ du déplacement, serait d’ailleurs, d’apres (26),

1 d*D d 1 dd
— e __.‘.77_7 ()ll A.<. B Ty e—— — — . 9

A de d(At—R) A e
c’est-a-dire, vu (17), AD, produit de la dilatation tant linéaire suivant
le rayon, que cubique, par la vitesse de propagation A.

| 8

La valeur moyenne de W(2), sous le signe [ de (26), s’annulant
pour At — R =—¢, le déplacement s’évanouit, a raison de (=e) = o,
non seulement pour At — R =¢ ou & la limite intérieure de Ponde

P

des dilatations cubiques 0, mais aussi pour Az- R = —¢, cesl-
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a-dire & la limite extéricure, résultat signifiant seulement qu'elle y
devient, conformément aux dernitres formules (21), de Tordre de

Tt et . i . -y, .« .
petitesse des quantités comparables i = et négligées ici.

§ IV. — Solution complémentaire, qui exprime des déplacements s'effec-
tuant sans changements de densité, mais offrant les rotations moyennes
effectives.

19. Si Pon appelle £, v, T ce qu’il faut ajouter 4 &,, =, {, pour

obtenir les déplacements effectifs £, 9, ¢, ces déplacements complé-
mentaives £, 7', ¢ vérifieront, comme on a vu (n® G), les trois équa-
tions (1) prises sans seconds membres; et 'on aura pour régir, par
exemple, & I'¢quation

‘ e
( ")‘7 ) “}l[%‘ = «* Ag 2/.

(Zest encore celle du son, mais dans un fluide ot la vitesse de pro-
pagation serait @ ¢t non plus A. Les valeurs initiales de £ et de sa
dérivée en ¢ égaleront respectivement, si nous appelons Z,(x, y, z)
dd,

P ([E , .
et B,(x,y, =) celles de g et de ok les excedents de £, et de &, sur T
dll . . .o , dE, .
et 75'2’ qui expriment les valeurs initiales de g, et (.1072—‘- Par suite, le

déplacement complémentaire £ se formera en retranchant, de son
expression relative au cas ot Pon aurait

dz’

(28) (pour ¢ ==0) &=t (z,¥,3), m:E‘)(x',y,z),

son expression relative au cas ol 'on aurait
e L= o o dd, df dl,
(29) (pour L =0) £= =
Or cette dernibre expression vérifiera évidemment toutes les condi-
i ). (20) la déterminant, si on lui donne la forme 22 en
tions (27), (29) la déterminant, st on lui donne la T

assujeltissant @ aux relations suivantes, desquelles (27) et (29)
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résultent par une dérivation en x :

dd’

it
ﬂb——-—a%&ﬁb’; (pour ¢t =o0) D=, ct 7

2
(30) T

[

20. Cela posé, si 'on remplacait, dans celles-ci (30), @ par @ et @
par A, I'on aurait, avec Uéquation indétinie (16) qui régit effective-
ment ®, les conditions initiales justement impliquées dans (ar),
d’ailleurs évidentes pour tout 'espace et suffisantes pour compléter Ta
détermination de ®@. Donc @ n’est pas autre chose que ce que devientd’
par la substitution de A & «; et @ se déduira de @ en mettant, au con-
traire, a pour la valeur de A. Les formules (23), (3) donnent ainsi
immédiatement, en appelant 0 ce que serait 0 & toute époque dans

Ihypotheése A = a,

’ [ /

e

sl —R 3

o3 / o do,
e
(3[) avee

g ! d /',/'(,m,y,,:,)(/cr I /‘ (e, vy, )ds
- -+ . ,
. L hmat J, l

hre* di

formule ot il doit étre entendu que les spheres o sont ici décrites,
toujours autour du centre (x, y, ), avec le rayon al (et non
plus A¢), ¢ désignant en outre, dans 07, la différence at — R, ou
at — \Jx? + 3 4 =t

Comme, d’ailleurs, 'expression de £ vérifiant (27) el correspon-
dant aux données (28) d’¢tat initial se forme de la méme manidre
que la fonction 0" régie par une équation indéfinie pareille et par les
données initiales /(z, y, z), F(x, ¥, z), il viendra tinalement

(o) pr=—_ 4 [alroyugds 1 (E(en vy s de AP
- ¢ Amat - ¢ dx

Les deux premiers termes sont nuls, ’apris ce que nous avons vu
pour 0, en dehors des deux limites @t — R ==z=¢; et ils expriment
ainsi, conjointement avee les termes analogues de 7" et de €, une
onde sphérique ’épaisseur 2¢, dont le rayon moyen, égal & az, grandit
de ¢ par unité de temps. Mais le troisime terme, en 4, nul encore
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pour at — R > ¢, ¢’est-i-dire & Parricre de cette onde, ne I'est pas a
lavant, pour at — R < — ¢, ot ® a ¢videmment la méme valeur (21),
c’est-b-dire @, + 1,4, que ®. Seulement, tandis que, aux grandes
distances R de lorigine, ce troisiéme terme est, comme les deux

. I . . .
premiers, de 'ovdre de I entre les deux limites at — R==c¢, il
passe, comme on a vu pour les dérivées de @, & un ordre de petitesse

supéricur, le second an moins, pour at — R < — ¢, ol sa valeur est

dd,  dll,

dx da 7

’

¢’est-a-dire ¢gale et contraire i celle de £, pour At — R< —e.

n

21. En résumé, londe particlle que representent les deplacements
complémentaires 2, v, (', d’épaisseur 2¢ comme celle qu'exprimaient §,,
Ty, C,y mais de rayon moyen at el ron plus At, se trouve précédée,
comme clle, d’une téte de longueur indefinie, ow les déplacements sont
sans cesse dgaux el conlraires & ce qu'ils sont dans la sienne aux mémes
points de U espace.

De méme que Pexpression approchée (24) de @ nous a donné, pour
sa dérivée premicre en ., aux grandes distances R de Iorigine, le
quotient, par R, dune fonction de A¢— R, nulle hors des limites
At — R ===¢, de méme aussi la dérivée en z de — @ donnera, au
second membre de (32), le quotient, par R, d'une fonction de az — R
nulle hors des limites «t — R = == ¢; et, comme il en sera visiblement
de méme des deux termes précédents en £, et E,, 'expression appro-
chée de & pourra s’éerive, sauf erreur comparable a Pinverse de R?,

) R . (at —R)
‘(.))5) (\T)our' " tres g‘"‘”“') = = R ’

g désignant une fonction rapidement variable de at — R, nulle hors
des limites at — R = == ¢, et, en outre, lentement variable avec x,
¥, = quand changera la direction du rayon vecteur R.

Par conséquent, dans 'onde exprimée par les valeurs de &, 7/, U
entre les limites at — R = == ¢ ou les d¢placements sont sensibles de
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1 .
Pordre de 7> chaque déplacement se transmet, le long des rayons R

prolongés, avec la célérité a, en s’atténuant, peu & peu, comme
Pinverse de la distance R au centre.

. , . lE! . .
22. La vitesse des molécules suivant les «, 7/52, y a, toujours sauf

erreur comparable & I'inverse de R®, unc relation tres simple avee la
. . ., . de : . ., .
.dilatation linéaire correspondante o Car, celle-ci, qui s’obtient sen-

siblement en ne faisant changer que la variable principale at — R,
est, & ce degré d’approximalion,

34 de' =o' (at—R)ydR _ d(at—=R)x 1 dix
4) = R dz = R R— " Zd R
dn'  dZ!

On aura des valeurs analogues pour ==, =25 et la dilatation

cubique correspondante, somme des trois dilatations lindaires suivant
les axes, sera

5 dif | dn’ AT (e ddl e Y
(3%) oy T A\ R w Rt ww)

c¢’est-a-dire le quotient, par — a, de la composante de le vitesse suipant
lerayon vecteur R prolongé, qui est la normale aux surfaces sphériques
d’onde. Or, les premiers déplacements partiels €., 7., ; donnant déja
la dilatation cubique effective, celle-1a [(35)] est nulle. Par conséquent,
dans l'onde qu’expriment &', #/, T, la vitesse des moléeules, aux
grandes distances R du centre d’ébranlement, est sans cesse perpen-
diculaire aux rayons vecteurs. Cest bien dire que les mouvemnents y
sont transpersaux, ou se font partout dans les plans tangents aux
surfaces d’onde.

23. Nous n’avons relié qu’indirectement aux données cffectives
d’état initial, les déplacements 27, ', T de la deuxieme onde partielle,
puisque nous avons fait dépendre en partie &, 0, ¢ des valeurs ini-
tiales des déplacements et des vitesses dans la premiére onde partielle,
ou & mouvements longitudinaux, que nous avions calculée préalable-
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ment. Mais on pourrait aussi former ', v/, {" indépendamment de £,,
M, &y» en considérant les rotations moyennes (r1).

Comme &,, 7,, {,, d¢rivées partielles de ® en z, y, 5, s’éliminent
de celles-ci w,, »,, w,, 'en a

(36) o L /de da” . 1 [dE de’ 1 /dn’ dt!
Vg == — | —— — —— = - = — - W= — | —— — == );
Y (cly ds )’ = o\ds T dz) o \de  dy)’
et, les dérivées de &', 0, (' satisfaisant & la méme équation, (27) par
exemple, que &, »', U, il en résulte

(l"z(ml (O™ G);;) N
(37) __.-_’L(’{t—z’_’.-—_ =a® Ay (00, 0y, 05).

Ainsi les composantes effectives o, ©,, o, de la rotation moyenne
véritient I'¢équation du son, avec « pour vitesse de propagation. Or
les données initiales concernant ces composantes,

. v [dg, dn,
(pour t=0) G’w—;<¢4)/ - 7[:7)’

i{").:: ot _{_/_ i(g - A r_.‘l'n -
7 =5 \m\m) o =\@),

se déduisent immeédiatement des déplacements initiaux donnés ct
des vitesses initiales également connues. Donc Iintégration de (37),
sous les conditions (38), donnera w,, ©,, @, & toute ¢poque £ Fina-
lement, £, 7/, T, que 'on sait ¢tre nuls pour ¢ infinis, s’obtiendront
par deux intégrations en t, effectuées sur place, d’équations comme
celle-ci

(38)

Y d*e L fdw, do

34 L2 == gl [ e - ==
(59) dt? ds dy ’

revenant identiquement & (27) quand on y substitue 4 w, et d w_leurs
r]) 4 9(' ‘ NIRRT ’11 () ) Lf."l lxﬂ Clcl ‘1‘_({£{.I’On
valeurs (36 ), avec remplacement final de Zy -+ pa - L

ds
aurait donc, par exemple, :

o 't I ' oy, dow ) wdls
gw-.),L @ Ci g '272‘-—‘— d.y)'
l t ¢ t K
. : ' d [
1 <;(l—l;j a(lt/ oyt db -— ;7;/ acltf W d dl,>.

dnny Fe. Norm., (3), X X1l — Juis 19o6. 32
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Mais on voit que la méthode consistant & déterminer d’abord 0,
puis &,, 1, ¢,, pour en déduire finalement &, 0, U, est plus simple,
en méme temps que plus naturelle.

§ V. — Caractéres et égquations de I'onde totale.

24. Superposant enfin les deux systémes de déplacements, s M
C, et &, 0, €, dont les premiers, effectués sans rotation moyenne,
produisent partout la dilatation cubique effective et dont les scconds,
produits sans changement de densité, donnent également, partout, la
véritable rotation moyenne, nous aurons londe totale, comprise a
chaque instant entre deux sphéres décrites, autour de Porigine, avee
le plus grand et le plus petit des quatre rayons R=At==¢, R=at 2=c.
En avant de cette onde totale, les valeurs de §,, n,, €, et celles de &,
7', U, égales et contraires, se détruisents de sorte que I'état naturel y
existe non moins qu'a Uarricre, ot il se trouve produit dans chaque
onde partielle des qu’elle est détachée de Porigine des coordonnées,
¢’est-d-dire des que Az ou at excede e.

Alors les deux couches, chacune d’épaisseur 2, conligués aux
deux faces de 'onde totale et ayant pour rayons moyens respectifs Az
et at, propagent, la premiére, les dilatations cubiques 0 de la masse,
la seconde, ses rotalions moyennes, & composantes w,, ©,, 0, Le
déplacement total, aux grandes distances R de Porigine, est longitu-
dinal dans la premicre, ot la formule (26) Pexprime a trés peu pres,
transversal dans la seconde, olt ses composantes ont des formules
comme (33).

Dans I'intervalle des deux couches, les déplacements £,1,¢, incom-
parablement plus faibles, et qui n’amencent ni changement de la densité
ni rotation moyenne, sont ceux qui précéderaient ou, en quelque
sorte, annonceraient la téte de londe la plus lente, sion la considérait

seule : ils ont pour valeurs == all = ar, avee les signes

». . e » < L - « s\ s ad s w
d(x,y,5) d(x, y,5)" ©

supérieurs — quand Ponde la plus lente est celle & mouvements

transversaux, et les signes inféricurs + quand ¢’est 'onde & mou-
vements longitudinaux. Bvidemment nuls lorsque 'onde & mouve-
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ments transversaux se trouve seule produite (puisque alors 0, ®, @,
II, s’évanouissent), ils sont nuls aussi quand les conditions d’état
initial font, au contraire, disparaitre cette onde, ou annihilent les
d(&,0,%)
dt
les dérivées respectives en x, v, 5 de deux fonctions @ et II, leurs
dd, d1l,
d(x,v,35) d(x, v,5)
Ionde, comme expression de déplacements et de vitesses ne différant
de zéro que dans la région d’ébranlement.

rotations moyennes; car, alors, les six quantités 2,4, €, étant

valeurs initiales sont nulles partout en avant de

25. Ostrogradsky a donné pour 'onde totale des formules simples,
dans l(\ cas ol aucune tmpulsion 1‘1"11‘-(:01npag‘nc les déplacements ini-
tiaur &,, m,, Cy» C’est-d-dire quand il n’y a pas de vitesses initiales ou
que, pour %, par exemple, nos fonctions F(x, v, ) et B, (2, y, z) sont
nulles.

L’expression (3) de 0, en y posant At =r, est alors

r /(’1a)n~'1)(l°"
|T (ll

ot, d’autre part, I'équation (17) devient de méme

d* f./( Zy, 7’n~1 ’10'
drr T 7T 47* dr

- ., .\ ) , ., dd o,
Multiplions parr et intégrons de maniere que la dérivée —— s’annule,

comme on sait, pour Az ou r infinis. 11 viendra
(/([) € 5,) da
/l /f( 17}/17 1 Aﬂ’/f 1’y1,~1)da,

et, apres multiplication par dr, une nouvelle intégration en r, effec-
tuée encore de maniere que ® = o pour ¢ infini, donnera finalement

I x

—_ /
(41) ([):7'—-7_-[— ”/f(wl,y“z,)cla.
. At

La fonction @ s’en déduit par la simple substitution de @ & Aj et
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I'on a ensuite

Myp
(42) - = ZEE/,:, %_ifq‘/(x,,yi,zl)dcr.

. . . . dd

Comme, d’ailleurs, 'expression totale de £ s’obtient en ajoutant r

au second membre de (32), il viendra, va E,= o, si 'on multiplie
par 4,

, 1 d E(x!, v, 8 do' d Afn,,
(43) dmt= a* dt, G_O(””“XT—)——— +_(ZZ-/. // (21, 1, 51) do;

2, y', &'y désignent les coordonnées des divers ¢léments ds’ d’une
sphire décrite, autour du centre («, y, =), avee un rayon r’ égal h at;
et x,, y,, 5, y sont, comme on sait, les coordonnées des divers points
de la sphere o, de rayon r, décrite de méme autour de (2, y, ‘,)

Telle est, sous sa forme la plus coneise possible, la premicre for-
mule d’Ostrogradsky ('), i laquelle sont analogues celles de 7 et €.

26. Dans le cas contraire ol il y aurait cu initialement impulsion,
¢’est-h-dire production de vizesses, mais sans déplacements &,, 1, C,,
on se donnerait provisoircment comme fonctions inconnues les
(&0, 8)

t
rations) seraient inittalement nulles, en vertu des ¢quations (1) du
mouvement ot A, (€,, 14, {y) s annuloruonl avee les dérivées en o,
L, 8)

T de

vitesses mémes » dont les dérivées premivres en ¢ (accelé-

¥, = de 0,. Bt comme ces vilesses = vérifient en outre les équa-

tions indéfinies, pareilles & (1), que déduit de (1) une dérivation en ¢,
elles s’exprimeraient, cxactcmcnt, a la maniere des £, v, C du cas
précédent, sauf les substitutions de B, et de F 4 £, et £. La for-
mule (43), par exemple, donnerait done

1od [ E(2, 5 de! M dr
(66 hnf= mm/JL4fl—+m/ /“%%wﬂﬂ
. a'l "

(1) Reproduite par Poisson, dans son Mémoire inséré au Tome X du Recueil de L' Aca-
démie des Sciences de Paris, p. 594.
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et, apres multiplication par « de, une intégration sur place effectuée 2
partir de U'époque ¢ = o ot £ est nul, en dedulralt 475,

Enfin, I'intégrale générale s'obtiendrait évidemment en superpo-
sant cette solution partielle & la précédente (43); et c’est ce que fait
Ostrogradsky (*).

§ VI. — Loi d’appel vers les vides, analogue a celle
de I'attraction newtonienne.

27. Supposons illimitée la rorrlon d’ébranlement, mais donnons-
nous des déplacements initiaux £, 7,, {, tels, que la dilatation
cubique /(x, y, ) en résultant soit nulle partout, sauf, encore, 2
Pintéricur de la sphere de rayon e, que nous appellerons la région
centrale d’cbranlement, ot elle sera arbitraire; et, afin d’attribuer &
ces déplacements 5y, 7y, ¢, dans tout 'espace, les valeurs les plus
simples possibles pour la dilatation 0y = f(, y, 5) produite, prenons-
les sans rolations moyennes, ou égaux aux dérivées partielles en 2,
¥y, 5 d’une méme fonction @y Enfin, admettons qu’ils s’annulent &
Pinfini, et, de plus, qu’aucune impulsion, aucune vitesse initiale, ne
les accompagne.

Dans ces conditions, Pon aura F(x, y, 5) = 03 et Pexpression (3)
de 0, réduite a

iy Vs 51 ) A
45) 0(, yy 5, 0) = [”:Al (“/'/(191 J1 1)(0‘

deviendra, daprés (5), aux grandes distances R de lorigine,

/
(46) (pour !; lrés graml) (@, y,z, L) = ks (;{) ol d=A¢t—R.

De plus, la relation (10) continuant & s’appliquer, avec la circon-
stance d'une dérivée initiale F(a, y,z) de 0 en ¢ partout nulle, ['on

(1) Les cing paragraphes précédents onl 616 résumés dans (rois Notes des 26 février,
5 et 12 mars 1906 (Comptes rendus de UAcadémie des Sciences de Paris, L. CXLIL,
Pe 480, 542 ¢l 609).
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aura

(47) [Mm:: A toute époque une constante Q.
(o}

[

Donc ce qu'on peut appeler la raréfaction totale ou le vide total
opérés dans le milieu, somme des vides partiels 0 dos, ou des mangues
partiels de matitre, offerts, & 'époque ¢, par les divers ¢léments do
de volume du milieu comparativement a I'état naturel, sera une
quantité finie Q indépendante de ¢, ou égale & la raréfaction initiale

arbitraire/()o dw, et différera généralement de zéro, contrairement i
(o)

ce qui arrivait dans le cas ol &, 7o, {, ¢taient nuls hors de notre
région centrale ’¢branlement.

28. Malgré cette circonstance, les démonstrations des n® 12, 13
subsistent sans changement; et les formules (12), (14), (17) donnent,
vu I’état initial,

Aad

(48) (&, 'fz,C):m‘;,*;:;v

avec

— = A0 (x, v, 5,¢).

O Y0(x, ¥ 5 L) de el Cl“.l) I
i, r e .

o

Enfin, le raisonnement du n® 14, pour ¢tablir que © tend vers zéro
mfini 1111 S <’ 1 Y \PIT I )
pour ¢ infini, continue & s’appliquer; car le terme — :’i_’ﬁ)\l./m() dgs,

sans ¢tre nul identiquement comme il I'était, s’évanouit i raison du
dénominateur croissant 7. Donc, ® et ses dérivées en x, ¥, 5 s annulant
dés que Az excede R +¢, c’est-d-dive des que Vonde des dilatations
cubiques O a franchi le point (=, y, 5), I'é¢tat naturel se trouve, dis
lors, rétabli définitivement en ce point. Et le déplacement total que la
matiére y a éprouvé depuis ¢=o consiste dans le retour i 1'état
naturel, ou a pour composantes — Epy — Moy — Loy C'est-h-dire
_ do, _ou o » ', des_

d(x, y, s) d(z, y,5) ), hrr

Orces trois dérivées d'un potentiel de pesanteur représentent les trois
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composantes de I'attraction newtonienne qu’exercerait en (z, ¥, 5),
sur I'unité de masse, une maticre occupant la région centrale d’ébran-
lement et y ayant une densité partout proportionnelle i la raréfaction
effective 0, qui s’y trouvait produite 2 I’époque ¢ = o. Donc, quand les
déplacements d’un milicu élastique, isotrope et homogéne se font
sans rotations moyennes, les vides partiels qu'on y produit quelque
part semblent exercer, dans toutes les régions environnantes et
jusqu’a Uinfini, une sorte d’appel régi par les lois de attraction
newtonienne, chaque vide élémentaire donnant lieu & des déplace-
ments partiels dirigés vers son sieége et inverses (une fois réalisés) du
carr de la distance, qui se composent avec tous les déplacements
particls analogues par la regle du polygone des forces. D’ailleurs, ces
appels se manifestent, non pas instantanément a toute distance, mais
avee la vitesse de propagation A de 'onde des dilatations cubiques.
Chacun d’cux n’est ainsi inverse du carré de la distance que dans
son ellet defindtif une fois atteint. Car, si Pon considére les déplace-
ments successifs approchés (26) aux grandes distances R de Porigine,
déplacements que Pon peut regarder (vu la petitesse de &, 7,, &,
comparables seulement i I'inverse de R*) comme comptés dans (26) &
partiv de la situation primitive (x +%,, ¥y +1,, 2 +{,), leur valeur

devient
YAL—T)
4m R

dans le cas présent ot ¥ == o, en les prenant positifs quand ils se
trouvent dirigés vers U'origine; et Pon voit qu’ils sont de I'ordre de T

ou, par conséquent, incomparablement plus forts que ce qui subsiste
d’eux une fois 'onde passée.

29. Dans le cas d'un fluide, ot et @ s’annulent, 'état naturel,
s'il s’agit d’un liquide, ou celui qui en tient lieu, §’il s’agit d’un gaz,
sont réalisés, des que on a partout § = o avec vitesses nulles. Rien
n"empéchera done de choisir comme coordonnées «, y, s d’état
naturel les excédents des coordonnées initiales effectives sur les trois

dd , . 1 " @y, ¥, 51) dT5
0, @, étant I'intégrale — -/—f/‘(—‘-’—b—’—ll——
1T 7

etites dérivées —+—
p d(‘l': .7,3)
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et , y, 5, @, ¥\, 5, vy désignant provisoirement ces coordonnées
initiales effectives, & remplacer finalement par celles d’é¢tat naturel
(tres peu différentes) sans qu’il en résulte aucun changement appreé-
ciable de @, ou de ses dérivées. Car, alors, comme 'on aura

add
r —_ 0
(L0505 §o) = md(.’l}, “),—’ Z)

expressions donnant, d’aprés le théoréme de Poisson sur les poten-
tiels newtoniens,

d£0 (/-ﬂo ([g() — < — e roo-
TG T d =M= 5),

0, =
ces déplacements £, 7,, {, feront bien croitre 0 de sa valeur donnée
S(z, y,=); ce qui implique Pannulation de 0 quand on retranche Zo»
No» Gy des coordonnées initiales, ou dans les situations (2, v, 5) choisies
ici comme primitives, ¢’est-i-dire logiquement antéricures aux dépla-
cements.

Dés lors, les données d’¢tat initial sont précisément celles, n’en-
trainant aucune rotation moyenne, auxquelles s’appliquent les consi-
dérations des deux numéros précédents; et les déplacements défi-
nitifs, provoqués, en chaque point du fluide, par les vides partiels
initiaux 0, dos, s’obtiendront en composant géométriquement des
déplacements dirigés vers le siege de de chaque vide partiel, propor-
tionnels & ces vides mémes 0, dss et a linverse du carré de la distance r
a leur sitge dos, enfin, s’effectuant suceessivement, aux diverses
distances r, avec les retards 7'\- que met le son & 8’y (ransmettre dans

le fluide.

30. Silavitesse A de propagation est trés grande, comme il arrive.
notamment chez les liquides, I'élat naturel se (rouvera presque
instantanément rétabli dans la région centrale d’ébranlement et
autour; ce qui permettra d’imaginer, sans complications nouvelles,
que des raréfactions successives, parcilles & la premiere, y sur-
viennent indéfiniment & petits intervalles égaux, grice a I'enléve-
ment, chaque fois, d’'une méme fraction du fluide occupant cette
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région centrale. Alors les déplacements sans cesse reproduits en
chaque point de la masse fluide donneront, 4 la limite, un courant
dont la rapidité leur sera partout proportionnelle, dirigé, par consé-
quent, vers les siéges de raréfaction, avec une vitesse, en (z, y, 5),
calculable comme lattraction newtonienne qu'y exerceraient des
masses ficlives situées dans chaque élément de de la région centrale
et en raison directe du «ébit de dw, c’est-a-dire du fluide qui s’y
trouve soustrait ou comme détruit par unité de temps.

Mais comment opérer de parcilles soustractions, finalement con-
tinues, de fluide? A cet effet, supposons, par exemple, la région
centrale, symétrique de part et d’autre d’un plan, avee raréfactions 0,
pareilles des deux cotés. Par raison de symétrie, les vilesses aux
divers points de ce plan n’auront pas de composante qui lui soit
normale, du moins aux endroits olt ne se produira aucune disconti-
nuité; et le fluide y glissera exactement comme sur une paroi. Done
la realisation effective de cette paroi, sur toute I'étendue du plan autre
que la partie de la région centrale ot 0, différera de zéro ('), ne
changera rien au mouvement du fluide coulant, par exemple, au-
dessus (si 'on se represente horizontal e plan, pour fixer les idées),
mais permettra de supprimer le fluide contigu situé au-dessous etd’y
laisser ainsi libre Uespace inférieur.

Bntin réduisons 4 une couche tres mince, sensiblement confondue
avec le plan de la paroi prolongé, la partie de la région centrale ol 0,
differe de zéro, partie tout entiere subsistante encore quant & son
attraction fictive ou plutot & son appel sur le fluide supérieur; de
maniere qu’on puisse, sans erreur sensibie sur les attractions ou
appels que subit ce fluide, attribuer chaque ¢lément intercepté do
du plan, comme si¢ge, au débit total, que jappellerai ¢ par unité
d’aire, des éléments dw ayant do pour projection commune. Alors,
d'une part, le calcul des vitesses en tous les points du fluide supé-
ricur sera celui des attractions newtoniennes qu’y exercerait, sur

(1) Lorifice dont il sera question ci-aprés peul élre multiple, ou comprendre plusicurs
ouveriures distinetes, donnant lieu 4 tout autant de rzu'éf'uchions/()o dos et d’appels du
fluide ambiant : voila pourquoi 0 ne différera parfois de zéro que dans une partie de la
région centrale et non dans sa totalité.

dnn. FEe. Norm., (3), XX — Jun 1906, 33
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'unité de masse, une couche, de densité superficielle q, étalée sur toute
'aive de louverture interrompant ainsi la paroi plane; et, d’autre
part, la soustraction du fluide sans cesse appel¢ vers 'ouverture, puis
enlevé i son arrivée sur celle-ci, se fera par 'espace inférieur, ou ce
fluide deviendra une veine.

31. On aura donc ainsi traité la question de I'écoulement d’un
liquide hors d’un vase, par un petiz orifice ouvert au milieu d’une
paroi plane, relaticement indéfinie, de ce vase, dans I’hypothése que
le débit ¢, par unité d’aire, de chaque élément do de Porifice soit
connu en fonction des deux coordonnées de I'élément ('). Clest, en
quelque sorte, la partie accessible du probleme d’un pareil écoule-
ment, jusqu’a présent inabordable dans sa généralité, c’est-d-dire
quand on y comprend la détermination de la forme des filets consti-
tuant la veine.

Le probléme partiel, résolu de la sorte comme application particu-
liere limite de la loi d’appel des masses fluides ou méme solides
isotropes vers leurs régions raréfices, peut étre aussi traité directe-
ment et trés simplement, comme je I'ai fait, le 3 janvier 1870, dans
les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris ((. LXX, p. 33).
A la condition d’emprunter & Uexpérience une donn ée, savoir, la
pression exercée au centre de Porifice (d’ot le principe de D. Ber-
noulli fait déduire le rapport £ de la vitesse au centre de Vorifice
la vitesse sur le contour), cette solution particlle permet, pour un
orifice, soit circulaire, soit rectangulaire allongé, de déterminer avee
assez de précision le débit et les principales circonstances de I'écou-
lement (*).

(1) Lorifice peul élre justement qualifié de petit, quand ses dimensions sont des frac-
tions trés faibles des dimensions de la paroi toul autour; et celle-ci est dite alors, elle-
méme, relativement inddéfinie.

(2) Poir cucore les Comptes rendus de U Académic des Sciences, t. GXIV, p. 701,
8oy ¢t 868 (28 mars, 4 b 11 avril 1892), ou le numéro de juillet 1892 du Journal de
Physique théorique et appliqude, qui a reproduit ces trois articles.

Une des formules employées pour obtenir les résultats rappelés iei, savoir, celle d’ol

ge déduit en particulier le coefficient théorique z de I'ajutage rentrant de Borda, suppose,

il est vrai, la veine, soit dépourvue de pesanteur depuis Porifice jusqu’a la section con-
tractée et lancde dans un gaz stalionnaire a pression constante, soit sollicitée de haut en
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32. Le probléme comnlet n’a été résolu analytiquement (par Helm-
holtz et Kirchhoff) que dans le cas d’un liquide sans pesanteur et de
mouvements plans ou i deux coordonnées a et y seulement, pour
lequel les propriétés générales des fonctions de la variable imagi-
naire @ + vy — 1 donnent des facilités exceptionnelles, grice a ce
que leurs deux parties réelle et imaginaire sont toujours deux
fonctions farmoniques associées de x et y, représentant, l'une,
le potentiel des vitesses d'une certaine veine liquide, I'autre, le

bas par son poids, mais, alors, lancée dans un milieu liquide stagnanl, de méme densité
quelle, el ol, par conséquent, la pression varierait avee l'altitude suivant la loi hydro-
statique. Toulefois, lors des grandes hauleurs de charge considérées ici, les seales pour
lesquelles i existe Imc‘/'()rmc constante de la veine '/'//.s'r/u"(‘( lee section contractée et, par
suite, un coefficient de contraction ow de débit indépendant de ces hautears, les rapides
chutes relatives de pression observées dans le liguide, au voisinage de Torifice, suivant
les divers chemins allant de Pintéricur du réservoir a la surface de la veine ou a la see-
tion contractée, ne peuvent varier qu'infiniment peu avee le poids propre du fluide tra-
versé ou, encore, avee les inégalités, toujours Lrés faibles comparalivement, de la pression
aux divers points de ces surfaces; d'oi il suit (que la forme limite vers laquelle tend la
veine, jusqu’a la section contraclée, pour des hauteurs de charge ercissantes, est indé-
pendante de 1o nature gazeuse ou liquide du milicu ambiant et que, par le fait méme, le
cocefficient de contraction ou de débit n’en dépend pas davantage.

Mais, dans le cas d’un milicu ambianl gazeux, c¢'est-a-dire d pression sensiblement
constante, le poids de la veine loin de Uorifice, on considérée sur une longueur notable
au dela de la seetion conlractée, a, au contraire, une grande influence sur la forme de
celte partie, ot la pression est, 4 trés peu prés, uniforme ct, par suite, identique a celle
du gaz voisin. L’on congoit que ce poids, en entrainant les particules fluides, fasse ler-
miner presque brusquement, assez prés de Porifice, la rapide convergence des filels qui
donne licu 4 la seclion contractée et a I'égalisalion des pressions dans celle section. Au
contraire, une veine sans pesanteur continuerait probablement a se contracter plus loin
de Loritice, ou semblerail ne devoir arriver qu'asymptotiquement (& Pinfini) au parallé-
lisme des filets fluides, comme le suppose, dans le cas de mouvements plans, la solution
analytique do Ielmholtz rappelée au numéro suivant (n° 32). Celle-ci n’est, sans doule,
pour celle raison, applicable tout au plus qu'en premiére approximation i une veine
pesante. Brof, elle ne constitue qu’une intégrale particuliére, probablement la plus simple
qui existe, des équations indéfinies de I’écoulement et de la condilion spéeiale & la paroi
plane du réservoir, avee constance de la vilesse & la surface libre de la veine.

ist-il méme certain qu’une veine sans pesanteur, dans un milieu a pression constante,
doive accomplir sa conlraction sculement a Vinfini, el que la délermination complite du
probléme de son écoulement ne dépende pas de circonstances exléricures non encore
soupgonnées ? En d’aulres termes, une telle veine ne comporterait-clle pas awssi des
6eoulements ot le parallélisme des filets serail atteint & distance finie, par suite I’influcnces
exercées plus ou moins loin en aval? Il semble difficile de répondre actuellement i cette
question.
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parametre caractéristique des lignes de courant correspondantes.

Toutefois, méme dans ce cas, qui est celui d’un long orifice rectan-
gulaire sans contraction latérale suivantsagrande dimension, la solu-
tion partielle n’est pas tout & fait inutile : elle permet peut-étre de
serrer d’un peu plus prés, & cerlains égards, la réalité; car clle ne
suppose pas la veine sans pesanteur, ni, par suite, la section dite
contractée rejetée a I'infini ou, au sortir de lorifice, une tendance
seulement asympiotigue des filets fluides au parall¢lisme, comme le fait
la théorie de Helmholtz assurément plus complete, mais donnée uni-
quement dans cette hypothese d’une convergence indéfinie des filets
fluides. Or, une telle convergence conviendrait, tout aw plus ('), au
cas simple d’un liquide sans pesanteur, avec veine lancée dans le vide,
ouau cas équivalent d’un liquide pesant, avec veine coulant au milicu
d’un liquide en repos de méme densité qu’elle.

La théorie de Helmholtz donne, d’une part, pour le coeflicient de
débit,

P 0,61710,

au licu de lavaleur 0,6266 obtenue par M. Bazin dans des expériences
trés soignées sur un orifice vertical, sans contraction latérale, de
o™, 20 de hauteur (*). Et, d’autre part, au licu de 0,69 pour le
rapport observé £ de la vitesse au centre de Uorifice & la vitesse sur le
bord, rapport qu'une extraction de racine carrée déduit d’ailleurs, en
vertu du principe de D. Bernoulli, du décroissement relatif de pres-
sion 1—0,53 = 0,47 également observé par M. Bazin en ce centre,
la méme théorie donne

k=0,6479,

racine de I'équation transcendante

3 LIk
klognép, —— =1,
I

(1) Comme il est dit a la fin de la note précédente.

(%) Eapéricnces sur la contraction des weines lquides et sur la distribution des
witesses dans leur intéricur, au tome XX X1, n® 4, du Recueil des Mémoires présentes par
divers savants @ U’ deaddmic des Sciences de Ulnstitut de France. Le Rapport approbatif
esl du 4 juin 1894 (Comptes rendus, t. CXVI, p. 1239). Les résultats relatifs aux
orifices verticaux m’en étaient connus depuis 189
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résultant de calculs indiqués par M. Sautreaux, docteur es sciences
mathématiques, aux pages 64 et 65 de sa thiése Sur une question
d’flydrodynamique (Paris, Gauthier-Villars, 1893). On voit donc que
ces deux résultats théoriques, 0,6110, 0,6479, paraissent bien ne se
réaliser quavee des écarts de deux et demi et six et demi environ
pour cent par exces (*). Au contraire, la théorie particlle m’a donné
le coelficient de débit m = 0,62 environ, notablement plus approché,
comme on voit, de 0,6266, mais en y admettant, il est vrai, la valeur
xpérimentale £ = 0,69. L’expression approchée correspondante du
débit g par unité d’aire de Uorifice serait, a la distance relative z de
"axe horizontal (mesurée en fraction de la demi-hauteur),

¢ == (0,690 + 7,92722%) (1 — 2*) V,,

V, désignant la vitesse y2gA sar le contour, donnée par la formule
de D. Bernoulli (*).

(*) Sans doute le poids de Ja veine, négligé par la théorie, active U'enlévement du
fluide extéricur et réduil quelque peu la pression de co fluide a la sortie; d’olt résulle un
corlain aceroissement des vilesses dans le plan de Torifice.

(%) Dans le cas d'un orifice cireulaive (vortical comme Dorifice rectangulaire dont
il est quoestion ei=dessus, ol aussi de o™20 de hautenr), Padmission de la valeur
expérimentale & == 0,632, observiée d tros peu pros par M. Bazin, auw centre de Yorifiee,
el correspondant sensiblement @ la dépression relative, ¢galement observée,

1 — 0,609 = 0,398,

m's donné de méme, pour le débit ¢ par unité d’aire de Porifice, & la distance « du centre
(mesurée en fraction du rayon),

q = (0,632 4 12,232910) (1 — «?) Vy;

(ol se déduit le eoeflicient de dibit m = 0,607, non moins voisin que dans le cas pré-
cédent de Ta valeur constatée par M. Bazin, m = 0,598.

Dans ¢es diverses expiriences sur dos orifices soit circulaires, soit rectangulaires
allongés, la hanteur de charge sur le contre ou sur axe horizontal de Pouverture attei-
anait 1™, ¢'est-a-dire dix fois la demi-hanteur de celle-ci; el elle élait bien suffisante pour
pouvoir ¢tee considérée comme tross grande.

Postéricurement a la rédaction de mes articles de 1892, M. Bazin a complélé ses
observations premiéres par quelques autres (consignées aussi dans son Mémoire) sur dos
orifices cireulaires horizontane, de o™ w0 ¢l o™, 10 de diamétre; les valeurs ci-dessus de &
et de s 8’y trouvent acerues de quelques milliomes, sans doute par suite d’un enlévement
encore plus rapide de la veine, alors descendante.



