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SUR LA. THÉORIE
DES

FONCTIONS HYPERdÉOMÉTRrOUES,

PAU M. D.-R. CURT1SS.

Le Mémoire f o n d a m e n t a l de H i e n i a n n sur les f o n c t i o n s h/yper^éomé--
t r iques (' ) a son i n t é r ê t p r i n c i p a l d a n s ses méthodes puissantes et
or ig ina les q u i o n t c o n d u i t aux r é s u l f a l s des p lus i m p o r l a u f s dans la
théorie moderne des é q u a t i o n s d i f Ï e r e n l i e l l e s l i n é a i r e s . Mais dans ces
considérat ions l ' i l l u s t r e géomètre a exc lu les cas où les exposants
d ' u n po in t s i n g u l i e r d i f f é ren t , par un nombre ent ie r , et d a n s ses con-
c lus ions i l y a u n e inexac t i t ude q u a n d certaines sommes des exposants
sont des entiers. M, Sch i l l ing ( 2 ) a examiné le groupe de monodromie
dans ces cas par des méthodes géométriques et M,. K i l t e r f 3 ) a, aussi
t ra i té ces q u e s t i o n s » t o u t e f o i s avec u n m a n q u e de r igueur signalé par
M. Schil l ing. Dans la thèse de l ' a u t e u r (' î) on peut trouver une géné-
ra l i sa t ion des méthodes de B i e m a n n qu i s 'applique non seulement
aux f a m i l l e s hypergéométr iques , mais aussi bien aux f a m i l l e s d 'une

( j ) Beitrà^e zur Tîitwne der durch die Gfws^clie liel/ie F(a,p,Y,,y; darstclihwcn
Functionen. Werke, 1^57, p. 67. Voir aussi le cours lilho^ruphié de M. KLEIN sur les
fonclioriH Iiypor^éomôlri<{uos, 1 8 9 3 - 1 8 9 4 •

( r ) MallL ,4nn., t. XLVI, 1895, p. 5:,iB.
( 3 } Math. Anit^ i, XLVtn, 1896, p. i.
( 4 } Harvard Uiw>erdt)\ liïtj)ri]Eïiée (JdiïS les Mémoire of l/ie Âïïiericftfi Âcademf of

Arts and Sciences f l. XIII, ï9ô4? î'i" t *
.-inn, Èc. ,W^,. (3 ) , KKIIÏ. — MAB.S H^)(). ïô
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classe beaucoup moins restreinte . C'est de ce t t e source que j 'ai t iré la
plus grande part ie de ce q u i s u i t , t ou t en fa isant q u e l q u e s change-
ments et addi t ions.

Nous n'essaierons pas une discussion de tou tes les ques t ions consi-
dérées par Biemann, Fétude du groupe de monodromie étant notre
but p r inc ipa l .

I . Une famille hypergéométr ique, dans le sens que nous donnons
à ce terme, est formée par l 'ensemble des so lu t i ons de l ' é q u a t i o n dif-
férentielle

cl:1 P /' _i_J^ V i - p.' — ̂  i — v' -" v " \ d\)
(I) dx^ ^ [ x ^ a~~ 4" —^-Z:J— "+•• —^^—j ̂

(" 7' /// ( a — b ) ( a — c ) ^ \i" ( h -- a ) ( h — c }
| .z" -— a a' — h

y ' M " ( ( ' — a) (c^ h) \ P
.:r— c J (.r— a) (^ — / / ) ( ^ ^ c )

où X\ V, [ j / , [jf, v\ V sont assujettis à la seule condition

}/ 4« ̂  4- p j 4. ̂  ̂  ̂  4. ̂ ^_ ̂  ^

De l 'équation (i) on peut t irer les propriétés d 'une telle f a m i l l e . Ce-
pendant Riemann a préféré par t i r d ' une d é f i n i t i o n exp l i c i t e et nous le
suivrons dans cette voie*

On p e u t donner à la d é f i n i t i o n de R i e m a n n la forme su ivan t e :

I. Toute f o n c t i o n de la f a m i l l e est holomorphe dans tout le plan,
exception f a i t e de trois po in t s a, "b, c.

II. P', P^ V" étant trois branches quelconques appar tenant à la
fami l l e , elles sa t i s fon t à une équat ion

(fV^r^'P" +•€^==0

où c', €\ c " ' sont des constantes.

III. H existe des nombres V et A" dont la différence n'est pa& un
entier et des branches P^0, P^ ayant pour développements au tour
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de a
n ".- -i- sx?

P^ ' )==( , r -a)>- ' ^ ^x-a\\ ff'^.o,
// -.:. 0

n -,-; -+- oo

P(A")^(,^_,^/ ." ^ ^(.r-a)", ^o.
//. :-:: ()

De plus il y a des branches P^, P^ ayant des développements ana-
logues autour de b et P^0, P { ^ / ) avec des propriétés semblables rela-
tives à c.

IV. Les nombres ^/, À", ^/, uJ\ v', v" sont liés par la re la t ion

^ ...F )/+ ̂  + ̂  4. ̂  ...̂  ̂  =: ï .

Af in d ' admet t re les cas où A' — V\ y! — (x\ v' — v" sont des entiers,
n o u s remplaçons I I I et IV ci-dessus par les d é f i n i t i o n s su ivan t e s :

I I I / . Il existe deux branches l i n é a i r e m e n t i ndépendan te s , P 'e t P",
et u n nombre a tel que

In'n {x — ^^I:^ =o,
,r :;•;-: ti

j in i (.r—^P^o.
.X1^. (l

IV\ Dans t o u t p o i n t en dehors de a, A, c aucune brandie de la
f a m i l l e n'a un zéro d 'ordre p lus élevé que î .

Nous al lons m a i n t e n a n t rappeler des conséquences directes de ces
d é f i n i t i o n s modifiées, sans toutefo is nous arrêter trop longtemps sur
des considérat ions q u i sont déjà asse% fami l iè res .

Des d é f i n i t i o n s 1 et I I et de l 'existence des branches l i n é a i r e m e n t
indépendantes (voir III ') , il s u i t qu 'une famil le hypergéométr ique est
binaire, c'est-à-dire qu 'on peu t expr imer chaque branche comme u n e
combina i son li néaire homogène à coeff ic ients constants de deux
branches l inéa i rement i n d é p e n d a n t e s , e t réciproquernent toute expres-
sion de cette espèce représente une branche de la f ami l l e . Suivant
l'usage o r d i n a i r e de la théor ie des é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s l i néa i r e s ,
nous d i rons que l 'ensemble de deux branches ainsi cons t i tué (onne
un -système fondamental. On d é d u i t par des procédés bien connus
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l 'existence du groupe de monodromie d ' u n e te l le f a m i l l e ; on m o n t r e
aussi que les subs t i t u t i ons subies par un système f o n d a m e n t a l quand
la var iable décrit un contour f e r m é q u e l c o n q u e sont des combina i sons
de trois subsiitulions fondarneniales S^, S//, S ,̂ qu i correspondent à des
lacets entourant les po in t s a, h, c respec t ivement . Nous a l lons suivre
Riemann en choisissant ces lacets de m a n i è r e que nous ayons

(a ) S,.SA=I,

le symbole i désignant la subs t i tu t ion ( ).
\ 0 X /

Si, pour u n système f o n d a m e n t a l (?', P"' ) , nous avons

S,- m,^ ni

l ' équat ion

(3 )
m ^ — p /z,

m^ fi^ — p

sera la même pour tout autre système f o n d a m e n t a l . Les deux: racines
de (3), p^, p^, que nous appel lerons les mitlupiicaîeu.rs de la f a m i l l e
pour le p o i n t a , sont ainsi des i n v a r i a n t s de la f a m i l l e .

S1 p^ P"^ il exiiste un système fondamen ta l (P^ P^) pour lequel S^
a la fo rme

(4 ; / P. o
\ 0 P:

Dans ce cas a sera un po in t s i n g u l i e r ordinaire.
Si p^== pi» i l est possible q u ' i l y ait encore une S^ de la forme (4),

mais alors chaque système f o n d a m e n t a l aura la même S^. Pour une
telle f a m i l l e nous donnerons au po in t a le nom de point apparent.

Dans le cas où les m u l t i p l i c a t e u r s pour a sont égaux, mais où i l
n'existe pas une S^ de la forme (4,;, i l y aura cependant des systèmes
fondamentaux, que nous désignerons encore par le symbole (P^ P^),
pour lesquels S^ est de la fo rme

(5 ) ( ^ ° )Ip;̂  p: r
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C^ étant une cons tan te ^= o, dont la valeur dépend du choix de
(P^ Ki)' Nous appe l l e rons alors a u n point logarithmique de la famille.

Si k\ k" sont des so lu t ions quelconques des équat ions
Q/ —— .Mik' „ " — p'î'Ki.k"p^ ,— c , p^— 6 ,

les systèmes f o n d a m e n t a u x que nous avons désignés par le symbole
(P^, P'^) au ron t dans tous les cas la forme

t P^= ( x — a y ^ ' <I>'(.r),
(6) ) r

^ P;^(^-a)^^(.r)+^P,log(^-a),

où ^{x) et, ^ " ( x ) sont des fonc t ions uniformes dans le voisinage
de a, et où G^ est une constante égale à zéro si a n'est pas un po in t
logar i thmique ,

En se servant de la d é f i n i t i o n IIF, on démontre fac i lement l'exis-
tence de deux nombres V, T/', les exposants de la f ami l l e pour le
po in t a, s a t i s f a i s an t aux é q u a t i o n s

et de systèmes f o n d a m e n t a u x p a r t i c u l i e r s , que nous désignerons par
le symbole (T17^, P^}» pour lesquels on a les développements autour
de a :

PO.') = (.r - a)^ ^ ^(x - a)" ^o,

(7) ri "3 -t" »

?(>•' ) := ( .y — a Y " V ^ ( x — a )'1 +• Lff, P^') log- (^ — a ).
'•—'il" 2 Tt (

Comme précédemment , C^== o si a est un point ordinaire ou appa-
ren t» Nous prendrons ̂ ^= o sauf quand, a étant logarithmique, une telle
notation donnerait A'—A/^ o; dans ce cas nous1 supposerons nuls un
nombre suff i sant de coefficients g^ pour que l'on ai t V = V\ Si a est
un point o rd ina i re , V — V n^est pas un nombre entier. Dans le cas
où a est un po in t apparent, nous choisirons la notation de manière
que le nombre en t i e r X '—Asso i t pos i t i f» La convent ion déjà adoptée



126 ï) .-n. ciîKïîss.
quand a est logar i thmique fait que le n o m b r e V —"^ est un en t ie r
positif ou zéro.

On voit que la no ta t i on (P^, P^) co ïnc ide avec la no ta t ion (P^, P^)
à moins que a ne soit un point apparent . Dans ce d e r n i e r cas, (on t
système fondamental a le symbole (P^, P^), mais i l existe des systèmes
qui n'ont pas le symbole (P^, P^).

Dans ce qui précède nous avons supposé que a est un p o i n t à dis-
tance f in ie . Si, au contrai re , a est à l ' i n f i n i , il f a u t remplacer (x— a)
par — dans les formules (6) et (7).

De même, on a pour b et c des m u l t i p l i c a t e u r s p^ p"^ et p^ F;,, aux-
quels correspondent des exposants [x\ \^' et '/, v\ respect ivement .
Nous emploierons ici une n o t a t i o n analogue à la no t a t i on des for-
mules (6)et (7}.

D'après la dé f in i t i on ,11, i l existe entre trois systèmes (P^, P ^ ) ,
^ •^)» O^» 1^) (le 1^ mémo f a m i l l e une re la t ion(P

P, ̂  ^ P,^ p l^:^^P^ 4"" ̂  1 :̂,^. ^ r , ^^^i . ^«r- pr^:.=:r (%i

( P ^ = y P , - r ôP;=:y^>;-+" Ôt P;.,

que nous écrirons plus brièvement

(P , ,P^:=B(P, ,P^=C(I>^P; , ) .

Comme pour tout système f o n d a m e n t a l les d é t e r m i n a n t s de S,/,
S^, S,, sont égaux à p^p^ p^, p^p^ on a d'ai^riïs l ' e < i u a t i o n (2}

(9 ) ^p.p,plp;.p^=i

ou
À' + V 4" ^/ + pf 4" ^ / -h v' •:-.: un eïit.i<.H%

Pour achever l ' ident i f ica t ion des d é f i n i t i o n s IV7 et I V on considère
l 'expression

r / P " //t^l) ̂  p/ïiî^. _ j>// ftL.
<::/<:/; 1 (/;/,J;

Comme on Je sait, le seul e f f e t de la subs t i t u t i on d ' un autre sys-
tème fondamenta l au système (?', P^ est de m u l t i p l i e r D par une
constante. On voit fac i lement que les termes logari t l imiques dispa-
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raissentdans les développements de D a u t o u r de a, &, c, et qu'en effet
•

I) == (.r — a)^4-^-1 (.r — ^)IJ/4-IJ/-l(.•r —. c)^4-^-1^^),

^(.r) étant un polynôme. De p lus , en se servant de la d é f i n i t i o n IV
on peut démontrer que ^ Ç x ) est une cons tan te ^ o, et que D a le
point à r i n t î n i pour zéro d'ordre 2. Par conséquent on a l ' iden t i t é

-K

2 •= — ( V 4" V — i ) — ( [ J ' 4- p " — ï ) — O/ -1- ̂  — x ),
OU

( ï 0) V 4- ̂  4- [ J ' 4- p." 4- v' 4" v" = f ,

comme dans la dé f in i t i on IV.
Dans ce q u i précède nous avons supposé que a, b, c sont tous des

points à distance t in ie . S'il n'en est pas a ins i , il, est fac i le de voir la
modif icat ion q u ' i l f a u t apporter au r a i s o n n e n i e n L

Nous avons a i n s i déf ini une 1 a. mi l i e d e f o n c t i o n s que n o u s désigne-
rons par le symbole de Rieman n

et qu i est i d e n t i q u e , comme on peu t le démont re r sans dHRcul té ( < ) ,
avec la f a m i l l e des solut ions de l ' équal iou d i f f é r e n t i e l l e ( ï ) . Mais i l faut
noter que, b ien qu ' i l y a i t symétr ie entre les trois premières colonnes
du symbole, les exposants d'un même couple ne peuvent pas être per-
mutés entre eux si l eur d i f f é r ence est un nombre entier. II, n'y a pas
d'autre changement à apporter au paragraphe II du Mémoire de
R i ( î m a n n. 13 n p a r ( i c u 1 i e r, u n e t ra u s fo r m a t i o n 1 i n é a i r e c ( ) n v e n a b 1 e ~
ment choisie change les trois p o i n t s s ingu l i e r s en trois autres quel-
conques, les exposants restant i n v a r i a n t s . Par conséquent , on peut
ramener l 'étude d"une f a m i l l e hypergéoméfcr ique quelconque à celle
d'une f a m i l l e à points s i n g u l i e r s o, co, i »

( 1 ; ^oir PujAin», TrulU'1 d'Analyse, l. I I I , où l'on trouve une méthode qui s'applique ici
avec peu (h changement.
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2. Nous sommes m a i n t e n a n t en mesure d 'é tudier c o m m e n t i l f a u t
modifier le théorème de B i e m a n n d'après lequel les exposants déter-
minent le groupe de monodrornie , c 'est-à-dire q u e deux f a m i l l e s ont
le même groupe si leurs exposants cor respondants ne d i f î e r e n t que
par des entiers. Dans ce dessein nous su ivrons l ' i l l u s t r e géomètre en
faisant un examen des formules (8).

Mais il f a u t d'abord préciser ce que l'on en tend par le t e r m e familles
ayant le même groupe. N o u s dés ignerons ainsi deux f a m i l l e s hyper-
géométriques P et P aux mêmes points s i n g u l i e r s a, h, c, s'il. existe
dans une f a m i l l e un système f o n d a m e n t a l (F', P"), et d a n s l ' a u t r e un
système (P', P"), tels que pour un contour fermé q u e l c o n q u e les deux
systèmes subissent toujours la même s u b s t i t u t i o n , Pun et l ' au t re .
Nous appellerons alors les deux systèmes (P\ P^), (P\ F^), systmiea
correspondants. Mais, pu isque , dans ce cas, les systèmes f o n d a m e n t a u x

/'m.i n^ \ / m, / / , \ /-,-, ..
(PM^) ci ( 1 I ) P^PU

V^a n-i) \m^ r ^ )

où m^n^ — m^n^ -^ o, seront aussi des systèmes cor respondants , on
voit que si deux f a m i l l e s hypergéomét r iqueson t le même groupe , t o u t
système fondamen ta l de l ' u n e a son cor respondant dans l ' au t re ( " < ) .

Par sa dé f in i t i on même, un système f o n d a m e n t a l ( 'P^ , 1-̂  ) d ' une
f a m i l l e P a la subs t i tu t ion carac tér i s t ique

S,= / Pu 0

\P^ pL

Alors-un système cor respondant d 'nne f a m i l l e Pes t nécessairement
un système (P^, P^) ayant la même valeur de (^ que ( P ^ p;j. •Même
remarque pour h et e. De p lus , i l est év iden t que toutes l^ famdies
ayant le même groupe possèdent iefî mêmes multiplicateurs.

Une propriété importante de familles ayant le même groupe est
exprimée par le théorème s u i v a n t :

(1; Kn e(ïbt, il y aura une mfhufcé de systèmes correspondîuils; si, par exemple, fp ' , P^
correspond à (P,P), H en sera do morne pour tout système ( k ^ 1 W) k ptani \w
conslarUft queleonque.
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Si (P', P") et {P\ P7') ,sy^ r/(̂ ;r systèmes fondamentaux correspon-
dants (choisis d'ailleurs cirbUndrement) de deux familles ayant le même
groupe, e l s i ( P \ P77) est relié à certains systèmes fondarnentauoc fP' P" )
(P,,P1),(P:, reparla formule < l 1 aj

(P^ ï^) ̂  A'd:^, P; ) ̂  B / ( p^ p, ) = (y( i>^ p^ ),

07% a aloj-s pour l'autre famille une formule

( ? ' , FQ =:^(P^ p^) = B/(P,, p , ) = c/(p^ i^^

^ constante}! associée}!^ (^, G,, ainufjue les coefficients, étant les mêmes
dans les deux forrmd.es.

En ef le t , le système fbrKhnnenta l

(P^ I^J^A' ^ ( P ^ P ^

correspondra au jsî.emeA^1 (P^ P^). par conséquen t , ce de rn i e r sera
un système (,P^ P^) avec la menic* conslani t1 associée (^ que celle q u i
appar t i en t a (P^ P^). Nous a u r o n s a lors

(Ï^P^^ (i^,P,);

le même r a i sonnemen t s ' app l ique aux autres parties des fo rmules .
En p a r t i c u l i e r , si une f a m i l l e P renfe rme des systèmes fondamen-

taux (P;^, P^), (P^ p^, reliés entre eux. par une f o r m u l e

(^) P.=aP,+pP^P,=aP,+pP^
P:=yP,+oP^

inie au.tre ^n^lle P ayant le même groupe possède des systèmes
(^a» ^1)» O^ î^» qui sa t i s fon t a u x équations

(^) H=:aP,4-pPL

P:^yP,+oPL

les constantes C^ (^ étant les mêmes dans( ,n) et (12;. Réciproque-
ment , si deux f ami l l e s P e t P , ayant les mêmes mul t ip l ica teurs , pos-

<'//ïw. Ac. /Vcrrn., ( 3 ) , X X n i . ~ MA«« ry^J. i ^
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sèdent des systèmes f o n d a m e n t a u x de l'espèce i n d i q u é e qu i s a t i s f o n t
aux équat ions ( ï i) et ( î 2 ) et pour lesquels les constantes associées
ont la même valeur, elles au ron t le même groupe. Car, s ' i l en est
ainsi , les systèmes (P^, P^) et ( P^, P'^) auront les mêmes s u b s t i t u -
t ions S^, S^>, et, par conséquent , d'après ( ^ ) , la môme s u b s t i t u t i o n S,..
Puisque toute autre subs t i t u t ion n'est q u ' u n e c o m b i n a i s o n de ces
trois, (P^, P^) subira toujours la même s u b s t i t u t i o n que ( P^, P^ )
quand la variable décrira un contour fermé que l conq u.c.

Nous avons ainsi, donné une c o n d i t i o n nécessaire et su f f i s an t e pour
que deux famil les a ien t le même groupe. Mais avant d'aller p l u s l o i n ,
observons quel, a rb i t r a i re entre dans une f o r m u l e ( f i ) . Supposons ,
en effet, qu'on parte d 'une f o r m u l e p a r t i c u l i è r e

( i i - ) ^^aa^+fî^,

^.Y^+o^

Le systérne^t^, °t^) est re l ié a un a u t r e système f o n d a m e n t a l (P^, P^1)
de la même fami l l e par des é q u a t i o n s

03)
D/ — h {.^f .4., /.- (P"l, ^«».,- A ̂  -^ "-t1- A a A^»

p" .,-.,„.,.., / ((^ , / WA ^ „.„<.., (-( ^^ ~\- (^ ^ ̂

dans lesquel les les coeff ic ients sont assujettis, en dehors de la rela-
tion A, 1^ — k^l^ ̂  o, aux c o n d i t i o n s s u i v a n t e s :

i° S i a e s l u n p o i n t o r d i n a i r e , ^==0, /^o;^ et^ sont des norubres
quelconques ^o. 2° Si. a est l o ^ a r i t J i m i q u e , Àa= o; k^ 4 sont des
nombres quelconques ^o; /, est to l î t à f a i t a rb i t r a i r e . Si a est, un
point apparent , les coefficients de ( i3 ) sa t i s fon t a la seule cond.i t . iou
^ 4 — ^2/! 7^ °- Les constantes associées de ($„, ̂  ), (P^, P^ étant Ça
et C^ respect ivement , nous aurons la relat ion.

A- p ,„.»,.., / ^/l l "a —•"- "à ̂  a.9

De même'(^, ^) est relié a un au t re système (P^, P^) par une
fo rmule analogue

( P^=Â;,^+^^,

/ P^= 4% 4- 4%.(i4)



SUR LA TIÎÉOni'E !)KS FONCTIONS HyîM^UGÉOAîÉTHIQUES. l 3 î

En faisant ces subs t i tu t ions dans (11''), on aura n n e formule ( t î )
dans laquel le certains coefficients pourront être pris plus ou, moins
arbi trairement . Nous t rouverons , en effet , que cinq au moins des quan-
tités a, p, y, o, C^, G/, peuven t p rendre des va leurs q u e l c o n q u e s ^ o,
à mo ins qu'elles ne soient , n u l l e s dans t o u t e f o r m u l e (11) de la fa-
mil le . Mais nous réservons cette discussion pour le paragraphe sui-
vant.

Bien qu'une fo rmule ( i i) pu i s se être a ins i , en g rande part ie,
choisie à notre gré, ses coef f i c ien t s et constantes associées doivent
toujours sat isfaire à une cer ta ine re la t ion que nous allons m a i n t e n a n t
établir.

Pour un système f o n d a m e n t a l q u e l c o n q u e on a, d'après l 'équa-
tion (2),

/ / / / i n , " \s;-^ 1 ==s,s..
\ / / / i» n^ /

Les racines de f3) pour S^.' sont " r i "•'•//"? ce q u i nous donne
P<" PC

( 1 5 ) . p.— - : / l /Z l / / . a—/ / l2 /^ ,
pc. p^.

( 1 6 ) ï 4"- — W î + ^ a .
Pc Pr

1/équat ion ( i ^ ) ) est équ iva len te à (()) p u i s q u e , si l 'on désigne
par déLS le d é t e r m i n a n t de la subs t i t u t i on S,

tn^'u— rn^/i^^ dél.S^dél.S^=:rp^p^p^p^.

Mais ( ï ( ) ) do nne n n e n o u v e l l e i^da t ion qu 'on peu t imméd ia t emen t
o b t e n i r après avoi r ca lculé , au moyen de (11), S^S^ pour le système
f o n d a m e n t a l (P^, P^), En s u b s t i t u a n t dans (16) les va leurs de m^ •n^
a ins i trouvées, nous aurons , après quelques transformations,

( 1 7 ) aa^~.(p^p^p, - r) (p^p;- ï ) + py(p^p^p^ - 0 W^a- Q

- G^pp^p^p^-P^ -h (^^^P^Pa-Pa) ̂  Ca^^p.p^p^O.

(^ette équat ion est vér i f iée q u e l l e que soit la f o r m u l e ( ï i) . Par con-
séquent , q u a n d nous avons donné un système de valeurs à c i n q des
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quant i tés a, [3, y, S, C,,, (^ q u i sont ou à notre choix, ou'nécessaire-
ment nul les , la sixième sera dé terminée par (17). Nous serons a i n s i
en mesure de décider si deux fami l l e s données ont une f o r m u l e ( i î )
commune. Nous verrons que ceci n'est pas tou jours le cas, même
quand les famil les ont les mêmes m u l t i p l i c a t e u r s ; mais , dans le para-
graphe su ivan t , nous allons f a i r e u n e classification des f ami l l e s hyper-
géométriques telle que celles de la môme classe et ayan t les mêmes
multipl icateurs on t une f o r m u l e (n) c o m m u n e et, par conséquent ,
ont le même groupe, tandis que deux fami l les de classes d i f f é ren tes
n'ont jamais cette propriété.

3. Pour faci l i ter nos recherches, nous al lons diviser les fami l les
hypergéométriques en quat re types. Ce principe de c lass i f ica t ion ,
suggéré par la forme de (17), aura d ' a i l l eu rs sa j u s t i f i c a t i o n dans la
suite. Ces types correspondront aux, re lat ions su ivan te s :

TYPK 1 p,p^^ i, p:p^ ̂  r, p^p;. ̂  r, p^p:, ̂  , î

» II p,p,p,=i, p;p,p^ï, p^p^î, p.p,p:^u

» liï p,p,p;^i, p:p,p^î, papW^t. p.p,p^;

» lv P^p^=i, P^p^^i, p^p^=t, p^p^p^—i .

On voit fac i lement que , par un choix convenable de nota t ions , on
peut ramener une f a m i l l e hypergéométrique quelconq ue h un de ces
quatre types. L 'équat ion (9) d o n n e , pour chaque type, des relations
semblables aux précédentes en t re les quat re autres produi ts p^p^p^

Pour classer les fami l les de chaque type, nous chercherons toutes
les formes possibles de ( i x ) qui ne p e u v e n t pas être t ransformées les
unes dans les autres. Nous démontrerons plus tard l 'existence de fa-
mil les dans chacune des classes trouvées par ce procédé.

TYPK I. — Remarquons d'abord que? ne peut être n u l dans aucune
formule (11), ce qui, résulte immédia temen t des inégal i tés caracté-
ristiques de ce type,, de r ident i té (17) et du f a i t que ao -^y^o .
Par conséquent un point apparent est impossible, car si a, par
exemple, était un tel poin t , t ou t système fondamental serait 'un
système (P^, P^), et la première ligne d^une f o r m u l e (,n) pourrai t
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être P^= P^. Mais ceci ne peut arriver, puisque (3 n'est jamais nul. Le
même raisormerneni s 'appl ique à & et à c, par symétrie. Il y a mainte-
nant trois cas à considérer.

Si a et b sont tous les deux des po in t s ordinaires , C^== C<r,== o, et
les inégalités caractér is t iques d u type, l ' équat ion (17), et la re la t ion
a§ — jrly =^ o mon t ren t q u ' a u c u n des coefficients a, [3, -Y, S ne peut
être nul. En faisant des s u b s t i t u t i o n s convenables ( i3) et ( i ^ ) dans
une fo rmule par t icu l iè re (n'), on donne à a, [3, 5 des valeurs quel-
conques =^= o, et y se trouve déterminé par (17). Par conséquent,
toutes les fami l l e s de cet te espèce q u i possèdent les mêmes mult ipl i -
cateurs ont une formule (11) commune.

Si. l 'un des deux po in t s a, h est loû;nri(:,hmique et l 'autre ordinaire ,
on pourra faire en sorte que a s o i î l e p o i n t logar i thmique par un choix
convenable de nota t ions . Ceci posé, on a p',, = p^, €^7^0, C^==o.
I/équation (17) mont re que n i a, ni [ri ne peuven t être nuls . Des sub-
sti tut ions convenables (x3) et d4)» appl iquées à une f o r m u l e parti-
culière (n'), dounen i des va l eu r s a rb i t ra i res (zéro excepté) à G^, a,
P, tandis que S peut avoi r une* v a l e u r quelconque, y étant alors dé-
terminé par ("17). Par c o n s é q u e n t , ic i encore, toutes les famil les
ayant les mêmes m u l t i p l i c a t e u r s on t une fo rmule (i i) commune .

On a le même résul ta t si a et h sont tous les deux logari thmiques,
puisque , dans ce cas, ou peut donner a C^, C^ ^ des valeurs quel-
conques ^ o, tandis que a et S sont tout a fait arbitraires, y é tant
dé te rminé par (17) -

Puisque dans ce type le caractère d 'un point s ingul ier dépend
un iquemen t des mul t ip l icateurs , deux famil les aux mêmes multipli-
cateurs auron t ici des formules (u) communes et, par conséquent ,
elles auront le même groupe. En d'autres termes, il n'y a, dans le
type I, q u ' u n e seule classe.

TYPE II . — Les re la t ions caractérist iques de ce type m o n t r e n t que a,
b, c sont tous des poin ts ordinaires. L 'équat ion (17) se réduit à
py == o, et nous aurons a i n s i à envisager les trois cas :

I. p=o , y^û .
II. (3^o, y^o.
III. (3 = o, y = o.
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Dans le paragraphe su ivant on trouvera toutefois que le troisième
cas est impossible pour les f a m i l l e s hyperg'éométriques f 1 ) . .Dans les
deux autres cas ni a ni S ne peuvent être n u l s , mais les trois coeffi-
cients différents de zéro prendront des valeurs arbi t ra i res . Par consé-
q u e n t , on peut transformer toute formule (:ii) d 'une fami l le du
premier cas en une formule

P.=P^
P,=p,+P^

de même toute famille du deuxième cas possède la formule

P,=p,+p^
p" — pu.K a-— i hi

mais il est impossible de t ransformer une de ces formules dans
l 'autre. Admet t an t alors l'existence de fami l les hyper^éométr iqucs
dans chacun de ces cas, il résulte de là que nous avons ici deux
classes; nous les désignerons par les n08 i et 2 respectivement.

^ TYPE III. - On a, pour ce type, p,-p:, p,^p^ p^ p^; donc
(^== o et (( 7) se rédui t à C^ap == o. Trois cas se présentent :

s 0 C^ o, a 7^ o. Dans toute formule ( t i) [3 == o, o ̂  o. (^, a, 5
peuvent prendre des valeurs quelconques :̂  o, tandis que y est t ou t
à f a i t arbi t ra i re .

2° C^o, a = = o . C^ p, y ne peuvent j amais être nu i s , mais il. n'y
a pas d 'autre restriction pour les valeurs de C^ p,y, o.

3° C^ -= o. Nous pouvons toujours prendre ici [à = y == o, a == o "= i.
Les formules de ces trois cas é t a n t essent ie l lement différentes

entre elles, nous aurons ici trois classes, auxquel les nous donnerons
des numéros correspondants.

^ ( 1 ) Mais ^ d'autres familles bimnresî peuvent être de cette espèce, par exemple h
famille c-i ^ ' ( x — iy'•+• c^ ^" (.x — î . y" , pour laquelle la sommô des exposant,» est nulle.
(^b^'/" ma Thèse.)
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TYPE IV. — Des relations caractéristiques de ce type on déduit les
équa t ions p^pl, p^pl» P ^ = = p l - L'équation (17) se réduit à
G^C^ ==== o. Quatre cas sont à considérer :

L C,,=o, C/,^o.
ÏL C^o, C/,=o.
ïll. C^T^O, G/, 7^0.
1;V. 0,=o, C,=o.

Si deux f ami l l e s appar t i ennen t à deux cas différents, il est évident
qu'elles n ' a u r o n t pas le même groupe; il, reste à démontrer que
chaque cas donne une seule classe.

On vér i f ie sans peine le fait que toute famille de ce type a u n e
f o r m u l e

I » / ._ ïVI. ^— 1 ^,

D'/ _ ryA ^— 1, ^.

En tenan t compte de l ' identi té S^'^S^S,,, on voit que, pour une
telle f o rmu le , G^, C^ €„ sont reliés entre eux par l 'équation

C,(4- C^+ C<,==o.

Dans le p remier des q u a t r e cas, ("^ peut prendre une valeur quel-
conque ^:o; dans le deuxième cas, on a la même liberté dans le
choix de C^. Q u a n t au troisième, nous démontrons dans le para-
graphe s u i v a n t que C,,=== o ( i ) ; nous aurons donc Ca== — C^ et l'on
peut donner à (^ une valeur quelconque ^ o.

Par conséquent , à chaque cas correspondra une seule classe que
nous désignerons par le même numéro.

4. Il reste à jus t i f i e r l 'exclusion que nous avons faite de certains
cas, et a, démontrer l'existence de familles de chacune des classes
signalées dans le paragraphe précédent. A cet effet, nous allons
chercher entre les exposants des relations qui. seront caractéristiques
de chaque classe.

( i ) Mais tous les troîâ points singuliers peuvent être logarithiïuques pour des familles
binaires dont la définition coïncide avec celle des familles hyperçéoméfcriques dans les
parLies Ï, U, Iir senleroent. (^oir ma Thèse.)
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Dans cette inves t iga t ion u n e grande importance s'attache' à la,
recherche, dans une famille hypergéométrique donnée, des fonc-
tions dont toutes les branches sont des mu l t i p l e s constants d 'une
seule branche. Par analogie avec notre dés igna t ion de famil les bi-
naires, nous appellerons l 'ensemble des mul t ip les constants d 'une
telle brandie une famille unaire. Les exposants d 'une f a m i l l e unaire ,
qui appart ient à une f a m i l l e hypergéométrique, seront A, M, N, où
A est une des quantités À', A^, M. est une des quant i tés p/, y." et N u n e
des quantités v', v". Par suite, une branche P^ d'une telle f a m i l l e a la
forme, si a, b, c sont à dis tance f in i e ,

P(A)^ (^ _ ^)A (^. _ /^)M (^ „ ^ ) N G(^

où G(^), n'ayant pas d'autre s ingu la r i t é q u ' u n pôle a l ' i n f i n i , est u n
polynôme. Nous avons donc

( 1 8 ) A + M "h N == (in entier négatif on zéro.

Q u a n t à G(.r), il résulte de la d é f i n i t i o n (TV) que son degré est, ou
— (A.-4" M + N), ou — (A.-4-M + N + ï) , su ivant les valeurs des
paramètres de la famil le hypergéométrique. Si b est à l ' i n f i n i P^aura
la forme

V^^^—a)^{x—cfG{x).

La relat ion ( r8) sera encore vér i f iée , ma i s le degré du poly-
nôme G ( x ) sera, toujours — (A +• M 4- N).

Appl iquons m a i n t e n a n t ce résul ta t aux types et classes du para-
graphe 3, les points singuliers étant toujours à distance f in ie , hypo-
thèse jus t i f i ée par les remarques de la page 12^

TYPE I. — Les relations entre les mul t ip l ica teurs , qui définissent ce
type, sont équivalentes aux suivantes entre les exposants; À /+•a /+v ,
X ^ + ^ + v ' , ^+-yf^v\ A ' + ^ + v ^ ne sont pas des entiers. Une
.fami l le unaire ne peut jamais exister dans une fami l le hypergéomé-
t r ique de ce type.

TYPE II. — X'+'^-hv' est un entier; f-h [^•4-v', V^^^v^
A.7 4- p^-^ V ne sont pas des entiers.
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Classe /. — Une branche P^ étant aussi une branche P^,, tous ses
prolongements analyt iques ne sont que des mult iples constants d'elle-
même. Son exposant au point a est "k\ et à &, [j/; au point c elle a
nécessairement l 'exposant v' à cause de (18). Nous aurons donc une
famil le unaire

k{x — aY\x — b)^'(x — cy' G(^),

en désignant par /c une constante arbi t ra i re et par G(^), comme dans
la suite, un polynôme qui n'a pas de zéro aux poin ts a, &, c. On a,
d'après (18),

À /4-^-+-<^0.

On voi t faci lement qu ' i l n'y a pas d'autre f ami l l e una i r e dans une
f a m i l l e hyper^éométrique de cette classe.

Classe I I , — D'une maniè re analogue on trouve qu' i l y a ici une
seule f a m i l l e u n a i r e

k^x—cty^x—by^x—c'f G \x).
On a

^^•/So,

d'où l 'on déduit , en, se servant de l ' iden t i t é (10), la relation

V -j- /j/4- v'>o.

Nous sonimes maintenant en mesure de justifier l'exclusion du
troisième cas, car, si ce cas pouvait avoir lieu, on aurait les deux
relations

y ̂  ̂  + ̂  o, V + pf •+ v^ o,

qui, sont en, contradiction avec (10).

TYPE III. À'-4- p/-h- v', À / / -+-[x /+v / sont des entiers; À'-+-p/'4-v',
7^4- ^'^-.v" ne sont pas des entiers. À"— ^// est un entier positif ou
zéro.

Classe,/". — La seule famil le unaire est

/c(.^ _ a^^x -— by'\a! •— c)7' G(^).
^^//. É€. /Vorm., (3), XKÏU. ~ MAKS 1906. ^
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Nous avons
}/+^+^o.

Classe I I . — La seule famille unaire est

A- ( x — a ̂  ( x — b ) V ' " ( .r — c Y' G ( .r ).

On a la relation
}/ -4-. ̂ .//^ i/^ o

qui est équivalente à
^^p/+^>}/^}^.

G/a.̂  Z/7. — Ici on a deux familles unaires, ayant à b des expo-
sants p/ et (^//. En examinant toutes les hypothèses possibles sur les
autres exposants et en rejetant celles qui sont en contradiction
avec f r o ) , on trouve que ces f ami l l e s on t les (ormes

Iç ( ̂  _ a Y" ( x ~ h} ̂  ( a; —cy' G / ( x ),
k" ( a } — a Y" ( .r — h ) ̂  ( .̂  — c )v// G' ( x ).

Les relations
}^+p/4-^o, ^+^-^^^0

sont équivalentes à
^^?,^^+^+^>o.

TYPE IV. À /+(x /+v / , À / /+F /+v / , //-+- [jf+v\ >/4-ix /+v / / sont,
tous des entiers. À'~ A'7, ^ / — u.\ v' — ^ sont des entiers positifs ou
zéro, d'où résulte l'inégalité

}/^^/4^v/>o,

Classe /. — L'équation C^-+"€<',-4-C^ • = = < • > dev ien t ici Q,4-C^=o.
Les'points 6 et e étant a insi logari thmiques, les exposants pour ces

• points d 'une fami l le una i r e sont nécessairement [^ et v^ En effet, la.
seule famille unaire est

/c ( .y ̂  a y' {x — b y-' ( .r — c Y ^ ( ̂  ') -
La relation

\" •^r [J-' ""h V^O



SUR LA THÉORIE ORS FONC/HONS HYPERGÉOMÉTRÏQIÎES. l39

est équivalente à
^ _ ̂ ^ .̂ ̂  ̂  ̂  ( ̂  ̂  _ ̂  ̂  ^1 __. ̂

Classe I I . -~ Ici. les poin ts a et c sont logarithmiques.
La seule famil le una i re est

k ( x — a y-' ( rr -" b )\L" ( .-r — c )v',

et l'on a la relation

y 1 — ̂  ̂  V -h ̂  + ̂  ( > V — V •+• ̂  — ^/ ).

C/a.9,̂  ./'/,/. — Nous pouvons m a i n t e n a n t j u s t i f i e r notre exclusion du
casC,.=^o en remarquant que dans une fami l l e de cette espèce il y
au ra i t une f a m i l l e unaire aux exposants X', p/, V, ce qui est impos-
sible puisque A' +?/-+" v'> o. Nous avons donc C,.= o, et la seule
f ami l l e una i re est

yc (^—a)^ (^— by^x -c)^ G(^).
On a ic i

^_^^/-,^-^^v/(>?/-y+F /-^).

ç^^^ iv, _ Chaque branche d 'une f a m i l l e de cette classe fai t
partie d 'une f a m i l l e unaire. On démontre sans difficulté qu 'une
branche P^ ne peut avoir à b et à c que les exposants ̂  et v", d/où il
resuite que cette branche est de la forme

p(^== (.y — ay^x — b y ' " (x — cY" G7^).

D'une manière analogue nous aurons

P(^=: (.y — aY-"(x— bY-1 {x — cY" Q"(x),

p^') ̂ (x —a'Y'{x— b)^ ( ^— c^'G^C^),

On obt ien t les inégalités
V ~ A^

),/^^/4-^> ^--^
v/ ̂  ̂ .

Ces relations pour les classes des trois derniers types sont inscrites
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dans le Tableau suivant , ou nous dés ignerons par X, [j-, v les diffé-
rences ?/ — V\ ;j/— p/', v' •— v " respectivement (1 ).

TYPE II. — Classe I . V 4- fJ/4- ^ ^ o,
» 77. ?/4-^4"^>o.

TYPE III. — Classe /. À'-h /j/ 4- v ' ^ o,
» J7. }/+jj/+-/>},,
» J7/. Àr;}/-^^-^ o.

TYPE IV.-- Classe J. À Ê V 4- ̂  + ^ / ( > ̂  4- ^ ),
» 7/. ^^},/-^^+^(> }.+y),
» //7. •y > V 4-"" .̂/ 4- v' ( > ?. + [J. ),

( ':î» ZK À'^^^-l-v^1 ^,
f v.

Dans chaque type tou te valeur qu'on p e u l d o n n e r à //^ ^^hv'
satisfait à u n e de ces re la t ions , ruais deux (rentre el les ne peuveul ,
être vérif iées a la fois . Par conséquen t , la classe* d'une f a m i l l e esl
connue quand ses exposants sont donnés . En a d m e t t a n t l 'exis tence
de f a m i l l e s pour lesquelles X / 4-[J /4-v / a une va leur q u e l c o n q u e , ce
qui. est d'accord avec nos d é f i n i t i o n s d 'une fa in i l le l îy i^ergéoînét i^ lue ,
et ce qu'on peu t en outre d é d u i r e de l ' équa t ion d i f l e r e n t i ^ ' l l e ( î ) ,
nous sommes a i n s i assurés de l 'existence de f a m i l l e s a p p a r t e n a n t a
chaque type et à chacune des classes q u e nous avons d is t inguées .

5. Du paragraphe précédeut ou p e u t dédui re i m m é d i a t e m e n t des
propriétés impor tantes des f a m i l l e s hypergéomét r iques ; el les sont
contenues dans les trois théorèmes su ivan t s :

I. L'existence d'une relation A, 4- M. 4- N == un entier est une condi-
tion suffisante (nous avons déjà vu. qu'elle est nécessaire) pour qu'une
famille hyper géométrique renferme une famille uncure,

( î ) Foir les Tableaux de Riller {toc. eit^ p. n - i5} ou dos conditions sont aussi don-
nées a'a moyen de )* ± ̂ ± ' > . Los élusses sont désignées su ivan t un au t re ordre que celui
que nous avons adopté.
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On retrouve ici la c o n d i t i o n de Frobenius ( < ) pour que l ' équat ion
di f Ïe ren t i e l l e ( ï) soit r éduc t ib l e ; on connaît, la connexion entre ces
deux ordres d'idées. Le type l correspond a ins i aux équations irré-
ductibles, les autres types aux réduct ib les .

II. Une condition nécessaire et su/fïsnnte pour c/ue a soit un point
apparent est cjue À soit un entier et que ÎV -+• uJ 4- "/ ou 'h! "4- [j/ 4- v^ soient
un des entiers ï , 2, ..., }v.

On tire cette conclusion du Tableau, du. paragraphe précédent en
remarquant que a n'est un po in t apparent que dans la classe III du.
type I I I , la classe Ï du type IV et la classe IV du, rnôrne type. On peut
comparer ce résultat avec la condi t ion donnée par Scliwarz dans son
Mémoi re c l a ss ique Ueber diejenigen FâUe in welchen die Gaussische
IlYper^eo fnet ruche Heihe eine cdgehraische Fim:tioin ihres vierfen Ele~
mentes d a r s ( e l l t ( 2 ) .

l^is paragraphes 6 ^17 du, IVl'émoire de Riernann inontrent l ' i n té rê t
qu ' i l v a a conna i t r e tous les coetï icients d 'une (brniule ((S), (cer ta ins
d'c 'nl^re (.uix seront a rb i t r a i r e s , les autres é tant dé te rminés par des
é q u a t i o n s q u ' o n peut d é d u i r e de l ' iden t i té S^S^S^==i . Cependant
nous ne déve lopperons pas ic i ces équa t ions , qu'on peut t rouver dans
ma Tbése(p . 28 et 2<)). M a i s nous donnerons dans le théoréine sui-
van t u n e propr ié té impor t an te des (ami l les hypergéométriques qui
concerne les fo rmules (8 ) :

I I I . Si deux /'arniUes^ P et F, ont le même groupe, et si l'une possède
une formule

(19) (P^), P^))==B(P^, P^)):==C(P^, P^)),

l''autre aura la formule

( p ^ , P^))== B(îW, PÎP-^') =:C(P (V/ ), Pt^^),

( 1 ) ./'ou mal de Crfîlla, t. 76, 18:3, p. '236.
( ï ' ) tournai do Crelle, t. 7^ 1873, p. -^-"335* Où t roiiveau § l da même Mémoire uno

éiiinïiérîliioli do toutes I(H fatni l los uii;iiros qui penvont fairô parlio d'une famille hyper-
^ôoniôlrique.
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les constantes associées C^, C^, C^ ^a/z^ les mêmes pour les deux for-
mules ( {) .

Nous avons déjà remarqué qu'un système (P^, P'^) est aussi un sys-
tème (P^3, P^) à moins que a ne soit un p o i n t apparent ; par consé-
quent, ce théorème ne donne rien de nouveau excepté pour la
troisième classe du type III et pour le type IV. Mais, dans ces cas, la
connaissance de la forme des familles unaires nous d o n n e un moyen
de construire des formules part iculières ( 19) communes a toutes les
familles de la même classe. Par exemple, pour la t roisième classe du
type III, nous écrirons

P^-') == p(^)== {x— a)^ (.y— b)^' (x — cY (V(.v),
G7 ( a) =: (a — ô)-^' (a — c)^\

pO")^ p(^)= P^):^ (,-r — a)^ (x — 6)1^ {x — cf G^.r),
G" ( a ) = ( a — b )-v'1' ( a — c ) - v " .

ce qui nous donne la formule

P^') := PQ^)_ PQ^)=: P^') — PC^),
P^)==: P^') =P(V '),

Pour le type IV, le procédé est analogue. Toute fo rmule (19) pou-
vant être ramenée à une formule pa r t i cu l i è r e par des transformations
convenables (i 3) e t ( i 4 ) » notre théorème se trouve a i n s i démontré.

6. Bien qu'il ne nous soit pas permis de dire avecBiemann que
deux fami l les ont toujours le même groupe si leurs exposants corres-
pondants ne diffèrent que par des entiers, i l reste n é a n m o i n s vrai,
d'après le paragraphe 4, que si deux famil les différentes pouvaient
avoir les mêmes exposants elles auraient le même groupe. A cette
remarque ajoutons l 'observation que, si (P^, P^) et (P^, 'P^) sont
des systèmes correspondants de deux famil les ayant le même groupe,
l'es termes logarithmiques disparaî tront dans le développement autour

( l) Ce théorème n'est pas toujours vrai pour des familles binaires plus ^énérale^ {Voir
ma Thèse.)
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du po in t a de l'expression

(p^)^),,, P^p^)),

En se servant de ces propriétés et de celle qui est exprimée par le
théorème III du paragraphe précédent on appl ique sans aucun chan-
gement, à toute f a m i l l e que nous venons de dé f in i r , les calculs des
paragraphes 4 et 6 du Mémoire de Riemann. Nous arrivons ainsi ,
suivant les démonsira t ions de l ' i l lus t re géomètre, à ces résultats fon-
damentaux : q u ' u n e f a m i l l e est u n i q u e m e n t déterminée par ses expo-
sants, et que des branches correspondantes ( 1 ) de trois familles ayant
le même groupe sont reliées entre elles par une équat ion l inéa i re
homogène a, coef f ic ients r a t i o n n e l s ( 2 ) .

Nous avons m a i n t e n a n t terminé notre examen des par t ies du
Mémoire de R i e m a n n re l a t ives au groupe de monodromie^ en basant
tous nos r a i sonnement s sur les d é f i n i t i o n s ( I ) , (11), (11?), (IV). Si
rem m o d i f i e ces d é f i n i t i o n s i l s ' ensu i t des chan^ernents dans les résul-
tats qu ' i l peut , être in té ressan t de discuter. M'ai» nous en resterons
là. Dans cet ordre d ' idées , le lecteur peut consul ter la, seconde part ie
de la Thèse de l ' au teur où l 'on considère des famil les qui ne sat isfont
p l u s à ( I V ^

( 1 ) Pur le Umno hranc/nw cormpmlwUGS do doux familles P cl P ayant lo même
Sroupe, nous oniendons les deux membres P', P', ou les deux membres P^ P^ de deux
systèmes eorrespondilnis (P', P^, (P, P").

( 2 ) Dans l'énoncé do Rienunm on trouve l'assorlion qu'une branchfô d'une famil le liyjier-
j^éornéIriqiK; [mul (HI^ exprimée par une combinait-ion linéaire à coefficients rationnels de
deux ImmchoH correspondantes apparlonant à dos lamilles quelconques ayant le inôrne
aroupo. Cette assertion est inoxactfâ si les deiii dernières familles ont un rapport
nitionnoL


