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SUR LA THEORIE

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES,
Par M. D.-R. CURTISS.

Le Mémoire fondamental de Riemann sur les fonetions hypergéome-
triques (*) a son intérét principal dans ses méthodes puissantes et
originales qui ont conduit aux résultats des plus importan(s dans la
théorie moderne des équations differentielles linéaires. Mais dans ces
considérations Villustre géometre a exelu les cas ol les exposants
d'un point singulier different par un nombre entier, et dans ses con-
clusions il y a une inexactitude quand certaines sommes des exposants
sont des entiers. M. Schilling (*)) a examiné le groupe de monodromie
dans ces cas par des méthodes géometriques et M. Ritter (*) a aussi
trailé ces questions, toutefois avee un manque de rigueur signalé par
M. Schilling. Dans la these de Pauteur () on peut trouver une géné-
ralisation des méthodes de Riemann qui s’applique non sculement
aux familles hypergéométrigues, mais aussi bien aux familles d'une

(V) Leitrige zur Theorie der durch dic Gauss'sche Reihe ¥z, By, x) darsiellbaren
Functionen. Werke, 1857, p. 67. Foir aussi le cours lithographié de M. KLuix sur les
fonctions hypergdéomélriques, 1893-18¢4.

(*) Math. Ann., \. XLVI, 1895, p. 558.

(%) Math. dnn., L. XLYUI, 1896, p. 1.

(%) Harvard University. Imprimée dans les Memoirs of the dmerican Academy of
Arts and Seiences, 1. X1, 1904, n 1.

dnn, Be. Norm,, (3), XXIL — Mans 1gufi. 16
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classe beaucoup moins restreinte. Cest de cette source que j'ai tivé la
plus grande partie de ce qui suit, tout en faisant quelques change-
ments et additions.

Nous n’essaierons pas une discussion de toutes les questions consi-
dérées par Riemann, Uétude du groupe de monodromie étant notre
but principal.

I. Une famille hypergéométrique, dans le sens que nous donnons
4 ce terme, est formée par Uensemble des solutions de I'équation dif-
férentielle

d*pP ( A L R A A EE RN
dx? . T — xr—b x—c e

W a—b) (a—c)  pp" (b ay(b—c)
_l_ RN, S :;_,:: ;{ et i st -i. e i A:.l,v ; ./’ s s

VY (¢ o a) (¢ b) P

~f e . (.l-‘— AAAAA ”)(,1- v./,)(.,-.__(-)

ot N, W, p/, p, v, v sont assujettis i la seule condition
Wt W o ol el e v = v

De équation (1) on peut tirer les proprietés d'une telle famille. Ce-
pendant Riemann a préfére partie d’une définition explicite et nous le
suivrons dans cette voie.

On peut donner & la définition de Riemann la forme suivante :

L. Toute fonction de la famille est holomorphe dans tout le plan,
exception faite de trois points a, b, c.

[L. P, P, P" étant trois branches quelconques appartenant i la
famille, elles satisfont & une équation

¢ Pl g ¢ P e " P =
ol ¢, ¢, ¢" sont des constantes.

HI. Il existe des nombres 3" et 27 dont la différence n’est pas un
entier et des branches P¥, P ayant pour développements autour
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de a
N7 A0
PO = (x — a)¥ Z gnle—a)t ot o
Sn s So )
n=0
n oo
PO (e —ap N ghw—ay,  gio.
7 =)

De plus il y a des branches P, P ayant des développements ana-
2 s

logues autour de 6 et P, P™ avec des propriétés semblables rela-

tives a c.

IV. Les nombres A7, A7, p/, 1, v/, v" sont liés par la relation
Y A L S A—1 I

Afin admettre les cas o 2/ — 17, p/ — p/, v — v” sont des entiers,
nous remplacons HI et IV ci-dessus par les définitions suivantes :

HU. I existe deux branches linéairement indépendantes, P’ et P7,
et un nombre o tel que

lim (e —a)*P'=o,
S

lim (0 —a)4P" =0,

[V'. Dans tout point en dehors de «, b, ¢ aucune branche de la
famille n’a un zéro d’ordre plus ¢levée que 1.

Nous allons maintenant rappeler des conséquences directes de ces
définitions modifi¢es, sans toutelois nous arréter trop longtemps sur
des considérations qui sont déjh assez familicres.

Des définitions I et I et de Uexistence des branches linéairement
indépendantes (zocr 1117), il suit qu'une famille hypergéométrique est
binaire, ¢’est-a-dire qu'on peut exprimer chaque branche comme une
combinaison lincaire homogene a coefficients constants de deux
branches linéairement i ndépendantes, etréciproquement toute expres-
sion de cette espece représente une branche de la famille. Suivant
Pusage ordinaire de la théorie des ¢quations différenticlles linéaires,
nous dirons que Pensemble de deux branches ainsi constitué forme
un systéme fondamental. On déduit par des procédés bien connus
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Pexistence du eroupe de monodromie d'une telle famille; on montre
o
aussi que les substitutions subies par un systéme fondamental quand
la variable décrit un contour fermé quelconque sontdes combinaisons
de trois substitulions fondamenitales S,, S,, S, qui correspondent i des
« b ¢
lacets entourant les points «, b, ¢ respectivement. Nous allons suivre
Riemann en choisissant ces lacets de maniére que nous ayons

(2) SchSu:lv

P . . 1 (]
le symbole 1 désignant la substitution )
v L O 1

Si, pour un systeme fondamental (P, P”), nous avons
. myorey
S,= ( )7
Ly Iy,

g~ 1y

équation

(3)

m, Ny = (o

sera la méme pour tout autre systeme fondamental. Les deux racines
de (3), g, 0% que nous appellerons les multplicaccars de la famille
pour le point @, sont ainsi des invariants de la famille.

Si pl, 5= @), 1l existe un systeme fondamental (P

ala forme
(p,’, o "
0 p:’( )

Dans ce cas @ sera un point singulier ordinaire.

Si g, = p,,, il est possible qu'il y ait encore une S, de la forme (4),
mais alors chaque systéme fondamental aura la méme S,. Pour une
telle famille nous donnerons au point @ le nom de point apparent.

Dans le cas ou les multiplicateurs pour @ sont égaux, mais ou il
n’existe pas une S, de la forme (), il y aura cependant des systemes
fondamentaux, que nous désignerons encore par le symbole (P, P),),
pour lesquels S, est de la forme

/ .
(5) o °
' rq ” s
\ P/r R P'l

o P ) pour lequel S,

a’
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C, étant une constante = o, dont la valeur dépend du choix de
(P, P,). Nous appellerons alors a un point logarithmique de la famille.

a’

Si &', k" sont des solutions quelconques des équations

bl = ¥k, ol = ek’
les systemes fondamentaux que nous avons désignés par le symbole
(P!, P,,) auront dans tous les cas la forme

a’

( Pr=(x—a)" ®'(r),

6 . . , Co
(6) ’ Pl=(z—a) O (2) -+ —;—’é Pllog(x—a), .

o ®'(x) et ®"(x) sont des fonctions uniformes dans le voisinage
de a, et ol G, est une constante égale 4 zéro si @ n’est pas un point
logarithmique.

En se servant de la detinition I, on démontre facilement I'exis-
tence de deux nombres 1, 27, les exposants de la famille pour le

yoint a, salisfaisant aux ¢quations
I
P:C — ,;:27'::"/“’ p:" - (’,z'n:tl”,
et de systemes fondamentaux particuliers, que nous désignerons par

le symbole (P*, PP pour lesquels on a les développements autour
de a:

et Sk
X TN
PO = (2= ) ¥ gz —=a) g 5o,
ne ()
(7) =t ek
~ C
YLE S A .
P = (2 — a) 2‘ g (2 —a)+ 211. P log(z —a).
T
nes )

Comme précédemment, C,= o si a est un point ordinaire ou appa-
rent. Nous prendrons gy == o sauf quand, @ ¢tantlogarithmique, une telle
notation donnerait A’ —721"<C o; dans ce cas nous supposerons nuls un
nombre suffisant de coefticients g’ pour que 'on ait A= 1". Si a est
un point ordinaire, A’— A” n’est pas un nombre entier. Dans le cas
ol @ est un point apparent, nous choisirons Ia notation de maniére
que le nombre entier 2'— A" soit positif. La convention déja adoptée
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quand a est logarithmique fait que le nombre A”— A" est un entier
positif ou zéro.

On voit quela notation (P., P’) coincide avecla notation (P, P®)
4 moins que @ ne soit un point a[‘)parvnt Dans ce dernier cas, tout
systéme fondamental a le svml)olv(l’", 1), mais il existe des systémes
qui n’ont pas le symbole (P%), PO,

Dans ce qui précede nous avons supposé que a est un point i dis-
tance finie. Si, au contraire, @ est a U'infini, il faut remplacer (2 — a)
par — ~ dans les formules (6) et (7).

D(, méme, on a pour b et ¢ des multiplicateurs gy, g, ¢t g, g, aux-
quels correspondent des exposants @/, p” et v/, v7, respeclivement.
Nous emploierons ici une notation analogue a la notation des for-

t>)
mules (6) et (7).

D'apres la délinition 11, il existe entre (rois systémes (P, P)),

(P,, Py), (P, Pl )de la méme famille une relation

4

| Pu==al, - Pz, Pl 5,1,

8
) ) l)l'L == /l p ot 15) P/) '/1]’:',|m 01 ])’(’w

que nous écrirons plus britvement
(Ply P7) = B, P) = G(P, PL).

Comme pour lnuL HVS[(’III(‘ f()!l(lllll(‘lltdl les déterminants de S,
Sy Se sonl égaux & g, g0, 2,05 fnfer 00 a dapris Uéquation (2)

(9) GO b PP == 1

ou
Ao 1 g ( e [J 4 v = v un entier.

Pour achever l'identification des définitions IV et 1V on considere
"expression
davr L, dr

dr d.r

D= pr

Comme on le sait, le seul effet de la substitution d'un autre Sys-
teme fondamental au systeme (P, P7) est de multiplier D par une
constante. On voit facilement que les termes logarithmiques dispa-
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raissentdans les développements de D autour de a, b, ¢, et qu’en effet

e

D=(zr—a )}"-(-)."-1 (& — D)W=+p" 1 (p —¢ )v'4-v"—-1q}(x)’

() étant un polynome. De plus, en se servant de la définition IV
on peut démontrer que ¢ () est une constante = o, et que D a le
point & 'infini pour zéro d’ordre 2. Par conséquent on a 'identité

»

e (W= W 1) = (e 1) — (V= — 1),
ou

(10) Koo R e o e e v = =

comme dans la définition IV,

Dans ce qui précede nous avons suppost que «, b, ¢ sont tous des
points & distance finie. S'il n’en est pas ainsi, il est facile de voir la
modification qu’il faut apporter au raisonnem ent.

Nous avons ainsi défini une famille de fonctions que nous désigne-
rons par le symbole de Rieman n

et qui est identique, comme on peuat le démontrer sans dilficultée (1),
avee la famille des solutions de I'équation différentielle (1). Mais il faut
noter que, bien qu’il y ait symétrie entre les trois premicéres colonnes
du symbole, les exposants d’un méme couple ne peuvent pas étre per-
mutés entre eux si leur différence est un nombre entier. Il n’y a pas
d’autre changement & apporter au paragraphe II du Mémoire de
Riemann. En particulier, une transformation linéaire convenable-
ment choisic change les trois points singaliers en trois autres quel-
conques, les exposants restant invariants. Par conséquent, on peut
ramener P'étude dune famille hypergéométrique quelconque  celle
d’une famille i points singuliers o, o, 1.

(') Foir Picann, Traité d' Analyse, 111, olt Pon trouve une méthode qui s'applique ici
avee peu de changement.
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9. Nous sommes maintenant en mesure d’¢tudier comment il faut
modifier le théoreme de Riemann d’aprés lequel les exposants déter-
minent le groupe de monodromie, ¢’est-i-dire que deux familles ont
le méme groupe si leurs exposants correspondants ne différent que
par des entiers. Dans ce dessein nous suivrons Uillustre géometre en
faisant un examen des formules (8).

Mais il faut d"abord préciser ce que Pon entend pav le terme familles
ayant le méme groupe. Nous désignerons ainsi deux familles hyper-
géométriques P et P aux mémes points singuliers @, b, ¢, s'il existe
dans une famille un systtme fondamental (P, P7), et dans autre un
systéme (P, P), tels que pour un contour fermé quelconque les deux
systémes subissent toujours la méme substitution, 'un et autre.
Nous appellerons alors les deux systémes (P, P7), (P, P” ), systémes
correspondants. Mais, puisque, dans ce cas, les systémes fondamentaux

my oyt my 1y P
( (l”, ])//) ol ( (l", l’"),
ny Ry \my

N \

ou m,n, — myn, 5= 0, seront aussi des systémes correspondants, on
voit que sideux familles hypergéométriques ont le méme groupe, tout
systeme fondamental de 'ane a son correspondant dans Mautre ().

Par sa définition méme, un systetme fondamental (P, PI) d'une
famille P a la substitution caractéristique

’ X
(8]
.
Pl( -
‘Sw = /g " ) *
N PP

Alors un systeme correspondantd’une famille P est nécessairement
un systeme (P, P!) ayant la méme valeur de €, que (P, Py, Méme
remarque pour b et c. De plus, il est évident que toutes les familles
ayant le méme groupe possédent les mémes multiplicateurs.

Une propriété importante de familles ayant le méme groupe est
exprimeée par le théoréme suivant :

(1) Lo effet, il y aura une infinité de systémes correspondants ; si, par exemple, (P',P")

correspond a (P, D7), il en sera de méme pour tout systeme (AP, £P), /o étant une
constante quelconque.
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Si (P, P") et (P, P") sont deux systémes fondamentaux correspon-
dants (choisis d’adleurs arbitrairement) de deux familles ayant le méme
groupe, el st(P', P") est relié a certains systémes fondamentaux (P, P.),

(Py, Py, (P, P) par la formule “
(P, BTy == A/ (P, Pl) = BI(Py, Py) = €' (P, L),
on a alors pour l'autre famille une /or‘nmlc
(P, P")=A' (P, T,)=8B(P,, P,)=C(P,,P.),

les constantes associées G, Gy, Co, atnsi que les coefficients, étant les mémes
dans les deux formules.

En cffet, le systeme fondamenal
(P, Pl = A 1(P, P

C()I‘I‘(‘Sl)()l'l(]l'él au systeme A (1, P”). Par conséquent, ce derniersera
un systeme (P, Pl) avee la méme constan(e associée C, que celle qui
appartient a (P, P’y Nous aurons alors

(’iT/,'Ii//) e /\I(F:L, P N,

/s

le méme raisonnement s’applique anx autres parties des formules.
En particalier, si une famille P renferme des systémes fondamen-
taux (P, P7), (P}, P}), reliés entre cux par une formule

o 21 = "
l.),‘ == Jl b -+ lj ])l,,

i .. ! o
' Pu == /P/;_i" Ol)/)’

(11)

une autre famille P ayant le méme groupe possede des systémes

Ty ™\ 'Y kry/ . s p , .
(P, PL), (P}, P} ), qui satisfont aux équations

(P ol 6T,

( 12 ) T Ty / Y4
| P = 4P+ 57,

"=

les constantes C,, C, étant les meémes dans (11) et (12). Réciproque-
« b
ment, si deux familles P et P, ayant les mémes multiplicateurs, pos-
Ann, fic. Norm., (3), KX, — Mans 1gnfi. 17
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sedent des systemes fondamentaux de Pespéee indigquée qui satisfont
aux ¢quations (r1) et (r2) et pour lesquels les constantes associces
ont la méme valeur, elles auront le méme groupe. Car, s'il en est
ainsi, les systemes (P, P') et (P., P!) auront les mémes substitu-
tions S,, Sy, et, par conséquent, d'apres (2), la méme substitution S,..
Puisque toute autre substitution n’est qu’une combinaison de ces
trois, (P., P) subira toujours la méme substitution que ‘P, D)
quand la variable décrira un contour fermé quelcongue.

Nous avons ainsi donné¢ une condition néeessaive et suffisante pour
que deux familles aient le méme groupe. Mais avant daller plus loin,
observons quel arbitraire entre dans une formule (r1). Supposons,
en cffet, qu’on parte d’une formule particulivre

14

’

(1 e ‘U.(.L”, - —j-‘.L m:
(Xl/) « ~ Iz ( I
W = oWy,

. - Y /! 3 » Th ‘ » q o ¥ . +f e g ! "
Le systeme (@), @) estrelié ioun autee systeme fondamental (P, P)
de Ta méme famille par des équations

q \ [)I,C —— /“l ("‘)//z =t /'.2 (}";,u
(13) § oo Y "
’ l)n - ll "LM -~ /‘.9 "L)/H

dans lesquelles les coefticients sont assujettis, en dehors de la rela-
tion &0, = kyl, = o, aux conditions suivantes :

19 Siaestun pointordinaire, £, =
quelconques =& 0. 2° Si @ est logarvithmique, £y,= o3 £, {, sont des
nombres quelconques =4 o3 £, est tout & fait arbitraire. Si « est un
point apparent, les cocfficients de (13) satisfont & la seule condition
kyly— k(== o. Les constantes associées de (€, 47 ), (P, P! ) élant e,
et G, respectivement, nous aurons la relation

=0, l==03k, et/, sont des nombres

kCopz= 0,2,

De méme (47, ) est relié & un autre systéme (P, Ph) par une
formule analogue
{ Pl ey Wyt A,

14) )
(4) | V= %, + 9,
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En faisant ces substitutions dans (r1"), on aura une formule (11)
dans laquelle certains coefficients pourront étre pris plus ou moins
arbitrairement. Nous trouverons, en elfet, que cing au moins des quan-
tités o, B, v, 2, Cpr Gy 'p(*uvvnf prendre des valeurs quelconques = o,
a moins qu’elles ne soient nulles dans (oute formule (11) de la fa-
mille. Mais nous réservons celle discussion pour le paragraphe sui-
vant.

Bien qu'une formule (1) puisse étre ainsi, en grande partie,
choisie a notre gré, ses coefficients et constantes associces doivent
toujours satisfaire & une certaine relation que nous allons maintenant
établir.

Pour un systeme fondamental quelconque on a, d’apres 'équa-

tion (2),
- my g _—
St == 8 S,
ny Ny

.

. .. . I 1 .
Les racines de (3) pour S.' sont => = ee qui nous donne

e e
(13) ’
15 s S Ty = Iy I
. P:p,’, 1702 276
. 1 I
(16) T ol e T RN Sy
PL‘ Pr

L'équation (15) est équivalente & (g) puisque, si Pon désigne
par dét.S le déterminant de la substitution S,

Mais (16 ) donne une nouvelle relation qu’on peut immédiatement
obtenir apres avoir caleulé, au moyen de (11), S8, pour le systeme
fondamental (P, P)). En substituant dans (16) les valeurs de m, n,,
ainsi trouvées, nous aurons, apres quelques transformations,

o I . Il r
(17) ad A (pulope 1) (Pulupe—1) + By (Pepipe — 1) (Pupife—1)
o () 4

M o ’ t ' a4 ! "oy 1 hl VPN N B
= CuoBp, pi(py—py) -+ Cofpop,prlpn—pr) + CaCo B2 puphp. == 0.

Cette équation est vérifice quelle que soit la formule (11). Par con-
séquent, quand nous avons donné un systeme de valeurs & cinq des
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quantités «, 8, v, 8, Cus Gy qui sont ou a notre choix, ou-nécessaire-
ment nulles, la sixiéme sera déterminée par (17). Nous serons ainsi
en mesure de décider si deux familles données ont une formule (11)
commune. Nous verrons que ceci n’est pas toujours le cas, méme
quand les familles ontles mémes multiplicateurs ; mais, dans le para-
graphe suivant, nous allons faire une classification des familles hyper-
géométriques telle que celles de la méme classe et ayant les mémes
multiplicateurs ont une formule (11) commune et, par consc¢quent,
ontle méme groupe, tandis que deux familles de classes différentes
n’ont jamais cette propriété.

3. Pour faciliter nos recherches, nous allons diviser les [fanilles
hypergéométriques en quatre ¢ypes. Ce principe de classification,
suggéré par la forme de (17), aura d"ailleurs sa justification dans la
suite. Ces types correspondront aux relations suivantes :

iy, [ B4 "no_r 4 [N AN B4 Lo .
Tves 1 PuPolPe7=1, PealPoPe 7"“i ’, PrPole /‘/ I, Prefnfe 18
[ AN "ottt ton 0 Y N

» 11 Pulofe==1, PalPolfe A1y PecluPe /{‘ Ty Pulfufer =135

[ . noror ron L s v
» [ll Pw Pl'P(‘ = P(LP(: p(r =1, (Ju PI/ P(.- /f‘ Iy r"//: P,Iﬁ (J,{, b

\J Lo "o’ r ... - [P o L
» l\ p//P/)P(: =, Pup/: g =1, .DILPIIP(.' ==, Pn.P/;P’n ER B

On voit facilement que, par un choix convenable de notations, on
peut ramencr une famille hypergéometrique quelcongue a un de ces
quatre types. L'équation () donne, pour chaque type, des relations
semblables aux précédentes entre les quatre autres produits g, 4.

Pour classer les familles de chaque type, nous chercherons toutes
les formes possibles de (11) qui ne peuvent pas étre transformeées les
unes dans les autres. Nous démontrerons plus tard existence de fa-
milles dans chacune des classes trouvées par ce procédé.

Tyer I. — Remarquons d’abord que 8 ne peut étre nul dans aucune
formule (r1), ce qui résulte immédiatement des inégalités caracté-
ristiques de ce type, de Uidentité (17) et du fait que a8 — By o o.
Par conséquent un point apparent est impossible, car si @, par
exemple, était un tel point, tout systéme fondamental serait un
systtme (P, P,), et la premiere ligne d'une formule (r1) pourrait
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étre P, = P,. Mais ceci ne peut arriver, puisque { n’est jamais nul. Le
méme raisonnement s’applique &6 et a ¢, par symétrie. Il y a mainte-
nant trois cas & considérer.

Si a et b sont tous les deux des points ordinaires, C,= C,= o, et
les inégalités caractéristiques du type, P'équation (17), et la relation
@8 — By =% o montrent qu'aucun des coeflicients o, B, v, ¢ ne peut
étre nul. En faisant des substitutions convenables (13) et (14) dans
une formule particuliere (117), on donne & «, B, ¢ des valeurs quel-
conques 7= o, et vy se trouve déterminé par (17). Par conséquent,
toutes les familles de cette espece qui possedent les mémes multipli-
cateurs ont une formule (11) commune. ‘

Si I'un des deux points a, & est logarithmique et autre ordinaire,
on pourra faire en sorte que @ soit le point logarithmique par un choix
convenable de notations. Geei posé, on a g, = g, C,5 0, = o.
L’équation (17) montre que ni 2, ni B ne peuvent étre nuls. Des sub-
stitutions convenables (13) et (14), appliquées & une formule parti-
culiere (117), donnent des valeurs arbitrairves (zéro excepté) a G, «,
B, tandis que 2 peut avoir une valeur quelconque, y étant alors dé-
termin¢ par (17). Par conséquent, ici encore, toutes les familles
ayant les mémes multiplicateurs ont une formule (11) commune.

On a le méme résultat si @ et b sont tous les deux logarithmiques,
puisque, dans ce cas, on peut donner & G,, Gy B des valeurs quel-
conques == o, tandis que « et ¢ sont tout i fait arbitraires, ¥ étant
déterminé par (17).

Puisque dans ce type le caractere d’un point singulier dépend
uniquement des multiplicateurs, deux familles aux mémes multipli-
cateurs auront ici des formules (11) communes et, par cons¢quent,
elles auront le méme groupe. En d'autres termes, il n'y a, dans le
type I, qu'une seule classe.

Tyee I1. — Les relations caractéristiques de ce type montrent que a,
b, ¢ sont tous des points ordinaires. L'équation (17) se réduit a
By = o, et nous aurons ainsi a envisager les trois cas :

1. B=o, ¥ #o.
11, tfj 0, Y == 0.
111. (..'):':;(), 7 == 0.
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Dans le paragraphe suivanton trouvera toutefois que le troisiéme
cas est impossible pour les familles hypergéométriques ('). Dans les
deux autres cas ni @ ni ¢ ne peuvent étre nuls, mais les trois coeffi-
cients différents de zéro prendront des valeurs arbitraires. Par consé-
quent, on peut transformer toute formule (11) d'une famille du
premier cas en une formule

D/ — P’
l o= 1 b
" .

PL="P,+Py;
de méme toute famille du deuxiéme cas possede la formule

7 ' "
Pa = p/; -+ P/n

A YN
Pa“— [ b

mais il est impossible de transformer une de ces formules dans
Pautre. Admettant alors Uexistence de familles hypergéométriques
dans chacun de ces cas, il résulte de Ia que nous avons ici deux
classes; nous les désignerons par les n°® 1 et 2 respectivement.

Tyee II. — On a, pour ce type, p,=pl, oy ou/epn; done
Cy=o0 et (17) se réduit & C,af = o. Trois cas se présentent :

1° C 55 0, a=~o. Dans toute formule (11) f=o0, c=£0. Cp o,
peavent prendre des valeurs quelconques =£ o, tandis que v est tout
a fait arbitraire.

2% C %0, 2 =o0. Gy, B, v ne peuvent jamais étre nuls, mais il n’y
. :~1’r tre L'[ ir les vale .-dx(" (VPN
a pas d’autre restriction pour les valeurs de C,, 5,7, ©.

3¢ G, = o. Nous pouvons toujours prendre ici B=v=0, =2 =1.

Les formules de ces trois cas étant essentiellement différentes
entre elles, nous aurons ici trois classes, auxquelles nous donnerons
des numéros correspondants.

(*) Mais d'autres familles binaires peuvent étre de cette espéce, par exemple la
famille ¢g &b (2 — 1) - ¢y &2 (2 — 1), pour Jaquelle la somme des exposants est nulle.
(Poir ma Theése.) ’
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Tyee V. — Des relations caractéristiques de ce type on déduit les
"

équations o, =g, g,= 0, p,= g. L'équation (17) se réduit a
C,Cyfs = 0. Quatre cas sont & considérer :

I. C,=o, Cr#o.
11. G52 o, Cp=o.
IM1. Cus#2 0, Co7# 0.
1V. C,= o, Cy,=o.

Si deux familles appartiennent & deux cas différents, il est évident
quelles n’auront pas le méme groupe; il reste & démontrer que
chaque cas donne une seule classe.

On vérifie sans peine le fait que toute famille de ce type a une

formule
P,="r,

) L A— )'/
1 [ I bH*

En tenant compte de Pidentité S,;' = 8§,S,, on voit que, pour une

1

telle formule, C,, G, C. sontreliés entre eux par I'équation
Gt Cp -+ Co=o.

Dans le premier des quatre cas, G, peut prendre une valeur quel-
conque =4 o; dans le deuxitme cas, on a la méme liberté dans le
choix de C,. Quant au troisicme, nous démontrons dans le para-
graphe suivant que C,= o (*); nous aurons done C,= — C;, et 'on
peut donner a G, une valeur quelconque = o.

Par conséquent, & chaque cas correspondra une seule classe que
nous désignerons par le méme numéro.

4. 11 reste 4 justifier Pexclusion que nous avons faite de certains
cas, ot 4 démontrer existence de familles de chacune des classes
signalées dans le paragraphe précédent. A cet effet, nous allons
chercher entre les exposants des relations qui seront caractéristiques
de chaque classe.

(1) Mais tous les trois points singulicrs peuvent gtre logarithmiques pour des familles
binaires dont la définition coincide avee celle des familles hypergéométriques dans les
parties I, 1, II' sculement. (Poir ma Thése.)
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Dans cette investigation une grande importance s’attache a la
recherche, dans une famille hypergéométrique donnée, des fonc-
tions dont toutes les branches sont des multiples constants d’une
seule branche. Par analogie avec notre désignation de familles bi-
naires, nous appellerons I’ensemble des multiples constants d’une
telle branche une famille unaire. Les exposants d’une famille unaire,
qui appartient & une famille hypergéométrique, seront A, M, N, ol
A est une des quantités A’, 27, M est une des quantités p/, " et N une
des quantités v', v”. Par suite, une branche P® d’une telle famille a la
forme, si @, b, ¢ sont a distance finie,

PM == (2 — a)d (r — DM (z — ¢)Y G(x),

ot G(.x), n"ayant pas d’autre singularité qu'un pole a infini, est un
polynome. Nous avons donc

(18) A+ M -+ N ==un entier négatif ou zéro.

Quant i G(x), il résulte de la définition (IV") que son degré est, ou
—(A+M+N), ou — (A -+ M+ N+1), suivant les valeurs des
paramdtres de la famille hypergéométrique. Si & est i infini P4 aura
la forme

PO = (& — )M (x—c)NG ().

La relation (18) sera encore vérifice, mais le degré du poly-
nome G(z ) sera toujours - (A + M + N).

Appliquons maintenant ce résultat aux types et elasses du para-
graphe 3, les points singuliers étant toujours a distance finie, hypo-
these justifiée par les remarques de la page 127.

Tyee I. — Les relations entre les multiplicateurs, qui définissent ce
type, sont équivalentes aux suivantes entre les exposants; A+ p/~+v ,
WA=/ Y N A= =V, A 4/ 49" ne sont pas des entiers. Une
famille unaire ne peut jamais exister dans une famille hypergéomé-
trique de ce type.

Tyee II. — AN+ '+ v est un entier; A"+ WAV, N A Y,
N+ =+ v ne sont pas des entiers.
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Classe 1. — Une branche P, ¢tant aussi une branche Pj, tous ses
prolongements analytiques ne sont que des multiples constants d’elle-
méme. Son exposant au point @ est A’, et & b, p'; au point ¢ elle a
nécessairement exposant v/ a cause de (18). Nous aurons donc une
famille unaire

k(z —a) (2 — bW (x—c) G(x),

en désignant par £ une constante arbitraire et par G(x), comme dans
la suite, un polynome qui n'a pas de zéro aux points «, b, ¢. On a,
d’apres (18),

K +v'Zo.
On voit facilement qu’il n’y a pas d’autre famille unaire dans une

famille hypergéométrique de cette classe.

Classe I1. — D’une maniére analogue on trouve qu’il y a ici une
seule famille unaire

k(x—a) (x— bW (x—c)" G(x).
On a
e I TIAEN / 0,
d’ou on déduit, en se servant de 'identité (10), la relation

N o= ! V' > 0.

Nous sommes maintenant en mesure de justifier exclusion du
troisidme cas, car, si ce cas pouvail avoir lieu, on aurait les deux
relations

N pl=v'zo, W pl = v"C o,

qui sont en contradiction avec (10).
Tyer . A 4 p/ v, N+ p/ 4+ sont des entiers; A+ p'+ v/,

N 4 '+ v” ne sont pas des entiers. A’ — A” est un entier positif ou
2670,

Classe I. — La seule famille unaire est

k(z— a) (z— bW (x—c) G(z).

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Mars 1900, 18
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Nous avons

MV ol

Classe IT. — La seule famille unaire est

klx—a)(x — bW (z—c) G(x).

On a la relation
M p+v"Zo
qui est équivalente &
N pf v > W=
Classe III. — Ici on a deux familles unaires, avant & b des expo-
sants p’ et k”. BEn examinant toutes les hypothéses possibles sur les
autres exposants et en rejetant celles qui sont en contradiction
avee (10), on trouve que ces familles ont les formes
(e —a (x—0)W (x—c) G'(z),
k(2 — a) (i — D)W (& —c) G"(x).
Les relations

)\”"*" {.L, + Vli 07 7\” "(’ {J'” "'+‘ V” _.. 0

sont équivalentes &

N R Z N = ) 4=y > 0.

Tyee IV, WA /v, N/ v, W+ v, W 4 /v sont
tous des entiers. A’ — A7, u' — ", v — v sonl des entiers positifs ou
zéro, d’out résulte U'inégalite

W pl 4=V >0,

Classe I. — L’équation C,~+ C,+ C.= o devient ici G, + C,= o.
Les points b et ¢ étant ainsi logarithmiques, les exposants pour ces
“points d’une famille unaire sont nécessairement p’ et v'. En effet, la
seule famille unaire est
k(z—a)(z— bW (r—-c) G(z).

La relation
W = v'Z 0
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est équivalente &
W NZN o v (> p — v — V).
Classe 1I. — Tci les points @ et ¢ sont logarithmiques.
La scule famille unaire est
(e —a)(x— bW (x—c),
et Con a la relation
Pl = 20 e V(> W — A — ),

Classe I11. — Nous pouvons maintenant justifier notre exclusion du
cas G, o en remarquant que dans une famille de cette espéce ily
aurait une famille unaire aux exposants A, u', v/, ce qui est impos-
sible puisque X'+ p/ +v'> 0. Nous avons donc C,= o, et la seule
famille unaire est

k(x-=a)(z— b))V (x —c) G(a).

On aici

Ve VN e e V(> W — N Al — ).

Classe 1V. — Chaque branche d'une famille de celte classe fait
partie d'une famille unaire. On démontre sans difficulté qu’une
branche P ne peut avoir 2 b et & ¢ que les exposants p” et v, d’otr il
résulte que cette branche est de la forme

PO = (& — a)"(x — 0 (x— ) G'(x).
D'une maniére analogue nous aurons

PV = (2 — a)¥ (& — bW (z — ) G (z),

PO = (& — a) (x— o)W (x — c)” " (z).

On obtient les inégalités

L=
Mol AV > S =
v — v,

Ces relations pour les classes des trois derniers types sont inscrites
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dans le Tableau suivant, ol nous désignerons par A, ., v les diffe-
rences A’ — A7, p/— ", v'— v" respectivement ().

Tyee 1I. — Classe 1. N p' v 2o,
» 1. W' +v'>o.

Tyeg 111. — Classe 1. N pl v 2o,
» Il Vel v >0,
o AL hZN4+p V> 0.

Tyre 1V. — Classe 1. Mzl A gl V(> ),
» o1l Pk V(> kA4 ),
wo A v N e =V (> ),

» V. W pl A=y >,

Dans chaque type toute valeur qu’on peut donner it A+ p/~- v/
satisfait & une de ces relations, mais deux d’entre elles ne peuvent
étre veérifices i la fois. Par conséquent, la classe d'une famille est
connue quand ses exposants sont donnés. En admettant existence
de familles pour lesquelles 7' p/ - v a une valeur quelconque, ce
qui est d’accord avee nos définitions d’une famille hypergéometrique,
et ce qu'on peut en outre déduire de Péquation différentielle (1),
nous sommes ainsi assurés de Pexistence de familles appartenant i
chaque type et chacune des classes que nous avons distinguées.

5. Du paragraphe précédent on peut déduire immdédiatement des
propriétés importantes des familles hypergéométriques; elles sont
contenues dans les trois théoremes suivants :

1. L’existence d’une relation A+ M + N = un centier est une condi-

tion suffisante (nous avons déja va qu’elle est nécessaire) pour gu’une
SJamille hypergéométrique renferme une famille unaire.

(1) Poirles Tableaux de Ritter (loc. eit., p. 11-15) oit des conditions gont aussi don-
nées au moyen de A == oz v. Les elasses sont désignées suivantl un autre ordre que celui
que nous avons adopté.
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On retrouve ici la condition de Frobenius (') pour que 'équation
différentielle (1) soit réductible; on connait la connexion entre ces
deux ordres d'idées. Le type T correspond ainsi aux équations irré-
ductibles, les autres types aux réductibles.

[I. Une condition nécessaire et suffisante pour que a soit un point
apparent est que A sout un entier el que N + 1/ 4 V' ou K —+ ./ +v” sotent
un des entiers 1, 2, ..., A.

On tire cetle conclusion du Tablean du paragraphe précédent en
remarquant que @ n’est un point apparent que dans la classe Il du
type 11, la elasse T du type IV etla classe 1V du méme type. On peut
comparer ce résultat avee la condition donnée par Sehwarz dans son
Mémoire classique Ueber dicjenigen Flle in welchen die Gaussische
hypergeometrische Redhe eine algebraische Function thres wvierten Ele-
mentes darstellt ().

Les paragraphes 6 ¢ 7 du Mémoire de Riemann montrent Pintérét
quil y a i connaitre tous les coefficients d’une formule (8). Certains
d’entre cax seront arbitraires, les autres étant déterminés par des
équations qu’on peut dédaire de Pidentité 8.8,8,=1. Cependant
nous ne développerons pas ici ces ¢quations, qu’on peut trouver dans
ma These (p. 28 et 2g). Mais nous donnerons dans le théoreme sui-
vant une propricté importante des familles hypergéométriques qui
concerne les formules (8) :

1. Si deux familles, P et P, ont le méme groupe, et si U'une posséde
une formule

(19) (PO, POIY = B(PW), P) = C(P), PO7),
Cautre aura la formule

(Poo, Pan) =B (Pw), Pwd) = (P, D),

(1) Journal de Crelle, . 76, 1873, p. 236.

(%) Sournal de Crelle, 1. T3, (873, p. 292-335. On lrouveau § I du méme Mémoire une
énumération de toutes les familles unaires qui peuvent faire partie d'une famille hyper-
gbomdirique.
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<

les constantes assoctées C,, C;, C, €tant les mémes pour les deux for-
mules ().

’

Nous avons déja remarqué qu'un systéme (P, P ) est aussi un sys-
teme (P®), PA)) 4 moins que a ne soit un point apparent; par consé-
quent, ce théortme ne donne rien de nouveau excepté pour la
troisieme classe du type III et pour le type IV. Mais, dans ces cas, la
connaissance de la forme des familles unaires nous donne un moyen
de construire des formules particuliéres (1g) communes & toutes les
familles de la méme classe. Par exemple, pour la troisitme classe du
type I1I, nous écrirons

PW) = PM= (2 — a) (z—b)¥ (z — )" (/(x),
G'(a)=(a— b)Y (a—c),
PO = PW) = PV = (2 — @) (2 — b)¥ (z — ¢ )" G’ (),

i(a)y=(a—b)"" (a—c)™.

ce qui nous donne la formule

PO = P — P = P — PO,

PO — P =P,

Pour le type IV, le procédé est analogue. Toute formule (19) pou-
vant étre ramenée a4 une formule particulivre par des transformations
convenables (13) et (14), notre théoréme se trouve ainsi démontré.

6. Bien qu’il ne nous soit pas permis de dire avec Riemann que
deux familles ont toujours le méme groupe si leurs exposants corres-
pondants ne different que par des entiers, il reste néanmoins vrai,
d’apres le paragraphe 4, que si deux familles différentes pouvaient
avoir les mémes exposants elles auraient le méme groupe. A cette
des systemes correspondants de deux familles ayant le méme groupe,
les termes logarithmiques disparaitrontdansle développement autour

(1) Ce théoréme n'est pas toujours vrai pour des familles hinaires plus généralos. (Poir
ma Thése.) '
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du point @ de U'expression
(PP o po_,,).

En se servant de ces propriétés et de celle qui est exprimée par le
théoreme I du paragraphe précédent on applique sans aucun chan-
gement, & oute famille que nous venons de définir, les caleuls des
paragraphes 4 et 6 du Mémoire de Riemann. Nous arrivons ainsi,
suivant les démonstrations de I'tllustre géometre, i ces résultats fon-
damentaux : qu'une famille est uniquement déterminée par ses expo-
sants, etque des branches correspondantes (') de trois familles ayant
le méme groupe sont reliées entre elles par une équation linéaire
homogene & coelficients rationnels ().

Nous avons maintenant terminé notre examen des parties du
Mémoire de Riemann relatives au groupe de monodromie, en basant
tous nos raisonnements sur les définitions (1), (11), (I1I"), (IV"). Si
Pon modifie ces definitions il §’ensuit des changements dans les résul-
tats qu'il peut étre intéressant de discuter. Mais nous en reslerons
li. Dans cet ordre d'idées, le lecteur peut consulter la seconde partie
de la These de Pauteur ol Pon considére des familles qui ne satisfont

plus & (IV").

(1) Par le terme branches correspondantes de doux familles P et P ayant lo méme
groupe, nous entendons les deux membros P, P, ou les deux membres P', P, do deux
systbmes correspondants (P, D7), (B, ).

(%) Dans 'énoneé de Riemann on trouve lassertion qu’une branche d’une famille hyper-
gbomblrique peul lre exprimée par une combinaison lindaire & coefficients rationnels de
deux branches correspondantes appartenant a des familles queleonques ayant le méme
groupe. Cetle assertion est inexacte si les deux derniéres familles ont un rapporl
rationnel.



