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ETUDE

SUR LES

FONCTIONS ENTIERES ORIENTEES,
D'ORDRE REEL NON ENTIER.

Par M. L. LEAU.

INTRODUCTION.

En ces derniéres années, les fonctions entieres ont été Pobjet de
travaux nombreux ct féconds. Depuis ceux qui ont ¢L¢ analysés ou in-
diqués dans le Livree de M. Borel ('), il convient de citer principale-
ment ceux de MM. Jensen (*), Ernst Lindelof (*), P. Boutroux (*) et
Maillet (*).

Ce n’est qu’exceptionnellement qu’on y suppose une certaine régu-
larité dans la distribution des zéros; or une telle hypothése, en
méme temps qu’elle est trés naturelle au point de vue pratique,
s'impose absolument si, aprés avoir oblenu des théoremes d’un carac-
tere trés général, on veut recueillir des renseignements plus détaillés,
6tablir des propriétés trés précises; ¢’est une seconde étape qu’il faut
inévitablement franchir.

Etant donnée une fonction entiere F(z) dont le produit canonique
est de genre £, je me suis proposé, on va voir dans quel but, de

(1) Legons sur les fonctions enticres, Gauthicr-Villars, 1900,

(2) Adcta mathematica, t. XXII.

(%) Mémoire sur la théorie des fonctions enticres de genre fini (Acta socictatis scien-
tiarum fennicee).

(*) Sur quelques propriétés des fonctions enticres ( dete mathematica, L. XXVII).

(8) Sur les fonctions enticres et quasi-entiéres (Journal de M. Jordan, 1902).

Ann. Ee. Norm., (3), XXIII. — Janvisn 106, 5]
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déterminer, abstraction faite d'un certain voisinage des racines, des
valeurs asymptotiques de et de =g ou i leur defaut Te signe et
Pordre de grandeur soit de la partie réelle, soit du coefficient de 7.
Dans ce dessein, jai fait, au sujet de la distribution des racines, les
hypothéses que la méthode dapproximation qui s’offrait rendait
strictement nécessaires. Convenons de dire d'une suite illimitée de
racines (@, = r,e) qu’elle est :

alignée, si o, a une limite o;

dirigée, si clle est alignée et si, posant

Tust g b,
I n

l, a unc limite /;
orientde, si elle est divigée et si (o, —a) et (4, — ()L ont pour limite
zéro (*).

1l s’agira de fonctions dont les racines forment une ou plusicurs
suites orientées; ceci exclut le cas d’un ordre réel nul (ecas certaine-
“mentplussimple et qui demande a dtre traité séparément); onadmettra
en outre que cet ordre n’est pas entier. (Vest, comme on voit, un cas
douteux, a laisser d’abord de coté.

Une notion est utile & introduire : celle de la densiid velative de deux
suites de racines (quelconques); on entendra par la la limite, si
elle existe, du rapport des nombres de racines de ces deux suites,
contenues i Uintérieur d’un cercle infiniment grand dont le centre est
al'origine.

F(z) étant une fonction & orientation simple, de genre £, d'ordre 2
(£ <p), I'équation F(z) 4+ 1=o0 se préte & une étude approfondie
grace aux connaissances acquises sur F et sur ':TI_’TT On classe ses ra-

cines en plusicurs suites dirigées dont on déterminera les densités par
rapport a la suite des zéros de F; ces densitos dépendent de la diffe-
rence p — £, qui joue un role important dans toutes ces questions ot

(1) Ces dénominalions sonl arbitraires; il Gtail néeessaire qu'elles fussent différentes
d'aspect et simples.
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que j'appelle I'ordre excedent ; s'il est inférieur & 3, on voit apparaitre
une suite orientée formée de racines infiniment voisines de celles de F.
Tous ces résultats s’étendent en général a 'équation F(z) + G(z) = o,
G étant une fonction entiere d’ordre inférieur i celui de F et dont les
racines sont d’ailleurs arbitrairement distribuées.

La recherche des racines de la dérivée d’une fonction orientée F(z)
est I'objet d’'une seconde application des Chapitres préliminaires.

:

L’expression permet en quelque sorte de sonder les diverses ré-

gh—1f
gions du plan; elle décele la présence des zéros de I/, et 'on obtient
les propriétés que voici : en général, la derivée d’une fonction orientde
est une fonction oreniée ; la différence des nombres de racines des
deux fonctions dans un cercle infiniment grand, dont le centre est &
origine, est finie; les racines de F’ et de F se groupent en plusieurs
suites deux 4 deux associées, et dans un couple de suites elles se cor-
respondent une & une, 4 partir d’'un module assez grand, b, 4 «,, en

bn — y

sorte que ait une limite finie et que Pon peut déterminer.

'n+1"" %n
Ces faits précis prouvent que la définition des fonclions orientées
n’est pas seulement inspirée par des nécessités de calcul, mais qu’elle
est dans la nature méme des choses.

La méthode qui m’a servi dans le probléme précédent s’applique,
convenablement modifiée, & des fonctions dont les zéros sont réels,
leurs modules se suivant d’'une manitre quelconque. On ne doit pas en
étre surpris; ici 'argument des racines est constant, ce que I'on perd
en variation de Pargument, on le gagne dansUirrégularité du module.
Laguerre a établi, comme I'on sait, un théortme concernant les racines
de la dérivée d’une fonction enticre (réelle) de genre fini, ayant un
nombre limité de racines imaginaires. J’ai précisé ce théortme surun
point qu’il laissait douteux et je I'ai ¢tendu dans des cas fréquents i
des fonctions possédant des racines imaginaires en nombre infini (*).

(') Les principaux résultals de cetle dlude onl 646 indiqués, 4 un ehangement de déno-
mination prés, dans une Note parue aux Comptes rendus de U deadémic des Sciences, le
24 octobre 19o4.
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CHAPITRE L

SUITES ORIENTERS ; CALCUL DE CERTAINES IN'I'I"I(_"-IQAH‘IS DEFINIES,

1. Données et notations. — Dans ce qui suit, il sera question de
suites illimitées de nombres @,, dy, ..., @,, ..., dont les modules ne
diminuent point; on posera généralement a, = r,e™. De plus, 7, sera
infiniment grand avee n, et 'on introduira un nombre £ compris
entre r, et f,,,‘(. Iy aura fréquemment i cludier des expressions dé-
pendant de ces diverses quantités 2, r,, ry lorsque celles-ci deviennent,
infiniment grandes; aussi cette derniere condition, supposée d'ordi-
naire, sera souvent sous-entendue. Enfin, les notations g, ¢, ..., &,
g, ... désigneront des quantités infiniment petites.

2. Suite alignee. — Une suite est dite alignée si o, a une limite .

3. Suite dirigée. — Une suite est dite régulicrement dirggeée ou, plus
. e, . . , .o , '
simplement, dirigée si clle est alignée et si, =4 étant mis sous la

n

{ .o
forme 1+ '-;’f, aune limite £

La quantité £ est, comme on le voit aisément, Pinverse de lordre du
produit canonique dont les zéros sont les a,,.

4. Suite orientée. — Une suite est dite réguliérement orientée ou,
plus simplement, oricnede si elle est divigée et si (o, — ayn et ([, — ()Ln
ont pour limite zéro.

La majeure partie de ce Mémoire est consacrée aux fonctions en-
titres dont les racines forment une ou plusieurs suites orientées,

5. Premicre transformation de cette définition des suiles orientées, —
Il y aintérét & donner d’autres formes aux conditions relatives aux Py
En voici une premidre :
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Tn+1 <l + i>)l",
r, n

pour que les conditions imposées 4 /, soient vérifiées, il fawt et ilsuffit
qu’elles soient satisfaites par %, et les limites sont les mémes.

La démonstration est aisée : supposons d’abord que /, tende vers /,
et (I,— ()Ln vers o. Puisque

n41 =1+ I "
_— = - ’
ry n

Sil'on pose

A .
— tend vers o, et, par suite, on a
In41 hn
— 1 — (I €
;=1 (L),

et
ln: )‘Il(l -~ €n),

g, étant infiniment petit. Donc A, tend vers Z; dés lors on peut poser

I

r 2 2 N
- L “
n-4-1 I n L

r, no\ n

et
Ao (1
lp—hy= ;ﬂ <; -+ 'ﬂn)s
1, étant infiniment petit, égalité qui achéve la démonstration.
Si 'on suppose maintenant les conditions vérifiées pour A,, on peut
écrire de suite I'égalité qui précede; la conclusion est immédiate.

6. Deuxiéme transformation de la définition. — Nous poserons

rn (n)l"u.r
- —\ )
rp P

la seconde forme a trait aux quantités p. Avantde la déterminer, nous
établirons le lemme suivant :

Lemve. — St une suite u,, w,, ..., t,, ..., Uy, ... @ une limite u et si la
Serie a,, @y, ..., @y ..., Gy, ... G lermes positifs est divergente,
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Dexpression

ap ”p -+ ”1) +1 “]H 1 e *"”(fub{”(u
ap o ((I” M e e al A

Pp.n=

a, pour n infini, et de quelgue manicre que varie p, w pour limite,

En effet, ¢ étant un nombre positif quelconque, soit ¢ Pindice i
partir duquel on a v — e < ;< w4+ ¢, 'expression considérée pourra
s’écrire

n

!
P

a,(Uy—Uu)=+...~~a, (U L
wt Gty ) a2 ) g (19]= 1),
~ N
S S
II Il

n croissant indéfiniment; si le deuxitme terme existe, ce qui suppose
p < g, son numérateur est limité et son dénominateur est infiniment
grand, donc il tend vers o et la proposition est établic. Il est d’ailleurs
inutile de supposer pSrn ().

7. Revenons aux quantités p. Pour plus de brievete, nous poserons

=

quant i g, ,, c'est A,
Nous allons montrer que si les 7, forment une suite orientée, si 2
varie d’une maniére quelcongue et si noest infiniment grand :

1° W, , tend vers /;

([J'n, 1“"Z)L£
pL p ) i
2° ———L—l——';——» tend vers o (/) >1), et rt'-mpmqumnnnt.

Lp

'(‘) On peut, de plus, trouver une variable positive infiniment petite €4, telle que Pon
ait toujours, quel que soit p,

| Opyn-= ] < e,



ETUDE SUR LES FONCTIONS ENTIERES ORIENTEES, ETC. 5()

in effet, on a d’abord (p inféricur a n)

Lr, —Lry_y—{Ln —L(n—0)]=(prn.ny — L nfl—x,
Lrpoi—Lry o—U[L(n—1) — L(n — 2)] == (Pn—1, ns I)LZ_—._;’
Lrpu=Lr, —{[L(p+1)—Lp] = (1. _z)r,&;_):_',
d’olt
(1 (o, p— l)Llf)f z(z,,mz)L/'_;_')‘_' -,
+ Oy — DL e (g — DL

Appliquant le lemme précédent au second membre de cetle éga-
lité (A, — {tendant vers zéro), on en conclut que

([, l')l,-/-’;-

ou Yy, = L a pour limite zéro.
On peuat obtenirv de suite le second résultat plus complet, en éeri-
vant I'égalité (v)

oy 7t L(p+1 Q
(0 (= OL S = By Oy | FEE [
L(n—1) ~

L(n—1)

e (D g /)l;(lt-—l)[ L l],
d’ott 'on conclut, (A, — {)Lir ayant zéro pour limite, que
\ n
(Pnyp L) L 7

L{p 1) ‘ L(n —1) Ln ]
(“““1,‘;;“ o ‘) et L(n =) ‘) + (‘“‘"‘“1,(” 1 " )

tend aussi vers zéro.
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D’ailleurs le rapport du dénominateur a 'expression

1

1 I
pLp e (n—2)L(n—n) + (n—1)L(n-—r1)

.y R Ln o
tend vers 1, et le rapport de cette derni¢re somme a L 7 reste supeé-

rieur & 1, en méme temps qu’inférieur & un nombre fixe. Done

n
(Pen,p 1) L-/—)-
Ln
IJ—
Lp
a bien pour limite zéro; pour r infini et de gquelgue manicre que
varie p (*).
La réciproque est immédiate : remplacant n par n -1 et p parn,
j’ai, en particulier, par hypothese

N1
(hp— )L e
. n
R ==X ¢
Lirn-+r1)
IJ e —
Lin

on en déduit
m(x,— )Lrn=0o.

8. Trowsiéme transformation de la définition. — FElle a trait aux
quantités ., , ou .

Posons (p, — {)Lr = u,, quantité de méme forme que celles consi-
dérées pour /, et pour 4,,.

Pour queles r, forment une suite orientée, i faut et i suffic que on
ait

(2) lim (g — wp)n. Lin = o.

Cela résulte immédiatement de Pégalité

<n -+ 1 ')7-n (1)

n retn

(*) On peut évidemment lever la condlition p inféricur a n.
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qui peul s’éerive, en posant

0
L(nv)= Loy 200,

(hp—=—0O)lon(-1-0,) = n. Ln(u,, ,—u,).

On remarquera que la condition (o) n’exige pas que u, soit indéfi-

. . . o , . .
rument petil, mais seulement que " tende vers zéro. Ce dernier

I.Lan

point peut d'ailleurs s’¢tablir directement, comme dans le cas de la
deuxitme transformation, avee une légere modification, tenant i ce
quep .

[T est intéressant de mettre la condition (2) sous une autre forme.

Posons
P 0
L(Il b-1) I.ne be '._'f,
n
v . .
LEL(rn v 1) Ll ol ”'.', (0, el infiniment petits),
, 3 LLn
b / o ot " / )y e
" } I.or tn bt L.n

En partant de o méme égalité que plus haut, on obtient
Gl b0,y Gty =ty L Lo v, (- 0,,).

Nous savons déja qu’il faut que 7, tende vers zéro. S7il en est ainsi,
el st Pon veut que g, soit inliniment petit, on doit exiger, en outre,
que

(i1 i) inllln

tende aussi vers zéro. D'ailleurs ce dernier fait peut se produire sans
que 7, att méme une limite. Par suite, a la condition (2) on peut sub-
stituer simultanément les deux suivantes :

 rima, o g.,,” (o Dl

2
(3) LLn {
) i gy —-np)nlin L= o.
. r D ipos ' .
. Lxpressions du rapport Lo Soit, r, r < ry.,. Définissons v pan

7

Ann. Fe. Norm., (3), XX - Janvier 1gob. 6
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r n - y)[‘mn,n
re "o ?

quand rcroitra de r, & 1y, v VaTiera de odar, et on aaussi

la condition

Pnt n—1

r <IL - v> Vo7
rp P

r n .*.‘ \J\)P'ni 1,1

Posons maintenant

Il est aisé¢ de constater que p, ,(r) est compris entre A, ¢t p,,

sip<n,ouentre A, et ., ,8ip>n.

Mais on peutaller plus loin. Le raisonnement du paragraphe 7 s’ap-
plique, avec une tres légere modification, aux quantités ., ,(r). En
tenant compte de la remarque faite au paragraphe 6, on peut énoneer

2l

le résultat trés précis que voicel :

Pour une suite simple donnée, il existe une variable positive infi-
niment petite ¢, telle que, quel que soit r compris entre r, et r,,, ¢l

quel que soit p (>1), I'on ait

. oon
([J.,,‘r,(l')ﬂl)IJ;;

(4> T l _/L> < Eps
| PR
Lp
Ln
L
C Lp T .
Comme —~ est une fonction décroissante de p, on en
IL.—
!)

conelut

Pexistence d'une fonction /,(p) décroissante et telle que I'on ait

(5) Ln,p (7)) —~ | L <Z e fu(p).

De plus, si ¢ et ¢ sont deux nombres fixes, le premier inféricur et

fe second supérieur & 1, on peut supposer que pour

n .
-z tlls n )= LL ’
7 Su(p) LLn
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pour

oo -
‘I/;:-.]—)'élr) fll([));r’

N . . ,
pour ¢ > p et p infiniment grand, /,(p) tend vers zéro.

0 r
Donnons une autre forme au rapport —

» en posan {
I

P

r ( n >",;‘,"“.)
r, p—

Comparant les deux expressions et appelant 8,,',,(r:) la diffé-
rence w, (r)—x,,(r), jobtiens

I (n—+v)(p—v)
: np

D’ailleurs, on pent trouver une constante ¢ (voisine de 1), telle que

l‘,f_,l_ig“v) (/)—V) =P
,L/) <c np )
n n
T L2
p— )

Cette derniére expression est décroissante quand p augmente;
pour p = 2 elle est de Uordre ITIE; pour t”i_j/’f Z¢, de l'ordre ,LL On en
conclut que p., ,(r) satisfaith une inégalité de méme forme que I'iné-
galité (5); on peut évidemment supposer les suites e, ot f,(p) choisies de

manicére G avoir precisément ausst
(6) ].’J':t,p(")“‘l“‘"‘<5nfn(l))-

10. Remarque. — On constale facilement que, posant

r n > s, p ()
Iy p v

il faut prendre v/ = v pour obtenir I'inégalité précédente.
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11. Produits canoniques dont les racines forment une suite orientée.
. . . , - , L .
— Soient une suite orientée, p 'ovdre <(‘;§al i 4/> du produit cano-
nique correspondant, £ son genre, = la variable (5 = r¢®). Posons
P

wonr ok
Pp(u)=(—u)et 27

/‘.’
o e =I1e(Z)s

0 f r 7=y Pl ( noN!
o, =0—ac O=H—0o, ¢,m= — == ———— y o Up | e e
Yp P A & r, P ) r ) ,)

\

Supposons k < p < k+ 1, ¢’est-a-dire g non entier. Donnons enfin i z
une valeur différente des racines.

Nous nous proposerons d’¢tudier les valeurs asymptotiques du pro-
duit et de sa dérivée logarithmique. Les applications du premier caleul
se devinent, celles du second ont trait aux relations qui existent entre
les racines de la fonction (ou de fonctions qui 8’y rattachent simple-
ment) et celles de sa dérivée.

12. Substitution d’une intégrale définie a LP(5). — On a

e . 0 el 02 o209, ok ghiz,
(8) LP,,.<7> =H,=L[1—¢,¢%] 4 222 o 2200 SO,
LY

P

Suppusons 9 0.
Rectfions cn quelque sorte Lalignement des racines, cn substituant
a I'expression préeédente la suivante

. : et uketiy ke hizy

(9) Gp=L(1 — u,e®) + Upe™ T A AT upe™' v
1 P V3

Puis, étalons les racines Ie long de la demi-droite qui les porte, en

ul . ’
remplaqantZGp par I'intégrale
1

S " f() da,

n\*‘
=
x

apreés avoir posé



ETUDE SUR LES FONCTIONS ENTIERES ORIENTEES, ETC. 45
et
uet? ute?i? u/*e’*“?
(10) f(=x) _L(I—-ue"?)—i—_—{— — ... =fi(z)+ifo(x).
On a

(1) j (@) dz-[x/(v)]x"

n\ 1)1 (k+2)1
( cos (X +1)co+< > coskg
-+ { T 57 dx
1 — 2(—) oS - <—>
e x

(a+z)1 n\
7 sinko — ——) sin(k +1)y

@€

. ., n 1[0.. " 2
2\ 7 Cos ¢ L)

Dailleurs 2 /(2) est nul pour x =0 c¢l pour =+ ». Nous
sommes done ramenés au caleul des deux intégrales réelles entre les
deux limites o, 4 =. On devra (et ce sera I'objet du Chapitre 11)
montrer que 'on obtient bien par cette méthode la partie principale

de LP(z).

dx.

!

13, Substitution d’une intégrale définie a e (':()u) — On a
1 i z (,/-;-1(,,1((1.11)(;9, @)+ Aac;
ey iy l)/‘ — )= L W I— e 22 l{,;c
skt ooz @, /‘(1-——0,("4’,:)

A cette expression nous substituons, en remplacant comme plus
haut ¢, par o ¢t ¢, par u,
ubtierity- ke

Q,—=— -2
bl rk(i—u,e’%)’

ety & la place de la s¢ m('z Jp» NOUs envisageons l'intégrale

» N (Jes1) L
(ﬁ) i@ ka)
a

— A ———— [l‘.v’

{
n
&€
0 -
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. = /n\ (h+2)l n\ (et
- —{ = COS ¢
e ik <,q;> < 4 ?

,.I.v n ! o\ 2

I—2(—=) Cosg - —;—_)
o, &€ &
© n )(lt—H)I .
— SIng

<-’l; ? )
ey,

oy A%
1 — 2 —) oS ~+ —-)
. x x

lci encore, nous aurons & préciser une limite de I'erreur commise.
Nous allons d’abord étudier les intégrales que nous venons d'intro-
duire dans ces deux paragraphes et qui rentrent pour ’==o0 ¢t a”== 4=
dans les types suivants :

(/. +2) n (fe-+1)1
(m(/ﬂ-—— cos (g l—l)u
- n
- ...”7,‘ P — ([.]'_'
ny! N
I —9 ) COSY ~- w)
x e

(AII]I (hev2)t .
- sin(q - *“’W"‘(,I) sing o
4

.7}
L.

jor . .
[ =2 — COS<
[ ”/) P ’)

14. Caleuls préliminaires. — Nous supposerons o<~ . Nous exa-

¢’ est-a-dire

dx

— 1

v

a ==

2/

minerons d'abord le cas ott/ est commensurable, £ == (r els premiers

entre eux, avec Phypothese r impair; la signiﬁ«:at.mn habituelle de »
est provisoirement laissée de coté). Nous poserons, en introduisant
la variable positive ¢,

il A Pt nd ) e g8 il e 48
x =1, o=z T, &' ==y, al =y,

<),

,,___f [z cosq o — ¢ cos (g x)g |t/ ”
(2 — 2771 COS P~ TV ’

~ L

r=ap-+1, §—krm=j/ </./I’

L — [L’ sin(g +1)¢—1"singg |/ ! s
R BT 2T COS G - T "
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on aura
1= stetrKl, 3= st L,

Soient encore
Lecoso -+ Ksing =M,
o étant un angle quelconque ct, par abréviation,

(/CP-———(;):[J.,

ty ( r I : f—1
T — 1" COS Q)
A;:__/ .“ v ?) oty
¥ — 27" 1" COS @ 4 T

<y

2ty ] .
Ur+7-1sing
B;: / 2, FTN ," 2,.5157
g, T —2tlCoso 4T

on aura
M7 =B cosp. — A sinp

et on est ramené aux intégrales A et B.

I5. Intégrale A. -- Pour évaluer Pintégrale indéfinie
of

- (zr—trcosg)t/t
At L S = dt,
J =21l cos g - T

nous décomposons la fonction en ¢éléments simples; nous obtenons
ainsi

4 .
. 1O . o - 21T ,
rared Al 5 2‘—* (;os';/-_-(go +ahm) L (t-— 217 CO$ L;——— “+ rl>
9ol
ey . L — 7T CO§ ———
-~{—E sinZ (v~ 2hm)arc lang ————— g
r . o-+2hm
» T sy ———

Nous conviendrons de prendre la détermination de I'arc tang entre

™ T
— el + —)i On a, pouroZa <1,

Z — COSE T T T -
are lang s ] = M b = o £ - 2 $INE - —sin2f -+ ’4'5‘5“'135‘1" .
sSing 2% g 2




48 L. LEAU.

A étant entier. Si § = ==

, on constate aistment qu'il faut prendre

k=0 pour h<<o
et

Amm— 1 pour oo,
De méme, pour oZa <1,

1 — x cosE T L. oar L at .
arce tang —————2 == A - — — (& $ing -+ — sin2 S-sindé ...
arc tang PETY: - sing - — sin £+ 7 Sin3g

avee

A== g pour I o
et

h==o0 pour oo,

Al ’ » t
iela posé, supposons d’abord - < 1.
Si l'on observe que

T/

€08 5 = CO8 T/

» o
. ohm
hsin d =
2: >
1

. T
2 sin =L
>

et que
:
i . cos 2L cosm )
2 ./ P .
-—Zhsmm-(qo-s—zlm):— S
,. ]- . 7'C/
—p S -
)

on en conclut que

— ) ' ‘L
T [(EOS L——-—-—?—u “t= COST J COS ‘!—«"f I
poriftm — L ’ R

2 810 ““‘:L
.

1 U 087 Jor ey Jvar
- r(—. L 059 L : (‘,oszqa [ .
A A o A Y A ’
nu bien

o)/ ‘ .
n [‘505 (—-——{)—/- + cosmj cos Y I 5
ro=i Al ! -

e x5 — " 08 Y)
L

) ] e s (i
4 5l (O mde 2T .
9 sin / o 12X Co8g -z
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Il semble que I'on n’ait rien gagné & cette intégration, puisqu’elle
introduit une intégrale qui ne differe de celle que I'on veut étudier
que par une constante. Mais supposons a present - >>1; en opérant
-
comme plus haut, on trouve la nouvelle forme

I3

s I_(tos (-73—:;7@1/- — cosmj cos :P—I
rerl At =

. T/
o sin =L
o

((:()Sgo T cosag T2/ >

re—j U oy — ¥y
ou
) T—w)/ . o] T
| COSs S~--—---l~;-“~-)w'l — COST J COS /—I—q-lJ 7 2 I=1(cos 2
per=i Al L A R ,-/ : . b : —=dz.
. T I —2x" o8y -+ a*
2 sin J v ?

Cette derniére intégrale peut s’écrire
>l w A .
al N —ax” cos
/ R Lo ‘P) de.
1 — 22" Cosg = x*

~

EH

Si nous remarquons que Af et les deux expressions que nous venons
d’en trouverselon le cas sont des fonctions analytiques de ¢, uniformes
quand la variable est réelle, nous en concluons I'égalité de ces deux
expressions.

Nous avons ainsi

ﬁ("os(ﬂmc'p)/
, /‘” (= " cos @)/t di = o
IW»—~2.‘"",)' e gt T oy
o 7 COS @ -+ sm-——J-
IS
ct, par suite,
. Trcos( —¢)J
v A r
Ao"’—‘)“ e«
sin-—-’i
,

16. Intégrale B. — Nous traiterons intégrale

m--«f‘ o lsing

13— 27" COS @ - T
Ann. Ec. Norm., (3), XXIII. — Fevmer rgof. 7
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d’une facon analogue. On a

+p

X 1 2 9 -+ ahm ,

/":"—JB‘:—Zsm—-(go-e— 2/im) L <~~« 2 LT CO8 ! 1—1‘)
' 2 r

-

o 42t
+p { T COS w‘——w,.
_— £
+2‘(os (o4 2hm)arctang - PR
—p TSin oo

t
Pour - <1, on trouve

7r—-90)/
i ‘_sm a/tr tsing dr
2;;,,,751/_ Jy l'—".)b L()S{/ =
sin—
14
et, pour = >1,
r{sm( _?)/-i-(,osn/sm/?] Viw i Vsing
r "" II;‘*——: 1S e A e e e s B A / - - ‘(/Al";
o sin T/ 7, g =2 (os’.« b
) " L

d’ott, en égalant comme plus haut les deux expressions,

iy ﬂ%lllgﬂ‘mo)'/

Bf = — . .
-

. T
Slll-—-*l~
l' .

17. Valeurs des intégralesT; et J;. — Des expressions de A7 et B on
déduit .
» Trsm[ p—Fk)(m—g)—p]
My = L ’
prkelrsgin e — A)m

sin I—(P'—/‘) (m—9) {~ e {/’/'

I =pmn- Csin(p — b

7

sin[(p—F) (r—¢) —qoy]

i =prn= sin(p— k)=

1l est vrai que ces égalités n’ont été établies que pour p commensu-
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» S , . . . .
rable et de la forme = T ¢lant tmpair. Mais, comme pour chacune

d’elles les deux membres sont fonctions continues de p, les formules
sont loujours exactes (p == k).

18. Nombre des racines d’une suite orientée de module inferieur ar.

Densités relatives des suites. — Dans les deux Chapitres qui suivent
nous allons montrer que, sauf dans certaines régions, les rappor(s
Pz

des expressions LP(z), aux intégrales qui leur sont substi-

sy )
tuées tendent uniformément vers 1 quand [z est infiniment grand.
Or, de ces intégrales, la premicre contient 2, la deuxiéme n et r.
Peat-on conserver & volonté une de ces quantités ¢ui dépendent
I'une de Pautre? Nous allons voir que cela est impossible si Pon veut
conserver le degré dapproximation obtenu. Celte question se ramene,
au fond, i celle-ci @ que sait-on sur le nombre des racines d’une suite
orientée d’ordre g qui sont, en modules, inféricures & r?

En premier lieu (§ 8), deux suites homothétiques par rapport &
Porigine sont ¢videmment orientées en méme temps. Pour deux
pareilles suites, le quotient des modules des nitmes pacines est ¢gal au
rapport A ’homothétie et le rapport des nombres de racines de
module inféricur & r tend, pour r infini, vers AF. Cetle simple,
remarque suffit i justifier notre proposition :

Il faut laisser les quantités noet r telles qid’elles sont introduites dans
les intégrales pour bénéficier du degré d’ approximation obtenu.

En second lieu, voyons dans quelle mesure on peut préciser le
nombre des racines de module plus petit que r? Nous supposerons,
pour simplifier, que la suite orientée a été transformée par homo-
thétie, de maniére que le module de la premiere racine soit l'unité.

Posons

I
e T Op
Pen
on a l'identité
P roe - 1
puisque
noe .
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D'ailleurs

(on—p)Lry=—pu,

5 "y, Nous avons LA A
Appelons cette quantité v, (ou ¢/). Nous avons vu que gy (end

¢
i

vers zéro, on en déduit qu'il en est de méme de s

La condition (2) devient

lim (¢ — ep)nlin—o.
V-l

Soit done une telle variable; on a

no==rée’s
de méme une autre suite donnera

n' P e

o, étant analogue a ¢..

Par suite

.‘,..'; ool AL i ﬂ'}'.

n'

Or la condition (2) n’exige nullement que ¢, et g, tendent vers o;

clle peut étre réalisée si ces quantités et, par suile, leur difference
LLr
sont de I'ordre de -=-=—-
LLL»
, n . .

Il en résulte que le rapport 7 peut n”’avoir aucune limite. Il en est

évidemment de méme des deux suites primitivement données. Si,
n .. . ., .

pour clles, — 4 une limite, clle sera dite la densité de la premiére

suite par rapport & la seconde. Cette notion jouera ur réle important
plus tard et s’ cétend a deux suites quelconques.
Il est intéressant de remarquer que comme limites extrémes (non

. n ' \
. ) J / o A i
atteintes) du rapport —, on trouve Lr (*).

(1) Dans son (rés intéressant Mcmoire sur la théorie des fonctions enticres de genre
Jint, pages 49 et suivantes, M. Ernst Lindelif a donné des formules dont quelques-unes
sont équivalentes aux expressions asymptotiques que nous 6Gtablissons. Mais les hypo-
theses faites étaient différentes : les a, positifs, o constant et différent de zéro. ‘

¥
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Enfin, on a certainement, puisque ¢, = ¢, LL7,

_(,,.E_':l‘r.'"
n—r o

Il est d’ailleurs évident que, si deux suites ont la méme densité,
elles ont Ie méme ordre.

CIAPITRE II.

VALEUR ASYMf”l‘OTIQUl'I I’UN PRODUIT CANONIQUE DONT LES ZEROS FORMENT
UNE SUITE ORIENTEE, L’ORDRE N'ETANT PAS ENTIER.

L. Position du probléme. — Conservons, sauf indications contraires,
les notations du Chapitre I Comme valeur approximative de LP(z),
nous avons, pour o <l 9. T,

cos[pw — (p—LVr| 4 isin|py — (0 — L)1

o agt0sles —(p—Aim] 4 isinlpy — (o —f)m]

sin(p—»~)m
Il faut préciser la nature de cette approximation. Nous prouverons
que si, de chaque racine @, comme centre, on trace un cercle €,
dont le rayon est une fraction arbitraire, mais fixe, de la distance au
centre voisin et si 'on exclut ces cercles du domaine de la variable,
on a, dans la région conservée,
R P B PR YL |

«
. ; e (1
(2) P(s)=¢'™ wmipaim e

avec le signe -+ pour a=0Ze + =, le signe — pour & — w02, et
e, tendant vers o pour n infiniment grand.

Pour effectuer cette démonstration, que nous pouvons évidemment
limiter au cas de 0 < g, nous procéderons par plusieurs étapes.
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Posons -
H, =V, V,,
G U, 4= 10U,
; 2 50 K kip
. ¢, el? pheH? e . .
K, = L(1— ope?) + 280 4 00 T W, W,

v v n—+v\!
et enfin, avec 2, = )
P

) 2 MY aph ki
€ ,et? X, &, e . s
Qp=L(1—,¢?) 4 = - =P e e X 0N

Nous montrerons que 'on peul passer successivement, en introdui-
sant des erreurs infiniment petites par rapport & », de }:VI, i }_:U,,
par U'intermédiaire de ZWI, et de Z X,. On peut ensuite, si g n'est
pas trés petit (locution qui sera précisée), faire varier rde r,a0r,, .
Or, pour une certaine valeur de r, la valeur exacte de Zl?/, seri
fournie par expression nw (::>s[f$? —(p— M|
sin(p—A)mw

valeurs de ¢ dont nous venons de parler, nous pourrons (toujours

- Lnfin, pour ces petites

avec une errcur négligeable) faire tendre g vers o dans E V, enrestant
simplement en dehors des pelits cereles. ‘

Gette marche s’applique également aux sommes accentuées @ nous
menerons les deux calculs de front.

Pour faciliter I langage, je dirai quune expression I, pour laquelle
on cherche une limite maxima (ou minima) du module, est comp-

l',

l‘~
)
supérieur (ou inféricur) & une quantité positive fixe, indépendante
des variables figurant dans K et dans . 11 est claiv que, si 'on consi-
dere une suite finie d’expressions telles que chacune d’elles soit com-
parable dla suivante et si lon connait une limite maxima (ou minima)
du module de la derniére, cette limite, multipliée par une certaine
constante (sans aucun intérét dans les questions que nous avons
trauter), servira également pour la premicre de toutes.

Lorsque E est comparable & la fois supéricurement et inféricure-

est,

rable supericurement (ou i fericurement) a une autre K lorsque
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ment & E', ou lorsqu’il n’y a pas de doute sur le sens qu’implique le
calcul poursuivi, on dira plus britvement que E est comparable & E'.

2. Substitution a EVI, et a ZV,/) de Z W, et ZW’I,. — Posons

¢p— % ="Yp.
Nous avons

: ) (o< t,<).
O9p/gri,b,

D’ailleurs
I ) 0,080,  FECOS20, ek coshao,
V== L(1— 20,0080, ¢3) -4 LT o L0 e T
2 2 A
et, si 'on pose
@ pYp = s

on a i évaluer une limite supéricure de
At

SR i (e N ! b2 iy oo
NI MII(V/T” 1) 9, sinfg), o "
7 pe

1= 20, COS @, -t )

De méme

AR
kit A
V=W <m
DY/ 91 tyb,
el
sing, v, sing, ¢%sinng, ('f;' sinko,
V! == — are (ang —— et o B TR R e R,

I — 1,089, 1 2 s

Posant encore

’ e !
Y= 9,

(Pambiguité est sans inconvénient), on aaussi i trouver une limite de

E phr2 cos ko), bt cos(h 1)), ET,
[ L - e i — .
b L 0.0, COS G, ¢ é

Dans ce calcul et dans les suivants nous désignerons par a’ et a”
deux nombres positifs {ixes, le premier inférieur, le second supérieur
ar.
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© A ces nombres correspondent deux valeurs de p, p'< n < p", telles
que, pour

o . gl
P=p, on a Op (03
p<p<p’ » a << v,<a’y

PN . ",
1; = l) , » IZs "Il'

Si I'on considérait, au licu de ¢, s0it x,, s0it ,, on introduirait des
valeurs de p un peu différentes de p” et de p”. Nous les désignerons
néanmoins par les mémes lettres, car il n’en résultera aucun incon-
vénient.

Observons & présent (Chap. I, §9) que, si //<C{<Z1", on peul sup-
poser n assez grand pour que, quel que soit p, 'on ait

N l,< (J'/l,/z(") <.
Enfin

(3) I[)’,l}plw'flln

7, tendant vers o en décroissant.

Cela posé, examinons différents cas :

1° ¢, 2a’. — T, est le produit de §,0}"" par une quantité limitée, de
module maximum e, quel que soit q/p.

Donc

- - — . o nooe y\ i1
: ) heeie1) T PV (A
‘z’,:’<ann(n_{' ‘)) ( ZI)“/””H ! n”<l)”»__|> ’
o

D’ailleurs
n -y

—p—

1

<

I'expression considérée est donc infiniment petite (pour 7 infiniment
grand).

Méme caleul et méme résultat pour 3T,

2° a’sv,. — T, est le produit de ’J,l,,vf, par une quantité limitée, de
module maximum a, quel que soit 475 la variable 1,2 un maximum f.
Done
r

, Y ]
DA ERTTARNES
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Cette dernicre somme est limitée, / peut étre supposé tel que 4 <,
donc U'expression trouvée est de la forme ne,.
, . . Y
Bésultat identique pour 2‘ r,.
3° a'<y,<a". — Remarquons d’abord que, sil’on suppose o supé-
rieur & une quantité fixe, il en est de méme de
1= 20, COSQ, - ¢}

et, par conséquent, .
.”" ‘.‘V\
| Z1] e |2

sont supérieurement comparables &

»”
L
DN
r
P PN
ou, o étant limité, & v,

Le scul cas intéressant est done celui des petits ares.

Soient M, A,, A,,, les points figuratifs de la variable z ¢t des
racines a,, a,,,. Nous supposons que le point M reste en dehors de
cercles C,, G, , ayant pour centres A, et A,., et dont les rayons sont
des fractions déterminées de la distance A,A,,,. Interprétons ces
conditions; on doit avoir

, ( r \)2 { r s

wo ) e e 2= COS Q)

A M Y4 r . .
el “1 e o L) (0<<h<1)

2y JANTES .
A ("u) r—2 "",{""“’ COS( i1 Pu)
,.Il ,IL
ou bien
{232 . . .
Y2, COSD, -~ ¢k = — (2" voisin de ).

Sil'on observe que 1 — 29, cosp, -+ ¢) pouvant s’écrire
. 9]
(== 1)~ Gy, sin? J;"- ’

v,y . 1
'une des quantités | o, — 1|, | 9,] estau moins d’ordre ~> 0N en conclut

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Fevrien 1906, 8
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que les expressions

. ’ 2
1— 20, COS9,+ (2, L — 22, CO0SG, -+ 2}, L= 21, COSD) - 1l

. . , 1
sont aussi au moins d’ordre =

La condition relative au cercle A,,, se traduit par des inégalités
analogues relatives 4 U'indice n —+1.

En d’autres termes, les inverses des expressions précédentes, soi

1 I
s o ?
I— 20, COSQ, -+ ¢} 1= 24 COS Dy -k 0%

sont comparables & n*.
Cela pose, T, et T,,, sont comparables & nv,.
Pour les autres valeurs de p, on peut successivement remplacer

"P/l '-!//:/'2 Tip [

T, ar :
’ I (t',,««-l)” (1t ~=v - Ir)ﬁ’ (1 == pj?

Wl . \ .
et 2"1], (p=mnclp=n-+1 célant exclus) est comparable i

ne-—1 n 8

y 1 I Rl I
fp' 1 2‘ (;:-:-_—};51 ~+ z l(// o “')"'2
1 a2

¢’est-a-dire & ny,,.
7"
ullz »
Done 2‘ I, peut se mettre sous [a forme ne,.
P
r s ole . 5 ope . Y v/
Tout ceci s’applique également i 2‘ l‘p.

¢ L - ) \ -l ' v v Y
3. Substuution a EWI, el a ZW,’ de Z)\/, et de ZXI,. — Posons

Y &= O,
nous aurons

WI’ = xp -+ a-lvp ({);)‘:f;/l)

Cor .
, () 507000,
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" ve e T, - v\ Mup , .
%, peut s’écrire sous la forme — » m,,, ¢lant compris entre ., ,

et /.
L’erreur  évaluer est done

Z s — &b eos (b 1)y - ER coshg
Aoy et T Ee T~

P

P

o \‘ rI\
B . =>T,
L2, COSD & el

. . . SV R T N
De méme, la substitution de Z,\;, a Z W ;, nous conduit & chercher

une limite supéricure de

ASEW EEVUsinky — Ehsin(h 1) A
s L 28, COS D - ) e P’

£, Wa pas la méme valeur dans T, el fl’;,, ce qui ne présente aucun
inconvénient.

Rappelons que, si /<7 (<27, on peut supposer o assez grand pour
que Pon ait, quel que soit p,

4 < Pnp L .
Rappelons aussi (Chap. 1, §9) que 'on a

e, LLn

I/""./' — ]z i

Dans ce qui suit, ¢, désignera une variable infiniment grande (elle

1
que £ tende vers 1 (il suflit, par exemple, de prendre ¢, = (:""'> et
'on poser:

I =N (=0):

m
< s Ch :
1° 5,7 a . — =" est comparable i c,l',, et T, a

O p
(,L N4V ‘ (,,‘-)e;. l
e ] e | e .
7)1

) )q A 8
Pt Tty Pt
n

Soit
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ke 1)
. - 'y . YR N n " TR
De p”a p,, Uexpression précédente est inférieure a (;) g, dou,
en sommant,
Py ,
U(k41)—1
n " Y o
S T, < /L(-[?) €, (a4 un facteur fixe prés).
P '

De p, & + =, l'erreur est comparable &

o0
~ T
IV ERY R
n z prOET)
P
ou a
n —
FUkH1 12
[”( 4-1)
mails

U(k+41)—120;

donc ce résultat est encore de la forme annoncée.

2° a’S%,. — T, est comparable i

(n Nk ‘( n\ & ‘
- - ) x|
2 1G)
Soit
Dy - 1 Vo = 1
s T < L2 1
n - t, n
\ v’ ’ ’ M LA - b I"" PE;.
De p =14 p==p, I'erreur précédente est inférieare i (—) yce
qui donne, en sommant,
! -
n t‘,’ e
I

or 'k + e, < 1.
n

By ’ . \ AR " .
De py a p/, erreur est plus petite que (7)) g, ce qui donne, au
total, '
n\E=1
n ('[,/> €.

(Cest encore le résultat attendu.

, v ~ PR I T VI,
3° @< §,<a’. — oz, est comparable & ¢/, 7 s
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Par suite, T, et T,., peuvent étre remplacés par ne,.
Pour les autres valeurs de p, on compare successivement

T > 5;1 l n—4v-—p I Pz
) d - >
P [nn-+v—pl?
puis a
ne,
|n—pl’
d’ol, en sommant,
n--1 ,v"
~ 1 < 1
e, Z I Z
n-—p p—n
P n-2

L’erreur est done comparable & n(e, Ln).
-~ T . , n ce e N
Or (Chap. I, § 6), si p>p <nn sorte que > soit inféricur i un

nombre fixe t">, on peut, &, étant toujours un infiniment petit, éerire

done I'expression que nous venons de trouver estze,; elle est bien de
la forme annoncée.
Tout ce caleul s’applique aux T',.

. . \ al ‘ N 7 -l 1 ~ ’ ~
4. Substitution @ Z X, cta 24 X', de ZU,, et de ZU/" — Celle nou-
velle transformation est immédiate. .

4
. I
On sait que w, == (»-——> - Posons
. /) nen Y

(n. ey \ gy
U, o | ——a ’
SR )

m, , satisfait (Chap. 1, § 10) aux mémes conditions que p.,,,. U, se
présente done sous la méme forme que W, toutl & 'heure et, par

, . opss ~ o N v e
conséquent, les différences ZU,, mle,, ZU’I,—Z)\/, sont, elles

aussi, comparables & ne,.
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5. Passage de ZU/' et de ZU’p aux intégrales. — VYoici une

remarque préliminaire : soit une fonction ¢(x) sommable de o
4 +oo; supposons qu’elle présente pour @ =a, compris entre les
entiers p et p -1, un maximum ou un minimum, et que, dans chacun
des intervalles o, @, @ + ==, elle varie dans le méme sens; désignons
par @ le plus grand des modules de g(p) et (p 1) et par S la
serie (1) + o (2) +...4+9(n) +..., la quantité

lS - / o(x)dr

v

est inférieure au plus grand des nombres

a1

/ w(a)dx

“ 0

bt

/ w(w)dr

v

P 4 .

’

Posons (Chap. I, § 12)

J(& =)= ga) -+ i)
on a done

U,==0(p) el [f;,:;:. Y.

Observons d’abord que les sommes des premiers termes, en nombre
limité, des séries U,, U, sont comparables i ne,, qu'il en est de

2
méme d'une intégrale [ f(@)dx, ¢ étant un nombre fixe, et que, par

0
conséquent, de telles quantités sont négligeables dans notre caleul.
Notons ensuite que g(x) et ¢(x) sont minimum ou maximum
respectivement pour

([l) uvf‘:< - >l COSMM*FI)’P

L Y cosho

el
n L sin(k 1%
x—v)  sinky

(si toutefois ces valeurs sont positives et, d’aprés les observations
précédentes, supéricures i ¢).
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Or $(x) est (quel que soit o) comparable & ne,; il en est done de
méme de la différence entre la série EU'/, et I'intégrale correspon-
dante.

On arrive 4 la méme conclusion pour la série EU/,. Il convient
seulement de porter son attention sur le terme logarithmique. Si 'on
considere les valeurs de 'angle o supéricures par exemple a e V7, le
module de ce terme est comparable & v, il 0’y a donc aucune diffi-
culté. Sil'on considére maintenant les valeurs de Pangle inféricures
3 eV, on constate sans peine que la valeur de z qui correspond au
minimum et qui est racine de équation (3) est comprise entre n
et 2 +1. On sait d’ailleurs que

[L[1t—2u,coso -+ ul]l, [L{r—2w,,cos0+ul ]!

sont comparables & Lo, D'autre part, négligeant 2, on voit que
! I ‘ LS 2
-)] A vt cosy -1 k)|

est comparable i

[L(r =) |-t L(e—v);
et cetle dernitre expression, intégrée de n o n 1, est comparable
aussi i Ln.

Ainsi, quel que soit Pangle o, posi/, la différence entre la série
U,,—i—iU'p et Pexpression (1) est de module inféricur & ne,. Celte
conclusion subsiste pour 2z == o, puisque, pour cette valeur, la série
(v quelconque entre v et v”) et Pexpression sont continues.

La proposition énoncee au début du Chapitre 11 est donc enticrement
Justifiée.

I n’est pas sans intérét de remarquer que, o étant positif, il existe
deux valeurs de v pour lesquelles les séries U, et U), sont respective-
ment égales aux parties réelles et imaginaires de Uexpression (1).
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On a, en effet, pour la série U, par exemple,

/mf,(w)da::flf,(m)dx ~+—b/’zf1(.7c)dw~+-...»+~ /Vl”t‘fl(x)tlx‘l.,,_,

“p
:f [fi(@)+ 0+ )+ fi(pta) ... ]de
=fili=y)+fila=y) +..FA(pAT1=v)+...
=U+U+...+U,+...
(o<v<).

Complément a I'étude precédente. — La valeur asymplotique trouvée
pour LP(z) est valable seulement & Uextéricur des cereles €, entou-
rant les racines. Il est intéressant et facile de voir comment se com-
porte la fonction dans le voisinage d’une racine. Pénétrons done dans
le cercle C,. Si I'on supprime dans toutes les séries envisagées plus
haut le terme de rang n, rien n’est changé évidemment dans les
résultats que fournit leur comparaison. Supprime-t-on les parties
correspondantes des deux intégrales? Cest une modification (para-
graphe précédent) d'ordre Ln, et partant négligeable. Dailleurs,

dans le facteur isolé P,,(Z:-), Fexponenticlle est sans intérét. Done, &
n

Yoot
intérieur du cercle, on a

etilpl =y ~lp-km]

P(z)= (r-— i)em IR
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CHAPITRE T11.
Y [~

VALEUR ASYMPTOTIQUE DE 7';1%«2-—) » P(z) ETANT UN PRODUIT CANONIQUE
DE GENRE & DONT LES ZEROS FORMENT UNE SUITE ORIENTEE, L'ORDRE
N'ETANT PAS ENTIER.

1. Enoncé du probléme. — D’apres le Chapitre I, nous avons comme
raleur approximative de cetle expression, pour o < ¢ -7,
8 e=ronmleos(p — L) (m— o) —isin(p—~) (1 —0)]

rlsin(p— L)

Nous allons prouver que, si Pon imagine une région ayant pour axe
la direction e, dont Uépaisscur entre les distances r, et r, ., est vue de
LIty - |
Porigine sous angle
Chap. II, § 2), on a, d Pextéricur,

T . ’ . N
~ (et qui parconséquentcontient les cercles G,
T

P/(z) o ek kime|0-aly)
(g) T T ( = O Ayt (l - E,,)-,
AP (3) risin(p - L)w

et ¢, ¢tant infinimen( petits.

Nous découperons ensuite dans cette région englobant les racines
des fragments de couronnes i intérieur desquels on pourra du moins
déterminer le signe de la partie réelle ou de la partie imaginaire du
quotient ¢tudic. Ces résullats nous serviront dans la recherche des
acines de la dérivée d’une fonction entiere.

Afin de simplifier 'exposé, nous supprimerons partout le fac-

A
[
teur —~ Nous nous bornerons au cas de o < 'lzfﬁ, et, comme toute

la premicre partic de la démonstration aura beaucoup d’analogie avec le
Chapitre 11, nous ne reprendrons les caleuls que lorsqu’il sera néces-
saire de les approfondir davantage. En principe, les notations seront
les mémes.

Ann. Ee. Norm,, (3), XXl — Fivunn 1gofi. 9
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Indiquons les principales. Comme plus haut

r n—+ v\ Pep - ( n 4
= — = y =
P '/7 I) ) v P

et, d’une maniére analogue, en partant de

[[ ‘JLH(.II(/«H Dy Py ki ¢ -i/."/.”
___ " e e " I
=1ds "\ a, e — v, et rh

ohrt o, cosk(op— ) — cos[(f 1) (9, )+ 2|

H,=V,+iV,= i
P ’ 1= 20, CO8G, - ¢}

_va‘“sln[(/\+I)(f.':,,—-~")- ]——-(,,hm/.(u,,f«o)

L2, (,()sw,, - o

/i 1 ( v Kbl @iy m
u —~<()srf) u sinw

) . a 1‘ Y :
G[) — | p + L U;} L VNN AN " — it
11— 2 u, ('oscp - u;, 12U, COSQ -1 U

avec les expressions intermédiaires

|1( /ul
. ) (7)) = roso) . sing
K,=W,- t\‘V;,::" ! i = .
')v,(ov,/ A 47 £ e v.v,,unsu»}— i
1 /tl
X X, (r,,—-(()sqa) . sPsing
\ [)-"' i p -+ = . e , i
l—-—"..ll,(usfp ~J;—.I § e .'..1,,(.()'.\@»!-'1/,

2. Substitution & 2.1 Vyeea »V, de Z W, et de ZW'p

¢valuer des limites supéricures lc.s séries de modules que voiei

sing coskitp, -+ ((uw——«v,,) sinfkt, b,
L= 20, COS P, | 02

W1 ’
q)l/( I’/,’

sin !‘D,,[(v,,w Co8g) coshit, g, -+ singy sm/-l,, bl
(r—2¢, COS @l -+ v )
(premicre substitution);

/Lkz

$p2

[

_“ L --1) cos 97, — kvpleoshkt,d,— (k- 1)sing sink, p,,‘ .
L 2.9, COS Q) - 92

r

| ic;"_jsxucu,,fsnrw cos/.t(,p,,ur _((,osgo,-fv,,)sm/z,,q,,] .

P e - ’

(1—20,C08¢), - ¢})* o
(deuxiéme substitution).

1° g, Sa’ et 2° a’<y¢,, comme au Chapitre 115 3° @' << v, a’.

»
i

k)

On aa

lw

12
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Appelons 7, celai des modules ¢, ], lgo'p] qui est le plus grand;

%1 €p— €087, ¢, — cos7, sont comparables & 7,. On en conclut aisé-
m(*nl que s (vam'.s termes T,, @,, T et &, sont comparables, soit

.

!

N

a £ 501t &
Zp .
[.e point z (:Lzmt au dehors des cercles de centres A, ot A, les

. o | ~ d i N -

expressions 22, Yot P, I sont comparables & n7,. Quant aux

In o L4 /n 741

aulres, on peut remplacer leurs sommes respectivement par

o

0, 2 S 2 R ou mw
I o j) J e fL

n n -t l
el
1%

ety (Ad (” . /)) Z (*;;‘:;[——) ou ety

9 Colerttigian S YW L, 0 R w vV s NV
3. Substitution a 2‘\\ pela }_‘ W', de 2‘ X, et 2-1‘\/" — Les erreurs

se présentent ici sous les formes

o (Lt '))c"”-—-(/. i~l)(ﬂsc N Ef‘,
Oy o —0 02,
1 9, COS D

) )
(t— '»c,,(()so 4 2

différence que nous désignerons par T, — @, el

o (fe - ’)Ef,'sina N (c,,-——(osw)c,,” sing
0Ly oo e sy =2 0.0, L
L 28y, CO5p 4 £Y (1—2Z, cosg -+ E2)
que nous éerirons I —_ Z“

1° £,%d'; 2% a' < g,, (m/r Chap. IT); 3% a'<CE,< a”. Cest aussi le
méme caleul dés que Pon a observé que
I“I"-_ (~():~Q] .'\'in(:’J

y o5y ¢t
Vi, co8 0 - 52

sont inféricurs a 1.

” . . \ Ry N | N - a1
4. Substitution a ZX,, el a ZX’I, de z U, et de ZU;,. — Méme rai-
sonnement quau Chapitre 1.
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5 Y N 2 ) N ! -ry o P ] . e . N _
5. Passage de Z U, et de ZUP aux intégrales. — Nous nous appuic

rons sur la méme théorie qu’aun Chapitre I1.
Posons (Chap. I, §13)

n (h-+1)¢
- ef?
L

f(z)y=— et Slx—v)y=9(x)-+ip(x).
T vient '
U,=2(p) et Uy, = d(p)-

Ici encore, les sommes des premicrs termes, en nombre limité, des
v C
séries U, U’[, et l’int(’:grulc/ J(x)dx, ot ¢ désigne une constante

quelconque positive, sont cm?zpa rables i ne, el sont, par conséquent,
négligeables.

Les maxima ou minima de ¢ («) et de (2) sont en nombre limité;
ceux qui se présenteraient pour w,”« ou pour «'~ w, donnent licu,
par Papplication du théortme que nous venons de rappeler, & des
errcurs inférieures, en valear absolue, & ne,, et dont il n'y a par con-
séquent pas lieu de se préoceuper. Dailleurs, quand @< w, ', 5 ()
et ¢ () sont respectivement comparables i

Up— COSQ sing
I— 21Uy COSQ -+ Ul Lee 2l COS P = 1],
. I

. ) .. N | .
dont les maxima et minima sont comparables & - - Done, st 4 e
) 4 ey

tendant vers sero, les différences entre les séries et les mniegrales sont
i fericures en module a ne,, €, clant un infiniment petit, supéricur
notamment & e, el & 7, | Chap. 11, § 2, (3)].

Imaginons que 'on choisisse ¢, la condition précédente définit
une zone a Uintérieur de laquelle Ja variable ne doit point pénétrer.
Cherchons a définir autrement la ligne frontiere. Si le point s est sur
cette ligne, sa distance & la demi-droite qui fixe Porientation des
racines est

»
(’II

G (
ou —

II -u_.' /;..A.
et

re ou

ne,,
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E » 1 ’ ~
clle est done de la forme — g, nt tendant vers o. Comme p, | tend

“n
n

I . . » .
vers 5 si 'on pose o' <<pg<<pg" il suffira, réciproquement, que la
1
. . . T =i . ’
distance soit de la forme — > €, n® tendant vers o, pour que la ligne sépa-

ne,
rative soit de la nature indiguce.

Concevons la suite indétinie de cercles concentriques de centre 0,
de rayons ry, ry, ..., Iy Fuyys ---. Sous la premiere forme, la ligne
limite apparait comme une succession de portions de rayons (raver-
sant les couronrics successives en se rapprochant sans cesse de Paxe
des racines. Pour la seconde, elle prend Iaspect d’une suite de
segments barrant aussi les couronnes, paralleles au méme axe et
tendant vers lui. Il est & peine utile de faire observer que 'on peut
varier & Uinfini le tracé d’une telle ligne. Je me borne a indiquer
Iéquation y =a''%e,, qui convient & une famille d’entre clles
lorsqu’on prend 'axe des racines comme axe des .

Cest done la comparaison entre les dernitres séries etles intégrales
qui nous conduit & définir autour de Paxe e une bande de terrain in-
terdite, tres étroite sans doute, mais englobant cependant tous les
cercles C, du Chapitre 11 et, chose plus grave, ne laissant plus tra-
verser a = la file des racines. Pour en justifier la nécessiee, il ne sultit
pas de montrer que le module maximum de () ou de () est de
Fordre ’l{)’ car il ne s’ensuivrait pas que les termes g(n), 9(n +1),

NI

Y
Y(n), Y(n+ 1) oules portions tl’il\(,(",grzllus/ o (x)dz, / (%) da

n
soient effectivement du méme ordre. Mais ce point est bien facile a
préciser. La somme des carrés de

== COSD sing
§ o= 0l COSY == 12 1= 20Uy COSY = 1L}

~

est
|
T 3y COS Y = 15

Il faut, pour que les termes correspondants des séries soient négli-
geables, que cette fraction soit comparable & n*c:. Donc (Chap. 1,

n
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§2), il faut que

AM I

...-..._._..,.m..z. > =5 .
I
A, J\n 1 "

Ainsi la distance du point = & A, doit étre infiniment grande par
rapport & la distance des centres voisins A, A,

Ny e D ) SN M »?

D'ailleurs, comme 1 — 2w, c0ss + iy, = (1, — 1)* 4 4sin® > el que

N | - ’
u, — 1 est, pour les valeurs n ¢l 7 -1, compa rable & —s onarrive pré-

., \ o . . [
cisément & la condition que g doit ¢tre de Vordre de ——-

ey

» . N 7 . ;.
6. Signe de Z\' , pour les petites valeurs de o. — Dans la région
ainsi exclue des considérations qui précedent, nous chereherons i dé-

. . . E . ~N g . . .
terminer le signe soit de Z V., soit de z Y',. Les expressions simpli-

. Wl R ’ "o . .
fices ZUI,, z U, sont d’une étude plus faciles or, pour les obteniv, il
a suffi, en restant en dehors des cercles (,, d'introduire des erreurs
comparables supéricurement a 2%, {, ¢tant un certain infini-
ment petit qui, notamment, est au moins égal i 7,. Si done nous

. . . N S
trouvons qu’en certains poinls extérieurs & ces cercles, Zl,, ou

Yy 7 . . , . ’ . vy

24["/> a un signe bien déterminé et est inférieurement comparable
o e . <. . ;o .
honey, Lt étant infiniment grand, nous serons fondés 4 en tiver les

Cn

. . . ;e ~
mémes conclusions pour la premiére série correspondante, 2‘\’/,

R ¢4

ou 2‘ V..

1 Q N .. 1

Commencons parZU'l,. Cette série est composée de termes lous
négalifs. Changeons-en les signes et évaluons approximativement une
partic du groupe le plus important des termes, groupe qui va de
p=n(t—1,)d p=n(1+1,), £, ttant un infiniment petit que nous
fixerons dans la mesure ol ce sera utile. Nous considérerons seule-
ment ceux qui correspondent aux valeurs de p inféricures i n; les
autres ne feraient que doubler sensiblement le résultat.

Dans ce qui sait, nous avons besoin de trouver des limites infé-
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ricures de certaines expressions. Nous remplacerons done ces expres-
sions par d’autres auxquelles elles sont i férieurement comparables ; il
sera donc inutile de spécifier le sens de la comparaison dans la fin de ce
Chapitre, sauf lorsqu’il devra étre accidentellement renversé.
Pour les valeurs de p considérées,
upttsing

e 517, COS 2
I— 20,0089 -+ u,

st comparable 3 5% on pos: —
est comparable a g On posant n — p = h.

Or, si p<t, ¢t si n(4,— o) est supéricur & un enticr, 1o, par
exemple, il y aura des termes (de p-ny a pZng,) pour lesquels

2 2,

h2Zng?s pour eux, - esl comparable & =7
am '
y . o 5 1 . ) , C . 1 1 .
D’ailleurs /rqzz +5 est sensiblement égal & n*2 (— — —~). Done,
h C\ o nt,
ny

. ~, c 1 \ ]
singZ1, la somme des termes considérés est comparable ion (1 — = )
: 1
) © o . WX ; ,
Or, on peut supposer v inféricur i - par exemple. Dans ce cas, le ro-
sultat cherché est done atleint.

ity
ye e o “L
Si no <1, nous avons i former la somme %o ¥ — en prenant nt,
T~ T YK

)

1
s . I
plus grand que 1o par exemple; elle est comparable & 2*g <'r — L

’

. . ", .. . e .
ou i n*g. Il suffira done que nz ¢, avee la condition .* infiniment

Z:Iﬁ
P l . \ .l ‘ 'ht (Wt l. b el l ISSHUS l,' ] 3 [ ‘(iﬁ "4 i () -
dgrand, comme moa ¢le explique cr-dessus { no amiment, 7 esLomini
n

ment grand ).

Enfin, quand g augmente, Pexpression (3) augmente.

.. . . ¢ . S .

Ainsi, il existe une variable ¢, telle que, pour -,—;i <o, la seree z V’I, soct
négatiye.

On peut lever facilement la restriction que s ne doit pas pénétrer
dans les cercles (,. Silon supprime, en eflet, dans les diverses séries,
le terme de rang n, les résultats provenant de leur comparaison ne

gn, :
. . 170 7 PR N .
sont, comme au Chapitre 11, pas modifiés. La série ZV'},,([) = n) est,



par suite, négative. Vérifions que V), est négatil lui aussi, on a

oy SIS ) (9, —9) H 9] — epsin ke, —9) ]

. V2
L= 247, COS )~ 1))

Comme n(g,— o) tend vers o, et que on a choisi e, d"ordre infé-
rieur & celui de ce produit, il en résulte que — V), est positif. Cewe
remarque complémentaire est t16s importante ().

"o

. O - . e,
Signe de ' V, pour les petites valeurs de g ( % <) — On pourra
P P ¥="n I

supposer €, d’ordre au plu ég :11 a4 (,(’lun de ¢, et, par suite, inféricur i
celui de n,, (|9, — ¢
parties.

serons cette somme en lrois

L. e . Y
Soit, un entier infiniment grand avee 2 et tel que ~"‘» tende vers o,

Nous poserons

pes st Ly o
. N N
=Y e S

p =1 poonckhy
pEzaeklig—1
~ X

8 == 2‘ v, (pn el psn-ta),

e

M
b "—‘Il."_vll'f-]’

" /1 NGRS e
1 )—-(()5’4

"
| B St - — (/1

IL R l
| ( ()HCJ =}
o/ o _V.lr'

(notation du Chapitre I avec ¢ = o).
Nous montrerons qu’en négligeant un nombre limité de quantités
infiniment petites, on peut substituer & S -8 4 S” une expression

(1) Eufin, il résulte de cette analyse que 'on peut éerire, dans les conditions indiquées,

..,..ZV”,_ <2U;,>(‘*‘*“3/1)7

o . .,
et -—Z Uy est, pour une valeur donnée de v, une fonction décroissante de .
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infiniment grande par rapport & 2 et d’un signe connu pour des zones
déterminées ol évolue =5 il en résulte le méme signe et le méme ordre
de grandeur pour la somme considérée.

On observera d’abord que s péndétrant ou non dans les cercles G,
et Copyy S U S peuvent, comme plus haut, étre remplacés par les
sommes correspondantes S, el S formées avee les U,. On éerira

S48 4-8'= (S—1"—17,)
A (8 —8) — T e 1T - 8 - 8.

1°© S— 14— Tr7 est infiniment petit par rapport 4 r, comme
I'élément (lo Pintégrale.

2° Il en est de méme de §'— 8/

3° Nouas allons prouver que le méme fait a lieu pour 12471,

Un calecul préliminaire est nécessaire. Posons

i (o= 089,) cosh(p,— o) 4 sink(y,—) sing,]|
L — 27, CO8 Y, -}

R
[ e

/ e po .
= sera infiniment petit; p ne prendra que les valeurs 2 et 413

r

. . (l” . ,
op— 9, de méme que g, est au moins d'ordre - Des quantités de

" U
¢ L] - . , .
=i I»-~»|»”~~-ff seront respectivement dési-
Y . Al

gnees parv o, o, oo B, 3 ey Y e
Un calcul facile donne

n . {
méme ordre au moins que o

11 -+ )¢ .
a)*p

l . l(/I e
(h)y Eo=dn JEE
— e l‘(/~|-1)-——(l o’y - ’TJ/,(I “+ )

'),

. Ly . . w?
= se réduisant i —‘;—(1 — {*) quand on remplace g, par ¢. Dans

cette derniére hypotheése, on a évidemment

R L)

(5) &

Ann. Le. Norm., (3), XXIL — Fivnen 1gof, 10
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Lorsque % est infiniment petit par rapport a —> on peut écrire
/

3 l+ " 1P, 2 "
(6) (":%i“*‘;;[l(/““’)‘,”"ﬁ_;‘l —ka]——(-’—[(fi) (r-4-7 )E.

~

Cela posé, on a

n+h
]n-—-/A:

— Ay 7,{:“(«/,—-(:05:9‘) . //;rl (- — COS3) l .
—J, 1T —29,C08¢ 47} 1—27 (COSp + 7%, .

.

L'élément de intégrale est, en vertu de la forme (5), égal &

It

— 719t (1 7)

———
el

2
n

et, par suite, fini. Donc ["}¢ est au plus de Pordre £,.

4° Nous savons que I7 est d’ordre d’infinitude de n.

5° Pourle calcul de S, nous utiliserons I'expression (3) en rem-
placant g, par o.

Associons deux indices p et g tels que p=n+1—hetg=n + A,
A parcourant les entiers de 24 A, — 15 et posons

t=h+v—1, t==—(h—v).
Nous aurons
, h(;l n/t 1 Lok A41)—1 R [ 1 4=, by
Si= B (5 g) ¢ T s [ RE
" .

Seul le premier terme donne un résultat d’ordre 2. Sil'on se reporte

. . s
au Chapitre I, paragraphe 15 et que I'on pose v =~ en supposant v
commensurable, on trouve que

he—1

) o 28— : opres=1_ s
— -t =) = 4 . o (0
rn Lt s(r—s) x=t

2 0 0

La premicére intégrale tend vers o; la deuxiéme a une valeur finie;
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elle s’écrit

et, d’apres I'égalité établie au passage indiqué,

J(m—=2))
» . - T COS ———temi
(1—>"cosw)x/ r
r B ' | TS de == — oo,
| —2x” Ccosy - 2t s
vo ' sin =L
r

égalité qui subsiste pour » == o; elle vaul

T
- COlvr.
r

On a done

. noo(v—23) n
S 5 et e T COLYT A= 1
{ v(1—v) {

“ns

et cela, évidemment, que v soit commensurable ou non.
6° Nous prendrons encore la forme (G). On conslate de suite que,

<V [ Y « e
81 —5 et — 4~ sont infiniment grands, on a
X S
(’IL ('IL

VZEEN e A

S7 o S
L v(r-—v)

el 10E .

Conclusions. — On a

N )
ZV pr= g mpleol(p— k) 4= colvrm | 4 g,

ou
~ o sin(py - v)m
(7) z V,=n | e ~~~~—-~P~1—~—.~~~~l~ - Ep (e
[ sinp,msinve |

Ainsi, nous obtenons la valeur asymptotique de celte somme

¢! a . . o e . ,
pour p < -%. Choisissons deux infiniment petits v et 1 —v", tels

v/ - e . . ; .

que —; et —— soient infiniment grands, puis deux nombres fixes v,
"y "'y
e, ¢

ono, ‘. b, @ ;. “ , v
¢t vy, le premier inféricur, le second supérieur & 1—g¢, et d’aillears
aussi voisins de cette quantité que 'on voudra [on pourrait méme
les faire varier, et tendre vers 1—p,, pourvu que sin(g, -+ v, )™
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. - . > . AN LN 1 "\ «
et sin(p, -+ v,)® soient infiniment grands par rapport a I'e, de I'éga-
lit¢ (7)]. Ces valeurs v' et v,, v, ¢t v" déterminent, lorsque ¢ varie

(e "

1 e, (4 p . .
de — 2 a + 2, deux fragments de couronne dans la sone qui contient
i i

. . ) . - )
les racines. Dans le premier fragment, ZVI, est positif ; dans le sccond,

il est negatif.

8. Valeur asymptotique de ZVI, pour toutes les valeurs infiniment

- v I . . , \
pelites de o dans le cas oi v = ~ - Dans ce cas particulier, la formule (7)
2
donne

"
.
: nro(colp, T - ¢,) pour wZ —;’25
Cest aussi la valeur que lon tive de Pexpression asymptotique
A Apn ] . I
générale lorsque ¢ = .

Je me propose de combler la lacune entre ces valeurs de 4 en mon-
trant que la formule reste exacte.

Il suffit de reprendre, au paragraphe précédent, les caleuls de 87 ou
de 8. Nous les ferons encore reposer sur expression ¢.

Pour §', associons de nouveau les valeurs de ¢ et de ¢; elles sont
de signes contraires. On a donc, en vertu de la relation (5),

a

Y. et v, étant au moins du méme ordre que 1] ~+ 25 chaque ¢lément

V42
de la somme étant fini, la somme clle-méme est Cordre dinfinitude
inférieur & celui de 7.

Pour 5", observons que I'on a pu supposer ¢, infiniment grand par
rapport & n(g,— 9); il en résulte que z,=2(1 +¢,). Les deux
termes & sommer sont de la forme

It 0*
Z (k) o P (14 8)

[ztz
— (P‘l

n*
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et, comme ¢ =—1¢, on a au lotal

ne, -+ 1‘1‘2'?2(1 -+ E,,)
(248 - IL"’CP"'

)

expression négligeable, elle aussi.

CHAPITRE 1V.

RESOLUTION D'EQUATIONS DE LA FORME F(z)-4-G(z)=o0, F(z) ETANT UNE
FONCTION ORIENTEE I'ORDRE p ET G(z) UNE FONCTION I’ORDRE INFE-
RIEUR A p.

I. Nombre des racines de Uéquation 5(z) + 1= o, a l'intéricur d’un
contour, 3(z) ¢tant une fonction holomorphe dont le logarihme est
donné. — Soit #,(z) la détermination donnée de ce logarithme. Nous
poserons

F(s) =X, Yy, F(z) =X 4 (Y

et nous représenterons les vartations de ces fonctions respectivement
dans les plans ¢, et €. Dans le plan de la variable, - désignera aire
d’holomorphisme.

Appelons points homologues dans le plan @, les points qui corres-
pondent & un méme point du plan €©; ce sont les points situés sur une
paralléle & I'axe des imaginaires et distants entre eux de multiples
de 2m. A un contour fermé intéricur & N, et décrit par la variable,
correspondent, dans @,, soit un contour fermé, soit une suite de
trongons tels que Porigine de I'un soit homologue de Iextrémité du
précédent, et dans ® un contour fermé. Soient g, et ¢ les chemins
tracés respectivement dans les deux plans. Si I'on joint e point (—1)
au mobile qui parcourt ¢, la variation d’argument de ce segment
donne le nombre cherché des racines. Nous allons déduire de 1 un
caractere relatif i la ligne ¢,.
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Dans le plan @, tracons, par les points (24 -+ 1)~ marqués sur I'axe
des quantités imaginaires, les demi-droites D, paralleles & la partie
positive de 'axe des quantités réelles. Ces droites correspondent,
dans le plan @, & la partie de I'axe des quantités négatives extéricure
au segment — 1, 0. On en conclut que toute suite fermée (chaque
extrémité homologue de Iorigine du suivant) du plan ©, qui ne tra-
verse pas les droites D n’introduit aucune variation d’argument et
peut étre supprimée. On peut, parsuite, déformer comme I'on veut de
tels trongons, pourvu qu’on laisse fixes leurs extrémités. Bnfin,
comme les parcours, en sens inverses, de deux ares homologues se
neutralisent, on peut méme déplacer une extrémité el une origine
homologues en ayant soin de les laisser tels. 11 en résulte manifeste-
ment que le chemin g, peut étre considéré comme formé d’arcs pour
chacun desquels le point de départ et le point d’arrivée sont homo-
logues et qui traversent chacun une droite I et une scule. Or, un tel
arc, selon qu’il est parcouru dans le sens positif ou dans le sens
négatif de Paxe des imaginaires, donne licu dans le plan @ & une
augmentation ou & une diminution de 2w. Done, et ¢’est notre con-
clusion, le nombre des racines est ¢gal a l’excés du nombre des trayersées
ascendantes des demi-droites D) par §,(z) sur celui des traversées descen-
dantes.

2. Ordre excédent, ordre deéficient. Notations pour une fonction
ortentation simple. — Dans celte théorie, surtout dans le Chapitre V,
deux quantités vont jouer un role prépondérant, ce sont les diffé-
rences p — 4 et £-+1— g, nous leur donnerons respectivement les
noms d’ordre excédent et ’ordre déficients, el les désignerons par p,
et p,.

Soit F(z) une fonction entiére d’ordre g, & orientation simple, et
de genre k.

Nous remarquons d’abord que les expressions asymptotiques rela-
tives au produit canonique P sont valables pour la fonction F, la pré-
sence du facteur exponentiel ne modifiant en rien nos résultats,
puisque p, n’étant pas entier, est supéricur i £.

Il sera commode d’introduire 'angle que fait la demi-droite abou-
tissant & = avec la direction opposée i «; soit ¢ cet angle compté de
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— T a4+ 7.
Si 0> a, ona ¢'=o-—x o
. (=mZocim)
etsi 0<a, = —| ¢

et les expressions asymptotiques deviennent

. oy
' ] = (— 1)k ——
(1) LEG) = (= nfnn gl (),
F'(z) o nel P —ka)
) FTE(z) r L&)

rksinpm

3. St F(z) est une fonction a orientation simple, d’ordre o, d’ordre
excédent plus petit que ; et s G(z) est une fonction d’ordre inferieur a g,
Uéquation ¥(z) + G(z) == 0 admet une suite de racines de méme orien-
tation que celle de ¥ (=), infiniment voisines des premicres quand. leur
module est infiniment grand. — Par cetle dernitre expression, j"entends
que,  partir d'un certain module, il est pos'sihlo de faire mrrcspon(lrc
les racines des deux suites, 2z Ad, dpy A d,,,, Gy d,,,, . .., de
maniere que la différence @, , -~ a@,., tende vers zéro pour p infini.
On a

F(s) 4 G(s) = F(:)I - 1(( l

En dehors des cercles G,

cos 4
(~1kn 7:‘————(’3-( 1-4Ey)

[F(z)|=e sin g

si €0$p9 =4 03 pour ¢’ ==, celle expression se réduit & e""“"‘”““‘"“

Sip, <4, Uexposant est positif et il reste positif pour les V.ll(lll]“b de o
voisines de  ou de -— = Dailleurs, = r*e et | G(z)| < €%, ¢ étant
arbitrairement pris entre les ordr(.s de G(s)et de F(z); on en conclut
que, pour r assez grand, Il’( )l reste plus petit que t et que, si nous
décrivons un chemin englobant p racines de F ainsi que les cercles C
correspondants, mais dc maniére que ¢ ne s’écarte pas de = ou
de — = dans des limites faciles i fixer, ce méme chemin comprendra
a son intérieur le méme nombre de racines de F + G.

Pénétrons maintenant dans les cercles C,; nous allons décrire 4
leur intéricur des cercles concentriques C,.
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A Dintéricur de C,, on a (Chap. I, §6), en posant

l S— , ] oo (3,,,
N Cos (0P’ o
]F(:)] _ &'—e' "“L"T‘;T,.'r;;—.”‘""‘"“
rll

) . - ;o . [ |
On en déduit que les conclusions précédentes subsistent si g, 7 —-.

(;u:}‘
. . - . - - e 1
Ayant fait choix d’un infiniment petit positif ¢,, on prendra -z comme

rayon du cercle C,. A Pintéricur, il y aura une racine et une scule

de F + G. Les conditions requises pour que la nouvelle suite soit

orientée sont d’ailleurs vérifiées; en premier licu, angle sous lequel

le cercle C, est vu de Porigine est de 'ordre ——- En second lieu, si
1P ench

I'on désigne par 7, le module de la racine de F+- G située i intéricur

de G, on a

Jo etant supéricurement limité; | £, ] est par exemple, pour 2 assez
grand, inférieur & 3. Cette égalité conduit aux résultats exigés des
modules.

Quand Pordre excédent est supérieur & 4, il est aisé de constater
que, s’il existe deux nombres o et «” comprenant o et tels qu’entre
les demi-droites qu’ils définissent (Pangle 0 variant de o & o”) G n’ait
pas de racines infiniment grandes, F -+ G n’en a pas non plus. Meltons,

. . 1o . I . R
en effet, F + G sous la forme (;(1 -+ -(:>- Il résulte d'un théoreme de
X
M. Hadamard que
(3) [G(z)|> e,
par suite
K
Sl << T
il

Si, dans le méme angle, G a des racines infiniment grandes, I'iné-
galité (3) subsiste pouryu que la variable reste en dehors de petits
cercles G, ayant ces racines pour centres. Nous pouvons done dire
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que, dans la région ¢tudiée, les fonetions G et F+ G ont autant de
racines infiniment grandes.

Lorsque ordre excédent est égal & 4, la partie réelle de LF(z) est,
pour ¢’ =, de Pordre ne,; ¢’est un cas douteux.

On se rend bien compte de ces résultals, ainsi que de ceux que
nous allons obtenir, en portant, pour chaque valeur de 0, sur la demi-
droite correspondante, la partic réelle de LF(z); les courbes obtenues
sont (au facteur 1 4 ¢, prés) homothétiques pour les diverses valeurs
de n. L’ensemble fournit (i Ta premiére approximation) des rayons de
maxima et des rayons de minima. Il est intéressant d’observer les
variations d’influence des racines, variations qui, se reproduisant
identiques pour les divers modules de | z], dépendent seulement de
son angle d’écart avee Ta direction des racines.

4. Ltude de Uéquation F(z)+1=o0, F(z) dlant une fonction a
orientation simple. — Dans ce cas particulier, nous allons délerminer
toutes les files de racines infiniment grandes.

Nous ferons usage de la méthode indiquée au n° 1, en utilisant
’abord simplement Pexpression asymptotique de LEF(z), puis en em-
ployant un procédé d’approximation plus précis.

Examinons d’abord I'hypothese laissée précédemment de cote,
celle de 'ordre excédent égal & £, en nous bornant encore aux racines
de méme direction que celles de F.

Posons

Soit, en premier lieu, 9'< o et ¢'= —m + ¢; et, en second lieu,
/ 1 /
¢>o0et ¢ =mn—1.

Dans le premier cas

(4) F,(3)=nn(sinpy-— i cospb) (1 - &,).
Dans le second

(5) Fi(5) == nu(sinpy -+ icospd) (1 -+ &,).

Imaginons que I'on fasse décrire i la variable s, dans le sens
positif, un chemin ainsi défini @ au-dessus de Paxe «, un arc de

Ann. L. Norm., (3), XXHL, — Fiymen 1go6. I
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cercle AB, de centre O, de rayon compris entre r, et 7, e( d’angle au
centre ', puis le segment BC dirigé vers Porigine, OG étant compris
entre 7, et 7., (n<p), un arc CD concentrique au premier, enfin,
une ligne DEFA symétrique de la ligne DCBA. Si ¢, était constamment
nul, F, décrirait, dans le plan @,, dans le sens ascendant, deux che-
mins symétriques par rapport 2 Paxe des quantités réelles, situés a
droite de I'axe des quantités imaginaires et limités & cel axe; en
supposant, pour fixer les idées, que 7 et p soient pairs, le nombre des
demi-droites D traversées serait ¢gal a p. Tel serait donc aussi le
nombre des racines de 'équation

(6) F(z)+1=o0.

Mais il n’en est pas ainsi. Si 'on observe que les extrémitis des
chemins décrits par F,(z) sont des segments dont la longueur esl
d’ordre n{" et (n~+ p)d, que dailleurs Uerreur introduite par le
facteur 1+ ¢, dans la situation de ces lignes est d’ordre ne, (oune,, ),
on en conclut que, si 4 estfini ou s'i est ordre infinitésimal inféricar
a celui de ¢, la variation du nombre des lignes D (raversées esl
d’ordre ne,. Done, si Pordre d’infinitude de p est au moins égal i celui
de n, le nombre des racines & Pintéricur du contour est p(r - ¢),).

Ainsi, il existe une file de racines de (6) dont argument tend
vers o et qui a méme densité que les racines de F.

D’une maniere générale, que peut-on dire, quel que soit Pordre
excédent, du nombre total des racines de I'équation (6)?

Faisons encore abstraction du facteur (1+4-¢,). Si z déerit un cercle
dont l'ovigine est le centre et qui comprend les n premiéres racines
de F, F, décrit, dans le sens direct, un are plus grand qu’une circon-
férence et dont le centre est aussi ovigine. Soient n pair et 2, le plus

. . n . .
grand impair contenu dans ——=; alors, toutes les demi-droites D
sinpm
étant traversées dans le sens ascendant, le nombre des racines de (6)
contenues i 'intérieur du contour suivi par z est 2(k-+1)n, si p,~ %

et 2kn,+nsip, T3 Onendéduit, en tenant compte du facteur (1+4¢,),

o . N R 5 k=1
que la densité des racines de F-+1 par rapport i celles de F est :;Tn%?r
. b ()4

1

: k
pour p,Z3 et ———— 1 pour p, =

P sinpym

o]~
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Ce fait met en évidence Pexistence d’antres racines que celles dont
'argument tend vers o, existence certaine @ priore lorsque g, > 1,
puisque ces derniéres racines disparaissaient et que Pordre de F(z)+1
n’est pas entier. Nous allons constater sans peine que Pargument de
ces nouvelles racines tend vers quelques limites bien déterminées.
1. - T
Considérons les diverses valears de ¢ telles que pg'= + ¢,
g ¢tant un entier, et les valeurs voisines telles que pg’ soit compris
entre

b TE '
;—-}-//TE—-'I.J,, el , HaTm

$, désignant une variable infiniment petite. Elles définissent dans le
champ de la variable =z plusicurs angles dont les axes sont les direc-

. T T Sy , .
tions ¢’ = " + 25, angles de plus en plus effilés et dont I'épaisseur
ap o p T

tend vers o. Je dis que, si b, est convenablement choisi, il n’y a pas
de racines infiniment grandes & leur extéricur (*). Soit, en elffet,

"

g, =g, 1g,; la partic réelle de LEF(z) est au signe pres

sinp,

nrlcosp @' (14 ¢,) — sinpg'e), |

N . s e, ® . vy, . . , . N N

Done si g, est dordre infinitésimal inférieur a la fois i e, et & =~
celte expression est infiniment grande. ¢ désignant un nombre positif
fixe, on a

l Al "
pr <|F(s)] <,
ce qui justifie la proposition.

Donc il faut chercher nos files de racines & Pintérieur des angles
précédents. ‘

Faisons suivre a4 z, dans le sens direct, un contour composé de
yortions des cotés curvilignes de angle relatif 4 la direction

8 8

T T
[ i i
20 p

(1) Et, bien entendu, a Pextérieur des cercles C,.
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et de deux arcs de cercle de centre O et de rayons respectivement

COMPTIs entre 7y, Py €0 Fagps Tyapry - Solent

™
(7) po'= +qn—1y
et, comme plus haut,
En=¢) (&),
On a, pour r, < r<ryy,
sing (1 +¢&,) — cos pej,
i 2
sinp;m

cos (1 + ¢&,) -+ sinbey
o 7
sinp,

1= (— 1)+ 1hn

(8)

Y, = (—1)+1hm

y variant aux différents points du contour.
On déduit aisément de la (et de Phypothese sur J,) que Ie nombre
des demi-droites D traversées, toutes dans le sens ascendant, serait,

\ P \ ) . . ' - ’
pour g, nul, & une unité pres, — L ces demi-droites étant situées
: 9 8inp )
au-dessus ou au-dessous de Uaxe des quantités réelles, selon que
k + g est pair ou impair. Par suite, la présence de g, nous permet
seulement d’affirmer que la densite des racines situées dans angle
est
1
2sinpm

Or, si p, > ¢, il existe 2(% + 1) valeurs acceptables de ¢, 2k ~+ 1 si
pi =7 et, sip, <3, 2k seulement. Nous retrouvons ainsi, dans chaque
cas, la densité totale des racines.

Ainsi, Péquation (6) admet 2(k + 1) files de racines inféricures
ou 2k -+ 1 selon que p, est supérieur ou qu'il est an plus égal i L.

Nous allons étudier ces suites d'une maniére plus précise. Soit
z, une racine de Mune d’entre elles correspondant i la valeur de o/
(9) %x%+gm%

.
et & un module compris entre r, ¢t r,,.,. Nous excluons, dans le cas
de p =4, les racines infiniment voisines de celles de F.
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Décrivons un segment de longueur s, d’argument o, allant de =, &

. .. S . . .
un point voisin quelconque z,, = ¢tant infiniment petit, on aura

~1

. , . L fds
(10) Fy (51) = Fy (50) - 5 ¥, (51) (-‘—) ;
2

ds

respectivernent pour les parties réelles et imaginaires, =z, désignant, dans
chaque cas, un point (différent)) du segment =,z,. Or, daprés (2),

pe—il
(x1) Fy(s) = B"—F,(2) (1 +¢,),

r

les infiniment petits ¢, que nous introduisons ici n’ayant aucun
rapport (connu) entre cux; mais il est inutile de leur donner des
noms différents. On poser:

— ’ ".H
En =€, L&y,

et Pon désignera par l'indice correspondant les valeurs de n, de 0 (7).
qui correspondent aux diverses valeurs de 5. Soient encore

Oy ==ty = (5» Oy == Oy -ty (‘0 infiniment petit),
X o : 1€,

12 A e D LA A Y/ SN BT T A== ol D L T | S
(12) Fy(ay) = (=)t (ap 4 10)m (—1) "Tsinp

L équation (1o) devient

. y 3 . 8 < : .
(13)  Fy(zy) o= (0" (op -+ O)md ,-ri( )t =00 (9 p = 1) (1 - €p).
ny
Quel chemin faive déerive a z, pour qu'il comprenne & son inté-
rieur non sculement z,, mais aussi la racine suivante? Pour fixer les
idées, supposons & +4- ¢ pair, le chemin devra étre tel que, § allant

. ™ . . . ’ -
demi —m, pourf = =, s soit aussi petit que 'on voudra et que, pour
Ed

! . N 80 Y 5 ’
b= — il soit assez grand pour que »/_'J»(:z/) +1)n(1~+e¢,) dé-

passe aw; cotte valeur de s doit étre de la forme
21y ST
__...Ll.‘,....._[-l— (1~ enls
'fJII
et cela suffif.
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Soit 2’ Ie numéro dordre de la racine 5, dans la suite considéree; la

. . . I
densité de cetle sutte étant ————, on a
densité de cetle suite étan zsmp,'n’ a

Intpg = 'yt I-+e
(l./l) n'i-1 " 2! — "’
'n p

égalité qui prouve que les modules des racines, comme il arrivait
déja pour les arguments, satisfont & la définition des suites dirigées.

Nous avons donc la conclusion suivante powr les racines de I équa-
tion (6):

Si p, <3, une suite ORENTEE formée de racines infiniment voisines de
celles de ¥, et si p, = §, une suite de méme ALIGNEMENT ¢ de méme DENSTTE.
Pas de racines infiniment grandes ainsi alignées si g, > ;.

En outre, il existe des suites wiviGEEs de densité Py il» f;‘t-’*'f au nombre
de 2(k+1) si p, >}, de ok st g, ;3 leurs dircctions sont symetriques
par rapport @ la direction «; @ Ucxception des deux qui comprennent

;e . . , .. T
précisément cette demi-droue, Uangle de deux voisines est .
/)

Remarque. — (Cest un fait intéressant que, si Pon fait varier les
racines de F de manicre quel'ordre p reste entre les limites £ el k1,
la densité totale des racines de ¥ 1 est une fonction continue de o, bien
que, pour §, = 4, il y ait changement da nombre des suites.

5. Relation asymplotique relative a Uordre. — La relation (11) alieu
’ . 1 N ,
en dehors de la zone d’épaisscur = (Chap. IH, n° 5).
‘N
Elle peut s'écrire

0
lz —r

(15) lirrnz,»/['-!(‘[ (2)

le produit tendant uniformément vers sa limite pour z infini.

6. Digression sur les fonctions enticres quelcongues de genre fini. —

Dans ce paragraphe, nous garderons les notations nouvelles qui
nous ont plus spécialement servi jusqu’ici pour des fonctions
orientées.
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M. Boutroux (*) a trouvé diverses limites maxima du module de la
dérivée logarithmique d’une fonction entiére dans certaines régions
ou en certains points, ou sur certaines lignes. Nous allons reprendre
la question en cherchant moins & obtenirle méme degré d’approxima-
tion qu'd étendre les aires ot la limite est acceptable. La principale
difficulté dans ce genre de questions consiste dans I'irrégularité pos-
sible de la distribution des zéros; il peut se produire, en des zones
d’ailleurs inconnues, des tassements de racines dont M. Boutroux éli-
mine Pinfluence par un artitice heurcux dont nous ferons usage.

IIs’agit d’évaluer une limite supéricure de

) —~ g
=y e
¢’ est-a-dire de

(16) E o :

Considérons deux cercles dont le centre est & Porigine et dont les
rayons sont 7 ¢t 7 (1 41,7, 7, ¢tant un infiniment petit. s déter-
minent une couronne Cdans laquelle va rester 5 imaginons les deux
couronnes contigues de méme ¢épaisseur. Ainsi se (rouve définie
une aire totale G, dans laquelle nous allons isoler les racines de la

maniére suivante :

Concevons d’abord G, découpée en portions de largeur comparable
ar (1 1,), parexemple en secteurs circulaires ; o étant lune d’elles,
appelons -, la surface qu’elle forme avec les deux portions voisines.
Soit maintenant un faisceau de lignes ¢ balayant cette aire et tel que
la plus courte distance d’un point de g, & £, (prolongée au besoin ),
L£oet g, étant quelconques, varie dans des limites dont le rapport
oscilte entre denx nombres voisins de 1, fixes dans la question,
Zoet e suppose. On réaliserait de tels faisceaux, par exemple, avee
des cercles dont le centre est 2 Porigine, les rayons de ces cercles, ou
encore des droites paralléles. Pour simplifier ce langage, je m’en tien-
drai & ce dernier cas. Projetons tous les points de 4 sur une perpendi-

(V) Sur quetques propriceés des Sfonctions enticres, p. 46 ct suiv.
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culaire A & la direction D adoptée, et la portion de A ainsi découpée,
, , o e -
décomposons-la en segments ¢gaux, de longneur R = —, o dési-
3 : o
gnant un nombre quelconque supérieur & p (mais voisin de lui). Iso-
lons chaque segment portant p projections @; de racines au moyen
de p segments & droite et de p segments & gauche, si 'un d’eux con-
tient ¢ racines, allongeons encore de ¢ segments de chaque coté cette
longueur protectrice, et ainsi de suite. Finalement, le nombre des
segments qui portent ou isolent les points @; est infiniment petit rela-
tivement au nombre total. Car, si s est le nombre des racines situées

s .8
dans &, le rapport & évaluer est comparable a —-
r

- o ! ,
Or, dans la série convergente > —» la somme des termes corres-
: P

I . . s e “
pondants & ces s racines est comparable & —z, ce qui justific notre
B

affirmation. Les segments non marqués sont les projections de bandes
paralleles, et I'on est certain que deux contigués sont infiniment voi-
sines par rapport & I'¢paisseur r'v, de C,. D’apris la maniére dont
elles ont été obtenues, on constate de suite par projection que les dis-
tances d’un point quelconque de Uune d’elles aux diverses racines sont
respectivement superieures a R, 2R, ..., sR (les courbes auraient intro-
duit un facteur limité). Modifions la dircction de D, nous aurons de
nouvelles bandes paralleles jouissant de la méme propriété. Avee
deux directions successives seulement, on disposerait d'une infinité
de chemins en zigzag pour aller, & une distance infiniment petite
prés par rapport aux dimensions de A, d'un point quelconque i
un autre point quelconque de cette aire.

Bn faisant effectuer & D une rotation compléte, on ne laisse-
rait plus subsister & U'intérieur de &, que des ilots contenant les
racines et en dehors desquels la propriété obtenue plus haut est
acquise.

Cela posé, laissons la variable dans I'aire B commune 4 C et i A, et
partageons la somme (16) en plusicurs parties.

Celle qui a trait aux racines de &, est comparable i ilil"'s' et, par
conséquent, 51——-—_"“;1[‘".

Ir
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Passons maintenant aux racines situées en dehors de A, ct sous
lesquelles i’i oscille, par exemple, entre £ et 2.
Sin et »” sont le plus bas et Ie plus haut indice, la quantité & cal-
culer est inférieure a

n"

I i
LEANEN
1)) Al ]
n'
z (p¥=—1)
. i , . e’ . rent
et, puisque —; tend vers zéro, elle est comparable & — ou i ~—,
7" 1 My
. e
ou enfin & ——-
)

r; 1 .
- < = il leur correspond une somme

Quant aux r; pour lesquels =

que on peut remplacer par

n
) L
phe—1 2 —7»
ri
1
A

H P N ,
puis par r'n’ ¥ et enfin par £,

. r'; N
I reste les racines telles que = > 21 pour celles-1a, on a la somme

p
o
~ T A 1
r*}_‘ i3 un calcul analogue donne la méme expression.
’,A/ ‘
. .o , . re" =1Ly
On trouve donc comme limite supérieure ———-
) My
I "

Mais, si 7, est par exemple de ['ordre —, comme p” désigne un

Lr
nombre quelconque supéricur i g, on peut profiter de cette indéter-
mination pour prendre comme limite 76-*¢ sous la condition indi-
quée, e étant un nombre positif arbitrairement choisi.

Si nous considérons maintenant, aa lieu d’un produit cano-
nique P(z), une fonction entiere F(z) pouvant avoir un facteur ex-
ponentiel, e résultat précédent subsiste pourvu que p désigne ordre
apparent de la fonction. Zous ces résultats subsistent si k n’est pas le
plus petit nombre assigné par la théorie de JVewerstrass.

[l est clair i présent que Pon pourra, en dehors des aires interdites,
de maniere 2 utiliser la limite trouvée, faire décrire & la variable un
chemin passant auprés de points de repere donnés & des distances

Adnn. Fe. Norm., (3), XX — Fivirr 1gof, 12
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infiniment petites par rapport & rv,; il sulfit, pour s’en assurer, de
jeter sur cette ligne de reptres des aires B empiétant les unes sur les
autres, ce qui permet de passer de 'une & 'autre.

Il n’est pas sans intérét de remarquer que, en se bornantau faisceau
des circonférences, on pouvait choisir pour aire B la couronne G elle-
méme. Cela suffivait & démontrer 'existence de couronnes ouvertes a
la variable dans C, le rapport de leur épaisseur & Pépaisseur (otale
de C tendant vers 'unité. Or, il est aisé de ramener des parcours quel-
conques & des circonférences.

Imaginons d’abord une famille de courbes fermées ¢ homothé-
tiques par rapport & Porigine, telles que par chaque point du plan
il en passe une et une seule; £, provient de g, avec le rapport Az Te
quotient des distances maxima ¢t minima d’une ligne £ a Porigine est
un nombre . fini et différent de zéro. Classons les racines par ordre
des A croissants, ce qui ne change point la convergence ni la valeur
de la série (16). Faisons glisser les racines et la variable sur les
courhes g jusqua ce qu’elles soient sur axe des quantités positives.
Les divers termes de la série sont multipliés par des facteurs compris,
en valeur absolue, entre des nombres fixes. Done la limite maxima, i
un coelficient constant preés sans importance, n’est pas modifice. Or
on est ramené au calcul auquel les circonférences avaient donné lieu.
La conclusion est done ici qu’ily a des couronnes d’espice ¢ permises
i la variable; celles qui interceptent des parties de Paxe des 2 com-
prises entre 7 et r(1-47,) ont une épaisseur totale dont le rapport
A ro, tend vers 1.

De I, et sans insister davantage, on peut passer i une ligne AB
telle que deux de ses points n’aient pas le méme argument, on com-
plete la ligne de maniére & en faire une ligne susceptible d’engendrer
un faisceau .

infin, si 'on a une courbe quelconque, on peut la décomposer en
portions jouissant de la propriété précédente et empiétant 'une sur
I'autre. Ces portions donneront lieu & des couronnes qui empiéteront
¢galement les unes sur les autres, il sera done possible d'y tracer des
chemins continus.

Nous allons tirer de I'existence de ces chemins une conclusion.
D'un point A (qui peut étre Porigine) intégrons jusqu’a un point B,
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le rapport de la ligne suivie & la distance OA étant inféricur i un
Pl g
nombre fixe; nous aurons

(17) | LI (5) ] << rete,

si nous avons cu soin de prendre en A une détermination finie de la
partie imaginaire.

Cette inégalité est donce vérifiée non seulement par le module de la
partie réelle de LF(s) [d’ol le maximum et le miramuwn de [F(=)]],
mais aussi par celui de la partic imaginaire sous les conditions
indiquées.

7. Retour de Uéquation ¥(s) + G(5)=o0. — Cette ¢quation peut
s’éerire
o [ K G
(18) (.(u)l‘(;»(:)qw.l =0
Posons
(9) =0 (a).

Silordre apparent de G(z) estinféricur & o, celte fonction entiére
¢tant d’ailleurs quelconque, les formules (1), (2) et (r1) sont appli-
cables ad et & @, pourva que on reste dans les aires olt les résultats
du numéro précédent ont ¢té obtenus.

On peut notamment faire déerive & 5 une infinité de cercles infini-
ment grands (du centre & Porigine). Comme d’ailleurs la densité des
racines de G(z) par rapport i celles de F(z) est nulle, on en conclut
que {cquation

(20) F(z)+G(s)=0

a, pour toutes les fonctions G(z), sauf st G(z) est identiquement nul,

. . ., \ - k=1
des racines dont la densité par rapport a celles de ¥ (=) est —— powr
sinp,m

0,2y el + 1 pour p, .

sing, 7
Le cas de G(z) se réduisant & zéro cst done un cas exceptionnel

pour Péquation (20).
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L’existence des files de racines alignées dans les directions

se démontre comme au n° 4. Mais nous ne pouvons pas alfirmer qu’il
n’en existe pas d’infiniment grandes dans d’autres directions (méme
exception faite de celles de G) : en tout cas, leur densité est nulle
relativement i celles de F.

S’il s’agit de racines infiniment grandes de G dans P'une de ces
directions (dans I'angle mixtiligne dont on s’est servi alors), le méme
raisonnement est valable ; la suite correspondante des racines de (20)
est régulierement dirigée.

8. Extension aux jfonctions ¥(s) a orientation multiple. — 1a mé-
thode qui a ¢té suivie dans ce Chapitre s’é¢tend aux fonctions dont les
racines forment plusieurs suites orientées. Je ne ladévelopperai point,
afin de ne pas donner trop d’ampleur & ce travail.

CHAPITRE V.

RELATIONS ENTRE LES RACINES D'UNE FONCTION ORIENTEE
ET CELLES DE SA DERIVEE.

1. Rappel des résultats du Chapitre 111. — Soient ¢, ¢, ¢, des infi-

. . - ;o \ 2 e v s

niment petits positifs, tels que ¢, soit suffisamment grand (f-ﬁ infini,
o

o n . e Aeee : S & roe -
n° 6> et que e, soit au moins ¢gal & ¢,. Si P(s) désigne le produit
canonique orienté dont il a été question et si 'on pose

P’ (=)

(I) m?ﬁ‘:j(:):X*}*[Y, (:‘l/':aj"‘_:xi-}-t.vl
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on a, avec les notations du Chapitre IV,

A nwelt?
° etk F (s P 1+¢ our Z—
! (s)= rsinp, e D lol= ne,’
2° oY, <o pour ”(lcp]’
ne,,
de plus, A étant un nombre fixe,
A,
Y si
| 'I>1/~ —I(P[ ne,
et
An?|o| e, 1
Y - si Zn< <1 1y,
AR I OF
A n [ mpsin v)m i H
3o Xi= = mp S0Py + ) -+ &, quand lo|2 22,
re | SlIl 1T glll‘JTE . n
Vi
pourvu que " (t———-w soient infliniment grands;
< no.
4o X, = =i [mp cotp,m-+¢,] pour ve=1,
et lorsque
l¢lS—

ne,

Toutes ces formules subsistent si, au lieu d’un produit cano-
nique P(z), on considére une fonction ¥ (z) de méme ordre. Mais, en
aison de U'introduction du facteur exponentiel, les infiniment petits e,
des formules précédentes sont généralement d’ordre au moins égal &
celui de 2.

I/

2. Fonctions a orientation simple. — Soit

Faisons décrire & la variable un cercle dont le centre est & Porigine
¢t qui dépasse un peu la ni*¢ racine, et numérotons les quadrants

(*) Enfin, & un facteur prig infiniment voisin de 1, | Yy | est, pour v fixe, une fonction
déeroissante do | o .
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formés par les axes en nous déplagant dans le sens direct et en com-
mencant par celui que forment les parties positives. Nous avons le
Tableau suivant :

14 r
") [ I - g . - Cn
(4 —_ — T Y — T - 71‘?]: g -€ ™ ne, S "
et X -+ v -+ -+
ethay _—— — = e
e % T | (1) ou (1) (4) ou (3) (4) ou (1) (1) ou (2) (1y ou (4)

La partie négative de 'axe des abscisses na done pas ¢té traversée
par la fonction e F; c¢’est-a-dire que son argument n’a point varié.
Donc I(z) posséde, & Uintérieur du cercle, un nombre de racines égal a
celut de ¥ (z) augmenté de k — 1.

Ces racines sont orienlées et ont méme orientation que celles de V.

Tracons, en effet, le contour suivant dont les ares coupent la ligne
des racines de Fet ont leur centre & Porigine, et dont les segments
prolongés iraient passer par ce dernier point : 1° segment AB corres-

o ,
\ ¢ . ;o
pondant & ¢’ == — - avee OA un peu supéricur r, et OB un peu

-
\/(: 9
no, ')()

plus petit que 7,5 2* arc BG, 4" étant égal en C i — = 4 %25 32 seg-
ment CD ; arc DA. On a
AB BC ch DA
Xl - I
Y, -+ R - “

elhe g (1) ou (2) (2) ou(3) (3) ou(h) (1) ou{4)
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L’argument de § a augmenté de 275 ainsi F' a une racine a I'inté-
rieur du contour; nous en concluons immédiatement que les arguments
des racines de la dérivée satisfont aux conditions des suites orientées.
I reste & vérifier le méme fait pour les modules. Or, le contour ne
cessera de comprendre la racine by, si, le long de DA, p, + v est infé-
rieur a 1 et, le long de BC, supéricur & 1, la dillérence étant dans
chaque cas d’un ordre infinitésimal inféricur & Pinfiniment petit de
expression asymplotique fournie pour X. Cela revient & dire que,
ST [ bpyn| = iy il existe un g, tel que (Chap. 1, §7 et 9)

N ~ N\ A

(2) Thow (2R b )
I'n n

et

(3) Thin (TP | "".
e "ot

On a aussi
W 3

) N S

'y . ”

d’ott Pon tire

B .
~ Uhvn [ Oy ol Epy n Pr==E€y 1 Fnmt
(,)) g 1 [ wfo ——l ..A,N..) ) S N A .

Phvn -1 12 ’e

Mais, si P'on tient compte de ce que (A, — {)Lr tend vers zéro, on
: i

r y / € .. .

A st de la forme 1+ — -~ ce qui justific la pro-

conclut que -
. nl.n

Plvny

position.

On peut préciser davantage la situation des racines de la dérivée
parrapport & celles de la fonction. A partir d'une certaine valeur de r,
leurs modules se séparent comme on vient de le voir. Sil’on considéere
pbnii

les points-racines, il est ais¢ de trouver la limite du rapport —— -
n-t-1 el

Le carré de ce rapport a pour expression

N N Lt gin® ] //’7”
(= ) A B g S0 W O Dnvie

. Y . J ein?! »
(rpyq=—ry l/:)z’f‘ bry ISR EY 51“22 @1 O0 e
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Grace 2 la connaissance d’une limite supérieure des angles intro-
. . . .. 1—p\?
duits et des relations (2) et (3), on obtient comme limite <——P~P—‘) .
1

Ainsi, le rapport des distances d’une racine de la déripée auzx racines pré-
cédente et postérieure de la fonction tend vers le rapport de 1 ‘ordre defi-
cient & ’ordre excédent.

3. Fonctions homogénes. Cas géneral. —- Je dirai qu'une fonction &
orientation multiple est homogene lorsque les diverses suites de ses
racines ont méme densité.

Nous devons nous demander en premier lieu quelle est la densité
des racines de 'équation dérivée. Nous désignerons par e, ., - .., %,
les arguments de la fonction donnée 7, par o, @u. o vvy Dpr 91 Dos - - oo
=, les valeurs de o et de 2 qui leur correspondent respectivement.
Pour plus desimplicité, et bien que cela ne soit pas indispensable, on
peut supposer que les e, e, ¢, sont les mémes pour ces diverses orien-
tations. Les angles o ayant été classés dans leur ordree de croissance,
faisons varier 'argument 0 de s entre oy, + z—:—- eloy,, — 7:;;—, la partic
principale de & est Uextrémité d’un vecteur qui :xppamii,l comme la
somme géométrique des vecteurs, de méme longueur "}3“'51,:175}}‘%’ dont
les points directeurs (4 la distance + 1 de origine) ont [mlu - affixes
les valeurs de ¢/@¥—*) La variable se¢ déplacant, entre les limites
fixées, sur le cercle de rayon r(r,<<r<r,.), tous ces vecteurs
tournent du méme angle et I'angle de rotation de 4 (dans le sens
direct) sera infiniment voisin de g, (2, — @,), i la somme géome-
trique des divers vecteurs n’élait pas nulle. 11 suffiva de vérifier que, pour
une valeur de 0 (que I'on peut méme prendre égale d o avee g = — =
ou & o, avee g, =), 'on n’a pas a la fois

-~ N )
Zcos(p,fp’-—-ka) =0 et ZSH)([),Q’)'W/(C/,)::O.

Supposons qu'il en soit bien ainsi et faisons poursuivre i z sa route,
I I . . .
0 allant de appy — ~— 4 o)y, + —- Pour suivree le vecteur qui corres-
ne, ney,

N . .
pond & cette racine, nous prendrons v = 53 il tourne dans le sens
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négatif ou positil selon que g, est inféricur ou supérieur a %, son extré-
mité décrivant un segment AA” perpendiculaire d la droite 0 = — ko,
et symétrique par rapport & elle (§ 1). A un infiniment petit pres,
g décrit done un segment BB’ équipollent, et st ce segment ne passe pas
par Uorigine (auquel cas on pourrait craindre que & ne tourndit au-
tour de ce point) la variation d’argument (dans un sens facile i déter-
miner pour chaque systeme donné des ) est inférieure & = en valeur
absolue. La condition que nous venons de trouver, e/ qui englobe
Uautre, peut s’exprimer ainsi = la projection de la somme géomeétrique
des vecteurs sur la direction — kay,,, pour) = oy, ne doit pas étre nulle :
cette projection ne change pas lorsque on traverse la direction o,
mais la somme elle-méme change brusquement dans "angle infini-
ment petit

I I
L S e
ney, ne,

gy ==

Admettons que, pourles p directions «, la condition d’inégalité corres-
pondante ait licus il en résulte que la varviation dargument n’a pu
dépasser dans la rotation complete (p1)m; si nous appelons 2 le
T . )~ 1 : .
plus grand entier contenu dans ” —— le nombre des racines de Fest
6gal i

2o ey, ,r/] “h.

I ne differe done de celui de I que d’an nombre fini, el a fortiori la
densité des racines de ¥ est done, en général, égale & 1 par rapport aux
racines de I,

I convient maintenant de déterminer la situation des racines de F.
Servons-nous du contour ABCD (§ 2), relatif & la direction o, les
rayons de AB et de CD étant respectivement un peu inférieur et un
peu supcérieur i r,; et posons

eihy, 5 = Fpe= X+ (Y.

Admettons, ce qui est le cas général, que la somme des projec-
. y . . T
tions des vecteurs des o (autres que o) sur la direction — fao, + 5

soit différente de zéro, par exemple positive. On aura (si v est pris
Ann. Le. Norm., (3), X XIII. — Mars 1906, 13
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assez voisin de 1 et de o),

ADB BC D DA
X, - e
Y, 4 I
F, (2) ou (3) (2) ou (1) (1) ou (4) (=) ou (x;

Done, variation d’argument nulle. I a, comme F, une racine i 'inté-
ricur du contour. La suite ainsi définie est régulicrement orientée
dans la direction =z, et elle est infiniment voisine de la suite corres-
pondante de F. En effet, Te caleal du paragraphe precedent est valable
si Pon remplace 1 — o, par zéro.

Ainst, en général, une fonction oricntce homogéne a pour deérioce
une fonction orientée homogéne dont les racines sont infiniment voi-
sines des siennes; la différence totale des nombres de racines dens un
cercle trés grand est five et Uon pewl en donner une Umite supéricure.

I n’est pasinutile de préciser les conditions dans Tesquelles Te thiéo-
reme est exact. I est aisé de voir qu'elles peuvent se condenser
comme il suil. Lorsque 0 = o, attribuons au point directeur de la
suite correspondante aftixe ¢ ™ cosg =, les projections des sommes
géometriques des vecteurs prises pour chaque direction o, sur les direc-

. T c ’
tions — ko, el — ko, -+ 5 degront Clre différentes de zéro.
Supposons que la dernicre condition, relative & la projection sur
’ ™ . Ry . .
laxe — ko, -+ 52 ne soil pas verifice. La somme des projections est
- PR | . . .
nulle. Done, pour [2|Z =, la partie de Y, qui ne provient pas de la
n
. . e . N 72 .
sutte o, est liniment petite par rapport a e et, par sutte, pour g,

convenablement choisi (on peut supposer ensuite ¢ égal i cete,), ¢ est
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la partie provenant de la suite o, qui donnera son signe a Y,

"
e . , . Y
lorsque |¢| = - Nous déterminerons dans le contour ABCD les seg-
ments AB et CD conformément i cette valeur.
D’autre part, la portion de X, fournie par les suites autres que o,
est de la forme

n ( A E,‘)

rk

sinp, /

lorsque
"
FIEE
= n
sin(o, -+ , . , . .
Comme ——=———= est une fonction deeroissante de v qui va de + %
Syt ‘
N . . sin(p; -+ c¢)m
a — =, il existe une valeur ¢ de v telle que A - “‘T%IT(_‘?_ =0,
bl 1.

valenr comprise bien entendu entre o et 1. On en conelut aisément
Pexistence d’un infiniment petit g, tel que, pourv =«¢ — ¢,, X, soit
positif, et négatif pour v == ¢ +¢,. Nous prendrons comme valeurs
des rayons de DA et de BCG celles qui correspondent i ces deux va-
lears de v,

On constate comme plus haut Pexistence d"ane racine de 1 i l'inté-
ricur de Ta ligne ABCD, ef, en répétant le raisonnement du para-
eraphe 2, on conelut que si. contrairement aux conditions énoncées

. . . , T
r:{—r/(:.s'.s'u.s', la somme des /)/'Q/('('//()//.S' cles vecteurs sur oaxe — oy~ = sl

nulle, (L cxiste encore pour ¥ une swite de racines orientée dans le direc-
Lion o,y maits elles ne sont plus infiniment votsines de celles de ¥ les mo-
dules de ces deax surtes se separent (au moins & partir d'une certaine
valeurde r)y, le ra pport des distances " une racine de ¥ aux racines pre-
cédente et suivante de ¥ tendant vers une limite.

Réunissant ces résultats dans un seal énoneé, nous concluons @ sz
les projections des sommes géométriqgues des vecteurs pris pour chague
direction o, sur |’ axe correspondant — ko, ne sont pas nulles, la fornc-
ton orientée homogene a pour dérivée une fonction orientée homogene
dont les suites ont méme orwentation que les siennes; les modules des
acines de deux suites de meme orientation ou bien alternent ou bien
ontdenx i deux une difference infiniment petite par rapport a celle
qu'ils ont avee les modules voisins.
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4. Cas particulior : dewyr suites opposées. — Soient o el o -+ © les

deux directions. Relativement i 'une d’entre elles, « par exemple, on

. . . . ! T
trouve que les projections sur les directions — ko et — ko - = sont
respeclivement 14 cosg, = et o.

Reprenons brievement les opérations du paragraphe précedent. Si
Pon effectue un tour complet (pseudo-cireulaire), la traversee des
racines introduit, & des infiniment petits pres, deoax angles négatifs
égaux qui doivent done compenser exaclement Pangle ag m déeril

S

positivement. La vérification géometrique est facile @ Pangie sous
lequel on voit de Porigine le segment BB est égal & g = Par conse-
quent, a lintéricar du contour, les nombres de racines de Vet de 1 dif-
Jeérent de f—1.

En ce qui concerne la disposition des vacines, nous sommes dans le

. I =0
cas d’exception. On (rouve que ¢ = ~ -2 On en conelut que le rapport
%
des distances dune racine de 1w racines preceédente ot suivande de ¥V

[
tend vers =L
Y

5. Fonctions non homogines. — Supposons que Tes diverses suites
naient pas méme densité, mais que les densites relatives de deux
quelconques dentree elles existent et ne soient ni nulles ni infinies,
Rien dessentiel ne sera change dans toul ce qui préeede. Une suite
quelconque ctant prise comme unité, ondevea simplement multiplier
les Tonguears des vecteurs correspondant aux diverses suites par les
densités qui feur sont propres. A cette modification pres, nos conelu-
stons subsistent done.

Sinous faisons ensuite Phypothese que quelques suites ont des den-
sités nulles, les vecteurs correspondants disparaissent, les résultats
ne sont encore pas modifiés (Iétude en détail en est aisée).

Nous pouvons grouper ces diverses fonctions sous le nom de fone-
tions ¢ densites définies.

6. Produit d’une fonction & densités définies par une fonction quel-
conque d’ordre inférieur. — Soient F(z) la premicre, G(z) laseconde.
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Désignons par g’ un nombre quelconque intermédiaire entre les deux
ordres. On a (Chap. IV, §6)
G'(3) vt L
(HEN < r#=t (en dehors de certains ilots),
] L~

a partir d’une certaine valeur de 7. On a déduit que expression asymp-
I (3) i(3)0 . 1 F(z)
el e S0 est la méme que celle de —— — 222

(I‘(:) Giz)) I =T T (=)

Dés lors, le nombre des racines de la dericée due produdt FG, situces a

. I
totique de ——

S/n'«l

Uiniérieur d’un contour pscido-circulaire infiniment grand, différe d’une
quantite fixe de celui des racines du produit méme, auw moins en géncral.
En géncral ¢galement, Ta dérivee posséde Tes suites orientées qui tout
a Pheure engrenaient avee celles de la fonetion. Mais aux racines du
facteur G correspondent dans L dérivée autant de racines sur la situa-
tion desquelles on ne sait vien « priord, nos raisonnements antéricurs
étant, tels quels, inapplicables. Test facile de montrer qu’elles sont
infiniment voisines de celles de GoSoitun contour G, infiniment petit.
entourant comme il a ¢¢ explique au Chapitre précédent une ou plu-
sieurs, soit 2, racines de G, desorte que le long de ce contour la limite

;. G'(z) . -
supéricure de T“‘H("T"i soit aceeptable. Sila somme des veeteurs relatifs
LN

a Fn'est pas nulle i Pintérieur de G, ce qurne pourrail se faire qu’ac-

. . 1 L, . . A
cidentellement, le quotient par —— de la dérivée logarithmique de FG
reste, & un infiniment petit prés, constant lorsque =z déerit la ligne.
Donc il y a, a Uintéricur, 4 racines de (FGY. Les nowelles racines
Jorment une suite orientée; méme démonstration qu’au paragraphe
suivant.

7. Cas ot la fonction orientée ¥ est d’un genre p supérieur a p. — On

sait (Chap. 1V, § 6) que, si ¢” désigne un nombre supérieur i p et si
. En

Pon trace de chaque racine «, comme centre un cercle de rayon rp&—l,

n
on a, en dehors de ces cercles,
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D’ailleurs, le facteur exponentiel apporte dans I'expression de

un polygone de degré p — £(Z1).

On prendra p” — k<1, ¢, d'un ordre infinitésimal inféricur d celui
de;;%éﬁm-Ilestaﬁécfenconchnm(pfhlﬁnhﬁﬁuurtrun«unnnur(pn
évite les cercles, le nombre des racines de F/ est ¢gal & la somme de
ceux de F et de s77', si r est assez grand.

Notamment, & partir d’'un certain module, chacun de ces cercles con-
tient une racine de la dérivée et iln’y ena plus en dehors. Connaissant la
valeur du rayon, il estaisé de conelure, d’apres le Chapitre I, que les
racines de F ’f()rme/a[ des suites orwentées, qui correspondent a celles de I,
les racines de deux suiles associées se groupent par couples de maniere
que la longueur d'un couple soit infiniment petite parrapporti la dis-
tance au couple voisin.,

Ainsi, et clest le résultat fondamental de co Chapitee, en géncéral la
derivie d’une fonction orientée est une fonction orientée; la différence
des nombres de racines des dewx fonctions dans wn cerele infiniment
grand dont le centre est a Uorigine est finie; « partr d ' un module asses
grand les racines de ¥ et de ¥ se groupent en suites dewar dewr associces,
et, dans un couple de swites, clles se correspondent une a une, b, a a,,

!
en sorle qu- | , ait une lunite fince et que UCon peut déterminer.

e

CHAPITRE VI.

RACINES DES DERIVEES DE CERTAINES FONCTIONS REELLES DE GENRE FFINI.
COMPLEMENT A UN THEOREME DE LAGUERRE.

1. Théoréme de Lagucrre. — Le théoreme dont il s"agit est le sui-
vant :

Etant donnde unc fonction enticre réelle ¥(z) de genre p ayvant un
nombre fini [ de racines imaginaires : 1° la fonction déricée ¥ (z ) est
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de genre p; 2 Uéquation ¥'(s) = o a, comme on le sait d’ apres le théo-
réme de Rolle, une racine au moins dans 'iniervalle de deux racines con-
sécutives de Uéquation V(=) = o3 on peut affirmer de plus que, en dehors
de ces racines dont Uexistence est diécelée par le théoréme de Rolle, il y a
au plus p + [ aulres racines, d’aillleurs réelles ou imaginaires.

Je me propose de compléter et d’¢tendre ce théortme par la méme
méthode qui m’a servi précéd emment.

2. Quelgques propricéies des suites d’ordre o. — Posons

I 8\ et
—— »
", h

~
e

et soit, comme d’habitude, ¢ un nombre inférieur 1

Te dis que Von pew trouver une suite de valewrs de b telle que, pour

p \ . PN S
h < s < ch (e constant, égal a o par cxemple ), on ait p.g,~ —- S'il n’en
étail pas ainsi, il existerait une suite illimitée de valeurs de 4 telles

que
1

"), . '/l‘: f’
~2E </) ) hy< ly<Zchy,
i

I

= </IJ )“, Iy =<2l << chy,

Iy
L
’ Joy P
/ (i) ’ hy << h, < chy,
ry, ey
............ ,

. ,e l I . v
La somme des Z; premiers termes de la série 2‘ —— est donc infé-

I

rieure i

frg—1 1 C_'
- 1 hyj— by Ny F
e ————-—-,'7, e "*““1 T 2
=
1 ‘1 /Lj 1"
et, a fortiord, i
I 1 !
. s —
REx ; 1+ 5
(1) F (ly42) ¢ hy. £
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L, wY 1 e . et oA X
Comme la serm}d T est convergente si petit que soit g, et que
n ¢
.. . L ~ 1 . X ]
'on peut choisir e de manitre que la sm*m},_‘ — reste divergente,
r

n
on arriverait ainsi & une contradiction.
Considérons maintenant Uensemble E de toutes les valeurs de A
satisfaisant & la condition posée; je dis que, parmi elles, il existe une

. e .- r .
suite illimitée telle que = tende vers zéro.
e
Observons d’abord que si 'on prend deux suites

'y Tl 'l

A 1’ Tt

/Arl’l ne /ar;'

,,/l L/'z ,'/:I
N ’
o = =

of i i

telles que 2; et ¢; appartiennent i une méme valeur de By si Pune tend
vers zéro, I'autre tend aussi vers zéro.
- , . .. Iy
Cela posé, portons notre attention surles minima de * dans chaque
g
groupe de termes faisant cortege i ceux de 'ensemble . Sileur suite
ne tend pas vers zéro, il existe un nombre m tel que, i partir d'un
cerlain groupe, g, on ait constamment
rs
-~ m.

o

8"

Observons & présent que, dés qu’un indice ¢ n’appartient pas i K,
c'est qu'ily a un autre indice ¢ supéricur i ¢ et infericur i el, tel que

Iy I
5 £

v

Nous pouvons done construire, & partir du groupe g, une chaine de
termes

r 7 / Ly

= =5 “ (6 <c —-"‘(,)a
5 ) = X2 2

(U 4 (2

4 4 1



~
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dont chacun est plus grand que m. Des lors, en remplacant m par

X , . . ' .

un nombre fixe m’ plus petit que lui, tous les termes =5 (i partiv du
nf

groupe &) seraient supéricurs i zz’. Done on aurait

o 3
ré 1 =,
n v

ce qui, ainsi que nous 'avons déjidit, est impossible pour les petites
valeurs de e.
Ainsi, il caxiste une infinité de valeurs de h telles que, pour h < s < ch,

| " ’ 4
s, =5 el que ~ tende vers zéro. Nous appellerons leur ensemble K.
(0 -,
e

. . , RS .
Soit maintenant p” un nombre (el que la série N L Soit conver-
I ~,‘(J

n

gentes ¢” est done au moins ¢gal & g il peat élre égal i celui-ci si Ta

,oe QR . . . . ;
sorm}dﬁ converge, ¢’est-ii-dire sip est lordre parexees. Nous allons
"

ouver, par une démonstration analogue o la précedente, que Por
ITOUVET roune démonstral log la précedente, que |
peut trouser une suite de valears de b telle que, pour b < s < ch (¢ con-

’ \ . L0
stant, ('ga/ a2, par (':1:('//1/;/('), onearl Py, };,7-

Siocette propriété n’avait pas lieu, il existerait en effet une suite
illimitée de valeurs de A telles que

1
L, < ll’) (N << hy<< chy),
/'/“ \ /Il
_“.
Dy
Phy = (2 (hy<Z hy<< chy),
r h,

. ;. ~N ] . .
La somme des A; premiers termes de la surmz — serail, par suite,
n

supérienre a

liye

&1 1 i foy -~ Ay Ny fey— Ty hy by~ Teyy Iy
g B L N T 5

AT‘ r ,-3,' Ny, ,-;Il Ay /51 h;

Ann. L. Norm.,, (3), XX == Manrs 1qofi, ]/'
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donc a
fyy—1 P
I 14 I 1 1 I 1>
— = = —— T . )
2 e - c"ﬁi </¢1 iy 41 foy -+ 2 fe;— 1 h;
1

Or cette dernitre somme devient infinie avec /, tandis que la série

I M
2 — est convergente.
n

De ce théoréme, on tire la conclusion que voici : sou une constante ¢
supérieure & 1; ow bien il existe une swite infinie de valeurs de h telles
que, pour chacune d'elles, on ait

r .
= > si s> N,

n

ou bien il existe une suite infinie de valeurs de h telles que, pour chacune
delles, il y ait des valeurs de s vérifiant la con dition

c""—’{'—"- (s> M),

et que toules ces valeurs de s donnent liew a Uindgalite

!
[J‘b‘,/l % F'//'
En effet, si, dans le théoreme précédent, on prend ¢ <e'®, les der-
niéres valears de s qui accompagnent un 4 de la suite satisfont i la

. I \ . . , ..

relation = >c¢sdouTalternative que nous avons signalée. Dailleurs,
13

il peut se faire que les deux conséquences, dont 'une est néeessaire,

soient vérifiées simultanément par deux suites infinies.

Nous allons compléter ce corollaive © Dans le second cas, si l'on con-
sidere la suite totale des valewrs de b jouissant de la propriété ind iquce,

. . . .o nl.rn /
elle contient une suile particlle infinie telle que ==~ tende vers zéro
' ' r

lorsque n parcourt, en croissant, ses différents termes ainsi que les
valeurs de s qui leur sont attachées.

On sait bien () que, si w, est le terme général positif et décrois-

r

(+) FVoir une proposition plus précise dans le Mémoire c¢ilé de M. E. Lindelsf, page 5.
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sant d’une série convergente, pour une infinité de valeurs de n,
u,nLn tend vers zéro; car, s’il n’en était pas ainsi, on aurait toujours,

pour une certaine constante ¢ et & partir d’une valeur assez grande
de n,

s -l I .
or la semez —— est divergente.
nl.n

Appelons S une telle suite d’indices, et soit 8’ la suite sur laquelle
porte la proposition, suite cm’nposé’c dp groupes d’entiers v,, Yay ««-»
Yer -+ 3 Ye est formée des nombres Ay, fy+ 1, hp+ 2, .o, Ay

Sirapparticnt & S, on a

nln
i =Ty ( ).
A

Supposons que n ne fasse point partie de S'; il est, par exemple,
compris entre v, ¢l vy, on peut alors le relier & un terme de v,
m par exemple, par une chaine d’entiers croissants

My Ny, My, cey My, oon

jouissant des propri¢tés suivantes

m m,y u i L . Tmy P, n :
L L <l < o [2 =5 —2) ooy —
£ g P 0 2 s ” P
m "y "y r mi n m my m;
Donc
ml.m
-__——;?;T/— < -,)”.
mn
’l 1 v
D’ailleurs
o <m)P .
Cz-=z )
I, "y
par suite
/,tll/l»l . (‘.
. < Uy,
.

Cétant indépendant de ¢. Le corollaire est done établi.

(1) On pourra, lorsyque cela sera ulile, supposer 1, décroissant.
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On pourrait ¢tendre ces propositions de diverses manicres. Jin-
dique la suivante :

Quel que soit Uexposant p, on peut trouser une suite de valeurs de ftelle
que, pour h<s< h?, les quantités p.,, aient une limile supcricure finice.

3. Etude du quotient par st de la derivée logarithmique d’un pro-
duit canonique a racines réelles. — Rappelons quiavec des racines quel-
conques on a posé

g = 1rgei%, P —,

de sorte qu’avec nos notations habituelles

B 1l Lp e o i, phie pal] 4,)‘.{5‘:1
1 e e L7 ( — T e e o e i e e e -2
k-1 s ‘ \(a_,.) rh 0 COS (0 o) 02

P(z) étant un produit canonique dordre g, on désignera par @ (s)

. 1 od o . i . .
Pexpression —— -~ LP(5). On étudiera successivement le cas de

acines positives, de racines négatives, et celui d'une suite illimitée
de racines positives et négatives. Kn geénéral, et moins dCindications
contraires, £ sera le plus petit entier imposé par la théorie des pro-
duits canoniques; parfois, il pourra étre supéricnr i ce nombre, et le
fait sera signalé lorsqu’il présentera quelque utilite.

S sagit de racines toules positices, on a, pour le produil cano-
nique,

tod , AN . 0
(2) = LP(z)= i :}-‘ P = 8 —e S,

S, et S, sont, r étant constant, maxima pour 0 = o, minima pour
0 =m=.
Pour 0 = o0, on a

Cette expression est infiniment grande (r, < r<r,.) et positive
quand r tend vers 7, par valeurs décroissantes, infiniment grande et
négative quand 7 tend vers 7, par valeurs croissantes.
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Pour H ==, on a

1
. k1 o1
I QS VWA
S+ 8y = - N s ::‘} 2 .
7" s ¢~ | s | 1
— _‘_ -
re r

Prenons le cas particulier ot g, Pordre de P, est égal d £, S, + S, est
infiniment grand avec 7. En effet, les m premiers termes de la somme
‘tendent, pour r infini, vers les m premiers termes de la série diver-
gente

YT
RS

Les sommes S, et 7S, son(, en méme temps, infiniment grandes,

car
I 1
. N\ R 3 N rh
Sy ¥ e rS»::‘> —
a—ad [ 1y T hd /1 2
) G
Iy r, e r,

Proposons-nous, d'une maniére géncérale, de trouver une limite
inférieure du module de o (z) quel que soitz. On a

gm0 :
(3) «.'I("" "')m(:)z(S,-l—Sg)sing%—t'(Sl-—Sz)cosQ-

Il suffira de s’occuper de la partie réelle. Nous supposerons 0 > o.
. T s T . . \
Si 0 est inféricur & —, par exemple, on peut choisir » assez prés

7 . . I .
de r, pour que — — 1 soitau moins de Pordre —; par suite, le terme

n
-2 fed- 1
1 e e d .0 \ . N
T e cosd o g1 SN est, a lui seul, comparable & —- Si, ce que
- a n ‘v D e n ’4 N
nous allons supposer pour les autres valeurs de 0, z appartient a I'en-
n A 7 - :
semble E" du paragraphe 2, - peut étre remplacé par re =k <on peut

. 7 . . A
aussi prendre {,——-— - 1‘ trés petit dans le méme but).
n1

o, . 1 . - S
Si 0 est compris entre - et un nombre petit ¢, mais fixe, nous ferons

varier 'indice s (dans le groupe qui accompagne », méme para-
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graphe)de n+1an + ne, ¢ désignantune quantité petite et constante.
I

On a, en appelant 7z un nombre un peu plus grand que ok

1——,—.<-{-—<1_.i ——1> < m(s—n).

I's I's I'n n
Ainsi,
n(1-+1) 2([+t)k+2sjngn(1+1)
I plte g ok sin g - 2 Z 1
- - sin — _ ' .
(4) 2 rk 1 — 20, cos0 -4 v 2 rk m2(s— n)* .
n no T -+ 0
It
m(s-—n) -,
Prenons sculement les termes pour lesquels w(-—_ﬁ««l =05 leur

somme est supérieure &

, nsin -
(1 = )h+2 2 /A

5 — e
(9) P Om (l lm)

Comme on peut prendre ¢ de facon que 7?,—[ soit inférieur a %, il en
résulte que, pour toutes ces valeurs de r (et de 0), w(z) est inféricu-
rement comparable a 7:—2 et, a fortiord, ar?¥ %,

Si 0 estsupéricur & ¢ (et au plus égal & =), les termes de S, S,
dont les indices appartiennent au groupe qui correspond a 2 sont iso-
lément comparables (inféricurement) i ;'7 et, comme leur nombre est
environ (¢ — 1)n, il suit de li que o (z) est encore inférieurement
comparable & :, et, a fordori, a r¥=* (r pouvant varier de r, a r,,).

Ainsi, le résultat est général pour toute valeur de 0] sauf pour 0 = o,
ol w(z) peut étre de signe arbitraire et aussi grand que 'on veut en
valeur absolue] et il s’applique isolément & S, et & S,. Les calculs ne
supposent nullement que £ soit le plus petit possible.

Rappelons (Chap. IV, § 6) que (=), la variable restant en dehors
de petites aires comprenant les racines, est comparable supérieure-
ment & r¢" (o < p").

S’ s’agit de racwnes toutes négatives, on a

(= 1)k phrt g olh plit

(6) w(s) =g ¥ = (= 1)F[ 8] A4 08 ],

rk 120,080 4 %
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S, et S, jouissant des mémes propriétés que S, et S, (pour les valeurs
supplomentalres de 0).

Si lon considere a la fois une suite infinie d’ordre ¢ (z’e racines posz-

tives et une suite infinie d’ordre o de racines négatives, on a ’expression

(7) w(5) =8, — e84 (— 1)* (8] + ¢'8})
qui, pour f =o et pour 0 ==, peut étre prise infiniment grande,
d’un signe déterminé, en faisant passer z infiniment prés de 'une des

deux racines qui le comprennent.
Soient r, 7y, ..., 7y, ... les racines positives; —r,, —r,, ...,

—r,,, ... les racines négatives.
On a
(8) e V@ (3) =8¢ O— 8y (- )f (81 0+ 8}).

Supposons d’abord p et o inégaux, par exemple o <p.
. \ I 0 ’ . . A
Lorsque O varie de o & = ~ ~, nous ferons décrire & 5 le méme

chemin que si les racines positives existaient scules. Rien ne sera

changé dans les résultats, puisque S et S, sont inféricurs & r*~* et
’

que 'on peut prendre o” < ¢,

Lorsque 0 varie de = — /lz am, nous prendrons r assez prés de Pun
des modules 7, ou 7, qui le cmn|_')rcnmmt pour que (S| + Sf_,)cos;f—
soit inféricurement unnpar.nbl(, 4 — (‘t par conséquent, a ré '~k Comme
IS, — S,

A r¥"—¢=k la propriété subsiste pour le coefficient de 7.

Supposons maintenant que g et o soient dgaux.

Je vais d’abord chercher une limite minima de S, (et de S)), de S,
(et de S),), quel que soit 0, pour toutes les valeurs de r(trés grandes).

Par cons¢quent, n n’appartient pas nécessairement ici & len-
semble 1.

On a

‘,/L 1t

— I ; ‘,./«u v
(9) 5 > Z(S’ —‘}—l /'72 V _{_‘)1 4,-/:2‘]
1

N

] re
cos > est comparable supvrmurmnont b

et, par suite,

n
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d’olt
Sl>qj(n)1
¢(n) désignant la somme des n premiers termes de la série diver-
gente
(o
gt
De méme
o /’-1 n l} (
- 1 (s 1 O ()
9 —_ e —_— o REARAES
(r0) 5> rk Z(‘,S_F])z > [;I""Z s > .
1 1

$,(n) désignant la somme des n premiers (ermes de la série diver-

gente
1 ( SO N
()
Premiére lypothese : k est pair. — Soit une valeur fixe de 0 entre o

T \ ™ . , ) . . N
etm; par exemple 3+ De 0 =0 & 0= je fais déerire & = le méme
chemin que s'il n'y avait point de racines négatives.

D’aprés la formule (8), le module de w(z) est comparable inféricu-
rement i celui de
(r1) (S;+ 87) cos0 — Sy~ S, — (S, - S ) sinl
et, par suite, a celui de
(8;-+87)sinb;
donc enfin &

. . b
S, sin —,
2

ce qui nous raméene au cas de racines toutes positives.
A . . ) . . ‘ .
Pour 0 = 3 ("), je suis un fragment de rayon jusqu’a ce que jarrive
aune valeur r comprise entre r,, et 7,.,,, 2’ appartenant i ’'ensemble B/
relatif aux racines négatives; puis, 0 augmentant jusqu’i =, je tracerai
le méme contour que si les racines négatives existaient seules. Sur

(1) On peut évidernment suivre une ligne 0 allant de 0/ (2> o) 40" (< ).
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ces deux ares (et leurs symétriques par rapport & Paxe des quantités
réelles), les résultats obtenus pour le cas de racines de méme signe
restent done acquis. Sur le segment qu’il nous a fallu parcourir pour
relier les deux lignes, @ (z) est comparable i U(n) en vertu de la for-
mule (g).

Deuxieme hypothése : k est impair. — Nous raisonnerons comme
précédemment, mais nous prendrons le coefficient

— (8, + S})sinf

de ¢ dans w(=). Par conséquent, lorsque nous décrirons le segment,

"PI(

. IV N n \ '
@ (z)seracomparable inféricurementi ~-7—2, Q’apres la formule (10).

Recherche d’un maximum de | (z)| dans le cas ot g =k +1. —
Nous avons rappelé plus haut que, en dehors de certaines aires

entourant les racines, ona, pour | =] assez grand,

|5 (3)| = re"—*,

Cette inégalite ne nous suffira pas lorsque g =4 + 1, cas auquel

N ;.
M. L ost une série convergente. Nous allons prouver qu'en dehors de
i 7 #

petits cercles contenant les zéros, on a, pour des suites de valeurs
infiniment grandes de r,

I suffit évidemment de prouver qu'il en est ainsi dans Uhypothese
de racines toutes positives.

Nous supposons 7,2 7= ry,.

On a

. L [ . okt o V (,fﬂ
12) |w(5)i< = Y et = — .
e . - 20s 0080 rﬁﬂ\/(c’_ﬁ.-—l)”—l-(;sin‘z:_j_

(1) M. Boutroux, dans son Mémoire déja cité, étudie avec détail celte question, mais
il ne pousse point (p. 54) Vapproximation tout 4 fail aussi loin qu’il nous esl néeessaire.

Nous allons, dans ce but, restreindre e champ qu’il donne aux valeurs de 7,
; . . I3
Ann. Ie. Norm., (3), XXIHI. — Mars 1gofi, 1
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Soit ¢ un nombre positif, petit, mais fixe.
Pour 0 Z¢, je décompose la somme en deux parties :
1° s n; elle est supérieurement comparable &

n n & n
Iy, Y ] Ar O 0
— > k=1 ) — Z it
rt ’ st 1) 7 e ry

1 1 1 &1

- . pe . .. Py .
Si s est infiniment grand avee r, mais de manicre que sl infi-
niment petit, cette premivre partie est de la forme re,.
2° n +1Zs; elle est comparable &

Pour o=0 < e, nous prendrons = dans les couronnes que nous
allons deéfinir.

Il existe (§ 2) une suite illimitce ¢ de valears de A jouissant de
P'une des propriétés suivantes @ ou bien, de 7y b ¢y, il 0’y a pas de
. . . 1
valeur de rg; ou bien au contraive il y en a, alors pour elles .,
Et (I

L., \ nlin
(ici p"=k 1) et, de plus, — tend vers o lorsque 2 parcourt les

,‘Il

valeurs de A et des indices s qui les accompagnent.

Posons ¢'r,=ry, et divisons Uintervalle 7, —r, en (rois parties
égales; nous avons ainsi les valeuars croissantes

1y pey Inry /';4-

Dans le cas de la premiere propricté, nous choisirons 7 arbitraire-
ment entre 7y et rye. Mais, dans le cas de laseconde, nous restreignons
ce champ : divisons Uintervalle total 7, — 7, en segments éganx
. Uy, . N .

& —= (¢ pourra osciller, quand ¢ eroit, entre deux nombres petits et
fixes). Si nous procédons comme an Chapitre 1V, paragraphe 6, la
longueur des segments supprimeés est au plus ¢gale i

3 ey,

puisqu’il y a au plus A(¢™**'—1) racines de r, & 7, et que chaque
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racine supprime au plus 3 segments. Le rapport de la longueur totale
a celle que on va interdire est done supérieur &
¢ —1 .
3t(e'hrr—)?

¢ peut ¢tre choisi assez petit pour que ce rapport soit plus grand
que 3. Deés lors, il y a dans Pintervalle 7m0 des segments qui sub-
sistent, ils engendrent des couronnes ol nous prendrons z. D’apres
la maniere dont nous avons procédé, nous sommes siars que les
distances de 7 aux racines rg inféricures (et aux racines reu[’n‘riuures)

/,, ,tl'h
2

de Iintervalle r, — 7, sont respectivement plus grandes que e

Cela posé, nous cerirons
Vw1

[w(s) | EF—‘:—TI

Nous decomposerons cette somme en trois parties :
10 rry,.

P R A
20 1,

-

Elles donnent licn aux mémes caleals et aux mémes résultats que
les sommes examinées plus haut.

3¢ I./1< "s< r/,:'

Cetle partic n'existe que dans le cas de la deuxiéme propriété. Elle
s’éerit

et elle est inféricure i

r X

//' miery,

m
si (A) désigne une limite maxima da nombre de racines de r, a rp,
par exemple A(e™t— ), Elle est enfin comparable i

//l h

] ey
Py
rh

’ « e . 1AW/
c'est-a-dire & re,, puisque === tend vers o.
ry,
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4. Résultats de 'étude precédente. — On peut fairve décrire i z des
contours entourant 'origine et dont la plus courte distance i ce point
croit au dela de toute limite, de maniere a obtenir les propriétés que
voici :

Al

TasLeau T.

Quel que soit 0, | (=) | < r#* (en dehors de petits cercles entou-
rant l'origine).

19 Racines positives, ordre g.
Pour § = o, o (=) infiniment grand de signe arbitraire.

A. o>k

e . —w(s ; — o3
B. g =4k. — Les coelficients de ¢ de »—»;;~~-~--1(""° q )

g 3! . sont
» sinf) sinf
(o <O <) positifs et infiniment grands.

2° Racines négutives, ordre g.

Résultats analogues.

3% Racines positives, ordre o5 négatives, ordre o.

Pour 0 = o el ==, o(s) infiniment grand de signe arbitraire,

C. o< p. — Lesautres résultats comme s’il n’y avait que des racines
positives.

D.o=¢>k

. p T \

o. k pair. — Pour 0= 30 par exemple (ou o <0< 0 <0< m),
le coefficient de @ de — w(z)e @ est positif et infiniment grand.

B. & impawr. — Pour les mémes valeurs de 0, le coefficient de ¢
de — res(z) est positif et intiniment grand.

o et B. — Les autres résultats pour — 0'<< 0 <0, comme s'il n'y
avait que des racines +; pour —w <0< —0” ¢t ("< 0 < ®, comme
s'il n'y avait que des racines — .
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E. c=p=k

——E)'(J) 0

~. k pair. — Le coefficient de @ de — e~ est + et wo.
sinf

— I'y| 3
——.———(——) est + et .
sinf

8. kimpair. — Le cocefficient de ¢ de
4° Dans tous les cas, sip =4 +1, [w(z)| <re,

5. Adjonction d’un facteur exponentiel. — Soient

Q(z)==cys9+c 57 ... (cy#0),
oy Q(5)
7(3) =
el
F(z)=¢"P(5)
avee

o(3)=y(3)+w(5).

Nous appellerons p le plus grand des nombres £ et ¢, ¢’est-a-dire
le genre de F(z).

Cela poscé il est aisé, en se servant du Tablean précédent, d’établir
le suivant. :

1°0>¢q (kq). — Les résultats de T s’appliquent & 2(z), comme
sty (5) n'existait pas.

2° o< q (k<q). — On peut choisir le chemin de maniere que les
parties réelles ol imaginaires de 2(z) soient du méme ordre de gran-
deur (et de méme signe) que celles de v (5), comme si w5 (s) r’existail
pas.

3° p =g =~/k. — Comme au numéro 1

4° ¢ =¢=4k~+ . — Comme au numero 2.

En résumeé, (out se passe lorsque ¢ est inférieur a o, ou égal 4 o si
Pordre est par défaut (o =4£), comme s'il n’y avait pas de facteur
exponentiel, et lorsque ¢ est supéricur & g, ou égal a g si Uordre est
par exces (g = & + 1), comme s’il 0’y avait pas de produit canonique.

On remarquera que, si g < ¢, il ne serait pas nécessaire de supposer
que £ est le plus petit entier indiqué par la théorie.
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6. Adjonction &’ autres racines. — On ne change rien aux résultats
précédents si Pon compléte le produit canonique de la manicre sui-
vante :

1° Dans le cas de racines d’un signe donné, adjonction d'un nombre
limité de racines de Pautre signe (il va de soi qu’il est inutile d’en
admettre un nombre tllimité);

2° Adjonction, soit d'un nombre limité de racines imaginaires con-
juguées, soit d’un nombre illimité d’ordre v (') aux conditions que
voici :

A. Il n’y a pas une suite infinie de racines dont les arguments
tendent vers o ou vers = (*), si p > ¢.

B. SikZo<lqg(=p), v <g(=p) (7 peutétre supéricur ap).

C.o Sig>k(=p)Zq,m<g, exceplé siles racines positives et les
racines négatives sont de meéme ordre, alors on suppose =<4 ou

T <k —1, selon que £ est pair ou impair.
D. Sip=4Fk(=p)_q¢, pas de suite infinie de racines imaginaires.
N 1 . J— J— N
B. Sig=qg(=p)=t+1,7<ps(=p).

La vérification se fait sans difficulte, si 'on observe que :
Dans le cas d'un nombre limité de racines imaginairves (conjugudées),
Iélément réel de la partie de ¢(5) qui leur correspond est fini pour r

. s - . N . !’ — .
infini, et il en est de méme pour le produit par == du coefficient de ¢
sinf

(quel que soit 0).

Dans le cas d’un nombre illimité de racines imaginares, le module
de la partie de (=) qui leur correspond est inférieur & ##=%, pour r
assez grand (77 quelconque supérieur a ), et cela que £ soit ou non
fe plus petit entier fixé par la théorie.

(1) Lors méme que © <k, les facteurs primaires qui lear sont relatifs peavent ¢ re de
genre A; en d'autres termes, il est inutile dadmettre que Pon a dissoeié 'ensemble des
racines de I en plusieurs ensembles donnant lieu a des produits canoniques séparés.

(#) Elle n’est pas entierement néeessaire, mais il me parail sans intérét de discutler co
point, de maniére & obtenir le maximum de liberté dans les hypothises.
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7. Nature des fonctions réelles F(z). — Résumant toute cette discus-
sion, les résultats du paragraphe 5 ne sont pas modifiés si nous

faisons sur F(z) 'une des hypotheéses suivantes :

1° Son genre est supérieur au genre de son produit canonique et i
Iordre de ses racines imaginaires.

2° Son genre est égal au genre de son produit canonique et i

Pordre de ses racines réelles; elle n”’a qu’un nombre limité de racines
imaginaires.

3¢ Son genre est égal au genre de son produit canonique et est in-
ferieural'ordre de ses racines roelles; lordre de ses racines réelles est
supéricur a celui de ses racines imaginaires. Toutefois, ce dernier est
inféricur & £ ou ik —1, selon que £ est pair ou impair si les racines
positives el les racines négatives sont de méme ordre. Enfin, il 0’y a
pas de suite illimitée de racines imaginaives dont les arguments
tendent vers o ou vers =.

(Cest de ces fonetions qu’il sagira désormais; elles comprennent
comne cas particulier les fonctions envisagees par Laguerre.

Turorime vi Lacoeree. - 10 A partir d’an module asses grand, les
seules racines reelles sont celles prévues par le théoréme de Rolle.

2% On peul tracer une sudle infinie de contours (symélriques par
rapport a laxe des quantités réelles ) contenant Uorigine, dont la distance
minima & ce poinl est infiniment grande el lels qu’a Uintérieur de chacun
d’euz le nombre des racones de la dérivée soil égal a celui de la fonction,
augmenté de p — 1, si la fonction est de genre p.

Nous supposerons, uniquement pour simplifier 'exposé, que la
fonction n’a que des racines simples.

La démonstration consistera i ¢tudier la variation d’argument
deg(z): 1o lorsque s décritun contour embrassant / racines réelles et
infiniment voisin de 'axe de ces quantités; 2¢ lorsque s parcourt un
chemin infiniment grand autour de Iorigine; les contours doivent,
bien entendu, étre tracés de facon i rendre applicables les résultats
consignés dans les paragraphes precédents.
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A. Le genre p de F est supérieur au genre £ de son produit cano-
nique et & lovdre 7 de ses racines imaginaires.

Alors la partie principale de o(z) est 7(=), méme si Pordre o des
racines réelles est égal & p, et Pon a (hors le voisinage des racines

de F)

0(3) = qea st (14 ¢,).
Les deux propositions sont alors immédiates.

B. p=/%=p, nombre limité de racines imaginaires.

(® Les racines positives et les racines négatives sont de méme
ordre o3 £ est pair.

Pour 0 =oeth=m, 5(z) est positif (le chemin étant convenable-

. o . . \ s , .

ment choisi); la projection de (=) sur 'axe = 40 est négative ou
positive, selon que 0 est positif on négatils done la partie négative de
Paxe des quantités réelles n'est pas (raversée pour un tour complet.

2 Méme hypothese sur les racines, mais & estimpair.

On projette sur 'axe des quantités imaginaires.

3 Les racines négatives (par exemple) sont en nombre limité, ou
leur ordre est infériear & celui des racines positives. On procéde i
volonté, comme dans Pun des deux cas precedents.

G p=£k<p, 75, avec diverses restrictions énoncées au nu-
méro 3 du paragraphe 7.

La variation dargument de o(z) est la meme que celle de la
partic @, (z) de @) qui correspond aux racines reelles, puisque le
module de la différence des deux expressions esCintiniment petit par
rapport i celui de 'une dentre elles.

10 & pair; on procede comme dans Phypothese B, nv 1.

2" f impair; comme dans le cas B, n° 2.



