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ÉTUDE
SUR LES

RÉEL 'NON ENTIER.

PAR M. L. L'EAU.'

INTRODUCTION.

En ces dernières années, les f o n c t i o n s entières ont été l'objet de
travaux nombreux et féconds. Depuis ceux qu i ont été analysés ou in-
diqués dans le Livre de M. Borel ( 1 ), i l convient de citer p r inc ipa le -
ment ceux de MM. Jensen (2) , Ernst Lindelôf^) , P. Bo'utroux ( / ( ) et
Maillet (5).

Ce n'est qu 'exceptionnellement qu'on y suppose une cer ta ine régu-
larité dans la distribution des zéros; or une telle hypothèse, en
même temps qu'elle est très naturel le au point de vue pratique,
s'impose absolument si, après avoir obtenu des théorèmes d 'un carac-
tère très général, on veut recueillir des renseignements plus détaillés,
établir des propriétés très précises; c'est une seconde étape qu'il faut
inévitablement franchir.

Etant donnée une fonction entière F(^) dont le produit canonique
est de genre k, je me suis proposé, on va voir dans quel but, de

( 1 ) Leçons sur les fonctiow entières, Gauthier-Villars, 1900.
(2) Acta mathenuitica, l. XXII.
( ; î) Mémoire sur la théorie des fonctions entières de ^enre fini {/ïcta socie'ta'tis scien-

tiarurn fennicœ).
(4) Sur quelques propriétés des fonctions entières ( Acta mathcmatica, t. XXVîiï).
(5) Sur les fondions entièrea et quasi-entières (Journal de M. /ordan, 190^}.

Ann. Éc. Norm^ ( 3 ) , XX1IL — jANViEtt 1906. 5



34 i- ^AS!.
déterminer, abstraction ( a i l e d 'un ce r t a in vo i s inage des racines , des-

j<v
valeurs asymptot iques de F et de -^;"^^ ou a l e u r d é f a u t le signe et,
l'ordre de grandeur soit de la partie réelle, soit du coe f f i c i en t de /.
Dans ce dessein, j 'ai fait, au sujet de la d i s t r i b u t i o n des rac ines» les
hypothèses que la méthode d ' app rox ima t ion q u i s 'of f ra i t rendait .
strictement nécessaires. Conveiions de dire d 'une su i te i l l i m i t é e de
racines (a^== r^'^) qu'elle est :

alignée, si oc^ a une l imite a;
dirigée, si elle est alignée et si, posant

^J1^ —— .4̂  '^
r^ w n 7

4 a une l imite /;
orientée, si elle est dirigée et si (c^ —a) et (/^i— /)Ln ont pour Hmile

zéro (^ ) .

1,1 s'agira de fonctions dont les racines forment une oy p!iit4ie»îi^
suites orientées; ceci. exclut le cas d^un ordre réel n u l (aïs certaine-
mentplussi laple e tqui demande à être traité séparément) ^ on admettn*
en outre que cet ordre n'est pas eniier, CTest» comme l'on v o i t » un can
douteux, à laisser d'abord de côté.

Une notion est u t i le a i n t rodu i r e ; celle de la densité re lat ive de deux
suites de racines (quelconques) ; on entendra par là la l im i t e» N
elle existe, du rapport des nombres de racines de ces deux Hui ler
contenues à r intérieur d 'un cercle i n f i n i m e n t ^rand dont lec imire mi
à l 'origine*

F(^) étant une fonction à or ientat ion simple, de genre k^ d'ordre p
(^<p), l 'équation F(3}+ t = o se, prête à une étude approf<Hîd i< 1

p'grâce aux connaissances acquises sur F et sur ^j-—* On dai-^e sey ra-••«iif i
cinés en plusieurs suites dirigée dont on déterminera les ^r^lté^ par
rapport a la suite des zéros de F; ces densités dépendent de la diiîe-
rence p — k, qui joue un rôle important dans toutes ces quwiï-mm et

( 1 ) Ces <i(înoniinatianH Bont arbitrairca; il étuil n6wmair^ qn^lîm ùmwmt diifôronUw1

d'aspect ôfc simples*
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que j 'appelle V ordre excédent; s'il est inférieur à i, on voit appara î t re
une suite orientée formée dérac ines in f in imen t voisines (le celles de F.
Tous ces résultats s'étendent en général à l 'équation F(5)-i- G(^) = o,
G étant une fonction en t i è re d'ordre inférieur à celui de F et dont les
racines sont d'ailleurs arbi t rairement distribuées.

La recherche des racines de la dérivée d 'une fonction orientée F(s)
est l'objet d'une seconde application des Chapitres pré l imina i res .

•cv
L'expression ^^ ^ permet en quelque sorte de sonder les diverses ré-
gions du plan ; elle décèle la présence des zéros de F\ et l'on obtient
les propriétés que voici : en général, la dérivée d'une fonction orientée
est une fonction orientée; la différence des nombres de racines des
deux fonct ions dans un cercle inf in iment grand, dont le centre est à
l'origine, est f inie; les racines de F' et de F se groupent en plusieurs
;suites deux à deux associées, et dans un couple de suites elles se cor-
respondent une à une, à partir d'un module assez grand, b^ à a,^ en
'.sorte que —n-—l— ait une l imi te f i n i e et que l'on peut dé terminer .

€vrt^+•\ — ^n,

•Ces faits précis prouvent que la déf in i t ion des (onc t ions orientées
n'est pas seulement inspirée par des nécessités de calcul , niais qu'elle
est dans la na ture même des choses*

La méthode qui m'a servi dans le problème précédent s 'appl ique,
•convenablement modifiée, à des fonct ions dont les zéros sont réels,
leurs modules se suivant d'une manière quelconque. On n o d o i t p a s e n
•être surpris; ici l 'argument des racines est constant, ce que l'on perd
•en variation de l 'argument, on le gagne dans l ' irrégularité du module.
Laguerre a établi, comme l'on sait, un théorème concernant les racines
de la dérivée d'une fonction ent ière (réelle) de genre f ini , ayant un
nombre limité de racines imaginaires. J'ai précisé ce théorème sur un
point qu ' i l , laissait douteux et je l'ai é tendu dans des cas f réquents à
.des fonctions possédant des racines imaginaires en nombre infini ( 1) .

( 1 ) Les pr incipaux résultats de cette étude ont été indiqués, à un ebuiigcmeii tdecléi io-
mmation près, dans une Noie parue aux Comptes rendus de L'Académie des Sciences, le
24 octobre 1904.
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CHAPrrHE I.
SUITES ORIENTÉES; CALCUL DE CERTAIN EH INTEOHALKS DEElNIl^.

1. Données et notations. — Dans ce qu i s u i t » 11 sera question de
suites illimitées de nombres a^ a^ . . < , a ^ .-» dont: les modules ne
diminuent point ; on posera généralement a,,= //^^ De p l u s » /^ sera
infiniment ^rand avec ^, et l'on i n t r o d u i r a un nombre r compris
entre /^ et r/,,... Il y aura f r é q u e m ï r n î n t à é tudier des exprensionH de"
pendant de ces diverses quanti tés/ / . , r,^ r, lorsqui* celleg-ni d e v i e u n e n t
inf iniment grandes; aussi cette dern iè re condi t ion , supposée d'ordi"
naire, sera souvent sous-entendue. 'En f in , les n o t a t i o n H fi^, &^ .^, t^
£^, .., désigneront des quantités i n f i n i m e n t petites.

2. Suite alignée. — Une suite est dite alignée ^î o^ a. une limite %»

3. Suùe dirigée. — Une su i te est di te réffudèrw^nl f/tngw o u » pSun
simplement, dirigée si elle est a l ignée et si, -"£Mtîi é tant min ^ou^ la^
forme i 4- •-/i? 4 ^ une l i m i t e /*

La quant i té /est, comme on le voi t a i s émen t» l ' invorsede l ^ o r d r e d u
produit canonique dont les %éros sont les a^.

4. Suite orientée, — Une suite est dite régul/éremeul orientée ou»
us simplement, orientée si elle est dirigée et si (^ — a)^ et (4 w 0^^

ont pour limite sera.
pi

La majeure partie de ce Mémoire est consacrée aux fonct ions en-
tières dont les racines forment une oy plusieurs suites orientées

5.. Première transformation de cette définition des ^uite^ orienter. ww

II y a intérêt à donner d'autres formes aux condit ions relatives aux r,^
En voici une première ;
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Si l'on pose
^=f^i)\
rn \ r i )

pour que les conditions imposées à l^ soient vérifiées, il faut et Usuffit
qu'elles soient satisfaites par À^, et les limites sont les mêmes.

La démonstration est aisée : supposons d'abord que 4 tende vers /,
et (^ — l)Ln vers o. Puisque

Izî

rn^ ( r - L . î\rl n-—— =: î -h — -)
r ' n \ r i ]

JL tend vers o, et, par suite, on a
n "

^'n-+-l , ^n / , t
"V^14"^^ "^^^/ n ' v

et
/,,=:^(ï,-(-s/o,

£^ étant infiniment peti t . Donc \n tend vers /; dès lors on peut poser

et

^^^^ ^2__
r^ n \ n

, „ In( 1 \
l^^.^(^^\

r\n étant inf iniment petit, égalité qui achève la démonstration,
Si l'on suppose maintenant les conditions vérifiées pour X^, on peut

écrire de suite l'égalité qui précède; la conclusion est immédiate.

6. Deuxième transformation de la définition. — Nous poserons

^-/^y^
r, - {?) î

la seconde forme a trait aux quantités ;x. Avant de la déterminer, nous.
établirons le lemme suivant :

LEMME. — Si une suite u^ u^, ..., /^, ..., u^ ... a une limite u et si la
série a^ a^ .... Op, .,., a^ ,.. à termes positifs est divergente y,



38 :L» LEAÏL

.r̂ prn^o/i

—. ^^JllL^I^^ l ( î ^ } ^" f ' ' '141iii an uiïi
{îp'ft """ a? 4" ̂ :̂̂ "::̂ ^

•a, pour n infini , et de quelque manière que. varie p , u pour l i m i ù * .
En effet, e étant un nombre positif que lconque , goit y Vmdlw ii

partir duquel on a u — £ < u^ u -h s, l'expression considérée pourra
décrire

n

2^
„ + ̂ -^••^•-iL^z.").,. <„. 4 .__ , ( i // ),., ̂

2"' ï(tt
r r

n croissant i ndé f in imen t ; si Je t ieuxi i ' -mf t.crrnc ('xi.sic, ce qui suppose
p<iq, son numérateur est l i m i t e et son ( l é t i o n i i i i i t t c u r est i u lu l i n i cn t
grand, donc il tend vers o et la proposit ion ('st. ( ' i tati l ic. I I csl d ' î l incut 'K
inutile de supposer p ^ n ( )).

7. Revenons aux quantités y.. Pour plus de hricvctc, nous poserons

^», » '== y-it ;

quant à ̂ ,^, c'est ̂ .
Nous allons montrer que si les /•„ iormtint, iiiic suite orientcc. si //

varie d'une manière quelconque et si n est iiititiitm-nt ^r;md ;
10 ^n,p tend vers/;

(P-a,p—i')L^
20 ———LTî— tend vers 0 (? > 'O. et r(''ciproqucni<>n(.

LL7

aî l̂ :̂"̂ "̂  une variab10 positiv(i i"fit"•"t•"l ̂  t- '<•"" «»<• '•««

1 ^,/r—^| < £„.
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En effet, on. a d'abord ( p infér ieur à n)
riLr,, -- L/^- l[Ln —L(n — i)] == (^,^ — Q L •

L /•,,-i — I. /̂ .......a ~ l[ L ( /^- ,ï ) — L ( n - 2)] •=: ( p.^^ ̂  — <?) L /^-^ï ;

L /•p.K - L ̂  - ^ I: L (p + i ) — Lp ] = ( ̂ /,^t ,„ - / ) L p-^
P

d'où

(0 ( ^ ^ ) L - ( ^ ~ / ) L 4-. . ,
/>

.̂ ±2
P

(À^-/)L^=—h(À,,^-/)L.
^ — 2

Appl iquant le lemme précédûnt au second membre de cette éga-
lité (À/,— / tendant vers %éro), on en conclut que

ou |x^— / a pour l i m i t e zéro.
On peut obtenir de sui te le second résultat plus complet en écri-

vant l'égalité (î)

{^-^-^^-i)Lp - ï -h,..
L ( p ^~'w

^(^^QL(^.)^^^^.]

+ ( À,.,,, - /) L ( n - i) | —L±— -1 |
Lli-1^ ^ "• — I / .,,.1

d'où l'on conclut, ( A ^ — l)Ln ayant xéro pour limite, que

(^n,p—l)L p
L(p+ï) \ / L ( n - î ) \ ( Ln \..»...„„,.,.„..- .......,.,,..,.,,..,.,,,...,̂  — f \ ,,,,,.j...« ^ ^ ^ ̂ . i ,,...,,..,,„,..„...„„.„„.„,,.„„.,»«. — j; î «^ j ̂ ^^^^ — ) [ i

L/> / \L(n-9.) ) \ L ( ^ — ï ) /

tend aussi vers zéro,
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D'ailleurs le rapport du dénomina teu r à l'expression

__ ___j __ ! ____i___
'pLp + * " + ( n — a) Î7( //- — 2) """' (/^ -—ï )L(71 — ï )

tend vers ï , et le rapport de cette dernière somme à L — reste supé-
rieur à ï , en même temps qu' inférieur a un nombre fixe* Donc

(^-01^
^
%

a bien pour limite zéro; pour ri i n f in i et de (faelque mamere (fw
varie p ( ^ ).

La réciproque est immédiate : remplaçant n par n "+" ï d p par ̂
j^ai , en particulier, par hypothèse

^-DL^
l im ——,,_—......-.——— =: o,

, L(/;-4-i)
.«.,-< •-—------~----̂ ™L///

on en déduit
1 i rn (}. ̂  — / ) L n == o,

8. Troisième trans formation de la dé finition. — Hlle a, t r a i t aux
quant i tés (^ ou ^.

Posons (^— l)Ln == ̂ , q u a n t i l é de même fo rme q u e celles consi-
dérées pour 4 ôt pour À/^,.

Pour que les reforment une suite or ientée , il faut et il suffit ̂ n^ l'on
ait

•(2) liiii (^^,1 — u^)n.Ln^û.

Cela résulte immédiatement de l 'égalité

( ''l^L1 'Y" — (n 4" IÏ)1;'"'H
\ /z "" ) "~ ^^

(1) On peut évidemment lever la coirHUon p inférieur à n.
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qui peut s'écrire, en posant

§.(^4-l)~,L^ 4- ^-+^,

( "À,, — /) I. n( i | 0,, ) -: / / . I. n( if,, , i — { { ^ ).

On remarquera que /a condition (2) n'exige pas c/na ,̂, .yo/<î im/^/i-

minent pefif, mais seulement ( ( l i t» «^ vers zéro. Ce dernier' ' 1 .1. L//-
point peist (l'aillenrs s'établir direetemeni, eonnne dans le cas do la
deuxième transformation, avec, nne légère modi f iea î ion , (enanf . à ce
que /;:;:-: î .

H esl inferï^ssîuî l de m(^(ire la condition (2) sons une anire (orme.
Posons

l , ( r , | - , ) î.n - i - '-1-A',
/(,

1 ' f)'IJ.( // -\ î ) lA^i \ ' , - - " • (0,, cl f/,, i n n i n i n c i i l pel.ils ),/ / 1 . //, /

«. . E,, . lA^t.À,, •::-" / • • i " 1 et, [f.,, f, • l 1 ' ^// -.-.——
S , /7. 1 . //

liln parlanl. de la même e^alile <ine pins haul, on ohlienf

^,(l 4 ^) - (•/j// , , . •f^,)/t..l.f( .Ll.ft. l " ^ / / ( f "I- O'n).

N<MIS savons dé jà qu'il fau l < jU ( 1 rj,/ (.(^îKie vers zéro. S'il m es(, ainsi,
e( si l'on veu lqn( ï £„ soil in f in iment- pe(,i(, on doit exiger, en onirt»,
<|ne

(^ / / t î ' ^ n ) 1 1 I^/î.ï .^

lendo aussi vers zéro. D'ail leurs ce dernier fait. peut se produire sans
que yj^ ail mémo une limite. Par suile, a la, condition (2) on peut sul:)-
stitiHT simultanément les deux suivantes :

( ( (^,, - l ) l . n ](3) ) î l n ) r î - 1 1 - 1 1 0 ^'/<r::~~•~1:.L^
f 1 i m ( r^/ M -- - 'fin, ) n \^ n l^L n, ;:" <•).

9. Expressions dti rapport 1 1 / - - — Soit r^r <^ r^^ Déf in i s sons v par/'/'
^Inn. f:c. A"or///., (3 ) , KXm. - • 1 - . ÎANVtEH 190^». ^
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la condi t ion
L. LEML

fn -4- "lAt^'n,"

quand r croîtra do r^ à r//^,, v variera do o à r , et l 'on a aussi

r / / ? 4^A^^
n "4- ï

Posons ma in tenan t
/" _ /n ̂ -A^r^
^-VW

II est aisé de constater que ^,p(r) est compris entre À^ et [A,̂
si/^ <^^, ou enire A,/ et ^n^^p s\ p^> //.

Mais on peut aller plus loin. Le ra i sonnement du paragraphe 7 s'ap-
plique, avec une très légère modi f i ca î ion , aux q u a n t i t é s ;^«(r). Eu
tenant compte de la remarque faite au paragraphe (î^ on peut énoncer
le résultat très précis que voici :

Pour une suite simple donnée, il existe une variable positive i n f i -
niment petite £^ (elle que, c/uel que sait r comprù entre r^ et r,^^ d
quel que soit p (> ï), l'on a i t

(4)
(^,p(^)-QL
...,^^^^^^^

-Lp

p

.. L ii
JL —
^ ..Comme—^ est une fonction décroissante de /^ on en conclut

L
P

l'existence d ^ u n e fbnction^(^) décroissante et telle que l'on ait

(5) \P'n,p{r}-i\Ln<enf^p).

De plus, si r et ^ sont deux nombres fixes, le premier in fé r i eu r et
le second supérieur à ï , on peut supposer que pour

P
^ f^p)^LLn,
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pour

/// > _ > /' f ( f)\ < T6 ~= . == & ? f/l\/7} = I ?

pour^^> -" e t /? i n f i n i m e n t grand, frt.{p) tend vers zéro.

Donnons n n e autre forme au rapport"^-? en posant

n XP-^^'Î

Comparant les deux expressions et appe l an t ^^(r) la diffé-
rence ^(^)—(^,,/(r), j ' ob t i ens

^{!L±Ai£^Û.
8^, p (/•):= ̂  ,p ( /• ) ————n/;——.

L-^-p—v

D'ai l leurs , on peut trouver une constante c (voisine de i), telle que

L (n -h^) (p —v} n:zJL
J1E—..,.nl}.^.

n,
<c

L^
P

LpZT;

Cette dernière expression est décroissante quand p augmente;
pour» == 2 elle est de Fordre y—; pour ^rï"^ >/', de l'ordre ~ On eni. y - j^ ^,? i ^ p ^ . ^ ^n

conclut que (^(^) sat isfai t à une inégalité de même forme que l'iné-
galité (5); on peut évidemment supposer les suites e^ et/^(/^) choisies de.
manière à avoir précisément aussi

(6) \^(.r)-l\Ln<Bnf^p),

10. Remarque. — On constate facilement que, posant

,. / ^ \V^ir)

rp \p^v'

il f au t prendre v'= v pour obtenir l'inégalité précédente.
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H . Produits canoniques dont les rac mes forment âne suite orientée.

— Soient une sui te orientée, p l 'ordre (é^al à , ) du p r o d u i t cano-
nique correspondant, k son genre, s la variable (z == r</0). Posons

/ »'< //2 /<^'
P^u)^-^74"2^-^,

i / „ \
(7) P(--) =11?. -).

-, ,, /• //^-^-v',!/•",r"•) / il \i^,=Q-^,, o=Q-c., ^=:^==^-^-J , u^^.__^.

Supposons k <^ p <^ yfc -4- i, c est'à-dire p non entier. Donnons on t i n a c
une valeur différente des racines.

Nous nous proposerons d'étudier les valeurs asymptol îques du pro-
du i t et de sa dérivée logarithmique. Les appl icat ions d u pnm'ner calcul
se devinent , celles du second ont t ra i t aux re la t ions qui existent entre
les racines de la fonction (ou de fonc t ions qui s'y rat tachent simple-
ment) ' et celles de sa dérivée.

12. Substitution d'une inlégrciîe définie à l.^V(sY — On a

(8) LP.(^-) ==H,^LD-^1-|- ̂  4- ̂ r 4- ̂ p-.
\ap / ï '2 A"

Supposons ç ̂  o.
Rectifions en quelque sorle l'alignement des racines, en substituant

à l'expression précédente la suivante

(9) G,= L(» - .̂ ) + ̂ î 4- t^ 4-. <,+ ̂ î,?.
I 2 A'"

Puis,.^afo^ les racines le long de la demi-droîte qui les porte, on

remplaçantyG^ par l ' intégrale
i 1 • r f^dx,t/o

après avoir posé
/ n ''u •== ( -\^,
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et
// Pl'? // 2 js»2 /'a? ,/ k p k i<û

(,o) /(^)==L(I-ye'•T)+——+^——+...+-"4-=/l(• r)+^ /2(• r)••« -û /».

On a

( , ,) f /(A')rf,z-=[^/(^)]î';
<./.,.'

,A(/^1)/ /AA^2^
^ cos(À-+i)9+^ cosA-9
_ _ ^ . . _ ^ ^ ^ ̂

1 ^ 3 ^ . cosy+ -\.z-/ T \xj
^ / ^ \ ( W / _ / ^ \ ( Â S - I ) / ^

/ \ s inÂ-o - f -) sirH/.+i)^
l ' a \ •// / \ «x. /4 - /^ 1 j^^^....,,^.^.——i_L——,,.^-.—^——_—— ̂  ^

1 / ^ \ / / / À X 2 7
I _«- Q _, ç0s ç 4^ _

\.z7 T \ x j

D'ai l leurs x/Çx) e s t ^ nu l pour x = o cl pour ûc=•J^^. Nous
sommes donc raînc^nés au calcul des deux intégrales réelles entre les
deux l imi t e s o, + co. Ou devra (et ce sera l 'objet du Chapitre 1Ï)
montrer que l'on ob t i en t b ien par cette méthode la partie pr inc ipale
deLP(^) .

1IL SubsliliUion d'une inle^rcde définie à —~^^^^^^ . — On aC? «/ ?"/*' • 1 j t f i- \

J— J^ï î) (' JL\^ _ (l^l^/^À•4••l^^"^"••Kt;"-^^ .̂.., ̂  i- A A ̂ ^^ - -,..,.-.̂ ,,̂ ^̂ ^ = 1^.

A cette expression nous substituons, en remplaçant comme-, plus
liant y^ par cp et ̂  par M^,

{} -_ ^È'̂ ^^9" '̂̂ 1^^__^^^.^^,

et, à la place de la série'YQ^, nous envisageons l 'intégrale
i

n'^i \^)
w / ^ \ ( ^ - ï ) /( Ï } e^ -^
^ .̂.,.__..- .̂..̂

I , » / ~- t,<<t^/ «/•/.• ,-f^y^\ /y» /\ <X' /



Ici encore, nous aurons à préciser une l imite de l'erreur commise .
Nous allons d'abord étudier les intégrales que nous venons d ' i n t r o -
duire dans ces deux paragraphes et qui rentrent pour a^^ o et: /r^ 4-x
dans les types suivants :

/ y . \ ( Â - ( 2 ) / / / / \ ( A ( î ) /

[^) œs^ç—^J cos(/7-M)9î.r-_ 1 \ r i / ' T \</ - / ,lr' - / ——————/ ̂ Yr1'—^^^^^^^^^^ ^^^ -
^,1 J COSÇ4- ^ ^

/ ^ \ / / / / - N'
• 2 "- (^OSç-t- -\^v 1 W

^^\ ( /^ l3 / / / l \ (^2)^ .-) s m ( 7 4 - i ) 9 - ( - ) s in^o\.-<- / \ -(.. /ï.^^ | V^/ \'y^^ I •••11•-•--••1•1•-11-•1•~1-•1••1•1•111•"11•-11~-••1•-^y ï » .̂ a «.„ eogy.4» ^ )
/ \ 'y* / ' \ 'y* /%/^, \»A/ \»-r. /

14. Calculs prèlimin'aires. — Nous supposerons (x^y^ïï. Nous (*xa-
minerons d'abord le cas où/es tcomniensurable , l^ /- (r et, ̂ premiers
entre eux, avec l'hypothèse r impair ; la signification hab i tue l l e de r
est provisoirement laissée de côté). Nous poserons, en in t rodu i san t
la variable positive t,

x^t^ fi-^ir^ ^^i\, ^=4,

r=:ap4-i^ . /?—,ÂT=/ _ (./â^^<U»

K^ =: r /a ̂ Tl<îos y ? "w ^> cos ̂ 7 '""h ï ^ y "i ̂ '""î //71 J,̂  "' -̂ .̂̂ ? .̂̂  /•//,

î ^ = f^ ̂ l^0^ ̂  l^- t^inyç]^-1

"/1 ^ ^—^^'rcosç-hT^ "' ^
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on aura
g;'; == .çr^^K;;, .!?•; == .^^^•Lî;.

Soient encore
L ces G) -4- K. s in G) == M,

oj étant un angle que lconque et, par abréviat ion,
q y — ^ ̂  p^

i^- f̂ -Ji2rL£l£°iî}îA/,..^ ^,_ ^/.^^gy^^/.^

a'— r\^ ..rT:181^—^^
' /1 """"\// /.sî/" •— 3 T'* ^> CÔS y "+- T271 ' / ?

on aura
M^ :•= Bî'; cos^- — A{; sin^x

et l'on est ramené aux intégrales A et B.

;15. Intégrale A. — Pour évaluer l ' intégrale indéf in ie

/'"/ (^•—^•cosy) / - 7 - - 1 ' 1 .
A " ""'"'J /la7•l~ 2 ̂ •^cosy'''^-'^^^^^ '

nous décomposons la fonc t ion en éléments simples; nous obtenons
ainsi

4^ * / r / \
/-••^A/ = Jr ̂  - ces ̂  ( 9 4- » ÀîO L (^ - a ^T cos î-t^ï 4" r2)

...... /,
0 "+- 9. Il TC..i..,/» ^ / — 7 ces -————

^•ssirl ̂  ̂  + 2Â7r ) arc tang
 —^^

• • / -

 Tt>inJ—,:—

Nous conviendrons de prendre la détermination de l'arc tang entre
TT , 7T r\ ^ ^—. ^ et 4- -" On a, pour o^^-< ï ,

arc lang'^-^^ -rr?.TC4~ 7r -4- £ 4-^ sm24- ^sni9/£,+ —sin3^4- . * ."0 smÇ a ' ' ^ ^
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X étant entier. Si Ç == î-ÎLlJJI, on constate aisément quTI faut prendre

"À=:o pour //. < o
et

À ^:=— i pour A ;_; o-

De même, pour o^<r<^ i >

i — ^ c o s E •> 71: / . . . .y2 . „ ^ . ,..„ \arc tariff ——:—— = ÀTT -h " — x si n 'c -¥• — si n à E, + "TT ^î n •"> ê •"•{""( » •0 .TsmÇ a \ 2 3 /

avec
Â=:— i pour fi < oÂ=:— i pour A < <

^ == o lïour A :̂  o,
et

^ -»Cela posé, supposons d'abord - <^ ï <
Si l'on observe que

et que

P . C08-1--" — COS7Ï"/

VAsia^=__^___——ÂM& r . T T /
i â s i n —/*

4-/? , (•»0^^ii^(^^y

- V A sin :/ ( y + à A TT ) = — ——^——y— 5
/"* j«r ^ . TT /r Ad r ' ' < îf /

-^ sin1"--^

on en conclut que

rT^'A^—
[ (7T — 0) /" . / Q '

TT cos "———^-^ -h COS7Î: / COS "—

. 71 J2 .Sîfi ——

ou bien

rT^A^

/I ^ CO^ ^•+71f 1 COS^Cp ^•"^^11 \/• ( ^ —» ...i» -̂«««»«L, »<»«««» «j« -̂«-«««»«»JL. .„„-,„,»,, «..L |
\y ^ J + r ^-^ • j + »r T/^^/' • * -/

[ (n — ç)/ , j û
COS -———^. + COS7T/ COft t/^7T COS r

/cp ^
tC'TT / < • » < - » <L: '/ ' 1

/••*'!.i-^-/•f^/^iir:^c^i3îl^,
J ( —— g ̂ <^ ^.0g m ̂  ^.Ï/1... j . ̂ ./ ,/^ î — 2 x^ ces y + ̂ ï/l

a s in f/l-
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II semble que l'on n'ait r ien ga^né à celte intégrat ion, puisqu'el le
i n t r o d u i t une intégrale qui ne diffère de celle que l'on veut é tudier
que par une constante. Mais supposons à présent ^ > ï ; en opérant
comme plus haut , on trouve la nouvelle forme

r ( 7T — 0 ) / . / (p ~|
7T CO S ———- - f ^ - — COS7T/ COS17-1

r-^A^J.-____^___^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
. TT/a s ni —/"

/ ces® T^ cosaœ T27'"-/' \1̂  »» 1 _____T_ i _ ^ i ^ ( ï

^ / ̂  _y ^-y 4' ̂ ^y ^-^ """••";
ou

| ( 7T —— <p )/ . /Cû ' } T
TT COS ""--•-•-•—^^^^^^ .7

,--yA^-.-...---- ^ . . / ' . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
. 7T/ , / „ î — î- l^ -^COSÇ •4- .VÎr

a sni — < " 0 '
/"

Cette dernière intégrale peut s'écrire

/"fcllt 60 ^--•••Ki—^"cos9)
, / I -"- 2 A''" (".OSCp "-h .y^7'

Si nous remarquons q u e A ^ e l les deux expressions que nous venons
d'en trouver selon le cassent des fonctions analyt iques de /, uniformes
q u a n d la var iable est réelle, nous en concluons l 'égalité de ces deux
expressions.

Nous avons ainsi
( 7T — CP ) /

T T C O S ' - - ^ > "f^ (i—^'cos^)^"! '—— rr / ^—,._..,..,..,....-.^..-.-..^L±._^,_,. ̂ y ̂ : .̂ ,_.—..,,-....,,.....,.»,̂ .-
/.. I —- 2 ̂ •/' COS Cp 4- A-'* '̂ . 7T /'• ° 1 sm—r

et, par suite,
( 7r — cp ) /

, ,. TT COS '.-..——...-î.̂
A'0-'1 T -.-/. „,.„,,.....,..,.........,..,...... ,...--..̂ .,....,...,... -

0 ^ /' . 7!:/î n ....̂
^"

'16. Intégrale IL — Nous traiterons l'intégrale

B/^ r' ^^•i^j,_j, •
- • -""J ^r _ 3 ̂ - ̂ - ̂ g ̂  ̂ . ̂ r

^/An. £'c. N^rrn., (3), X X Ï Ï Ï . —- FÉvmiRK ïtja6. 7



5o L. LEAIÏ.

d'une façon analogue. On a
4../,

ï w,—^ / / Q) .4— 9 /^ TI" "̂
rT^'B^ - > sin^(q3 4- Î^TT) L( y/2— ^TCOS f—-—'.-^ + r2

2 ^UÀ r ' \ r /
-r ,

^ •"•h 9./fît.+./) ^ / ,..,.̂  T ces —
^ /^c< •/ / ^ » ^ ^i^.\ ft.^. <.ivir.. /

-.y,

^S cos^(?+ 2Â7r)arctang-----.11---^-1-
r si n ^•^.-—~--.-1-«/*

Pour - <; ï , on trouve

r . ( TT — cp ) / , . / y ' /7^ gin ^———uj^ ̂  COSTT/ siiï, —T ,/-: ;,. , .r " r ( ^ j ^ - r - i g,^
r^-J{^-=^ ^——————————.^.^.._.-....^..,,-^ ^ r / " - - 1 - 1 - - - 1 1 1 1 1 1 - 1 1 , -1--1-- -—.-^1....-^,,/^

. 7T/ 7 Ï — '̂ ' COSq/ 4- ^. 7T/ 7 Ï — 2*'r COSq/ • • • 1 - - ^"
à S 10—" < " 1 0 '

/'

et, pour ; > ï ,

. ( 7T — CP ) / . . /Cp( . ( 7T — CP ) / . . / Cp "1^ sin v——-L— -+- COSTT / sni "•^ ,,» i. N» ;,,. . ._ /• •/ /• J /1 ' .r^»-7'1-1 sm^ , ̂
, îr'/ ,/, ï -1- ' À ^ ' ' <*os^ -h ^'*"'r 1 ' <>

'ï e"! n - " . * 1 / *

7^ SIH v———-L—— -+- COSTT / SH1 "•^ . ,,» i. ̂  , . , . .,„ ,,., /• </ /• / .T^»-7'1-1 sm^ ,/"^'-•ll•^iî^= ——...——.~.,.^,.«.^^^^^^^—>.,.....,...„„.......„„.-'. —^ ï .....,,..,....,,,....-...,.....,....,.....,,.,.,.....,,̂  ^/.^.
, 717 ,/, 1 — U^' COS^ -h ^'î>r

a sm— *1 < '
/' T

d'où, en égalant comme plus haut les deux expressions,

. ( 7T — ^ ) /
,. T T S I l l -————•—</

ir — ^—--..--.....^.^^
0 " "" /• . 7: /

sin~^
/" •

17. Valeurs des intégrales l^ et J^ "— Des expressions de A^ et B^ on
déduit .

TV^ _ Tr sî n l'.( P — /r ) ( TT — 9 ) — y. \.mo — ----.^^^^^ .,

silï ( p — A-) (TT — ç) "+» | — <y ̂
I? ^pTr/^-1'11"1---11--"1----— ,

' s n ï ( p — / ' ) 7 r

EiSl̂ Z" ^1 (^ — 9) — </ ̂  ]J^ ==p7î:^
sin (p — Â"}7?

Il est vrai que ces égalités n'ont été établies que pour p conimensn-
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râblé et de la forme :-̂  r é tant impa i r . Mais, comme pour chacune
(relies les deux membres sont fonctions continues de p, les formules
sont toujours exactes (p =^ 7r).

18. Nombre (les racines d'une suite orientée de module inférieur à r.
Densités relatives des suites. — Dans les deux Chapitres qu i su iven t
nous a l lons montrer que, sauf dans cer ta ines régions, les rapports

p / / „ \
des expressions LP(Js) , ^^..j^7 aux intégrales qui l eur sont substi-
tuées t e n d e n t u n i f o r m é m e n t vers i q u a n d \z\ est i n f i n i m e n t grand.
Or, de ces intégrales, la p remiè re con t i en t n, la deux ième n et r.
Peut-on conserver à volonté l 'un ie de ces q u a n t i t é s q u i d é p e n d e n t
l 'une de l 'autre? Nous al lons voi r q u e cela est imposs ib le si l 'on v e u t
conserver le degré d 'approximat ion ob tenu . Cette ques t ion se ramène,
au fond, a cel le-ci : que sai t-on sur le nombre des racines d ' u n e s u i l e
orientée d 'ordre p q u i sont, en modules , i n f é r i e u r e s à r?

En premier l i eu (§ 8), d e u x su i tes l i omo t l i é t i ques par rapport a
l ' o r i g ine sûnt é v i d e m m e n t ornmtéc^ en mémo temps. Pour deux
parei l les sui tes , le quo t i en t des modules des ^ l (> lx l< î l i racines est égal au
rappor t A d 'homothét ie et le rappor t des nombres de racines do
module i n f é r i e u r à r tend, p o u r r i n f i n i , vers A/'. Cette s i m p l e ,
remarque suf ï i t a j u s t i f i e r notre p ropos i t i on :

// faut laisser les (fuantttés rz et r telles qu elles sont introduites dans
les intégrales pour 'bénéficier du degré d'approximation obtenu.

En second l i eu , voyons dans quelle mesure on peut préciser le
nombre des racines de module plus pe t i t que r? Nous supposerons,
pour s i m p l i f i e r , que la sui te o r ien tée a été t ransformée par homo-
tbélie, de manière que le module de la première racine soit l ' un i t é .

Posons
î

— —: y ;
P'n

on a l 'identité

puisque
r^n » î ""1 1-1 1 1 1 1- /"°"" "4- ï/ ^_^ ........... î ^ î î ,

n ̂  r n,
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D'ailleurs
(Gr/,—p)Lr/ ,=—p/// , .

Appelons cette quant i té ^ (ou v',}. Nous avons vu que jj^ (end

vers zéro, on en déduit qu ' i l en est de même de .—-
La condit ion (2) devient

l im(^i— ^n)nLn ::=: o,

Soit donc une telle variable; on a

' /î=rP^;

de même une autre suite donnera

n'-::zi rPry4'^

(^. étant analogue à ^..
Par suite

'J.. ....... ^v'r'-'Wr
n' •-"" "

Or la condi t ion (2) n'exige nul lement que ^. et <1^. tendent ver^ < • » ;
elle peut être réalisée si ces quantités et, par su i t e , leur diiîTémïee
sont de l'ordre de --T—LLLr

I I en résulte que le rapport ïi-, p e u t n 'avoir a u c u n e l imi t e . I l en est
évidemment do même des deux su i tes p r i m i t i v e m e n t données. Si,
pour elles, -^ a u n e l imi te , el le sera di te la densité de la première
suite par rapport à la seconde. Cette notion jouera wi rôle importafii
plus tard et s étend à deux suites quelconques.

Il est intéressant de remarquer que comme limites extrêmes (non
atteintes) du, rappor t—? on trouve Lr(1) .

( 1 ) Dans son très itilérossant Mémoire sur la théorie de^ forfcuonf; entières de ^Cftrc
fini, pages 49 ôl suivantes, M. Ernst LindelÔf a donné dos formules danfc quelqoes-Kîïies
sont équivalentos aux expressions asympfcôfcîque^ que nous établissons. Mam î<î8 lîypo*
ibèsos faitos éisicnfc différentes : les 0^ positifs, y •constant et (IHÏ'érent do zérch
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Enfin, on a cer ta inement , puisque ^.== s^LLr,

£ « L L / -

n^4'"^.

Il est d 'ai l leurs év iden t que, si deux suites on t la même densité,
elles ont le même ordre-

CHAPITBE IL ; f

VALEUR ASYMPTOTïQUE D'UN PRODU!T CANONIQUE DONT LES ZÉROS FORMENT
UNE SUITE ORIENTÉE, L'ORDRE N'ÉTANT PAS ENTIER. ! •

1. Position du problème. — Conservons, sauf i n d i c a t i o n s conira-ires,
les no ta t ions du Chapi t re I. Comme va l eu r a p p r o x i m a t i v e de L ?(:?),,
nous avons, pour o<^^"^^,

(«OS I' p^ — ( p —— /• ) 71 | -4"" /" SÎ D |" p^ — ( p — /:' ) 7T \
( t ) nn "1"""" 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 ' " " ' 1 1 1 1 ' : 1 ' 1 ' 1 " ' 1 1 " 1 " l l"" l l l l ' l l" i" l l l l""" l ' l" l ' ' '•-^^^(p^'-^J^1111 '^^^^^^^^^

I I f a u t préciser la na ture de cette approximation. Nous prouverons
que si, de chaque racine a^ comme centre, on trace un cercle C^
dont le ravon est une fraction arb i t ra i re , mais fixe, de la distance au
centre vois in et si l'on exclut ces cercles du domaine de la variable,
on a, dans la région conservée,

^.l^|(taj~^,..fc)Tï3

(,) ! P(,)=^^-•• l l•î inTp-^) l^^^^^^^^^^^^^^^^^^

avec le si^ne + pour a ^ O ^ a 4-7^ le signe — pour a — T r ^ ô ^ a , et
£^ tendant vers o pour n i n f i n imen t grand*

Pour efïectuer cette démonstrat ion, que nous pouvons évidemment
l imi te r au cas de o^, nous procéderons par plusieurs étapes.
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Posons
Jg/ , - " -V.4^V^

li^ :.::::: (.J^, 4" ^IJ^,

K^L(, - < .̂) ... (^ 4- ̂ p .... .4- ̂  -W,4- <W;,

/» /n4--vVet enfin, avec x^= ̂ ——i ?

_ ..-2 ,y»2/»UîO ^./•^/."(''f

Q,= L(i - ̂ ) + ̂  -l- ̂ -" +... + ̂ - . . . X, . 1 - <X/,
Ï l-t ''*

Nous monfcrerons que l'on peut passer successivement, en i n f r o d u i -
sant des erreurs i n f i n i m e n t petites par rapport à /?, <ie ^V// a ^(.^

par l ' intermédiaire de V'VV^ et de ^.X^. On peu t e n s u i t e , si 9 n'est
pas très pet i t (locution qui sera précisée), faire varier r de /^ a r/^,*

Or, pour une certaine valeur de r, la. va leur exacte de ^l1^ sera
p . i, . C O S f p O — ( p " — / » " ) 7 î 1 ri f* ^<lourniepar l expression ^Tc----1^ K n t i n , pour ces petites
valeurs'de y dont nous venons de parler, n o u s pour rons ( tou jours
avec une erreur négligeable) fa i re tendre o vers o dans 'S'V^ en res tan t
simplement en dehors des pet i t s cercles.

Cette marche s 'appl ique éga lement aux soinmes accentuées : nous
mènerons les deux calculs de f ront .

Pour faci l i ter le lan^a^e, je d i r a i q i i ' u n e expression E, pour l a q u e l l e
on cherche une l i m i t e jnax. ima (ou m i n i m a ) d u module , est compa-
rable supérieurement (ou inj'éric^irerne'nt) à u n e au t re IV lorsque ^ est
supérieur (ou i n f é r i e u r ) a une quan t i t é poallwe fixe, i n d é p e n d a n t o
des variables f igurant dans E et dans E'. 11 est clair qiie, .sî l'oiï consi-
dère 'une sui te t i n i e d'ex[)ressions telles que chacune d'elles soit corn"
parableàla suivante et si l'on connaî t une l i m i t e max.ima(ou m i n i m a )
du module de la dernière, cette l imi t e , m u l t i p l i é e par u n e cer ta ine
constante Ç$ans aucun intérêt (lari^ les queutions que nom wons à
traiter), servira également pour la première (le toutes,

Lorsque E est comparable à la fois supér ieurement et infér ieure-
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ment à E', ou lorsqu' i l n'y a pas de doute sur le sens qu' implique le
calcul poursu iv i , on dira plus br ièvement que E est comparable à E\

2. Substitution à ̂ V,/ et à ̂ V^ de ^W^ et ^'W^. ~ Posons

^ — îp •= ̂ .
Nous avons

V,=W,+^(^) ^ (o<^<i).
V/-p/;/9 +ff,^,,

D'ailleurs

i < „ ces cpn c2 ces 9,9,, t'^ cos A-y,./,
¥„== ^L(ï-2^cos?/.4- (^) -h ̂ --^^ ̂  .̂..̂ ...-.-...-l-/ +,.. 4- .-..../...-.....-.̂ ,.-1/.

et, si l'on pose
?+ ̂ ^'=9^

on a à évaluer une l imi t e supér ieure de

^ r^ ^m(k 4- r)^— (t^ sinÂ^;, ^
Z, ?// •• ^"111-1-111--^^^^^ ^^œs1 1 1^;.-^ P; 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ' • 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 " ' " 1 1 ' ^ 2^ i l ) 9

De même
r-w^ ^v^ ' 'v/,-.-..-̂ , i ̂ ;},,^

et

-v. . ^"?// . ^p^^p , ^sî»'v^ , .(^siu/^V.:::::— ai'claiig——1-—1-"'^ 4- ~——— 4- •~---1—--11"1- 4-...+ ——T——"/ " i — r/, cosy^ i » /t

Posant encore
?-+-^=?//

(l 'ambiguïté est sans inconvénient ) , on a aussi à trouver une l imite de

•̂  ^ (^;-4-2 c/os /• 9;, — i-^1 cos ( Â14- i ) cf^ _ ̂  ̂ ,
^V^'"'"'''11'"11'''11'111'''''11'111'1111''1'^:^1'"^^ " '̂̂  /;"

Dans ce calcul et dans les suivants nous désignerons par ^ et a"
deux nombres positifs fixes, le premier in fé r i eu r , le second supér ieur
à î.
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• A ces nombres correspondent deux valeurs de p , //<< ^ <^ /A telles

que, pour
/^/^

p ' < p < p \
• p ^ p 1 .

on a
a'<^<a";

^"^

Si l'on considérait, au l i eu de ^, soit^, soit u^ on i n t r o d u i r a i t des
valeurs de p un peu, différentes de // et de /A Nous les désignerons
néanmoins par les mêmes lettres, car il n'en résultera aucun incon-
vénient .

Observons à présent (Chap. I, § 9) que, si f< /< /% on peut sup-
poser n assez grand pour que, quel que soit/>, l'on ail

Enfin
l'<^p{r)<i\

(3) \P^p\^rï^

7]^ tendant vers o en décroissant.
Cela posé, examinons différents cas :
1° Vp^af. — Tp est le produit de ^ p ^ ' par une quantité l imi tée , de

module maximum a, quel que soit ç ' .
Donc

//^jA^^^
^7ïFwTÏ'1^ 71'"rt\^c:"V^T, < a r^n + 1.)/^••1^ ̂ .̂ ^^^^ < ̂ .

/»"

D'ailleurs
„. + ̂^^ < î ,

l'expression considérée est donc inf in iment petite (pour n i n f i n i m e n t
grand).

Même calcul et même résultat pour ^T^
20 <^^ — ï p est le produit de ^(^ par une quanti té limitée, de

module maximum a, quel que soit y,,; la variable y^a un maximum ̂
Donc

//^T, <^^-vr^^,.
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Cette dernière somme est l imi tée , l" peut être supposé tel que l ' k ^ i ,
donc l'expression trouvée est de la forme n £^.

Résultat ident ique pour ^Ï«.
3° a <^v^<^cîf\ — Remarquons d'abord que, si l'on suppose y supé-

r ieur à une quant i té fixe, il en est de même de

1 — 9.t'^ COS 9^, 4- <^

et, par conséquent,

ST. cl ^T,

sont supérieurement comparables à
//"
'̂Î

P'
ou, — étant l imi té , à r\^.
- Le seul cas intéressant est donc celui des petits arcs.

Soient M, A,,, A,^ les po in t s f igura t i f s de la variable z et des
racines <^, a^,. Nous supposons que le p o i n t M reste en dehors Je
cercles C^, C^,.,., ayant pour centres A/^ et A,/^ et dont les rayons sont
des tractions déterminées de la distance A^A^i. Interprétons ces
condi t ions; on doit avoir

/,, y, ^/,, y, ^. ),„..„,. )4^., ces y.

A,A^:; ' fr^iy^ ï ̂  ^ r.̂ :1 cos ( 9..,,, - 9. )
\ r

 It / r "'
ou bien

• A ( O < / . < ï }

^ î } / 2
ï — 2 ̂  ces 9,^ 4- v\ > —ï" ( Â / voisin de A ) »

Si l'on observe que •ï — 2p/, cos^-+" ̂  pouvant s'écrire

...^(^~ i r+4^ym^

l'une des quanti tés | ̂  — x. |, | 9^ [ est au moins d'ordre ̂  on en conclut
Ànn, V.c. Kwm., ( à ) , X X l Ï t . — Fth-MEn 31906.
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que les expressions

ï — 2 (^ COSCp;,,4- t'L 1 — 2 ^n COSœ;,4- ̂ ^ 1 — '2 ///, COS^;, 4- ̂

I» 1 ïsont aussi au moins d ordre —^
La condit ion relative an cercle A,^ se t r adu i t par des i n é g a l i t é s

analogues relatives à l ' i nd ice n -4- î .
En d'antres termes, les inverses des expressions précédentes, soi!

ï r _ _ _
I — 2 ,̂. COS (?„. 4- (^/i ? Ï — 2 t-7,,^,-! CO^ ?//-H + <*?<.»• . l ?

sont comparables à ^r.
Cela posé, T^ etT^i sont comparables à nr^^
Pour les autres valeurs dey?, on peut successivement remplacer

T nTr —1^—, . ^^^L^,.., , ^^-..^
^ 1^ (r,...-.^)^ (,.^'^~/^^ ^lll-l^)â

et y^ (p = n et /^ == ^ 4- ï é tant exclus) est comparable à

//^i /»- \/ y ^ ï \
^•"(^(Tr^^^ir^^

\ ^' " -2 /

e/est-à-dire à ^y]y/*
//'

Donc y^T^ peut se mettre sous la tonne ne^.
p '

Tout ceci s'applique également à y,T^

3. Substitution à ̂ W^ et à ̂ W^ de ^X^ ]^ ̂  ̂  X^ - Posons

(^—^=;az^,
nous aurons

w,=x,+a^^^ (^.s^;^),
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^ peut s'écrire sous la forme i
et/.

L'erreur à éva luer est donc

' n -h ^ \ ' "'/'

-r) 5 m/,^, é tan t compris ent re [j^^

;̂ ces (À" -h 1 ) 9 -h ^•'•1 ("os /»9 _ ̂  ,.,2 , ^ — •̂, COS (A" -h 1 )9 -h ^k;1" COS
OJ7''~llll'"li"ll''ll''"l~^

r..r—^^cos^- ^""1"11 ' ' ' " ' """^ri

De nieme, la suhs t i l a l ion de ^X^ à S^/; nous ^ 'ond^t ^ c lK^rcl ier
une l i m i t e supér ieure de

^ , ^IIM ^ i ( i Â^ — ̂  siri ( /;• 41- ï ) ? Y ̂ /^ o.̂ , .__^^^^^^^ ^^ .1 „

^ n'a pas la même valeur daus T^ et T^, ce q u i ne présente a u c u n
i n c o n v é n i e n t .

Rappelons que, si /^^^ ou peu t supposer n assez ^rand pour
q u e l 'on a i l , quel que soit/^

r<^<^

Rappelons aussi (Chap. I , § 9) que l'on a

\ î ^ , p ' ^ ^n^^ ^<i- '"î r ̂ ^
Dans ce qui suit, (^ désignera une variable inHuiment grande (elle

/ 1 ' '. ' "^
que '̂ tende vers i \ il suflil,. par exemple, de prendre /„ == ̂ 7 et
l'on posera

tf.~~ î - :£ " , , (S';,>0) :

Tî° L^a'. — —/L est comparable à ̂  et T^ ào.^'p

Soit
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\ / ' ( /<• M 5
De p " à /?,, l'expression précédente est infér ieure à ( — ) ^, d'où,

en sommant,

pî  / ^V(/C+l). l
^T/, <n -) <, (à un facteur fixe près}.

De /^ à 4- îo, l'erreur e^t comparable à

„/'?/. .4-1: "V_ T' z< p^1 P/•(Â'4 1 )

OU <1

/^ ^^^^^ ^

mais
/ ^+ i )_ ï>o ;

donc ce résultat est encore de la forme annoncée .
2° a"^^ — T^ est comparable à

W\(^'^,
\p} \\p)

Soit
Ih ,..: ^ ̂  P^i
n -1-1' £„ ^ n

De/; = i à p ==/^, l 'erreur précédente est i n f é r i e u r e a ( " ) '^^ ct^
qui donne, en sommant ,

n] p^Ï^
or/^4-£;,<i.

De^ à^', l 'erreur est plus petite que f ^ ) ^ 4, ce qui donnes a
total, / /

£^ ce qui donnes au

/n\r^

"W Ê-

C'est encore le résultat attendu.
3° ff'^^^. - a ,̂ est comparable à ^ ! / <- l v--: / / ,! .
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Par suite, T^ et rî^^ peuvent ôfcre remplacés par ne^.
Pour les autres valeurs dep, on compare successivement

rp .. £n 1 ^ •+ v "-- p \ />2
.* p ÇA ——- • ' ~ ••

p \ n -4- v — p [ï

puis a

d'où, en sommant,

HE,,

n—p

(/<- i /,"y ^
n s " L-n-p^-p-^n^ ^^—/Ï^^T^Tl)"

p ' » + 2 ^

L'erreur est donc comparable à rï(e.^Ln).
Or (Chap. ï, § 6), si p^> p ' ( e n sorte que ^ soit i n f é r i e u r à un

nombre f i x e / j ? on peut, £^ étant loujours un infiniment petit, écrire

\^n^,—l\<^ —^ ;

donc l'expression que nous venons de trouver csl/^; elle est bien do
la forme annoncée.

Tout ce ca lcu l s 'applique aux T..

4. SubsUliaion à Y X^ et à ̂  X^ de ̂  IĴ  et ch ̂  U^. - Cette nou-

velle transformation est immédiate.

On sait que u.^ ( —n—) • Posonsi // \^p ...,.,.. v/

///, 4- ^\m'^r

m^ satisfit (Chap. .1, ^ 10) aux: mêmes cond i t ions que \i^p' ^p so

présente donc sous la même forme que W^ tout a rheure et, par
conséquent, les différences ^IJ^—^X^, ^^p^^^'p sonll"> el^(:l&

aussi y comparables à m^
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5. Passage de ^l^ et de ^U^ ciux inlégraleïî. — Voici une

remarque prél iminaire : soit une (onc t ion ^{^) sommable do o
a .+.co; supposons qu'elle présente pour .r==a, compris entre les
entiers/) et/? 4-1, un maximum ou un m i n i m u m , et q u C y dans chacun
des intervalles o, a, a 4-ce, elle var ie dans le même sens; désignons
par <Ï> le plus grand des modules de f ( p ) et y ( ^ 4 - î ) et par S la
série cp(i) -h 9(2) 4-.. .4- îp(^) 4-. * * » la q u a n t i t é

/"kso

S — ^ 9(.r)^
€' 0

est infér ieure au plus grand des nombres
,.i

<1>4- j ^{x)dx ,
,»^M

j 9(^)^r
, „

Posons (Chap. I, § 12)

f{^—v) =y(a t) 4-^K^)î
on a donc

V^^(p) l.J>^(/.).

Observons d^ibord que les sommes des premiers termes, en nombre
l imi té , des séries U^, U. sont comparables à ne^, qu ' i l en est de

/'t(:môme d'une intégrale j fÇx')(lûo, c étant u n nombre fixe, et que, par
<7o

conséquent, de telles quanti tés sont négligeables dans notre calcul-
Notons ensuite que 9(.^) et ^(^O son^ m i n i m u m ou. maximum

respectivement pour

(4) _ / fi Y ^ ^ ^ ^^ ces ( À" "h î )<?
"** \.r — y/ cosÂ'y

et
V.,..,.,.,. sin(A' 4- î ) y

v/ """"1~' s in À" o^ — -y

(si toutefois ces valeurs sont positives et, d'après les observations
précédentes, supérieures à c).
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Or^(^) est (quel que soit 9) comparable à n^; i l en est donc de
même de la différence entre la série 'Y I..J., et l ' in tégra le correspon-
dante.

On arrive à la même conclus ion pour la série ^U^- II c o n v i e n t
seulement de porter son a t ten t ion sur le terme loga r i t hmique . Si l'on
considère les valeurs de l'angle 9 supér ieures par exemple a e " " ^ 7 1 ' , le
module de ce terme est comparable à \/^, i l n'y a donc a u c u n e d i l l i -
culté. Si l 'on considère m a i n t e n a n t les valeurs de l 'angle i n f é r i e u r e s
à (?"~lv/rt, on constate sans pe ine que la valeur de x qui correspond au
m i n i m u m et qui est racine de l ' équa t ion (3) est comprise e n t r e iï
et n 4- i. On sa i t d 'ail leurs que

| L[i — iu/,, cosy + ( i j , \ [, | L[! — ^/,, » cosy 4" ^,,'1 j

sont comparables à L//. D'autre part, né^li^eant ^, on voit que

— | L( i •--•- '.î n^ coss> •-i- K^} \

est comparai) le à.

| L ( ^ - / ^ - ^ ) | . 4 - L ( , T - ^ ) î

et cette dern iè re expression» intégrée de n a n^\^ est comparabi r ï
aussi, a Ln.

Ainsi , quel q u e soit l'angle o, positif, la différence entre la sér»e
U^4~ W et l'expression (ï) est de module in fé r i eu r à ne^. Cette
conclusion subsiste pour o =^ o, p u i s ( { u e , pour cette valeur , la série
(v quelconque entre v / et v") et l'expression sont cont inues .

La proposition énoncée au début, du Chapitre 1 1 est donc entièrement.
jmtijiée.

Il n'est pas sans in térê t de remarquer que, ç étant positif, il existe
deux valeurs de v pour lesquelles les séries I,J^ et U. sont respective-
ment égales aux parties réelles et imaginaires de l'expression (î) ,
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On a, en effet, pour la série l^ par exemple,

/.» .1 pï ^ } i

\ f,[x}dx^\ f^)d^+ f^)dx+...+j f,{x)dx+.^
t\ ^0 ^l * P^

= 1 [/l (<r) +/l(ï + ̂ ) + • • • +fi(p+ ̂  + * " . ] ̂
^o

^^(ï^^) +^(3 « ̂  +.. ,+^(p 4. i „ ,) +...

= U i + U 2 4 ~ . . . + U / / 4 " . . .
(o<^<ï) .

Complément à ntude précédente. — La valeur asyniptotique Irouvéo
pour LP(^) est valable seulement à l'extérieur des cercles (^ entou-
rant les racines. Il est intéressant et f ac i l e de voir comment ^e com-
porte la fonction dans le voisinage d 'une racine. Pénétrons donc dara
le cercle C,̂  Si l'on supprime dans toutes les séries envisagées pins
haut le terme de rang n^ rien n'est changé évidemment dans les
résultats que fourn i t leur comparaison. Supprime-t-on les parties
correspondantes des deux intégrales? CTest une modi f ica t ion (para-
graphe précédent) d'ordre Ln, et partant négligeable. D 'a i l l eurSy
dans le facteur isolé P ^ l — p l 'exponentielle est sans intérêt . Donc, à

V^n/
l ' i n t é r i eu r du cercle^ on à

p±ii^}»ft\'*(^-4^

P(,)^f,_iL"l:-îî17-T.•ï^-ll+2'•l.
\ a,, /
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CHAPITRE IlL

VALEUR ASYMPTOTIQUE DE ^J^-, p ( z ) ÉTANT UN PRODUIT CANONIQUE

DE G E N R E k DONT LES ZÉROS FORMENT UNE SUITE ORIENTÉE, L'ORDRE
N'ÉTANT PAS ENTIER.

\. Enoncé du problème. — D'après le Chapi t re I, nous avons comme
valeur approximative de cette expression, p o u r o <^ 9^7:,

^-•^•ap/<7î:[ 'cos(p — /.') (TT — 9) — <fs in (p — /••) (TT — y)"|
/•Â> sin (p — /r}7T

Nous al lons prouver que, si l 'on imagine u n e région ayant pou r axe
la d i rec t ion a, don t l 'épaisseur en t re les dis tances r^ et r,/,,, est vue de
Forigine sous l 'angle ^- (et q u i ) ) a r conséquen t c o n t i e n t les cercles C^,/K'^ •. • .

Chap* I f , § 2), on a, a l 'extér ieur ,

p/( s) ùnnfr-1^'^^1 ^(TMO-aj)i
(,) ^^ ^ •.--.-^-1--^,^,^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ (i -h Ê,),

avec le signe •+" pour a ^ O ^ a + î î y le signe — pour a —• î i ^ O ^ a , ^
et £^ é tant i n f i n i m e n t peti ts ,

Nous découperons ensui te dans cette région englobant les racines
des fragments de couronnes a l ' i n t é r i e u r desquels on pourra du moins
déterminer le signe de la part ie réel le ou. de la part ie imaginaire du
quot ien t é tudié . Ces résu l ta t s nous serviront dans la recherche des
racines de la dérivée ( l ' u n e (onc t ion ent ière .

Afin de simplif ier l'exposé, nous suppr imerons par tout le fac-
-̂.u'a

teur —^—, nous nous bornerons au cas de O<;O^T:, et, comme taule
la première partie de la dcmonstrcuion aurci beaucoup d'analogie wec le
Chapitre I I , nous ne reprendrons les calculs que lorsqu'il sera néces-
saire de les app ro fond i r davantage. En pr incipe , les notations seront
les mêmes.

.'/////. É(Î . A' or m .^ ( 3 ), K X II l. — F i; v n< r- n ï 90^1. 9
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Ind iquons les principales. Comme plus h a u t

/• / //, 4- ^ \ IA/"/' / ft \l f n -}- v \ /

(.,== —— •= ——————— y // •= ——————— ? .̂,;::::: .«,....-——...-.--
r/. \ P ) l \P———^j l \ /> /

et, d'une manière analogue, en partant de

T d ^ / z\ ^ ^e^^W^r^^'^ e--1^ .
^ ̂  ' ^ { a ^ ) ̂ ^ --j:^_^^^^ =::::: -^- Iî^

ïî v L- •v' — (^+l ! î^ cos Â' ( ?/> — 9 ) — ^os r( h + ! ) ( 9p " ••- 9 ) ^- ° 1 îAj|^_— V p -+- ^ V « — ————..-.——..-,-.,—.-.—....-„.,.„,,..«..„—-.-...,„.,,,..„.--..._-.„-.,.-„,..,..„,..„,,„...,..„.„..........,.....,,. „....„ , . , ,.,,..,...,.,̂ .̂ .,./ ,i— aï^coso1^-}1-" î
_ . t^^ S si ri [( h «h i) ( ©^— 9 ) 4-" y] — ̂  sin /• (y/, — y ) S

i — a c'/, ces y,, -h r;,

r -n ^ / rT ' - ^(^-cosy) , /^-^sin^SJp —— U « "T" & U» —— >......„-„.„....-—..———.„.--.-,.«„...„,.„-.-„...„.,„...„ „«.,. ^ ,̂..;,..̂ .,,,...,..,........,,. .,...„„.„„.„.....„„„...,..,.„.„...,... , ,,/ s — 2 //^ cos y 4- ^^ ï — 2 ̂  cos y -h ̂  '

avec les expressions intermédiaires

K,=W/,4-<W;^ -.^1(('/-- cos.0^, -^-. ^ ̂ 1. .
ï — 2 ̂  cosy "}- î , x — 21^ <;os y -h (^

0 — Y ../v^ ^(.^—cosy) . ^-^sino»^p— An -h ^A« == ....,.,...,.,..—-..,-„„.„-. .^.-,-,.. ,„.......-„..,....,„„„.„-......,-, ^ ç .,,„„.„,....„......,../,,,,.,..,... „.^...,...,.( ,,„ , ,.,„,
j1— a.r^ cosy "h .z'̂  ï — 2.^ cosy -l- .̂

2. Substitution à^,età^r.^Ie ̂ W^ a de J^W^ " Oii n u
évaluor des l imites supérieures les séries de modules que voici

^ /.^,/-n sinycos/-/;^^,4- fcosy-(^) ,sin/^'^/
^ l 1 ^ '''""'T''--''^'1'1^^^^ • 1 1 1 1 " - 1 1 - - 1 ' - 1 1 1 " 1 '"1::: i^

d; 9^ i10,.?^^/!"^ cos^) <t<)s^^^/^+- s iny sîn/-^^,/]Jp ' ^ l<"<'"ll''''""ll'll''li'nl"l'li"lllll—""'-'^^^^^^^^ '":1^^

( première subsiitu liou ) ;

^ îî ±il..̂  ^ J )sif t ? ̂ h* ̂ ^^^/ S
ï — 2 ̂  coyy^i». ^••-—-—~" :̂- J /„

d;,2.^!^ ^^4W (cos €"-p// ) ^i "Â'^ '̂  :l
^ ^(ïl'—IÏ(^"COS^^ :1>1::::S^

(deuxième'substitution).

1° ^$^ et À0 ^<^, co^mme au Chapitre II; 3° a'<^< a^
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Appelons •/^ c e lu i des modules )(y...J, l^J qui est le plus grand;
ç, ^— coscp, (^ — cosc^ sont comparables à y^,. On en conclut aisé-
m e n t que les divers ternies T^, ç^, ï^ et ç^ sont comparables , soit
à ^ s o i t a ^ .7^ %/2

Le po in t .s é tant au dehors des cercles de centres A^ et A^, les
expressions ?? ^^t1, T^ ^±1 sont comparables à /ZTL/. Quant aux

7. M 7,/M-l '/./'/. / , / /+Ï

autres, on peut remplacer leurs sommes respectivement par

/'' /'"^
^P ( 7, "••"--1-"-1— +7.—^-— ) ou 'ri,/Ln' \ ̂  n — p ^ p "- n i l '
\ n \ ,1 } i /

/ P' /'" \/ ^ ( ^ \
i i ' d p - \ >——------..-.•- > ^_.,̂ ,̂  s ou nï]«'.

\ ^^ ( / / ,—/ , ) - ^ { p ^ n } 1 I

\ ft—•\ i i i.\ /

3. SubsUtutIon à ]^W^ ^^ ^ ^W^ ̂  ^X^ ^ ^X^. ~ Les erreurs
se présentent ici sous les f o r m e s

3r î ;:!!̂ '̂'!.̂ ^ '̂:4:̂  _ o ̂ r -.^'111^ ̂ /^ rl"l^s.?p-
' 1 ' "'/' i — î» £/, cos 9 4" ̂  " '1 ' / > ( < — '^p cos 9 4- '£y?

diflerence < { u e nous désignerons par rl^— ç^, et

( h -h- ï ) ̂ ; s i n o ^ ( Ïf, — co s y ) à^;'4'î s i n <oo<rp 7"-^^^^ -2 ̂ ^^ ̂ _^^^^ .

que nous écrirons Ï „ — ^/,.
1° ^^a'; ^ a^ <^ ̂  (voir Chap. II); 3< )a /<^<a / / . C'est aussi le

même calcul dès que l'on a observé q u e

[ ^,— cos 9 ! s in <?
\/1 ••-" '.A cp cos 9 -h à7; ' ' \/1 "• ••' '.-'- c^ cos 9 -+" £^

sont in tér ieurs à î.

4. SubfîiUution à VX^ ^ a ^X^ ̂  ̂ l^ /?/ <^ ^Uy,- — Même rai-
sonnement qu'au, Chapitre I I *
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5. Passage de Y U^ r^ <;/<? Y1 U n < '̂y intégrales. — Nous nous appuie-
rons sur la même théorie qu'au Chapitre II.

Posons (Chap. I, § 13)

^y^^
f^) =^ ̂ / ^ — et /(^ " ̂  = y(.z-) 4-^(,r).-^c"

11 vient
l.^==9(7>) et U;:=:d^).

Ici encore, les sommes des premiers termes, en nombre l i m i t é , des
pC

séries U^, II., et l ' i i ï tégrale f f(x)dx, où c désigne une constante
J,)

quelconque positive, sont comparables à m^ et sont,, par conséquen t ,
négligeables.

Les maxima ou m r n i m a de ç(^) et de ^(^) sont en nombre l i m i t é ;
ceux qui se p résen te ra ien t pour u^c^ ou p o u r c^^u^ d o n n e n t l i e u »
par l'application du Ihéoreme que n o u s venons de rappeler, à des
erreurs inférieures, en valeur absolue, à nc^ et dont il n'y a par con-
séquent pas l ieu de se préoccuper. D'ail leurs, quand a^u^a", /?(^11')
et ^(.r) sont respectivement comparables à

u^—ces 9 s in y
x — 2 it^ cos y -h- (f^T i — a (/^ cos y -4- /<!.7

dont lesmaxima et m i n i m a sont comparables à — Donc, n o^^.-J-..., ^ ,
9 " * i l l l i ^^fî

tendant vers zéro, /.es différences entre les séries el les intégrales sonl.
inférieures en module à n^ ^ étant un infiniment petit, superieu.r
notamment àe^el à ̂  [Chap. II, § 2 y (3)1].

Imaginons que l'on choisisse e^ la condit ion précédente dé f in i t
une zone à l ' intérieur de laquelle la variable ne doit point pénétrer,
Cherchons à définir autrement la ligne f ront iè re . Si le po in t s est sur
cette ligne, sa distance à la demi-droite qui fixe l 'orientation des
racines est

C^t<i (;•1 ry ou ——— ou .—..:,,.,,,—„
n€Jse 1 ^ ^n.

n^,i
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e l l e est donc de la forme —r-> £^lJ';''l t e n d a n t vers o. Comme p^ , tend
/l £ „

vers-? si l'on peso p ' ^p^p"» il suffira, réciproquement , que la

distance soit de la forme ——? ̂ ^ tendant ??<?r.?o, pour que la ligne sépa-ft ^ii
rative sou de la nature indiquée.

Concevons la sui te i n d é f î n i e de cercles concent r iques de cen t r e 0,
de rayons r^ r^, . . . , r//, /'//.M» .... Sous la p remière fo rme , la l i ^ne
l i m i t e apparaî t comme une succession de por t ions de rayons traver-
sant les couronnes successives en se rapprochant sans cesse de l'axe
des racines. Pour la seconde, e l l e prend l'aspect d 'une su i te de
segments barrant aussi les c o u r o n n e s , para l lè les au même axe et
t e n d a n t vers l u i . Il est à pe ine u t i l e do f a i r e observer que l'on peu t
varier a l ' in f in i le tracé d 'une t e l l e l igne. Je me borne à i n d i q u e r
l ' équat ion y = ^"'^e;/., qu i c o n v i e n t à u n e f a m i l l e d 'entre elles
lorsqu'on prend l'axe des racines comme axe des ,'z".

C'est donc la comparaison en t re les dernières séries et les intégrales
qui, nous c o n d u i t à d é f i n i r a u t o u r de l'axe a u n e bande de t e r r a in in -
terdi te , très étroite sans doute , mais eng loban t cependan t tous les
cercles C,^ du Chapi t re .11 et, chose plus ^rave, ne la issant p lus tra-
verser à s la, f i l e des rac ines- Pour en j u s t i f i e r /a nécessité, il ne su f f i t
pas de mont re r q u e le module m a x i m u m de ç(^) ou de '•p(^) est de
l ' o r d r e - ? car il ne s ' ensu ivra i t pas que les termes ^(/^), cp(//- 4- ï ) »

/, n -h l /, n h l

' ^ ( / z ) , ^(/i-+ i) ou les portions d'intégrales f ^(x)âx, f '^Ça^dx
J ft * ^n

soient e f ï ec t îve rnen t du. même ordre. Mais ce po in t est bien f ac i l e a
préciser. La som'rne des carrés de

it.^— cos ̂  s în <p
J — 9, ( f y i : COS'2/ 4- U^ 1 — 2 (t^. COS^ -h ^J.

.ï — ^^cosy-4" ii^

11 faut, pour que les termes correspondants des sér iessoicntné^l i -
geables, que cette fraction soit comparable à n2^. Donc (Chap. 11,
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§ 2), il faut que

J4 ,̂.!....... ̂ «i.
A^A^ " ^

Ainsi la distance du po in t z à A/,, doi t être i n f i n i m e n t grande par
rapport à la distance des centres vois ins A^A/^i.

D'ailleurs, comme i — 2r/^ cos'.p -+" u]. == (^;— î)2-!- / i s i n 2 ^ et que

.̂ — i est, pour les valeurs n et n "+" r , comparable à — on ar r ive pré-

cisément à la condition que o doi t être de l 'ordre de -î—'
1 ^ ^n

6. Signe de V \' pour les peiUes valeurs de o. — Dans la région
ainsi exclue des cons idé ra t i ons q u i précédont , nous chercherons \\ dé-
terminer le signe soit de S'V,,, soit de ̂  ¥ „ . Les expressions s imp l i -

fiées ^(.^, ^'l-^ ^ont d'une étude p l u s f a c i l e ; or, pour les ob ten i r , i l
a suffi, en resiani en dehors deff cerclefî C,̂  d ' in t rodui re des erreurs
comparables supérieurement à /z^, ^ étant un certain i n f i n i -
ment petit qu i , notamment , est au moins égal a T)^. Si donc nous
trouvons qu 'en certains po in ts extérieura h ces cercles, ^'t^ ou

^U^ a un signe bien dé te rminé et est i n f e r i e u r e m e n t comparable

h ne^ y é t an t i n f i n i m e n t grand, nous serons fondés à eu t i r e r les^ / i
mêmes c o n c l u s i o n s pour .la première série correspondante , yv ,

^ v^00 2^
Commençons par ̂ U^. Cette série est composée de termes tous

négat i f s . Changeons-en les signes et évaluons approximatmmumt une
partie du groupe le plus important des termes, groupe q u i va de
p == nÇi— t ^ ) à p == n(i -.}- ^), 4 étant un i n f i n i m e n t pet i t que nous
fixerons dans la mesure où. ce sera u t i l e . Nous considérerons seule-
m e n t ceux qu i correspondent aux valeurs d e ^ in fé r i eu re s à / / ; les
autres ne feraient que doubler sensiblement le résultat .

Dans ce qui sui t , nous avons besoin de trouver des l imites infé"
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r ieurcs de cer ta ines expressions. Nous remplacerons donc ces expres-
sions par d 'antres auxque l les elles sont in férieuremeni comparables ; il
sera donc inutile de spécifier le sens de la corn fuirai son dans Ici fin de ce
Chapitre, sauf lorsqu'i l devra être acc idente l lement renverse.

Pour les valeurs de/? considérées,

fi^ ̂ s inco
< ) i — 2 u p ces y -4" u^

est comparable à 7-:,——Ç~, en posan t n — p = h.A /ri+ /i^çû^ A- i
Or, si cp <^ et si ^ ( ^ - — y ) est supér ieur à un ent ier , ïo , par

exemple, il y aura, des ternies (de p ' ^ , n ^ h p^nl^) pour lesquels
A2^2^2; pour eux, JT^---^^^^ est comparable à n-^'

nf,i.

D'ailleurs rro'\ -— est serLsiblement é^al a n1^ ( — — «-.—). nom;
T ÀHUÂ /// " " ' ' " * \ / ^y ntn)

n y

si nç/^ !, la somme des termes considérés est comparable a n \ \ — — j "\ f'iij
Or» on peut supposer-1-" i n f é r i e u r à ^ par exemple. Dans ce cas, le ré-"n. '^ "
sultat cherché est donc a t te in t .

nln.

Si n^ <^ î , nous avons à f o r m e r la somme ^'p^-n ^n prenant n(^

plus ^rand que 10 par exemple; elle est comparable à / ^ © ( r — — )
' \ n"/!./

ou à /^cp. ,11 suffira donc que n^^le^ avec la condi t ion - ' ' i n f î n i m e n t
* ' " b//,

grand, comme il a été expliqué ci-dessus ( n o t a m m e n t , "£ est i n f i n i -

ment ^ rand) .
Enf in , quand <? augmente, l'expression (3) augmente.
Ainsi, il existe une variable e^ (elle yue, pour •-"- ^ ©, lu série ̂  V sou

négative.
On peut lever faci lement la restriction que ^ ne doi t pas pénétrer

dans les cercles C^, Si l'on supprime, en effet, dans les diverses séries,
le terme de rang //, les résultats provenant de leur comparaison ne
sont, comme au Chapitre II, pas modifiée La série ̂ ^'pÇp^ / t) est?



par suite, négative. Vérifions que V^ est négatif lui aussi, ou a

—v' — ̂ î̂ ^n.̂ ^//"""" 1 — '>-t ' / , ,C(.,)^9/,4-" ̂

Comment-- y) tend vers o, cl que l'on a choisi ^ (l 'ordre i n f é -
rieur à celui de ce p r o d u i t , il en résulte que — V^ est pos i t i f , ( ' e l f e
remarque complément due est tfês importante (1 ).

7. Signe (Je V V ;̂ /?oar les peUtes valeurs de ̂  ( y^-" )* — On poun'î^ ( ç, ^^ / / ). »^ ( ) j i pour ra
n / *

supposer c\ d'ordre au plus é^al à celui de ̂  et, par s u i t e , i u f e r i e u r a
celui de T^, ( / z | ç ^ — î p [ ) . Nous décomposerons celle somme eu t ro i s
parties.

Soit A, un ent ie r i u f i n i m e n t grand avec n et tel que "-1 t e n d e vers o,
Nous poserons

/;;;- // -|- 1 •"-/fj 6?

S == ^ V,+ ^ Y,,
/»=! p n \ ~ t i t

f) 2= // 4" / /1 '""• l
Y -tS' =r ^ V/, (f^/t (il /^^/î 4 l),

/)=;n—/i,

S^rrV^V^,

( n o t a t i o n du Chapi t re 1 avec y = o).
Nous montrerons qu'en négligeant un nombre l i m i t é de quan t i t é s

i n f i n i m e n t petites, on peut subst i tuer à S +^+^ une expression

< ! ) Enfin, il rosulle do ceUe analyse que l'on peut éeriro; ( l<His loBC(»r ) id iL ior ï^ i i i (} i ( iuéos ,

-^V/,——(J;lJ^.(r,4."B^,

ci ••""-• z , ^ / > ^î P01^ 'inie valeur (Jonnée de v, une fonetum (d^rw^anUï de ^.
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i n f i n i m e n t grande par rapport à n et d 'un signe connu pour des zones
déterminées où évolue ^ ; i l en résulte le même signe et le même ordre
de grandeur pour la somme considérée.

On observera d'abord que z pénétrant ou non dans les cercles C^
et C//^, S et S' 'peuvent, comme plus liant, être remplacés par les
sommes correspondantes S.< et S', formées avec les U^. On écrira

S+S^hS^- (S-1;;-7'1—].:,,,^)

+ (S'—s^ ) ~ ïri; + r, ̂  s\ + s^.
1° S—1^ / /1—ï;^ est i n f i n i m e n t pe t i t par rapport à n, comme

l 'é lément de l ' intégrale.
2° 11 en est de même de S'—S",.
3° Nous al lons prouver que le même f a i t a l i eu pour ï^j^.
Un calcul p r é l i m i n a i r e est nécessaire. Posons

/ / y " 7

'^V-iï) -
«' y ? 1 1 î ( y t — cosîp,,,) cos/-(cp/ ,— cp) 4- sîn k{^p— 01) sîncp/|

i — ^ y ^ c o s y ^ H - y ?

— sera i n f i n i m e n t pet i t ; p ne prendra que les valeurs n el n 4- i ;
^

^ — ç / , de môme que 9, est au inoins d'ordre wtt- Des quanti tés de
Ï • / ^, 1 / 1 -1" 4 ^ < " ( ï ' "même ordre au moins oue —•> — 5 L,J.....,..-...,...̂  seront respect ivement desi-A /A // // *fi ft, II

gnées par a, a\ ... ; py ?', ... ; y, y', . , . .
Un ca lcul lacile donne

(4) ^^
4^(^^Q^(.4-)f^4<^^4(^-\ / y ^ \ / ^^ .̂  ^2 , l

/'.î/2 /;iLl ^^^i^^L
/^ n
„. .4. /^4"i) - (l 4-- 0^) 4- ̂ (i 4- y)

^ o± p2 se réduisant à — ( î — p'2) quand on remplace ^ par 9. Dans
JSi

cette dernière hypothèse, on a év idemment

(^) C
^0+/)4^0+/)

/^sî
4,» o2

/A8

Ânu.Éc. Norr/t., (3), XXÏÎ.Ï- — Ftivïui-:n 1906» - ^
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Lorsque -/i est infiniment pe t i t par rapport à -? on peu t écrire

(., ^ ,,^^-,,)_'4i^«.]-(%y(,.,-,.)|.
Cela posé, on a

y^ ̂  C^ [jîlilizi^^^ ^ ̂ t!l̂ .r̂ ^ di.
rl"/<l Jo L i — a y ^ c o s ç 4-y? ï — 27.^ cosy -h y^,

L'élément de l'intégrale est, en vertu de la forrne (5), égal à

^^+^ ( î+ /s )
,̂̂ .̂ .̂,.̂ .. ,...,,.„,....,.,......

- " -h y^
/r T

et, par suite, f ini . Donc I^j1 est au plus de l'ordre h^
4° Nous savons que 1^ est d'ordre d ' i n f î n i t u d e de n.
5° Pour l e calcul de Sp nous uti l iserons l'expression (3) en rem-

plaçant y^ par op*
Associons deux indices/? et g tels que p == n + î — h et q == n •+• h,

h parcourant les entiers de 2 à /^ — ï ; et posons

t ~= h + v — ï, ^' === — (h — v).

Nous aurons
A , - I

^^S^O-?) ̂ ""^'r0--1^".-''^^ ̂ y> .=^ / > 7(^ -^ -7 î | +-———r———+«r
S

Seul le premier terme donne un résultat d'ordre n. Si l'on se reporte
au Chapitre I, paragraphe i5 et que l'on pose v == :ç; en supposant; v
commensurabley on trouve que

Ai-i
^ ^ / I I\ â,Ç—/• /••\^"+A,r~l—^-^/<,,r--l ^^r-^1_^...-1
^l^^^-.cT^)-1-^ ———^;-^-——^ ----^,——

La première intégrale tend vers o; la deuxième a une valeur f inie ;
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elle s'écrit
r- ^ iI .,...„-,..„„„_ ^^1 ï — ^''

et, d'après l 'égalité établie au passage i n d i q u é ,

( 7T •— Cû ) /
TT ces ————i.

^ ''^ ( r — .T'' co sa» ").z,^-11'1(r—.'y ' ' ' coscp ").z,^-11'1 " ' /•f .̂::.....,.....,...,,..,.-.....,.--...-_.,-.-1-...,.......-...-...,...1,..,,. ,..,....-.-„„,.., (^ y ̂
I —— ̂ ^r C O S G Û -4- A''^'I — — ^ ^ r C O S G Û -4- ^2/' " ' ' . 7T:/' o • s in—

r

égalité qu i subsiste pour o = o; elle v a u t

-lk COl^TT.
/•

On a donc
.,, ^ '>. ( v — -l '} n^^^^.^^.^^^

et cela, év idemment , q u e v soi t commensurab le ou non .
6° Nous prendrons encore la (orme ('()). On constate de su i t e q u e »

si — et—.- sont i n t i n i m e . n t grands , on a^i a*iu.^5

„ y i ï •-- ',>. y
b 1 -:.:.: , 1 ' 1 ,—---—-1- "•[- r i£ , t 9

£ v { t ^ v )

Conclusions. — On a

^ V// "-'.= //. ; TTp [' COl, ( p — A") 7T -4- COl W ' ]

ou

f 7 ) VV^-.J^^t^
" A«ii /' ( sn ip iTTS in^T?

Ainsi , nous obtenons la valeur a s y m p f o t i q u e de cet te somme
pour ox^^" Cboisissons deux in f in iment petits v' et ï — v\ tels

que -^ et ̂ ^ soient i n f i n i m e n t grands, pu i s deux nombres fixes v ^
€„ e,

et v ^ » l(î premier in té r ieur , le second supér ieur à i — p i et d'ailleurs
aussi voisins de cette q u a n t i t é que l'on voudra [on pour ra i t même
les faire varier , et tendre vers ï — p , , pourvu que s i n ( p i 4" -Vi )^
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et sin(p^ 4-"Vii)ïc soient infiniment grands pur rapport à F£^ (Je Péna-
lité (7)!- Ces valeurs v" et v^ v^ et V déterminent^ lorsque ç varie
(je — JL a -4- -̂ ., (A?^^ fragments de couronne dans la zone qui contient

les racines. Dans le premier fragment, V V^ ̂  positif ; cîcms le seconde
il est négatif.

8. Valeur asymptotique de ^V» pour toutes les valeurs infiniment

petites de 9 dans lecas où v == ̂  Dans ce cas particulier^ la formule (7)
donne

/î7z:p(colpi7c + £rt) pour 92""^"

C'est aussi la valeur que l'on tire de l'expression asymptotiqne
générale lorsque y === --1-*/z^,,

Je me propo&e de combler la lacane ent re ces valeurs de 9 en num""
trant que la fbrmale reste exacte.

Il suffît de reprendre, au paragraphe précédent, les calculs de S^ ou
de S\ Nous les ferons encore reposer sur l'expression <!:*

PourS\, associons de nouveau les. valeurs de t ' et de ^ ; elles, sont
de signes contraires. On a donc, en vertu de ta relation (5),

^l ^+.0-(^^)
Q/ __ \' 7 f{f
b^^h——^.^.--^^^^^

2 ——— -h ̂n- '

Y, et y^ étant au moins du même ordre que ^ ' + ç; chaque élément
de la somme étant f ini , la somme elle-même est d'ordre d ' i n f i n i t u d c
inférieur à celui de n.

Pour S", observons que l'on a pu supposer ̂  i n f i n i m e n t grand par
rapport-à /i(^-ç); il en résulte? que ^==ç(i+£,,) . Les deux
termes à sommer sont de la forme

t t , . ^
^(14-^) 4" ^(14^)

, ,^_. ,__



ÉTUDE SUPx LES FONCTÎO^S ENT1ÈIIES ORIENTÉES, ETC. 77

et, comme t' =—ty on a au total

^£,,-4- /^cp^î + £ / / )..^^^^,

expression négligeable, elle aussi.

CHAPITRE IV.
RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS DE LA, FORME ¥ ( z ) ~ ^ G ( z ) - o, F^) ÉTANT UNE

FONCTION ORIENTÉE D'ORDRE p ET G(s) UNE FONCTION D'ORDRE INFÉ-
RIEUR À p.

L Nombre des racines de F équation S(z) + t == o, à l'irUéneur d'an
contour\ ^(^) étant une fonction holomorphe dont le logarithme est
donné. — Soït^(z) la déterniination donnée de ce logarithme. Nous
poserons

;f^)=X,+^ ^^X^^

et nous représenterons les variations de ces (onctions respectivement
dans les plans <Ï< et <î. Dans le plan de la variable, JU désignera Faire
d) l.i o 1 o ni o r p h i s m e.

Appelons points homologues dans le plan çfc\ les po in t s qu i corres-
pondent à un même point du plan V; ce sont les points situés sur une
parallèle à l'axe des irnaginaires et distants entre eux de mul t ip les
do 2Ti:. A un contour fermé in té r ieur à ,JL, et décrit par la variable,
correspondent, dans <^, soit un contour fermé, soit une suite de
tronçons tels que l'origine de l'un soit homologue- de l'e-xtrémité du
précédent, et dans $ un contour fermé. Soient ^ et ^les chemins
tracés respectivement dans les deux plans. Si l'on joint le point (-- i)
au mobile qui, parcourt ^, la variation d'argument de ce segment
donne le nombre cherché des racines. Nous allons déduire de là un
caractère relatif à la ligne ̂ .
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Dans le plan (^ traçons, par les points (2À -4- i)'n: marqués sur l'axe
des quanti tés imaginaires, les demi-droites I)/, parallèles à la part ie
positive de l'axe des quantités réelles. Ces droites correspondent,
dans le plan $, à la partie de l'axe des quantités négatives extérieure
au s e g m e n t — - i , o. On en conclut que toute su i te fermée (chaque
extrémité homologue de l'origine du su ivant ) du plan ( K ^ qui ne tra-
verse pas les droites D n ' in t rodui t aucune variation d 'a rgument et
peut être supprimée. On peut, par suite, déformer comme l'on veut de
tels tronçons, pourvu qu'on laisse fixes leurs extrémités. E n f i n ,
comme les parcours, en sens inverses, de deux arcs homologues se
neutra l i sent , , on peut même déplacer une extrémité et une or igine
homologues en ayant soin de les laisser tels. 11 en résulte man i fes te -
ment que le chemin f^ peut être considéré comme formé d'arcs pour
chacun desquels le point de départ et le point d'arrivée sont homo-
logues et qui traversent chacun une droite D et u n e seule. Or, un tel
arc, selon qu'il est parcouru dans le sens posit if ou dans le sens
négatif de l'axe des imaginaires, donne l ieu dans le plan W à une
augmentat ion ou à une d iminu t ion de 270, Donc, et c'est notre con-
clusion, le nombre des racines est égala F excès du nombre des lra.^er$é^
ascendantes des demi-droites D par ^ (^) sur celui des traversées desceri-
dantes.

2. Ordre excellent, ordre défiaient. Notations pour tine fonction à
orientation simple. — Dans cette théorie , sur tou t dans le Chapi t re V,
deux quant i tés von t jouer u n rôle prépondéran t , ce sont les diffé-
rences p — A- et ^ + ï - ~ p , nous l eur d o n n e r o n s respectivement les
noms (Tordre excédent et {{''ordre déficient, cl les désignerons par p,
et pa.

Soit F(^) une fonction ent ière d'ordre p, à orientat ion simple, et
de genre /*.

Nous remarquons d'abord que les expressions asymptoliques rela-
tives au produit canonique P sont valables pour la fonction Ï\ la pré-
sence du facteur exponentiel ne modifiant en rien nos résultats,
puisque p, n'étant pas entier, est supérieur à £

II. sera commode d ' introduire l'arigle que fai t la demi-droite abou-
tissant à z avec la direction opposée à a; soit y' cet angle compté de
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— 71 à 4- 'ï"-

Si i? ;> a, on a y':-^ y — TT
et si 0< a, ^= TT — | cp ]

et les expressions asymptotiques deviennent

(— 7^ ? ̂ ^)

f^'P^
(i) LF(3) :=(-i)^7r^^ (!-+-£.),

, , F^S) p/ITT^P^'-^(,) ^^^^^L^^^

3. 5Ï F(s) ̂  une fonction à orientation simple, d'ordre p, d'ordre
excédent plus petit que ̂  et si G (x?) <?.?/ ^/îe fonction d'ordre inférieur à p,
r équation ¥(s) 4- (x(5) =." o admet une suite de racines de même orien-
tation que celle de VÇz')^ infiniment voisines des premières quand/leur
module est infiniment grand. — Par cette dernière expression, j'entends
que, à partir d'un certain module^ il est possible de faire correspondre
les racines des deux suites, a,,, à a^ a,^^ à â ,,,p a,^.^ a a^, . . . » de
manière que la différence a^, -" n,^ tende vers zéro pour p infini.
On a

F(^4"G(^)^F(^] i4."^] '

En dehors des cercles C,^
. ces 035'(„...... 1 (fe /; TT --—L,_ ( 14- g )

\ F ( Z ) \ ^ = : € ^"P^

si cospy^o; pour ç'=='ïï:, cette expression se réduit à 6^^co<'^(<"h£").
Si p i<^ l'exposant est positif et il reste posi t i f pour les valeurs de ̂
voisines de -rc ou de — r:. D'ail leurs, a = r^' et | G(^) | < ̂ ', F / é tant
arbi trairement pris entre les ordres de G(^) et de F(^); on en conclut
que, pour r asse% grand, {—^ reste plus pet i t que i et que, si nous
décrivons un chemin englobant p racines de F ainsi que les cercles C
correspondants, mais de manière que y' ne s'écarte pas de TT ou
de —TC dans dos limites faciles à fixer, ce même chemin comprendra
à son intérieur le même nombre de racines de F -4- G.

Pénétrons maintenant dans les cercles C,,;1 nous allons1 décrire à
leur intérieur des cercles concentriques C^.
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A l ' intérieur de C,,, on a (Chap. Il, §6), en posant

| ^ — a/J==(î/,,

ITt^l^^^^^^""3"'.
•/ /<

On en déduit que les conclusions précédentes subsistent si o,,::'!: ̂ '

Avant fait choix d'un in f în imentpe t i t positif 6^ on prendra ̂  comme
rayon du cercle C^ A l ' intérieur, il y aura une racine et une seule
(]e "F •+- G. Les conditions requises pour que la nouve l le suite soit-
orientée sont d'ailleurs vérifiées; en premier l ieu , l 'angle sous lequel
le cercle C^ est vu de l'origine est de l'ordre ———^ En second l i eu , si

Î^C'1^

l'on désigne par ̂  le module de la racine de F 4- G s i tuée à l ' i n t é r i e u r
de C^, on a

^±1 ̂  !jî±l ( î ̂  «A^,
f'n r^ \ r^c'^l

f^ étant supérieurement limité; \fn\ est par exem.ple, i)our n assez
grand, inférieur à 3. Cette égalité condui t aux résultats exigés des
modules.

Quand l'ordre excédent est supérieur à i, i l est aisé de constater
que, s'il existe deux nombres a' et a" comprenant a et tels qu 'en tre
les demi-droites qu' i ls définissent (l 'angle 0 va r i an t de ^ a o^) U n 'a i t
pas de racines i n f i n i m e n t grandes, F 4-G n'en a pas non plus. Mettons,
en effet, F 4- G sous la forme G ( i -h — ) • II résulte d 'un théorème de
M. Hadamard que
(3) IG^)!:^-"-^',

par suite
<:(.

Si, dans le môme angle, G a des racines i n f in imen t grandes, l'iné-
galité (3) subsiste pourvu que la variable reste en dehors de petits
cercles C^ avant ces racines pour centres» Nous pouvons donc dire
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que, dans la région é tud iée , les f o n c t i o n s Ci et F -4- G ont au tan t de
racines iniini.rn.ent grandes.

Lorsque-l 'ordre excédent est éa;al à ^, la part ie réelle de L ' F Ç s ) est,
pour ^ /== TC, de l'ordre /zs,/,; c'est un cas douteux.

On se rend b ien compte de ces résul ta ts , a ins i que de ceux que
nous a l lons oh tenir , en porta ni , pour cl l a q u e v a l e u r de 0, sur la demi-
droite correspondante , la part ie rée l le de LF( .s ) ; les courbes obtenues
sont (au f a c t e u r i -{-" £^ prés) homolbé t i ques pour les diverses valeurs
de /2. L 'ensemble f o u r n i t (a. la première approx imat ion) des rayons de
maxima et des rayons de m i n i m a . 11 est in téressant d'observer les
vari a t i o n s d ' i n il n e n c e à. e s ra c i n e s, v a r i a. t i o n s q u i, se re p ro d u i sa n t
ident iques pour les divers m o d u l e s de -s) , dépendent seulement de
son an^le d'écart avec la d i rec t ion des racines.

4. Elude de l'éy'nation, F(5') •4-1 == o, F(^) éteint une/onction à
orientation fîirnpie. — Dans ce cas p a r t i c u l i e r , nous a l lons déterminer
toutes les files de rac ines i n f i n i m e n t grandes.

Nous f e rons usage de la méthode i ' nd iquée au n.° 1, en uti l isant
d'abord, s i m p l e m e n t rexpression asympto t ique de LF(Jz) , puis en em-
ployant un procédé d 'approximat ion plus précis.

Exaro i nous d'abord rbypo thèse laissée précédemm.en t de côté,
celle de l'ordre excédent égal a 1, en nous bornant encore aux racines
de même direct ion que celles de F.

Posons
L F ( z ) '^ (< i == X] -"•h-1 YI »

Soit, en premier lieu, ç'<< o et ^== — TC "4" ^; et, en second lieu,
ç^ ô et ^ == IT — '^,

Dans le premi(ïr cas

( 4 ) F, ( s ) == n TT ( si ri p^ — i ces p^ ) ( i + £/, ).

Dans le second

( 5 ) Fi ( -s ) =•:: n TT ( si ri p'^ + i cos p^ ) ( ï 4- £n ) -

Imaginons que l'on fasse décrire à la variable -s, dans le sens
posi t i f , un chemin a ins i dé f in i ; au-dessus de l'axe a, un arc de

Atari. Me. Norm., ( 3 ) , XXIIÏ. — FÉVtHKK tfjo^. ^ ï
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cercle AB, de centre 0, de rayon compris entre r^ et r^ et d'angle M!
centre ^ /, puis le serinent BC dir igé vers l 'or ig ine , OC é t an t compris
entre r/, et r,,̂  (^</Q» un arc CD concentr ique au premier , e n f i n ,
une ligne DEFA symét r ique de la ligne DCBA. Si <^ était cons tamment
nul, F^ décrirait, dans le plan 0\, dans le sens ascendant , deux che-
mins symétriques par rapport à l'axe des quant i tés réelles, si tués à
droite de l'axe des q u a n t i t é s imaginaires et l i m i t é s a cet axe; en
supposant, pour fixer les idées, que n et p soient pairs, le nombre des
demi-droites D traversées serait égal à p . Tel serait donc aussi le
nombre des racines de l 'équat ion

(6 ) F ( , 5 ) -h i = o.

Mais il n'en est pas a i n s i . Si l'on observe que les extrémités des
chemins décrits par F, (-s) sont des segments don t la longueur es(
d'ordre n^ et (//, + p)^\ que d 'a i l leurs l ' e r reur i n t r o d u i t e par le
fac teur i+£^ dans la s i tua t ion de ces l ignes est d'ordre //£,/, (ou,/^,^),
on en conclut que, si 'Y est f in i ou $ i l esl d'ordre i/i/lmléaimal i n f é r i e u r
à ce lu i de £^, la variat ion du nombre des lignes î) traversées est
d'ordre //£,^ Donc, si l'ordre d ' i n f i n i t u d e de /^est au moins égal a ce lu i
de /7, le nombre des racines à l ' intérieur dn contour es t /^ f î "h ^/).

Ains i , i l existe une file de racines de ((>) dont l 'argument tend
vers a et qui a même densi té que les racines de F.

D'une manière générale , que peut-on d i re , que l que soit l 'ordre
excédent, du nombre total des racines de l ' équa t ion (G)?

Faisons encore abst ract ion du f a c t e u r (i-h £//.). Si s décr i t un cercle
dont l ' o r i g i n e est le centre et q u i comprend les ri premières racines
de F, F| décrit, dans le sens d i rec t , un arc p l u s grand qu 'une circon-
férence et dont le centre est aussi l 'or ig ine . Soient n pair et /^ le p lus
grand impa i r contenu dans -—~; alors, toutes les demi-droites 1')
étant traversées dans le sens ascendant, le nombre des racines de (6)
contenues à l ' i n t é r i eu r du contour suivi par z est 2(A-+" x)/^ si pi^
et 2/cn^ •^rn si. p^. On en déduit , en tenant compte du (acteur (î 4" s^),
que la densité des racines de F+ ï par rapport à celles de F est ——-•A , ' * 11 smpiTt
pour û ^ ^ et •-"——•• -+" î pour p , ^ -1 r l i - - " " s inp iTt" i ' • •""" -i
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Ce fai t met en évidence l 'existence d'antres racines que celles dont
l ' a rgument tend vers a, existence certaine a priori lorsque p i ^ ^
puisque ces dernières racines d ispara issa ien t et que l 'ordre de F(s) -h ï
n'est pas ent ier . Nous a l lons constater sans peine que l ' a r g u m e n t de
ces nouvelles racines tend vers quelques l imi tes bien dé te rminées .

Considérons les diverses valeurs de ^ telles que p 'p '== ; - •+-y ir,
a étant un entier, et les valeurs voisines telles que prY soit compris
entre

7T 7T
•̂  + r/TT — ^n, et ^ 4- r/n •4- '-p/^

4^ désignant une variable infinim.ent petite. Elles définissent dans le
champ de la variable ^ plusieurs angles dont les axes sont les direc-

tions q/== i 7T l i "+~ ̂ î andes <le plus en plus eiïilés et dont l'ép^'dsseurT ap p • ^ • ^ • » * *.
tend vers o. ,Ïe dis que, si ,̂/, (^st convenablement choisi, il n'y a pas
de racines infiniment grandes a leur extérieur (1 ) . Soit» en ellet,
£^== £^-j- ie^; la partie réelle de ,1.. ^(-s^) est au signe prés

n n [ ces p 9' ( ï ••+• s/', ) "~ si n p^' ̂  ]
sinpiTT

Donc si ^ est d'ordre i n f i n i t é s i m a l i n f é r i e u r à la f o i s à E.^ et à "-•»
cette expression est i n f i n i m e n t grande, c désignant un nombre pos i t i f
fixe, on a

~<|»^)|<^,i>

ce q u i j u s t i t i e la proposi t ion*
Donc il f a u t chercher nos fi les de racines à l ' in tér ieur des angles

précédents.
Faisons suivre à z^ dans le sens direct, un contour composé de

portions des côtés curv i l ignes de l 'angle re la t i f à la direction

, TC av.ç/ =: — 4- A..,,,.
T 2p p

( l ) Et, bien entendu, à rôxiérkmr des eoreles C/».
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et de deux arcs de cercle de centre 0 et de rayons respeclivem.ent
compris entre r^ r^^ et r^, r^.,,. Soient

(7) pCp^ Î - 4 - ^ 7 T — ^

et, comme plus haut,
5^=: £^4- ̂ .

On a, pour^<r<r^

(8)
X.= (- x)^Â^Sm^i±Â^^sinpiir

Y,^ (- ̂ ^^^^^Âi^,1^^
si n pi 71

variant aux différents points du contour.^
On d é d u i t aisément de là (el de l'hypothèse sur 4^) que le nombre

des demi-droites D traversées, tontes dans le sens ascendant , serai t ,
pour £^ nul , à une uni té près, —.^—f ces demi-droites é t an t si tuées1 i a s i n p i T r ' ' ' ' ! ' ' 1 1 ' ' ! ! "1

au-dessus ou au-dessous de l'axe des quan t i t é s réelles, selon que
k •+- q est pair ou impair . Par suite, la présence de s^ nous permet
seulement d'affirmer que la densité des racines s i tuées dans l ' angle
est

2 S ï n p i T T

Or, si p,, >^ il existe 'i{k "+- i) valeurs acceptables de y, 2& + i si
pi ==7 et, si p ^ <<^, 2.A seu le rnen l . Nous re t rouvons a in s i , dans chaque
cas, la densité totale des racines.

Ainsi, l 'équation (6; admet 2 ( A ^ r ) fi les de racines i n f é r i e u r e s
ou 2k + î selon que p^ est supér ieur ou qu'i l est au p l u s égal a, -^

Nous allons é tudier ces suites d 'une rnanière p lus précise. Soit,
ZQ une racine de l'une d'entre elles correspondant a la valeur de* ^

(9) ^^^.Ll^
2p p p

et à un module compris en(,re ^ et r,^. Nous excluons, dans le cas
de p == {, les racines i n f i n i m e n t voisines de celles de F.
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Décrivons un serinent de longueur s , d ' a rgument œ, allant de ^o à
un poin t voisin quelconque z^ -^ étant i n f i n i m e n t petit, on aura^i

( 10 ) Fi(^)=Ft(.^)+.vr,(,^)f^) ,
\ "'v / 2

respectivement pour les parties réelles et imaginaires, z 3 désignant, dans
chaque cas, un point (di/férent) du serment z^z^ Or, d'après (a),

( i î ) F^)=^S?^)(i+£.),

les i n f in imen t pe t i t s £^ que nous in t roduisons ici n'ayant aucun'
rapport ( connu) entre eux; mais il est i n u t i l e de leur donner des-
noms di f férents . On posera

^=^+^4,

et l'on désignera par F i n d i c e correspondant les valeurs de //, de 0 (7)-
qni correspondent aux diverses va leurs de,^. Soient encore

C/o — (f.} i::: |3, 6^3 ;:::; û^ -[-• '(\ n ( '(},t, \ n û ni i n < 1 » u l p e lit ),

(nî) Vj^») •"^ (— ï)^(^p 4- i)'n:/= (—î)^y/^,77.i^t,.il..
S l t l p (7T

L'équation (10) devient

( ï 3 ) Fi (5, ) •:•::::: (— I) / < 1 4 1 1 r /( ^/^ + ï ) 7 T ^ -h ^p> (— ï)^+y^/'(p4"'ri»)(a^ + i) 7r(i + £„)./'^^

Quel c l ï < ' m i n ( a i r e décrire à ^ pour q u ' i l comprenne à son inté-
rieur non seu lement ^p mais aussi la, racine s u i v a n t e ? Pour fixer les
idées, supposons k "h y pair, le chemin devra être tel que, ^ a l lant
de 'n; à "- 'n;, pour ^ == ^ ,ç soit aussi pe t i t que l'on voudra et que, pour

P = = — 1 ; ? i l soit assez grand p o u r que '-^ Çip -4" ï ) ï c ( i 4" s^) dé-
passe 2Tc ; cette v a l e u r de ^ doi t être de la ('orme

a/^,smpi7T ,
««,.̂ .̂ »̂ ^̂ »-«-«» ^ i -..-(-. g,^^

p /<'.

et cela su (lit.
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Soit ^/ le numéro (l 'ordre (le la racine.^, clans la s u i t e considérée; la
•densité de cette su i te é tant ———, on aa s i n p i TT

/ ,, rnl+\—if'n'.,^ I+6 / /
<^) ———7"———n - — — . — — »/ " !

égalité qui prouve que les modules des racines, comme il arrivait
déjà pour les arguments, satisfont à la définition des su i tes dirigées.

Nous avons donc la conclusion suivante pour [es racines de l'équa-
tion (6) :

Si pi < ,̂ une suite OBÏENTÉE formée de racines infiniment voisines de
celles de F, et si pi = p une suite de me/ne ALIGNEMENT el de même DÏ^SITÉ.
Pas de racines in/lniment grandes ainsi alignées si pi ^> ̂ .

En outre, il existe des suites miiîGÉES de densité ,—— an nombreasinpiTr
A? 2 ( / £ • + - 1 ) si p^ ^> ̂  de 'ik si p^ S^; /^m" directions sont syméfriffues
par rapport à la direction a; a l'exception des deux ( j a i comprennent
précisément cette demi-droite, l'angle de deu^c voùines est """

Remarque, — C'est un f a i t intéressant que» si l'on ( a i t varier les
racines de F de manière que l 'ordre p reste entre les l imites k et À"M,
,/a densité totale des racines de F 4- î est une/onction continue de p, bien
que, pour (^ == ^, il y ait changement du nombre des suites,

5. Helation asyrnptotique relative à l'ordre. — La relat ion, ( î î ) a l ieu
en dehors de la xone d'épaisseur "— (Chap, Ht, n0 5),

/f('^ < î ,

Elle peut s'écrire
/ ., .. ^LLF(^)<n>) [ims^.,^J. =p^

( / s

le produit tendant un i fo rmément vers sa limite pour s i n f i n i .

G. Digression sur les f onctions entières quelconques de ^enre fini. —
Dans ce paragraphe, nous garderons les notations nouvelles qui

nous ont plus spécialement servi jusqu'ici pour des fonctions
orientées,
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M. Boutroux ( < ) a trouvé diverses l imites maxima du module de la
dérivée logar i thmique d 'une f o n c t i o n en t i è re dans certaines régions.
ou en ce r t a ins points , ou. sur cer ta ines lignes. Nous al lons reprendre
la quest ion en. cherchant moins à ob t en i r le même degré d 'approxima-
tion qu'à é tendre les aires où la l i m i t e est acceptable. La pr incipale
di l ï ïcu l té dans ce genre de ques t ions consiste dans l ' i rrégulari té pos-
sible de la d i s t r i b u t i o n des zéros; i l peut se produire , en des zones
d'ai l leurs inconnues , des tassernenfs de racines don t M. Boutroux éli-
mine l ' i n f l u e n c e par un a r t i f i ce .heureux dont nous fe rons usage.

I I s'agit d 'évaluer u n e l i m i t e supér ieure de

p^) Y ^P ( z ) -- 2^^(z-a^
c'est-à-dire de

^ ^^^/r
Considérons deux. cercles d o n t le centre est à l 'or igine et dont les

rayons sont r ' et r'(î + r;/), yj,, é tan t un i n f i n i m e n t pet i t . Ils déter-
m i n e n t u n e c o u r o n n e G dans l a q u e l l e va rester s; i m a g i n o n s les deux
couronnes con ligués de même épaisseur. Ains i , se trouve dé f in i e
une aire totale G, dans laque l le nous a l lons isoler les racines de la
manière su ivante :

Concevons d'abord (^découpée en port ions de largeur comparable
à r ' (•î -+- ï],<'), par exemple eu secteurs circulaires ; Jl> étant l 'une d'elles,
appelons Jl^ la surface qu'elle forme avec les deux port ions vois ines .
Soit maintenant un, fa isceau de lignes ^balayant cette aire et tel que
la plus courte distance d 'un po in t de ̂  à ^a (prolongée au besoin),
^ et ̂  é tan t que lconques , varie dans des limites dont le rapport
oscille entre deux nombres voisins de i , fixes dans la question,
-^ et ^-je suppose* On réaliserait de tels faisceaux, par exemple, avec
des cercles dont le centre est à l ' o r ig ine , les rayons de ces cercles, ou
encore des droi tes parallèles. Pour s imp l i f i e r ce langage, je m'en tien-
drai à ce dern ie r cas. Projetons tous les points de ^ sur une perpendi-

( 1 ) Sur (fuc/ffin1^ Dr'opriâtéf! desf fonctions (mllères, p. 4^ Ot suiv.
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culaire A à la direction D adoptée, et la portion de A a in s i découpée,
•décomposons-la en segments é^aux, de longueur R. =r~ —!—^ p^ dési-

gnant an nombre quelconque supérieur à p (mais vo i s in de l u i ) . Iso-
lons chaque segment portante projections ci'^ de rac ines au moyen
de p segments à droite et de p segments à gauche, si l ' un d'eux con-
tient q racines, allongeons encore de y serments de chaque côté cette
longueur protectrice, et ainsi de suite. Finalement , le nombre des
•segments qui portent ou isolent les points d^ est i n f i n i m e n t pet i t rela-
tivement au nombre total. Car, si, s est le non'ibre des racines situées
•dans A.I , le rapport à évaluer est comparable à ~,"

Or, dans la série convergente ̂  —r^ la somme des termes corres"r?
pondants à ces s racines est comparable à —? ce q u i j u s t i f i e notre
.affirmation. Les segments non marqués sont les projections de bandes
parallèles, et Fon est certain que deux contigués sont i n f i n i m e n t voi-
sines par rapport à l'épaisseur r ' r ^ ' de Ci . D'après la manière dont
elles ont été obtenues, on constate de suite par projection que les dis-
tances d'un point quelconque de l'une (V'elles awy diverses racines sont
respectivement supérieures à R, 2B, .. ̂  sï{ (les courbes auraient intro"
•duit un facteur limité). Modifions la direction de D, nous aurons de
nouvelles bandes parallèles jouissant de la même propriété* Avec
•deux directions successives seulement, on disposerait d'une in f in i t é
•de chemins en zigzag pour aller, à une distance i n f i n i m e n t petite
près par rapport aux dimensions de oJl^ d'un point quelconque à
un autre point quelconque de cette aire.

En faisant effectuer à D une rotation complète, on ne laisse-
rait plus subsister à l 'intérieur de x< que des îlots contenant les
racines et en dehors desquels la propriété obtenue plus haut est
acquise.

• Gela posé, laissons la variable dans l'aire B commune à C et à nJin, et
partageons la somme (r6) en plusieurs parties.

Celle 'qui a trait aux racines de ̂  est comparable à -U et, par
».p//—l Ï .»

•conséquent, à———"
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, Passons maintenant aux racines situées en dehors de <Â)( et sous
lesquelles — oscille, pai^ exemple, entre 1 et 2.

Si n et nf sont le plus bas et le plus haut indice, la quant i té à cal-
culer est infér ieure à

n"

_LV 'r,,2-,7
//'

i ^ ^^'^ ^ ;̂-i
et, puisque -;;; tend vers xéro, elle est comparable à — ou a -^—,

,.F//—i
ou. enfin à ——"

•fïr

Quant aux r^ pour lesquels /w <^ ^ il leur correspond une somme
que ron peut remplacer par

'"-iv
^4

puis par r71"""1 n' p" et enf in par r^"""' *
II reste les racines telles que /J > 2; pour celles-là, on a la somme

r^ y. -^î^; un calcul analogue donne la morne expression.

On trouve donc comme l i m i t e supérieure —;——*

Mais, fîi "/],. est par exemple de Vordie .—? comme p^ désigne un
nombre que lconque supérieur à p, on peut profiter de cette indéter-
mination pour prendre comme l i m i t e /P--^ sous la condit ion ind i -
q u é e » £ é tant un nombre positif arbitrairement choisi.

Si nous considérons main tenan t , au lieu d'un produit cano-
n ique?^) , une fonc t ion ent iè re F(^) pouvant avoir un facteur ex-
ponent ie l , le résultat précédent subsiste pourvu que p désigne l'ordre
apparent de la fonction. Tous cef! résultats subsistent si k nesl pas le
plus pelù noml)re assigné par la théorie de l^eierstrass,

II est clair à présent que l'on. pourra, en dehors des aires interdites,
de manière à uti l iser la l imite trouvée, fa i re décrire à la variable un
chemin passant auprès de points de repère donnés à des distances

Ann. É(,\ N01 m., (3) , XXI Ï Ï . — FtmuKil ïyoO. I<2
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i n f i n i m e n t petites par rapport, à /'"/],.; il s u f f i t , pour s'en assurer, de
jeter sur cette l igne de repères des aires B empiétant les unes sur les
autres, ce qu i permet de passer de l 'une à l'autre,

11 n'estpas sans intérêt de remarquer que, en se bornant au fa isceau
des circonférences, on pouvait choisir pour aire B la couronne C elle-
même, Cela suffirait à démontrer l'existence de couronnes ouvertes a
la variable dans C, le rapport de leur épaisseur à répaisseur totale
de C tendant vers l 'uni té . Or, il est aisé de ramener des parcours que l -
conques à des circonférences.

Imaginons d'abord une famil le de courbes formées ^ homothé-
tiques par rapport à l 'origine, telles que par chaque p o i n t dn p lan
il en passe une et une seule; .(̂  provient de .Çj avec le rapport À; le
quotient des distances maxirna et m i n i m a d'une l igne ^à. l 'or ig ine est
un nombre p- f i n i et d i f f é r e n t de zéro. Classons les racines par ordre
des À croissants, ce qui ne change point la convergence n i la valeur
de la série (:rG). Faisons glisser les racines et la va r i ab l e sur les
courbes .(Jusqu'à ce qu'elles soient sur l'axe des q u a n t i t é s positives.
Les divers termes de la série sont mul t ip l iés par des f a c t e u r s compris,
en valeur absolue, entre des nombres fixes. Donc la l i m i t e nmimay h
un coe f f i c i en t constant près sans importance, n'est pas m o d i f i é e . Or
on est ramené au calcul auquel les circonférences a v a i e n t donné l ien.
La conclusion est donc ici qu ' i l y a des couronnes d'espèce ^ permises
a la variable; celles qui, interceptent des parties de l'axe des x coin"
prises entre r et / • ( f +r^) ont u n e épaisseur totale dont le rapport
à r/]y, tend vers i ,

De là, et sans insister davantage, on peut passer à une l igne AU
telle que deux de ses points n 'aient pas le même argument , on com-
plète la ligne de manière à en faire une ligne susceptible d'engendrer
un faisceau ,̂

E n f i n , si l'on a une courbe quelconque, on peut la décomposer en
portions jou issan t de ^propriété -précédente et empiétant l 'une sur
l'autre. Ces portions donneront l ieu à des couronnes qui empiéteront
également les unes sur les autres, il sera donc possible d'y tracer des
chemins con fc inus .

Nous allons tirer de l'existence de ces chemins une conclusion.
D'un point A (qui peut être l 'origine) intégrons jusqu'à un point B,
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le rapport clé la l igne suivie à la distance OA étant infér ieur à un
n ombre fi x e ; n o u s a u ro n s

( 1 7 ) |Ll^)[<rP-^

si nous avons eu soin de prendre en A une d é t e r m i n a t i o n f in ie de la
p a r t i e i m a g i n a i r e.

Celte inégalité est donc vé r i f i ée non seulement par le m o d u l e de la
partie réelle de LF(s) fd 'où le maximum et le minimum de |F(^)| [,
mais aussi par celui de la, partie imaginaire sous les condit ions
ind iquées .

7. Ketour de l'équation F (s) 4- G-(^) == o. — Cette équa t i on peu t
s'écrire

( 1 8 ) (.;(,.) ^^M- =o.
/î(^

Posons

(.9) ^=:<l)(--)•

Si l 'ordre apparent de G (^) est i n t é r i e u r à p, cette f o n c t i o n ent ière
étant d'ailleurs quelconque, les fo rmules (i), (2) et ( r x ) sont appl i -
cables à<^ et à < l > i , pourvu que l'on reste dans les aires où les résultats
du numéro précédent on t été obtenus.

On peut notamment fa i re décrire à s une inf in i té de cercles i n f i n i -
ment grands (du centre à l 'origine). Comme d'ailleurs la densi té des
racines de G(-s) par rapport à celles de F(-s) est nulle, on en conclut
que réc] nation

(ao) F ( . 3 ) + G ( ^ ) r = ô

a, pour toutes les fonctions G(z\ sauf si G(^) est identiquement nul,
des racines dont la densité par rapport à celles de F(^) est ——— pour

p^~ et —— "+" ï pour p,^1.1 2 s iop iTT •/ n - ^
Le cas de G(z) se réduisant à zéro est donc un cas exceptionnel

pour l'équation (20).



9 2 L. LEAU.

L/existence des files de racines alignées dans les direct ions

y^^+î^
2P P

se démontre comme au n° 4. Mais nous ne pouvons pas af î i rmer qu ' i l
n'en existe pas d ' inf in iment grandes dans d'autres direcl ions (même
exception faite de celles de G) : en tout cas, leur densi té est n u l l e
relativement à celles de F.

S'il s'agit de racines i n f i n imen t grandes de G dans l 'une de ces
directions (dans l'angle mixt i l igne dont on s'est servi alors), le même
raisonnement est valable ; la suite correspondante des racines de (ao)
est régulièrement dirigée.

8. Extension aux/onctions F(^) à orienla/ion multiple. — La mé-
thode qui a été suivie dans ce Chapitre s'étend aux fonc t ions dont les
racines forment plusieurs suites orientées. Je ne la développerai point ,
afin de ne pas donner trop d'ampleur à ce travail ,

CHAPITRE Y.
HELATIONS ENTRE LES ÏUCINES D'UNE FONCTION ORIENTÉE

ET CELLES DE SA DÉRIVÉE.

1. Rappel des résultats du Chapitre 111. — Soient ̂  ̂ , ̂  des inf i -
n iment petits positifs, tels1 que ^ soit suff isamment grand1 (^ i n f i n i ,

) \ ?//.
n^G et que < soit au moins égal à e^ Si ' P ( s ) désigne le produi t
canonique orienté dont il a été quest ion et si l'on pose

(I) ' ^^^^(^^X+fY, ^^=X^Y,
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on a, avec les notations du Chapitre IV,

1° ^^•aj^^^P^^^l.çi^.g) poup j c p p » .
' / /•/fc s inp iTT ' ' A ' T ' " ̂ /^

e' ï2° 9Yi<o pour - ^ ^ l y l ^ — ;ri ne^

de plus, A étant un nombre fixe,

V,\>A^ si l5|y|<~^/•/t n ~ ' • ' - /ie/.
et

Y.I>A'^ ». îfSI.IS-, ^
. ^ /z '"TT? sni(pi 4- ^) TT ""I , , , ^ 6 / /
3° Xi = -, .J——^^^^^^^^^^^—z...«. -4- £ duand © 5 "-̂/"A ^ s inpi '7TSinw J 1 '"- n

pourvu que "--̂  et—;,- soient inf in iment grands;ii '« '/ 't/- A e^On" € ,

410 Xi :=? ̂ . [TTp cotpi TT "h Ê/J pour y "== ̂

et lorsque
y l î — —iit:,,

Toutes ces formules subsistent si, au lieu d'un produit cano-
n i q u e P(^), on considère une fonction F(^) de même ordre. Mais, en
raison de 1/introduction du facteurexponentiel, les inf în imentpet i t s £„
des formules précédentes sont généralement d'ordre au moins égal à
celui de —•n

2. Fonctions à orientation simple. — Soit

Î:!)̂ )̂^F^)^'^'

Faisons décrire à la variable un cercle dont le centre est à l 'origine
et qui, dépasse un. peu la ^Klm(î racine, et "numérotons les quadrants

0) Enfin, à un facteur près injOininient voisin de ï , | Yi | est, pour v fixe, une fonction
décroissante do | <p [.
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formés par les axes en nous déplaçant dans le sens direct et en com-
mençant par celui que forment les parties positives. Nous avons le
Tableau suivant :

c'

Ê^X

e^Y

eiky, ̂

Cn 1 t
—TÏ TC -(- ~- — -n: -h —— — e -l- e r — —"

tï ne,, i i (^

4"

W o u ( « )

—

(^i) ou (3)

——

4-

( /!) OU (!)

4-

( ' ) 0 l

La partie négative de l'axe des abscisses n'a donc pas elé traversée
par la fonction e1^^; c'est-à-dire que son a rgument n'a po in t var ie .
Donc F'(-s) possède, à l'intérieur du cercle, un nombre de racines é^ai à
celui de F (z) augmenté de k "— x .

Ces racines sont orientées et ont même orientation que celles de F.

Traçons, en effet, le contour suivant dont les arcs coupent la l igne
des racines de F et ont leur centre à l 'origine, et dont les serments
prolongés iraient passer par ce dernier point : i° segment AB corres-
pondant à Q/==TÎ — v ^ , avec OA un peu supérieur r,, et OB un peu

plus petit que r^ ; 2° arc BC, 9' étant égal en C a — r. 4- v"^; 3° seg-
ment CD; arc DA.On a

AB BC ci) DA

X,

^ ^ (ï) ou ( à ) (2) ou (3) ( 3 ) o a ( 4 ) (i) ou (4)
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L'argument de S a augmente de 27;; ainsi F' a une racine à l'inté-
. rieur du contour; nous en concluons immédia tement que les arguments
des racines de la dérivée satisfont aux conditions des suites orientées.
11 reste a vér i f i e r le môme f a i t pour les modules. Or, le contour ne
cessera de comprendre la racine bf^ si, le long de DA, pi + v est ^infé-
r ieur à i et, le long de BC, supérieur à ï , la différence étant dans
chaque cas d 'un ordre i n f i n i t é s i m a l i n f é r i e u r à l ' inf îni înent p e t i t , de
l'expression asymptotique f o u r n i e pour X. Cela revient à dire que,
si \b^n\ ̂  r^^ il existe un £,/, tel que (Chap. I, § 7 et 9)

(2)

et

^ —. ///L±.L":l£^L^^À/:

/•„ \ ii

. \ >'.( 3 ) ^t" —- f n • " w' Pi "r £lt \ ".^^ „,..,„ ^ ...,.......,,,,..,,,.,̂ .,̂

On a aussi

( / ) 'It̂ :.1 — ( r̂iPî Lî :::.!. \ /l/'"<'
/',/ l""' \ n )

d'où l 'on lire-

Î  ..- ( , ̂  l^lLrt^V'Yr « £!_^Fï-e^ îY^
" 7 ~ )

(5) ^^^ ^î,..__^^^^^^^^^^^^^ - ,
^/,4/r î \ n / \ ^

Mais, si l 'on t i en t compte de ce que (\i— l)Ln tend vers %éro, on
conclut que —/±/L est de la (orme ï + — 4- -^/L-? ce nui jus t i f ie la pro-

1 / - /4fl 1 ^ ^L^ '1 1' 111 1 ' " " 1 ' 1 ! ! ' ! ' il

pos i t i on ,
On peut préciser davantage la s i tua t ion des racines de la dérivée

par rapport à celles de la, fonct ion. A part i r d 'une certaine valeur de r,
leurs modules se séparent comme on vient de le voir. Si l'on considère
lespw^-'racines, i l est aisé de t rouver la, l imi te du rapport
Le carré de ce rapport a pour expression

^ ( ̂ ..i.-/.— ^nY -+- (\ r^ r/',,,.,.,,/, sîn^ a^.t o b^,k

( r^ ̂  — r^f, 'f + 4 f'n. \\ r'^ sir^^^+i o^n^k
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Grâce à la connaissance d'une l imi te supérieure des angles intro-

duits et des relations (2) et (3), on obt ien t comme l imi te [—f31) •
Ainsi, le rapport des distances d'une racine de la dérivée aux racines pré-
cédente et postérieure de la/onction tend î^ers le rapport de l'ordre défi-
cient à l'ordre excédent.

3, Fonctions homogènes. Cas général. — Je dirai qu 'une fonction à
orientation multiple est homogène lorsque les diverses suites de ses
racines ont même densité.

Nous devons nous demander en premier lieu quelle est la densité
des racines de l 'équation dérivée. Nous désignerons par a,, a^, . . . , a^
les arguments de la fonction donnée ^, par r p , , y^, . , . , ç^, 'pp ç^, .. - ,
ç^ les valeurs de y et de 9" qu i leur correspondent respect ivement .
Pour plus de s impl ic i té , et bien que cela ne soit pas indispensable , on
peut supposer que les^, e\^ e^ sont les mêmes 'pour ces diverses orien-
tations. Les angles a ayant été classés dans leur ordre de croissance,
faisons varier l 'argument 0 de z entre a/, •+• — et a/,.^ — —'"î la par t îon c-^ 1 n^n
principale de § est l'extrémité d ^ u n vecteur qu i apparaî t comme la,
somme géométrique des vecteurs, de même longueur 9n•'n—^ dont0 ï: - • D /</t S X Ï l p i T Î :

les points directeurs (à, la distance +-1 de l 'origine) ont pour affîxcs
les valeurs de ^W-^). La variable se déplaçant, entre les l imi tes
fixées, sur le cercle de rayon ^(^<r<^/^,) , tous ces vecteurs
tournent du même angle et l'angle de rotation de ?(dans lo Hens
direct) sera in f in imen t vois in de pi(^M --" ^)» ^ ^ somme géomé-
trique des divers î^ecteurs n'était pcis riul/e. Il suf f i ra de vér i f i e r quo , pour
une valeur de 0 (que l'on peut même prendre égale à o^ avec o^ == — T:
ou à a^, avec ç^, = Te), l'on n'a pas à la fois

^cos(pl9 /— /ça) = o ,et 'Vsin(p^y.— /^) ̂ o,

Supposons qu'il eni soit bien ainsi et faisons poursuivre à s sa route,
0 allant de a^ — -— à a^, -h -"-'— Pour suivre le vecteur qui correg-

it'^ft, fl€^ *

pond'à cette racine, nous prendrons v = -Î-; i l tourne dans le sensA a
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négatif ou pos i t i f selon que pi est inférieur ou supér ieur à-? son extré-
mité déc r ivan t un segrnentAA' perpendicula i re à la droi te 0 == — /la/^i
et symétrique par rapport a el le ("§ i). A un i n f i n i m e n t peti t près,
^ décrit done u n serment BB' é q u i p o l l e n t , et si ce segment, ne passe pas
par Uori^ine ( a u q u e l cas on pour r a i t c r a i n d r e que rf ne tournât au-
tour de ce po in t ) la. var ia t ion d ' a r g u m e n t (dans u n sens f a c i l e à déter-
m i n e r pour chaque système d o n n é des a) est i n f é r i e u r e à ir en va leur
absolue. La c o n d i t i o n q u e n o u s venons de trouver, et qui englobe
l ' au t r e , peu t s ' expr imer a i n s i : la projection de la somme géométrique
des vecteurs sur la direction — /•a/^,.^ pour 0 == a/^,., ne doit pas être nulle :
cette project ion ne change pas lo r sque l 'on traverse la d i r e c t i o n a/^,
mais la somme elle-rnéme change b r u s q u e m e n t dans l 'angle i n f i n i -
ment petit

i ia^ — ——, a/, .n ".|- ——
n <"„ // (?.,

Admet tons que , p o u r les/.» d i r e c t i o n s a, la c o n d i t i o n d ' i n é g a l i t é corres-
p o n d a n t e a i t l i e u ; i l en r é s u l t e que la v a r i a t i o n d ' a r g u m e n t n'a pu
dépasser d a n s la ro t a t ion c o m p l è t e (^4- i)-n;; si nous a p p e l o n s h le
plus ^r'and e n t i e r c o n t e n u d a n s ^.•-^--•—, le n o m b r e des rac ines de F' est

/^ 4-. / , — ï .4- y ^ | y | ^ À .
égal

I I ne dif fère donc de ce lu i de F que d ' u n nombre f i n i , et a fortiori la
densité des racines de V est donc, en générai, égale à ï par rapport aux
racines de F.

I l c o n v i e n t m a i n t e n a n t de d é t e r m i n e r la s i tua t ion des racines de ¥\
Servons-nous du con tour ABCD (§ 2), re la t i f à la d i rec t ion y./^ les
rayons de AB el de CD é tan t respectivement u n peu i n f é r i e u r et un
peu supér ieur à /^; et posons

^^a/^:::=^==Xl4- <Yi .

Admettons , ce q u i est le cas sénéra.1, que la somme des projec-
t ions des vecteurs des a (antres que a^) sur la d i rec t ion -- Aa^4- ^
soit diHerente de xérOy par exemple positive. On aura (si v est pris

Ami. Éc. Norm., (3) , IXIIL —• MAII.S 1906. l3
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assez voisin de i et de o),

X ,

Y.

^

A B

^.

(2) OU (3)

•

ic

4-

( a ) ( > ( i ( î )

C I )

4..

( l ) 011 ( / ; )

DA

....„)..,.

( '> ) 011 ( 1 )

Donc, variation d'argument, nulle. F'a, comme F, une racine a Pinte"
rieur du contour. La suite ainsi déf inie est sT^uliéremeiit or ientée
dans la direction, ̂  et elle est infinimeul voisine de la suite corres-
pondante de F. En etïet, le calcul du paragraphe précèdent, est valable
si l'on remplace •( — p^ par zéro.

Ainsi, en générale une fonction on entée hoinogc/ie a nonr r/mlv^
une fonction orientée homogène do/U les racines sont infiniment voi-
sines des siennes; la différence totale des nombres de raei/îes dan^ un
cercle frés grand est fixe et l'on. peut en donner nne finu/e supérieure.

1 1 n'esl pas inutile de préciser lescondil ions dans lesquelles le théo-
rème est exact. I! est aisé de voir qu'elles peuvent se condenser
comme il suit. Lorsque 0 =: a^, attrilmom au point directeur de la
suite correspondante l'affixe e ••i•••l/s^e^p^T:, les projections des wmmes
géométriques den vecteurs prises pour chaque direetio/i ^ sur les direc-

tions — /cy^ et — k^^ 4- î deçront être différentes de zéro.
9, "'

Supposons que la dernière condition, relat ive a la projection sur

l'aKe —/cy^-h ^, ne soit pas vérifiée. La somme des projections est

nulle. Donc, pour ^\^^ la par t ie de Y, q u i ne p r o v i e n t pas de la

su i t e^ e s t ' i u f i u i m e n t petite, par rappor t à -/^ et, par suite, pour ^
convenablement choisi (on peu t supposer ensu i t e ̂  é^al a, cet ̂ ) , c'est
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la pa r t i e p rovenan t de la s u i t e a/, q u i donnera son si^ne à Y,,,
e"lorsque [ y [ = -^- Nous dé t e rmine rons dans le contour ABCD les seg-

ments AB et CD corrtbr moment a cette va leur .
D^ aut re part , la port ion de X, f o u r n i e par les sui tes autres que a^

est de la forme
n / TipA. "\^ ̂ .̂  + ̂ j

lorsque
^
//.

n s i n ( p ] •+1 v)n , /. , . i / • , i • «Lomme —--1—1^--1—,—.̂  ^^ i im* j o n c t i o n décroissante de v (HII va de "4- x>S I I I ^ T T " ' 1 ' " " • ! • . ! • • i •
• i • i i i , 1 1 A s i n ( p i -ll- c)7ra "— co, 'si existe une v a l e u r c clé v t e l l e que A+—LLJ——— == o,

J S l î î C T T

va leur compr i se b i e n e n t e n d u en t r e o et i . On en c o n c l u t a i s émen t
l ' ex is tence d ' u n i n f î n i m o n t pe t i t s,/ te l que, p o u r v u e — £//., X, soit
pos i t i f , et néga t i f p o u r v == c --h e^. Nous prendrons comioe valeurs
des rayons de DA et de BC c c l l ( » s q u i cor responden t a ces deux va-
leurs de v.

On. cons ta t e r . o m m f * p lus h a u t l^.xistence d ' u n e r a c i n e de F a l ' i n t é -
r ieur de la l i ^ n c A.BCI), c(,, en r é p é t a n t le r a i s o n n e î n c n t du. para-
graphe 2, on c o n c l u t q u e ^, c()^..tmir(>/neriU aux concluions énoncées
ci-dessus, la sorn-nu' (/es pnïjcciions des ve'ctcurs sur 1/aoce - • ky./, "h "•- esl

nulle, i l {îxisl.fî e/fcorcpour l^ iitie suite de moines orie/Uée dans la direc-
tion a^ ; mais elley ne son/.. plas infiniment voisines de celles de F; les mo-
dules de ces deax suites se se'f^arent ( au moins à pa r t i r d 'une certaine
valeur de r ) ^ le rapport des distances d^ une racine de F/ aux racines pré-
cédente et misante de 'V tendant vers une limite.

Bé u n i s s a n t ces r é s u l t a i s dans u n seul énoncé , nous conc luons : si
les projections des sommes ^é(>m.étrl(f((es des vecteurs pris pour eliaoue
direction a/, sur l'a.ve correspondant —/'a// , ne sont pas nulles, la fonc-
tion orientée homogène a p ( ) u r deriçee une fonction orientée li.orno^ène
dont le^ suites ont même orientation r/ae les siennes; les modules des
racines de d e u x su i tes de même o r i e n t a t i o n ou .bien a l t e rnen t ou bien
o n t deux. a d e u x u n e d i f f é rence i n f i n i m e n t pe t i t e par r a p p o r t a celle
q u ' i l s ont avec les m o d u l e s v o i s i n s .
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4. Ccïs particulier : deu.r suites opposées. — Soient a e(. a 4-T: les
deux directions. Relativement h rune d'entre elles, a par exemple, on

trouve que les projections sur les directions — /-a et — A'a +• "7r sont
respeclivernent i 4- cospiï: et. o.

Reprenons brièven'ieni les opérations dis. paragraphe précèdent. Si
l'on eftectue .un tour complet (pseudo-circulaire), la, t raversée des
racines introduit, h. des int inirnoni p.eî i ts près, deux angles négatifs
égaux qui doivent donc conipenser exactesuenî, l'angle 2?,?; décrit
positivement. La vérif icatiou ^éoiliéiriqoe est f a c i l e : Fan^ie sous
lequel on voit de l'origine Je serment 1W i'sl éga.1 a O(T: . Par consé-
quent, à. Finlé-rienr du contour, les no/nbf'es ne mci/ies (te V cl, ne V dif-
férent (le k — i.

En ce qui concerne la disposit ion des racines, nous souiiiu's dans le

cas d'except ion. On Ironve qne r ;= -'..̂ ^^ ()fi m.mnr.lnl ( f i i e le m./^pof/

des (((sta/n'es dïi./u' /w/./^e. de ¥' (/(/.r racines Df'ecede/île cf. ^(ii^ff/ite. de V

tend /w.v — " — 1 1 .
ï - I p i

5. l^î/u'tiofts no/i /lo/no^'e/ies, ~ Sii |) j)osons que îey, d.ivers.c^s s is i les
n'aient |)as lêlémi* densilé, mais que les dens i tés relatives de deux
quelconques d'enire elles ex is ten i et ne soient ni milins ni in f in ies.
Rien d'essentiel, ne sera. changé dans (.oui ce qui précède, lino suile
quelconque élani prise coninio unité, on devni s i î r i j j i f ^ r i e s j i . iïiiilliplier
les longueurs des vecteurs correspondant aux diverses suites par les
densités qui leur sont propres. A. celle modification prés» nos conclu-
sions subsistent- donc.

Si nous faisons ensuite l'hypothèse que quelques suites oui, des den-
sités nulles, les vecteurs correspondants disparaissent, les résultats
ne sont encore pas modifiés ( l'étude eu. détail en esl aisée).

Nous pouvons grouper ces diverses fonctions sous le nom. de foiio
lions à densités définies.

6. Produit d'une fonction à densités définies par une fonction quel-
conque d'ordre inférieur. — Soient V(z) la première, G (s) la seconde.
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Désignons par p' un nonihre quelconque in tennédia i re entre les deux
ordres.'On a (Chap. IV, § 6)

(j' ( z ) ;/••p'"-"1 (en dehors de certains îlots),

à. partir d'une1 certaine valeur de r. On a déduit que l'expression asymp-

'ElLî  -"
V ( - ' "

tî' ? • = ) • " " - > < i - n i 1 F7^)1 est la même que celle (le -^i ï / r ( -3 ) i s \ -s ] • \ . « . i i i s r ^ )
tôtique (h •^ ( y— + ^y^.- ) est la même qu,e cel le de r̂r -j7/—

Dès lors, /^ nombre des raf'ines de lu dérivée dd produii FG-, silaées à
l'intérieur d'un c()fllol..4rp^ff^,d()-ei!'c^d(^ire in/lni'meal ^rand, différa d'une
quantité fixe de ecl'ui des racines dii prodtuf /nê/ruî, an. m,oi/is en, ^'éfwcil»
En général é^alî^neni, la dérives [)ossede les suil.es or i^ în iées qui tout
a l'heure engrenaient, avec cel les de la fonclion. Mais anx: racines du
facteur (x corres j tondent dans la dérivée aiîl.ani, de ra,cines sur la situa-
tion desquelles 0 1 1 ne sail. rieu a pri-orf, nos raisonneîiienis aniérieurs
étant, tels quels, inappl icables. (I est facile do jTîoni.rer qu'el ies sont
infininient voisint^ de! c^d i i ^sd i * ( x . Soit un contour C, inliriilnent; petit.
entourant cosnine il a été expl iqué au Chapi ire j)!^^^^!^^'}!- uni' ou plu-
sieurs, soi tÀ, rac ines fit» (i, de sori,^1 que le lon^ de ce contour la lirni.te

i 1 / / " \ 1

supérieure de ";l •̂-r- soil acc ( k j ) j a l de . Si la sonnne df^s veiîtelirs relat i fs1 s x ( .s ) <

à F ifest pas nulle h l'intérieur do C, ce qui ne pourrait se faire qifac-

cidc^ntellerneni, Ir» (}uotien(, |)ar -^— de la dérivée lo^aritiiinique de FG

reste, a. u n i n f i n i j n e n î . p e t i t prés, cons t an t lorsque .s décrit la l igne.
Donc i l y a, si r i u t é r i e u r , h r ac ines de (FG)'. Les nouvelles racines
forment une mile orle/ifee ; même dénionstra.tion qu'au, paragraphe
su ivan t .

7. Cas où la fonclion orientée F en d'un genre p supérieur dp. — On
sait (Chap. IV, § 6j que, si ^ désigne un nombre supérieur à p et si.

l'on trace de chaque racine a,,, comme centre un cercle de rayon -^rp
//

on a, en dehors de ces cercles,

JP;̂
^...-..-q>(^ < i^-^Lr

s,'
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D'ailleurs, le facteur exponentiel apporte dans l 'expression de

F(.s)
^fp^

un polygone de degré p — A ' (^T) .
On prendra p"-- ^< i , £r ^l-'111'1 ûrdre i n f i n i t é s i m a l i n f é r i e u r a ce lu i

de —^—TT- II est aisé d'en conclure qu'à l ' intér ieur d'un c o n t o u r qu i/ • i — t p — / ' ' ) j *
évite les cercles, le nombre des racines de F' est é^al a la somme de
ceux de F et de ^""1, si r est assez grand.

Notamment, à partir d'un certain module, chacun de ces cercles con-
tient une racine de la dérivée et il n'y en a, plus en. defiors. (Ion naissant la
valeur du rayon, il est aisé de conclure, d'après le Chapitre I, que les
racines de F/ forme/il des suif es orientées, r/ui correspondent a celles de F,
les racines de deux suites associées se groupent par couples de manière
que la longueur d'un couple soil infiniment peti te par rapport h la dis-
tance au couple voisin.

Ainsi, et c'est le résultat fondamenta l de ce Chapitre, en général, la
dérivée d'une fonction orienlée est une fonction orierUée; la d.ijJl'ércnce
des nombres de racines des deu^ fonctions dans an cercle infiniment
grand dont le centre est à l'origine est ///rie ; a partir d/an n'KH/aic asses
grand les racines de F' et de F se groupent en suites deux à dcu,v associi^es,
et, dans un couple de saites^ elles se corresponde/ft une à- ////<% 1^, à a/^
en sorte qu^ —^..^—j^L. ^// ^/^ limite finie et (fue l'on peut déterminer.

OIA.P'ITBE VI.
RACINES DES DÉRIVÉES Ï)E CERTAINES FC^NCTIOXS RÉELLES DE GENRE KINL

COMPLÉMENT A UN TilÉORÈME DE LAGUERKE.

1. Théorème de Laguerre. — Le théorème dont i l s'agit est le sui-
vant :

Étant donnée une fonction entière' réelle F( s) de genre p ayant un
nombre fini f de racines imaginmres : i° la fonction dérivée V ' i z ) eut
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de genre p; 2° f'équation '¥'( ^) == o a, comme on le sait d'après le théo-
rème clé Rofle, une racine au moins dans F intervalle de deux racines con-
sécutives de l'équation F (s) == o ; on peut affirmer de plus que, en dehors
de ces racines dont l'existence est décelée par le théorème de Rolle, il y a
au plus p -^/autres racines, d'ailleurs réelles ou imaginaires.

Je me propose de complé ter et d 'é tendre ce théorème par la même
méthode q u i m ' A servi p r écédemment .

2. Quelc/nes propriétés des su i l es d'ordre o. "- Posons

r, (sy^^,,,^ ,

et soit, comme d.\hal)itude, p7 u n nombre infér ieur à o.
Je dis que Von peu! trouver une suite de valeurs de h telle que, pour

h<^s <^cfi { c consla/H, éffai à 9. par exemple ) , on ai/ a^ <. -ï, • S'î 1 n'en

était pas ainsi, il (vxislerai t une suite i l l imitée de valeurs de h telles
q u e

^ -. ( f l ^ '
i ' h^> (^y, h,<h,<ch^

r/t- ff^\ ^<^<c^

^^(^f, h,<h,<c/^
îfi-,^ \h^l.

La somme des Ay p remie r s termes de la série S—;rp est donc infe-
^ ^/

ri cure a

r-i i //...,—A,j //^.—//,,, //^ p' /^—A/..i //i y^ i h^—//-j / / ^ .—/ /^ /^ p //^.—/z^....,,,^ h^ P
^ ..-.̂ .,,.̂ —„-, .»l...» ,.~.,,,>'...,..-————- «.-•L-i <.,i.-.»..———-..-»„»«« „„-..———^ ,̂L« ~4«-, ™-1-««»—,——!—»—« »-.—————. «

^..p'+Ê • ,,P'4-.S t" ,.p'4-.£ , , ^ r • t " " 1 ,,W , o 3
^,. ̂  ̂ ^ ,,. „ _^_ ,
-f- <- ^:--£ ^ f ' ^ ^

et, a fortiori, a

^"l î4..£
A., — /^i /c/ / f \ ^' f i i;'.—i+ _ii i——+2 (^^i \

TJ. "r- ";;." ^•' 1(/.,+,)'-? (/^.,-4-? C?;
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Comme la série V—— est convergente si peti t , que soit £, et que
Ja—^ 1 + -•1

n P

l'on peut choisir £ (le m a n i è r e que la ̂ G^-^ resie divergente,
^ /<

on arr iverai t ainsi à u n e con t rad ic t ion .
Considérons m a i n t e n a n t l ' ensemble E de f o u l e s les v a l e u r s de h

satisfaisant à la condi t ion posée; je dis que, pa rmi el les , i l existe une
suite i l l imitée telle que ̂  tende vers zéro.

hï>

Observons d'abord que si l'on prend deux su i t es

1 l [

< ^ ^
/>/. /^ /^-"•? -F '^? " • • 5

^ < ^

telles que hi et // a p p a r t i e n n e n t a u n e même v a l e u r de E; si r u n e t e n d
vers zéro, l 'autre tend aussi vers zéro*

Cela posé, portons noire atte'ntion su r les nrniima de -^ d a n s c h a q u e
ô'

Çt^

groupe de termes f a i s a n t cortège a ceux de rensemble lî. Si l e u r su i t e
ne tend pas vers zéro, il ex is te un nombre /n tel que , in par t i r d ' u n
certain groupe, g , on a i t c o n s t a m m e n t

/ •'>/«.

Observons a présent que, dés qu 'un indice / n ' appar t i en t pas a K,
c'est qu ' i l y a u n autre indice tf s u p é r i e u r à l et i n f é r i e u r à cl, tel que

Nous pouvons donc construire , a part i r du groupe g , une chaîne de
termes

rfi rt•ï />/;1 ( t î <-•.. { < A -/.l^, ,̂ ..,, _, .^, ^ . ^ ^ c , j - < € ] ï

^ Zf ^
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dont chacun est plus grand q u e m. Dès lors, en remplaçant m par
un nombre fixe m! plus pe t i t que l u i , tous les termes ^ (à partir du

n^
groupe g) seraient supérieurs a m\ Donc on a u r a i t

î ^/p'4-e«̂ _...F,.« <^ *-—.̂ -««.̂ ._ ^
/•^'- ,̂.«

//- r

ce q u i , a insi que nous l 'avons déjà d i t , est impossible pour les petites
valeurs de c.

Ainsi, il existe une infinité de valeur}? de h telles que^ pour h << .y <^ eh,
( ^ Â - P et cpie -4 tende vers zéro. Nous appel lerons leur ensemble E'.

/^
Soit m a i n t e n a n t p" un nombre tel que la série V—î soit conver-

^ /î.

gente; ^ (^st donc an moins égal a p; il peu.1- être é^al a celui-ci si la
smo^/? (>onv ( l l ^^e» c'est-i t-dire si p est l 'ordre par excès. Nous al lons//
prouver, par une démonsl.ral.ion analogue à la précédente, que Von
peut trouver une siîite de valeurs de II telle ffue, po//.r fi <; s <; eli { e con-

stant, égala 2, par exemple), on ail ^^^^r

Si. cette propriété n 'avai t pas l i e u , il exis terai t en efÏét une suite
i l l imi tée de valeurs de h tel/les que

î^'< (^y (^<^<^,),
î

f^<(^f (h,</,.,<ch..,),
' h.t "„ 't-î /

La sornine des hj pr^^rniers termes de la, série V -^ serait , par suite,
, . ' ^ H ^ l ^

s u p é r i e u r e à
//,„.,.
^ :î /^ •— h\ A.} /<?,.,—hy h\ / / / — A y .„.,., î / / î^ ̂  .,. ,.,..̂ __ ^ 4. _,^_. ̂  +. . .+ _..,..̂ __ ^,

.•//»/. I . , - . i\,,rm., ( ; ( ) , X X I I I . - - M A H H ninfi. l4
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donc à

r AI / i i i i l '^ r /ii ;< i i_ i
JL 7f + ̂  v/^ + /̂ rr "h ATTI " 't+ ̂  [TT, + /ir̂  ̂  T^m +- • •+ rr=~i+ /T^

Or cette dernière somme devient i n f i n i e avec y, t and is que la série
V —, est convergente.A r^ D

De ce théorème, on tire la conclusion que voici : sou une co/isfctnîe ( /

supérieure à î ; ou bien il existe une saite in/inie de vnlews de h telles
que, pour chacune d'elles, on ait

r— > (/ si .v > A,
^'ii

ou bien il existe une suit.o infinia de valeurs de h telles c/ue^ pour cfuieun.e
d'elles, il y ail des valeurs de s vérifiant la condition

c'^ ( ^>A) ,r//

et que toutes ces valeurs de s donnent lieu à l'inégalité

P'^Ï-^r

En effet, si, dans le théorème précédent, on prend ^^c^, les der-
nières valeurs de ^ q u i accompagnen t un h de la su i te s a t i s f o n t a la,
relation ^ ></; d'où l ' a l t e r n a t i v e que nous avons signalée. D ' a i l l e u r s ,
il peut se faire que les deux conséquences, d o n t l 'une est nécessaire,
soient vérifiées s i m u l t a n é m e n t par deux su i t es i n f i n i e s .

Nous allons compléter ce corollaire : Dans le second cas, si l'on con-
sidère la suite totale des valeurs de h jouissant de la propriété indiquée,

elle confiera une suite partielle infinie telle que n-^ tende vers zéro

lorsque n parcourt, en creusant, ses différents termes ainsi (fue les
valeurs de s qui leur sont attachées.

On sait bien. (!1) que, si ^ est le terme général positif et décrois"

( l ) rair une proposition plus précise dann le Mémoire cilo do M. E. LindtôlÔf, pa^e 5.
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sant crime série convergente, pour une infinité de valeurs de n,
u^n'Ln tend vers zéro; car, s'il n 'en était pas a ins i , on aurait toujours,
pour une certaine constante £ et a partir d'une valeur assez grande
de n,

„ ^ £ .^>^^

or la série Y -— est divergente.A nl^n °
Appelons S une tel le suite d'indices, et soit S' la suite sur laquelle

porte la proposi t ion, sui te composée de groupes d'entiers 'yi, y^, . . . ,
y^, ... ; y^ est formée des nombres h^ /^-j- i , /^-+~ .2, ..., /^.

Si n appar t ient à S, on a

riLn , . ..-.̂ =^ H.
/<

Supposons que n ne fasse po in t par t ie de S^ il est, par exemple,
compris entre y^ et 'y^, on peut alors le relier à un terme de y^,
/n par exemple, par u n e chaine d'entiers croissants

m, m^y /^a, . . . , / H / , n

jouissant des propriétés su ivan tes

/n. ̂  /n^ ^ ̂ ^ ^ n^ ̂  !L ( i > t^i,^, . . . ^ Y^ -^ -^ - • • • • - ^ - ^ V =,,-,,/ - r j

Donc

D'a i l leurs

rn s^ m
————— < 'fin.

r'y

par su i te

G étant indépendant de l. Le corollaire est donc établi.

^ < (,̂ ,

(1) On pourra, lorsfiiio cela sera nlilo, supposer 'r\n, décroissant.
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On pourrai t étendre ces propos i t ions de diverses manières. J ' in-
dique la su ivante :

Quel que sou l'exposant p^ on peut. trouver une suite ( l e valeurs ( l e h telle
que, pour À<^<y^, les (fuanlités (Xy^ aïeul une fùnùe supérieure firde.

3. Etude, du quotient par s^ 1 de la dérivée lo^'aril/t/nu/ae d'un pro-
duit canonique à racines réelles. — 'Rappelons qu'avec des racines quel-
conques on a posé

a,p-= r '̂S e..,.== —.?
r s

de sorte qu'avec nos n o t a t i o n s h a b i t u e l l e s

_i d / _ s \ r-^. ^^ ^r0.-..a,)(,^î(j) ^ ̂ . 1,1^, [^j ^ —^- ^•••:z't^^^^ 5

P(^) étant un produit canonique d'ordre p, on désignera par r^fs)

l'expression -^^ ~ L P(5). On étudiera successivement. le cas de
,5 ' Cii A.»

racines positives, de racines négatives, et celui d'une suite i l l imitée
de racines positives et négatives* En général, et a moins d' indicat ions
contraires, k sera le plus petit entier imposé par la théorie des pro-
duits canoniques; parfois, il pourra être supérieur a ce nombre, et le
fait sera signalé lorsqu'il prése niera, quelque utilité.

S'il s agit de racines î ouïes f)osuives, on a, pour le produit cano-
nique,

, // i «,„ (/.'•(•„*_.,(0 ( » / • • » i
(.) ^^LP(.)^^^^^^^.^S.-^S.

S^ et S^ sont, r étant constant , max ima pour 0 = o, m i n i m a pour

Pour 0 == o, on a,
• ci c î Y (lî?"'11

b.i—bâ== ;̂ ̂ —zr'

Cette expression est i n f i n i m e n t - g r a n d e ('^n,<^^<^r^') et positive
quand r tend vers /^ par valeurs décroissantes, inf in iment grande et
négative quand r t end vers r^ par valeurs croissantes.
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Pour 0 == TC, on a

T ^,^ //••M «,-« .TTT
c • û _ A V •st _V ls'^i -t~ ̂  — — T ——•— — _7 ———2 ,^^ ç;,+ i ^ ï i

Prenons le cas par t icul ier on p, l'ordre de P, est égal h. k, S^ 4- Sa est
i n f i n i m e n t grand avec r. En effet , les m premiers ternies de la somme
"tendent, pour r i n f i n i , vers les m premiers termes de la série diver-
gente

Y-^

Les sommes S< et rS^ sont, en môme temps, in f in iment grandes,
car

i t
.-./t-T? .̂̂  7n"T

".-^/^———.. ^.=27T-ï ï \ " " Ad / ï r '
- + -- ( — -+- ~
ï\' f \ /\ /' /\ ». ,. /

Proposons-nous, (l 'une maniè re générale , de trouver u n e l imite
infér ieure du module* d.e t?r( z ) quel que soit p. On a,

, / TC 0 ï ^ /"ï

(3) e ' a '^^(..s) •^ (Si -ï- S^ ) sin — -h ^'(Si — Sg) ces -•

II suffira de s'occuper de la. part ie réelle. Nous supposerons 0 ^> o.
Si 0 est i n f é r i e u r à --? par exemple, on peut choisir r assez près

de r^ pour que — — ï soit au moins de l'ordre "-; par suite, le termef ' i i rl
j f)/C+2 ^L pA'4-1 t\ »)

—. ——!t—:iz---^ à lu i seul, comparable à -y,- Si, ce que/•A ï — 2 ^ c o s y 4 - î . ^ a i r7- A

nous allons supposer pour les autres valeurs de 0, n appartient à l'en-
semble E' du paragraphe 2, ^ peut être remplacé par r^^ (on peut

aussi prendre —— — i très petit dans le môme b u t ) .
H~\-i

Si 0 est compris entre -I et un nombre peti t £, mais.fixe, nous ferons
varier l ' indice s (dans le groupe qui. accompagne /z, même para-
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graphe) de n "h î à n 4- ni, t dés ignant une quant i té petite et constante.
On a, en appelant m un nombre un peu plus grand que -7?

^L^LfLi^A^^ZL^.
rs ^v'/i / n

Ainsi,
fi^i-t-o a ( î + n^+a sin - "(^-o

/,. V t ^̂ ..M 6 . ^ ; 1 ^ ^ ____î____
w Z r f / ^ I — 2 P , C O S 0 + ^ ?. /^ Zri w^—//.^ '

n * /(, —.-"— -̂—,..—— --}— y
/&-

Prenons seulement les termes pour lesquels ^ ' « - ^ - ' ^ ' 0 ; leur
somme est supérieure à

^ (1±J^^(^ ^\v / /^ Ôm- \ ///ï/

Comme on peut prendre / de façon (rue —" soit i n ( e r i eu r a -•> i l eni ' 1 ' ! >1 * t.m. 1 1 ' ! ! !1 ^
résulte que, pour toutes ces valeurs de r (et de 0), ^(s) est inCér iou"
rement comparable à -^ et, a fortiori, à / ^" l l l" / r<

Si 0 est supérieur à e (et au plus égal à T;), les termes de S., "+-• Sa
dont les indices appar t iennent au groupe qu i correspond à n sont iso-
lément comparables ( i n f e r i e u r e m e n t ) a -j et, comme leur nombre est
environ (c -- i)/%, i l suit de là que ^(s) est encore i n t é r i e u r e m e n t
comparable à - .̂ et, a fortiori, à r^' (r pouvant varier de r^ a r^),

Ainsi , le résultat est général pour toute valeur de 0 [sauf pour 0 === o,
où ^ ( z ) peut être de signe arbitraire et aussi grand que l'on veut en
valeur absolue] et il s 'applique isolément à S^ et à Sy- Les calculs ne
supposent nul lement que k soit le plus pe t i t possible.

Rappelons (Chap. IV, § 6) que ' ^ ( s ) , la variable restant en dehors
de petites aires comprenant les racines^ est comparable supérieure-
ment à r^ / t(p<p' /).

S'il s'agit de racines toutes nêgcttlçes, on a
/_ jVr ^ ,̂ (,/M"!I . /^0/,/c-H

(6) CT(^)=——JI- V ..-^___-6 ^ ^ (_i)/^S' 4.^0S'/),
/ /•" A^ I •+• 2 (\i. COS U -h C.2 • ' '- ' i-'
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S", et S^ jouissant des mêmes propriétés que S^ et 83 (pour les valeurs
supplémentaires de 0).

Si U on considère à la/ois une suite infinie d'ordre p de racines posi-
tives et une suite infinie d'ordre Œ de racines négatives, on a l'expression

(7) ^) ̂  S» -- ^S^-h- (~ O^S, + e^S, )

qui, pour 9 = o et pour O===TI : , peut être prise inf iniment grande,
d'un si^ne déterminé, en fa i san t passer s i n f i n i m e n t près de l'une des
deux racines qui le comprennent .

Soient r\, r^, . . - , r^ .,. . les racines positives; -— r\, — r^ . . . .
—• r^ ... les racines négatives.

On a

(8) e-1^^) ̂  S^ ^^ S,+ ( - . - i)^S; ̂ -/0+ S,).

Supposons d'abord p et cr inégaux, par exemple cr<^ p.
Lorsque 0 varie de o à -n: - -5 nous ferons décrire à. z le même

chemin que si les racines pos i t ives exis ta ient seules. Rien ne sera
changé dans les résultais, pu isque S\ et S^ sont i n f é r i e u r s à r^^ et
que l 'on peut prendre cr"^ p\

Lorsque 0 varie de n: — -'- à TT:, nous prendrons r assez près de l ' u n
Q

des modules r^ ou r^^ qui le comprennen t pour que (S\ -h S^)cos^

soit inférieuremenl. comparable à -^ et, par conséquent, à r^^. Comme
/"i ^'f ••--•k

| S ^ — S ^ cos- est comparable supér ieurement à —— et, par suite,^
'/<-à rP^"-^, la propriété subsiste pour le coef f ic ien t de i.
Supposons m a i n t e n a n t que p el. Œ soierrt égaux.
Je vais d'abord chercher u n e l imi te min ima de S^ (el de S',), de Sa

(et de S^), quel, que soit 0, pour toutes les valeurs der(très grandes).
Par conséquent, n n 'appar t ient pas nécessairement ici. à l'en-

semble W.
On a

(9) s.>^i;^^>^i^i, i 1
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d'où
S,>^(/Q,

^(n) désignant là somme des n premiers termes de la série diver-
gente

Ï / ï 1 \^ ^ + . . \
4 \ / ï / *2 /

De même

<•»' ^i^>4^-->^
ï ï

^i (n) désignant la somme des n premiers termes de la série diver-
gente

1 /__ L. \
4VT-1 +^1--1 +••• ; •

Première hypothèse : k est pair. — Soit une valeur (ixe de 0 entre o
etn;; par exemple ^- De Ô = o à 0 =;^ je fais décrire a s le môme
chemin que s'il. r^y avait p o i n t de racines négatives*

D'après la formule (8), le module do i s ( s " ) est comparable i n f e r i e u -
rement à celui de

(ï: ï) (Si + ë[ ) cos0 — S2+ S; — l(Si -4" S\ ) sin 0

et, par suite, à celui de
(Si+S^s in^ ;

donc enfin à
Si s'in "5

5î

ce qui nous ramène au cas de racines toutes positives.
Pour 0 == j ( < ) , je suis un tragî'nent de rayon jusqu'à ce que j'arrive

aune valeur/-comprise entre r^, et r^,i, •n! appartenant a l 'ensemble E'
relatif aux racines négatives; puis, 0 augmentant jusqu'à'n;, je tracerai
le même contour que si les racines négatives existaient seules. Sur

(1) On peut évidomment suivre une ligne 0 allant de ^ (> o) à ^ « TC^
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ces deux ares (e t leurs s y m é t r i q u e s par rapport à l'axe des quant i tés
réelles) , les résu l t a t s o b t e n u s pour le cas de racines de même signe
restent donc acquis . Sur le se rment qu ' i l nous a f a l l u parcourir pour
relier les deux l ignes, ^(-s) est comparable a ^(/i) en vertu de la for-
mule (9).

Deuxième hypothèse : k est impair, — Nous r a i s o n n e r o n s comme
précédemment , mais nous p r e n d r o n s le coefficient

— ( S , - 4 - S , ) s i n ' 9

de i clans n7(,s). Par c o n s é q u e n t , lorsque n o u s décr i rons le segment,
î^(s) sera corn para blé i n t é r i e u r e m e n t , à -^—-'5 d'après la f o r m u l e (10).

lîecliercfie d'an maximum de [ C T ' ( s ) | dam le eau où p == k 4- ï. —
Nous avons rappelé plus haut que, en dehors de certaines aires
entourant les racines, on a, p0^* ^ 1 î^se% grand,

[ r r , ( ^ " ) \ < /'P^.

Cette i n é g a l i t é ne n o u s s u f f i r a pas lorsque p = = A - 4 " - : i , cas a u q u e l
V — est u n e série convergente . Nous a l l o n s prouver qu'en dehors de

^ //
petits cercles c o n t e n a n f : les zéros, on a, pour des su i tes de valeurs
in fii l i m e n t grandes do /",

^ ( ^ ] ^ r ' S n ( 1 ) .

I l suff i t é v i d e m m e n t de prouver qu' i l en est a ins i dans l 'hypothèse
de racines toutes positives,

N o us su p p o s o n s r^ $ r ^ r.,.^^
On a

, , , . . .r ^ ^•+1 i v ^+1< • » > i°<3'. < .-î ^ ,̂= ̂ ,_,,̂ ^
( 1 ) M. Boutroux, dany son Mémoire (iép cité, é tud ie avec détail celle quest ion, mais

il ne pousse point (p . 54) l ' approximHl ion tout à f a i t aussi loin qu' i l nous est nécessaire.
Nous allons, dans ce bu t , restreindre le champ qu'i l donno aux valeurs de r.

Âim. Éc. Ao/'w., (3), XXUL — MARS ï()o6. ^
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Soit £ un nombre posi t i f , pe t i t , m a i s fixe.
Poar 9 ^ £ , je décompose la somme en deux par t ies :
1° s^n; elle est snpérieuTem.enI comparab le a

TI. ri y' n

1 y ̂  «.,. v _ ^,. ̂  v — 4- /- V - ï .-^..̂ Z/A- ~- / ̂  /-^' " /• Zi /•^-i ' ^ /•^-i
1 1 ' 1 ' .V'4- 1

Si s ' est i n f i n i m e n t grand avec r\ mais de m a n i è r e ( j u e 4 s0^ i11^"
n i m e n t pe t i t , cette p remiè re p a r t i e est de la forme re^.

2° n -+- i^s; elle est comparable a
oo exi

l 'V^ , , , , •̂ •̂  1
^.^.^i=r^-^-/•£„.

n -l- l n - [ - 1

Pour o ^ O <^£, nous p r e n d r o n s ^ dans [(^s c o u r o n n e s q u e nous
al lons d é f i n i r .

Il existe (§ 2) une s u i t e i l l i m i t é e ô de va leurs de li j o u i s s a n t de
l ' une des propriétés su ivan tes : ou b i e n , d e * //, a c ' ' r/^ i l n'y a pas de
valeur de r y ; ou b ien au contra i re i l y en a, alors pou r e l f e s a,^'' t

g i
(ici p / / = = ^ 4 - - I ) et, de plus, —— tend vers o lorsque n p a r cou r t les

^ n
valeurs de h et des indices s q u i les accompagnent .

Posons </ /^==r^ , et d iv i sons r i n ï e r v a l l e / ^—/^ en trois p a r t i e s
égales; nous avons a i n s i les va leurs croissantes

/•/n ''h', ' ' h 1 1 . /"//•

Dans le cas de la p remière propr ié té , nous cho i s i rons r a rb i t ra i re -
ment entre /y et r^. Mais, dans le cas de la seconde, n o u s restreignons
ce c h a m p : d iv isons l ' in te rva l le total r ^ — r / , en segments égaux,
à -^ ( t pourra osci l ler , quand / c ro î t , entre deux nombres petits et
fixes). Si nous procédons comme au Chapi t re IV, paragraphe 6, la
longueur des segments suppr imés est au p l u s é^ale à

S^c^-i)^

puisqu'il y a au plus hÇn^^—i) racines do r/, à f\ et que cl-iaque
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rac ine s u p p r i m e au plus 3 serments. Le rapport de la longueur totale
à celle que l 'on va i n t e r d i r e est donc supér ieur à

€ — 1
3^(^-H__ ̂

t peu t être choisi assez pe t i t p o u r que ce rapport soit plus grand
que 3. Dès lors, i l y a dans l ' i n t e r v a l l e r / , ' r ^ / des segments qui sub-
s i s t en t , i l s engendren t des cou ronnes ou nous prendrons z. D'après
la m a n i è r e d o n t nous avons procédé, nous sommes sûrs que les
d i s t ances de r a u x , racines Fy i n f é r i e u r e s (et aux rac ines supérieures)
de l'intervalle r/, -- /^ sout respectivement plus grandes que -ÎJ^ —^\.i ---.-- ? ——-—

h h
3 t r ,
""Tr' ""

Cela posé, nous écr i rons

i^K^n;P.y — Ï

Nous décomposerons cet te somme en trois par t ies :
1 ° ^S:^
2° /•l^/',.
Elles donnent lieu aux mêmes calculs et aux mêmes résultats que

les sommes examinées plus liant.
'îo ,.. .^ ., —^ ^
-> 1h<^ fs<. /h-

Cette partie n'existe que dans le cas de la deuxième propriété. Elle
s'écrit

,.V l ^, T ,,..„». „

et elle est inférieure à
/// • . 1 h )

^r V
^asd r ^ IK t f ' f i

si ( / i ) dés igne une l i m i t e max ima d u nombre de racines de r^ à r'^
par exemple h C c / ^ ' 1 i— i ) . E l le est e n f i n comparable à

Si\Jir

c'est-à-dire à /•£„, |.)uisque ^— f.end vers o.
y ' î i
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4. Résultats de l'étude précédente. — On peut fa i re décrire à -s des
contours entourant l 'or igine et dont la plus courte d i s tance à ce p o i n t
croît au delà de toute l imi te , de manière à ob ten i r les propr ié tés q u e
voici :

TABLEAU T.

Quel que soit 0, \^Çz)\<^r^"/{ (en dehors de pe t i t s cercles en tou -
rant l 'origine).

1° Racines positives, ordre p.
Pour 6 == o, cr(-s) i n f i n i m e n t grand de signe a rb i t r a i r e .

A. p>/c.
|CT(^|>^(>/•P'" / <) .

^ / -y p/, . . i • l '"~~" ̂  ( -^ ) /Cl i "Mw rT!J ( - Z ) .B. ? = = / • . — Les c o e f f i c i e n t s de i de* —~,—^^^^ et . . - ^ — ^ - , . - / sontr ' ' ' " . s i î i7 s i n ^
(o <^ 0 <^w) pos i t i f s et i n f i n i m e n t grands*

2° Racines négatives, ordre p.
Résultats analogues.

3° Racines positiçes, ordre p ; négatives, ordre cr.
pour 0 == o et 0 ==TT, m{z1) i n f i n i m e n t grand de s igne a r b i t r a i r e ,

C. o"< p. — Les autres résultats comme s'il n'y avai t que des racines
positives.

D. a = = p > ^ .

a. k pair. — P o u r ' O ^ ^ par exemple (ou o < 0'< 0 < (f^îî),
le coefficient de i de — ^ Ç z ' ) e " " ^ est posit if et i n f i n i m e n t g r a n d *

p. k impair, !— Pour les mêmes valeurs de 0, le coeff icient de i
de — rnr(^) est posit if et i n f i n i m e n t grand.

a et ^. —Les autres résultats pour — O ' ^ O - ^ O ' , comme s'il n'y
avait que des racines -+-; pour — T C ^ O ^ — O ^ et O ^ ^ O ^ T C , comme
s'il n'y avait que des racines — .
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E. or == p === k.

^. k pair. — Le coefficient de i de ^.CT -^e~'6 est + et =o.

§. /c impair. — Le coeff icient de i de """./. ̂  " est 4- et oo.

4° Dans tous les cas, si p •== ^ 4- ï , | r s ( ' s ) ^ <^ rs^,.

5. Adjonclio/i d'un facteur exponentiel, — Soient

Q ( z ) ̂  Co ̂  "+- Ci ̂ --1 + . . . ( Co ̂ f o ),

y-^O^/.^; - ^/...,.i

et

avec
F ( ^ ) = = ^ '^S^^)

cp(^)=r^( ,3)+?î7( .s ) .

Nous appe l l e rons p le p lu s ^rand des nombres k et y, c'est-à-dire
le genre de F (-s).

Cela posé i l est aisé, en se servant du Tableau précédent, d 'é tabl i r
le suivant . :

t° p > y ( k ^ c j ) . — Les résultats de T s 'appl iquent à, ?(^), comme
si y (.s) n'existait pciff.

a0 p < y C^< y). ~ Un p<^t choisir le chemin de manière que les
parties réel les et imagina i res de ^ ( z ) soient du même ordre de gran-
deur (et de même signe) que celles de /,(s). comme s i ^ ( z ) n'existait
pas.

3° p == y == /:. — Comme au numéro '1.
4° p = cj == k + » , — ^Cornme au numéro 2.
En résumé, t o u t se passe lorsque y est in fé r i eu r à p, ou égal à p si

l'ordre est par dé fau t ( a ^ k ) , comme s ' i l n'y avai t pas de facteur
exponentiel, et lorsque c/ est. supér ieur a p, on égal à p si l'ordre est
par excès (p ̂  k -h i), comme s'il n'y avait pas de produi t canon ique .

On rcymarquera que, si, p < y, il ue serait pas nécessaire de supposer
que k est le p l u s pe t i t ent ier i n d i q u é par la théorie,



I I 8 L. LÏÏAII.

6. Adjonction d''autres racines. - On ne change rien aux résultats
précédents si l'on compléle le produit canonique de la manière sui-
vante :

i° Dans le cas déracines d'un si^ne donné, adjonction d'un nombre
limité de racines de Fautre si^ne (il va de soi qu'il est inut i le d'en
admettre un nombre illimité);

2° Adjonction, soit d'un nombre limité de racines imas'inaires con-
juguées, soit d'un nombre illimité d'ordre T (') aux conditions que
voici :

A. Il n'y a pas une sui te infinie de racines dont les arguments
tendent1 vers 0 ou vers TC (2), si p ^> <y.

B. Si ^< p << y(== p), T << y(" ̂  //) (T peut ê t re supérieur à /^).

C. Si -p ;> ̂ (==^)^y, T <; p, excepté si les racines posit ives et les
racines négatives sont de même ordre, alors on suppose T < '̂ ou
T <^ À — i, selon que k est pair ou impair.

D. Si p == /c(== /^)^</» pas de suite infinie de racines imaginaires.

E. Si p^ q{^'p) ==^+ ï , T<p(=^^

La vérification se (ait sans difficulté, si l'on observe que :
Dans le cas d'un nombre limité de racines imaginaires (conjuguées),

l'élément réel de la partie de 'p(^) qui leur correspond est fini pour r

infini, et il en est de même pour le produit par»-,7 , du coef î ic ientde i1 j • s iii^
(quel que soit 0)*

Dans le cas d'un nombre illimité de racines imaginaires, le module
de la partie de 9(5} qui leur correspond est inférieur a r^'^ \ pour r
assez grand (r" quelconque supérieur à ï), et cela que k soit. ou non
le plus petit entier fixé par la tiléorie.

( 1 ) Lors môme que T < k, les fyctein's prinmires qui leut" soul rehtî i fs peuvent, é re (le
genre À'; ûii d'aniros t(}riïu*s, i! est. inulilo (l'atiirtelirï* que l'on 9 dissocié l'ajiseinble dos
rttcinos de P eii plusieurs (MiBembles doniiîuil li(ïu à des produits (;aîKmiqu(îs néparés»

(2 ; Ello n'est pas eîïfcièreiTïBnt iiédossairc, mms il itte i'»ar?ut sîUis intérci de diyc/uler ce
point, de manière à obtenir le mîixnnuin de liberté dans les hypothèses.
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.. 7. Nature ( / e s fonctions réelles F(s). — Résumant toute cette discus-
sion, les résu l ta i s du paragraphe 5 ne sont pas modifiés si nous
fa isons sur F (^ ) l 'une des hypothèses suivantes :

1° Son genre est supér ieur au genre de son p r o d u i t canonique et à
l'ordre de ses racines i m a g i n a i r e s .

2° Son genre est égal au genre de son produi t canonique et à
l'ordre de ses rac ines réelles; el le n'a q u ' u n nombre l i m i t é de racines
imaginaires. .

3° Son genre est égal au genre de son p r o d u i t c a n o n i q u e et est in-
fé r ieur à l 'ordr(1 dt^ ses racines rée l les ; l 'ordre de ses racines réelles est
supér ieur à c e l u i de ses racines imaginaires . Toutefois , ce dernier est
i n f é r i e u r à k ou a /• — ï , se lon que k est pair ou impai r si les racines
posit ives et les rac ines négat ives sont de môme ordre. Enfin, i l n'y a
pas de s u i t e i l l i m i t é e de rac ines i i nag ina i r e s don t les arguments
tendent vers o on vers r:.

C'est de ces fonct ions qu'il s'agira désormais; elles comprennent
comme cas particulier les fonctions envisagées par Laguerre^

TnEOhElvïE Di-; LAGUEHISK. - ï 0 /l partir d'un module assez grand, les
seules racines réelles sont celles prévues par le t/féoreme de JRol/e.

2° On peut tracer une suite infinie de contours {symétriques par
rapport à l'axe des quantités réelles) contenant l'origine, dont la distance
minimci à ce point est mfinirnent grande et tels quà l'intérieur de chacun
d'eux le nombre des racines de la dérivée soif égal à celui de la fonction,
augmenté de p — ï , si la, fonction est de genre p.

Nous supposerons , u n i q u e m e n t pour s i m p l i f i e r l'exposé, que la
fonc t ion n'a que des racines s imples .

L a d é m o n s t ra t i o n c o n s i s t e ra à et u d i o r 1 a v a r i a t i o n d ' a r g u m e n t
de^(s ) : i ° l o r s q u e z déc r i t un con tou r embrassan t h racines réelles et
i n f i n i m e n t v o i s i n de l 'axe de ces q u a n t i t é s ; 2° lorsque s parcourt un
chemin i n f i n i m e n t grand a u t o u r de l ' o r ig ine ; les contours d o i v e n t ,
bien e n t e n d u , être tracés de façon à rendre appl icab les les résultats
consignés dans les paragraphes précédents.
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A. Le genre/? de F est supér ieur au genre 'k de son p rodu i t cano-
n ique et à l 'ordre T de ses racines imagina i res .

Alors la part ie pr inc ipa le de 9(5} est y/^), même si l 'ordre p des
racines réelles est égal à p , et l'on a (hors le vo i s inage des racines
de F)

9 (.-)=: y C^Z^ (!+£„).

Les deux proposi t ions sont alors immédia tes .

B. p == h == p, nombre limité de racines imagina i res .
[° Les racines positives et les racines négatives sont do même

ordre p ; k est pair.
Pour 0 == o et 0 == TT, ^ ( z ) est pos i t i f (le chemin é t a n t convenable-

men t chois i ) ; la projection de o f^ ) sur l 'axe 7T + 0 est négative ou
positive, selon que 0 es! posi i i fou négatif; donc la partie négative de
l'axe des quant i tés réelles n'es! pas traversée pour un tour complet.

2° M'érne hypothèse sur les racines, mais h est impair.
On projette sur l'axe des quant i tés imaginaires.

3° Les racines négatives (par exemple) sont en nombre limité, ou
leur ordre est inférieur a celui des racines posit ives. On procède à
volonté, comme dans l'un des deux cas précédents.

C. / ? = = ^ < p , ï < p , avec diverses res t r i c t ions énoncées au nu-
méro 3 du paragraphe 7.

La variation d'argument de o(s) est la même que celle de la
partie ^ ^ [ z ) de ̂ (^) qui correspond aux racines réelles, puisque le
module de la dif férence dos deux expressions est intmiment petit par
rapport à celui de l'une d'entre elles.

i° k pair; on procède comme dans l'hypothèse B, n° 1 ,
2" k impair; comme dans le cas B, n° 2.


