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ANNALES .

SCIENTIFIQUES

DE

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES PRINCIPES

THEORIE CINETIQUE DES GAZ,

Pax M. Emme BOREL.

La théovie cinétique des gaz et ses applications el extensions
diverses sont encore loin d’étre acceptées sans difficulté par tous. En
particulier, les applications du caleul des probabilités aux calculs
statistiques concernant les molécules excitent beaucoup de défiance
chez certains esprits. Bien peu sans doute en sont restés 2 la
boutade de Joseph Bertrand, disant que ces problémes de probabilité
ressemblent au probleme célébre de 'dge du capitaine, qu’on propose
de déterminer, connaissant la hauteur du grand mét. Mais, sans aller
jusque-la, on doit reconnaitre que I'énoncé méme des problémes
manque souvent de précision et que les déductions par lesquelles on
arrive a la solution manquent parfois de rigueur.

En faisant celte constatation, je tiens & dire qu’elle ne diminue en
aucune maniére mon admiration pour les créateurs de la théorie. La
route était difticile et ils ont eu raison de ne point ’atlarder aux pre-
miers obstacles; le plus pressé était d’arriver 4 des résultats suscep-
tibles de vérification expérimentale; ces résultats sont un encourage-
ment & persévérer dans la voie ouverte par Maxwell.

dnn, Ee. Norm., (3), XX - JANVIER 1906, 2



10 EMILE BOREL.

Mais eette vérification en quelque sorte @ posteriord ne satisfait pas
tous les esprits et il ne me parait pas inutile de reprendre les principes
de cette théorie cinétique pour chercher i Jui donner une base rigou-
reuse au point de vue mathématique.

Cette tentative n'a pas grand intérél pour les adeptes convaineus;
ils vont de Pavant avee sucets; ils perdraient leur temps en retournant
en arritre, ¢t je serai le premier a le lear déconseiller.

Aussi ¢’est & ceux qui jusquiici ont plus ou moins partagé sur la
théorie cinétique des gaz opinion de Joseph Bertrand que je voudrais
m’adresser. Leurs scrupules sont légitimes & certains égards : on ne
peut reprocher & un mathématicien son amour de la rigueur; mais il
ne me parait pas impossible de les satisfaire.

Tel est le but des pages qui suivent : elles ne font faive aucun pro-
gres réel ala théorie, au point de vue du physicien; mais elles auront
peut-étre pour résultat de convainere quelques mathématiciens de son
intérét et, en augmentant le nombre des chercheurs, contribueront
peut-étre indircctement i son développement. S'il en est ainsi, elles
n’auront pas été inutiles, indépendamment de Uintérét esthétique gui

s’attache a toute construction logique.

1.

Il me parait d’abord nécessaive de préciser la notion méme de
probabilité, qui joue un si grand role dans la théorie cinétique. Dans
ce but, je vais étudier avee quelque détail un probleme simple de
probabilités; je m’excuse d’avance de la Jongucur de ces prelimi-
naires : ils m’ont paru indispensables a la clarte.

Considérons un cercle Csur lequel est marqué un point fixe O3 &
chaque petite planite nous faisons correspondre un point P, qui se
meut sur le cercle G suivant la loi suivante : lorsque la petite planite
passe ¢n un point déterminég (*) A de son orbite, le point qui la repre-

( ) Nous laissons de c¢oté les difficultés relatives a la fixation du point Ay elles sont de
méme nature que celles qui sont examinées plus loin (p. 25). Pour fiser Jos idées, on

peut 1magmcr' un dcmx-plun fixe passant par le eentre du Soleil et coupant chaque orbite
en un seul point, qui sera e point A.
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sente passe en O: il se meut sur le cercle d’'un mouvement uniforme
dans le sens positif.

Nous avons ainsi sur le cercle C des points P qui se meuvent tous
dans le méme sens et dont le nombre 7 est égal au nombre des petlt(‘h
planétes actuellement connues (). Soient C, et G, les deux demi-cir-
conférences séparées par le diamétre de C qui passe en O: nous nous
posons la question suivante :

Proprime A. — Quelle est la probabilité pour qu’aw 1¢* jangier 1907
tous les points P sotent sur le demi-cercle (i ?

Nous devons nous poser une question préalable : I'énoncé du
probleme A a-t-il un sens (?)? Il est clair que, si nous possédons un
annuaire donnant effectivement les longitudes des petites planetes &
I'époque indiquée, nous saurons si les points P sont ou ne sont pas
sur le demi-cercle C,; si nous constatons, par excmple, qu’ils n’y
sont pas tous, nous devrons dire que la probabilité est égale i séro;

s’ils y étaient tous, elle serait égale & wn, et ce sont les deux seules
]lV[)()Lh(‘"’(“; possiblos‘. Ainsi <,<)ns|(lcr(:, le probleme n’a guere d’in-
Lérét, et son énoncé est peu correct, car il n’est guére raisonnable de
parler de probabilités lorsque I'on possede la certitude.

Mais on peutse placer & un point de vue différent et poser le pro-
bléme A sans donner aucune donnée numérique relative aux petites
planttes. On sait sculement quel est lear nombre et que les durées de
leurs révolutions sont toutes différentes entre elles, bien que com-
prises entre des limites assez rapprochées. Dans ces conditions, le
probleme A doit-il étre regardé comme ayant un sens? Il ne me
semble pas; ce n’est qu'en vertu d'une convention que 'on pourra lui
en donner un. Une probabilité, en effet, est une quantité d’'une nature
particuliere, qui ne peut étre exprimée qu’au moyen de quantités de

(') Le probléme se poserail sous une forme un peu différente si U'on faisail intervenir
aussi les pelites planétes qui seront découverles d'ici au 1" janvier 1920, par exerhple,
ou encore loules les petites planéles a déeouvrir.

(%) Voir dans PoiNcARE, La Science et U'Hypothése, le Chapitre sur le caleul des pro-
babilités. Je ne puis citer & chaque instant ces pages suggestives, dont la lecture m’a 616

fort utile. Sur plusieurs points, d’ailleurs, j'adopte un point de vue tres différent de ('ehu
de M. Poincaré.
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méme nature préalablement connues. Lorsque on demande quelle
est la probabilité d'un coup de dés déterminé, on fait Phypothése
que, pour chaque dé, la probabilité de chaque face est laméme et que
les divers dés sont indépendants. On pourrait étre amené, par ana-
logie, & compléter I'énoncé du probleme A en ajoutant : 1° que, pour
chaque point P, la probabilité d’étre sur €, est égale & la probabilité
d’étre sur Cy; 2° que les probabilités relatives aux divers poinls P
sont indépendantes. Or, silapremiére convention paraitra sans doute
naturelle i tous, la seconde paraitra arbitraire & beaucoup. En adop-

. . . .. 1
tant ces conventions, la solation du probleme A est visiblement

(Vest i ce méme résultat que nous aboutirons par une autre voie, ce
qui montrera I'équivalence de la convention que nous adopterons
avec les précédentes, en ce qui concerne le probléme A.

Ltudions auparavant une forme un peu différente de ce probléme.

ProsuiMe A'. — Dans U'énoncé du probléme A, on remplace épogue
du 1% janvier 1907 par une époque antérieure (ow postéricure) de
1000 ans.

Cet énoncé est moins fictif que A, car les positions des petites pla-
netes il y a rooo ans (ou dans 1000 ans) sont moins hien connues
que les positions actuelles; on congoit done qu'il soit plus naturel de
se poser & leur égard une question de probabilités @ deux astronomes
pourraient vouloir engager un pari sur la question qui fait Pobjet de
I'énoncé A’; ils feraient ensuite les caleuls nécessaires pour pouvoir
régler ce pari.

Mais la différence essenticlle entre A et A’, ¢'est que, pour A, nous
sommes obligés ou de supposer une connaissance complite de la
situation des petites planéles, ce qui supprime le probleme, ou de
supposer une ignorance complete, ce qui exige une convention sup-
plémentaire en partic arbitraire. Au contraire, pour A’, nous pouvons
supposer connus les éléments actuels des petites planites et demander
que on réponde saus faire les calculs qui donneraient leurs longi-
tudes dans 1000 ans (ou il y a 1000 ans). Toutefois cette différence
est plus apparente que réelle, car on pourrait concevoirun caleulateur
assez habile pour, i la seule inspection des éléments actuels, caleuler
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les éléments & 'époque indiquée dans I'énoncé de A’; pour ce calcu-
lateur, A’ ne differe pas de A.
Nous sommes ainsi conduits & envisager le probléme suivant :

ProprLive B. — Quelle est la probabiliteé pour que les points P sotent
tous sur G, a une époque t comprise dans un intervalle donné de
2000 ans, par exemple entre le 1% janyier 9oy et le 1" janvier 2907 ;
celle époque t sera déterminée par le sort, de telle manicre qu’il y ait des
probabilités égales a ce que t soit compris dans deuzx intervalles de temps
égaux quelconques.

St nous écartons d’abord I'hypothese o nous aurions le temps de
faire tous les calculs nécessaires ala solution exacte de ce probleme B,
nous apercevons cependant des cas olt la réponse & donner ne sera

I - I3 5
yas - - Si, par exemple, deux petites planétes ont actuellement (!
pas -5 I [

des moyens mouvements ¢ganx et des longitudes différant de 180°, il
est clair que les points P correspondants ne seront pas simultanément
sur C,; la probabilité demandée est donce zéro. Si, au contraire, deux
petites planttes ont des moyens mouvements égaux et des longitudes
égales, pour que 'une soit sur C,, il faut et il sulfit que 'autre v soit;
tout se passe done comme s’il y avait une petite planéte de moins, ce
qui conduit & répondre ;;;fw, au lieu de ;;;-

Mais la réponse & faire au probléme B pourra étre bien différente
si on fait effectivement le calcul des positions des points P dans
Iintervalle donné. I1 arrivera peut-étre (*) que, dans un intervalle de
temps déterminé, de 2543 secondes par exemple, les points P seront
tous sur C,; si 'on désigne par N le nombre de secondes contenu
dans I'intervalle de temps de 2000 ans visé dans 'énoncé, la réponse

(1) En fait, il n’existe pas actucllement deux telles petites planéles; mais on peat en
découvrir demain, ce qui sulfit & mon raisonnement. On ne peut, en effet, répondre : cela
est peu probable, comme on le ferait si nous discutions le probléme A ; nous supposons ici
que U'on sait effectivement ce qui est.

(*) Sans avoir fait le calcul, je crois pouvoir affirmer que cette circonstance hypo-
thétique ne se présente pas effectivernent pour le probléme B ici posé; mais elle se pré-
senterait sans doute i, dans I'énoneé de B, on remplacait la demi-circonférence Cy par
un arce déterminé de 353 de la circonférence C.
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.. 2543 e Ny
est visiblement - \II » car telle est la probabilité pour que I'époque ¢
soit comprise dans Vintervalle favorable.

Si on se plagait i un point de vae purement abstrait, on serait
conduit i généraliser ainsi 'énoneé B :

Prosuiw B'. — On considére un certain nombre de points O qui se
meusent sur un méme cercle d'un mousement uniforme; connaissant
caxactement les positions initiales et les vitesses, caledder la probabiid
pour que ces points solent. tous sur un arc donne @ une cpogue 1 choisie
arbitrairement dans un intervalle donné (a, b).

Cette probabilité tend-clle vers une limite lorsque Uintervalle a, b
grandit indéfiniment? Quelle est, dans ce cas, cette limite?

Nous ne discuterons pas ces questions qui n‘ont aueun intéret
coneret; nous signalons seulement le probléme B a titre de curiosite
arithmétique, car sa discussion est, & ce point de vae, intéressante of
conduit & des résultats inattendus.

Mais Uintérét de cette discussion réside dans les proprictés arith-
métiques des rapports des vilessess or, pratiquement, ces propriétes
arithméliques n’ont aucune existence, car cela n’a aveun sens de
dire que deux nombres connus expérimentalement ont un rapport
commensurable ow incommensurable. Aussi le problime B est-il sans
intérét réel; énoncons le probleme corvespondant en restant dans la
réalité :

Prosting B”. — Que devient la probabidite qui fuit objet de B lorsque
Uindercalle de temps considérd grandit indefiniment ?

La grande différence qu'il y a entre B et B, ¢'est que dans B’ los
vilesses et les positions initiales des points Q sont supposées connues
cvactenent ; landis que, dans B, les vitesses et les positions initiales
des points P sont connues seulement & une certaine approximation ;
de plus les vitesses varient avee le temps suivant une loi imparfaite-
ment connue. Aussi 'énonce B” est-il insuffisant; nous allons chereher
ale compléter.

Nous ferons, pour abréger, quelques hypotheses dont le lecteur se
rendra compte aisément qu'elles ne sont pas essenticlles; nous sup-
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poserons d’abord les moyens mouvements constants; nous suppose-
rons de plus que I'on connait pour chacun d’cux un intervalle @ — «,
a+ ¢ dans lequel il est compris, et que toutes les valeurs de cet
intervalle sont également probables. Cetle derniére hypothese étant
entiérement arbitraive, j'insiste sur le point qu’elle n’est pas essen-
tielle; on pourrait supposer, en imitant un calcul de M. Poincaré,
que la probabilité pour que le moyen mouvement soit compris entre
a+ 0z et @+ (0 +d0)eestde la forme $(0) d0, 2(0) étant une fonc-
tion continue positive quelconque, sensiblement nulle pour [0 > 1

et telle que I'on ait
vt 00
j v (9)dl = 1.

Nous prenons pour ?(O) une fonction discontinue :

() =% pour [0] <1,
w(l)=o0 pour [0 > 1.

Des lors, au licu de B7, nous aurons I'énoneé suivant :

Provuime C. — Connaissant & & pres les moyens mouvements des n. petites
planétes et connaissant exactement (') leurs positions initales, on désigne
par @ la probabilite pour qi'a unc époque t choisie arbitrairement dans
un ntervalle a, b tous les points P correspondants sotent sur (. Quelle
est la limite vers laquelle tend o lorsque Uintervalle a, b augmente
indefiniment ?

La probabilité inconnue se calculera au moyen de probabilités élé-
mentaires supposées connues : 1° la probabilité pour qu'un moyen
mouvement ait une valeur déterminée entre @ — e et @ -+ €; nous en
avons déja parlé; 2° la probabilité pour que ¢ ait une valeur déter-
minée comprise entre @ ¢t b; nous supposons que la probabilité pour
que ¢ soit compris entre ¢ et o est ‘[f -

pris entre a et b.

(4 P
i quels que soient ¢ et d com-

(1) Celte connaissance exacte des positions iniliales est encore une hypothése simpli-
ficatrice non essentielle.

v
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Le probléeme C a maintenant un sens mathématique parfaitement
net; il est d’ailleurs aisé de voir que la probabilité limite demandée
est—;,-,- Le moyen le plus simple pour arriver i ce résultat me parait
étre une représentation géométrique dans 'espace i n dimensions que
je vais exposer d'abord en supposant, pour plus de clarté, 2 == .

Nous désignerons d’une maniere générale par 2w, la valeur initiale
de I'arc OP; et par 2wd; la vitesse angulaire du point P;; la valeur
de I'arc OP; & I'époque ¢ est ainsi 2w (a;+ b;2). Pour que P; soit sur
I'arc C, il faut ct il suffit que a;+ bz soit compris entre £ et A, - ',
# étant un nombre entier quelconque. Nous supposons que Pon a

bi— e, <bp<<bi-¢s

la vitesse angulaire probable est 2nb;, & 2we, pres.
Nous poserons :
@ agt- Uyt

et nous supposerons que les ; sont les coordonnées d'un point % dans
Pespace a n dimensions.
Considérons, dans cet espace, le solide II limité par les plans

I
Xp= /A,; A “/";'}“ "‘-17

en désignant par £, £,, ..., k,, n nombres entiers quelconques. Pour
que tous les points P;soient sur G, il faut et il suflfit que le point £ soit
4 Pintéricur de I'un des solides I1.

Faisons la figure en supposant n == 2; les solides 11 se réduisent
alors 4 des carrés, que nous couvrons de hachures. Soit o le point de
coordonnées a,, a, et MNPQ le rectangle dont les cotés ont pour
équations

&y dy - by ey,

Ly == Ay~ byt gy,

A l'époque ¢ =1, le point £ occupe une certaine position i 'inteé-
rieur du rectangle MNPQ ct, d’apriss nos hypothéses, tontes les posi-
tlonsry sont également probables, en ce sens que la probabilite pour
que g se trouve dans une aire d’étendue S est proportionnelle i S.
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Soit M'N'P’Q" le rectangle homothétique de MNPQ dans un certain
rapportz, le centre d’homothétie étant w; il est clair que le point & qui
correspond & I'époque ¢ est ’homothétique de £ par rapport & w; il
occupe donc dans le rectangle M'N'P'Q’ la méme position que £

S

Tig. r.

\
XY

dans MNPQ. Par suite, la probabilit¢ pour que & soit dans une cer-
taine aire S située dans M'N'P'Q" est proportionnelle A S Or,
lorsque ¢ est tris grand, le rectangle M'N'P7Q’ est tres grand par rap-
port aux dimensions des carrés; on en conclut aisément que le rap-
port de la somme des aires des carrés couverts de hachures situés i
Pintérieur de M'N'P’Q’" & Paire totale de ce rectangle est (rés voisin
de 2, la différence tendant vers zéro avee ; On en conclut par un rai-
sonnement facile que nous omettons que la probabilité limite de-
mandée est ;-

Si, au licu de deux dimensions, ily en avait n, le rapport du volume

I
:;;I’L 2

occup¢ par les solides I au volume total est
babilité limite cherchée.

telle est aussi la pro-

On remarquera qu’en méme temps que le probléme C nous avons
résolu un probleme un peu différent :

Provuive D. — Les hypothéses ctant les mémes .que dans C, quelle
est la probabilité pour que les points P sotent tous sur G, & wne
époque t délermince, mais treés éloignée de Uépoque actuclle, par exemple
dans 10'°° anndes, ow il y a 10'°° anndes.

Ann. Fe. Korme, (3), XX, — JAxview 1906, 3
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On trouve que cette probabilité differe extrémement pen de ,',4' 1
est d’ailleurs clair que si la probabilité demandée dans D a une limite
lorsque ¢ augmente indéfiniment, cette limite est Ja solution de €. !.:1
réciproque est moins évidente, ef ¢’est pourquoi il n’étail pas inutile
de distinguer les problemes Get D.

On peut exprimer le résultat obtenu en disant que la solution ceactr
des problémes G et D est précisément celle quel on obtiendrait en regardunt
les petites planétes comme indépendantes. 11 est manifeste que e’est une
loi générale et que tout probleme de probabilité tel que le suivant
« Quelle est la probabilité pour que les points représentalifs de quatre des
petites planctes (non fixées d'avance) diférent respectivement e moins
de 1" des sommelts d’un carré inscrit (non donnd d’avance)? » peut ¢fre
posé sous une forme analogue & Cou D et admet alors Ta solution que
'on obtient en regardant les points P distribuds par le hasard d "wne mo-
nicre indépendante les uns des autres (la probabilité pour que on
d’eux soit sur un arc étant proportionnelle o Tn Tongueur de cotare),

Cest lale résultat essentiel que nous voulions obtenie; il n’est pas
inutile d'y ajouter quelques remarques.

Observons d’abord que Pon peut convenir de donner au probleme A
la méme réponse qu’aun probleme D, si Pon suppose que on ignore
les éléments des petites planttes. En réalité, lintroduction d'an temps
treés long (futur ou passé) dans 'énoncé de D a pour effet de rendree
inutile notre connaissance approximative de ces éléments. Clost eette
connaissance approximative seule qui distingue une époque actuelle on
rapprochée d’une époque ¢loignée; il est claie, en effet, qu'une telle
distinetion ne peut avoir aucun fondement logique. La oit il y a con-
naissance, iln’y a pas place pourla probabilité : sij"ai pointé les Conps
d’une partie de pile ou face et si 'on me demande quelle est la proba-
bilité pour que, sur 2 coups, on ait amené toujours face, je ne devreai

, 1 . . . .o ’
pas répondre —» mais bien 1 ou o suivant que Uévénement s'est o

non effectivement produit. S'il s’agit au contraire d’une partic future,
. ’ e ] ‘ e » (e o v ’ >
jerépondrai —; ma réponse pourra étre encore différente s'il s agit

d’une partie commencée.
Si done la distribution actuelle des petites planétes était ¢res rregi-
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licre, si, par exemple, tous les points P étaient sur Gy, on pourrait
parier que cette irrégularité cessera dans Pavenir et n’existail pas
dans le passé. Mais la longueur du temps n’a par elle-méme aucune
vertu spéciale pour amener la régularite = la probabilité d’une distri-
bution singulicre déterminée reste toujours la méme @ mais la proba-
bilité disparait pour faire place d la certitude lorsqu’il s’agit d'un éve-
nement accompli (ou connu).

.

Abordons maintenant les principes de la théorie cinétique. On de-
vine que nous allons chercher & poser sous une forme analogue i €
ou D les problemes que Pon pose habituellement sous une forme
analogue & A, & B, ou méme a B'.

Précisons d’abord les hypotheses physiques.

Nous considérons un certain nombre de spheres toutes identiques
entre elles, supposées parfaitement élastiques, et se mouvant i I'inté-
ricur d'une enceinte rigide et absolument fixe sans élre soumises a
aucune force extéricure. Lorsqu’une sphire choque les parois ou que
deux spheres se choquent entre clles, le mouvement ultéricur esf
déterminé par les lois du choe des corps parfaitement ¢lastiques, ¢’ est-
a-dire qu'il y a i La fois conservation de la quantité de mouvement (")
et conservation de la foree vive.

Désignons par @, 2, 2, les coordonnées du centre de la premiére
sphire, par z,, ;, 2, les coordonnées du centre de la seconde, ete.,
PAT Xy uy Xy gy Ty los coordonnées du centree de la 2o, Le fail que
les sphéres ne peuvent traverser les parois s’exprime par 7 inégalités
de la forme

Sy, @y ) o,
(1) g Sy, g, ay)) =0,

./("'.zu 20 Lyn 1y an) o Os

De méme, si lon désigne par @ le diametre 'une des sphéres, le

(1) Dans le cas du choe contre une paroi, ¢’est la projection de la quantité de mouve
ment sur le plan tangent qui reste constante.
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) . . .. R . nin 1)
fait que deuxsphires ne peuvent pas se pénétrers’exprime par---

inégalites de la forme

[ (y=iey Vb (@geeirg )b (g )T 0,
(=g Vb (2g—iry )P4 (0 ry )0,
e P R
(@ == Lypeg)? -t (g ity OF e iy gy ) Oy

(2)

(= y Vet (g gy Vb (g )70,

........... P A R A I R P N A R R )

\ (Zgnes — Zan—g )2 (Xgnp == Xyneg ) 4= (Capon— Xy ) - "m0

SiTon regarde les x; comme les coordonnées d'un point dans Fess
pace & 3n dimensions, les inégalités (1) et (2) définissent dans et
espace un certain domaine D d’un seul tenant. A chaque point P de
ce domaine correspond une situation bien déterminée pour Pensemble
des sphéres, ct réciproquement. Comment varie le point P lorsque Tes
spheres se déplacent suivant les lois indiquées plus haut?

11 est bien clair d’abord que, tant qu’il n'y a pas choe, le mouye-
ment de P est rectiligne et uniformes; si Pon désigne par ¢y, ¢,, ¢, les
projections de la vitesse du point x,, ,, @y, ete., il est clair que la
vitesse ¢ du point P a pour projections sur les 32 axes : ¢4, 0., 00y vy,
et par suite que I'on a

Cette vitesse ¢ st done constante, puisque la foree vive totale des
spheres se conserve.

Supposons maintenant que la sphere 2y, @, 2, heurte la paroi s le
point P rencontrera alors la surface limite du domaine D

VAT L) O

Le point P se réfléchira done sur cette paroi.

Nous allons voir que les lois de cette véfleion, dans Pespace i 5n
dimensions, sont la généralisation des lois dans Uespase ordinaire.

Considérons une surface quelconque

G(Byy Ty ooy Bp) 2 0
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en posant, pour abréger, m = 3n, et solent ¢,, ¢,, ..., v, les projec-
tions de la vitesse du point P qui heurte cette surface en un point de
coordonnées x,, Xy, .., Ty

Les lois de la réflexion seront les suivantes : la trajectoire incidente,
la trajectoire réflechie et la normale a la surfuce refléchissante sont dans
un méme plan & deux dimensions, dans lequel la normale est bisscctrice
de Uangle des deux trajectoires ; la valeur absolue de la vitesse reste con-
stante.

Les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels i

v ) %
g2, 20, U7
i, 0y o,

On a, par suite, pour les projections &, w,, ..., w, de la vilesse
apres réflexion

v . v
n'lt_—:lwl»i-p.;j:» ey Yy T D8y e h

On déterminera A et p par la condition que les cosinus des angles
de la direction incidente et de la dircction réfléehie avee la normale
sonl égaux, ce qui donne I'équation

et par la condition

W W ;
Z P} o Z W},

qui exprime que le carré de la vitesse reste constant. En tenant compte
de cette seconde relation, la premitre devient (1)

— 1710 ~ /o \?
(A -+ 1)2‘ £ ‘(‘)‘;L EE IJ-Z <(7;‘:) 0,

(1) Une discussion facile montre que 'on doit prendre des signes différents devant les
deux radicaux.
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et, d’autre part, la secconde développée s’¢erit

- <D ) ~ /¢
R RIS SR X G NS

Ces équations admettent la solution & cearter 7
Pautre solution est
‘)31 ().4

4)1,
z ()'J[
().1,)
Il est dailleurs ais¢ de vérifier que la trajectoive incidente et L
trajectoire réfléchie sont situées du méme coté de la surface
? O,

comme cela doit étre.
On a ainsi les formules de la réflexion sous la forme

2 Y ¢, i

1)1, A

» \ ( l)a % ()mlm",7
=] ()(1)

2 7y
2 0

()u, %
\1( PN r).."m
= '().l'[)

Appliquons ceci ad cas oit me == 3n ¢t ol v se redail b

Sy, gy ay) 0

[ of . of af
L R g ! ( 2 ( I" /
/

nous aurons

(Of (o AN
<()'1;'1 (()1,) (1)1;)

?.(p,,i{(_ R/ ,)/> )
(

iy /)!2 Yo,

("/s Jaf »(u/ ary’
l),I,’,) ()I) M ,,(-,-":x)

()
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2 ("1 ﬂ‘ -+ "zﬁf“ A=y ‘0—/‘>
S e Fte s e
af\? af\? Jdf \* diry
| (55) + (5%) + (5E)
(4) (suite) —
¥y == 0,

Or ces équations (4) correspondent bien aux vitesses ultérieures
des centres des spheres dans Uespace ordinaire, lorsque Pune d'elles
s’est réfléchice sur la paroi.

Supposons maintenant qu'il y ait un choc entre deux spheres, les
deux premicres, par exemple; le point P henrte alors la surface

g (g = g ) e (g e g ) e 0
Si nous substituons cette valeur de o dans les ¢quations (3), nous

obtenons, apres des réductions faciles, des formules qui peuvent se
meltre sous la forme

! ' "
L0 w2
| .
BV T g e e ...'“,,
o

R

(7)) <
]
L
e e s
1A
' - 0 ;;h— l"
[ R AP *-“";;',rw D,
”'7 i "77
9
Wagn 5 Vany

en posant

S= (2 — ) (v — 0,) A (g ) (0g == 05) -+ (- 2y) (0 0y ).
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Or, on conslate aisément que ces formules (6) sont bien eelles qui
déterminent les vitesses des centres des spheres, dans Pespace ordi-
naire, apres le choe de deux d'entre elles.

Par conséquent, le mouvement du point P dans le domaine D, défini
par les relations (1) et (2), est le mouyenent d’un point libre qui se refleé-
chit sur les parots suivant les lots classiques.

C’est 11 un probléme que on peut étudier sous une forme géndérale,
indépendamment du nombre des dimensions de Pespace considére,
nombre d’olt ne résulte pas de difficulté nouvelle (). Pour preeiser
la forme sous laquelle peuvent se poser des problemes de probabilite
relatifs & un tel mouvement, il sera plus commode de nous placer sim -
plement dans U'espace ordinaire i trois dimensions.

1.

Considérons done, dans U'espace ordinaire, un domaine limité d'un
seul tenant D. Dans ce domaine se déplace un point matériel P, qui
n’est soumis & aucune force extérieure et se réflechit sur les parois
suivant la loi classique. La vitesse du point P est done constantes si
on la représente par un vecteur d’origine O, Vextrémité Vode e vee-
teur sera sur une certaine sphere S de centre O A un instant 7, le
point P occupe une certaine position dans D et le point Vune certaine
position sur S.

On peut des lors se poser le probleme suivant :

Prosuive B. — Sachant simplement que le domaine V) a un certain
volume v et la sphére S une certaine surface o, on demande quelle est la
probabilite pour que le point VP appartienne ¢ un certain élément de

volume dv de D et que le point N apparticnne @ un certain élément de
volume dw de S.

(1) On pourrail penser qu'une difficalté pourrait provenie du fait que les sarfacos (1)
et (2) sont des sortes de surfaces cylindriques, chaque dquation ne renfermant (u'un
petit nombre de coordonndes; mais cette ditficullé n'a rien 'cssentiel,
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1l est clair que la seule réponse que 'on puisse faire, st l'on en fait
dr  do . o 1 e
une, est que ces probabilités sont - et —; mais on peut tres légitime-
ment refuser de répondre, en considérant les données comme insulli-
santes; nous pourrions répéter ici les remarques faites plus haut
propos du probléme A (p. 11).
Nous allons done transformer I'énoncé E en nous restreignant, pour
abréger, & la considération du point V.

Propuive F. — Etant donnce la Jorme cxacte du domaine D, la posi-
tion el la vitesse exactes du point P dans le domaine D, quelle est (a pro-
babilité pour que le point NV apparticnne & un certain élément do de S, @
une époque t, & chowsir arburairement dans un certain intervalle; cetle
probabilité tend-elle vers une limite lorsque Uintervalle de temps considerd
augmente indefiniment ? Cel énoncé est analogue de B, La probabilité,
suivant les données effectives que Pon possede, peut avoir des valeurs
trés diverses. Par exemple, sile domaine D est un cube, la probabi-
lité aura la valeur zéro pour certains domaines dow et sera égale d une
fraction finie pour certains autres domaines infiniment petits.

Mais ce probleme FF me parait dénué d'intéret, parce qu'il ne corres-
pond a rien de réel. Je ne m’arréterai pas & une premicre difficulte,
qui cependant ne me parait pas négligeable : les donndées que 'on
suppose exactement connues dans Pénoncé F peuavent-elles ¢tre, je ne
dis pas calculées, mais meme définies avee une précision absolue?
Jaccorde pour instant que Pon peul concevoir ces données comme
connues a4 une époque L. Mais, sans parler des forces extéricures qu’il
n’est pas possible de supprimer completement, la rigidité absolue de
la paroi est une hypothese absolument ireealisable. Supprimerait-on
toutes les actions des corps rapprochés, ou arriverait-on i en tenir
compte, un phénomene tel que les variations de Pattraction des étoiles,
sur lequel on n’a aucun renseignement, exerce une influence, extré-
mement faible il est vrai, mais qui suffit pour que tout raisonnement
basé sur le fait que deux nombres sont commensurables, par exemple,
soit completement inadmissible. Nous sommes ainsi amencés 4 modi-
tier 'énoncé F en cherchant & y introduire cette indétermination
nécessaire des données. On peut, par exemple, lui donner la forme
suivante :

dnn. e, Norm., (3), XX — Janvieg 1gof, 4
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Prosuime G. — Les données étant les mémes que dans ¥V, on admet de
plus que la position de tout ou partic de la parot, ainsi que les données
initiales, ne sont connues qu'c une cerlaine approxunalion ; on demnde
de calculer la probabilité que le point V soit duns do aune époque L eomprise
entre des limites connues (que Uon fera ensuite grandir indéfiniment ),
en fonction des probabilités élémentaires, supposées connues, que les don-
nées uient lelles valeurs comprises entre les linidles qui lear sont ASSIGNEes.

Pour plus de netteté, nous allons donner un énonee de G pour un
cas particulier précis, en nous bornant i Pespace & deux dimensions.

Fig. o.
R4

0 A o

N
Provuis G, — On considére dewa aaes rectan guldi '
ROBLEME (x", -— 7L CONSLACTC (e (.1es l(f(-'/(l/'(‘f"((/(l["(-w e/ /(' (/1((1(//"/((“‘

tére dont les cotés ont pour équations

e [ PR I
AT (e Ey Y,
")- awee o - Eq01",
b e A EL'"-,

dans lesquelles e, €,, ey, €, sont des nombres assujeltis @ fre inféricurs
a un nombre trés petit . La probabilité pour que U'un d'eux soit compris
enire o el B, o el (ﬁ dtant deux nombres compris entre — e el + g, esi,

f -

par hypothése, "‘5,?“' Onconsidere i pount P qui part de I origine 0,
avec une vilesse dont on donne la grandeur ¢ et dont on sait que langle
de sa direction avec Ox est compris enire ) — ¢ et () 4 ¢, lu probabidité
pour que cet angle soit compris entre () et 07 (s upposes compris tous dewr
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. 0= , o
entre ces limites) est, par hypothése, ——- Cela posé, on considere la

probabilité pour qu’a une époque t, choisie au hasard dans un intervalle
donné, Uangle compris entre zero el 2 que fail la direction de la vitesse
avec Oz soit compris entre deux limites données ¢ et o + Ay, et Uon
demande vers quelle limite lend cette probabilité lorsque cet intervalle
grandit indéfiniment suivant une loi quelcongue.

Nous avons choisi & dessein cet exemple, parce que, pour ¢ = o, on
se trouve dans un cas ol la vitesse est nécessairement parallele a 'une
ou l'autre de deux droites fixes; on voit assez aisément que, quelque
petit que soit e, & condition de faire grandir d’autant plus intervalle
de temps considéré que e est plus petit, toutes les directions de vitesse
deviennent également probables, ¢’est-a-dire que la probabilité limite
demandée est ;A—% Nous ne développerons pas les raisonnements qul
conduisent & ce résultat, car ils présentent une assez grande analogie
avec ceux qui nous ont donné la solution des problemes C et D.
Retenons seulement le résultat : toutes les directions sont également
probables, pourvu que l'on considere un temps asses long.

Il'y aurait, & ce qu’il me semble, grand intéréta étendre ce résultat
aI'énoncé général du probleme G; la principale difficulté parait étre
de préciser d’'une maniére nette la probabilité ¢lémentaire en ce qui
concerne la forme du domaine; mais le résultat ne semble pas pouvoir
étre douteux, quelle que soit d’ailleurs la forme adoptée pour cette
probabilité élémentaire, dans laquelle on pourrait, en suivant une
méthode de M. Poincaré, introduire une fonction continue arbitraire.

Lorsque nous disons d’ailleurs que toutes les directions de vitesse
sont également probables, nous entendons que la probabilité pour que
le point V soit sur un élément de surface do de la sphire S, est pro-
portionnelle & dw. On arriveraiti un résultat analogue pour la position
du point P dans D. Mais nous nous bornerons au premier résullat,
dont nous allons chercher les conséquences au point de vue de la
théorie cinctique (*).

(1) On pourrail faire 'objeclion suivante & Pextension du probléme G au eas de la
théorie cinétique : le domaine D est limité, d’une part par les surfaces (1) el d'autre part
par les surfaces (). Il est assez naturel, d’apres les remarques précédentes, de regarder



28 L. BOREL.

Iv.

Reprenons done le domaine a 3 dimensions, dans lequel les pro-
jections sur les axes de la vitesse du point Psont e, ¢py e, 04,0 Si
'on désigne par £* la moyenne des careés des vitesses des moléeules,
on a d’ailleurs

(6) Q‘f e (’E‘l [T ('%” = nk*.

L’ équation (6) représente une hypersphére dans Pespace i 37 di-
mensions; la probabilité pour que le point Vo de coordonnees ¢,
Gur o ovs 0yp SOIC sur un ¢lément de surface doe (5 -1 dimensions)
de cette hypersphere est proportionnelle i do,

Cherchons quelle est Ta probabilite pour que ¢, soit compris cntre
u et u + du. Cela revient i chereher le rapport de Ta zone de 'hyper-
sphere (6), comprise entre les deux plans

U, oy - i,

a la surface totale de fa sphére.
Changeant les notations pour un instant, considérons "hypersphire

9

(6) R A SR S

les surfaces (1) comme particllement indéterminées, mais ne doit-on pas regarder s
surfaces (2) comme absolument fixes? Telle est Pobjection. On peat vy faire inat dahord
la réponse suivante @ dans la réalite, les moléeules ne doivent pos tre pezardées comme
rigoureusement sphériques; elles ne le sont quapproximativement et piar suite, lorss
gqwelles se choquent, la distance de leurs centres de gravilé n'est pas une constante, Ceei
revient @ dire que les surfaces (2) doivent étre remplacdes par des surfoces tros vinsines,
mais varinhles avee le temps, suivank une loi inconnue et arbitraive; on rentre done bien
dans 'énoncé du probleme G,

A un autre point de vae, on pourrait conserver les surfaces (), e'est-i-dire la sphiris
cité rigourense des moléeules, et chercher & bager le raisonnement sore e fuit gque cos
surfaces sont converes, et par suite dispersent les trajectoives ot ne les concentreat pas
¢'est 1 une indication qui demanderait i étre développée. Les ealenls ansguels elle eon-
duirait ne seraient pas sans analogic avee coux de Boltzimann, mais 8'en distingueraient
cependant esscntiellement, car ils devraient conduire au résultal on s'appuyant senle
ment sur la converité, ¢'cst-a~dire sur une propricté générale des sucfaces (o, ot non
sur leur forme particulicre.
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et posons
Y1 = rcoso,
Yo = rsing; coso,,
¥3 =rsine,;sing, coso,,
e e e e ,

Ym—1=715I00,8IN0,y...8IN010,,_5C080,,_,,
Ym =7rsing; sing,...sing, _»sing, .

L’élément de volume dw a évidemment pour expression

iy = L dy,dys...dy,

m
ou, en exprimant au moyen des ¢,

dvy = rm=1sin”=2g, sin”*=3,. . .SiNQ g do; doy. . .d@,y.q.

L’aire de la zone que I'on obtient en faisant varier ¢, entre ¢ et
I T
¢ + do est donc égale au produit de sin” 2@ do par une intégrale
indépendante de o. Le rapport de cette aire & Paire totale de la sphére
est
sin”—*ody

2 T
/ sin”=2o dy
0

On évaluerait aisément le dénominateur, dont la valeur asympto-
tique pour m trés grand est d’ailleurs bien connue; mais il est préfé-
rable de calculer simplement d’abord une quantité proportionnelle &
la probabilité cherchée; nous avons trouvé qu’elle est proportion-
nelle a

sin” 2w dy;

si nous remarquons que 'on a
w = rcosg,
du=— rsinydv,
nous trouvons qu’elle est proportionnelle &

n"e—-3

e IH - u*
wry 2 ---4-—10;‘(1-—7
<1——-;-_;) du=¢ * ")du.

/



30 . BOREL.
Reprenons maintenant les notations primitives; nous devons laire

mohn, ek,

L expression de la probabilité ¢lémentaire devient alors

Blme1) 2 ot
MU )

¢ * du

ou, enfin, en négligeantles termes qui renferment 2z en dénominatenr,

:x‘m
¢ *Melu.

On devrait intégrer entre les limites — r et =7, mais, rétant trés
grand par rapport a £, on peut intégrer entre — % el 4 %, Ona

La probabilité pour que ¢, soit compris entre w et w4 du est done
finalement

\/.{ ot
Y 2l

kyfom

¢’est la loi bien connue de Maxwell.

Je n’insiste pas sur les caleuls analogues @ probabilite pour que le
carre de la vitesse d’une molécule soit compris entre des limites
données, cte., preférant terminer en précisant la signification de la
loi de Maxwell au point de vue que nous avons adopté,

Le résultat que nous avons obtenu est Je suivant pour ('h:u]uv
molécule prise individuellement la probabilite d une vitesse donngée
est celle qu'a indiquée Maxwell. Un caleul supplémentaire, que nous
omettons, montrerait de plus que, si Pon considére 2° molecules
parmi les z, les probabilités relatives i cos 2 molécules peuvent efre
regardées comme indépendantes a Papproximation que nons avons
faite, pourvu que n - a’ soit triss grand ('),

(1) Cebto restriction est néeessaive, car il est elair, pour prendee un exemple extréme,
(ue, si on connait los vitesses de s =1 moléeales, Ja vitesse de la 200 ost déterminée
il W'y a done pas place pour la probabilité,
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Il résulte deés lors de la loi de Bernoulli que, parmi ces » mo-
lécules, le nombre de celles dont la vitesse a une valeur comprise
entre des limites déterminées est sensiblement égal au produit de »’
par la probabilité pour que la vitesse d’'une molécule soit comprise

.. < ] n' ..
entre ces limites. Comme on peut supposer le rapport — tres voisin de

I'unité, tout en supposant » — »’ treés grand, on ne commel pas une
grande erreur en remplacant dans ’énoncé précédent »’ par n. On
retrouve ainsi la forme que I'on donne habituellement & la loi de
Maxwell.

Cette loi nous apparait donc ainsi comme étant uniquement une loi
de probabilité, et la méthode par laquelle nous I'avons établie per-
mettrait de calculer les écarts probables et la probabilit¢ d’un écart
déterminé; c’est la une question sur laquelle je compte revenir. Mais
rien n’autorise & dire que la loi de Maxwell devient plus probable
lorsque le temps croit; tout ce que 'on peut'dire, ¢’est qu’en multi-
pliant les expériences, ou en les prolongeant, on permet i la loi des
grands nombres de se manifester malgré les ¢carts passagers possibles.

Supposons, par exemple, que 'on joue & pile ou face el que je parie
que, sur 1000 000 de parties, on amenera pile plus de 400 0oo fois et
moins de Gooooo. La probabilité pour que je gagne mon pari est
colossale; il est cependant possible que je le perde. Mais supposons
que l'on joue pendant chaque scconde quelques milliards de par-
ties successives; je parie & chaque instant que, parmi le dernier
million de parties, on a amené pile plus de 4ooooo fois et moins
de 6ooo00.

Il est clair qu’il pourra arriver que je perde mon pari plusieurs fois
de suite pendant une fraction de seconde, mais je pourrai aflirmer
avec certitude qu’il suffit de laisser s’¢ecouler le temps pour que je
gagne de nouveau. Le fait que le temps s’écoule ne modifie en rien la
probabilité ¢lémentaire; mais le temps permet d la loi des grands
nombres de triompher. _

Je n’ai pas i discuter ici la loi des grands nombres ni les principes
méme du caleul des probabilités; je me contente de conclure que la
loi de Maxwell doit nous apparaitre comme aussi certaine que affir-
mation qu’il y aura la semaine prochaine des déces et des naissances
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