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ÉTUDE
DE

L'ÉQUATION DIFFERENTIELLE

4 '̂
dx1

PAR M. A. DAVIDOGLOU,
AGrRÉGÉ A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BUCAREST.

INTRODUCTION.

[/équation différent ie l le dont l 'étude fai t l'objet de ce Mémoire se
rencontre dans la théorie des vibrations des verges ( ' ) . Dans le cas
ou 0(^)=const. , l 'équat ion résultante a été étudiée dans ma thèse (2);
on y a démontré l'existence d'une sui te indéf inie de valeurs remarqua-
bles AM paramètre k et c'est ce même problème que nous allons aborder
dans le cas général. D ' u n e manière précise, étant donné un inter-
valle ab, il sera démontré qu ' i l existe u n e suite inf inie de valeurs d e / c ,
k^ k.^ ... toutes positives et une suite correspondante d'intégrales :
y, (x^ j^(.^), . • . telles que l'on ait

"•^si
———^——-!- == k, o(.y) y i { x } ,

( 1 } V. LOUD RAYLEIGH, Tîicory of soundy p. ajo et Encfklopadie (1er math., Bd. 1 1 ,
Ilcft 4, p. 449.

( 2 ) Annales de l'École Normale supérieure, 1900.
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la courbe inlégrale y^) é tan t doublement t a n g e n t e à Ox en ^== a
et .T == & et s 'annulant i — i fois entre a et 6.

La méthode employée est tou t autre que celle dont je me suis
servi dans ma thèse; en par t icul ier , il ne sera pas fai t usage des
constantes de Schwartz-Picard. Tout ce qui précède se rapporte au
cas où la verge est encastrée en a et b. Je te rmine par que lques
remarques sur les so lu t ions pé r iod iques .

I.

Dans l 'étude de l 'équation d i f f é r e n t i e l l e :

/ , ^(0^') .
(O -~-J^=kQ{x)j',

nous supposerons cons t ammen t que les fonc t ions c o n t i n u e s o(,^)
et O(^) s a t i s f o n t , dans les in te rva l les où on les considère, aux inéga-
li tés suivantes :

o </^ i< 9 {x) < M1!,
o< /<i < 0 ( x ) <Nr

Ces hypothèses sont légi t imes et dans la nature physique de la
qu est ion.

De même, nous aurons souvent dans la su i te à considérer des in té-
grales de l ' équat ion (i) déterminées par des condi t ions in i t i a les au
po in t s == a. Faisant usage d'un théorème classique nous pourrons
dire q u e les intégrales considérées varient inf in iment peu si les con-
d i t i o n s in i t ia les et même le paramètre k varient i n f in imen t peu.

On dira aussi que la différence entre les ordonnées de deux inté-
grales déterminées par des condit ions in i t i a les et des valeurs de /c suf-
f isamment voisines, d i f fè ren t en un point x d'aussi peu qu'on le veut .
I l en résulte que, si l 'une des deux intégrales coupe Ox, il en sera de
même de l 'autre.

1. L'intégrale de l 'équation

cl2 (9^)
-^r-^0
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telle que
^a)=.^(a)=o,

^(a,)=i,

^(^)=o, (b>a)

est posit ive pour a << ̂  < 6.
En effet, supposons qu'elle s'annule pour un point x = b^ entre

x = a et x ====&. Dans ce cas la dérivée. ̂  aurait au moins trois zéros
dans l ' intervalle ab.

L'expression 0^ aurait , dans cette hypothèse, au moins deux
zéros dis t incts , ce qui est impossible, cette dernière quant i té avant,
d'après l 'équation différentielle, la forme c^x+c^ c^ et^ étant des
constantes qui ne sont pas nulles toutes deux, car cla "hc2 == j ,

Remarque. — On peut écrire

^ ^ ^ _ ^ ^ F ( ^ ) ^ ( ^ - ~ F ( ^ < 1 ) ( ^ )-W-^W——<I,(^)_^P(^——
ou

'̂«^ ^H:^:^-
2. Si une intégrale y Çx) de l 'équationd^-'^

est déterminée par les conditions initiales suivantes

y {a) =y(a) = y " (ci) = ô,

r î̂ ii > o
L dx ]^.>0?

elle va constamment en croissant à partir de son point de contact
x = a.
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("/(' ^ Y^}En effet, soit /^ un in terval le tel que la quant i té —/-—soit posi-
t ive .

On aura pour toutes les valeurs de x sat isfaisant aux inégali tés
cK^x^x^

cH 0 r " }
j(^)>o, y(.r)>o, y(^)>o, _^—>o.

D'ail leurs, l 'équat ion d i f f é r e n t i e l l e mont re que, pour x=x^
fi'1 ( 0 y " } d( 0 y " ) .^l^j. çgt positive. Donc, -——» qui est posi t ive pour x == .z*,, va en
croissant et, par sui te , ne s 'annule jamais. La même conclusion sub-
siste pour les fonctions

r " W . }''W el y(.r).

Remarque /. — On peut supposer y ^ Ç d ) > o dans le théorcme
précédent.

[îemarque I I . — Un tiléorème analogue s 'obtient avec les con-
d i t i o n s

y(a)-=/(a)^o, y^a^o,

[^^y'y <o\(W^ <oi . - - .„- u •L d^ ^^u""1 . - - .„- U •
dx , . - - , / / •

3. Si l ' in tégra le j(^) de l 'équation (i) est telle que

y (a) „-„- y ' [ a ) r^o,

J(^):- l:=y /(^)-:==o,

elle ne s 'annule plus à partir de son second po in t de contact avec OA\
Supposons pour s impl i f ie r l 'écriture que l'on ait affaire à une inté-

grale doublement tangente s 'annulant une seule fois en t re x == a et
x ==: b.

La dérivée^ s'annule exactement quatre fois dans l ' intervalle cib.
Si, en effet, elle s 'annulai t six fois , il y aurait trois xéros au moins de

r/2 Yl'expression 6(^) -j— d'un même côté de Qx.
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M^ ^to^}
\ dx- . \ c/.z-2 I , , . ,— — — et ——/—^—- s annulera ient donc au moins respectivement

deux fois et une fois de ce même côté de 0*r, ce qu i est impossible, la
dernière quan t i t é n 'étant autre chose que k^Çx^y. Parei l lement , —,
^eW
\ cix /-_-_—L s ' annu len t respectivement trois et deux fois dans l ' inter-

valle ah.
Cela étant, si ( — ^ ) ^o, on aura cer ta inement (n° 2)

\d.z'-/^a v •/

r^(^)i
L '̂ \^û < o.

Ces expressions seront donc respectivement négative et positive
pour x •==. b. En ce dernier point, on aura donc

j (^)==y(^)==o,
y(À)<o,

r^c^)'! <̂ 0.[_ ^ j,,=/,
Une telle intégrale ne s 'annule plus à partir du p o i n t e r == b (n° 2).
4. Considérons l 'intégrale j(^) de l 'équation (i) déterminée par

les c o n d i t i o n s ini t iales su ivantes :

yW^yW-^Q-,
y " ( a } ^ ^

pwn _ ^.\d(Qy"Y\
L dx \^a

--^—— = G) < 0.
L dx \x-=.a

S! x •==• a est un premier zéro de cette intégrale et si, dans l ' inter-
valle aa, l 'intégrale j(^) est inférieure à une quanti té a, on a les
inégalités

6/cN, F QW Tiï / ^"o <—- û) < ——- ——/~ 4- Mi^.(a — ^)n i [ a — a

En effet, intégrons l 'équation (i) en tenant compte des conditions
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in i t ia les . Nous pourrons écrire les équa t ions successives

^•n , r " /— — -^_ /,' s o Y cis --}- w,
dx J^ Ï J

/. - (fx r' , w(x~a) o ( r ï }y " = ~——- dx I 0 y dx -t- —-/.——— + 7—— ?J ^x)j^ ^ ] l / r Û^) ^x}

, , r1' dx r ' , r^' , , , r^r—a , r ' ô l a } ,
^^j ^)J ^t ?(^^^+^( -^T^^^ ^-)^'

/ = / i / ^f ̂  / ^f y (.4''^
, ' ' r " ' dx r 'y = k » û^

'//; " a ^ ' " c i v a

^ ^ ^ ̂  a . f" , ^ Êr' r'^-rt f" r'^a) ,
-"l "J. "^T^^^ ^J. ^)dlc•-"l ̂  ^T'^^ .̂l ^

Ecrivons l 'équalion
j (rt)=0;

il v iendra
/.a /..rr , /"' .'y-^/ ,fj) cu\ ^dx

^ H v ti x '
/•< ât /'<l(' / yi ^' r\lv /i K /f^1 A / "i

-li,"si^S."•'S.°—.i/-i^•
[ • i (''• :c—a ,

o<-«J ^\ ^ . d , r

r , r 'i.<- r , r , r , r^ /</. r^r !'•v
dx 1 -,—— f tlx 1 a r dx + ( a,f ( -,-— dx,

J,, J,, O^j^ J,, • J ,/„ j , û^-)

ou encore

[ /tft /.a ^a /.% rt; . f.ï /.s "1
<iK,,^^^^*.-^^,^.i,J,

"<-"«; '̂ '{M,̂ --.)'-̂ .-.)-],
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5. Reprenons la même intégrale du numéro précédent. Faisons
décroître co à partir de sa valeur considérée. Dans ces conditions, on
peut, sans jamais être arrêté, suivre le zéro oc == a dans sa marche
vers le po in t s == a. Il reste toujours l 'unique zéro de l ' intégrale con-

Fig. i.
Y^

a- -.____ <x-

sidérée dans l ' intervalle i n i t i a l et tend vers a quand co tend vers — ce.
Désignons l 'intégrale du numéro précédent par y^ et pary^' l ' i n té -

grale analogue correspondant à la valeur o/ <; co. Envisageons la diffé-o
rence

On aura

avec les cond i t ions

J'tû — J^uV —S»

clU^z")
d^2 =/^^v

z{a)•=:.z!{a)=^(a)=o,
^[r^a^z'^a)]

dx2'
> o.

Diaprés le tiléorème du n0 1, on pourra donc écrire constamment

^( . r )>o ((^<.r<o) ,
ou encore

y^>y^'-

Ceci suffit pour montrer que le zéro considéré se déplace versa? = a.
A aucun moment l ' intégrale y ^ ' ne peut présenter dans l ' intervalle

i n i t i a l plus d 'un zéro (en dehors de .z^^a). En effet, dans ce cas,
comme pour o-)/== CD, i l n'y en a q u ^ u n , il existera certainement une
valeur de o/, soit i2, telle que, pour û -h- £, l'intégrale n'ait qu'un zéro
(en dehors de <r=== a), tandis que, pour Q — £, l'intégrale'correspon-
dante en ait plus. L'intégrale variant d'une manière continue civec a/,
cela ne sera possible que si l 'intégrale correspondant à la valeur û a
d'autres points de contact avec Qx qu'en oc = a. Or, d'après le n° 3,

Ann. Éc. N^rm.f (3), XXIÏ . — DÉCEMBRE rgoS. 69
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c'est seul le dernier zéro qui peut être un point de contact avec Ox.
Soif; oc= (3 ce dernier point. Le nombre des zéros intermédiaires se
conservant évidemment pour les variations suffisamment petites de ou'
de part et d'autre de OL/== û, l 'intégrale considérée ne peut avoir plus
d'un zéro dans l'intervalle a?.

Si elle en avait deux, elle con t inuera i t à en avoir deux pour £2 4- £,
£ > o étant suffisamment petit , ce qui est contre l'hypothèse.

Supposons donc qu 'entre les deux p o i n t s de contacta == aetx = ?,
l'intégrale considérée n'ait qu'un zéro. Au point ^ === (3, on a certai-
nement

d^y
^<09

et la courbe intégrale tourne la concavité vers lesj négatifs .

Fi g. 2.

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

Considérons la différence jû+e—'yû qui vérif ie l 'équat ion

^(rq^—rûn , / , /——^——-i ==/.o(^)(yo^-y^,

les condit ions ini t ia les é tant

jû+sM—jû^) ^Ja+.î(a) "-yhC^ ̂ fh^^) —.rû(^) ̂  o.

^l^^^^ ^û+e-a^e>odx

sera toujours positive (n0 2). Il s'ensuit que, pour s suffisamment
p e L i t , on aura remplacé le poin t de contact x = ^ par deux zéros aussi
rapprochés de x == ? qu'on voudra. L'intégrale jQ,.g a donc trois zéros
dans l ' in te rva l le aoc, ce qui est contre l'hypothèse.

Si, dans l ' intervalle ace, l ' intégrale JQ n'a pas de zéro, le môme rai-
sonnement prouve que l'intégrale 704.5 n'en a plus aucun . Ceci est
encore impossible.

Il est donc prouvé que le zéro x-==. a de l'intégrale ini t iale se dé-
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place dans la direction aa, quand a> décroît, et reste toujours l 'unique
zéro de l ' intégrale correspondante dans Fintervalle in i t i a l . De plus,
l 'intégrale coupe l'axe Ox en ce point .

Faisons tendre œ vers -—co, le poin t x = a ne peut tendre vers un
point a! différent de a. En effet, les intégrales consécutives s'enve-
loppent les unes les autres et Fon peut trouver une quantité ;j. telle
qu'on ait

0 < YUÏ < ̂

pour les points ou l ' intégrale est positive, p. étant le même quelle que
soit co. Comme d'autre part, par hypothèse,

a — a^a'— a,

il v iendra (n° 4)

o^^^r^^M^a-.)],fli L61 a J

ce qui montre que a) est limitée.

Conclusion. — Quand (^ décroît, x= a parcourt rentier segment
in i t i a l jusqu'en x == a.

6. Dans ce qui va suivre, nous allons envisager un intervalle déter-
miné ab (&>a). Cela étant, nous allons démontrer le théorème
suivant :

Pour les petites valeurs dek il existe une intégrale de l'équation

d^Qy") , , .-J^=/ccp^)j,

positive pour a <^ ce <^ b et telle que

j(a)=y(^)=o,
y " { a } = i ,

y(b)=o, y(&)<o.

Démontrons d'abord les deux lemmes suivants :
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LEMMK I. — Si
u(a) •===. { / ( b ) ==: o,
u' (<%)== u(b) ==: Oy

l'intégrale correspondante de l'équation

d^=W [^)>0]

est positive dcins l'intervalle ab.

Supposons que l'intégrale VÇx) s 'annule un certain nombre de
ibis entre les points de contact. Dans ce cas, la dérivée €— s 'annu-
lerait au moins trois fois dans l 'intervalle considéré; soient

.r==ai, .rr^aa, x ==: 03

ses trois zéros a^ <^a^<^ ay. On peut écrire

Q (.^) ——^ :̂ ^ clx I ^(^) (tx 4- Ci .r -4- Ça,
"^"' ^ai ^0»

avec les conditions :

Cid€^-{~ €2== 0,
..aa ^r

Ci a^ 4-(?2 ~=1— / ^ f ^dx,
«--'«1 ^ai

^«3 ^x

q 03 + ̂  === —— / C^ / ^ ̂ -r.

t./at «--'ai

Multiplions les équations précédentes respectivement par c^ — a^,
a^ — a,, a, — a^» et ajoutons les résultats, il viendra

/^Oîg y»'1'-' /-*îXî ^•y

(A) (a^—ai) ^ .̂z" f ^<;/.r==(oî3—ai) ^ dx \ ^ dx.
^a'i «^a, «-'ai ^«i

Or, de la relation

^^hlJÎ  ̂  gC3— ai F^at+^^-^i)]
F( 0^) — F (a7) 02 — ^1 P [ ̂  + 0 ( ̂  — 0^ ):] '
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on tire, en y faisant

F = f dx f ^ ̂ l,
"ai ^ cc<«i </ air^s /»•''" /-» ai-t-6 ( a3--aj

^ / 4^ / ^dxi dx j ^dx
J^ ^^ __ ^—-^i ^a,________

/"aî /t•l< — a a — a i ^a^Q(a,-a,)
f dx f ^dx
'ai ^ai

•ai___^ai 03--a, J. 0:3—— ^1
/"aî /t•l< aa—a i ^a^Q(a,-a,) > ̂  _ y

^ dx i ^dx ^ ^dx '
J O-t ^ai Jy.,

ou encore
/*aa /,.r aa ^r

( ag — a, ) f dx j ^ dx > ( 03 — ̂  ) ^ ^ ^ ^ ̂ j:,
^«i ^ai ^'a, ^ai

ce qui contredit la relation (i). Le lemme est donc démont ré .

LEMME II. — On a, dans ce même intervalle,

,,̂ y^ ,̂.
En effet, on peut écrire

/ / dQ F /">r

: f dx -j- f dx f tlïdx,
^a u a v u' ^ n"

d'où l'on tire

Or

/t.ï' /*'r/7 /^'r /î•r..r
c^ ( ^ dx .u< | dx — dx <W.

J (l ^a «- ' / f ' ^ ti"

D'ailleurs

^
F ̂  f ^ûL&- =-. [ dx C ^dx— Ç dx Ç 0

l^// <L/(./" J ( , J ^1 J ̂  J^ll

dx f ^dx dx / ^dx
^ a"

r^ r x ra' /l•r

< f dx j ^dx 4- \ dx f ^dx
J a Ja" Jci J a"

< f dx f ^dx + f dx f ^dx .
J a Ja" J/i J (t»

s ^ dx == f 4' ^lx — / 4' ̂ x <^2 1 ^ ̂ •r*
v a" •J a Jti '-//^
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Finalement
.̂r -r ^

^ rt^ ^W.T < 4 ( 6 — ^ ) | tW.Z'.
^rt «-'//" ^ / î

7. Cela é tant , dirigeons les approximations successives de la ma-
nière suivante :

^Wo)^
d^ ~~ '

d^Oy"^ , , .——^——=^(^)yo,

• * • • • • • • • • • • - • * * « • ?

cl^Qr'n) j f .
—^— =^^^- l ï

i / \ n/ \ FC^Xït/ /) —F(^)<D(, r ) . ,, , v ^ vNous prendrons y^x} == 0(a)—4^^ (n0 0,jo(^)
est positive dans l ' intervalle ab et l'on a

y^(€t)=y[^a) = o,

jo(^)=o, 7o(^)<û.

Les autres équations s'int?3grent avec les mêmes condi t ions i n i -
tiales et finales queyo (point et tangente en ce === a» po in t et tangente
en x == &).

Posant
^o^Jo»

^i==7i—Jo»
. . . . . . . . . . * ,

^^y/^—y/i-i,
. . . . . . . . . . . . . .

i l viendra
" l̂iMI-

dx^ -oy

^(0^) , , ,
-^-==^9(^)^

avec les conditions :
Ui{a) = ̂ {a) =0,
^•(^)==^(ô) =:o (^>o).
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On aura constamment

Ui(x) > o, [a < x < b~\.

Considérons la série

UQ-+- ^i-+- ^2-h. . . .

On a
0 < UQ < (?o,

4 ( ^ - a)3 , r1' ,
o < ^i < Cy —————— A- / o rf^,^ ^

r/^.-.^ - r1' , T-
o < u^ < Co —————- k i Q dx ,

L / /<1 J^ J
. , . . , . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . - i

1-4 ( ^ -^ )3 /-/- -p
0 < Un < C, ——————'- k \ Q (IX .

l. m^ Ja J

Si donc ,<——/__.
4(^ —^)3 \ ^dx

^a

la série précédente est uniformément convergente dans l ' intervalle ab.
On sait que, dans ces condi t ions, elle vérifie Féqaation donnée et
elle satisfait aux condit ions aux limites suivantes :

j /-(a)=y(a)=o,
y(b)=o, yf(b)=--y,(b)<o,

^(^)>o (a<^<Z»),

D'ailleurs
y /(a)>o,

Si, en effet, on avait y ' ( a ) < o, y et, par suite, y serait < o dans
le voisinage du point a Çx ^> a).

Dans le cas y^a):^, comme f'^^pl^^0 i81 ron avait

r̂ r!}1 > o, on Saurait plas y{b) = o (n° 1)|, y\ / et, par
L ax J^=o /

suite, y, commenceraient par être négatifs.
On peut donc, après multiplication par une constante unie, s'il est
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nécessaire, satisfaire aux cond i t ions

j(a)=y(^)==o, y " ( a )= . î ,

y{b)=o, Y(&)<o.

Remarque. — II est é v i d e n t que les approximat ions successives di-
rigées comme précédemment et relatives à un segment ab' i n t é r i eu r
à ah convergeront si les premières convergent.

<S. Vintégrale précédente est m"iique de son espèce, tangente à OX
on x === a, s 'annulant pour x = b et de plus positive pour ci <^ x <^ b.
Ceci résulte de ce que, si une telle intégrale existe, elle p e u t être
obtenue par les approximations successives dirigées comme nous
l'avons fait précédemment. Quelques difficultés se présentent de ce
qu'on aj(^)=(^) = o.

\u••f• /.r===ffi

Considérons donc l ' intégrale y ( x ' ) :

y(a') ^^'^-O ̂ o,
y " { a ) ^ , ,

yW=o, y'{h)<o,

et formons les équat ions successives
c!iioy±l-^

d^ ~ 0 '

^ (^=W^

les condit ions ini t iales et finales pour les y^ étant les mêmes que pour
yC^-

Posons, comme précédemment,

u, =: jo,
"i ̂  fi — 7o?
* • * * ' • * " • • • * ?

un'=y,t— yn^
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On a évidemment (n° 6)

if^a) = u^(b) =.0
u^(a)=:u^b)=o

^>o,

Ui(a?)^>o, a -< x <; b, ^o.

Or, de l'équation

^^'••n=^
on dédui t (n0 6)

7>Jo

et, de proche en proche,

y>yh a<^<b.

Posons p Çcc) •= y ^ y°. Pour oc^=.a et b et compris dans l'inter-
valle ab,

p ( ^ ) < i .
D'ailleurs

p(<2)=0,

p(ZO=0.

On peut donc trouver, le rapport précédent variant d'une manière
continue, un nombre g-<^ i tel que l'on ait

j—j 'o<^y-
D'autre part,

ÎIIÎ ^̂ Ẑ ^
cix^ '

•==• k^W\.ys—^y—y^'\-
L'expression g{y — yo) - (y—y0 s'annulant, ainsi que sa dé-

rivée première, en x = a et ̂  = &, on aura (n° 6)

y,—ji<^(j-~yo)-

D'une manière générale
j—j,±=^(j--r^),

^/^A. /•:<;. Korm., (3), XXII. —- DÉCEMBRE 1905. 7°
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et, par multiplication,

y — y ^ ^ - ' y ,
d'où, finalement,

limj/,=:y.

COROLLAIRE. — Dans un intervalle ab, dans lequel il existe une telle
intégrale y ^ , il n'existe pas d'intégrale doublement tangente à OX Çvoir
ma Thèse, p. 9).

9. Les valeurs de k pour lesquelles il existe une intégrale y ( x ) ,
définie précédemment, forment une suite continue. En effet, s ' i l en
existe une pour la valeur actuelle de ky il en existera une analogue pour
toute valeur k' <^ k.

Si, dans les approximations successives précédentes qui défi-
nissent y(.2î), on remplace ^par/c7 , elles continueront évidemment à
converger et définiront une intégrale zÇx) de l 'équation

telle que
^-^
z(a) -=^)=ô,
^(a)==o,
^)==y(^)<o.

En la multipliant, s'il estnécessaire, par une constante convenable,
qui est certainement finie (ïi°7), on peut faire en sorte que zr/Ça)= i.

10. Soit /c^ la l imite supérieure des valeurs croissantes de /' pour
lesquelles il existe une intégrale yÇx), k^ est finie. Nous allons, en
effet, démontrer que, pour les grandes valeurs de k, il n9 existe plus
d'intégrale fÇx).

Soit £ > o une quantité aussi petite que Fon veut et o<;y)<^£.
Prenons k tellement grand pour que Fon ait, pour les valeurs de x,
dans rintervalle a&,

Q
°<î<^
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Cela étant, envisageons les deux équations différentielles

<y)
-é^=-Wy.dx^
^(-n^)

dx^
=^Wz,

et soient y et z deux intégrales de ces deux équations déterminées
parles mêmes conditions initiales. Elles différeront d'aussi peu que
l'on voudra si l'on a soin de prendre £ suffisamment petit.

En supposant donc que le théorème énoncé ne soit pas vrai, il
existerait, quelque petit que soit TJ, une intégrale de l'équation

d ' ^ z i , ,
——— = - ( û ( . X ) Z ,
dx^ Y] ' • '

tangente à Qx en x = a, positive de a à & et s'annulant pour x == b ' ' ,
ce dernier point étant d'ailleurs aussi rapproché que Fon veut de &.

Écrivons les approximations successives qui déterminent cette
dernière et, en même temps, les équations analogues (mêmes condi-
tions aux limites) pour l'équation

dh ll ^ u-j— == A4 u,
dx*

A étant une constante, telle que

A^•̂n

Les dernières approximations convergent si les premières con-
versent, ce qui est le cas actuellement.

On doit donc admettre que l'équation

d^u ,,
.̂ ^

admet, quelque grande que soit la constante A, une intégrale tan-
o-ente à Ox en oc = a, positive de a à b et s'annulant pour x = &'. Or
ceci est impossible*
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En effet, une telle intégrale est, à un facteur constant près,
u=:s[fiA{.v—a) [e^'-^-h e-A(^-ûs) _ 3 cosA(^-- a)]

^-ç,QsPL{x—a)[e--^l/^—e^(f'-^ 4-2 smA^—'a)]
^^A^-^ )^osA(^—a)—sinA(^—Œ) —<?-A(^-^)J
^ ,^-A(^a)^ .A(A-a)__ços^(^ /_^)_s inA(^—a)] ,

et l'on vérifie immédiatement (voir ma Thèse, p. 46) que, pour les
racines consécutives de l 'équation en A

/?A(//--a) i_ ^—A(//—cz)
cosA(<y—a).—————-—— ==:i,

l'intégrale s'annule respectivement zéro, une, deux, ... fois, entre
les points a et b\

II résulte de ce qui précède que, pour les grandes valeurs de /c, il
n'existe pas d'intégrale y(^) déf in ie précédemment. En d'autres
termes, la quantité k^ l imite supérieure des valeurs de k pour les-
quelles Hntégrale y(^) existe, est finie.

'11. Désignons l'intégrale y(^) par l'intégrale &(o, 0,1, (0), en
mettant en évidence la valeur du paramètre de l 'équation (i) et les
conditions au po in t x^=.a. On sait que cette intégrale s'annule
pour .2?== b et est positive entre a et &. Siy(^) ou /c(o, 0,1, (0) (/c^/c)
est une autre de ces intégrales, on ne pourra pas avoir ^'^> œ.

Si, en effet, on avait €<> o), la différence s =y(,r) — y(^) véri-
fierait l 'équation

d^Qz)
—^T' :<?(^)(/cy-/rj),

ou encore, en posant K == k -4- s,
^(0^) ., ,.4^J=y(^-sy).

Ayant ^(a)-=^(a) === ^"(a) == o, ^(aO^o, la fonction .s(a?)
commence par croître; elle sera donc positive pour x voisin de a;
l'équation différentielle montre alors qu'on aura constamment

z{x)>o
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ou encore
/(.a?)>j(^),

ce qui est impossible, ces deux intégrales s'annulant simultanément
pour oc= b. Si donc nous considérons la suite d'intégrales y(^) ou
/c(o, 0,1, ûû) lorsque k tend vers /^ en croissant, les quantités œ for-
meront une suite non croissante. Elles ne décroissent d'ailleurs pas
indéfiniment.

En effet, considérons en même temps les deux équations

et

d ^ O y " ) ,-d^-^^y
dUQz"} __

dx^ -

les conditions initiales et finales pour zÇx) étant

z(a)=z'{a) ==0,
^(a)=i,
z{b) =o.

Supposons qu'à partir d'une valeur de k on ait l'inégalité

,3 = f^^n < r^^i
L ^ J.c=a L ^ \x=a

Nous allons, dans ces conditions, démontrer le lemme suivant :

12. LEMME. — La différence v(x) •==y(x) — z(œ) qui vérifie l'équation

d^e^) ,—^——'- •==. /ccoy
d^ • '

et qui satisfait aux conditions suivantes :

v(a)==:vf(a)==vffÇa)=o,

1^(^)1 ^.\d{Q^')~\
L ^ J^=a^ J^^0-

est négative dans l'intervalle ab.
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En effet, cette fonction s'annule pour x=b. Je dis qu'elle est
négative entre x = a et x == b. En effet, si oc ==. a (a <^ a <; &) était
un premier zéro de v{x\ cette fonction serait négative dans l'inter-
valle aa. La dérivée .- s'y annule exactement deux fois, car, dans le
cas contraire, on aurait au moins deux zéros pour

< )̂\ dx^ j
dx

, . , ^fê)Entre ces deux zéros, la dérivée — , x ou k^y s'annulerait, ce

qui est impossible. On voit de même que -."73 s 'annule exactement
deux fois.

^[Q—^f négative pour x=a^ a dû s'annuler au moins une fois

pour permettre à ,—p qui est nulle pour x = a, de redevenir zéro.
Cette même quantité n^a pas pu s'annuler plus d'une fois pour la

même raison que plus haut. Donc on aura, en oc = a,

^(a)==o, ^(a)>0y v^a^X),
rd^r\ ^
L ^ J^.=a

et l'équation différentielle montre que, dans l'intervalle a6, ^(.r) ira
en croissant. Or ceci est impossible vu que, au point x == by on a

^(ZQ=o.

Le lemme est donc démontré. II en résulte que, si

z{x) << m (a^sc^b)y
on aura aussi

y{x}<^m (a^xïb).

13. Faisons croître /cvers sa limite /^ et soitwie maximum de z(^x)



ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE, ETC. 55Q

dans ab. On aura à chaque instant (n° 4)

6/^Ni F 0(a) 1,1 n^ ;> — —î—1 v 4- Mi m {b —a}.[^M,/n(.-4
^i L^— a

ce qui montre que CD ne décroît pas indéfiniment.
Soit cjù^ sa limite inférieure.

14. L'intégrale y<(^) ou A,(o, o, î , co<) est positive de a à &, et
l'on a

}fi{a)= y[{a)=o,
y,(ô)=y[(b)=o.

Nous allons démontrer d'abord que y^b) = o.
En effet, d'après la définition des nombres ^ et o),, £ étant une

quantité positive donnée arbitraire, aussi petite que l'on voudra, on
peut envisager Pintégraley (^) ou ^(o, o, î , co) précédemment définie
telle que

0 < / q — Â ' < £ ; 0 < C O — C t > l < ^

Elle différera de celle que nous considérons actuellement d'aussi peu
qu'on le veut. Comme celle-là coupe Qx, la dernière coupera aussi cet
axe en un point x == b^ Je dis que b = b^ Supposons le contraire :
l'intégrale y (x) coupe Qoc en x ==&,<&. Nous pouvons prendre £ assez
petit pour que, relativement aux deux intégrales ji(^) etj(.r), la dif-
férence x^—x\ correspondant à une même ordonnée soit moindre
que 6; or ceci est impossible, l'intégrale passant par x =b quelque
petit que soit £.

15. Démontrons maintenant qu^on a aussiy(è) == o.
Supposons le contraire (-p) ^ o.

•*••* ' \ ^ -u / .r == b

Considérons les valeurs k' et œ7 et telles que

k > Â'i, OJ^^> û)i.

L'intégrale y Çx) de l'équation^^(-^
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défînie parles condit ions initiales suivantes :

y(a)==y(a)=o,

ytrW=^
P(W| ,
L^^L.^'"^

est posit ive de a à & et l'on a dans cet intervalle y { x ' ) ' ^ > y ^ x ) .
En effet, la différence z =y — y\ telle que

5(a)==^(a)=^(a)=o,

\d{Qz"^ , „d{Qz"^ , „
-[— =^-^>ô,

UJL' _ } j c = a

= (y(^)(/ i^+-/îy) Â- /=Â•l+^,

———'- •==. (^ — c..)i > o,L ^ J^=^
dnQz")

€lx2

est positive de a à & (n° H). Si donc K et ûù' sont suffisamment voi-
sins respectivement de ^ et o^ l'intégrale y{oc) coupera Qoo en un
point x == a ^> b et sera positive de a à 6.

Faisons décroître o/ à partir de sa valeur actuelle et laissons à k la
même valeur. Le xéro x === a se déplacera vers a et passera à un moment
donné au point «z*=& (n° 5). A ce moment nous obtenons pour la
valeur k'^k^ u n e intégrale qui est tangente à Ox en a, coupe ce
même axe en x = b et est positive dans ab. Or, ceci est impossible
d'après la définition même de k. Il faut donc que l'on âit^1 = o au
pointa? ==== b.

16. De l'existence d 'une intégrâ'le y\Çoc) positive et doublement
tangente à Qx en a et b correspondant à la valeur À, de k, nous dédui-
rons, par un procédé analogue à celui employé dans maThese^ l'exis-
tence d/une suite infinie d'intégrales doublement tangentes à Ox
(s 'annulant respectivement une fois, deux fois entre les points de
contact a et b\ et d'une suite infinie de valeurs correspondantes
remarquables du paramètre k. Le même résultat s'obtient en se ser-
vant de la méthode précédente, dirigée de la même manière ;

i° Pour les petites valeurs de k — k^ (/i;>>/^) il existe une inté-
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grale y{x) de l'équation différentielle telle que

j(a)^=y(a)=:o,
j^a)^,
yW-o,

et s'annulant une fois entre x == a et x == 5".
La démonstration se fait à l'aide de l'intégrale y^x) de l'équation

q^=.o(^ (.>.,)

doublement tangente à Ox en a et & Çb' <^ &) et positive de a à 6, en
prenanfc/c voisin deÀ'i , et faisant décroître la quantité o)== c }' '

[_ ClX J,r==/i

2° Pour les grandes valeurs de k il n'existe plus de telles inté-
grales.

On le démontre comme précédemment par ̂ comparaison de l'équa-
tion donnée avec une équation analogue à coefficients conslants.

3° Les valeurs de k du i° forment une suite continue.
Il suffit de démontrer que, s'il existe une intégrale z(x) (i°)

pour la valeur k' de k, il en existera une pour la valeur /^ <^k'<^k\
/ fê tan t suffisamment rapproché de k!. L'intégrale uÇx') déterminée
par les mêmes condit ions in i t ia les que z(x) et correspondant à la
valeur k" du paramètre sera plus grande que zÇoc) de a à b, et elle en
différera peu si k" est voisin do k. Elle coupe Qx en x == a (a << a <; b}
e t . r= i3(P>6) .

Si nous faisons croître € u les points a et 8 iront d'abord
[_ CiJD J .r == /ï

vers x ==~ 6. Le zéro x •==. ? ne peut disparaître avant son passage par
x == b, car dans ce cas c'est x == a qui a passé d'abord. Or, ceci est
impossible. En effet, dans ce cas on aura i t pour une valeur de A",
k = k"^> k^ une intégrale tangente en a à Ox, s 'annulant pour x == b
et positive de a à 6.

4° Si 7c = k^ représente la l imi te supérieure des valeurs du 1°
de k^ il existe une intégrale de l 'équation

d^ev") , , ,4^--A.9(^y
Ann. Éc. A'orrn., (3), )CXII. — DÉCEMBKE igoa. 71
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doublement tangente à Qx en x == a et .2? == & et s 'annulant une fois
entre ces deux points.

La démonstration est analogue à celle relative à la valeur k^ du
paramètre b.

17. Une méthode identique peut être essayée pour démontrer
l'existence des solutions périodiques des équations ^différentielles de
l'espèce précédente.

Ainsi, pour l'équation du second ordre
û?2 y
^+À-<p(^)y=o [?(^)>o],

on aurait à résoudre les quatre questions suivantes :
1° Pour les petites valeurs du paramètre k il existe une intégrale

définie parles conditions suivantes :
y(a)=:i,

y(âî)=:j(^) ou j(a)==j(^)=:j,

et s'annulant au plus deux fois entre a et 6;
2° Pour les grandes valeurs de k il n'existe plus de telles inté-

grales;
3° Les valeurs de k considérées forment une suite cont inue ;
4° Si fc est la l imite supérieure des valeurs de k envisagées au î°,

il existe pour cette valeur de k une intégrale telle que ses valeurs et
celles de sa première dérivée soient les mêmes en oc = a et x = b,

Les deux premiers numéros se démontrent facilement. Le premier
par les approximations successives qui convergent si k est pet i t et le
second par la comparaison de l'équation donnée avec une équa t ion à
coefficients constants comme nous l'avons fait pour l 'équation du qua-
trième ordre. Il resterait donc les deux derniers points qui demandent
à être démontrés*

II.

Si l'on voulait traiter la question précédente au moyen des con-
stantes de Schwartx-Picard, on devrait avoir établi les résultate sui-
vants :
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i° Soifcy(^) une fonction de x telle que

^F.=W{^ y(^)>o (a^^),

r(a)==y(a)==o,
y(^ )=y(ô)=o .

On a
y{x)^>o, a <; .r <; b (n° 6, LEMME 1).

2° On a
r 0

o < j < ^ ^ T(^)c/^ (n0 6, LEMME II).
"' fi

3° Si
T(^)^^(^) (a^xïb),

[
a5a^< b^b,

soit z(x) I^intégrale de l'équation

telle que

on aura

//2 / fi ^ \fLirl-2 — ar ( sc\
dx- ~"1^^

z[a,)-=z'{a,)-=o,
z{b,)=^(b,)-=o,

y(^)>zW {a^.x^b,) ( 1 ) .

Prenons d'abord a=a^ b=b, et envisageons l'intégrale ^ (^)
analoffue à -Si(^) correspondant à l'intervalle a^.

L'équation
^Wr-^^W-^W

cioc"

montre (1°) que
y>z, (a<.r<b).

Soit z.^x) l 'intégrale analogue à ^(.r) correspondant à l ' inter-
valle ab^ {a < b^ << 6).

( i ) 77/c.̂ , p. r6.
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Prenons b^ voisin de b; on pourra écrire z ^ (&) >> o et z\ (&) <^ o.
Cela étante posons

p(^)==5 i——^2.

Il viendra
^W)~n

dx^ ~0?

^p^c+c^

9(^) ne peut devenir négative. En effet, dans ce cas, comme on a

p(a)=:^(a)=z0,

p(^i)>o, p'^iXo,

p^.r) aurait au moins trois zéros dans l ' intervalle ab; ^{x) en aurait
par suite au moins deux, ce qui est impossible.

En prenant un p o i n t b^ tel que x == b^ < ̂  et suffisamment voisin

de &, on verrait que l'intégrale correspondant à cet intervalle est inté-
rieure à ̂ (tr) ^ par suite a ̂  Çx).

Cela veut dire qu'on a
^(^)<5i(^) ,

quel que soit b^ à l 'intérieur de ab.
Même raisonnement en faisant jouer à l'extrémité x = 6 le rôle de

l'extrémité ;r=â. On verra que l'intégrale s^Çx) correspondant à
l ' intervalle a, b Ça <^ <^ <^ 6) est intérieure à ̂  (.r).

Par suite, l'intégrale z{x) correspondant à aj>^ est intérieure
à ^^(^) et z^oc) Ça^x^b^. Donc elle est intérieure à z^Çx) et par
suite ày(.r).

4° On a

ydi6Tl^^€^^J cix dx ' \dx dx1 dx dx11 )
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y et Y é tan t deux intégrales de l 'équation de lord Rayleigh.
En effet, l ' identité

d r d(eY') ^(^n
cix ly cix dx J

^A-oY-Y^r^^-^^v ' ' v dx dx dx •dx

^^(^Q^^^Q^
dx\dx dx^ dx dx1 )

donnera, par intégration, la relation annoncée.
Ces résultats établis, on voit immédiatement qu'il n'y a plus aucune

difficulté à traiter l'équation de lord Rayleigh, par la méthode em-
ployée dans le cas 0 == const.

Je terminerai en remarquant que cette équation s'offre d'elle-
même comme application à la méthode des équations intégrales de
M. Hilbert.

FIN DU TOME VINGT-DEUXIÈME.


