A.DAVIDOGLOU

OO _ ro(x)y

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 22 (1905), p. 539-565
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1905_3 22 539_0>

Etude de I’équation différentielle

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1905, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1905_3_22__539_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ETUDE

L’EQUATION DIFFERENTIELLE
o2 [9(1‘) Zx’]

=hke(r)y
dr? D ACPNE)

Par M. A. DAVIDOGLOU,

AGREGE A LA FACULTE DES SCIENCES DE BUCAREST.

INTRODUCTION.

[’équation différentielle dont I'étude fait I'objet de ce Mémoire se
rencontre dans la théoric des vibrations des verges (). Dans le cas
ol 0(x)= const., ’équation résultante a été étudiée dans ma these (*);
on y a démontré I'existence d’une suite indéfinie de valeurs remarqua-
bles du parametre £ ct ¢’estce méme probleme que nousallons aborder
dans le cas général. D'une maniere précise, étant donné un inter-
valle @b, il sera démontré qu’il existe une suite infinie de valeurs de £,
ki, kyy - .. toutes positives et une suite correspondante d’intégrales :
yi(2), y.(x), ... telles que I'on ait

: A y;
b(x) (lz'-’ ]

da?

?

= k; C?(é'l") y[("l')’

(1) V. Lowp Ravreieu, Theory of sound, p. 240 ot Encyklopidie der math., Bd. 11,
Heft 4, p- 449-
(2) Aunales de I’Ecole Normale supérieure, 1900.
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la courbe intégrale y;(x) élant doublement tangente a Oz en x =a
et o =0 et s'annulant © — 1 fois entre a et b.

La méthode employée cst tout autre que celle dont je me suis
servi dans ma thése; en particulier, il ne sera pas fait usage des
constantes de Schwartz-Picard. Tout ce qui précede se rapporte au
cas ol la verge est encastrée en a et b. Je termine par quelques
remarques sur les solutions périodiques.

I.

Dans'étude de I'équation différenticlle :

A2 (G y")

(1) 2 = ko(a)y,

nous supposerons constamment que les fonctions continues o(x)
et 0(x) satisfont, dans les intervalles olt on les considere, aux inéga-
lités suivantes :

o<<m << o(x)<< M,

0< nyg << H(x) << Ny

Ces hypotheses sont légitimes et dans la nature physique de la
question.

De méme, nous aurons souvent dans la suite & considérer des in(¢é-
grales de I'équation (1) déterminées par des condilions initiales au
point @ = a. Faisant usage d'un théoréme classique nous pourrons
dire que les intégrales considérées varient infiniment peu si les con-
ditions initiales et méme le parametre £ varient infiniment peu.

On dira aussi que la différence entre les ordonnées de deux inté-
grales déterminées par des conditions initiales et des valeurs de £ suf-
fisamment voisines, different en un point 2 d’aussi peu qu’on le veut.
Il en résulte que, si 'une des deux intégrales coupe O, il en sera de
méme de autre.

1. L’intégrale de I’équation
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telle que
s(ay=1s5'(a)=o,
s"a)=1,

5"(b)=o, (0> a)

est positive pour a << @ < b.
En effet, supposons. qu’elle s’annule pour un point = 4, entre
. . . ds . . . ,
x = aetxz=>0. Dans ce cas la dérivée — durait au moins trois zéros
dans U'intervalle ab. '

123

, . 14 . . .
L’expression 0 -— aurait, dans cette hypothese, au moins deux

2
zéros distincts, ce qui est impossible, cette derniére quantité ayant,
d’aprés Péquation différentielle, la forme ¢, 2 + ¢,, ¢, et ¢, étant des
C a4 C,

f(«) =1

constantes qui ne sont pas nulles toutes deux, car

Remarque. — On peut écrire

F(z)® (D) —F (D) (x)
D(b)y—al(bd)

" X 2 [. . X x o d‘ .
l.‘(x)::f d.L‘/ 0((;); fl)(x):f d.z'f 2(13

va

s(x)="0(uw)

ol

2. Si une intégrale y(x) de I'équation

ar(by") _

(1) L = ko(a)y

est déterminée par les conditions initiales suivantes

y(a)=y'(a)=y"(a)=o,
[cu 9y”>]

dx « >0

elle va constamment en croissant & partir de son point de contact
r = a.
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O

. . . L doyny .
En effet, soit az, un intervalle tel que la quantité ——— soit posi-
tive.
On aura pour toutes les valeurs de 2 satisfaisant aux inégalités
a<lxx,
dA(Oy")
dx

y(x)>o, y'(x)>o, y'(z)>o, .

Dailleurs, I'équation différenticlle montre que, pour ===z,
> (5y") civn Done. G ekt . ’
s est positive. Done, — 0 qut est positive pour x = x,, va en
croissant et, par suite, ne s’annule jamais. La méme conclusion sub-
siste pour les fonctions

»'(x), ) () el y(x).

Remarque 1. — On peut supposer y"(«)>o dans le théoreme
précédent.
Remarque 1. — Un théoréme analogue s’obtient avec les con-
ditions
yla)y=y'(a)=o0,  y'(a)"o,
d(0y"y .
_(_._‘_}_/__) ‘_O.
dr iz

3. SiTlintégrale y(a) de 'équation (1) est telle que

yla)y=py'(a)=o,
y(b)y=y'(b)=o,

elle ne s’annule plus a partir de son second point de contact avee Oa.

Supposons pour simplifier I'écriture que 'on ait alfaire & une inté-
grale doublement tangente s’annulant une scule fois entre x = « et
a =b.

’ , e, dy . . -
La dérivée Zl% s'annule exactement quatre fois dans I'intervalle ab.
Si, en cffet, elle s’annulait six fois, il y aurait trois zéros au moins de

. v . " »
I"expression 6 (@) —— d’un méme coté de Oz.
da?
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a /o diy
(1<o_-1_, a (052
dz* ) dxe?) . . .
a8 annuleraient donc au moins respectivement

deux fois et une fois de ce méme coté de Oz, ce qui estimpossible, la

. Sy, . ay
derniere quantité n’étant autre chose que £ ¢(x)y. Parcillement, 7{—‘,
oLrs

A(022)

A\ da?
dr

valle ab.

s'annulent respectivement trois et deux fois dans 'inter-

- . . [d? . .
Cela étant, si (#) Zo0, on aura certainement (n° 2)
‘ r=a

0 aplf
[M] <o.
dr | i=a

Ces expressions seront donc respectivement négative et positive
pour x = b. En ce dernicr point, on aura donc

y(0)=y'"(b)=o,
y'(b) <o,

[d(ﬁ.y”)]

—_— << 0.

dx x=b

Une telle intégrale ne s’annule plus & partir du pointa: = & (n° 2).

i et Ahmee 1%t ol a o : '
4. Considérons U'intégrale y(x) de I'équation (1) déterminée pai

les conditions initiales suivantes :

y(a)=y(a)=o,
y'(a)=r,

Ay =un<o
de  \p=a

Si = o est un premier zéro de cette intégrale et si, dans l'inter-
valle aa, intégrale y(x) est inféricure & une quantité v, on a les.
inégalités

6/iN O(a )
o< — < — [__ﬁ_)_ +Mp(a—a)l.

n, o—a

En effet, intégrons I'équation (1) en tenant comple des conditions
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initiales. Nous pourrons éerire les équations suceessives

(0" -
fﬁjl——) =k f oydr +o.
{(Iz oyde (,) (o —a) _O(rr)
FET Ty TRy
s _1__[ [stetrdesn [ 2 =tars 710
2 W/.b[ @), d‘r‘ j o(x)) (Lz—{w)w ) dz !—ba ,}(‘Z.Ja’.r,

y,/t]clzf /dmf 1 de
+mfz/rf ———(lx+f{l [ (((l)

Kerivons I'équation

ylw)=o;
il viendra

o T —a
——-w[ du'{ m(/.l,'

B - “O(a)
f{&cj )fl/l/ .J)([L-’r—/ dr J 0(_75(“’

0<—-,>‘/ r/.x/ L—a
</-'f C/.L'/ _({_(.../ ,]J;/ vy de - ([/ Ml)
3 v 0('1) “ v " Vo

ou encore

O<_(,>f dr
: % oo % 5\ @)

<k [M[[J'hwf [l,z:/ (l.n/ (L{.'[ e 4 —— / zlL/ (IL‘
. J w

1 (a—ay Ila)
o<—-m~N—l 5 /.[MJ—\J—a) -+ -————~(/—-(() i

iy

0 <=t < 0/\ [OL) + M p(a »—u)l.

T |e—a

d'oll
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5. Reprenons la méme intégrale du numéro précédent. Faisons
décroitre » & partir de sa valeur considérée. Dans ces conditions, on
peut, sans jamais étre arrété, suivre le zéro @ = o dans sa marche
vers le point @ = a. Il reste toujours I'unique zéro de I'intégrale con-

Fig. 1.
Yo

a +______C<-\

sidérée dans 'intervalle initial et tend vers @ quand o tend vers — <.

Désignons I'intégrale du numéro précédent par y, et par y,, inté-
grale analogue correspondant a la valeur o’ < w. Envisageons la diffé-
rence

Yw— Y =35

On aura
d2(635")
— ! — Jo(xr)s
d? ? (%)
avec les conditions

s(a)=3"(a)=5s"(a)=o,
o) " ()] o

d.x?

D’apres le théoreme du n® 1, on pourra donc écrire constamment

s(r)>o0 (a<z<o),
ou encore
J"u>>_)’lco'-

Ceci suffit pour montrer que le zéro considéré se déplace vers z = a.

A aucun moment 'intégrale y., ne peut présenter dans P'intervalle
initial plus d’un zéro (en dehors de x = a). En effet, dans ce cas,
comme pour o = w, il n’y en a qu’un, il existera certainement une
valeur de o, soit Q, telle que, pour Q + ¢, 'intégrale n’ait qu’'un zéro
(en dehors de z = a), tandis que, pour Q — ¢, I'intégrale correspon-
dante en ait plus. L’intégrale variant d’'une maniere continue avec o/,
cela ne sera possible que si I'intégrale correspondant a la valeur Q a
d’autres points de contact avec Oz qu’'en x = a. Or, d’apres le n° 3,

Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — DscExprE 1905, 69
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c¢’est seul le dernier zéro qui peut étre un point de contact avec Ox.
Soit « = ce dernier point. Le nombre des zéros intermédiaires se
conservant évidemment pour les variations suffisamment petites de o’
de part et d’autre de w' = Q, I'intégrale considérée ne peut avoir plus
d’un zéro dans 'intervalle af3.

Si elle en avait deux, elle continuerait & en avoir deux pour Q + ¢,
€ > o étant suffisamment petit, ce qui est contre 'hypothése.

Supposons donc qu’entre les deux points de contactx = aetx = §3,
I'intégrale considérée n’ait qu'un zéro. Au point z =3, on a certai-
nement

ct la courbe intégrale tourne la concavité vers les y négatifs.

Fig. a.

@ \/é\c

Considérons la différence yo.. — ya qui vérifie I'équation

(12[0( YQi4z—YQ Y’]
(x?

=ho(x) (YQr:—yQ),

les conditions initiales étant

yase(a) —yala) =yo, . (a) —yola) =yh, (@) —yo(a)=o,

; A9 ya.—yo)l|

d =

=R 4e—Q=c>0

sera toujours positive (n° 2). Il s’ensuit que, pour & suffisamment
petit, on aura remplacé le point de contact = § par deux zéros aussi
approchés de 2 = § qu’on voudra. L’intégrale ya . a donc trois zéros
dans Pintervalle az, ce qui est contre 'hypothése.

Si, dans I'intervalle @e, Uintégrale yo n’a pas de zéro, le méme rai-
sonnement prouve que Uintégrale yo,. n’en a plus aucun. Ceci est
encore impossible.

Il est done prouvé que le zéro @ = o de U'intégrale initiale se dé-
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~Jd

place dans la direction za, quand o décroit, etreste toujours 'unique
zéro de 'intégrale correspondante dans I'intervalle initial. De plus,
I'intégrale coupe 'axe O« en ce point.

Faisons tendre o vers — =, le point @ = « ne peut tendre vers un
point @’ différent de a. En effet, les intégrales consécutives s’enve-
loppent les unes les autres et 'on peut trouver une quantité p. telle
qu’on ait

0< Yo< 1t

pour les points ol I'intégrale est positive, . étant le méme quelle que
soit . Comme d’autre part, par hypothése,

a—aza —a,
il viendra (n°4)

o< —0 < —1 | =2t
ny |lad—a

SNt — |

ce qui montre que o est limitée.

Conclusion. — Quand o décroit, x = a parcourt I'entier segment
initial jusqu’en x = a.

6. Dans ce qui va suivre, nous allons envisager un intervalle déter-
miné ab (b>a). Cela étant, nous allons démontrer le théoréme
suivant :

Pour les petites valeurs de k vl existe une intégrale de ’équation

COy)

dx? o (z)ys
positive pour a < x < b et telle que
y(a)=y'(a)=o,
Y'(a)y=r,
y(b)y=o, y(b)<o.

Démontrons d’abord les deux lemmes suivants :
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Cr

Lemye I, — 8¢
u(a)y=—=u(b)y=o,
W(ay=u(b)=o,

U'intégrale correspondante de I’équation

d*(Gu")

duark

=d(z) [d(x)>0]

est positive dans Uintervalle ab.

Supposons que 'intégrale U(x) s’annule un certain
(5]

fois entre les points de contact. Dans ce cas, la dérivée

nombre de

d?ue
—— sannu-
dax?

lerait au moins trois fois dans I'intervalle considéré ; soient

xT =y, X == oy, P s

ses trois zéros o, <o, < o,. On peut éerirve

(l"u
) dL —~/ dzf (&) dx 4 ¢, - ¢ay

avec les conditions :

C 0y~ Cy==0,

c,az-i—cz::———j dzf Ydz,

c o+ c,_._—--/ dx nlul.z‘

Multiplions les équations précédentes respectivement par =, — «,,

a, — oy, o, — o, ct ajoutons les résultats, il viendra

Oy x oy x
(A) (ezz—-oc,)f cl.c[ $de = (az3— a,) [ dxf bdz.
oy ooy < 0Ly o,

Or, de la relation

F(oy)—F(a)) _ Gy oy Fio + 0(ay—a,)]

F(oy,) —F (o)~ ag—oy Vo + 0(ots— o )J’
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-
S

on tire, en y faisant

F=[ do [ 4da,

vy oy
oy +0{tg—2y)
[ d.r;/ d;dx f Ydx
< a, S - dy— Iy
Oy — o, oy +002y—ay) Oy —
[ d.rf ddx f bdx
Ja,

ou encore

g x La r
(az—a,)f a’.rf bde > (23— o) [ d.zrf bdr,
oy %y Ya, o

1

ce qui contredit la relation (1). Le lemme est donc démontré.

Lemye I, — On a, dans ce méme intervalle,

’ . 3 b
u(zr) < me—(if b dx.
1

a

En effet, on peut écrire

W X gp x .
u:f d;cf %gf dw/ ddrx,

d’ott 'on tire

u < f dx f dx ua’ r
Or
x X x x a' B
do [ ydz|=| [ dxf Lpdr--f d.r.f bdr
A X x a x
< / dz Ydx +*f dtvf Ydx
a " a a”
X x ' B
<f d.z:f Ydx -(—-f (l.vf bdx|.
a a” a a
D’ailleurs

14
< 2[ bder.

l/:q)dx ::’[J.Lpdx—.[“"q;dx
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Finalement

(lx ddx

b
<4(b——a)f Jdz.

LY

7. Cela étant, dirigeons les approximations successives de la ma-
niére suivante :
@a9y5) _
Tdxt
20y

T dz?

- L?(w)}h

d*(0vy)

dx?

= /“P(x'))’n—u

.....................

Nous prendrons y,(x) = 0(a )l‘( 7)(1()121)/))):;14 ?2)(1»(@( n° 1), y,(x)

est positive dans I'intervalle ab ct 'on a

Yo(a) =y, (a)=0o,
Yo(b)y=o0,  y,(b)<o.

Les aulres équations s’intégrent avec les mémes conditions ini-
tiales et finales que y, (point et tangente en @ = a, point et tangente
enx =b).

Posant

Uy=Yos
U=Y1—Yo>
Up=Yn—Yn-1»
il viendra

0y
de*

A2(Ouy)
dx*

)

= ko(x)uy,

avee les conditions :

u;(a) =ul(a)=o,
w;(b)y=wi(b) =0 (£>0).
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On aura constamment
u;(x)>o, [a<<z<d].
Considérons la série

Ug== Wy = U+ . .
On a

o< uy <oy,
b

D — )3
o< uy <COMA'V/ o dx,

ny

o<uﬂ<co[ (/)I;-a) /f cdr] s
1

................................

Si done

la série précédente est uniformément convergente dans 'intervalle ab.
On sait que, dans ces conditions, elle vérifie 'équation donnée et
elle satisfait aux conditions aux limites suivantes :

yla)=y'(a)=o,
y(b)=o0, Y(b)=y,(D)<o,
y(x)>o (a<<z<<h).
D’ailleurs
' (a)>o.

Si, en effet, on avait y"(a) < o, ) et, par suite, y serait < o dans
le voisinage du point @ (x > a).
a05y")

Dans le cas y”(a) =o0, comme [ dr

-l <o §si I’on avait
Cd(9y") o
[i-d—i;]z_o> o, on n’aurait plus y(b)=o0 (n° 1)%, y's ¥y et, par
suite, y, commenceraient par étre négatifs.
On peut donc, aprés multiplication par une constante finie, s'il est
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nécessaire, satisfaire aux conditions

y(a)y=y'(a)y=o0, y'(a)=1,

y(b)=o, y'(b)<o.
Remarque. — 1l est évident que les approximations successives di-

rigées comme précédemment et relatives & un segment ad’ intéricur
2 ab convergeront si les premicres convergent.

8. L’intégrale précédente est unique de son espéce, tangente & OX
en = a, s’annulant pour @ = & et de plus positive pour a < x < b.
Ceci résulte de ce que, si une telle intégrale existe, elle peut étre
obtenue par les approximations successives dirigées comme nous
I'avons fait précédemment. Quelques difficultés se présentent de ce

SN £ 14 —
qu'on a y(a)= (z};)x:a_ 0. |
Considérons donc I'intégrale y(x) :
y(a) =y'(a)=o,
y'(a)=r,
y(b)=o, (b)) <o,
el formons les équalions successives
0y
dot — 7

f(O.y'l) = lo(x

d?

les conditions initiales et finales pour les y; étant les mémes que pour

y(x).
Posons, comme précédemment,

Uy = Yo

U=Y1—= Yo

Up=Yn— Yn-1s
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On a évidemment (n° 6)

u;(a) =u;(b) =o

ui(a)=uj(b)=o =0
u;(x)> o, a<<x<<b, {20.
Or, de I’équation
a0y —r)'l _ . )
I = ko(z))
on déduit (n° 6)
Y=Y

et, de proche en proche,

Y>>0 a<<x<<b.

Posons o(x) = —7——;—&’ Pour o a et b et compris dans I'inter-
1
valle ab,

pla) <t.
D’ailleurs

pla)=o,

p(d)=o.

On peut donc trouver, le rapport précédent variant d’'une maniére
continue, un nombre g<1 tel que I'on ait

Y=< &Y
D’autre part,

1[5y —20) — (¥ — Ol
dx*

=hkgo(z)y — ko(x)y +ho(x)y,
=ko(z)[yg — (¥ — o)l

L’expression g(y — ¥,) — (¥ — ¥,) s’annulant, ainsi que sa dé-
rivée premiere, en & = a ¢t = b, on aura (n° 6)

Yy =r<g—Y-
D’une maniére générale

y—=yi=8(y — Yiu),

Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — DECEMDRE 1905. 70
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et, par multiplication,

d’ou, finalement,
limy,=y.

CoroLLAIRE. — Dans un intervalle ab, dans lequel il existe une telle
intégrale y,, il n’existe pas d’intégrale doublement tangente a OX (voir
ma Thése, p. 9).

9. Les valeurs de £ pour lesquelles il existe une intégrale y(x),
définie précédemment, forment une suite continue. En effet, s/ en
existe une pour la valeur actuelle de k, il en existera une analogue pour
toute valeur k' < k.

Si, dans les approximations successives précédentes qui défi-
nissent y(«), on remplace £ par £, elles continueront ¢videmment
converger ct définiront une intégrale s(x) de I'équation

d2(05") _

Az =k¢(x)s,
telle que

s(a) =5(b)=o,

s'(a) =o,

s (by=y'(b)<o.

En la multipliant, s’il estnécessaire, par une constante convenable,
qui est certainementfinie (n°7), on peut faire en sorte que z”(a) =1.

10. Soit %, la limite supérieure des valeurs croissantes de £ pour
lesquelles il existe une intégrale y(x), £, est finie. Nous allons, en
effet, démontrer que, pour les grandes valeurs de k, il r’existe plus
d’integrale [(x).

Soit € > o une quantité aussi petite que I'on veut et o <7 <e.
Prenons £ tellement grand pour que I'on ait, pour les valeurs de ,
dans I'intervalle ab,

(o] 9 y
<'/;<f2-
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Cela étant, envisageons les deux équations différentielles

. 9 1
@ (zy >

—dzm =R
a*(ns")y
—az —9x)s,

et soient y et 5 deux intégrales de ces deux équations déterminées
par les mémes conditions initiales. Elles différeront d’aussi peu que
'on voudra si I'on a soin de prendre ¢ suffisamment petit.
En supposant donc que le théoréme énoncé ne soit pas vrai, il
existerait, quelque petit que soit v, une intégrale de 'équation
A
dz* -

u
| =

o(x)3,

=

S

tangente & Ox en x = a, positive de @ 4 b et s’annulant pour x = ¥,
ce dernier point étant d’ailleurs aussi rapproché que 'on veut de b.

Ecrivons les approximations successives qui déterminent cette
derniére et, en méme temps, les équations analogues (mémes condi-
tions aux limites) pour I’équation

du .,
w =A u,
A ¢tant une constante, telle que
o(z)

A<

Les derniéres approximations convergent si les premiéres con-
vergent, ce qui est le cas actuellement.
On doit donc admettre que I'équation

d*u

T = Atu

admet, quelque grande que soit la constante A, une intégrale tan-
gente 3 Ox en « = a, positive de a & b et s’annulant pour z =10'. Or

ceci est impossible.
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En effet, une telle intégrale est, & un facteur constant pres,

w=-sinA(x — a) [eA0=a) 4 g=Al’=a) — 35 coSA (D' — a)]
+ CosA(z — a) [e~db'~a) _ gdb'—a) 4 5 5in A (b — a)]
+ eA@=A[cosA (D — a) —sinA (b — a) — e~A'-a)]
+ e~AE-a[eAlb—a) — cosA (V' — a) —sinA (b —a)],

et Uon vérifie immédiatement (voir ma Thése, p. 46) que, pour les
racines consécutives de I’équation en A
eMb'—a) 4 p—A(b'—a)

cosA(d'—a) 5 =1,

Pintégrale s’annule respectivement zéro, une, deux, ... fois, entre
les points @ et b’.

Il résulte de ce qui précéde que, pour les grandes valeurs de £, il
nexiste pas d’intégrale y(x) définie précédemment. En d’autres
termes, la quantité £,, limite supéricure des valeurs de £ pour les-
quelles 'intégrale y(x) existe, est finie.

11. Désignons l'intégrale y(«) par intégrale £(o, 0,1, ), en
mettant en évidence la valeur du parametre de I'équation (1) et les
conditions au point & =a. On sait que cette intégrale s’annule
pour & =20 ¢t est positive entre a et b. Si y'(x) ou k(o, 0,1, w) (K'> k)
est une autre de ces intégrales, on ne pourra pas avoir o’ > .

Si, en cffet, on avait o' > o, la différence s = y'(x) — y(x) véri-
fierait I'équation

d*(0s
ZO2) — g (a) (Ky'—~ k),

ou encore, en posant &' = £ + e,

(05"

dx?

=o(ks—ey').

Ayant z(a) =s'(a)=13z"(a)=0, 5"(a)>o0, la fonction z(x)
commence par croitre; elle sera donc positive pour « voisin de «;
I'équation différentielle montre alors qu’on aura constamment

s(z)y>o0
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~ou encore
¥ (z) > y(2),

ce qui est impossible, ces deux intégrales s’annulant simultanément
pour « = b. Si done nous considérons la suite d’intégrales y () ou
k(o, 0,1, ») lorsque % tend vers £, en croissant, les quantités o for-
meront une suite non croissante. Elles ne décroissent d’ailleurs pas
indéfiniment.

En effet, considérons en méme temps les deux équations

azeoxy _ .

d1.2 e 'I‘ ’Py
et
d*(9s")
dx? o

les conditions initiales et finales pour s(z) étant

s(a):: s'(a) =o,
z"(a) =1,

3(b) =o.

Supposons qu’a partir d’une valeur de £ on ait I'inégalité

O S W o N

Nous allons, dans ces conditions, démontrer le lemme suivant :

12. Lemme. — La différence o(x) = y (x) — =(x) qui verifie I’ équation
& (09") _

- = key
et qui satisfait aux conditions suivantes :
v(a)y=1v'(a)=7v"(a)=o,

& =

est négative dans *intervalle ab.
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En effet, cette fonction s’annule pour z=25. Je dis qu’elle est
négative entre x = a et x = b. En effet, si x =« (a <o << b) était
un premier zéro de ¢(x), cette fonction serait négative dans l'inter-

e, dy .
valle aa. La dérivée T s’y annule exactement deux fois, car, dans le

cas contraire, on aurait au moins deux zéros pour

o(s22)
dx?
dx ’
dy
2 —
(7 %)

ou .oy s’annulerait, ce

D

Entre ces deux zéros, la dérivée ———

qui est impossible. On voit de méme que

e

4

—; s’annule exactement

RS

1

deux fois.

dto , . . s . .
d(0-—)> négative pour  =a, a di s’annuler au moins une fois

, d*o . _—
pour permettre & ——, qui est nulle pour # = a, de redevenir zéro.

Cette méme quantité n’a pas pu s’annuler plus d’une fois pour la
méme raison que plus haut. Donc on aura, en @ = «,

p(a) =o, o' (a) > o, v’ () >o,

[d(o u”)] o
dx =0

ot 'équation différentielle montre que, dans U'intervalle «b, ¢(2) ira
en croissant. Or ceci est impossible vu que, au point x = b, on a

p(b)=o.

Le lemme est donc démontré. Il en résulte que, si

s(x)<m (aZzZb),
on aura aussi
ylz)y<m (a2zsb).

13. Faisons croitre £ vers sa limite £, et soit 7 le maximum de z(x)
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dans ab. On aura 4 chaque instant (n® 4)

/l. J
W >— u-\—l [_9(_41)_ + M, m(b——-a)},
n, b—a
ce qui montre que  ne décroit pas indéfiniment.
Soit w, sa limite inférieure.

14. L'intégrale y,(x) ou £,(0, 0, 1, w,) est positive de @ a b, et
on a
»(a)=yi(a)=o,
yi(b)=yi(b)=o.

Nous allons démontrer d’abord que y,(b) = o.

En effet, d’apres la définition des nombres %, et w,, ¢ étant une
quantité positive donnée arbitraire, aussi petite que 'on voudra, on
peut envisager 'intégrale y («) ou £(0, 0, 1, ® ) précédemment définie
telle que -

o<k —k<e; o< w— w <E.

Elle différera de celle que nous considérons actuellement d’aussi peu
qu’on le veut. Comme celle-la coupe O, la derniere coupera aussi cet
axc en un point x = b,. Je dis que b = b,. Supposons le contraire :
Iintégrale y (x) coupe Ox en & =b,<b. Nous pouvons prendre ¢ assez
petit pour que, relativement aux deux intégrales y, (x) et y (@), la dif-
férence |@, — x| correspondant & une méme ordonnée soit moindre
que b; or ceci est impossible, I'intégrale passant par x = b quelque
petit que soit ¢.

15. Démontrons maintenant qu’on a aussi y'(6) = o.
ons e (Y
Supposons le contraire <d—rl>.,-=z, =+ o.

Considérons les valeurs £ et o’ et telles que
K>k, o' > w;.
L’intégrale y () de I'équation

a6y
fljz’ ) = o(2)7,
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définie par les conditions initiales suivantes :

y(a)=y'(a)=o,
y'(a)=r1,

d(dy") —
(9=

est positive de @ & & et I'on a dans cet intervalle y (z) >y, ().
En effet, la différence 5 =y — y; telle que

s(a)=s5'(a)=5"(a)=o,

o~
ld(gv ):I = 0 — ;> o0,
dx xr=a
(12(05//) . g )
W:‘P(x)(/‘15+'ﬁy) K=k +mn,

est positive de @ & b (n° 11). Si donc £ et o’ sont suffisamment voi-
sins respectivement de £, et o, I'intégrale y (=) coupera Oz en un
point x = « > b et sera positive de @ 4 b.

Faisons décroitre o’ & partir de sa valeur actuelle et laissons & £ la
méme valeur. Le zéro x = a se déplacera vers « ¢t passerah un moment
donné au point z=1> (n°5). A ce moment nous obtenons pour la
valeur 2> £, une intégrale qui est tangente & Ox en «, coupe ce
méme axe en @ = b et est positive dans ab. Or, ceci est impossible
d’apres la définition méme de £. Il faut donc que I’on ait% =0 au

point & = b.

16. De l'existence d’une intégrale y, () positive et doublement
tangente & Ox en a et b correspondant i lavaleur £, de £, nous dédui-
rons, par un procédé analogue a celui employé dans ma These, Uexis-
tence d’une suite infinie d’intégrales doublement tangentes & Ox
(s’annulant respectivement une fois, deux fois entre les points de
contact @ et b), et d’une suite infinic de valeurs correspondantes
remarquables du paramnétre £. Le méme résultat s’obtient en se ser-
vant de la méthode précédente, dirigée de la méme maniére :

1° Pour les petites valeurs de £ — %, (k> £,) il existe une inté-



O
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grale y () de I’équation différentielle telle que

y(a)=y'(a)=o,
y'(a)=r1,
y(b)=o,

et s’annulant une fois entre x = a et = 0".
La démonstration se fait & I'aide de 'intégrale y, (=) de I’équation
2(0y"
T — ko) (k> k)

dx
doublement tangente & Ox en a et b (b'<C b) et positive de a 4 b, en

dx

2° Pour les grandes valeurs de % il n’existe plus de telles inté-
grales.

Onle démontre comme précédemment par la comparaison de I'équa-
tion donnée avec une équation analogue & coefficients constants.

3¢ Les valeurs de £ du 1° forment une suite continue.

Il suffit de démontrer que, s’il existe une intégrale s(x) (1°)
pour la valeur £ de %, il en existera une pour la valeur £, <<A" <k,
k” étant suffisamment rapproché de 4. L’intégrale u(x) déterminée
par les mémes conditions initiales que s(z) et correspondant & la
valeur 27 du paramétre sera plus grande que z(x) de @ & b, et elle en
différera peu si £” est voisin de £. Elle coupe Oz en x = a(a << a < D)
et o= 3(B>0).

Si nous faisons croitre [ﬂ%-lJ’ . les points « et B iront d’abord

prenant £ voisin de £,, et faisant décroitre la quantité w = [M“ .

vers x = b. Le zéro « = {3 ne peut disparaitre avant son passage par
x = b, car dans ce cas c’est =« qui a passé¢ d’abord. Or, ceci est
impossible. En- effet, dans ce cas on aurait pour une valeur de £,
k = k"> k,, une intégrale tangente en a & Ox, s’annulant pour x = b
et positive de a & b.

4° Si k =k, représente la limite supérieure des valeurs du 1°
de %,, il existe une intégrale de I’équation

az(6+v")

dx

=hko(x)y

Ann. Fe. Norm., (3), XXII. — DECEMDRE 1903. 71
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doublement tangente 3 Oz en 2 = a et =& et s’annulant une fois
entre ces deux points.

La démonstration est analogue  celle relative a la valeur £, du
parametre b.

17. Une méthode identique peut étre essayée pour démontrer
Iexistence des solutions périodiques des équations différentielles de
P q .
I'espéce précédente.
Ainsi, pour I'équation du second ordre
d*y
— +k ‘=0 z o
s T ko (z)y [¢(#)> o],
on aurait a résoudre les quatre questions suivantes :
1° Pour les petites valeurs du paramitre £ il existe une intégrale
définie par les conditions suivant(es :

y(a)=1,
y(a)y=y(b) ou y(a)=y(b)=1,

ct s’annulant au plus deux fois entre @ et b;

2° Pour les grandes valeurs de £ il n’existe plus de telles inté-
grales;

3° Les valeurs de £ considérées forment une suite continue ;

4e Sik est la limite supéricure des valeurs de £ envisagées au 19,
il existe pour cette valeur de £ une intégrale telle que ses valeurs et
celles de sa premicre dérivée soient les mémes en x =a et = b.

Les deux premiers numéros se démontrent facilement. Le premier
par les approximations successives qui convergent si £ est petit et le
second par la comparaison de I’équation donnée avec une équation i
coellicients constants comme nous 'avons fait pour I'é quation du qua-
tricme ordre. Il resterait donc les deux derniers points qui demandent
i étre démontrés.

I1.
Si Pon voulait traiter la question précédente au moyen des con-

stantes de Schwartz-Picard, on devrait avoir établi les résultats sui-
vants :
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1° Soit y(z) une fonction de z telle que

d’.’(Q}.I/ )

o =V(z), W(x)>o0 (alzld),
y¥(a)=y'(a)=o,

y(b)=y'(b)=o.

On a

y(x)>o, alx<<b (n° 6, Lexxe 1).
2° On a

b

oy<g [ Y (x)dze (n° 6, Lenxe IT).

3° Si
W(z)zW(z) (alzld),
et '

ala; < bZb,

soit s(x) 'intégrale de I'équation

(63"

2D —wy(a),
telle que

z(ay) =35"(a,)=o,

2(by) = 5'(b))=o,
on aura

y(@z)y>s(z) (a,2x2b) (1)

Prenons d’abord a=a,, b =0, et cnvisageons l'intégrale z,(z)
analogue & z, (@) correspondant a I'intervalle ab.
I’équation
oy —=)"]
dx®

=W¥(z)— ¥, (z)

montre (1°) que
y>5 (a<<x<<D).

Soit z,(2) l'intégrale analogue & z(x) correspondant i l'inter-.

valle ab, (a << b, < D).

(1Y) Thése, p. 10.
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Prenons b, voisin de &; on pourra écrire z,(b) > o et s, (b) <o.
Cela étant, posons
] p(x) =5,— 32
Il viendra
(")
Tdzt T

Op" =c¢—+ 'z,
o (x) ne peut devenir négative. En effet, dans ce cas, comme on a

pla)=p'(a)=o,
(b)) >0,  p'(b)<o,

¢'(2) aurait au moins trois zéros dans U'intervalle ab; p”(2) en aurait
par suite au moins deux, ce qui est impossible.
En prenant un point b, tel que @ = b,<C 0, ct sufflisamment voisin

Fig. 3.
Y ()

de b, on verrait que 'intégrale correspondant & cet intervalle est inté-
rieure & z,(x) ot par suite & 5, ().
Cela veut dire qu’on a
sy(2) <si(2),

quel que soit b, & Uintéricur de ab.

Méme raisonnement en faisant jouer & I'extrémité x = & le role de
Pextrémité @ =a. On verra que l'intégrale s,(2) correspondant a
Pintervalle @, b (a < a, < b) est intérieure & z, ().

Par suite, 'intégrale z(x) correspondant & «, b, cst intérieure
az,(x) et z,(x) (a,SxZb,). Donc clle est intéricure & 5, () et par
suite 4 y ().

4° On a

" 4 2 2
J’-———-—d(gz ) _ Y—-———d(gz ) — const. -+ 9<d—y gy 4 —d—y—>,
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y et Y étant deux intégrales de I'équation de lord Rayleigh.
En effet, 'identité

d| d(gY") dgy")
El—:;ty dx —Y dx ]

o . dy d(8Y"y dyY d(gy")
=k —Yhoy+ o~ T ur de
d <(ly &Y  dY gdiy>

Tdz\dz dr* T dz dr*

donnera, par intégration, la relation annoncée.

Ces résultats établis, on voit immédiatement qu’il n’y a plus aucune
difficulté a traiter I'équation de lord Rayleigh, par la méthode em-
ployée dans le cas 0 = const.

Je terminerai en remarquant que cette équation s'offre d’elle-
méme comme application a la méthode des équations wntégrales de
M. Hilbert.

FIN DU TOME VINGT-DEUXIEME.



