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FONCTIONS MULTIFORMES
A UNE INFINITÉ DE B R A N C H E S ( 1 ) ,

PAR M. PIEÏUE BOUTROUX.

INTRODUCTION.

Les transcendantes niultiformes à une inf ini té de branches n'ont
pour a ins i dire point été étudiées. C'est que, d'une part, une théorie
complète de ces fonc t ions paraît impossible à faire, à cause de la mul-
tiplicité et de la diversité des éventualités dont nous prévoyons l'exis-
tence, et que, d'autre part, toutes présentent a'u premier coup d'œil
de si inextr icables compl ica t ions qu'il faut renoncer à l'espoir d'ob-
tenir à leur sujet cette moisson de théorèmes, si beaux de précision.
et de s impl ic i té , qui i l lus t r e la théorie des fonc t ions uni formes .

Mais, si les t ranscendantes mult i formes ont le grave défaut de ne pas
être simples, elles s'imposent en revanche à notre attention par le rôle
immense qu'elles j o u e n t e n Analyse. I l suIÏira d'en. donner un exemple.
Considérons une équation différentielle de la forme

(i) y=R(.z«,7),

R étant rationnel en x et y. On, sait que la seule équation de cette
forme dont les intégrales puissent être uniformes est l 'équation de
Riccati . Allant plus loin, M.. Painlevé a donné une méthode permettant

( 1 ) La plupart» des résultais contenus dans ce travail ont été énoncés dans uno Noie
insérée aux Comptes rendus do i 9 Académie des Scic/ice^^ le 4 avril K)O.(.

Ann. Éc. Aorm.y ( 3 ) , XXII . — OCTOIIHE IQOO. 56
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de déterminer toutes les équations (i) dont les intégrales on t un
nombre f in i de blanches; cette propriété n'appartient qu'à un très
petit nombre d'équations isolées. Ainsi, à part un nombre très restreint
d'exceptions, les intégrales de l 'équat ion (i) sont des fonctions multi-
formes à une in f in i t é de branches. C'est dire qu'on ne saurait indéfi-
n iment exclure ces fonctions de l'Analyse, sous prétexte que les ques-
tions qu'elles soulèvent sont plus ardues qu'élégantes.

En quoi consisteront ces quest ions? L'étude générale des fonctions
qu'a instituée l'école deWeierstrass a le plus souvent été, si l'on peut
dire, une étude bornée : étude dans l 'entourage d'un point déterminé,
étude au voisinage de condit ions i n i t i a l e s données s'il s'agissait
d'équations différent iel les . Aujourd 'hui nous nous efforçons de con-
naître les transcendantes dans leur ensemble, d 'étudier leur al lure
dans tout le plan et de trouver des formes ana ly t iques q u i les repré-
sentent tout entières, au l ieu de n'en f igurer q u ' u n e por t ion tronquée.
Pour diriger des recherches d'apparence aussi vague il f au t un f i l con-
ducteur. Or, ce fil conducteur , nous le t rouvons dans la théorie des
f o n c t i o n s uniformes, en voyant par quel ar t i f ice on a réussi à s'élever
des fonct ions ra t ionne l les aux transcendantes uniformes. Ayant affaire
à des équa t ions p résen tan t , non plus un nombre f in i , mais un ensemble
i n f i n i de racines, les analystes ont cherché, en premier l i en , à déter-
miner les points-l imites de cet ensemble, et, en second l ieu, ils ont
étudié la r épa r t i t i on , la condensation des racines autour de leurs
points-limites. Ains i nous est suggérée l'idée de recourir à une mé-
thode analogue pour é tudier les deux ensembles qui caractérisent une
fonction multiforme : l'ensemble des points critiques, et l'ensemble
des déterminations de la fonction pour une valeur quelconque de la
variable. En même temps, nous devrons rechercher quel l ien il y a
entre ces deux ensembles, c'est-à-dire quelles sont les combinaisons
de permutations qui donneront successivement naissance à toutes les
déterminal ions de la fonc t ion .

Le problème ainsi posé peut être abordé par plusieurs cotés. Ou
bien l'on considérera des fonctions définies par un procédé parti-
culier; on prendra par exemple des équations (i) et l'on se proposera
d'étudier leurs intégrales. Ou bien l'on tentera de construire ci priori
une théorie des fonctions multiformes en partant des types les plus



FONCTIONS MULTIFORMES A UNE INFINITÉ DE BRANCHES. 443

simples que l'on puisse concevoir. Ainsi, on supposera en premier
lieu que les points cr i t iques ou. les déterminations de la fonction con-
vergent vers des points- l imites isolés en nombre fini , et, tout d'abord,
vers un point-limite u n i q u e ; de même que la théorie des transcen-
dantes uniformes débute par l 'étude des fonct ions ayant un point d'in-
détermination u n i q u e , les fonct ions méromorphes. Après quoi on
passera successivement en revue des types de fonctions de plus en plus
compliqués.

C'est à ce second point de vue que je me suis placé dans ce travail.
Je ne prétends pas toutefois y donner une solution complète des pro-
blèmes que j 'ai eff leurés . On reconnai tv i te , en effet, que, poar pouvoir
traiter u t i l emen t ces problèmes, il faut faire certaines hypothèses qui,
dans une théorie abst ra i te , ont nécessairement un caractère arbitraire.
Comment justifier ces hypothèses, et, su r tou t , lesquelles choisir?
Peut-être convient-il de surseoir à ce choix jusqu 'à ce qu'on ai t par-
couru. la première des deux voies que j ' indiquais plus haut, et que
l'on ait t rouvé , dans la théorie des équa t ions différentielles par
exemple, une classification pra t ique des transcendantes multiformes,
qui puisse servir de base à une classif icat ion théorique. C'est pour
cette raison que, dans les paragraphes qui vont suivre, plusieurs ques-
tions seront s imp lemen t soulevées qu ' i l serait nécessaire d'appro-
fondi r .

J 'établis, dans un premier paragraphe, une relation entre la distri-
but ion des po in t s c r i t i ques et celle des dé te rmina t ions de la fonction.
Je suis amené à considérer une fonct ion que j 'appelle fonction limite
ou branche limite de la fonction multiforme. Je donne une cond i t i on
suffisante pour que cette fonc t i on - l im i t e soit uniforme.

Dans u n second paragraphe, je montre comment on peut repré-
senter par une relation entière les fonctions dont les détermina-
t ions convergent vers l ' inf in i pour toute valeur de la variable. Je
cherche moyennant quelles hypothèses cette représentation est pos-
sible.

J'aborde ensuite l 'étude des fonctions définies par une relation im-
plicite entière en x et y, supposée donnée a priori. Au sujet de ces
fonct ions se posent divers problèmes : étude de la distribution des
points cri t iques, extension du théorème de M. Picard sur les fonctions
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entières. Je signale certains cas favorables où la solution de ces pro-
blèmes se trouve simplifiée ( ^ ) .

En dernier lieu, je considère les fonctions qui admettent, relati-
vement au théorème de M. Picard, la valeur « exceptionnelle )) zéro,
c'est-à-dire qui ne s ' annu len t jamais. Je montre que le module de la
plus petite dé te rmina t ion d 'une telle fonction obéit , au po in t de vue
de la croissance, aux mêmes lois qu 'une fonc t ion méromorphe ne s'an-
nulant jamais (c'est-à-dire l 'inverse d'une fonc t i on ent ière) . Je signale
enfin une classe spéciale de fonct ions ne s 'annulant pas, dont les
diverses branches sont holomorphes au voisinage de ;r=cc, et dont il
est par t icul ièrement facile d 'é tudier l 'allure générale.

I. — Ensemble dérivé de l'ensemble des déterminations
d'une fonction multiforme.

Considérons, pour une valeur arbitraire de .r, l 'ensemble des déter-
mina t ions de la fonc t ion j(;z/1). Une première i n d i c a t i o n , fondamen-
tale, sur la. na ture de cet ensemble nous est donnée par u n théorème
démontré en ï888 par M. Poincaré ( 2 ) : les déterminat ions de y {oc)
correspondent un ivoquernen t à l 'ensemble des nombres ra t ionnels ;
en d'autres termes leur ensemble est dénombrable , et l'on peut les
affecter des indices 1 , 2 , . . . , ^ , . . . .

Mais le fait que l 'ensemble des y/(^) soit dénombrable ne nous
apprend malheureusement rien sur la d i s t r ibu t ion de cet ensemble.
On sait — la considération des intégrales hyperelliptiques suffit à le
montrer — que les dé te rmina t ions y^ convergeront en général vers
tous les points du plan des y; et cela complique singulièrement la
quest ion. Mais n'est-il pas possible de déterminer des c'as où l'en-
semble dérivé de l'ensemble desy^- se simplif ie et se rédu i t par exemple
à un ou plusieurs points? Tel est le premier problème que nous ren-
controns.

Ce problème peut être posé de plusieurs manières. On peut? par

( 1 ) Pour co qui est de la généralisation du théorème de M. Picard, je renvoie également
aux intéressants travaux de M. Remoundos.

(2) Rendiconti del Circolo matematico ai Palermo, i888, p. 197-200.
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exemple, supposer que y soit défini par un procédé ana ly t ique déter-
miné, en pa r t i cu l i e r par une équat ion d i f fé ren t i e l l e , et chercher com-
ment se comporte dans ces condi t ions l'ensemble dérivé de l 'ensemble
des déterminations dey. Je me propose de revenir ul tér ieurement sur
cette question q u i présente de graves di f f icul tés .

Je m'en t iendrai dans ce travail à des considérations plus générales,
et j 'établirai en premier l i eu une relation entre la d is t r ibut ion des
points cri t iques de la fonc t ion mul t i forme y ( o c ' ) et la distr ibution de
ses déterminat ions pour une valeur que lconque de .T.

Je considérerai comme point c r i t ique dist inct tout point autour
duquel se permutent deux dé te rmina t ions de y(^'). Ainsi , un po in t
autour duque l se p e r m u t e n t trois d é t e r m i n a t i o n s ou deux couples de
deux dé te rmina t ions comptera pour deux points c r i t iques . Désignons
par ̂ , 1:2, E;(, ,.. les points cri t iques dey(o?), par E; l 'ensemble des points
^, ̂ , ^3, ... et par ,y(^) l 'ensemble des déterminationsy,(.r),y^(.r '),
y;((;r), .... Je ferai d'abord l'hypothèse que l 'ensemble dérivé de l'en-
semble ^ ne recouvre pas tout le plan des x. Soit alors x un point qui
n'appartient pas à cet ensemble dérivé. Considérons un ensemble de
dé te rmina t ions y/-(;r), choisies dans l 'ensemble y, ne se coupant pas
au, vois inage d.ex==x e tconvergeant ,pour ,r= x, vers un pointYi( . r) .
Nous désignerons ces dé te rmina t ions paryr^y^.y;}? " • - » e(^ leur en-
semble dérivé par Yi(.r). Je dis que, lorsque x varie au voisinage
de x. Y! {x) est une fonction analytique et holomorphe de x.

Soient y^y^, .. - et Y^ les valeurs de y^ y^, ... et Y^ pour ce == x\
Par hypothèse, les différences Y^ —yn ety^i — jn tendent vers zéro
lorsque n augmente i ndé f in imen t . Décrivons alors, autour de x comme
centre, un cercle c ne con tenan t aucun po in t c r i t i q u e de la fonction y
et dans lequel les branches considérées ne se coupent pas. Si l'on
considère une courbe fermée quelconque, y, in tér ieure à cet en touran t
le poin t x^ je dis qu'il existe sur cette courbe des arcs ou les diffé-
rences Y! —y/^y^M — y n tendent vers zéro avec-- Supposons en effet
qu'il n'en soit pas ainsi et que l'on ait en tout point du contour de y à
partir d 'une certaine valeur n^ de n

(2) |.y^+i—y» | > ^ (a positif, indépendant de n).
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Donnant à n une valeur supérieure à n^ considérons la fonction
holomorphey^.1 — y^.' Nous savons qu'à l ' intér ieur de y le module de
cette fonction devient inférieur à un nombres qui sera lui-même infé-
rieur à a si l'on a pris n assez grand. L' inégali té (2) ne pourrait dès
lors être satisfaite que si y^., — yn s ' annu la i t à l ' intérieur de y, ce qui
n'a pas l ieu puisque le cercle c ne cont ient par hypothèse aucun point
cri t ique ou double de la fonction y (c'est-à-dire aucun po in t où deux
branches différentesy/^j^+.i de la fonction puissent se confondre).

Je vais conclure de là qu'aupoini x les différences des dérivées succès»
si ̂ y^ —- Yiif y^—y^ tendent vers zéro comme la différencey,^ —y^.

Posons en effety^-i —-y^ ==.///(^)» et montrons que l'on abouti t à
une contradiction si l'on suppose que f',,{^}\ reste, pour des valeurs
de n indéf in iment croissantes, supérieur à un nombre fixe a, indé-
pendant de /z. Quel que soit n, la fonction fn(^) est holomorphe au
voisinage du point x et développable par rapport aux puissances
de x — x == Y], et nous sommes déjà assurés que les quantités \f'^ ,
[/^|, ... restent, quel que soit n, infér ieures à un nombre fixe. 11
existe donc sûrement un nombre ? indépendant de n tel que l'on
ait, pour n assez grand et pour j Y] -< jrl,

^+^^... <.,
2 2 . 3

£ étant donné arbitrairement peti t et indépendant de n, par exemple
inférieur à a- Prenons alors pour courbe y un cercle de centre x et de

rayon [^ moindre que P<^('^) tendant vers zéro avec "-•? on voi t que,
si/^(^) restait supérieure à a, \ f n ( ^ " J r • ^ / ] ) serait, sur le contour

yÇU

dey, supérieure à-1- et ne pourrait par suite tendre vers zéro en
aucun point de ce contour, ce qui est contraire au résultat obtenu
plus haut. // (x} tend donc bien vers zéro avec — - On démontrerait
* t/ ll • ' fï

pareillement qu'il en est de même des dérivées d'ordre supérieur.
Considérons alors le développement convergent

(3) f^^r^=f^~x)^-f'^)'n^.^
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qui représente la différence y^-i—j^ pour les petites valeurs de Y].
De ce que tous les coefficients de ce développement tendent vers
zéro avec — ? il résulte que j^-n — y n tend vers zéro dans toute direction

autour du point x,
Considérons alors le po in t - l imi t e Y^ des y , pour x voisin de oc. Il

résulte de ce qui précède : d'une part, que le point Y ^ , étant un ique
pour x = x, est encore u n i q u e pour x = x -4- T] ; d'autre part, que les
différences Y^ — y ^ Y^ —y\^ - • . tendent vers zéro avec— En parti-
culier, si l'on appelle '$ et ';;', y^ ety]^, H^ et H^ les parties réelles et les
coefficients de \j— ï dans x, y.^ et Y!, on aura

(-Mi ,. 6 ,̂, ôW, ,. âr^—— == 1 1 m — ? ... ? —— = 1 1 m — ;
àc, n^ àc, à^ n-^ à^

la dérivée Y, de Y^ satisfait à des relations analogues- On en conclut
que Y! et Y^ sonfccommey^ cty^ des fonctions analytiques continues
au voisinage de x = x, résultat que nous énoncerons comme il suit :

Le point-limite Y.) des y^ engendre au voisinage de oc = x une/onction
holomorphe de x. Ladé'rwée~^.\ de Y^ est engendrée par l'ensemble dérivé
de l'ensemble formé par les déterminations y ̂  y^ ... de la dérivée y / de y.

Supposons maintenant que nous fassions varier x d^une façon arbi-
traire à part i r de x. Un point quelconque x^ ne pourra être point cri-
tique de la fonction Y que/s'il est un point- l imite de points critiques £/.
En général, i l y aura une in f i n i t é de tels points-limites, c t Y i engen-
drera, lorsque x variera, une fonction Y Çx) à une inf in i té de
branches. J'appellerai cette fonction fonction-limite ou branche-limite
de la fonction y. Il résulte de la définition de la fonct ion-l imite qu'elle
est entièrement déterminée et d'une manière un ique dès qu'on se
donne la fonction y . En effet, quel que soit l'ensemble partiel j^ ,j^,...
que l'on a choisi au début pour définir la branche Y^, il est manifeste
que l'on peut toujours faire décrire à x un chemin qui transforme cet
ensemble en un ensemble partiel quelconque pris dans Pensembley.
Toutpoin t - l imi tc de po in t s Y/appartient donc à une branche deY(^).

Pour simplifier l'exposition qui précède, j'ai supposé, au début,
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que le po in t «r, au voisinage duquel je définis la fonc t ion Y^ (.-r), n'était
pas l im i t e de points cr i t iques ou doubles. Il résulte de la démonstra-
tion que cette hypothèse est trop restrictive; il suffit de supposer que
le p o i n t s n'est pas point-l imile de poin ts cr i t iques ou doubles pour
l'ensemble partiel y^ya? • • • <p<" nous considérons ( l e q u e l est choisi
dans l 'ensemble y et admet, pour x = x, le po in t - l imi te Y^ ).

J'ai aussi imp l i c i t emen t supposé que le point Y^ se t rouvait à distance
f i n i e . S'il n'en éta i t pas a ins i , on considérerait, au l i eu de l 'en-
semble j^,y^ ..., l 'ensemble 4-? -1--? lequel admet pour po in t - l im i t e

.r! ,7â

zéro. Y^ est donc en ce cas une fonction rnéromorphe au voisinage
de x == x.

De l'analyse qui v ient d'être fa i te résul te en pa r t i cu l i e r la propo-
s i t ion suivante :

Si 'une fonction y satisfait à une équation différentielle

(4) y=^(^.y),

T?Ï étant une/onction analytique de x et y , la fonction-limite Y Çx) satis-
fait à la même équation.

O'n a en effet, pour une branche que lconque de Y,

— = lirn -^ ^ (.y, Yi ) == lim HT {x, y,,),U'JC iï^.w a.L .̂̂  v

ce qui établi t la proposi t ion .
Pour que cette proposition et, d 'une manière générale, la considé-

ration de la fonc t ion Y puissent apporter quelque s impli f icat ion dans
l 'étude des intégrales de (4), i l faudrait que Y fut plus simple quej.
Dans le cas le plus général il n'en sera pas a ins i , car on sait que l'en-
semble dérivé peut coïncider avec l'ensemble primitif , ou même être
plus étendu. Mais nous connaî t rons , du moins , une condit ion néces-
mire pour que les dé t e rmina t ions de y a ient , par exemple, un, seul
poin t - l imi te ou un nombre f i n i de points-limites. Il faut que l'équa-
tion (4) possède une intégrale uniforme, ou une intégrale à un nombre
fini de branches. C'est là une première donnée importante sur les équa-
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f i ons don t les intégrales sont des fonc t ions à branche-l imite un i fo rme .
on à un nombre f i n i de branches-l imites.

Revenons m a i n t e n a n t à la re la t ion é t ab l i e entre la d i s t r i b u t i o n des
points c r i t i q u e s et la d i s t r i b u t i o n des déterminat ions^, et cherchons
u n e c o n d i t i o n suff isante pour que Y(a") soit , un i fo rme .

Nous avons vu que la fonct ion Y(.'r) ne peut pas présenter de sin-
gular i té en un p o i n t q u i n ' appa r t i en t pas à l ' ensemble dérivé de l'en-
semble ^. En p a r t i c u l i e r , elle n 'aura pas de p o i n t c r i t i que a d is tance
f i n i e si l'on suppose que l 'ensemble dérivé de $ se réduise au point oc.

Considérons donc les fonc t ions dont les points critiques convergent
vers l'infini. Si Y('.z*) est u n e branche- l imi te d 'un e n s e m b l e de branches
d 'une telle fonct ion , Y(,r) est dans tou t le p ian u n e fonc t ion un i fo rme .
Deux circonstances sont alors possibles : ou b i e n ( o u t e s les branches
de la fonc t ion donnée y (a:-) convergent vers Y(.T); ou b ien r(^) pré-
sente des ensembles de branches q u i convergent vers d'autres fonc-
t i o n s Y^ (^), Ya^T), . . . , lesquel les , pour la même raison que Y(^-),
sont des fonct ions uni formes .

Il pourrait arriver que les fonc t ions Y< (^), Ya(;z?), . . . fussent en
nombre i n f i n i . Admettront-el les , elles aussi , des f o n c t i o n s - l i m i t e s ? Si
l'on suppose que non seu l emen t les po in ts c r i t iques de j(<r), mais
aussi les po in ts d ' intersect ion de ses branches deux à deux n'ad-
met ten t pas d'autre point- l imite que l ' infini , on peut démont re r
que l 'ensemble des Y/(.r) ne saura i t non plus converger q u e vers
l ' in f in i .

En effet, supposons qu ' i l y ait des fonc t ions Y, a rb i t r a i r emen t rap-
prochées de Y/,(^1). Y/,(>) é t an t elle-même l i m i t e de branches d ' i n -
tégrales, on pourra t rouver des branches d ' in tégra les y^x-} q u i se
trouveront (dans cer ta ins intervalles) comprises entre deux courbes Y/,
e tYy arbi t ra i r ement rapprochées. Mais, comme j/,(^) es t ime branche
de fonc t ion m u l t i f o r m e , elle ne p e u t coïncider avec une f o n c t i o n Y,;
dès lors elle ne peu t pas rester comprise entre Y^ et Y/, pour toute va-
leur de x, et el le doi t couper en un point x u n e de ces deux courbes.
Or u n e branche d ' in tégrale y / , ne saurai t couper une branche- l imiteYA-
en un point Ï s'il n'y a pas au voisinage de x une i n f i n i t é de points
d ' intersection des y-i. En effet, considérons l 'ensemble y^ y^ , . . . »
y,,, . . . des déterminat ions qui convergent vers Y^. Si pour /z>N,

Ann, Éc. l\'orm., (3) , XXIL "- O(;TOHKE 1905. ^
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lesy^ ne s^ coupent jamais deux à deux au vois inage de x, alors les
courbes j^+i, y^.^ . * • » Y/^ s ' emboî ten t les nnes dans les autres sans
se couper entre elles. Elles ne peuven t couper n o n plus une courbe y/,
d ' indice infér ieur à N : sinon Y / , les c o u p e r a i t tou tes , à par t i r d ' u n e
certaine valeur de n. Il en résulte que, d'après nos hypothèses, y^ ne
peu t couper Y/c, et, par su i te , q u ' i l ne saura i t y avoir des courbes Y^-
arbi t ra i rement rapprochées de Y/.. Les Y^- nont pas (Vautre limite que
l'infini,

Int roduisons alors une nouvelle fonct ion s d é f i n i e par une re la t ion
de la forme

__A__ Aa
" " "J-YI^O—Y^---

les A étant choisis de te l le sorte que le second membre converge ab-
solument pour toute va leu r d e / d i s t i n c t e des Y^. On voit qu'à toute
valeur de x correspondent une i n f i n i t é de valeurs de z nclyant pas
d'autre point-limite âne le point ce.

Nous pouvons donc énoncer la p ropos i t ion su ivan te , comme corol-
la i re du théorème fondamental , de ce paragraphe :

Sou y (a.') une fonction multiforme dont les points critiques et les points
douf)les convergent vers V infini. On peut faire un changement de fono
lion z ==y(.r, y), f étant uniforme en x et y, tel (jue, pour une valeur
quelconque de x, toutes les déterminatiofis de z convergent î)ers rinfini
(et l'infini seulement).

Parmi les fonctions mul t i fo rmes à une i n f i n i t é de branches, les
fonct ions^ jou i ssan t de cette propriété mér i ten t p robab lement une
étude spéciale. Cette étude sera par t icul ièrement f ructueuse si l ' in-
verse .r(.s) de la fonct ion ^ j o u i t aussi de la même propriété.

II. — Fonctions représentables par une relation entière en x et ;r.

Considérons une fonction ana ly t ique m u l t i f o r m e y{x} s a t i s fa i san t
aux condi t ions suivantes : elle n'a à distance f in i e aucun poin t d'in-
déterminat ion; pour.ï quelconque, les déterminat ions dey(.^) n 'ont
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d'autre l imi te que l ' in f in i , et il en est de même des déterminat ions
de ;r(y). Cherchons une représentat ion de la fonction y (.2-). Nous
prendrons pour base, dans cette recherche, la théorie des fonctions
entières.

Supposons qu ' i l existe u n nombre pos i t i f ? tel que la ^^ST"""'?—\~p
soit absolument et un i formément convergente pour toute valeur de x
distincte des zéros de y ( x ) . Si cette condit ion est satisfaite, je dirai
que la fonc t ion y Çx) est de t ype / l u i . Le type de y sera égal au plus
pet i t nombre p sat isfaisant à la condi t ion énoncée. Soit, de même, la
fonct ion ^'(y) de type f i n i égal à cr.

Nous supposerons que les nombres p et cr sont inférieurs à r . Cette
hypothèse est l é g i t i m e ; en effet, si nous prenons pour variables, au
l ieu de x et y, des puissances rationnelles de ces quanti tés , nous
remplaçons y par une fonct ion mul t i forme jouissant des mêmes pro-
priétés; or on peut toujours choisir ces puissances de manière que les
types soient i n f é r i eu r s à l 'uni té .

Soient tou jours yi(^), y^-r), . . . les dé terminat ion? dey pour
une valeur quelconque de.r. Nous appellerons, d'autre part, 0 ^ , 0^, ...
les diverses dé te rmina t ions de x qui correspondent à une va leu r par-
t icu l iè re y dcj. Nous pouvons choisiryde manière qu'à distance f i n i e
aucun des points 0, ne soit critique pour la branche de y qui prend la va-
leur y en x= 0,. Pour le montrer il suff i t d'établir que, quelque grand
que soit ©, on peut t rouver des valeurs dey telles qu'aucun poin t 0,
de module i n f é r i e u r à © ne soit c r i t ique pour la branche dey égale
k ' y en x = 0^. Or supposons que cette condi t ion ne soit pas sat isfai te ,
et cela pour toute va leur de y si tuée dans un cercle 7 ayant pour
centre un po in t Y]. Alors i l y aura i t à distance finie un ensemble i n f i n i
de points 0 pour l esque l s deux branches de y seraient confondues et
aura ien t une va leur commune s i tuée dans y. Soit V un po in t - l imi t e
de ces po in t s 0. Pour x == f/ la fonction y devrait avoir une i n f i n i t é
de déterminat ions vois ines de ï^ ce qu i n'a pas l ieu par hypothèse.
On peut donc toujours choisir y de façon que la cond i t ion énoncée

soit sat isfai te , bien que d- puisse tendre vers l ' in f in i lorsque 9J
augmente indéf in iment . Dans ces conditions, la déterminat ion yj qui
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est égale à j aa point 0^ est, au voisinage de ce point , de la forme

y,=T'+(^-^-(p(^--^),

A étant un e n t i e r pos i t i f , et o u n e fonction holomorphe au voisinage
de x = 0^. S i ^ ^ > i , n o u s considérerons, lorsque nous affecterons
d'indices les d é t e r m i n a t i o n s ry, yy-n, .. ., q u e ^ décès d é t e r m i n a t i o n s
sent égaies à y aux ^ po in t s confondus 0;, . .., 0^_/^.

Cela posé, considérons le double produi t i n f i n i

^^-riO-^iï f1--2^)--M.JL \ ^/ XX i \^ .̂ (^) _^^

Je d i s q u e ce double p rodu i t converge, quel que soiLr, pou r tou te*
valeur dey — y .

En effet, i l résulte de la d é f i n i t i o n du type qu ' i l ne saura i t en être
au t remen t que pour les valeurs de -x pour lesquel les u n e ou p lus ieur s
valeurs de y , — j s ' annu len t . Mais, pour ces va leurs , || c o n t i e n t-•-JB-1
un f ac t eu r de la forme

(̂ r̂ r̂ -ir̂ )5

y étant holomorphe. Le p r o d u i t d'un tel facteur par j | est u n e fonc-
t ion holomorphe, quels que soient 0^ et y.

La fonction P(,z',y) peut être développée sous la forme

[ ; == x» —j
» / X\ / —, ̂  I / - 3 ̂  ï (

i^ } i ^ Ç y ^ y ) \ — — — — — ^ ^ Ç y ^ y ) '\—————^—————=+...

\ ou ^y^y ^ y i - y y j - y J

^ ZA(-<r -r)'-
Le coefficient/^(.'r) du terme général enys qui se présente sous la

forme d'une série u n i f o r m é m e n t convergente de fonctions ra t ion-
nelles, est, dans tou t le plan des x, une fonct ion uniforme et c o n t i n u e
qui, ne devient jamais i n f i n i e ; fn{^} est donc une fonct ion ent ière .
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En résumé, P(.r, y) ̂  ^/?ê fonction entière par rapport aux deux
variables x et y —- y, ^ /a fonction multiforme y de x est représentée tout
entière par la relation

(5) P(.r ,y)==:^/,(^)Cr—y)^=o.

Ce résultat appelle diverses remarques :
Nous avons supposé au début que la fonction y (a?) ne présentait à

dis tance f in i e aucune indé te rmina t ion . Si y était uniforme, il résulte-
rait i m m é d i a t e m e n t de là que cette fonct ion n'a à distance finie
d'autres s ingu la r i l é s que des pôles (/). Mais la fonction y étant mul-
t i fo rme à u n e in f in i t é de brandies ne pourrait-elle présenter des
points s i n g u l i e r s t ranscendants?

En nous appuyant sur la relation (5) nous pouvons répondre que
n o n .

En effet, il résulte d 'un théorème de M. Painlevé ( 2 ) que les fonc-
l i o n s définies par une relat ion implici te telle que (5) n'ont à distance
f i n i e d 'autres s ingular i tés que des pôles et des points crit iques algé-
br iques .

Voyons main tenant quel les sont au j u s t e les hypothèses dont nous
nous sommes servis. Outre l'hypothèse relat ive à la non-indétermi-
n a t i o n , nous avons supposé que pour toute valeur de oc les détermi-
n a t i o n s dey convergent un i fo rmémen t vers l ' i n f in i e et que, pour une
valeur pa r t i cu l i è r e d ' a i l l eu r s quelconque y dey , les déterminat ions
de y convergent aussi vers l ' i n f i n i . I l n est pas nécessaire de postuler
c/ue cette dernière condition soit satisfaite pour toute valeur de y. Si elle
l ' e s t pour une, la démonstration qui précède établit quelle l ' e s t pour
toutes.

Nous avions également supposé que p et cr sont inférieurs à un. On
voi t que la démonstrat ion subsisterait sans modification si l'on impo-
sait cette cond i t ion au seul nombre p.

Remarquons , en f in , que si Q(a; ,y)==o est une relation entière
quelconque représentant la fonction y dans tout le plan, et si l'on sup"

(1) On suppose qu'elle est holomorphe le long de quelque arc, tout au moins.
( 2 ) Sur les lignes singulières clos fonctions an al)''tiques, i8<S7.
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pose que cette relation ne représente que la seule fbnct iony(^) et
son inverse ^(y)» Q est de la forme

Q ( y, y) = P { x , y } e^ ^'.••><),

CT étant une fonction entière de x et dey.

îiï. —Étude des relations entières Vj"/,^^) ==o.

On conclut des résultats obtenus au paragraphe 1 qu'étant donnée
une fonction mul t i fo rme dont les points cr i t iques n 'ont d'autre poin t - -
l imi te que l ' inf ini , on saura toujours la représenter par une re la t ion

(6) P(.r,y)==^j-/,,(^)==o

valable dans tout le p lan . Si ma in t enan t , au l i e u de part ir de la dis-
tr ibut ion des p o i n t s cr i t iques , on se d o n n a i t ^ priori \\\\^ relation (6),
que saurait-on dédui re de cette relation re la t ivement aux propriétés
de la fonct ion qu 'e l le représente?

I l semble d i f f i c i l e d'aborder ce problème dans le cas le plus général.
Les fonct ions représentables par une re la t ion entière en x et y sont
loin , en effet, de pouvoir être ramenées à un type u n i q u e . Si nous
cherchons, par exemple , à être renseignés sur l 'un des poin ts essen-
tiels, la d i s t r ibu t ion des points crit iques, nous avons à examiner
comment sont dis t r ibuées les solutions x^ x.^ . .. du système

( P(^ ,y)=--o,
àP _ ,
ày ^ °'

On peut toujours former des fonct ions P telles que ces so lu t ions
tendent vers un point arbitraire x. Choisissons, en effet, les coeffi-
cients des puissances dey, de telle sorte que la fonc t ion entière dej

/o(.ï)^/i(^)y+...

ait une infini té de zéros doubles. Alors la fonction y(^") admet une
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infinité de points cri t iques confondus en x. Mais nous n'avons pour
cela imposé qu'une cond i t i on à chacun des coefficients fn{^\ qui
dépendent d'une infinité de paramètres. Il sera donc possible de
choisir les//, de telle sorte que la même condition soit remplie pour
une in f in i t é de valeurs arbitraires x.

Ainsi, da fait que les déterminations dey(.r) convergent vers l'in-
f in i seulement , nous ne pouvons rien déduire relativement à la situa-
tion des points cr i t iques. Cet exemple montre que, si nous voulons
arriver à quelques résultats précis, il sera nécessaire de faire cer-
taines hypothèses par t icul ières sur les relations (6).

L'hypothèse la p lu s s imple consiste à supposer que les rapports do
deux fonctions/,; quelconques sont des fonctions rationnelles (1). La
relat ion (6) s'écrit alors sous la forme

(8) S^^^^0»

les ç,/ étant des fonct ions rat ionnel les présentant des zéros et des
pôles don t les modules croissent indéfiniment .

De ce que les deux fonctions entières /y et/ ont les mêmes zéros
( à un nombre f in i près), il résulte que, pour y == o, les deux équa-
t ions (7) ont une inf ini té déracines communes. Ainsi y admet comme
p o i n t s c r i t iques un ensemble de points convergeant vers x ==co, qui
senties zéros de/y. Mais n'y aura-t-il pas d'autres points cri t iques
convergeant vers d ' au t res valeurs de x, ou vers toute valeur de x'î Ici
encore nous sommes arrêtés par cette quest ion fondamentale : Quels
sont les cas où les points critiques de la fonction y définie par la rela-
tion (8) ont pour point-limite unique le point x == oc ou des points fixés à
l'avance ?

Il y aurai t là un difficile sujet de recherches que je me borne à
signaler (2). Cependant, dans certains cas, la question pourra être

(1) C'est dans la classe définie par la relation (8) que nous pouvons espérer trouver
des fonctions y satisfaisant à des équations différentielles algébriques.

( 2 ) Ce problème est en connexion étroite avec le suivant : Étant donnée une fonction
définie par la relation (8) , quels sont les points-limites des déterminations de sa dérivée?
Dans quels cas la dérivée est-elle, elle aussi, reprôsentable par une relation (8)?



456 P. BOUTROU.X.

résolue s implement . Soit, par exemple,

_ .A __ . (^—^i ) . . .(^—a^)
^""/o "~ " (^-^)...(.r-/^)5

où nous supposerons que les modules des a^ et des b,^ croissent indé-
f in iment avec n et convergent vers l ' i n f i n i . P lus précisément nous
supposerons que l'on a i t , à partir d 'une c e r t a i n e valeur de n,

, , n^ , , , /?J . .. / ,
| ^ |>—5 \^ni\>^ ( t ^ = ^ ) ,

T étant: un n o m b r e supérieur a 2. Soient œ une valeur que lconque
de oc, £ un nombre donné a r b i t r a i r e m e n t pe t i t . On vér i f ie que, quel
que soit x, il existera tou jours un nombre N tel q u e l 'on a i t , pour
n >N,

/ — \ - ^ti\ ' • • ^ / r / / ^ \y//, (^) •= ̂  7——j~- ( i + o//, ),u^ . . , u,^/

S/J étant i n fé r i e u r à [ x a "T+£.
Nous sommes a ins i amenés à é tud i e r l ' a l lu re de la f o n c t i o n

^^-S^ë-S^-S^"
dont les coe f Ï i c i en t s son t indépendan ts de x. 11 sera souven t poss ib le
de connaî t re avec précision la r épa r t i t i on des %éros de @ ( y ) — A . Ap-
pelons ©i(].7|) la va l eu r maxima prise p a r l e m o d u l e de ©(y) pour u n e
valeur donnée de [j[. Nous supposerons, par exemple , que la f o n c t i o n
©(y) soit à croissance régul ière et j ou i s se de la p ropr ié té su ivan te :
Sou ï]/ un de ses zéros : la fonction © (y) — A, pour [A < -^ ©i ( "/]/!),

possède un zéro et un seul à l'intérieur d'un cercle de centre Y]^ et de rayon
, , , TSi\h.i'f]i\ , • /i - 7 , • •/ - n •égala ^—,—p"? ro^ étant une certaine jo'iction décroissante de / . ,1 ai

cherché à mont rer a i l l eu r s ( ^ ) que cette proprié té n'a pas un carac-
tère except ionnel et qu'elle appar t ien t aux fonct ions ent ières dont les
zéros sont régul ièrement distribués dans tou t le plan. Il me suffira ,

( 1 ) Dans un Mémoire que je compte publier prochainement eL qui traitera (Jola Varia-
tion des zéros d'une fonction, entière en fana don clés coefficients.
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i c i , de remarquer que les fonctions © et H considérées dans la théorie
des fonct ions ell iptiques sat isfont à cette c o n d i t i o n . Les fonctions en-
tières que M. Painlevé a récemment définies comme sat isfaisant à des
équat ions différent iel les du troisième ordre jou i s sen t de la même pro-
priété; c'est à cette propriété que M. Painlevé a fait a l lus ion en disant
que le module des fonctions considérées a t t e i n t partout son maximum
sauf à l ' i n t é r i eu r de certains cercles dont le rayon va en décroissant
avec Y ] / [ et dont l 'aire totale est négligeable.

Sans entrer dans la discussion de cette question, étrangère à mon
sujet , je remarque que, si ©(y) satisfait à la condi t ion énoncée, la
ques t ion proposée se résout très s implement. On a, en effet, au voi-
sinage de y\^ Y],,)

^^(ï)^— 0(J) <^ | on l^y- \ < 1 ~x\ [n (/^^©idr | ),

n é tant une fonction croissante de |y[. Il en résulte que la fonc t ion
de y ̂  ®^(.r)^ admet un zéro, et un seul, à l 'intérieur d'un cercle de

centre Y]^ et de rayon égal à T^J^y^J/?-2'"^5.
Appelons alors y^, ja, . . . l e s déterminations de y pour x = oc. On

voit qu'à par t i r d ' une cer ta ine valeur de m (d 'ail leurs indépen-
dante de x}, il est impossible que deux déterminat ions y,n, y m coïn-
cident. On en conclut qu'un point quelconque x , s i tué à distance
finie et dis t inct des points^-, ne saurait être point- l imite de points
cri t iques. c* Q- F- D»

J'ai supposé, dans ce qui précède, que le module de bn augmente
i n d é f i n i m e n t avec n. Supposons main tenant qu'à par t i r d'une certaine
valeur de n le dénominateur de 9^ soit facteur des dénominateurs de
tous les coefficients suivants ç^i, 9^2, . . . » l ' inégalité

nT

1M>^

étant encore satisfaite pour v^ << i^Vn'
Multipl ions les termes de la série (8) par (.r —/^, ) . . . (^ — &/^_,).

Elle devient
^.^ ^J '̂Z f̂ill̂ ^ -=o

* • • -r- ̂  (^ «^^). .. ̂  - b^) -

Arui. Éc. Norm., (3), XX1Ï . — OCTOBRE 1900. Jo
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Lorsque \y\ sera assez grand, nous pourrons faire abstraction des

n premiers termes. Nous aurons donc encore

^|o./,^[<|^|[^(|J|)]-T+^

n étant une certaine fonction croissante de ]y[. La démonstration
précédente s'applique donc encore. Si les points b,^, qui sont les zéros
de la fonction mult i forme y(.r), ne sont pas eux-mêmes critiques
pour un nombre inf in i de branches de la fonct ion, il n'y aura pas à
distance finie de point- l imite de points cri t iques.

Ainsi nous avons là un exemple de cas où l'on peut établir que lev
points critiques de la fonction étudiée convergent vers F infini et vers l ' i n -
fini seulement. On imaginerai t a i sément d'autres cas du même genre
pour lesquels le résultat serait le même.

IV. — Extension dix théorème de M. Picard aux fonctions multiformes.

Un problème essentiel, dans l 'étude des transcendantes dé f in ies
par les relations entières (G) ou (8), est ce lui qui a trait à l 'extension
possible du célèbre théorome de M. Picard sur les fonc t ions ent ières .
Voici en quoi consiste cette extension. Soient y ^ et y^ deux valeurs
dey. A l a v a l e u r y ^ correspondent une in f in i t é de valeurs à ( ï x , soit

'a 'a ï i' - i i y ^ ? ^ ; { ? • ' * >

lesquelles convergent par hypothèse vers l ' i n f in i et admet ten t un cer-
tain exposant de convergence 0"^. La valeur y^ aura-t-elle également
une i n f i n i t é de correspondants, et, dans l 'affirmative, l'exposant de
convergence (1) o-^ de ces correspondants sera-t-il égal à c^ ou di f fé-
rent de cr, ?

Je ne me propose point d'aborder ce problème dans son ensemble,
quoiqu ' i l comporte sans doute une solution générale. Il a, d'ailleurs,
été l'objet de recherches récentes entreprises avec succès par

( 1 ) Fui appelé, an paragraphe Iî, trpeÛQ la fonction -x'Cjr) le plus petit des exposants
de convergence tels que o-i, cr^ Cette défmîtiôn nu postulait pas l'égalité de o-i et de o^.
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M. Georges Rémoundos. M. Rémoandos ( 1 ) a é tendu le théorème de
M. Picard à l 'équation

(TO ( f/ ) + o-1 ( il ) A, ( z ) -4- . . . 4- ^ ( u ) A „ ( z ) = o,

oïl A i , ..., A/, et Œ^, ..., ^ désignent des fonctions entières. Il pu-
bliera prochainement les résultats de recherches ultérieures.

L'une des diff icul tés principales consiste dans la détermination des
cas réguliers où il ne peut exister aucune valeur exceptionnelle ( 2 )
de y . Ces cas se présentent dans la théorie des f o n c t i o n s entières
lorsque l'ordre de la fonction n'est pas ent ier . Mais, avec les fonctions
que nous étudions ici, il est clair qu ' i l pour ra i t y avoir une inf in i té
de valeurs exceptionnelles, quoique la relation (6) soit d'ordre non
entier (cet te relation sera d'ordre infér ieur à ï si elle est de genre zéro^
comme on l'a supposé au paragraphe II, et comme je le supposerai
dans la suite). C'est pourquoi il ne sera pas inut i le de signaler un cas,
important dans la pratique, où l'on aura nécessairement (quel que
SOit ja)^^^-

La dérivée -y- est égale à une fonct ion méromorphe de x et de y,

^^G^,)^_f^^f^..
<r " J ' ^ A y - ^ - - '

y ayant âne valeur fixe, on sait que l'on peut , d'après la théorie des
fonctions entières et méromorphes, assigner au module de G une
l imi te supérieure fonct ion de o?|, laquelle sera valable dans certaines
couronnes^ [d'épaisseur proport ionnel le ( : t) à ^p"^], entourant
l 'origine et s'en éloignant i n d é f i n i m e n t . Nous supposerons que, pour
y vois in de y ^ (|y —y^\<~.^xv\ celte limite soit inférieure à une puis-

( 1) Bulletin de la Société mal/fémattque, 1904.
( 2 ) Ce mot est pris dans la même acception que dans la théorie des fonctions entières.
( 3 ) C'esl-à-dire que le rapport de celle épaisseur à [.y1- °'j (module d'un point quelconque

de la couronne) reste compris entre deux nombres finis, quelque grand que soit \x\.
(T est l'ordre de la fonction méromorphe. J'ai le droit , après avoir fait, au besoin, un
changement de variables, de supposer que o < - *
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sance finie de \x\, ou, p lus généralement, à une exponentielle de la
forme ^'•"' '^ T étant inférieur au type p de y Çx).

Considérons alors les deux valeurs particulières de y, y ^ et y^-
D'après le paragraphe II nous pouvons représenter la fonction yÇx)
sous deux formes différentes

••.(^n-iDIï,(-^)-.
i = 1 / = 1

p,(,,,)=n(-g)n;(-f^)=»-x
F?

..i • ^ .=1

Les fonctions P, et Pa sont de genre zéro en x et y. Nous avons vu
qu'à condition de faire au besoin u n changement de variables, on
a toujours le droi t de supposer qu ' i l en est a ins i , o", et cr^ sont les
ordres des fonct ions entières | f et ri • Nous allons démontrer que
l'on a nécessairement o-^ ^ o-i.

Soit
P^y)=P,(^,y)Q(^y).

La fonction Q, qui ne peut être une exponentielle puisque P^ et P^
sont de genre zéro, est indépendante de y : car les p rodu i t s P^ et I\
sont construits de telle sorte qu'ils ne représentent aucune fonct ion
de x étrangère à la fonction étudiée. Q ne dépend pas non p lus de x,
puisque jamais I\ et P^ ne sont nuls ou infinis, quel que soity. On a
donc

(9) Pi (.z1, y) •==: GPa^ y)» C constante.

Entourons le pointy =y^ d'un petit cercle F de rayon a comparable
à (T'1'^, et considérons Ç s ' i l en existe) les points ^, ..., ^^.^ corres-
pondant à y==jp qui sont situées dans l'une des couronnes V
(d'épaisseur proportionnelle à | ̂ J1""^) où l'on a, par hypothèse,
pour y voisin de y^

( î o ) | G(^ y) I <e^'^.
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Au cercle F correspondent dans ̂  des aires y,,,, ..., y^^ entourant
les points ̂ , ..., S^. Or on déduira de (10) que ces aires sont res-
pectivement comprises à l ' intérieur de cercles c,, <^, ..., de ravon i
entourant les points ^. Le nombre n des points^! compris dans V
étant d'ailleurs inférieur à ^J", on vérifie ( i) qu''il existe nécessaire'
ment dans ̂  des couronnes partielles V , d'épaisseur proportionnelle
à | ̂  l1""'2'7, qui sont extérieures à toutes les aires y.

Il existera une infini té dételles couronnes V , de plus en plus éloi-
gnées de l 'origine. Or la théorie des fonctions entières nous apprend
que de telles couronnes contiennent nécessairement des points x où
l'on a en même temps

et
n
n

x
"^.

x^

<e>

><?'

"»r-<« f

quelque petit que soit £. D'autre part, puisque ,7. est extérieur aux

aires y, on a dans toute la couronne V

|y?(.r)|>a.

On en déduit (d'après la valeur donnée au rayon a du cercle F)
que l'on a, du moins à partir d'une certaine valeur de ]y( ,

n,(-y)|<"-1"-.
p étant le type de j(^). D'ailleurs, on peut toujours choisir (^y
(le module de y — y ^ étant donné) de telle sorte que

n y — }\
jK^L >i.

(1 ) J'ai supposé que a" < ̂ .
( ï ) Je renvoie pour la démonstration de toutes ces assertions à mon Mémoire sur les

fonctions entières. T^oir p. 20.
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On a alors
lP,(ï,y)l<^ Iïloi-£-•r ' '•4••^
\i\^y)\>e^\

On voi tqae, si l'on avait cr,<<c4, on pourra i t toujours choisir x
assez grand pour que l'égalité (9) soit impossible. J'ai donc bien
établi que o'^o'.i-

Béciproquement, si la condition exprimée plus haut est satisfaite
au voisinage dey===y^, on démontrera que l'on a c^5:a\>. // en résulte
que cr^ == o-a.

Comme exemple de fonctions pour lesquelles on saura immédiate-
dxment que -,- satisfait, quel que soit y, à la condi t ion énoncée, je

citerai le type suivant, sur lequel je pense avoir occasion de revenir :
les rapports;a' "2? * " * son*/ ^cs fonctions rationnelles de la forme

/O J 0

(.--L). .f.-^-)
/. —. 1 \ a'^ î \ a^î911 "" - y—j-^-x—/^"^"Y

\ ^ ; - -^1 ^J
de degréâ négatifs et décroissants (^([^ — v négatif et décroissant).
Soit, d'autre part, M(|r|)le module maximum du dénominateur de 9,,
pour \x\ quelconque. Je suppose que l'on ait , quel que soit^, à l'ex-
térieur de cercles de rayon î entourant les points 6,^, ..., /^, l ' inégalité

r \ / T \'-TT • " • ^ir) > a M ( l < y l ) -^n 1 / \ ^/iv /

a étant une constante indépendante de \x'\. Cette dernière condition
exprime, comme nous l'avons remarqué au paragraphe III , que la
répartition des points b^ est relativement régulière dans tout le plan.

Dans ces conditions il résulte, du fait que [j, — v va en décroissant,
que, lorsque \x\ croît indéfiniment, la somme

l?/2.rl-^-?;Jf+•

( t ) On est amené à postuler que le degré O/A est négatif ot décroissant si Fon considère
des fonctions multiformes dont les diverses branches croissent indéfiniment avec (.r) à la
façon des fonctions rationnelles.
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devient, quel que soit y,, arbitrairement petite par rapporta ç^. L'ex-
pression

dx __ Oi 4- a 92.ri -h...
^};"~" P'iJ' i+PaJÏ-+-•••

reste donc (à l'extérieur des cercles entourant les points Z»^) infé-
rieure à une puissance f inie de x, que l que soity,.

Mais il ne sera souvent pas nécessaire de postuler que la condi t ion
imposée à — est satisfaite pour toute valeur de y . Faisons en parti-
culier sur /o les hypothèses suivantes : Pour y voisin de o, G(<r, o)
satisfait à la condit ion énoncée. Si l'on se reporte à la relation (6)
on voit qu'il suffit pour cela quau voisinage des zéros de /o(<2?) de
modules arbitrairement grands, les rapports 7JL? Jl •> ' ' • - > et t/l? f'fl> • • -

- .A /o Jo Jo

restent tous inférieurs à ^•rr. On sait, d'autre part, que, dans des
couronnes s'éloignant i n d é f i n i m e n t de l 'origine, le module de J'^
oscille entre e"1'̂ 1 £ et é -rrl £ (s étant arbitrairement petit). Je suppo-
serai que dans ces couronnes |/o | atteigne effectivement sa limite infé-
rieure e"1''^1 sur tout cercle ayant son centre à l'origine.

Ces deux conditions seront remplies, par exemple, si les fonctions
ontières/o»/^ - • • son1Lf toutes de même ordre et ont tous leurs zéros
réels ou situés dans un même angle infér ieur à ^ ? les zéros de f^
étant supposés isolés ( f ) . Un changement algébrique de variables per-
mettra souvent de satisfaire a ces condi t ions .

Avec les nouvelles hypothèses on démontrera comme précédem-
ment (en faisant y ^ == o) que l'on a cr^o-i, quel que s3iï y^. D'autre
part, il existera dans les couronnes V des points où l'on aura simul-
tanément

n(
n'(

f
î —'

^
f
l —

^

±\•i 1 }
^̂)

1-
[>'-

|.r,

.'X'

f

a.^-

.,.E

9

("e

( 1 ) Je dis que les zéros sont isolés si l'on ne peut pas, quelque petit qixesoit s, trouver
des couples de zéros, dont la distance deux à deux soit moindre que e.
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Choisissant y comme plus haut , on voit que si x est assez grand
l'égalité (9) en t ra îne nécessairement cri^o^.

On en conclut que cr^= o-i, quel que soity^.

V. — Fonctions admettant la valeur d'exception zéro.

J'ai examiné, dans le paragraphe précédent, des fonctions qui ne
présentaient, relativement au théorème de M. Picard, aucune valeur
exceptionnelle. Dans ce dernier paragraphe je dirai quelques mots des
fonctions multiformes [satisfaisant à une relation (6)], qui ont au
contraire une valeur exceptionnelle, par exemple qui ne s 'annulent
jamais/

La relation (6) devient en ce cas

(u) i +./\ (.r) )' +/,(.r)y^+. . .= o.

11 y a certaines analogies entre une tel le fonction y et l ' inverse
d 'une fonction entière. Proposons-nous, par exemple, d 'étudier le
mode de croissance de la plus pet i te dé te rmina t ion dey(.r). Nous
allons retrouver quelques-unes des propriétés qui caractérisent les
fonct ions méromorphes ne s 'annulant jamais.

Les déterminat ions de y étant numérotées (pour une valeur quel-
conque de x ' ) par ordre de modules croissants, la déterminat ion de
plus pet i t module sera désignée parj^ (.z?). Nous appellerons a- le type
de ^(y)» ordre des fonctions j\ (<r), /^(,r).

Je dis d'abord que Von aura, à partir d'une certaine valeur de \ x (,

( 1 2 ) ly^)!:^-"^"

quelque petit que soit £.

Supposons en effet que l'on ait, pour des valeurs x indéfiniment
éloignées,

|yJ<<?~l•x•lw" a>o.
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La fonction entière de x

/2(^)y^4-/3<ï)yi'4-...,

oùy a la valeur fixe y ^ est inférieure, en module, à e^'^, £ étant infé-
rieur à a si |^( est assez grand. Il en résulte que, lorsque \x\ dépas-
sera un certain nombre X, on aura

\ï-^7i[f^W7^•+-'"} > ̂
L'égalité (ï i) donne alors

lyil= y^)|> ]. xr^-l-
^l/i(^)l

Notre hypothèse était donc illégitime, et l'on a bien toujours l'iné-
galité (12) pour [,r|>X.

Je dis, d'autre part, que l'on a, pour des valeurs dex indéfiniment
éloignées,

( r3 ) \y^}\<^^~\

quelque petit que soit £.

Pour le vérifier, nous écrirons le premier membre de ( i î ) sous ta
forme

^/^/^...=n[1-^}
Supposons que

04) , lyi^lxr-l-i'-' (a>o).

On a évidemment, quel que soit x, à partir d 'une certaine valeur
de A,

lj/^y|>i (y entier quelconque).

En se reportant à la théorie des fonctions entières, on vérifie alors
Ann. JÉc. A'orm», (3), XXII. — OCTOBBE igoô. ^9



466 P. liOUTROUX.

que l'on a, à partir d'une certaine valeur de [y ( ,

n — <^z-
J/-.

;r=/i+l

et par sui te que le produi t in f in i JT est, en module, inférieur à

(10) , ê'^4'6^^""^'.

Si l ' inégalité ( i4) était satisfaite quel que soit<^, fT devrait être
inférieur à la l imite (i5) pour toutes valeurs de x et^y. Or on voit
imméd ia t emen t , en considérant le premier membre de (n) comme
u n e fonct ion entière de x, qu' i l ne saurait en être ainsi. Plus précisé-
ment , si celte fonction ent ière de x est à croissance régulière, / 'iné-
galité (r 3) sera salis faite sur des arcs de tout cercle de rayon supérieur
à X ayant son centre à l'origine (X nombre fixe).

On peut compléter l'étude de la croissance ou, plutôt de la décrois-
sance de ji(.r), en cons idéran t la dérivée logar i thmique ^1 que l'on
comparera, de môme qae dans la théorie des fonctions entières, à une
puissance finie de la variable \x\. Mais jo me bornerai à constater la
possibilité de cette é tude qui n'est point , pour le moment, susceptible
d'applications.

Je vais, pour terminer, signaler une classe de fonctions multi-
formes, à la vérité très spéciale, mais qui offre peut-être un intérêt
particulier. Lorsque l'on étudie une fonction mult i forme, on ren-
contre, entre autres problèmes, deux quest ions d'une importance
fondamentale : i° Comment se comporte une branche par t icu l iè re de
la fonc t ion? Quelles relat ions y a-t-il, entre les permutat ions s'opé-
rant autour des divers po in t s critiques?

Ces deux questions sont en général extrêmement complexes. Peut-
être sera-t-il cependant possible de jeter quelque lumière sur elles
dans des cas spéciaux, dont l 'étude offrira, pour cette raison, un
intérêt particulier.
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Je considérerai une fonction y{cc) définie par la relation

(16) î ^ - y p ^ x ) •-t-r2/^^)--!-. . .=o,

où les pi sont tous des polynômes, et, appelant ^; le degré de /^ , j e
supposerai que F on a, pour toute valeur ( ^ ) de i,

^•=^1.

Appelons b, le coefficient de x^ dans p/. Nous supposerons que le
rapport à b^ des autres coefficients de p ^ reste, quel que soit z", infé-
rieur à un même nombre fini I-I. On peut alors déterminer un nombre X
tel que l'on ai t , pour \x \ >-X,

p,{x) == b, (i + (3t)^, ..., p^x) = ̂ .(î + f3/)^= ^-(ï + P/)^'^,

| PJ, ..., jp j , ... étant inférieurs à \x\^^, où | â [ est arbitrairement
peti t si l'on a pris X assez grand.

Si nous posons
x\^y = z,

nous voyons que, pour .2?[^>X, l'égalité (16) se présentera sous la
forme

(17 ) I -h- ^i(l -h (3i)^ H-. . .+ ^,(1 -1- PJ^ ̂  ot

Nous nous placerons dans le cas où la fonction entière de z

0(^)=^^

satisfait aux conditions qui nous ont déjà servi au paragraphe III.
@ ^ ( [ / s [ ) étant le module maximum de ©(^) pour \z quelconque,
et y]( étant un zéro de ©(.s), la foncliojz © ( / s ) — A possède [pour
j ^ j <^ -^©i ([y]^))], un zéro etun seulal'intérieurd'un cercle de centrer

et de rayon égal à ̂  ' in \ \ '1 ^i étant une fonction décroissante de i.

(1) II suffit évidemment do supposer que l'on a ^-== z'^i, sauf au plus pour un nombre
fini de valeurs de i pour lesquelles ^<^i.
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Cherchons alors comment se comporte l 'ensemble des détermina-

tions de z pour une valeur de x\ supérieure à X. Si nous désignons
par ^ , ^ 2 » • • • ^-es déterminat ions de z pour oc == x^ et par T) , , Y]^, ...
les zéros de ©(^), nous aurons, quel que soit?", si X est assez grand,
l'égalité

(18) ^==-^(1 -t-a,),

i f / . • p f - ^ l — — i •+•^f
] a/ étant infér ieur a \x

Si nous revenons alors à y, nous pourrons, pour \^\^>X, repré-
senter ses diverses déterminations par les formules

09) yi==^i^""^(l4-ai), ..., J,=:TÎ^-^(I+ v.i),

|aJ, . . . , ja / | , ... t e n d a n t vers zéro avec—,» On voit en par t icul ier| x \
que si X est assez grand deux dé te rmina t ions y^ quelconques' ne sau-
ra ien t coïncider pour ;r[;>X. Les diverses bmnches de la fonction
multiforme y'nepeaveni donc présenter aucun poiril critique poiir |.^)^> X.
Lorsque x\ augmente indéf in iment , y^ .. .,.y<f, • . • tendent vers zéro.
D'ailleurs les valeurs correspondantes de z tendent vers les valeurs
"/],, . . . , Y ] ^ ... qui sont, par hypothèse, distinctes. Les déterminat ions
dey sont donc holomorphes au voisinage de x == co.

Supposons que, dans le plan des y, nous entourions le p o i n t zéro
d'un cercle de rayon infér ieur à IX]^'. Ace cercle correspondent, dans
le plan des oc, des aires extérieures à, des cercles de rayons indéf in iment
croissants entourant l 'origine. Lorsque nous faisons décrire, à la
variable .r, l'un de ces cercles à l'extérieur desquels y est holoinorphe,
cela revient à le faire tourner autour d'un certain nombre de points
critiques. Les mbstitutions correspondant aux permutations qui s'opèrent
autour de ces divers points critiques ne sont donc pas indépendantes : il
existe entre elles une relation exprimant que leur produit se réduit à la
substitution identique^).

C'est là une propriété qui semble de nature à éclairer un peu l 'étude

( 1 ) tAine manière générale il suffît, pour que l'on ait dételles relations, qu^il existe des
brandies de la fonction ^ ( , y ) no présentant aucun point critique au voisinage dey ==o.
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ultérieure des fonctions définies par une relation (16). Je ne poursui-
vrai pas ici cette étude. Aussi bien les fonctions multiformes qui se
rapprochent le plus des fonctions que l'on rencontre dans la théorie
des équations différentielles ne seront-elles pas celles qui tendent
vers zéro lorsque \sc\ augmente indéfiniment, mais celles dont les
diverses branches présentent pour a;=x des singularités polaires.
Je me propose de revenir sur ces fonctions. Dans ce travail j'ai voulu
seulement rechercher quelle est la nature des questions que l'on peu t
se poser à leur sujet. Les divers exemples que j'ai passés en revue
suffiront, je crois, à justifier l 'opinion que je formulais en commen-
çant : il est nécessaire de faire certaines hypothèses particulières si
l'on veut étudier avec profit les fonctions multiformes définies par
une relation entière entre se ctj. Au lieu de choisir arbitrairement
ces hypothèses, ne conviendrait-il pas de s'adresser d'abord à la
théorie des équations différentielles pour lui demander quelques
suggestions?


