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FONCTIONS MULTIFORMES

A UNE INFINITE DE BRANCHES (%),

Par M. Pizrre BOUTROUX.

INTRODUCTION.

Les transcendantes multiformes & une infinité de branches n’ont
pour ainsi dire point été étudiées. Cest que, d’'une part, une théorie
complete de ces fonctions parait impossible & faire, & cause de la mul-
tiplicité et de la diversité des éventualités dont nous prévoyons I'exis-
tence, et que, d’autre part, toutes présentent au premier coup d’eeil
de si inextricables complications qu'il faut renoncer a 'espoir d’ob-
tenir a leur sujet cette moisson de théorémes, si beaux de préecision
et de simplicité, qui illustre la théorie des fonctions uniformes.

Mais, siles transcendantes multiformes ont le grave défaut de ne pas
¢tre simples, elles s’imposent en revanche & notre attention par le role
immense qu’elles jouenten Analyse. Ilsulfira d’en donner un exemple.
Considérons une équation différentielle de la forme

(1) }’I: R("’":.)’)’

R étant rationnel en x et y. On sait que la seule équation de cette
forme dont les intégrales puissent étre uniformes est I'équation de
Riccati. Allant plus loin, M. Painlevé adonné une méthode permettant

(1) La plupart des résultats contenus dans ce travail ont 616 énoneés dans une Nole
insérée aux Comptes rendus de I’ deadémic des Scicnces, le 4 avril 19o].
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de déterminer toutes les équations (1) dont les intégrales ont un
nombre fini de branches; cette propriété n’appartient qu’a un trés
petit nombre d’équations isolées. Ainsi, d part un nombre trés restreint
d’exceptions, les intégrales de I'équation (1) sont des fonctions multi-
formes A une infinité de branches. C’est dire qu’on ne saurait indéfi-
niment exclure ces fonctions de I’Analyse, sous prétexte que les ques-
tions qu’elles soulevent sont plus ardues qu’'élégantes.

En quoi consisteront ces questions? L’¢tude générale des fonctions
qu’a instituée I'école de Weierstrass a le plus souvent été, si 'on peut
dire, une étude bornée : étude dans I'entourage d’'un point déterminé,
¢tude au voisinage de conditions initiales données s’il s’agissait
d’équations différentielles. Aujourd’hui nous nous efforcons de con-
naitre les transcendantes dans leur ensemble, d’étudier leur allure
dans tout le plan et de trouver des formes analytiques qui les repré-
sentent tout entitres, au lieu.de n’en figurer qu’une portion tronquée.
Pour diriger des recherches d’apparence aussi vague il faut un fil con-
ducteur. Or, ce fil conducteur, nous le trouvons dans la théorie des
fonctions uniformes, en voyant par quel artifice on a réussi i s’¢lever
des fonctions rationnelles aux (ranscendantes uniformes. Ayant aflaire
ades équations présentant, non plus un nombre fini, mais un ensemble
infini de racines, les analystes ont cherché, en premier licu, & déter-
miner les points-limites de cet ensemble, et, en second lieu, ils ont
¢tudié la répartition, la condensation des racines antour de leurs
points-limites. Ainsi nous est suggérée P'idée de recourir & une mé-
thode analogue pour ¢tudier les deux ensembles qui caractérisent une
fonction multiforme : I'ensemble des points critiques, et U'ensemble
des déterminations de la fonction pour une valeur quelconque de la
variable. En méme temps, nous devrons rechercher quel lien ily a
entre ces deux ensembles, c’est-a-dire quelles sont les combinaisons
de permutations qui donneront successivement naissance i toutes les
déterminations de la fonction.

Le probléme ainsi posé peut étre abordé par plusicurs cotés. Ou
bien I'on considérera des fonctions définics par un procédé parti-
culier; on prendra par exemple des ¢quations (1) et 'on se proposera
d"étudier leurs intégrales. Ou bien I'on tentera de construire @ priori
une théorie des fonctions multiformes en partant des types les plus
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simples que I'on puisse concevoir. Ainsi, on supposera en premier
lieu que les points critiques ou les déterminations de la fonction con-
vergent vers des points-limites isolés en nombre fini, et, tout d’abord,
vers un point-limite unique; de méme que la théorie des transcen-
dantes uniformes débute par I'étude des fonctions ayant un point d’in-
détermination unique, les fonctions méromorphes. Aprés quoi on
passerasuccessivement enrevue des types de fonctions de plus en plus
compliqués.

C’est & ce second point de vue que je me suis placé dans ce travail.
Je ne prétends pas toutefois y donner une solution complete des pro-
blemes que j’ai effleurés. On reconnait vite, en effet, que, pour pouvoir
traiter utilement ces problemes, il faut faire certaines hypothéses qui,
dans une théorie abstraite, ontnécessairement un caractere arbitraire.
Comment justifier ces hypotheses, et, surtout, lesquelles choisir?
Peut-étre convient-il de surseoir & ce choix jusqu’a ce qu’on ait par-
couru la premicre des deux voies que j’indiquais plus haut, et que
Pon ait trouvé, dans la théorie des équations différentielles par
exemple, une classification pratique des transcendantes multiformes,
qui puisse servir de base & une classification théorique. C’est pour.
cette raison que, dansles paragraphes qaivontsuivre, plusieurs ques-
tions seront simplement soulevées qu’il serait nécessaire d’appro-
fondir.

Jétablis, dans un premier paragraphe, une relation entre la distri-
bution des points critiques et celle des déterminations de la fonction.
Je suis amené A considérer une fonction que jappelle fonction linmite
ou branche limite de la fonction mu'tiforme. Je donne une condition
suffisante pour que cette fonction-limite soit uniforme.

Dans un sccond paragraphe, je montre comment on peut repré-
senter par une relation entiére les fonctions dont les détermina-
tions convergent vers 'infini pour toute valeur de la variable. Je
cherche moyennant quelles hypothéses cette représentation est pos-
sible.

Vaborde ensuite I’étude des fonctions définies par une relation im-
plicite entitre en @ et y, supposée donnée a priori. Au sujet de ces
fonctions se posent divers problemes : étude de la distribution des
points critiques, extension du théoréme de M. Picard sur les fonctions



444 P. BOUTROUX.

entiéres. Je signale certains cas favorables o1 la solution de ces pro-
blemes se trouve simplifiée (*).

En dernier licu, je considére les fonctions qui admettent, relati-
vement au théoréme de M. Picard, la valeur « exceptionnelle » z¢ro,
c’est-a-dire qui ne s’annulent jamais. Je montre que le module de la
plus petite détermination d’une telle fonction obéit, au point de vue
de la croissance, aux mémes lois qu'une fonction méromorphe ne s’an-
nulant jamais (c’est-d-dire I'inverse d’une fonction entiére). Je signale
enfin une classe spéciale de fonctions ne s’annulant pas, dont les
diverses branches sont holomorphes au voisinage de ==, et dont il
est particulicrement facile d’étudier 'allure générale.

I. — Ensemble dérivé de l'ensemble des déterminations
d’une fonction multiforme.

Considérons, pour une valeur arbitraire de 2, 'ensemble des déter-
minations de la fonction y (z). Une premiere indication, fondamen-
tale, sur la nature de cet ensemble nous est donnée par un théortme
démontré en 1888 par M. Poincaré (*) : les déterminations de y ()
correspondent univoquement & I'ensemble des nombres rationnels;
en d’autres termes leur ensemble est dénombrable, et Pon peut les
alfecter des indices 1, 2, ..., 4, ...

Mais le fait que I'ensemble des y;(2) soit dénombrable ne nous
apprend malheurcusement rien sur la distribution de cet ensemble.
On sait — la considération des intégrales hyperelliptiques suftit & le
montrer — que les déterminalions y; convergeront en général vers
tous les points du plan des y; et cela complique singulierement Ia
question. Mais n’est-il pas possible de détermincr des cas ou l'en-
semble dérivé de I'ensemble des y; se simplifie et se réduit par exemple
4 un ou plusieurs points? Tel est le premier probleme que nous ren-
controns.

Ce probleme peut étre posé de plusieurs manieres. On peut, par

(1) Pour ce qui est de la généralisation du théoréme de M. Picard, je renvoie également
aux intéressants travaux de M. Remoundos.
(2) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1888, p. 197-200.
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exemple, supposer que y soit défini par un procédé analytique déter-
miné, en particulier par une équation différentielle, et chercher com-
ment se comporte dans ces conditions 'ensemble dérivé de 'ensemble
des déterminations de y. Je me propose de revenir ultérieurement sur
celte question qui présente de graves difficultés.

Je m’en tiendrai dans ce travail & des considérations plus générales,
et j’établirai en premier lieu une relation entre la distribution des
points critiques de la fonction multiforme y(«) et la distribution de
ses déterminations pour une valeur quelconque de a.

Je considérerai comme point critique distinct tout point autour
duquel se permutent deux déterminations de y(2). Ainsi, un point
autour duquel se permutent trois déterminations ou deux couples de
deux déterminations comptera pour deux points critiques. Désignons
parZ,, 2., 5,, ... les points eritiques de y (), par 5 ensemble des points
£, 52,84, ... et par y(x) Uensemble des déterminations y, (), v, (x),
yy(x), .... Jeferai d’abord 'hypothese que I'ensemble dérivé de I'en-
semble & ne recouvre pas tout le plan des . Soit alors 2 un point gui
n'appartient pas « cet ensemble dérivé. Considérons un ensemble de
déterminations y;(x), choisies dans I'ensemble y, ne se coupant pas
auvoisinage de x = z etconvergeant, pourx = X, Vers un pointY,(x).
Nous désignerons ces déterminations par vy, ¥a, ¥, --.» ¢t leur en-
semble dérivé par Y, (x). Je dis que, lorsque x varie au voisinage
de z, Y, () est une fonction analytique et holomorphe de x.

Soient 3y, ¥ - .- et Y, les valeurs de y,, ¥a, ... et Y, pour @ = .
Par hypotheése, les différences Y, —,)_/,L et Yoas — ¥, tendent vers zéro
lorsque » augmente indéfiniment. Décrivons alors, autour de x comme
centre, un cercle ¢ ne contenant aucun point critique de la fonction y
et dans lequel les branches considérées ne se coupent pas. Si P'on
considere une courbe fermée quelconque, v, intéricure a c et entourant
le point z, je dis qu’il existe sur cette courbe des arcs ol les diffe-
rences Y, — Yu» ¥Yner — Yo tendent vers zéro avecl—i~ Supposons en effet
qu’il n’en soit pas ainsi et que I’on ait en tout point du contour de y a
partir d’une certaine valeur n, de n :

(2) | Vs —Yn| > (e positif, indépendant de 7).
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Donnant & » une valeur supérieure & »,, considérons la fonction
holomorphe y,., — ¥,. Nous savons qu’a I'intérieur de vy le module de
cette fonction devient inférieur & un nombre ¢ qui sera lui-méme infé-
rieur & o si I'on a pris z assez grand. L’inégalité (2) ne pourrait dés
lors étre satisfaite que si y,., — ¥, s’annulait a 'intérieur de v, ce qui
n’a paslieu puisque le cercle ¢ ne contient par hypothése aucun point
critique ou double de la fonction y (c¢’est-a-dire aucun point ot deux
branches différentes y,, ¥.+ de la fonction puissent se confondre).

Je vais conclure de lh qu'aupoint x les différences des derivées succes-
SIES Yy — Yy Voo, — ¥, tendent vers z¢ro comme la différencey,, , — y,.

Posons en eflet y,., — y.=/»(2), et montrons que 'on aboutit &
une contradiction si I'on suppose que | /7, ()| reste, pour des valeurs
de » indéfiniment croissantes, supéricur & un nombre fixe «, indé-
pendant de¢ 7. Quel que soit n, la fonction /,(x) est holomorphe au
voisinage du point x et développable par rapport aux puissances
de x — x =1, et nous sommes d¢ja assurés que les quantités | /7, |,
[/ ]s --. restent, quel que soit =, inféricures & un nombre fixe. Il
existe donc stirement un nombre B indépendant de 2 tel que on
ait, pour 2 assez grand et pour | 7| < §,

n{ sl
./‘u(?»c).n_,_- ’;(‘:)'>n2—l-... <&

e étant donné arbitrairement petit et indépendant de n, par exemple

- ;o 2] -
inférieur & —- Prenons alors pour courbey un cercle de centre 2 et de

. - ) I .
rayon B’ moindre que p. /, () tendant vers zéro avec —» on voitque,
si /7 (x) restait supérieure i o, | /,,( + )| serait, sur le contour
af’

2

aucun point de ce contour, ce qui est contraire au résultat obtenu

de v, supérieure et ne pourrait par suite tendre vers zéro en

- . , T ’ .
plus haut. / (z) tend done bien vers zéro avec —- On démontrerait
pareillement qu’il en est de méme des dérivées d’ordre supérieur.

Considérons alors le développement convergent
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qui représente la différence y,.,— ¥, pour les petites valeurs de 7.
De ce que tous les coefficients de ce développement tendent vers

. r . , ’ . .
zéro avec —, il résulte que yu., — y, tend vers sero dans toute direction
autour du point x.

Considérons alors le point-limite Y, des y; pour z voisin de . 1l
résulte de ce qui précéde : d’une part, que le point Y,, étant unique
pour & = a, est encore unique pour @ = x + 7 ; d’autre part, que les

“pn, , | - .
différences Y, — y,, Y, — 7}, ... tendent vers zéro avec—- En parti-
culier, si 'on appelle £ et &, 0, etn,, H, et H' les parties réclles et les
coefficients de  — 1 dans x, y, et Y,, on aura

_(_Zl_l:_‘ — li”] g)_‘__r“’.l' “ue (illg = “l‘ll (lnln 5
()C: W—n:w ()Q- ’ ’ ()C:, -—n:m ()g/ ’

la dérivée Y, de Y, satisfait & des relations analogues. On en conclut
que Y, et Y}, sontcomme y, ¢t y, des fonctions analytiques continues
au voisinage de # = x, résultat que nous énoncerons comme il suit :

Le point-limiteY, des y; engendre au voisinage de x = x une fonction

holomorphe de x. La dérigée Y, de Y, est engendrée par Iensemble dérive
le |’ / . e 5t errn g . / / St T,

de U"ensemble formé par les determinations y', y, ... dela dérigée y' de y.

Supposons maintenant que nous fassions varier z d’une facon arbi-
traire & partir de . Un point quelconque 2, ne pourra étre point cri-
tique de lafonction Y ques’il est un point-limite de pointscritiques &;.
En général, il y aura une infinité de tels points-limites, et Y, engen-
drera, lorsque « variera, une fonction Y () & une infinité de
branches. Jappellerai cette fonction fonction-limite on branche-limite
de la _jfonction y. 11 résulte de la définition de la fonction-limite qu’elle
est enticrement déterminée et d’une maniere unique des qu’on se
donnelafonction y. En effet, quel que soit’ensemble partiel y,, y,, ...
que 'on a choisi au début pour définir la branche Y,, il est manifeste
que 'on peut toujours faire décrire & 2 un chemin qui transforme cet
ensemble en un ensemble partiel quelconque pris dans I'ensemble y.
Tout point-limite de points Y;appartient donc & une branche de Y ().

Pour simplifier I'exposition qui précede, j'ai supposé, au début,
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que le point 2, au voisinage duquel je définis la fonction Y, (x), n’élait
pas limite de points critiques ou doubles. Il résulte de la démonstra-
tion que cette hypothese est trop restrictive; il suffit de supposer que
le point & n’est pas point-limite de points critiques ou doubles pour
I'ensemble partiel y,, y., ... que nous considérons (lequel est choisi
dans Pensemble y et admet, pour x = 2, le point-limite Y, ).
Jaiaussiimplicitementsupposé que le point Y, se trouvait i distance
finie. S’il n’en ¢tait pas ainsi, on considérerait, au lieu de len-

1 1 ) - - .
semble y,, y,, ..., ensemble —» —, lequel admet pour point-limite
J1J2

zéro. Y, est donc en ce cas une fonction méromorphe au voisinage
dexz =a.
De Panalyse qui vient d’étre faite vésulte en particulier la propo-

sition suivante :

Si une fonction y satisfait a une équation différentielle
(4) Y'=w(z, y),

@ élant une fonction analylique de x el y, la fonction-limite Y (x) satis-
Jait a la méme équation.

On a en effet, pour une branche quelconque de Y,

Y 4 .
(?lcl = lim ({/);'—‘, w(z, Y,)=lim o (2, y,),
- n. % i n="an

ce qui établit la proposition.

Pour que cette proposition et, d’'une manitre générale, la considé-
ration de la fonction Y puissent apporter quelque simplification dans
Uétude des intégrales de (4), il faudrait que Y fat plus simple que y.
Dans le cas e plus général il n’en sera pas ainsi, car on sait que Uen-
semble dérivé peut coincider avec 'ensemble primitif, ou méme étre
plus étendu. Mais nous connaitrons, du moins, une condition réces-
saire pour que les déterminations de y aient, par exemple, un seul
point-limite ou un nombre fini de points-limites. Il faut que /'dgua-
teon (4) posséde une intégrale uniforme, ow une intégrale a un nombre
Jini de branches. C’est Ja une premiére donnée importante sur les ¢qua-
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tions dontles intégrales sont des fonctions & branche-limite uniforme.
ou & un nombre fini de branches-limites.

Revenons maintenant & la relation établie entre la distribution des
points critiques ct la distribution des déterminations y;. et cherchons
une condition suffisante pour que Y () soit uniforme.

Nous avons vu que la fonction Y () ne peut pas présenter de sin-
gularité en un point qui n’apparticnt pas a 'ensemble dérivé de I'en-
semble &, En particulier, elle n"aura pas de point critique 4 distance
finie si ’'on suppose que I'ensemble dérive de % se réduise au point w.

Considérons done les fonclions dont les points critiques congvergent
vers Uinfind. SiY () est une branche-limite d’un ensemble de branches
d’une telle fonction, Y(x) estdans toutle plan une fonction uniforme.
Deux circonstances sont alors possibles @ ou bien (outes les branches
de la fonction donnée y (x) convergentvers Y (a); ou bien y(z) pré-
sente des ensembles de branches qui convergent vers d’autres fone-
tions Y, (), Y.(), ..., lesquelles, pour la méme raison que Y(x),
sont des fonctions uniformes.

Il pourrait arriver que Ies fonctions Y, (), Y,(2), ... fussent cn
nombre infini. Admettront-elles, elles aussi, des fonctions-limites? Si
l'on suppose que non seulement les points critiques de y(x), mais
aussi les points d’interscction de ses branches deux & deux n’ad-
mettent pas d’autre point-limite que linfini, on peut démontrer
que 'ensemble des Y, («) ne saurait non plus converger que vers
infini.

En elfet, supposons qu'il y ait des fonctions Y; arbitrairement rap-
prochées de Yi(x). Yi(2) étant elle-méme limite de branches d’in-
tégrales, on pourra trouver des branches d’intégrales y,(2) gui se
trouveront (dans certains intervalles) comprises entre deux courbes Y,
etY; arbitrairement rapprochées. Mais, comme yi(x) estune branche
de fonction multiforme, elle ne peut coincider avec une fonction Y3
dés lors elle ne peut pas rester comprise entre Y, et Y, pour toute va-
leur de 2, et elle doit couper en un point & une de ces deux courbes.
Or une branche d’intégrale y, ne saurait couper unc branche-limite Y,
en un point z s'il n’y a pas au voisinage de 2 une infinité de points
d’intersection des y;. En effet, considérons I’ensemble y,, y. .. -,
Yus - - des déterminations qui convergent vers Y. Si pour n >N,

dnn. Ee. Norm., (3), XXII. — Ocroske 1905. 57
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les ¥, ne se coupent jamais deux & deux au voisinage de a, alors les
courbes ¥x,i» ¥xsas -+ -» Y s'emboitent les unes dans les autres sans
se couper entre elles. Elles ne peuvent couper non plus une courbe v,
d’indice inférieur & N : sinon y, les couperait toutes, & partir d'une
certaine valeur de n. Il en résulte que, d’apres nos hypothéses, y, e
peuat couper Yy, et, par suite, qu’il ne saurait y avoir des courbes Y,
arbitrairement rapprochées de Y,. Les Y, n'ont pas d’autre limite que
linfini.

Introduisons alors une nouvelle fonction = détinie par une relation
de la forme

les A étant choisis de telle sorte que le second membre converge ab-
solument pour toute valeur de y distincte des Y;. On voit qu’a toute
valeur de & correspondent une infinité de valeurs de = n’ayant pas
d’autre pornt-limite que le point .

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, comme corol-
laire du théoreme fondamental de ce paragraphe :

Soit y (x) une fonction multiforme dont les points critiques et les points
doubles convergent vers Utnfini. On peut faire un changement de [onc-
tion z = f(x,y), [ étant uniforme en x et v, tel que, pour une valewr
quelconque de x, toutes les délerminations de = convergent vers Uinfini
(et U'infini seulement).

Parmi les fonctions multiformes 2 une infinité de hranches, les
fonctions s jouissant de cette propriété méritent probablement une
¢tude spéciale. Cette étude sera particuliérement fructucuse si I'in-
verse x(z) de la fonction = jouit aussi de la méme propricté.

II. — Fonctions représentables par une relation entiére en x et ).
Considérons une fonction analytique multiforme y () satisfaisant

aux conditions suivantes : elle n’a & distance finiec aucun point d’in-
détermination; pour « quelconque, les déterminations de y () n’ont
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d’autre limite que D'infini, etil en est de méme des déterminations
de z(y). Cherchons une représentation de la fonction y (z). Nous

prendrons pour base, dans cette recherche, la théorie des fonctions
entieres.

(1’) (#
soit absolument et uniformément convergente pour toute valeur de z

distincte des =éros de y(x). Si cette condition est satisfaite, je dirai
que la fonctiony (z) est de type fini. Le type de y sera égal au plus
petit nombre ¢ satisfaisant 4 la condition énoncée. Soit, de méme, la
fonction Jc(y) de type fini égala o

Nous supposerons que les nombres p et o sont in férieurs a 1. Cette
hypotheése est légitime; en effet, si nous prenons pour variables, au
lieu de = et y, des puissances rationnelles de ces quantités, nous
remplacons y par une fonction multiforme jouissant des mémes pro-
pri¢tés; or on peut toujours choisir ces puissances de maniere que les
types soient inférieurs & 'unité.

Soient toujours y, (), y.(x). ... les déterminations de y pour
une valeur quelconque de z. Nous appellerom d’autre part, 0,, 0,, ...
les dlvclsos déterminations de 2 qui conespondent a une valeur par-
ticulitre ¥ de y. Nous pouvons choisir y de maniére qu’a distance finie
aucun des points (; ne soit critique pour la branche de y qui prend la va-
leury en & = 0;. Pourle montrer il suffit d’établir que, quelque grand
que soit ®, on peut trouver des valeurs de y telles qu'aucun point 0;
de module inféricur & ® ne soit eritique pour la branche de y égale
4y en @ = 0, Or supposons que cette condition ne soit pas satisfaite,
et cela pour toute valeur de v située dans un cercle v ayant pour
centre un point 7. Alors il y aurait & distance finie un ensemble infini
de points 0 pour lesquels deux branches de y seraient confondues et
auraient une valeur commune située dans y. Soit 0" un point-limite
de ces points 0. Pour 2 = 0" la fonction y devrait avoir une infinité
de déterminations voisines de 7, ce qui n’a pas lieu par hypothése.
On peut donc toujours choisir; de fagon que la condition énoncée

Supposons qu’il existe un nombre positif 5 tel que la série ? 27y

soit satisfaite, bien que puisse tendre vers I'infini lorsque | 0; |

d0
augmente indéfiniment. Dans ces conditions, la détermination y; qui
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est égale & y au point 0; est, au voisinage de ce point, de la forme
yi=y+(x—0)g(z—0)),

k étant un entier positif, et » une fonction holomorphe au voisinage
de x=10;. Si £>1, nous considérerons, lorsque nous allecterons
d’indices les déterminations y;, ¥y - - ., que & de ces déterminations
sent égales a 5/ aux £ points confondus 0z ..., 0.

Cela posé, considérons le double produit infini

Plx,y)= lfl <1 ——&) ]i[1 <1—— 7:%’;_7-_]—:—})

Je dis que ce double produit converge, quel que soit , pour toute
valeur de y — y.

En effet, il résulte de Ta définition du type qu’il ne saurait en étre
autrement que pour les valeurs de 2 pour lesquelles une ou plusicurs
valeurs de y; — y s’annulent. Mais, pour ces valeurs, lfl contient
un facteur de la forme ‘

Yi—Y
(x—0)F9(x—0;)’

» ¢lant holomorphe. Le produit d'an tel facteur par l[ est une fone-

tion holomorphe, quels que soient 0; et y.
La fonction P (z, y) peut étre développée sous la forme

Tl(—2)| —( _7‘i:f:_.__', 3y
]l<l 9t> Y ))%Jr—y_i_(} 7 Z.yf—-yyj~y+

= > ful@)(y — )"

Le coclficient /,(x) du terme général en y*, qui se présente sous la
forme d’une série uniformément convergente de fonctions ration-
»]
nelles, est, dans tout le plan des 2, une fonction uniforme ¢t continue
qui ne devient jamais infinie; /, («) est donc une fonction enticre.
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En vésumé, P(x, y) est une fonction enticre par rapport aux deuz

variablesxet y — y, et la fonction multiforme y de x estreprésentée tout
entiere par la relation '

(5) P(z,9) =3 fulz)(y—F)" =o.

Ce résultat appelle diverses remarques :

Nous avons supposé au début que la fonction y () ne présentait a
distance finie aucune indétermination. Si y était uniforme, il résulte-
rait immédiatement de Id que cette fonction n’a & distance finie
d"autres singularités que des poles (). Mais la fonction y étant mul-
tiforme & une infinité de branches ne pourrait-elle présenter des
points singuliers transcendants ?

Iin nous appuyant sur la relation (5) nous pouvons répondre que
non. .

En effet, il résulte d’un théoreme de M. Painlevé (*) que les fone-
tions définies par une relation implicite telle que (5) n’ont a distance
finic d’autres singularités que des péles et des points critiques algé-
briques.

Voyons maintenant quellessont au juste les hypothéses dont nous
nous sommes servis. Outre 1'hypothese relative & la non-indétermi-
nation, nous avons supposé que pour toute valeur de x les détermi-
nations de y convergent uniformément vers 'infini, et que, pour une
valeur particuliére d'ailleurs quelconque y de y, les déterminations
de y convergent aussi vers Uinfini. /4 r'est pas nécessaire de postuler
que celle derniére condition soit satisfaile pour toute valeur de y. Si elle
Uest pour une, la démonstration qui précéde établit qu’elle l'est pour
toutes.

Nous avions également supposé que p et o sont inférieurs & un. On
voit que la démonstration subsisterait sans modification si I'on impo-
sait cette condition au seul nombre ¢.

Remarquons, enfin, que si Q(x,y)=o0 est une relation enticre
quelconque représentant la fonction y dans tout le plan, et si 'on sup-

(1) On suppose qu'elle est holomorphe le long de quelque arc, tout au moins.
(%) Surles lignes singulicres des fonctions analytiques, 1887.
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pose que cette relation ne représente que la seule fonction y(x) et
son inverse z (y), Q est de la forme

Q(z, y)=P(z,))e” x:7),

o étant une fonction entiére de et de ).

III. — Etude des relations entiéres 23"' Su(z)=0.

On conclut des résultats obtenus au paragraphe I qu’étant donnée
une fonction multiforme dont les points critiques n’ont d’autre point-
limite que l'infini, on saura toujours la représenter par une relation

(6) P(z, y) =" fulz) =0

valable dans tout le plan. Si maintenant, au licu de partir de la dis-
tribution des points critiques, on se donnait @ priori une relation (6),
que saurait-on déduire de cette relation relativement aux propriétés
de la fonction qu’elle représente ?

Il semble difficile d’aborder ce probléme dans le cas le plus général.
Les fonctions représentables par une relation entiére en 2 et y sont
loin, en effet, de pouvoir étre ramenées & un type unique. Si nous
cherchons, par exemple, & étre renseignés sur 'un des points essen-
tiels, la distribution des points critiques, nous avons & examiner
comment sont distribuées les solutions 2,, 2, . .. du systeme

g P(x, y)=o0,

(7) ; o
L T

On peut toujours former des fonctions P telles que ces solutions
tendent vers un point arbitraire x. Choisissons, en effet, les cocfli-
cients des puissances de y, de telle sorte que la fonction entiere de y

Jolz)+fi(z)y +...

ait une infinité de zéros doubles. Alors la fonction y (@) admet une
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infinité de points critiques confondus en x. Mais nous n’avons pour

cela imposé qu’une condition a chacun des coefficients f,(z), qui
dépendent d’une infinité de parameétres. Il sera donc possible de
choisir les /, de telle sorte que la méme condition soit remplie pour

une infinité de valeurs arbitraires x.

Ainsi, du fait que les déterminations de y () convergent vers I'in-
fini seulement, nous ne pouvons rien déduire relativement a la situa-
tion des points critiques. Cet exemple montre que, si nous voulons
arriver & quelques résultats préeis, il sera nécessaire de faire cer-
taines hypothéses particulieres sur les relations (6).

L’hypothése la plus simple consiste & supposer que les rapports de
deux fonctions f, quelconques sont des fonctions rationnelles ('). La
relation (6) s’écrit alors sous la forme

(8) ZJ’”‘?I!(‘”)':O»

les @, é¢tant des fonctions rationnelles présentant des zéros et des
poles dont les modules croissent indéfiniment.

De ce que les deux fonctions entiéres /;, et /, ont les mémes zéros
(4 un nombre fini pres), il résulte que, pour y = o, les deux équa-
tions (7) ontune infinité de racines communes. Ainsi y admet comme
points critiques un ensemble de points convergeant vers =, qui
sont les zéros de /,. Mais n’y aura-t-il pas d’autres points critiques
convergeant vers d’autres valeurs de , ou vers toute valeur de «? Ici
encore nous sommes arrétés par cette question fondamentale : Quels
sont les cas ou les points critiques de la fonction y définie par la rela-
tion (8) ont pour point-limite unique le point x = % ou des points fixes
lavance ?

Il y aurait la un difficile sujet de recherches que je me borne
signaler (*). Cependant, dans certains cas, la question pourra étre

(1) C’est dans la classe définic par la relation (8) que nous pouvons espérer trouver
des fonctions y satisfaisant & des équations différentielles algébriques.

(2) Co probleme est en connexion élroite avee le suivant : Elant donnée une fonction
définic par la relation (8), quels sont les points-limites des déterminations de sa dérivée ?
Dans quels cas la dérivée est-clle, elle aussi, représentable par une relation (8)?
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résolue simplement. Soit, par exemple,

:Z_n:) (;Z'—-(?,”)-..(xx—-'(ln-,)
O T = bay) . (% — )

’

ol nous supposcrons que les modules des «,; et des b,; croissent indé-
finiment avec n et convergent vers Uinfini. Plus précisément nous
supposerons que I'on ait, & partir d'unc certaine valeur de 7,

nt nt .
lane|> o Jbwr]>5 (1242v),

< étant un nombre supérieur & 2. Soient 2 une valeur quelconque
de 2, ¢ un nombre donné arbitrairement petit. On vérifie que, quel
que soit @, il existera toujonrs un nombre N tel que I'on ait, pour
n >N,
- 9 all1 <y ~
o, &) = b, [0
Ill( > ” /)111 [’nv( + 0,
) ' . ‘o P e
|8,] étant inféricur i |z | o=+,
Nous sommes ainsi amenés a ¢tudier Uallure de la fonction

1= B 2 = Bl
dont les coeflicients sont indépendants de z. Il sera souvent possible
de connailtre avee précision la répartition des zéros de ©(y) — AL Ap-
pelons @,(|y|) la valeur maxima prise parle module de ©(y) pour une

aleur donnée de |y |. Nous su pposerons, par exemple, que lafonction
O(y) soit & croissance régulitre et jouisse de la l)l’()[)ll(,lt suivante :
Sott v; un de ses seros : la fonction O (y) -- A, pour |A| << 7 0, (| n:l),
posséde un séro et un seul a Uintérieur d'un cercle de centre 1; et de rayon
‘G)'[!AI:T);[
0:(ly )
cherché & montrer ailleurs (') que cette propriété n’a pas un carac-
tere exceptionnel et qu’elle appartient aux fonctions enticres dont les
zéros sont réguliérement distribués dans tout le plan. Il me suffira,

égal a » @, dlant une certaine fouction décroissante de (. Jai

(1) Dans un Mémoire que je comple publier prochainement et qui traitera de la Faria-
tion des zéros d’une fonction entiére en fonction des cocfficients.
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ici, de remarquer que les fonctions © et H considérées dans la théorie
des fonctions elliptiques satisfont i cette condition. Les fonctions en-
tiéres que M. Painlevé a récemment définies comme satisfaisant a des
équations différentielles du troisitme ordre jouissent de la méme pro-
priété; c’est acette propriété que M. Painlevé a fait allusion en disant
que le module des fonctions considérées atteint partout son maximum
sauf a Pintérieur de certains cercles dont le rayon va en décroissant
avec | 7;| et dont I'aire totale est négligeable.

Sans entrer dans la discussion de cette question, étrangére 4 mon
sujet, je remarque que, si ©(y) satisfait & la condition énoncée, la
question proposée se résout tres simplement. On a, en effet, au voi-
sinage de |y | = [7,|

,2@,;(3‘))/"——@()/)] <D ldbuym | <|Z[[n(M]=0.( ],

n étant une fonction croissante de [y |. Il en résulte que la fonction

ul - ’ N ;. 9
de yz%(x)y" admet un zéro, et un seul, d 'intérieur d’un cercle de

centre v, et de rayon égal i w,| @1, |n?.

Appelons alors y,, y,, ... les déterminations de y pour x = . On
voit qu’d partic d’une certaine valeur de m (d’ailleurs indépen-
dante de z), il est impossible que deux déterminations 57,,,,:}7,,; coin-
cident. On en conclut qu'un point quelconque z, situé a distance
finie et distinct des points b,;, ne saurait étre point-limite de points
critiques. C. Q. F. D.

Vai supposé, dans ce qui préctde, que le module de b, augmente
indéfinimentavec n. Supposons maintenant qu’a partir d'une certaine
valeur de 7 le dénominateur de o, soit facteur des dénominateurs de
tous les coefficients suivants 9,,,, @ypa, - .., I'inégalité

n®
l bm‘] > V_n,

étant encore satisfaite pour v,—, <ZZv,.
Multiplions les termes de la série (8) par (x —b,,)...(x —b,,_,)-
Elle devient

(2 —an). . (x—ay) yr4.. .= o.
(.‘,’6’ - bn,v,,‘z-H) L (.Z' - bnv)
Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — OCTOBRE 1903. 58

v A,
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Lorsque |y | sera assez grand, nous pourrons faire abstraction des
n premiers termes. Nous aurons donc encore

Doty (<] 2 [n(]y DI,

n étant une certaine fonction croissante de |y|. La démonstration
précédente s’applique donc encore. Siles points b,;, qui sont les zéros
de la fonction multiforme y(x), ne sont pas eux-mémes critiques
pour un nombre infini de branches de la fonction, il n’y aura pas i
distance finie de point-limite de points critiques.

Ainsi nous avons la un exemple de cas ou 'on peut établir que /les
points critiques de la fonction étudice convergent vers ['infini et vers l'in-
Jent seulement. On imaginerait aisément d’autres cas du méme genre
pour lesquels le résultat serait le méme.

IV. — Extension du théoréme de M. Picard aux fonctions multiformes.

Un probleme essentiel, dans 'étude des transcendantes définies
par les relations enticres (6) ou (8), est celui qui a trait & Uextension
possible du célebre théoreme de M. Picard sur les fonctions entiéres.
Voici en quoi consiste cette extension. Soient y, et y, deux valeurs
de y. A lavaleur y, correspondent une infinité de valeurs de z, soit

st 1zl
19 Guzy CGyy ey

Y

lesquelles convergent par hypothése vers Pinfini etadmettent un cer-
tain exposant de convergence o,. La valeur y, aura-t-elle également
une infinité de correspondants, ct, dans laffirmative, I'exposant de
convergence (') o, de ces correspondants sera-t-il égal & o, ou dillé-
rent de o, ?

Je ne me propose point d’aborder ce probleme dans son ensemble,
quoiqu’il comporte sans doute une solution générale. Il a, d’ailleurs,
¢té 'objet de recherches récentes entreprises avee succés par

(') Yai appelé, au paragraphe 11, type de la fonction x(y) le plus petit des exposants
de convergence tels que gy, . Cetle définition ne postulail pas 1'égalité de oy et de o,.
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M. Georges Rémoundos. M. Rémoundos (') a étendu le théoréme de
M. Picard a I'équation

co(t)+ o (u)A(3)+...+ o, ()A,(5) =0,

ow A, ..., A et oy, ..., g, désignent des fonctions entiéres. Il pu-
bliera prochainement les résultats de recherches ultérieures.

L’une des difficultés principales consiste dans la détermination des
cas réguliers olt i/ ne peut exister aucune valeur exceptionnelle (*)
de y. Ces cas sc présentent dans la théorie des fonctions entieres
lorsque I'ordre de lafonction n’est pas entier. Mais, avec les fonctions
que nous étudions ici, il est clair qu’il pourrait y avoir une infinité
de valeurs exceptionnelles, quoique la relation (6) soit d'ordre non
entier (cette relation sera d’ordre inferieur i 1 sielle est de genre zéro,
comme on I'a supposé au paragraphe II, et comme je le supposerai
dans la suite). C’est pourquoiil ne sera pas inutile de signaler un cas,
important dans la pratique, ot 'on aura nécessairement (quel que
S01t ¥, ) oy = Gy

, ., dx . s . ,
La dérivée a est égale 4 une fonction méromorphe de « etde y,

dr \ +ofoy + ...

e Gla, yy=— LS F e
dy Jo+S1y -

y ayant une valeur fixe, on sait que 'on peut, d’aprés la théorie des

fonctions entiéres et méromorphes, assigner au module de G une

limite supérieure fonction de |z|, laquelle sera valable dans certaines

Y y . . . \ \
couronnesz [d’épaisscur proportionnelle (*) &

a|'="], entourant
origine et s’en éloignant indéfiniment. Nous supposerons que, pour
y voisin de y, (ly —y, [Se™'*"), cette limite soit inférieure & une puis-

(1) Bulletin de la Société mathématique, 190f.

(%) Ce mot est pris dans la méme acception que dans la théorie des fonclions entiéres.

(3) C'est-a-dire que le rapport de cetle épaisseur & |x1-| (module d’un point quelconque
de la couronne) reste compris entre deux nombres finis, quelque grand que soit | z|.
o est ordre do la fonction méromorphe. Jai le droit, aprés avoir fait, au besoin, un

. I
changement de variables, de supposer que ¢ < - -
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sance finie de | x|, ou, plus généralement, a une exponentielle de la
forme €V, ¢ dlant inférieur au type o de y (x).

Conblderons alors les deux valeurs particulieres de y, y, et y..
D’aprés le paragraphe II nous pouvons représenter la fonction y ()
sous deux formes différentes

In(w’y):ﬁ ) ﬁ<’ - 3=

{=o0

v =[1 (1— %) T:[ (—75) =

L=

Les fonctions P, et P, sont de genre zéro en z et y. Nous avons vu
qu’a condition de faire au besoin un changement de variables, on
a toujours le droit de supposer qu'il en est ainsi. o, el o, sont les
ordres des fonctions entiéres IT et rl, Nous allons démontrer que
’on a nécessairement o, = o,.
Soit
P (2, y)="Py(x, y) Q(x, y).

La fonction Q, qui ne peut étre une exponentielle puisque P, et P,
sont de genre zéro, est indépendante de y : car les produits P, et P,
sont construits de telle sorte qu’ils ne représentent aucune fonction
de @ étrangére & la fonction étudiée. Q ne dépend pas non plus de ,
puisque jamais P, et P, ne sont nuls ou infinis, quel que soit y. On a
donc

(9) Pi(z, y) =CPy(z, ), C constante.

Entouronsle point y = y, d’un petit cercle I'de rayon o comparablc
4 ¢, et considérons (s'il en existe) les points £, ..., E! ., corres-
pondant & v=y,, qui sont situées dans P'une des couronnes Z
(d’épaisseur proportionnelle & [Z),]'"°) ou I'on a, par hypothese,
pour y voisin de y,

(10) |G, y) | <el=r.
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Au cercle I' correspondent dans 2 des aires ¥,,, .-+, Ymen €ntourant
les points &, ..., £.,,. Or on déduira de (10) que ces aires sont res-
pectivement comprises & U'intérieur de cercles ¢, ¢,, ..., de rayon 1
entourant les points &,. Le nombre » des points £} compris dans E
étant d’ailleurs inférieur & |}, |°, on vérifie (*) qu'e/ existe nécessaire-
ment dans Z des couronnes partielles 21, d’épaisseur proportionnelle
b | &), "%, qui sont extérieures & toutes les aires .

Il existera une infinité de telles couronnes Z/, de plus en plus éloi-
gnées de I'origine. Or la théorie des fonctions entiéres nous apprend
que de telles couronnes contiennent nécessairement des points « ol
I’on a en méme temps

L (-5) <o
(- 5)[=e

quelque petit que soit . D’autre part, puisquez est extérieur aux

et

’
aires v, on a dans toute la couronne 2

lyt(z)]| > «a.

On en déduit (d’apres la valeur donnée au rayon « du cercle I')
que I'on a, du moins a partir d’'une certaine valeur de | y|,

l 111 <I o L;}‘!—l> ! < elrI¥)

o étant le type de y(z). Dailleurs, on peut toujours choisir (*)y
(le module de y — v, étant donné) de telle sorte que

(- 33)

(1) Jai supposé que s < 3.
(2) Je renvoie pour la démonstration de toutes ces assertions & mon Mémoire sur les
fonctions entiéres. Foir p. 20.

>1.
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On a alors
1o ¢

[P, (&, y) | < eyt
[Py (2, y) | >l "I,

a,-e
b4

On voit que, si 'on avait o, <g,, on pourrait toujours choisir 2
assez grand pour que l'égalité (9) soit impossible. J’ai donc bien
établi que 0,50,.

Réciproquement, si la condition exprimée plus haut est satisfaite
au voisinage de y = y,, on démontrera que I'on a ¢,Z5,. Il en résulte
que 6, =G,.

Comme exemple de fonctions pour lesquelles on saura immédiate-

ment que Z satisfait, quel que soit y, a4 la condition énoncée, jc
citerai le type suivant, sur lequel je pense avoir occasion de revenir:

les rapports _:,él" f—, --- sont des fonctions rationnelles de la forme
0 0
< x ) < &
J e e J e e [ ] e e
py (’nlb
(=) (=2
b/n \ [)n‘l
de degrés négatifs et décroissants (') (. — v négatif et décroissant).
Soit, d’autre part, M(|xz])le module maximum du dénominateur de o,

pour || quelconque. Je suppose que I'on ait, quel que soit z, a I'ex-
téricur de cercles derayon 1 entourantles points b,,, ..., b,,, Uinégalité

(=) (o= ) e

o ¢tant une constante indépendante de [2]. Cette derniére condition
exprime, comme nous l'avons remarqué au paragraphe III, que la
répartition des points b, est relativement réguli¢re dans tout le plan.

Dans ces conditions il résulte, du fait que . — v va en décroissant,
que, lorsque || croit indéfiniment, la somme

P = 7-1:

[osyi+ gy y i+ .|

(1) On est amené & postuler que le degré o, est négatif et déeroissant si 'on considére
des fonctions multiformes dont les diverses hranches croissent indéfiniment avee () la
facon des fonctions rationnelles.
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devient, quel que soit y,, arbitrairement petite par rapporta g,. L'ex-
pression

dr __ o 4+2031+...

dy eyt

reste donc (& I'extéricur des cercles entourant les points ,;) infé-
rieure 4 une puissance finie de z, quel que soit y,.

Mais il ne sera souvent pas nécessaire de postuler que la condition
imposée 3 %2 est satisfaite pour toute valeur de y. Faiso (i

p P atisfaite | : Y- Faisons en parti-
culier sur f; les hypothéses suivantes : Pour y voisin de o, G(=, o)
satisfait 4 la condition énoncée. [Si 'on se reporte & la relation (6)
on voit qu’il suffit pour cela qu'au voisinage des zéros de f,(x) de

. or !
modules arbitrairement grards, les rapports .‘%, f—;’; e oet 4, f—}‘, .
0 0 0 0

restent tous inferieurs a €'*'.| On sait, d’autre part, que, dans des
couronnes s’éloignant indéfiniment de I'origine, le module de f,

. . Ty | e TFe , . - -
oscille entre e™!*""" et &I (¢ étant arbitrairement petit). Je suppo-
seral que dans ces couronnes | f,| atteigne effectivement sa limite injeé-
rieure e~ sur tout cercle ayant son centre & 'origine.

Ces deux conditions seront remplies, par exemple, si les fonctions
entieres fy, f, ... sont toutes de méme ordre et ont tous leurs zéros

, . ’ A . P . T .
réels ou situés dans un méme angle inférieur a =, les zéros de f,
2

¢tant supposés isolés ('). Un changement algébrique de variables per-
mettra souvent de satisfaire & ces conditions.

Avece les nouvelles hypothéses on démontrera comme précédem-
ment (en faisant y, = o) que l'on a ¢,5a,, quel que sit y,. D’autre

7

part, il existera dans les couronnes Z des points ou 'on aura simul-

()] <
(= 2)|>e

(1) Je dis que les zéros sont isolés si 'on ne peut pas, quelque petit que soit ¢, trouver
des couples de zéros, dont la distance deux a deux soit moindre que e.

tanément
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Choisissant y comme plus haut, on voit que si « est assez grand
I'égalité (g9) entraine nécessairement s, Sa,.
On en conclut que o, = o, quel que soit y,.

V. — Fonctions admettant la valeur d’exception zéro.

J’al examiné, dans le paragraphe précédent, des fonctions qui ne
présentaient, relativement au théoréme de M. Picard, aucune valeur
exceptionnelle. Dans ce dernier paragraphe je dirai quelques mots des
fonctions multiformes [satisfaisant & une relation (6)], qui ont au
contraire une valeur exceptionnelle, par exemple qui ne s’annulent
jamais.’

Larelation (6) devient en ce cas

(11) LA fi(2)y + fole) yP4. .= o.

Il y a certaines analogies entre une telle fonction y et I'inverse
@’une fonction enticre. Proposons-nous, par exemple, d’¢tudier le
mode de croissance de la plus petite détermination de y(a). Nous
allons retrouver quelques-unes des propriétés qui caractérisent les
fonctions méromorphes ne s’annulant jamais.

Les déterminations de y élant numérotées (pour une valeur quel-
conque de ) par ordre de modules croissants, la détermination de
plus petit module sera désignée par y, (). Nous appellerons ¢ le type
de z(y), ordre des fonctions f,(a), /.(x).

Je dis d’abord que l’on aura, a partir d’une certaine valeur de |z |,

Tie

(12) lyi(2)] >e~1*l
quelque petit que soit e.

Supposons en effet que I'on ait, pour des valeurs  indéfiniment
¢loignées,

3

lyii<e o> o.
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La fonction entiére de =

1@ i+ @)y

ol y alavaleurfixe y,, estinféricure, en module, & e/*"™,  étant infé-

ricur & « si |« | est assez grand. Il en résulte que, lorsque | 2| dépas-
sera un certain nombre X, on aura

i+ ALA@ T+ 1>
L’égalité (11) donne alors
7] =17(Z)|> — e > 17,
X1 .71( > 2]f1(-1>|
Notre hypothése était donc illégitime, et I'on a bien toujours I'iné-

galité (12) pour |z |>X.

Je dis, d’autre part, que l'on a, pour des valeurs de x indefiniment
éloignées,

(13) |yi(e) | < em1#i,
quelque petit que soit .
Pour le vérifier, nous écrirons le premier membre de (11) sous la

forme

i==

l+f1y.+_f2y‘-’_|_...:£];[I—yi{x):‘.

Supposons que

c—a
|

4 [yi(z)| >e v (o> o0).

On a évidemment, quel que soit 2, & partir d'une certaine valeur

de £,
| Vil >1 (J entier quelconque ).

En se reportant & la théorie des fonctions entieres, on vérifie alors
dnn. Ee. Norm., (3), XXII. — OcTOBRE 1905. 59
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que 'on a, & partir d’une certaine valeur de | y |,

i=o

I1 (1 - )l> <eb1*™,

i=hk-+1

et par suite que le produit infini | | est, en module, inférieur &

Bk 7Ty

(15) : el

Sil'inégalité (14) était satisfaite quel que soit z, , HI devrait étre
inféricur & la limite (15) pour toutes valeurs de @ et y. Or on voit
immédiatement, en considérant le premier membre de (11) comme
unc fonction entiére de 2, qu'il ne saurait en étre ainsi. Plus précisé-
‘ment, si celte fonction entiere de @ est i croissance régulitre, ('iné-
galie (13) sera satisfaite sur des arcs de tout cercle de rayon supérieur
a X ayant son centre & ['origine (X nombre fixe).

On peut compléter 'étude de la croissance ou plutot de la décrois-
sance de y,(x), en considérant la dérivée Jogarithmique %’ que 'on
comparera, de méme que dansla théorie des fonctions entiéres, & une
puissance finie de la variable | 2|. Mais je me bornerai & constater la
possibilité de cette étude qui n’est point, pour le moment, susceptible
d’applications.

Je vais, pour terminer, signaler unc classe de fonctions multi-
formes, & la vérité tres spéciale, mais qui offre peut-étre un intérét
particulier. Lorsque Uon étudie une fonction multiforme, on ren-
contre, entre autres problemes, deux questions d’une importance
fondamentale : 1° Comment se¢ comporte une branche particulicre de
la fonction ? Quelles relations y a-t-il entre les permutations s opé-
rant autour des divers points critiques?

Ces deux questions sont en général extrémement complexes. Peut-
étre sera-t-il cependant possible de jeter quelque lumicre sur elles
dans des cas spéciaux, dont I'¢tude offrira, pour cette raison, un
intérét particulier.
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Je considérerai une fonction y(x) définie par la relation
(16) 1+ ypi(x) 4 02ps(x)+...=o,

ou les p; sont tous des polynomes, et, appelant u; le degré de p;, je
supposerai que ’on a, pour toute valeur (') de i,

Pi= Ly

Appelons b; le coefficient de z* dans p,. Nous supposerons que le
rapport & b, des autres coefficients de p; reste, quel que soit Z, infé-
rieur 2 un méme nombre fini H. On peut alors déterminer un nombre X
tel que I'on ait, pour |z | >X,

pi(x) = by (1+ By) 2t R pil@) =0,(1 + B;)xVi= b;(1 + 3;) 2,

|8,0, ..., IBil, ... étant inférieurs & |2 [~'*%, ol | 8] est arbitrairement
petit sil’on a pris X assez grand.
Si nous posons
zty = 3,

nous voyons que, pour |z | > X, I’égalité (16) se présentera sous la
forme

(x7) 14+ 0,(1+L)s+...+0;,(r+B;)s=o0.

Nous nous placerons dans le cas ot la fonction entiére de =

0 (s) =Z byt

satisfait aux conditions qui nous ont déja servi au paragraphe III.
0,(|z|) étant le module maximum de ©(s) pour |s| quelconque,
et n; étant un zéro de O(z), la fonction O(s) — A posséde [pour

[A ] < L—IZ O, (|n:])], un =éro et un seul a lintérieur d’un cercle de centre v,

’ 3 Al" ; ’ . , . .
et de rayon égal a ; —(I)-U—_Z‘[l—), w; étant une fonction deécrotssante de 1.
1 i

(1) 11 suffit évidemment de supposer que I'on a ;= 74, sauf au plus pour un nombre
fini de valeurs de ¢ pour lesquelles p.; <{ipy.
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Cherchons alors comment se comporte I’ensemble des détermina-
tions de = pour une valeur de || supéricure 2 X. Si nous désignons

par s, %, ... les déterminations de 5 pour x =, et par 7, 7, -..
les zéros de ©(s), nous aurons, quel que soit 7, si X est assez grand,

Iégalité
(]8) 5;':71[(1 -I—(Z[),

, s pa e U el S Y
la;| étant inférieur a |z [,
Si nous revenons alors & y, nous pourrons, pour
senter ses diverses déterminations par les formules

x| > X, repré-

(19) Y=y 2 (14 ), ceey yi=n;z" (14 o;), e

[oy]s ooey|oy], .. tendant vers zéro avccl—iq- On voit en particulier
que si X est assez grand deux déterminations y; queleconques ne sau-
raient coincider pour |@|> X. Les diverses branches de la fonction
multiformey ne peuvent done présenter aucun point critique pour | x| > X.
Lorsque |2 | augmente indétiniment, y,, ..., y; - .- tendent vers zéro.
D’ailleurs les valeurs correspondantes de z tendent vers les valeurs
Ny ooy Niy - - - qui sont, par hypothese, distinctes. Les déterminations
de y sont donc holomorphes au voisinage de & = =.

Supposons que, dans le plan des y, nous entourions le point zéro
d’un cercle de rayon inféricur 2 | X|™*. A ce cercle correspondent, dans
le plan des @, des aires extéricures i des cercles de rayons indéfiniment
croissants entourant I'origine. Lorsque nous faisons décrire, & la
variable &, 'un de ces cercles 2 Uextéricur desquels y est holomorphe,
cela revient & le faire tourner autour d’un certain nombre de points
critiques. Les substitutions correspondant aux permulations qui s opcrent
autour de ces divers points critiques ne sont donc pas indépendantes : il
existe entre elles une relation exprimant que leur produit se réduit & la
substitution identique (*).

C’est laune propriété qui semble de nature & éclairer un peu I’étude

(1) D’une manitre générale il suffit, pour que 'on ait de telles relations, qu’il existe des
branches de la fonclion x(y) ne présentant aucun point critique au voisinage de y = o.



FONCTIONS MULTIFORMES A UNE INFINITE DE BRANCHES. 469

ultérieure des fonctions définies par une relation (16). Je ne poursui-
vrai pas ici cette ¢tude. Aussi bien les fonctions multiformes qui se
rapprochent le plus des fonctions que I'on rencontre dans la théorie
des équations différenticlles ne seront-clles pas celles qui tendent
vers zéro lorsque [«| augmente indéfiniment, mais celles dont les
diverses branches présentent pour & = des singularités polaires.
Je me propose de revenir sur ces fonctions. Dans ce travail j'ai voulu
seulement rechercher quelle est la nature des questions que 'on peut
se poser & leur sujet. Les divers exemples que j'ai passés en revue
suffiront, je crois, & justifier I'opinion que je formulais en commen-
cant : il est nécessaire de faire certaines hypotheses particulicres si
Pon veut étudier avec profit les fonctions multiformes définies par
une relation cntiére entre « et y. Au lieu de choisir arbitrairement
ces hypotheses, ne conviendrait-il pas de s'adresser d’abord & la
théorie des équations différentielles pour lui demander quelques
suggestions?



