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RECHERCHES
SUR LKS

SURFACES I S O T H E R M I Q U E S ,
PAR M. Loms RAFFY,

PROFESSEUR A LA FACUlTIi DES SCIENCES DE PARIS.

PREMIÈRE PARTIE,

Le présent Mémoire a pour objets principaux, d'abord d'étudier une
classe de surfaces jadis rencontrées par Ossian Bonnet, ensuite de
rapprocher les unes des autres cinq classes de surfaces isothermiques
par un caractère nouveau qui leur est commun et qui n'appartient
qu'à elles.

1. Dans son célèbre Mémoire sur la théorie des sur faces applicables (1),
0. Bonnet a recherché, entre autres, les surfaces qui admettent une
série cont inue de déformations sans altération des courbures princi"
pales. L'une des classes de surfaces qui répondent à la question dé-
pend de deux fonctions arbitraires : après les avoir définies intrinsè-
quement, l 'illustre géomètre fait observer (p. 83) qu'elles ont la
même générali té que les surfaces minima et s'en tient là.

Dans une Note publ iée en 189,3, je démontrai ( 2 ) que ces surfaces
sont isoihermùfues. En i8c)7, M. J.-N. Hazzidakis réussit (3) à exprimer
leurs coordonnées par des formules où les fonctions arbitraires

( 1 ) Journal de l'École Polytechnique^ XLÏI6 Cahier; 1867*
(2) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXI, p. 70.
(3) Journal de Creik, t. 117.
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f igu ren t sous les signes d ' in tégrat ion. Même après ce réel progrès, i l
y avai t encore l ieu de se demander comment ces surfaces sont engen-
drées et si dans leur nombre i l en est de réelles.

Ces surfaces d'Ossian Bonne t , que j 'appelle surfaces (B), sont
caractérisées, comme on le verra (§ IV), par la propriété que leurs
sphères harmoniques ont leurs centres sur un même plan isotrope. I l
su i t de là, d'abord, quelles sont toutes imaginaires, e n s u i t e (§ VII )
ocelles sont les inverses des inverses des surfaces muïima, la seconde
inversion étant faite d'un pôle situé à distance nulle du point que l ' o n a
pris comme pôle pour faire Viwersion d^s surfaces rninima ( 1). En
raison de cette générat ion, leurs coordonnées s 'expriment d 'une
manière en t iè rement expl ic i te , au moyen de deux fonct ions arbi t ra ires
dont les arguments sont les paramètres des lignes de l o n g u e u r nul le .

Je démontre, en ou t re (§ VI), qu'a toute surface ( Ï î ) correspond
/{ne autre surface (B) dans la transformation conforme par normales
parallèles, spéciale aux surfaces isothermiques (Bour, Chris to( te l ) .
Cette propriété remarquable d'ôtrc i nva r i an t e s , q u a n t à l eu r d é f i n i -
t ion , re la t ivement à la t r ans fo rmat ion précitée, appar t i en t aussi (§ V I )
aux surfaces que M. Thybaut a découvertes et é tudiées (2), et qu'on
peut d é f i n i r comme ayan t leurs sphères ha rmoniques tangentes a
un même p lan . Kntre ces dernières surfaces, que j 'appelle sur-
faces (©), et les surfaces (B) il existe donc une étroite a f f in i té . Les
unes comme les autres ont leurs sphères harmoniques tangentes à un
même plan : si le plan n'est pas isotrope, on a les surfaces (©); si le
plan est isotrope, il est plan asymptote des sphères harmoniques et
contient leurs centres : on à alors les surfaces (B).

II . Les surfaces (B) et les surfaces (©) ont encore en commun (§Vt)
cette propriété que leur élément linéaire, multiplié par le carré de la
demi-différence de leurs courl}ures principales, devient i'élément linéaire
d'une spkèic de rayon s . Cette propriété, d'ailleurs, se rencontre

( 1 ) CeLLô double Inversion fun^'allère, qui n'avait, jo crois, jamais été signalées met en
défaut le théorème classique de Lion ville (Journal de Matfiémcctiques, iSjû), suivant
lequel deux inversions successives peuvent être remplacées par une seule, si l'on fait
abstraction d'un déplacement.

(2) Annales de l'Ecole Normale, 1897 et 1900.
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aussi (§ VII) chez les surfaces minima et se conserve dans l ' inversion.
Elle appartient donc : 1° et 2° aux surfaces de M. Thybaut et à leurs
inverses; 3° et 4° aux surfaces m i n i m a et à leurs inverses; 5° aux sur-
faces (B) d'Ossian Bonne t , dont les inverses sont ou des surfaces (B)
ou des inverses de surfaces minima.

Tel est le nouveau caractère qu'il parait cur ieux de retrouver dans
les cinq seules classes de surfaces isothermiques dont on ait pu expri-
mer les coordonnées d 'une manière entièrement explicite au moyen
de deux fonctions arbitraires. Je prouve en terminant que ce caractère
est distinct! f, de sorte que les cinq classes de surfaces qu i le pré-
sentent cons t i tuen t un groupe à part dans l 'ensemble des surfaces
i so thermiques .

III. Accessoirement,.j 'ai été conduit a d o n n e r , au sujet des enve-
loppes de sphères (§ I), des surfaces rapportées à leurs l ignes de
longueur n u l l e (§ III) et de la t ransformat ion conforme par normales
parallèles (§V), des proposi t ions et formules générales, qui semblent
comporter bien d 'autres appl ica t ions que celles q u i s'offrent au cours
de ces recherches. E n f i n , je déf in i s (§ II), en connexion avec un
théorème de M. Darboux, les deux classes de surfaces isothermiqucs
dont les sphères harmoniques touchent une seconde surface isofcher-
m i q u e *

I. — Formules relatives aux enveloppes de sphères à deux paramètres;
conséquences.

1. Nous commenc'erons par rappeler diverses formules relatives aux
enveloppes de sphères à deux paramètres; puis n o u s déduirons de
ces formules dos conséquences don t nous au rons à faire usage.

M. Darboux a é tudié {Ann, École Norrn., t. XVI; 1899) les enve-
loppes de sphères don t les deux nappes présentent tout à la fois la cor-
respofidance des l ignes de courbure et la proport ionnal i té des éléments
linéaires, ce qui exige que ces deux nappes soient isothermiques, si
elles ne sont pas inverses l 'une de l 'autre.

La première nappe d 'une enveloppe de sphères étant rapportée à ses
lignes de courbure (p ==consL, p i ===cons t . ) et ses rayons pr incipaux
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étant R et R ^ , le rayon de la sphère enveloppée est représenté par

(0 /=-^

On assujettit X et pi aux conditions

/ . à^ ,. à[j. à'). ^ au.
(2) • • . — 4-R-"-1"^0? —+Bl•TL=o,^P <?p 6>pi 1 api

en vertu desquelles les lignes de courbure se correspondront sur les
deux nappes de l'enveloppe de sphères. On introdui t une fonct ion
auxiliaire 0, ainsi déf inie

< 3 ) --Ih^^

A, étant le premier paramètre di f férent ie l de la fonct ion À re la t ivement
à l 'élément l inéaire

(4) ^^IPrfp^.hlI^ï

delà première nappe. On trouve alors pour l 'é lément l inéa i re de la
seconde nappe

^i°^y (^0'1\2
(5) dy= { . ^ ) w d ^ + 'Ç^1^^^^ ^,

/ ^ l o g - À \ 2 1 /()ÏO^AY
^Jp~} ^̂ ..̂ ..̂

et pour ses courbures principales

/^ ï ^ r ^ / ^ \ ï ^ î à f^A((,) ^ „„_ ̂  ̂  ̂ ^^, ^ ,, ̂  ̂  ̂  ̂ ^^ .

remprunte ces dernières formules à la Théorie des sur/aces de
M. Darboux (t. II, p. 343; faire p^= o, remplacer IV et IV, par leurs
inverses).

2. Nous sommes dès maintenant en mesure d'établir les condi t ions
sous lesquelles la seconde nappe de l'enveloppe des sphères sera u n
point, un plan ou; une sphère.
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D'après la formule (5), en effet, pour que la seconde nappe se ré-
duise à un poin t , il faut et i l suff î t que la fonct ion 0 soit une constante,
ce qui revient, en vertu des relations (3) et (i), à

(7) ?. ( - 4- Ai logÀ) -== const.

D'après les formules (6), rapprochées de la relation (i), pour que
la seconde nappe soit un plan, il faut et il suffî t que la fonction 0 : /
soit une constante, ce q u i donne

(8) A / ( ~ 4- Ai l o g À ) — consî.

E n f i n , si l 'on égale à une constante co les seconds membres des
équat ions (6), en ayant égard à la relation (i), on trouve

à f'0\ àO à /Q\ùl AY6^ = ÔQ-à^ ^pi \ / ) ~^ api——— — == û) -— 7 ——— — == OJ()p\U ()p àpi\U

d'où résulte, par une intégration immédiate,

Ô ( -y — o ) ) == const.V /

Telle est la condi t ion, évidemment nécessaire et suffisante, pour que
la seconde n a p p e soit une sphère de courbure a). Si l'on t ient compte
des re la t ions (i) et (3), cette condition peut s'écrire

7.^+AJ.og1^
( 9 ) ————————'• =: c o n s î.

7-63

3. Les formules (4) et (5) mettent en évidence les cas où les élé-
ments linéaires des deux nappes sont proportionnels. Pour qu'il en
soit a ins i , il faut et il suffit q u e l'on a i t

àQ àt _ àQ_ ai __
àp api ̂  ôpi àp

Mnn. Éc. Norm., (3), XXIÏ. — SEPTEMBRE 1905. 5l
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i° Soit d'abord
à0 àA à9 à'>. __
àp api api àp "~

Cette condition exprime que les deux nappes de l 'enveloppe sont
inverses l'une de l'autre. On peut en choisir une arbi t rairement : les
lignes de courbure se correspondront sur les deux nappes et les élé-
ments linéaires seront proportionnels, en vertu des propriétés bien
connues de l ' inversion.

2° Soit maintenant

à0 à'X ()Q ôl(10) — —- -+- — -r- = o.' àp api opi (}p

M". Darboux a prouvé que cette hypothèse entraîne l'isothermie do
la première nappe et, par suite aussi, de la seconde. En conséquem-^,
quand les deux nappes d'une enveloppe de sphères sont telles que leurs
lignes de courbure se correspondent et que leurs éléments linéaires soient
proportionnels, ces deux nappes, ,si elles ne sont pas inverses l'une de
l ' a u t r e , sont des surfaces isothermiques.

4. En vue d'applications ultérieures, nous allons éliminer 0 entre
la condition (1.0) de M. Darboux et l ' équat ion (3) qu i définit 0, savoir

a a2 i , .,
-e—r^^-

Si nous différcniions celle-ci en ayant égard aux conditions (2),
nous trouverons

a M .__(^ , ^-\ ai à _ ( t \
(fl ()p ~ \ V ' m) âp + àp \À- 1 7'
2 àQ -- (VL -, 1E\ ûa + à ( l A 7\y dp: - \^ -1- À Ri ) <)p, "•" àp, \I ~ l A } •

Substituons ces dérivées de 0 dans l'équation (10); elle devient

au, I ' u. i i \ i à ( i . -,\ i à t i , -,\
-r^^R-1-^)-^^^^-^^^^^-05
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ce qu'on peut écrire

!̂ - ^-L^ ^^A^ I ( î à^t i ^A\
A2 '" I ^R -T- Rj ̂ ^-^H-à^^^ -^-) - °"

Mais, en ayant égard à l'expression de A^, qui devient

A ^ î f^Y l ( à^ Y
^-ÏP^) ^H^)5

puisque Hf =-= H2, on arrive aisément à l'identité générale

L ^AlÀ J ^JÂ — J (^ (r}l\ — A 'H ôp ^ ^ ^ " ^ w ^ ^ ) " ' 2 ^
où AU À est le second paramètre différentiel de À relativement à Félé-
ment l i néa i r e (./î) de la première nappe. En conséquence, l 'équation
précédente prend la forme

^+?(^+KL)+À (A1?• --?•A27• ) :=:0 '
ou encore

U2 U. [ \ ï \ , .

T^î^^Kj-^10^^0-

II n'y a plus qu'à chassera au moyen de la relation ( î ) pour ob ten i r
la cond i t ion dé f in i t i ve

(,,) ^_^+^.vio^=o,

où ne f igurent que des symboles invariants. Réciproquement, si l 'on
part de cette équation et que l'on reprenne le calcul en sens inverse,
on retrouve la cond i t ion (10). Le résultat s'énonce ainsi : Une sphère
reste constamment tangente à une surface (S), dont les rayons de cour-
bure principaux sont R et R ^ ; le rayon de celte sphère est

z=-7 ,
F-

À et a satisfaisant aux conditions (2). La seconde nappe de son ewe-
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loppe est une surface dont les lignes de courbure correspondent à celles
À? (S). Pour que les deux nappes aient le'n's éléments Hnéaii es propor-
tionnels, sans être inverses l'une de l'autre, il faut et il suffit que l et \
vérifient F équation (i i), où le second paramétre différentiel A^ est relatif
à l'élément linéaire de la première nappe, nécessairement isothermique.

II. — Recherche des surfaces isothermiques dont les sphères harmoniques
sont tangentes à une autre surface isothermique.

5. Convenons d'appeler sphère harmonique d 'une surface (S) en un
p o i n t P la sphère tangente en P et qu i a pour contre le con jugué har-
mon ique de P par rapport aux deux centres de courbure p r i n c i p a u x
de (S) relat ifs à ce po in t . Le rayon de cette sphère est égal à l ' inverse
de la courbure moyenne de (S) en P.

Dans le Mémoire déjà cité, M. Darboux a f a i t connaî t re une impor-
tan te proposition, q u i peu t s'énoncer a insi :

Pour quune sur/ace (S) soit isotfiermique, il faut et il suffit que ses
sphères harmoniques touchent une autre surface (2), dont les lignes de
courbure correspondent à celles de (S).

Cette seconde nappe (S) n'est pas en général isolhermique, parce
que la correspondance entre (S) et (S) n'estpas conforme, c'est-à-dire
qu'i l n'y a point p ropor t ionna l i t é entre les éléments l inéaires. C'est
pour tan t ce qui arrive pour certaines surfaces, qu i ont été découvertes
par M. Thybaut.

Appelons surfaces de M. Thybaut ou surfaces (0) les surfaces dont
toutes les sphères harmoniques touchent un plan (non isotrope). Ces
surfaces, sur lesquelles nous aurons à revenir, sont isothenniques; le
plan étant aussi une surface isothermiquc, on peut dire que les
sphères harmoniques des surfaces (©) ont une enveloppe dont les
deux nappes sont isothermiques.

Soumettons une surface (0) à une inversion dont le pôle ne soit
pas sur le plan que touchent ses sphères harmoniques; comme rin-
version conserve la propriété des sphères harmoniques, nous obtien-
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drons une nouvelle surface isothermique dont les sphères harmoniques
seront tangentes à une sphère, surface isothermique.

I ly a donc lieu de rechercher les surfaces isothermiques dont les sphères
harmoniques touchent une cintre surface isothermique. Pour résoudre ce
problème, il faut évidemment d i s t inguer deux cas, suivant que la
correspondance entre les deux nappes est ou n'est pas une invers ion.

6. PREMIER CAS : La correspondance entre les deux nappes est une
inversion. — On sait que, quand les deux nappes d'une enveloppe de
sphères se correspondent par invers ion , les sphères enveloppées sont
orthogonales à une sphère fixe, et réc iproquement . Prenons pour
origine des coordonnées le centre de la sphère fixe, qui sera le pôle
d'inversion, et soit ^ le rayon de cette sphère. Soient de plus (oc, y , z )
les coordonnées d'un po in t P de l 'une des nappes; a, 6, c les cosinus
directeurs de la n o r m a l e en ce point . On sait que la sphère enveloppée
relative au p o i n t P a pour rayon

1=, ̂ —^(^-^y2^-^)
2 ( cix 4- by -h cz )

Ecrivons que ce rayon est égal à l'inverse de la courbure moyenne .
Nous obtiendrons l 'équation aux dérivées partielles du second ordre

L -. L —- ^—^(• r2+.r2+^2)
R RI ax 4- by -{- cz

qui d é f i n i t les surfaces cherchées. En effet, la seconde nappe vérif ie
également cette équat ion : pour le voir, développons les formules (6)
en ayant égard aux re la t ions (i) et (2); nous trouvons

^ ^ ^ l ^ ^ f L ^ 1 } - -i._i-^i^^1^v / R' l ~~ À6/p \l{ // 'R\ ^"^^A1^ V

Mais, / étant l'inverse de la courbure moyenne de la première nappe,
les parenthèses qui figurent dans les seconds membres sont égales
et de signes contraires.

D'autre part, la correspondance étant une inversion, on a (n° 3)

0Àp_^
À^p ""V/p/
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En conséquence, il vient
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I J 2

II7 4" B[ ̂  7 ?

ce qui just i f ie notre assertion.
Remarquons encore, comme l'a fait M. Thybaut (Ann. Éc. No-nn.,

1900, p. 563), que , si l'on soumet ces surfaces à une inversion en
prenant pour pôle un point de la sphère fixe, on les t ransforme en
d'autres, dont les sphères harmoniques sont orthogonales à un plan
fixe et ont, en conséquence, leurs centres sur ce p lan- Ains i les sur-
faces cherchées sont les inverses clés surfaces dont la développée harmo-
nique est un plan (non isotrope).

7. SECOND CAS : La correspondance entre les deux nappes nesl pas une
inversion. — Or la transformation a l i e u avec correspondance des
lignes de courbure, pu i sque la première nappe est supposée isother-
mique et que la sphère enveloppée est sa sphère l^ ia rmonique . Do p lus ,
les é léments l inéaires des deux nappes sont, par hypothèse, propor-
t ionnels . Nous devons donc app l ique r les f o r m u l e s rappelées au n°3;
et, comme la correspondance n'est pas une i n v e r s i o n , c'est la rela-
t ion (10) qu i est valable. On aura donc

°^ °7^
^•--' U,:

et, si l'on se reporte aux formules (i), comme on a encore

L ^ I — i l îH-7—•-••"•• ̂  "/
on voit que les deux rayons de courbure pr inc ipaux IV et IV, de la
seconde nappe sont égaux. Or les surfaces imaginaires de Monge, qui
jouissent de cette propriété, sont exclues par les formules dont nous
faisons usage, parce que leurs lignes de courbure sont confondues. Il
ne reste que la sphère et le plan. Ainsi la seconde nappe de l'enve-
loppe des sphères harmoniques est un plan ou une sphère : les sur-
faces ds M. Thybaut et leurs inverses sont donc les seules qui répandent
à la question.
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8. Nous allons former une équation invariante à laquelle satisfont
ces deux classes de surfaces. A cet effet, introduisons la demi-somme û
et la demi-différence T des courbures principales

c> "-(n^)' ^Ks-i^)'
ainsi que la courbure totale

K=:im, î

entre lesquelles a lieu Pident i lé

( 3 ) K^^-r2 .
La courbure moyenne Q étant l'inverse du rayon de la sphère harmo-
n i q u e , nous aurons

w i=^-
D'autre part , M:. Darboux a démontré (loc. eu.) que, si la première

nappe (S) est isothermique (H î==H 2 ) , on satisfait aux équat ions (2)
du. n0 •I en prenant

(5) À=tpr , ^=:-IP^I\

ce qu i donne bien la sphère harmonique. Nous n'avons donc qu'à faire

^ = - , À ^ H 2 ?
ww

dans l 'équation générale (n) obtenue au n° 4. Nous trouvons ainsi

( G ) ^+A,iogipr=o.
Mais, comme la courbure totale K de l'élément linéaire

îï^dp^dp2,)

a pour expression bien connue
K==-AslogH,
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il vient f inalement

(7) ^—SsK+AjogTrrrO.

Telle est la relation que vérifient les surfaces (©) de M. Thybaut et
leurs inverses.

III. — Surfaces rapportées à leurs lignes de longueur nulle : formules
générales; condition d'isothermie des lignes de courbure.

9. Nous rappellerons d'abord, en la modif iant légèrement dans sa
forme, l'analyse d'Ossian Bonnet (Joum. Éc. Polyt., cahier XL.II, 1867,
p. i) relative à la recherche des surfaces qui admet ten t un é lément
l inéaire donné, quand on les rapporte à leurs lignes de longueur nu l l e .

Soient^,y, z les coordonnées rec tangula i res des po in t s d 'une sur-
face; a et P les paramètres des l ignes de longueur nu l le . On d o n n e
l 'élément l inéa i re

( ï ) ^<^4^(^P)^<^

ce qui revient à poser les trois équa t ions

/ . fôxY ( à y y fôzY(a) — + ^ ^ — ==0,
\(}a/ V^/ \à^}

rï\ fà^Y fàyY2 fô^Y(3) ^^»^,,(^^,,

( f \ ^'v ^E ^v ^y ^z ̂^ \ ) ^ jp + ̂  ̂  -h ̂  ̂  == 29- .

Introduisons les coordonnées complexes

(5 ) x 4- iy = ̂  .T — ly = rj,

et soient p , q, r, s, t, les dérivées de Ç; celles T] seront représentées
par/?, , q ^ r , , s , , ^. En vertu des équations (5), (2) et (3), on a

(6)
^ = \ (p +-ïi), ^ -~ ^ {p-ih^ ^ = ̂ V/^i,
^ t ôy i , . Qz i__
^ = ̂ (^ + q^ ^ =-^ (ç - 71). ^ = ̂ "V^.
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Si l'on substitue ces valeurs dans la c o n d i t i o n ( 4 ) » on trouve

( 7 ) a y -= v/^ ^(! i — V^/ V7^ i •

La condi t ion d ' in tégrabi l i té de dz, savoir

(8) V/^4" + ̂ -^= ̂ v^-^ ^y-"11^
VT V/^i V ^ V^/i

ordonnée et simplifiée, se réduit à

(9) -^--A-
VW V^i^/i

relat ion remarquable sur l aque l l e nous aurons à revenir . Elle d o n n e
l ieu à la suite de rapports égaux

/ ., ji <h/~P_ ̂  L ^/^ ̂  _L ^L îl ̂  _L ^Y^
V 9 / ^ ^ V/TÏ; ^ v/^ ^ \^ ^ "

Mais, si l'on lire \/<yi de l ' équat ion (7), la re la t ion (9) dev ien t

( ) / / ^ i 2 ô f ^ "\( 1 0 ) ^v/'"-"^^^-/
D'aulre part, la même va leur de y^/n subst i tuée dans la cond i t ion

^V/^_V^^y^
àft - ̂  ,̂6 ?

qui est l 'une des équat ions (oY, la transforme en

<9 / p i _ 3© c) / i ^ \(,,) ^v^^_^^^^.

Les relat ions (10) et (u) permettent d'éliminer p^ On obtient
a ins i l 'équat ion d'Ossian Bonnet

/ <» ' ào à<s> , , rJ^cp(,.,) <p(/.,_,^-3^y/--2^/^+4^p7^/=o,

^//^/z. Kc. Norrn , ( 3 ) , KX.ÏI. -— SKPTEMBhE 1905. 32
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qu'on peut encore écrire

dey J L l E } 0 fl\^^ ,_/ PI ̂ Io^?^
v / ^a \^^ ^;6 V.o--^ 9^ ' 4 y ôy, ()ft ~~~ '

et que nous appe l le rons l'équation clé déformation. Conna i s san i une
so lu t i on i; de cette é q u a t i o n , on dé t e rmine ra \ / p ^ par quadra tu re

1 1 3 ) ^=^/-^^œ""^^œrfp!
l ' équa t ion (7) d o n n e alors

^•^-^V^-
On conna î t a i n s i les deux dérivées par t ie l l es p ^ et c / ^ de Y], q u i s'ob-
t i e n t par q u a d r a t u r e ; i l est de même de ^, qui a p o u r expression

( ï /! ) z •= l ^ / P l h dy. •+• \l<{q\ ^(3.

Remarque. — J / équa t ion d'Ossian B o n n e t j o u i l d ' u n e pro|)riété im-
por t an t e : chacune de fies solutions fournit une surface admettant F élé-
ment linéaire 4y 2 rfar/?; c'est ce q u i résul te avec évidence de l 'analyse
précédente. On sait qu ' i l n'en est pas a i n s i pour toute s o l u t i o n de
l ' équa t ion de Bour et des équations similaires.

10. Nous emprun tons encore au Mémoire d'Ossian Bonnet (p. 8)
l ' équa t ion aux rayons de courbure p r inc ipaux

/ y , J_ ^l.S ^ ^ ï ^lo^ _
,. n^ ^ 4- ̂ ^ ^ - ̂  -^J^ - °»

l 'équation différent ie l le des lignes asymptotiques

c6 ' s (y)^^"^^ (?)"?•=».
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et: cel le des l ignes de courbure

<-' ^'"•-^(f.) •'?-"•
La première de ces équa t ions mont re que, si l'on désigne par il la
cou rbu re moyenne et si l 'on i n t r o d u i t la fonct ion

( î 8 ) 7=r/2-,
^/

q u i jouera un grand rôle dans nos recherches, on a i d e n t i q u e m e n t

(H)) ^=-^

de sorte que l ' é lément l inéa i re ( i ) prend la fo rme remarquable

[\ T dy, d3
(20) ^^-1^___,

qui exclut évidemment les surfaces minima (û==T==o), mais n'en
exclut pas d'autres. La même équation ( i5) donne pour la courbure
to ta le

i àï\()^Q
(-u) K^^-^y

Or, si l 'on représente par

L r/a2 -h 2 M dv. d^ 4- N d^

la seconde forme q u a d r a t i q u e fondamenta le ad^x -h bd^y -\- c d ^ z , où
a, b, c sent ies cos inus d i rec teurs de la normale au point (œ, y , z ) , on
sa i t que cotte forme est propor t ionnel le au premier membre de l 'équa-
t ion ( i6) et qu'on a de plus

..„ _ LN - M'2
M, — ——.;—— •

— L\ 0"

Dès lors, si l'on pose

r f) ( P \ n/r s NT . à ( ^ \ ^
^^(^^^^^-^-^l?)-^^



412 L- ÏUFFY.

on a immédia tement

^rA^^A^^^i-/^^0^0 ''w; i ̂  \ ?2 / ^p \ ?2 ) ^ \ "" ^ ̂ î

d'où, par comparaison avec l ' équat ion (i2y,

\ / p q
et, par suite,

( 2 2 ) L= "—(/•9---ay^a). M^-^L N=-" -=(^y---^/9p).
^-7 V/:^/ \//^y

De là el de l 'équat ion ( i5 ) résulte la formule générale

^y ^--1L
' ' - ' ^cp-1

E n f i n , l ' équa t ion (17) va nous d o n n e r le caractère d is t inc l i f des
surfaces i sothermiques . En edet, il est aisé de voir que, si les l ignes
de cou rbu re d 'une surlace f o r m e n t un réseau isotherme, l eur é q u a t i o n
dif férent ie l le , r e l a t i v e m e n t aux paramètres des l ignes de l o n g u e u r
n u l l e , est de la forme

( a3 ) Ao ( a ) d^ — Bo ( ,6 ) d^ = o.

La réciproque étant vraie, les surfaces isofchermiques sont caracté-
risées par l 'équat ion

^/n ,J_A^- .^^ ^ ( ' / }v q / A o ( a ) àa \^ ) ^ B , (p ) ^ \^ )

que nous appellerons l'ér/ualion ou la condition d'isothermie.

Remarque, — Quand cette relation est vérifiée, on peut évidemment ,
sans cesser de rapporter la surface à ses lignes de longueur nu l le ,
faire un changement de variables tel que les fonctions A() et B() se
réduisent à l 'uni té . Mais on ne peut plus alors disposer de fonct ions
arbitraires de a et de p, que nous rencontrerons par la sui te . Aussi
conserverons-nous à l 'équation d'isothermie sa forme générale (24),
qu i est très avantageuse.
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IV. ~ Les surfaces isothermiques d'Ossian Bonnet identifiées avec celles
dont la développée harmonique est un plan isotrope.

11. On sait qu 'une surface est entièrement déterminée, à la posi-
tion près, quand on connaî t son élément linéaire c/s2 et sa seconde
forme quadra t ique fondamentale

L d^-^- 2 M<r/a d^ -4- N d^-=. ad'-x -+- bd'-y -+- cd^z,

où a, b, c sont les cosinus de la normale au poin t (.r, y, ^). Les fonc-
t i ons L, M, N ne sont pas d 'a i l leurs arbitraires; dans le cas où a et [j
sont les paramètres des l ignes de longueur nul le , si l'on pose

( i ) ds^^^^dad^,

ou a entre L, M et N les équations suivantes :

<»' ••"-"- '̂̂
ÔL -, - A M (w -= r 2 A M

( 1 > ) 3(3 —i r à ex. y2 3 "à a ~ 9 à^ o 2 "

Avec ce système de nota t ions , les surfaces isothermiques d'Ossian
B o n n e t sont définies par les hypothèses que voici :

,, A -l-B , -iM (3+C __ . A -+-B —iW a — C(^ y^ ̂ ,̂ ,̂ L_ ̂ ^ ̂ ^, M^ -̂̂  .N - ̂ -p p^^,

dans ces formules, que j ' emprun te au Mémoire de M. Hazzidakis
(p. 48), A est une fonc t ion arbitraire de a ; A' est sa dérivée ; B est une
f o n c t i o n arbitraire de p ; B7 est sa dérivée; C est une constante arbi-
traire. La courbure moyenne, dont l'expression générale ( i c ) ) ' donne
ici

o - M -- tïL
" '-^Î^^^À'-t-B5

étant indépendante de C, toutes les surfaces déterminées par les
diverses valeurs de G ont même élément linéaire et mêmes courbures
principales aux points correspondants.
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12. Ceci posé, nous a l lons d é f i n i r i n t r i n s è q u e m e n t les surfaces
dont la développée h a r m o n i q u e ( l i eu des centres des sphères harmo-
n i q u e s ) est un p l a n isotrope. On démontre f ac i l emen t que, si l ' é l é m e n t
l i n é a i r e d'une s u r f a c e est ds1, si û et F désignent la demi-somme et la
demi-différence de ses courbures p r inc ipa l e s , l ' é lément l i néa i r e r/S2

de sa développée h a r m o n i q u e a pour expression

(ô) ^-(^y+^^\ i^/ ^
Pu i sque nous supposons

ds1-^^^' dad^j,
nous au rons

( 5 Y ; d^1 -^ — [( d \ og- Q )2 4- /i r2 ̂  ch. d^ \.
Mkri'"

Ecrivons que d^- est un carré pa r fa i t (p ropr i é t é des déve loppab les
isotropes) ; i l v i c i n t ,

^^^__^
( ) y . ô^

ou, sous forme i n v a r i a n t e ,

(ô^ Ai log^+'l^^o,

et i l reste alors

'-' ''̂ K^-^)^.
Pour que la développée h a r m o n i q u e soit un p lan isotrope, il f a u t et
i l s n f t i t que dS soi t u n e d i f f é r en t i e l l e exacte, ce qu i exige

^2 / j , ^ __ ^ ^
( 8 ) ^p ^ ̂  ̂  o, il = ̂ ^^^ .

Or» si l 'on désigne par K la courbure totale de la surface dont ds2 est
l 'é lément l inéa i re , la condi t ion (6) n'est autre chose que

^^-•^-^-S -"V.



HECHEnrjîEs sun LES SURFACES ïsoTnEnivnouEs. 4 î 5
Mais , d'après la fo rmu le générale (19) du n0 10,

^ 2 9 2 = — r ,
on a v i s i b l e m e n t

-« (^oaL2 02 •i — „ 1 -̂l0 !̂ ^1°^
^a<J,6 — - • • ? - — ^ - ^ ^^p + "^o^"5

de sorte que la relat ion précédente dev ien t

^ l ()210ST — ^J10^2 'Ll0^ _ r)M0^ - o J^ // lr ^ -1 / T'~ 2 ~^-^-" — ——^~ ——^—— —— -^^- — - ̂ -^ ̂ ; - °-

Ains i la fonc t ion T sa t i s fa i t à u n e équation de L i o u v i l l e

( ( ) Î } O ^ T —[ i l ) ^^^^_o,

dont l" ' inlé^rale bien c o n n u e est :

- =, ̂ L^IW^' i:%(^)-4~^("6'):r2'
Mais on peu t , sans res t re indre la généra l i té de la s o l u t i o n , p r e n d r e

( l a ) T=^.^.

Alors il v i endra

, - „ (A-Î--B)2

( t 3 ) r='^^'

Conna i s san t y, nous aurons, par les relat ions.(19) ' et (8),

( . 4 ) M.-:-^=<^^.

I/ équation (2) d o n n e alors

r - M ^o . .^ lOgÇ A'I.^05) LN^M^^y2^^--^-^-?. .
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D'après cela, nous poserons

, „. ,. i A^ »- i'[V T/ i c\ \ y -— _ ____ T-T. M — ___ -\ 1 \J 1 J..J ———, ~ "—————~—~. (j(j j ^ ——— ———- ————————™. .—— y

' ' a -4- ? a -4- (3 CT

tétant une fonc t ion à déterminer. Or, si l'on subst i tue dans les équa-
t ions (3) les expressions trouvées pour ç et pour M, ainsi que celles
de L et N, on trouve s implement

07) (a+P)^-.^,, (^P)^-^1-

L'intégration de ces équations est immédia te et donne , avec une
constante arbi t ra i re G, -Ê^-

D'après les formules (i3), 04) ^ C 1 ^ ) » on reiroiive précisémont
les expressions (4) de y, de L, de M et de N par lesquelles sont dé t in ies
les surfaces d'Ossian Bonnet .

il importe de remarquer que notre analyse n ' i m p l i q u e n u l l e m e n t
r isothermie des surfaces cherchées. Cette propriété résulte des expres-
sions de L et de N, en vertu desquelles l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e des
lignes de courbure

L ^ — N ^ ^ o
prend la forme

A/' drê \y d{^^^^ _ ̂ ^ „ o

et rentre en conséquence dans le type

A., (a)^—Bo( (3)4^=o.

caractéristique (n0 10) des surfaces isothermiques.
Nous avons donc établi ce théorème :

Les surfaces dont la développée harmonique est un plan isotrope soni
ùolherrnùfues et identiques aux surfaces d'Ossùin Bonnet»



KECHEKCHES SUK LES SURFACES ISOTHEnMÎQUES. / [ ï r ' J

Nous prendrons, à l 'occasion, comme définition de ces surfaces,
que nous appellerons surfaces (B), la propriété de leur développée
harmonique.

13. Voici une autre propriété (non caractéristique) des surfaces
d'Ossian Bonne t . Elle découle de la proposit ion suivante :

Pour que la seconde nappe de V enveloppe de sphères tangentes à une
surface soit tout entière rejetée à l'infini, il faut et il suffit que le lieu
des cenires de ces sphères soit une développable isotrope.

Démontrons d'abord cette proposi t ion.
Soient .^,.y, ^ les coordonnées d'un p o i n t P d'une surface; a, &, c

les cosinus de la normale en ce point . La sphère (S), qui a pour
rayon R et pour centre le point de coordonnées

sc^~==.x -i- aR, j^==y^- H:'l, ^Q-==S-^- cR,

est tangente en P à la surface considérée. Son équa t ion est

(X - ̂ o)2-}- (Y -j'^+(Z - ̂ Y - "B.2 == o.

Dijfïerentions-la par rapport aux deux paramètres u et P dont
dépendent .r, y, ^, af in d'avoir les équat ions de la corde des contacts
de cette sphère avec son enveloppe. Nous trouvons

(X-..)^(Y-,..)<^(Z-,.)^R^=.,

(X-,.)^-.(Y-y.)^H-(Z-..)^+R^=..

Cette corde passe par le po in t {x, y, s). Pour qu'el le n 'a i t pas
d'autre point commun à distance f in ie avec la sphère (2), il faut et il
suffit qu'elle soit une droite isotrope, c'est-à-dire que l'on ait

_^ (àx, ôy^ __ à^ ̂ V^V /'^'V V (^Y _ ^V^0 ̂ Y
0 —JL \àu ^7 (̂  au ) ~~'ZA \ au ) ^d\()v ) \^ au ôv )

Cette relation exprime que l'élément l inéaire

dx^ + dy^ -h ̂
^ 's.

Ann. Éc. Norm., (3) , XXÏI. — SEPïEMBnE ï(jo5. oô
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est un carré par fa i t . Le l i eu des centres (^ Yo» -^o) ^es sphères con-
sidérées est donc une développable isotrope.

Or, pour les surfaces (B), Je l ieu des centres des sphères harmo-
niques est un plan isotrope. Donc la seconde nappe clé L'enveloppe des
sphères harmoniques de ces surfaces est tout entière rejetée à l'infini.

^
V. — Transformation conforme par normales parallèles :

formules et propriétés générales.

14. On sait qu 'une propriété, spéciale aux surfaces i so thermiques
(autres que les surfaces rninima), est de correspondre par pleins tan-
gents parallèles à une autre surface, la représentation des deux surfaces
l ' une sur l 'autre étant conforme, c'est-à-dire ayant l ieu avec propor-
t ionna l i t é des éléments l inéa i res (Bour, Chr is tof ïe l ) . Nous appelle-
rons ce mode de correspondance transformation (conforme) par nor-
males parallèles : il comporte l ' i n d é t e r m i n a t i o n d 'une t r a n s l a t i o n et
d 'une homothét ie arbi t ra i res , dont nous ferons abstraction.

Soit (S) une surface .isothermique ; soient (<r,j, z) les coordon-
nées de chacun de ses po in t s P et fp , p i ) les paramètres des l ignes de
cou rbu re ; on suppose ces paramétres choisis de telle sorte que Félé-
ment l inéa i r e a i l l a forme canon ique

0) ^=^2(4»2-+-^)-
La t ransformat ion c o n f o r m e par normales parallèles consiste à faire'

correspondre au point P u n point P' dont les coordonnées (x\ y\ z / )
sont déterminées par les re la t ions

, , r fax - àx , \
^•^ïpl^^-^^'J '

/ 1 1 ' l ()Y j ^Y i \( 2 ) ^^H^p^-^^)'
f / 1 r l ^ 2 7 ^ 7 ^

' ^^ ÎF^ ^ ~ J p / ^ ) '
d'où résulte l 'élément l inéai re

(3) J^==^(^+rfpî).
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Soient toujours

"-Kn-O •-;a-^
la demi-somme et la demi-différence des courbures principales de la
surface (S).

Nous désignerons par R' et ï\\ les rayons de courbure p r inc ipaux
de la surface (S') l ieu du poin t P' et nous poserons

(5) ^-- ï ^+~ I~Y r — f ^ - - I \
^ "'-^iV ^R-J7 -.tR- l^/

I I su f f î t d'avoir égard aux formules d'Olinde Rodrigues et aux rela-
t ions (2) pour trouver

«L— !!! -L -—M!R/"" R ï R[~ p / 7

d'où l'on conclut immédia tement

( G ) û':==ipr, r^H 2^.
Comparan t alors les deux éléments l inéai res r/.r et ch'^, on arr ive

aux iden t i t é s importantes

( 7 ) T2 cîs'2 -= û2 A-2, i-i'2 (-/.v'2 == :P ^y12,

qui mon t ren t bien la réciprocité des deux surfaces et qui ne tarderoni
pas à nous servir ( i ) .

i5. Rapportons m a i n t e n a n t la surface (S) aux paramètres (a, p)
de ses l ignes de l o n g u e u r n u l l e ; pu i squ ' e l l e est isothermique, l'équa-
tion d i f f é r en t i e l l e de ses lignes de courbure a (n° 10) la forme carac-
té r i s t ique

AoCa^/a'—Bo^)^2^:).

( l ) La première des équations (6) dorme des expressions remarquables des fonctions/,
et p. do M. Darboux (n0 1) lorsque les sphères enveloppées sont les sphères harmoniques
de la première nappe, supposée isotbermique, de leur enveloppe (n°8 ) ; on a; en effet,
avec les notations du texte, ^ == û', [j. == —£M2'.
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Nous poserons, en conséquence,

( 8 ) \/A^ cU + /B^ |̂3 ==24, v/Ao ^a ~ v/Bo ^3 == a ̂ /p,,

de façon que l 'élément l inéa i re

ds^ = 4 y2 ^/a ^(3

prenne la forme W{df + <r/p2); nous aurons alors

(9) IP^-^ .
\/Ao.Bo

Les relations (6) deviennent par suite

(6y ^=4££, r^AC^.
V/AoBo v/AoBo

Quant aux expressions mornes des coordonnées x\y\ z\ on trouve

(^ ^-^(Ao^^+B^^), .̂., ^^.,,

d'où l'on conclut;

(3) ' d^=^dadQ.
L\ y 1

On a de plus, en représentant par ^ la somme ̂ 4- iy\
/'-F î 1 i <)f.^+•/'/') ^ ) / r - t - / r ^ "I
^== ̂  1^° —Jp— rfs( + B» —^z} ̂ J -

<l'ou résulte
p'-0!-^, ///-^ Ho/>
' ) ~ à^~ ̂  f]~^^

do sorte que l 'équation d'isothermie (24) du n" 10 peut s'écrire

('") -à- A^ -= A ̂  ̂  r J!i
^ y2 ^a 92 - 4 ̂  c/p'

Elle exprime simplement la condition d'intégrabilité de d^'. La
transformation conforme par normales parallèles correspond dmic à
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ce fait analytique, qui n'a pas échappé à Ossian Bonnet : si une fonc-
tion ^ et une fonction ç satisfont à la fois à l 'équation de déformation
et à l 'équation d'isothermie, on vérifiera ces mêmes équations en y
remplaçant ç2 par AoBy : ç2 et ^ par

/Ao^a+Bo^^.

Cherchons ce que dev ien t dans la transformation présente la fonc-
t ion que nous avons appelée 'T, savoir s2 : L\pq. Nous aurons ici

, _ ^ _ J () Iog7/ à \^q' _ ^ ( à l_V_^i r_\
T "~4^y / """4. ^ ^a ~ 4 Y ^ ^o'A^a log9^

Or l'équation de déformation (12)', trouvée au n0 9, peut s'écrire

ce q u i montre bien le rôle réciproque de T et de T".

16. Les identités (7) donnent lieu à la remarque suivante :

Si une surface isothermigue est telle que des quatre/ormes iVds'2,
F2 rZy2, D/2 A'"2, P2 A''2, deux dijfférente.s aient même courbure totale, les
quatre formes auront la même courbure totale.

Désignons, en effet, par K [ ] la courbure de la forme quadra t ique
binaire de différentielles qui sera inscrite entre les crochets [ [. Les
deux identités (7)

^ ds2 ==: T2 ds^, P d^ == ̂ /2 ds'\

entraînent visiblement

Kt^^j^KEP2^2] , K[^2^2]=K[a / 2^ / 2].
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Si donc les premiers membres ou les seconds sont égaux entre eux

K [I23 ds2] -= K [F2 ̂ 2], K. [F2 cl^] -= K[^2 A'2],

ou si un premier membre est égal à un second membre,

K [^ d^] = K[^2 ̂ /2], K [TW] -= K[.r2 ds'^

les quatre expressions Kf ] seront égales. Nous appl iquerons ulté-
rieurement cette conclusion au cas où les deux courbures considérées
sont égales à l'unité; mais elle est valable lors même que ces cour-
bures ne sont pas constantes.

VI. — La transformation conforme par normales parallèles
appliquée à deux classes de surfaces isothermiques.

17. Nous a l l o n s démontrer ici doux propriétés communes à deux
classes de surfaces isotbermiques, savoir les surfaces d'Ossian Bonnet
et les surfaces (0) de M. Thybaut.

Voici la première de ces propriétés :

La irons formation ( conforme ) par normales parallèles, appliquée aux
surfaces (le l'âne de ces classes, leur /ail correspondre, des surfaces
de la même classe,

(cons idérons d'abord les surfaces isot l iermiques d'Ossian Bonnet ,
que nous appelons surfaces (B), et que nous pouvons, d'après ce qu i
a été dit à la fin du n° -12, dé f in i r par la propriété d'avoir pour déve-
loppée harmonique un p l an isotrope.

TîïÉouÈ.vîE I. — A toute surface (nécessairement isotherrnique) dont la
développée harmonique es!' un plan isotrope, la transformation par nor-
males parallèles faU correspondre une autre surface dont la développée
liarmonique est un plan isotrope.

Pour démontrer ce théorème, rappelons que les surfaces (B) dont
il s'agit ici sont définies analyt iquemeçt(n 0 11) par leurs deux formes



RECHERCHES SUR LES SURFACES ISOTHERMIQUES. 423

quadrat iques fondamentales

ds^ = 4.92 ( a, ? ) dy. d^, L dy2 -4- s M dv. d^ -+- N ^32,

où o, L, M, N ont pour expressions respectives

0=-;^-, L--^^
- 2(a- i-p) ' J u —„+p a—Cr

M- ̂ -±11, N--^^-0

( ^ + p ^ "-a~4^3p~Rr

En conséquence, leur courbure moyenne û a pour carré {ihid. )

( , ) o^M!-_=_4_
4?^ (A- i -3^) 2

et l 'équation dijOTérentielle des lignes de courbure

L <r/a2 - N ^32 =r o
n'est autre que
/ . \'dr^ _ B^/p2

v ' / (a-Cj^ ("p-Tcy-0-

Si donc on la rapporte au type

Aor/aâ -Bo^p2=o,
on pourra prendrew -^-(.-^ "-î^-

Cela étant, convenons d'affecter d'un accent tous les symboles re-
latifs à la surface (B'), transformée par normales parallèles d 'une
surface (B). D'après les résultats des n08 14 et i5, nous aurons pour
l 'élément l inéaire de (B")

(^ ^^ { ^ ^ ^ Y K ' W d a d ^( . ) as ^^-^^^^

et pour celui de sa développée harmonique (n° 12)

^=(^)^^^
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ce que l'on peut écrire

^'^(^X+^c^-,

en vertu des relations

(4) ^=4^, r'^i^.
V'AoBo ^AoBo

Nous avons donc à calculer F par la formule générale (3) du n" »S,

P__02__17-__02 |_ r ^lOff?j. — K.. — f^ — ̂ - _)_ ——^—___
y3 i><x à^

qui , en raison des expressions actuelles de y et de û, donne

(3) ^2=-^(-a^-22A^^t21[CLt-l3)2^( A -l- B /• ~ (A - ^ W f '

On conclut de là tout d'abord

^^-.———^P——,r- ( a—c)= (p+c^ '

et, en substi tuant dans celle des formules (4) qui fourn i t ;Q',

(6) -'-==———^±-2___.
ii' 2( ' (c (—C)(p+C) '

d'où, par diïï 'ércntiation,

d -x- =- JL r—^— -»- ^-L-_ I r
û' "~ Ti \_ TTÎ+û' ^^(a-C)2"1'^^

Nous connaissons ma in tenan t les deux termes don t se compose r/S'2
et il vient finalement

rfS'2^— i r dw- _ ___ds__\î
l\ L(c<-C)2 (p+C/J ;

ainsi rfS' est une différentielle exacte et la développée harmonique
de (B') est bien un plan isotrope (n° 12), ce qui prouve notre
énoncé.
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18. THÉORÈME II. — .-1 toute surface {nécessairement isothermicfue)
dont les sphères harmoniques touchent un plan, la transformation par
normales parallèles fait correspondre une autre surface dont les sphères
harmoniques touchent un plan.

Les surfaces (©) de M. Thybaufc sont définies {Ann. École Nojm.,
1900, p. 516) par la propriété d'avoir leurs sphères ha rmoniques
tangentes au plan z == o et sont représentées à l 'aide de la fonc t ion

(-) F^^Al^AtÊ)
^A^WW)

par les f o r m u l e s

( 8 ) '^x^ir^^ (a- -Y n ^= ̂  — i y ^'2 (fi — ^Y z --= ^-,\ ° / \ b y b
où l'on a posé

P^6^, 0=^ S= (PF

àa " ' à^ ' "~" ()a àp>

La fonction F est l 'intégrale générale de l 'équation

(9 ) SF==PQ-t- i .

Si l'on fait encore

R-^, ï-^
- ^a2 ' 1 - ùy- '

on a, pour les surfaces considérées,

(ro) Q==-, r = — s , c^•2=4.^c/oil:/p==4RTû?ari,3.
1 r ylU 1 " B"

Effectuant les calculs, on trouve

( '!)

o ,i / A 1" ^ A /7^
K^- 2 ^^^^ F^-FJ(A) ,

aB^-SB» -
"~'~ ——4B72—— :==— l /'

/ g _ ^^ïî'*- aAA^B7 2 — aBB / /A /2+ (i + AB)A."îi"
4A'B/\/A7B"'

Ann. Ec. Korm. (3), XXII. — SEPTEMORE i()o5. 54
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L'équation des lignes de courbure est

( 1 3 ) .5?(A)^a< î--J(B)^p•2 =o,

ce qui prouve (n° lO*) que les surfaces (©) sont isothermiques. Rap-
portée au type

AO dc^- — B o Jj32 ^= o,

elle donne vis iblement

( isy Ao=^(A) , B,,==J(B).

Ceci posé, rappelons la condition (8) obtenue (n° 2) pour exprimer
que la seconde nappe d'une enveloppe de sphères est u n p l a n ; nous
avons trouvé

)J ( — -+ Ai log-À) = consi.
\ " /

Expr imons que la sphère enveloppée est la sphère h a r m o n i q u e de
la première nappe de son enveloppe; nous aurons (n° H)

^ = ^ , ^ipr,

II vient, en conséquence,

(14 ) ^ (^4-Ai logir-T) =:const.,

le paramètre différentiel Ai se rapportant à l 'élément l inéai re

cl^ == H,2 ( d^ + 4/î ) == 4 o2 ̂  <;/,6

de la première nappe (S) de l 'enveloppe.
Appliquons ce résultat à la surface (S'), transformée de (S) par

normales parallèles. Il viendra

( i5 ) , H^ (^ /2 + A, logH^P) = const,

Le paramètre différentiel A", se rapporte maintenant à 1/élément
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l inéaire de la transformée (S') :

ds^- = ET2 ( d^ +• clç\ ) == A^|o ^a ^6

Nous savons de p lus (n08 14 et 15) que l'on a

Arn^Ti-pr=^, Q/=-^
V/AoBo

Enf in , on vérifie sans peine l ' identi té générale

A^^IA^.
1\0 B > o

Par suite, la condition ( t5) peut être exprimée uniquement au
moyen de symboles relatifs à la surface (S) et devient

(K^ ——à— [(p^+^A.log^]\ / ,.., ( . ,̂. l- 1 1 •• ^ -1l y /AoBo
^ / ^ JIog^ <)log^\=== ——== y2?2 -+- —-D— —-— = const.

iVAoBo V ^a ^(3 )

Introduisons maintenant les hypothèses propres au cas où la sur-
face (S) est une surface (©). On a vu qu'on avait pour ces surfaces

^î' T=^ B=-IW), T=-F^(B), ^=îg-;

d'où résulte
.r2- ï àlo(^ àlo^Q _ PQ? i ~- p^ -^— —^-- -- -p-

Par suite, la condition (i5y devient

F/?(AgTi') P(H^ ̂  \/^(A)J(B) ̂  ̂ ^^
Sv/AoBo ~y2 v/AoBo

à cause de l'équation (9). Les relations (t 3)'montrent qu'elle est bien
vérifiée et il est prouvé par là que, dans la transformation par normales
parallèles, une surface (@) devient une autre surface (@).
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;19. Voici m a i n t e n a n t la seconde propr ié té commune aux sur-
faces (B) et aux surfaces (0) :

Si l'on multiplie r élément linéaire de l'une d'elles par le carré T'1 de
Ici demi-di(/erence des courbures principales ou par le carré fP de la
coupure moyenne, on obtient dans les deux cas l'élément linéaire d'une
sphère de rayon i .

Considérons d'abord les surfaces (B); nous avons vu (n° I I ) q u ' o n
a, pour ces surfaces,

,, (A. -t-B)2^^ A - h BA -h B ^ a i
^"^—^^v—? 9=r77rr-^5

(a4- (3) 2 ^ " " " ^ ( a - h p ) """"' ' A + Î T

d'où résulte immédia tement
4^Wp(16 ) ^c/^:
(a+p

(^est bien là l 'é lément l inéaire d 'une sphère de rayon :i.
Rappelons m a i n t e n a n t la formule (5) du n0 i7

p__4^JiP^A^
" ^ (A-^ i î ) ' "

On en conc lu t

( 1 7 ) Pc/.ç2: 4 dA dU
(Tïniî "

C'est encore là l 'élément linéaire d'une sphère de rayon i.
Passons aux surfaces (0). Pour ces surfaces on a (n° 18 )

f>2 A / m

^P^' ^(T-^BT
d'où résulte immédiatement

c8 ' ïw=^,•
Ainsi r2^*2 est b ien l'élément l inéaire d'une sphère de rayon i .
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D'autre part, on a aussi Çibid,)

,, 4 R T , ,-^.s-2^: —— dsx <:/?.
o"

En raison des expressions trouvées pour R, S, T, on peut écrire

(.9) K=-F.Î(A), T=-FJ(B), S=À^-^-),

en posant
o^/2 oB^(20) A i = = A — - ^ r ? 1^=:B—^-,

formules d'où l'on dédui t

(21) A^^^(A), B^^^(B).

Il v ient alors, par é l imina t ion de R, S, T, A" et B",

(,0) ^A^B, __ 4 d^d}^
{î^ a' "-41 (i-hA.Bi)2""^ (1+AiBQ 2

En conséquence, û2 rÀ2 est bien l 'élément linéaire d'une sphère de
rayon r .

20. Remarque. -~ En raison des théorèmes des n0317 et LS, il eû t
suffi de démontrer la propriété soit du produit P ds2, soit du pro-
duit û2^. En effet, avec les notations du n° 16, on a pour t o u t e sur-
face (B) ïq^2^2]:^!;

comme sa transformée par normales parallèles est aussi une sur-
face (B), on aura pour celle-ci

li^cis"2 ]==.i.

De là et de l ' identité générale Û'2 cIsf2= F2 d^2, démontrée au n° 14,
résulte

KEP^2]^:!.
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De même, pour t o u t e su r face (0), on a

K[P^]^. ;

comme la t ransformée par normales paral lèles est aussi u n e sur-
face (0), on aura pare i l l ement

K; [ P2 eu'1 ] = K [ ̂ 2 cl^ ] •=. i.

Ces résultats peuven t être considérés comme des exemples de la
remarque générale fai te au n° 16.

VII. — Détermination des surfaces isothermiques dont l'élément linéaire
devient celui d'une sphère de rayon i , quand on le multiplie par le carré
de la demi-différence des courbures principales.

21. La propriété énoncée dans le t i t re ci-dessus est c o m m u n e a
diverses classes de surfaces isothermiqîws. En efÏe t , nous avons vu
au paragraphe précédent qu 'e l le appar t ient aux surfaces (B) d'Ossian
Bonne t ainsi qu'aux surfaces (0) de M. ThybauL

.En outre , si l'on désigne par R et R^ = — R les rayons de courbure
pr inc ipaux d'une surface minimci, par ds2 son élément l inéaire, par r/o-2

ce lu i de sa reproduct ion sphérique, on a la re la t ion bien connue

d^='V^d^.

On a aussi, d'après la dé f in i t i on des surfaces rn in ima ,

r-i^l— LV~i' """"'2 \R , \\J ~ .H'

de sorte qu'on peut écrire

P^=rC/çr2,

ce qu i prouve que la propriété en quest ion appar t ien t aux surfaces
rninima.

D'autre part, il est aisé de voir que, si l'on transforme par inversion
une surface quelconque (S), quels que soient le pôle et la puissance
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d'inversion, on aura iden t iquement

pi^i^r2^2,

ds^ étant l 'élément l i n é a i r e de la surface (S..i) inverse de (S) et I\,
désignant la demi-différence de ses courbures principales.

En conséquence, la propriété qu'exprime (n° 16) la relation

îqr^2]:^!
sera commune aux surfaces (B) d'Ossian Bonnet et à leurs inverses,
aux surfaces (©) de M. Thybaut et à leurs inverses, qui sont les sur-
faces (©_i ) dont les sphères harmoniques touchent une sphère, aux
surfaces minima (M) et aux surfaces (ML,) , inverses des surfaces
mi n i ma.

22. Il nous reste à dé terminer la nature des surfaces (B_|), inverses
des surfaces (B).

Rappelons d'abord que l ' inversion conserve la propriété des sphères
harmoniques et que les sphères harmoniques d 'une surface minima,
ayant leur rayon i n f i n i , ne sont autres que les plans tangents. Si
donc on soumet u n e s u r f a c e m i n i m a (M) à une inversion dont le pôle
est u n p o i n t P, les sphères ha rmon iques de la surface inverse (AL-i)
ainsi ob tenue passeront toutes en P. Réciproquement , si les sphères
harmoniques d 'une surface passent toutes par un même point P, une
invers ion f a i t e avec P pour pôle t ransforme cette surface en u n e sur-
face don t toutes les sphères harmoniques sont des p l ans , c'est-à-dire
en une surface minima. Ainsi , les inverses (^MLi ) des surfaces minima
sont caractérisées par la propriété que leurs sphères harmoniques passent
toutes par un même point.

Cela posé, nous nous contenterons d 'énoncer un lemme dont la
démons t ra t ion est faci le :

Si U on considère toutes les sphères oui passent par un point P ^ et quon
prenne leurs inverses par rapport à un point P^> situé à distance nulle
de P ^ , toutes ces sphères inverses ont leurs centres sur un plan isotrope
qui ne contient pas le pôle Pa. Réciproquement, si l'on considère toutes
les sphères qui ont leurs centres sur un plan isotrope et qu'on prenne
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leurs inverses par rapport à un point P^ non situé sur le plan isotrope,
foutes ces sphères inverses passent par un 'même point P^, situé à distance
nulle du pôle P^.

Dès lors, si l'on soumet une sur face mini rna (M) à une inversion
par rapport à un pôle P^ la t ransformée (ML^) sera telle que toutes
ses sphères harmoniques passeront au po in t P ^ . Si l'on considère l ' in-
verse (M_a) de (ML,) par rapport à un p o i n t P^ s i tué à dis tance nu l le
de Pi, les sphères harmoniques de (A'L^) auront toutes leurs centres
sur un plan isotrope, ce q u i montre que les surfaces (IMU) sont des
surfaces (B) d'Ossian Bonnet .

Considérons main tenan t u n e surface (B) et soumettons- la à une
inversion, par rapport à un pôle P. Si ce pôle est situé sur le plan iso-
trope l ieu des centres des sphères harmoniques , on retrouve une
autre surface (B), don t les sphères h a r m o n i q u e s ont leurs contres sur
le môme plan isotrope. Alais, si le pôle P n 'appar t ien t pas au plan
isotrope, la surface (B) se transforme en une surface dont toutes les
sphères h a r m o n i q u e s passent par un poin t fixe, s i tué à d is tance n u l l e
de P, c'est-à-dire en une surface (ML^) inverse de sur face minirna.

Ainsi, les surfaces (B) sont les inverses des inverses des surfaces mi-
nirna, la seconde invenion étant faite d'un pôle situé à distance nulle du
point (fit on a pris comme pôle pour faire r inversion des surfaces minirna.

En outre, les inverses des surfaces (B) étant , soit des surfaces (B),
soit des surfaces (M_i), nous n'avons, en réalité, trouvé que cinq
classes d is t inc tes de surfaces isothermiques jouissant de la propriété
qu'exprime la relat ion

K[P(^ ]==:!;

ce sont i° et 2° les surfaces (0) de M.. ïhyhaut et leurs inverses; 3°
et 4° les surfaces min imaot leurs inverses; 5°les surfaces (B) d'Ossian
Bonnet .

23. Nous allons prouver qu'il n'y a pas d'autres surfaces isother-
miques jouissant de cette propriété.
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ment l inéaire

(o ^^ii^^+^pi),
étant multiplié par le carré r2 de la demi-différence des courbures
principales, devient l'élément linéaire d'une sphère de rayon i . Or, si
l'on égale à i la courbure totale de la forme

H^^-h^î),

on trouve, d'après une règle bien connue,

_ ï /^lo^ï ir ^iop:Hr\
~~~ 1-p.pv rjp2 ^pï )

ce qu'on peut écrire

( 2 ) p+ A., logiir •=. "p-i- As iogn + As ïogr == o,
le second paramètre différentiel A^ se rapportant à l'élément l i néa i r e ( ï )
des surfaces cherchées. On a, d'autre part , en désignant par K la
courbure totale d'une surface quelconque

(3) K = -- A^ logH, P= ̂  - K,

de sorte que l 'équation précédente dev ien t

( 4 ) ^ 2 -~2K-+•A2log^=o .

Or, c'est là précisément l 'équation (7) du n° 8, que vér i f i en t les sur-
faces (©) et (©„,) de M. Thybaut. Ici nous l 'obtenons d 'une manière
générale, et sans supposer aucunement qu' i l s'agisse de surfaces
isothermiques.

Précédemment, nous y avions été conduits en exprimant que les
sphères harmoniques cl'une surface ùothermùjue ont pour seconde nappe
de leur enveloppe une autre surface isothermique, sans que les deux
nappes se correspondent par inversion.

Si donc les sphères harmoniques d 'une surface ont pour seconde
nappe de leur enveloppe une véritable surface, la propriété relative au
produi t r2 ds1 pour la première nappe se traduit ainsi : si la première
nappe est isothermicfue, la seconde l ' e s t aussi, sans lui correspondre par

Auft. A'6'. A orriL , ( 3 ) , XXÏÏ . — OCTOBRE i(}o5. ^J
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inversion, de sorte que cette première nappe est nécessairement (n°7)
une surface (0) on une sur face (©-,).

Mais les sphères harmoniques d 'une surface n 'ont pas toujours pour
seconde nappe de l eu r enveloppe u n e véritable surface. Voici quels
sont évidemment les trois seuls cas d'exception possibles :

i ° Les sphères harmoniques ne sont point des sphères, mais des plans.
C'est le cas des surfaces min ima , qui sont i so thermiqucs et possèdent
la propriété relative au p r o d u i t F ' 2 ds^.

2° Les sphères harmoniques sont bien des sphères, mais la seconde
nappe de leur enveloppe se réduit à un point. Nous avons rappelé que
c'est là un caractère spécial aux surfaces inverses des surfaces m i n i m a ,
q u i sont aussi des surfaces isothermiques et possèdent la propriété
relat ive au p r o d u i t F2 r/,r.

3° Les sphères harmoniques sont bien des sphères, mais la seconde
nappe de leur enveloppe est tout entière rejetée à l'infini. Nous allons
prouver que les surfaces correspondantes sont les surfaces isother-
in iques (B) (FOssian Bonnet.

^î. THÉORÈME. — Si une surface isothermique est telle que la seconde
nappe de l'enveloppe de ses sphères harmoniques soit tout entière rejetée
à l'infini, et si, de plus, son élément linéaire, multiplie par le carré de la
demi-différence des courbures principales, devient l9 élément linéaire d'une
sphère de rayon i, la développée harmonique de cette surface est un plan
isotrope.

Pour que la seconde nappe de l'enveloppe de sphères tangentes à
une surface soit tout entière rejetée à l ' i n f in i , il faut et il suff i t
(n0 13), que le l i eu des centres soil une développable isotrope. Si les
sphères enveloppées sont les sphères harmoniques de la première
nappe, en désignant par û la courbure moyenne de cette nappe et par
dS^ Félément l inéaire de sa développée harmonique, on a (n° 12)

^[^--^teX
Cotte développée sera un plan isotrope, si Û vérifie la c o n d i t i o n
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nécessaire et suffisante (ibid.)
()2 / i \ _ _ _

6^p^2y ~'°'
Telle est la relation que nous voulons établir. A cet effet, reportons-

nous an n° 1 et exprimons à l'aide de la formule (3)

2?. [ . , ---y-^A.log-?.,

que la seconde nappe de l 'enveloppe de sphères est rejetée à l ' i n f i n i ,
ou que 6 est i n f i n i . Nous aurons

(5 ) j, 4 -Ai logÀ =:o,

et, p u i s q u e les sphères enveloppées sont les sphères harmoniques de
la première nappe,

j-^^ ^=-^2.

Les relations (^) du n° l dev iennen t alors

à lo^À _ i à^ à IO^À _ i_ à^( (, ) .̂̂  „ ̂  ̂ , -^- _ ,̂  ^^,

et la condi t ion 6 •==- oo revient à

( ^ ) £22-+- AliogÀ=o.

Il suff i ra i t de teni r compte des équat ions (G), qui donnen t vis ible-
ment

Ai lo^:=-jj^Ai^,

pour ramener cette cond i t ion (7) à la forme

Ailo^^+F^^O,

sous laquelle elle s'est présentée au n° 12. Nous garderons l'équa-
t ion (7).
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La première nappe de l'enveloppe de sphères étant isothermique,
représentons son élément l inéaire par

cis^W^d^-^-d^).

On peut alors, en vertu d'une remarque de M. Darboux ( n° 8), ob-
t en i r les sphères harmoniques en prenant

(8) A ==ipr.
In t rodu i sons main tenan t les paramètres (a, p) des lignes de lon-

gueur n u l l e par les formules

dçj -+- i <^pi == \/Ao [ a} <^a, ûfp -— i d^ = \/By ( (3 )<:/j3,

déjà employées au n° 15. Les relations (6) prennent la forme suivante

y^^i0^—!^ ^"^^^L^( ) ^/A; ^ ""r^ 7 ^/B; ^ - r ^ 5

l'équation (7) s'écrit

(.Y o^^JL^1^^10^.w / ^ 92 <1a ^ 3

quant à l^expression (8) de X, diaprés la formule (9) du n° 15, elle
dev ien t
-v .^ 492^( b ) À .— --7===== •>

V A o B o

et l'on a aussi

d^ = H2 \/A^Bo' ̂  ̂ i3 = 4- y2 ̂  ̂ (3 •

Exprimons ent in que cet élément l inéaire , multiplié par F2, d e v i e n i
l 'élément l inéaire d'une sphère de rayon ï . Nous poserons, à cet effet ,

^ • ^---^T7

ce qui transforme l'expression de X en

(.^) À=——^iî———
(o î -^-P)v /AoB„
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Mais, comme on a toujours

r-ip-K=^4—^,o2 àa d^

l 'équation (9) revient à

( I I) ^-^^^d^r
Rapprochons ce résultat de réquation (7)7; nous aurons

ô}0^ (L10^ - ôï in.. y
^a <)p ~" <1a6>P J ^ ^ + P ?

ce q u i , en raison de la relation (10), peut s'écrire

() lç)^ (1}0^: — 1̂1°̂
'^àaT à^~ ~~~ ày. c)^ '

ou f ina lement
_^__^_
^a^À^ 0 '

On a donc, en désignant par A et B deux fonctions qui ne dépendent
respecî ivement que de a et de p,

. ^
( • ^ ) ^AT^*

lîn conséquence, les relations (10) et (9) donnent

(oî+p)\/AJ?o î^^-(•cc_±^^^„„.——^^——, ^^ ,- ^^

Enf in , l'expression (n) de fi2 devient

o^^—AJ^L—
('•^ ' ^ - ^ ^ V o B o î a ^ P } 2 "

Substituons dans les équations (6)'les expressions de À et de F qui
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v i e n n e n t d'être obtenues; nous aurons

^^(O^A^, I^^(^)VAA^
ce qu'on peu t , en vertu de Ici relation (i3), écrire

^ - i 0 (L\ Ao-^^V
]? ~ à^\^}' A' ~~ ôa\^}

De là résulte évidemment
àeî ( ï \ —

ào^\Ïï) -oî

ce qu i achève la démonstration.
En por tant les expressions (ï 2) et (i3) dans la cond i t ion (7), on dé-

termine les fonctions Ay, Bo, qui sont celles du n° 17, et l 'on retrouve
pour D. et A2 les expressions données dans ce passade pour û' et rf./2.

23. Remarque. — On peut déterminer par un tou t autre procédé
les surfaces isothermiques qui jou i ssen t de la propr ié té considérée.
Exprimons, en effet, cette propriété par l 'équation

Kl;?2^2]:^!

et appliquons aux surfaces cherchées la transformation par normales
parallèles; l ' ident i té générale (n0 14)

î ' ^ c i s ' ^ - ^ ^ d s 1

montre que leurs transformées jouiront de la propriété

Kt^2^2]-^!.

La réciproque étant vraie, on pourra chercher les surfaces isother-
miques dont l 'élément linéaire, mul t ip l ié par le carré de la courbure
moyenne, devient l'élément l inéaire d 'une sphère de rayon ï. On
n'aura plus qu'à effectuer sur elles la transformation par normales
parallèles pour obtenir les surfaces primitivement demandées.
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En raison des relations ( î8), (rg) et (20) du n0 1.0, qui donnent

û^=--!lrfarf3,
1^

i l f a u d r a trouver les surfaces isothenniques p o u r lesquel les on a
çî .

(^,\ J_ ̂  [___4w~(^+pr - '
condition équivalente à la condition K^Q2^]^!. Cette nouvelle
solution du problème actuel sera développée dans la seconde partie
de ces recherches.

(A suivre. )


