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RECHERCHES

SURFACES ISOTHERMIQUES,

Par M. Louis RAFFY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

PREMIERE PARTIE.

Le présent Mémoire a pour objets principaux, d’abord d’étudier une
classe de surfaces jadis rencontrées par Ossian Bonnet, ensuite de
rapprocher les unes des autres cinq classes de surfaces isothermiques
par un caractére nouveau qui leur est commun et qui n’appartient
qu’a clles.

I. Dansson célebre Mémoire surla théorie des surfaces applicables (*),
0. Bonnet a recherché, entre autres, les surfaces qui admettent une
séric continue de déformations sans altération des courbures princi-
pales. L'une des classes de surfaces qui répondent 4 la question dé-
pend de deux fonctions arbitraires : aprés les avoir définies intrinse-
quement, I'illustre géomttre fait observer (p. 83) qu’elles ont la
méme généralité que les surfaces minima et s’en tient la.

Dans une Note publiée en 1893, je démontrai (*) que ces surfaces
sont tsothermigues. lin 1897, M. J.-N. Hazzidakis réussit (*) 4 exprimer
leurs coordonnées par des formules ou les fonctions arbitraires

(1) Journal de I’ Ecole Polytechnique, XLII¢ Cahier; 1867.
(%) Bulletin de la Société mathématique de I'rance, t. XXI, p. 70.
(3) Journal de Crelle, t. 117.
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figurent sous les signes d’intégration. Méme aprés ce réel progres, il
y avait encore lieu de se demander comment ces surfaces sont engen-
drées et si dans leur nombre il en est de réelles.

Ces surfaces d’Ossian Bonnet, que jappelle surfaces (B), sont
caractérisées, comme on le verra (§ IV), par la propriété que leurs
sphéres harmoniques ont leurs centres sur un méme plan isotrope. 1l
suit de la, d’abord, qu'elles sont toutes imaginaires, ensuite (§ VII)
qu’elles sont les inverses des inverses des surfaces minima, la seconde
inversion étant faite d’un pédle situé a distance nulle du point que l'on a
pris comme pdle pour jfaire Uinversion des surfaces minima (*). En
raison de cetle génération, leurs coordonnées s’expriment d’une
maniére entierement explicite, au moyen de deux fonctions arbitraires
dont les arguments sont les paramétres des lignes de longueur nulle.

Je démontre, en outre (§ VI), qu’a toute surface (B) correspond
une awtre surface (B) dans la transformation conforme par normales
paralleles, spéciale aux surfaces isothermiques (Bour, Christolfel).
Celte propriété remarquable d’étre invariantes, quant & leur défini-
tion, relativement i la transformation précitée, appartient aussi (§ VI)
aux surfaces que M. Thybaut a découvertes et ¢tudiées (*), et qu'on
peut définir comme ayant leurs spheres harmoniques angentes i
un méme plan. Bntre ces dernieres surfaces, que jappelle sur-
Jaces (0), ct les surfaces (B) il existe done une étroite affinité. Les
unes comme les autres ont leurs spheres harmoniques tangentes i un
méme plan : si le plan n’est pas isotrope, on a les surfaces (0); si le
plan est isotrope, il est plan asymptote des spheres harmoniques el
contient leurs centres : on a alors les surfaces (B).

II. Les surfaces (B) et les surfaces (®) ont encore en commun (§ VI)
cette propriété que leur élément linéaire, multiplic par le carré de la
demi-différence de leurs courbures principales, degient U élément lincaire
d’unc sphére de rayon 1. Cette propriété, d’ailleurs, se rencontre

(1) Celle double inversion singuliére, qui n'avait, jo crois, jamais 6té signalée, met en
défaut le théoreme classique de Liouville (Journal de Mathématiques, 1846), suivant
lequel deux inversions successives peuvent étre remplacées par une seule, si I'on fail
abstraction d'un déplacement.

(2) dnnales de I Ecole Normale, 1897 ¢t 1900.
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aussi (§ VII) chezles surfaces minima et se conserve dans I'inversion.
Blle appartient done : 1° et 2° aux surfaces de M. Thybaut et a leurs
inverses; 3° et 4° aux surfaces minima et & leurs inverses:; 5° aux sur-
faces (B) d’Ossian Bonnet, dont les inverses sont ou des surfaces (B)
ou des inverses de surfaces minima.

Tel est le nouveau caractére qu'il parait curieux de retrouver dans
les cing seules classes de surfaces isothermiques dont on ait pu expri-
mer les coordonnées d’une maniere enticrement explicite au moyen
de deux fonctions arbitraires. Je prouve cn terminant que ce caractere
est distinetif, de sorte que les cing classes de surfaces qui le pré-
sentent constituent un groupe & part dans I'ensemble des surfaces
isothermiques.

HI. Accessoirement, j'ai été conduit & donner, au sujet des enve-
loppes de sphéres (§ 1), des surfaces rapportées & leurs lignes de
longueur nulle (§ 1) et de la transformation conforme par normales
paralleles (§ V), des propositions et formules générales, qui semblent
comporter bien d’autres applications que celles qui s’offrent au cours
de ces recherches. Enfin, je définis (§ II), en connexion avec un
théoreme de M. Darboux, les deux classes de surfaces isothermiques
dont les spheres harmoniques touchent une seconde surface isother-
mique.

I. — Formules relatives aux enveloppes de sphéres a deux paramétres;
conséquences.

1. Nous commencerons par rappeler diverses formules relatives aux
enveloppes de sphires & deux paramétres; puis nous déduirons de
ces formules des conséquences dont nous aurons & faire usage.

M. Darboux a é¢tudié (Anrn. Ecole Norm., t. XVI; 18q9) les enve-
loppes de sphires dont les deux nappes présentent tout la fois la cor-
respopdance deslignes de courbure et la proportionnalité des éléments
linéaires, ce qui exige que ces deux nappes soient isothermiques, si
clles ne sont pas inverses U'une de 'autre.

La premitre nappe d’une enveloppe de spheres étant rapportéc a ses
lignes de courbure (p = const., g, = const.) et ses rayons principaux



400 ‘ L. RAFFY.

étant R et R,, le rayon de la sphére enveloppée est représenté par

(n) l:——-):-.

-
On assujettit A et p. aux conditions

v oA o Ik , op.
(2) Z)?‘FR?)-E—O, dp] +l\1—d—P—1

= o,

en vertu desquelles les lignes de courbure se correspondront sur les
deux nappes de lenveloppo de spheres. On introduit une fonction
auxiliaire 0, ainsi définie

(3) —Z= Ix‘+ LA,

A, étantle premier paramétre différentiel de lafonction A relativement
a I’¢lément linéaire

(N s®— T2 dp®* + 1?2 dp}
de la premiére nappe. On trouve alors pour I'élément lincaire de la

seconde nappe
<4) l“():_/{)' <f) 1(3';0)
(5) 180 N L qpgpry. N 900 oy g

T dToghn® ) I‘Qg"/‘ 3\ 2
o) )
et pour ses courbures principales
. 1 1 O 1 rd (O(J \
( — = R M
() R =7 ()p( ) R 7, 9p1 -)

Yemprunte ces dernieres formules & la Theorie des surfaces de
M. Darboux (t. II, p. 343; faire p, = o, remplacer R" ¢t R, par leurs
inverses ).

2. Nous sommes de¢s maintenant en mesure d’établir les conditions
sous lesquelles la seconde nappe de I'enveloppe des sphires sera un
point, un plan ou une sphére.



RECHERCIIES SUR LES SURFACES ISOTHERMIQUES. 40[

D’aprés la formule (5), en effet, pour que la seconde nappe se ré-
duise d un point, il faut ct il suffit que la fonction 0 soit une constante,
ce qui revient, en vertu des relations (3) et (1), &

(7) 2 (ZL + A, 10g7\> = const.

D’aprés les formules (6), rapprochées de la relation (1), pour que
la seconde nappe soit un plan, il faut et il suffit que la fonction 0 : /
soit une constante, ce qui donne

(%) wl <2'_ + A, log?.) == const.

Enfin, si 'on égale & une constante » les seconds membres des
¢quations (6), en ayant ¢gard a la relation (1), on trouve

D0y 0 08y 0
()p(!)“”()p’ dpy \ ¢ _—’)()p,’

"ot résulte, par une intégration immédiate,

T
0 (7 - m) = const.

Telle est la condition, évidemment nécessaire et sulfisante, pour que
la seconde nappe soit une sphére de courbure w. Si 'on tient compte
des relations (1) et (3), cette condition peut s’écrire

2 (5 A 1og7.>
(9) :

3. Les formules (4) et (5) mettent en évidence les cas ol les élé-
ments linéaires des deux nappes sont proportionnels. Pour qu’il en
soit ainsi, 1l faut et il suflit que I'on ait

wo_oa_
dp Opy " Upy 0p
Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — SEPTEMBRE 1905. 51
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1° Soit d’abord

Cette condition exprime que les deux nappes de I'enveloppe sont
inverses I'une de l'autre. On peut en choisir une arbitrairement : les
lignes de courbure se¢ correspondront sur les deux nappes ct les ¢leé-
ments linéaires seront proportionnels, en vertu des propriétés bien
connues de 'inversion.

2° Soit maintenant

. 0D 0
(x0) dp dpy — Opy dp T

M. Darboux a prouvé que cette hypothese entraine isothermic de
la premitre nappe ct, par suite aussi, de la secconde. En conséquence,
quand les deux nappes d’une enveloppe de sphéres sont telles que leurs
lignes de courbure se correspondent et que leurs éléments lincaires soient
proportionnels, ces deux nappes, st clles ne sont pas inverses Uune de
Uautre, sont des surfaces isothermiques.

4. En vue d'applications ullérieures, nous allons ¢liminer 0 entre
la condition (10) de M. Darboux et 'équation (3) qui définit 0, savoir
2 i

1 -
-— *()“ == 7 1= iAl}u

Si nous différentions celle-ci en ayant égard aux conditions (2),
nous trouverons

2 d0 proo2p 02 Jd [
7 o =— (%= "‘IE) % o <‘7?A'7‘>’
2 d0 g2 oap\ Oh d [1
o= () 5 o (74

Substituons ces dérivées de 0 dans 'équation (10); elle devient

LI 0SNS5 SN U AU RN U\ AP
) <x +I{+1{,> 7 Op (A A’l) o dﬁ,(i“‘g“"’
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ce qu’on peut écrire

N YA A2 1 /1 JAA 1 JA
3 <1{+1{l>+7?_57<7.§ g T ()pi>—0'

Mais, en ayant égard & 'expression de A%, qui devient

S oA\ 2 I dr \?
= (5) - ()

N

2

w®

|

I

)3

puisque Hi == H*, on arrive aisément & I'identité générale

JOAG 1 A 2 (0% 0N L
W g 3 de T IE ?)‘p?”*?)"p_;'>““

olt Ay A est le seccond parametre différentiel de A relativement a 1¢lé-
ment linéaire (4) de la premiére nappe. En conséquence, I'équation
précédente prend la forme

Y < (LI DN W _
P (n B m> + (A —2A0) =0,

ou encore

I I

2P TN A ead =
7 Ty (l{ ~+ l{,> A, logh = o.

Il n’y a plus qu'a chasser p. au moyen de la relation (1) pour obtenir
la condition définitive

I I I I
(”) T Z(’[{'—FI‘{T)—AQI()D).V._O,

ol ne figurent que des symboles invariants. Réciproquement, si Ion
part de cette équation et que U'on reprenne le calcul en sens inverse,
on retrouve la condition (10). Le résultat s’énonce ainsi : Une sphere
reste constamment tangente & une surface (S), dont les rayons de cour-
bure principaux sont R et R, ; le rayon de celte sphére est

[=— >

P

A et u. satisfaisant aux conditions (2). La seconde nappe de son enve-



404 L. RAFFY.

loppe est une surjface dont les lignes de courbure correspondent a celles
de (S). Pour que les deux nappes aient leurs éléments linéaires propor-
tionnels, sans éire inverses 'une de Uawtre, i faut et il suffit que l et h
vérifient 'équation (11), ot le second paraméire différentiel A, est relatyf
a Uéiément linéaire de la premicre nappe, nécessairement isothermique.

II. — Recherche des surfaces isothermiques dont les sphéres harmoniques
sont tangentes & une autre surface isothermique.

5. Convenons d’appeler sphére harmonique d’unc surface (S) en un
point P la sphere tangente en P et qui a pour centre le conjugué har-
monique de P par rapport aux deux centres de courbure principaux
de (S) relatifs & ce point. Le rayon de celte sphére est égal & Pinverse
de la courbure moyenne de (8) en P.

Dans le Mémoire déjia cité, M. Darboux a fait connaitre une tmpor-
tante proposition, qui peut s’¢noncer ainsi :

Pour qu'une surface (S) soil isothermique, il fawt et il suffit que ses
spheres harmoniques touchent une autre surface (X), dont les lignes de
courbure correspondent & celles de (S).

~ Cette seconde nappe (2) n’est pas en général isothermique, parce

que la correspondance entre (S) et (X) n’est pas conforme, ¢’ est-h-dire
qu'il n’y a point proportionnalité entre les éléments lincaires. Cest
pourtant ce qui arrive pour certaines surfaces, qui ont é(¢ découvertes
par M. Thybaut.

Appelons surfaces de M. Thybaut ou surfaces (@) les surfaces dont
toutes les spheéres harmoniques touchent un plan (non isotrope). Ces
surfaces, sur lesquelles nous aurons & revenir, sont ésothermiques; e
plan étant aussi une surface isothermique, on peut dire que les
sphéres harmoniques des surfaces (©) ont une enveloppe dont les
deux nappes sont isothermiques.

Soumettons une surface (@) & une inversion dont le pole ne soit
pas sur le plan que touchent ses spheres harmoniques; comme l'in-
version conserve la propriété des sphéres harmoniques, nous obticn-
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dronsune nouvelle surface isothermique dontles sphéres harmoniques
seront tangentes a une sphere, surface isothermique.

Ily a donclieu de rechercher les surfaces isothermiques dont les spheres
harmoniques touchent une autre surface isothermique. Pour résoudre ce
probleme, il faut évidemment distinguer deux cas, suivant que la
correspondance entre les deux nappes est ou n’est pas une inversion.

6. Peemier css : La correspondance entre les deux nappes est une
tnversion. — On sait que, quand les deux nappes d’une enveloppe de
sphtres se correspondent par inversion, les sphéres enveloppées sont
orthogonales & une sphere fixe, et réciproquement. Prenons pour
origine des coordonnées le centre de la sphere fixe, qui sera le pole
d’inversion, et soit /, le rayon de cette sphere. Soientde plus (x, v, z)
les coordonnées d’un point P de I'une des nappes; a, b, ¢ les cosinus
directeurs de lanormale en ce point. On sait que la sphere enveloppée
relative au point P a pour rayon

[— L—o2(z®+y*+3%)
2(ax 4+ by + ¢3)

Eerivons que ce rayon est égal & I'inverse de la courbure moyenne.
Nous obtiendrons I'équation aux dérivées partielles du second ordre

1 I P — o (x4 y?+ 37)

l{+l{_,: axr -+ by +c¢s

qui définit les surfaces cherchées. En effet, la seconde nappe vérifie
également cette équation : pour le voir, développons les formules (6)
en ayant ¢gard aux relations (1) et (2); nous trouvons
[ 1 02 /1 I Lo v O, < I 1)
1 —_——— = T e 5 — 7 —— - | — 5 ]
) R™I1=i \R~7) KT 1T o \R T
Mais, £ étant I'inverse de la courbure moyenne de la premiére nappe,
les parentheses qui figurent dans les seconds membres sont égales
et de signes contraires.
D’autre part, la correspondance étant une inversion, on a (n° 3)
0, _ 0%,
20, = 10,
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En conséquence, il vient

I 1 2

T -+ ET; = 7’
ce qui justifie notre assertion.

Remarquons encore, comme I'a fait M. Thybaut (Arn. Ec. Norm.,
1900, p. H63), que, si 'on soumet ces surfaces & une inversion en
prenant pour pole un point de la sphére fixe, on les transforme en
d’autres, dont les spheres harmoniques sont orthogonales & un plan
fixe et ont, en conséquence, leurs centres sur ce plan. Ainsi les sur-
Jaces cherchées sont les inverses des surfaces dont la développée harmo-
nique est un plan (non isotrope).

7. Seconp €as : La correspondance entre les deux nappes n'est pas une
inpersion. — Or la transformation a lieu avec correspondance des
lignes de courbure, puisque la premiere nappe est supposée isother-
mique et que la sphere enveloppée est sa sphere harmonique. De plus,
les ¢léments linéaires des deux nappes sont, par hypothise, propor-
tionnels. Nous devons done appliquer les formules rappelées au n® 3;
¢t, comme la correspondance n’est pas une inversion, ¢’est la rela-
tion (o) qui est valable. On aura done

< ,
D 0/.(,,’
st N7
I’//P 2 g,

on voit que les deux rayons de courbure principaux R et R de la

seconde nappe sont égaux. Or les surfaces imaginaires de Monge, qui
jouissent de cette propriété, sont exclues par les formules dont nous
faisons usage, parce que leurs lignes de courbure sont confondues. 1
ne reste que la sphere et le plan. Ainsi la seconde nappe de 'enve-
loppe des spheres harmoniques est un plan ou une sphere : les sur-
Jaces dz M. Thybaut et leurs inverses sont donc les seules qui répondent
a la question.
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8. Nous allons former une équation invariante a laquelle satisfont
ces deux classes de surfaces. A cet effet, introduisons la demi-somme Q
et la demi-différence T' des courbures principales

o= l(l ] i
(2) ‘“‘<R+R>’ r~2<n m>

ainsi que la courbure totale

1
K= E——l{:)
entre lesquelles a lieu I'identité
(3) K=Q —TI.

La courbure moyenne Q étant I'inverse du rayon de la sphere harmo-
nique, nous aurons

(4) 1'—"—32'

[Vautre part, M. Darboux a démontré (loc. ciz.) que, sila premiére
nappe (S) est isothermique (H} =H?*), on satisfait aux équations (2)
du n° 1 en prenant

(5) 4 = H*T, p=—H2QT,
ce qui donne bien la sphére harmonique. Nous n’avons donc qu’a faire

= 2= HT

(AI —

)7

dans I’équation générale (11) obtenue au n° 4. Nous trouvons ainsi

(6) Q2+ Ay logH*T =o.

Mais, comme la courbure totale K de I’élément linéaire
H2(dp* 4+ dp?)

a pour expression bien connue

K=—A,logll,
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il vient finalement
(7) Q*— 2K + A,logl'=o.

Telle est la relation que vérifient les surfaces (@) de M. Thybaut et
leurs inverses.

III. — Surfaces rapportées a leurs lignes de longueur nulle : formules
générales; condition d'isothermie des lignes de courbure.

9. Nous rappellerons d’abord, en la modifiant légérement dans sa
forme, 'analyse d’Ossian Bonnet (Journ. Ec. Polyt., cahier XLII, 1867,
p- 1) relative & la recherche des surfaces qui admettent un élément
linéaire donné, quand onles rapporte aleurs lignes de longucur nulle.

Soient x, y, =z les coordonnées rectangulaires des points d’une sur-
face; « et B les paramétres des lignes de longueur nulle. On donne
Pélément lincaire

(1) ds* = Go* (e, ) de df,

ce qui revient i poser les trois équations

D\ 2 dy\*? Az
(2) (%)= (&) + (%)=~
A oy \? 0z \2
3 V- (L) (B =
(%) (%)~ (#)+ (%)=

dr dx v dy 05 Iz

4 — e e e T g,

() da JB " ou 0 do 03 '
[ntroduisens les coordonnées complexes

(5) x4y =E, x—(y="1,

celles v seront représentées

et soient p, ¢, r, s, ¢, les dérivées de &;
tions (5), (2) et (3), ona

parpi, 4., Ty $4y &, Bnovertu des équa

dr 1, . dy i as . —
PR it e a2 = Vrpn
dr 1 dy Jz

i  —
=3 EpE—le—a), gr=ian
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AN
=}
Q0

Sil'on substitue ces valeurs dans la condition (4), on trouve
(7) 29 =V — VeV
La condition d'intégrabilité de ds, savoir
3 -~ § - § —_—S - s
(3) \///1‘7:+\/l-"j'—i::\/’/17=+\/’/'_1—’
vV Vo Va Vi,

ordonnée et simplifiée, sc réduit i

S S$1
= ===

(9) =
Vea Vo

relation remarquable sur laquelle nous aurons i revenir. Elle donne
lieu & la suite de rapports égaux

(o) L ‘_)_\/E: LoOVg 0\/171:_’_()\/'7.
| Vi 9 T 0 g 95 v o

Mais, si 'on tire g, de I'équation (7), la velation (g) devient
0 S 20 (%]
(10) e 2 Vg 0% \/i])
[)’autre part, la méme valeur de \/;/—,, substituée dans la condition

OVpy _ V73 OVp
0B T g 9B’

qui est 'une des équations (9)’, la transforme cn

(11) BV p = W”ﬁ(\/f/)

Les relations (1o) et (11) permettent d’éliminer p,. On obtient
ainsi I’équation d’Ossian Bonnet

, .9 ___,)(Zfa . QEE ()2(? o

(12) o(rt—s?) udﬁ(/l 2()(21)5—'_4()——_—6{()&1)(/_—(—)’

Ann. Ee. Norm , (3), XXIl. — SEPTEMRRE 105. D2
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qu’on pCU[ encore éerire

J 1’)1(1 S e diloge
(1) Jz (o 0B\ o? f;"‘+[ ot Jdxdp =

et que nous 'lppellorons Uéquation de deformation. Connaissant une
solution £ de cette équation, on déterminera yp, par quadrature

\/El::( — —f..-—. »i)~ ( ? ) do - »f;— — ( ds;
r Vg 9% \yp, g 25 \yp
'équation (7) donne alors

Vi =iy

On connait ainsi les deux dérivées particlles p, et ¢, de 7, qm s’oh-
tient par quadrature; il est de méme de =, qui a pour expression

[

(14) 5= /\//7/71 doz =\ qq, dp.

Remarque. — 1’équation d’Ossian Bonnet jouit d’une propri¢té im-
portante : chacune de ses solutions /ourml une surface admetiant ['éle-
ment linéaire fo* do.dp; ¢’ est ce qui résulte avee évidence de Panalyse
précédente. On sait qu’il n’en est pas ainsi pour toute solution de
L . 3 ’ . . . .

Péquation de Bour et des équations similaires.

10. Nous empruntons encore au Mémoire d’Ossian Bonnet (p. 8)
I'équation aux rayons de courbure principaux

(15) I N is 1 1 d*logw )
J = ———m T e e e T ()
H9) R g R % dz0B

équation différentielle des lignes asymptotiques

(16) (»;); (%) do? 4+ - rla dp ))p (,,/ ) dpt=o,
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et celle des lignes de courbure

_ a [p s d [q e
" 3z () 2= 35 () e=o.

La premiére de ces équations montre que, si I'on désigne par Q la
courbure moyenne et si 'on introduit la fonction

2

S

(IS) T= 7 )
dpy

qui jouera un grand role dans nos recherches, on a identiquement
(r9) Qe — —,

de sorte que I'élément linéaire (1) prend la forme remarquable

2
(20) Ads? = — if_‘;%_fl_l-_’

>

qui exclut ¢évidemment les surfaces minima (Q =< = 0), mais n’en
exclut pas d’autres. La méme ¢équation (15) donne pour la courbure
totale

. 1 J*logo
(21) K= — 5t
ot o dp

Or, si 'on représente par
L ds?2+ aoMdoa df + N d3?

la seconde forme quadratique fondamentale ad®*x + bd*y + cd* =, ot
a, b, ¢ sontles cosinus dirccteurs de la normale au point (z, ¥, =), on
sait que cetle forme est proportionnelle au premier membre de I'équa-
tion (16) et qu’on a de plus

LN - M?

ot

K=

Des lors, si 'on pose

L'——(L(—B-\):M:c—j—ﬂ:N:—%<%\):Fj,

" da \ o?
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on a immédiatement

/ 2 o
= d /) Jd f/ _* __40010 o’
1)0' ()‘J ot T dadf

d’ou, par comparaison avee I'équation (r2)’,

5 [o?
: Vs
et, par suite,
(23) L=—‘—(ro—apay), M=42%,  N=_(lo-—-aqeh).
2 i = = \I'Y — %) Tt ) — -0 J,ﬁ
Vra Vra \/N/

De la et de 'équation (15) résulte la formule générale
(19)'

Enfin, I'équation (17) va nous donner le caractére distinetif des
surfaces isothermiques. En effet, il est aisé de voir que, si les lignes
de courbure d’une surface forment un réseau isotherme, leur équation
différenticlle, relativement aux paramdtres des lignes de longueur
nulle, est de la forme

(23) Ag(a)da*— B, () dp?=o.

La réciproque élant vraie, les surfaces isothermiques sont caracté-
risées par I’équation

(ot oy e (2) =ty 2 (4)
24) Ag(a) do \ 0? Bo(B) 95 \9*

que nous appellerons 'équation ou la condition d’isothermie.

Remarque. — Quand cette relation est vérifice, on peut évidemment,
sans cesser de rapporter la surface a ses lignes de longueur nulle,
faire un changement de variables tel que les fonctions A, ct B, se
réduisent a unité. Mais on ne peut plus alors disposer de fonctions
arbitraires de o et de B, que nous rencontrerons par la suite. Aussi
conserverons-nous & 'équation d’isothermic sa forme générale (24),
qui est trés avantageuse.
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IV. — Les surfaces isothermiques d'Ossian Bonnet identifiées avec celles
dont la développée harmonique est un plan isotrope.

I'l. On sait qu'une surface est entiérement déterminée, a la posi-
tion pres, quand on connait son élément linéaire ds* et sa seconde
forme quadratique fondamentale

Ldo*+2MdadB + Ndf*= ad*x + bdly + cd* s,

ol a, b, ¢ sont les cosinus de la normale au point (z, y, z). Les fonc-
tions L, M, N ne sont pas d’ailleurs arbitraires; dans le cas ot o ¢t 3
sont les paramctres des lignes de longueur nulle, si 'on pose

(1) ds? = 40*(o, B) de d3,

on a entre L, M et N les ¢quations suivantes :

J? IO(‘I'”
" N — 2
(2) LN — M =g VET
" L _ O M ON_ 0 M
it 0B T 7 da o? o = ¢ op o?

Avee ce systeme de notations, les surfaces isothermiques d’Ossian
Bonnet sont définies par les hypothéses que voici :

/\~}—H L= »—LA’B+F ; A+B N——[BI?_C'
o @B T @t pErw

dans ces formules, que jemprunte au Mémoire de M. Hazzidakis
(p-48), A est une fonction arbitraire de o5 A’ estsa dérivée; B est une
fonction arbitraire de B; B’ est sa dérivée; G est une constante arbi-
traire. La courbure moyenne, dont ’'expression générale (19)" donne
ici

T T T A+B

é¢tant indépendante de C, toutes les surfaces déterminées par les
diverses valeurs de C ont méme élément linéaire et mémes courbures
principales aux points correspondants.
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12. Ceei posé, nous allons définir intrinseéquement les surfaces
dont lTa développée harmonique (lieu des centres des spheres harmo-
niques) est un planisotrope. On démontre facilement que, si I’¢lément
linéaire d'une surface est ds?, si Q et I' désignent la demi-somme et la
demi-différence de ses courbures principales, élément linéaire #S?
de sa développée harmonique a pour expression

(5) A8 = (d%)' )

Puisque nous supposons
ds* = fo* da df,

nous aurons

. w1 a u
(Y clb-::?ﬁ[_((llog'fl)--l—/llzqo‘cla.r[ﬁ_l.

Ecrivons que dS* est un carréd parfait (propricté des développables
isotropes); il vient

dlog€ dlogl

5 DT e 22
() Jdz Jfs v
ou, sous lorme invariante,

((3)' A‘ l();,"...! 4 2 0,

et il reste alors

SR Jd (1N .|
(@) (a)e

Pour que la développée harmonique soit un plan isotrope, il faut el
il suftit que @S soit une différentielle exacte, ce qui exige

(=) W9 =

/

. 7 . —ad
(8) Ja 0B (U) =0, € == N S BA
da ds \ & A(e) -+ B(2)
Or, si 'on désigne par K la courbure totale de la surface dont ds* est
I"¢lément linéaire, la condition (G) n’est autre chose que
J*logo

=ot(K - QY m - DT Q22

JlogQ JlogQ
dz op

(9) oo b
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Mais, d’apres la formule générale (19) du n® 10,

Qor=—7,
on a visiblement
J*logo 0rgr— | o*logr  0*logf
T S P IR P

de sorle que la relation précédente devient

(o) o LOoBT _Qlosfgloxir  Flow g (L) =0
2 do b 0% B dz 0P 0z d3 \ L

Ainsi la fonction 7 satisfait & une équation de Liouville

0*logt
(11) ——C_ _at=—o0

dont 'intégrale bien connue est :

: T:_‘/._H__.@
Lz (a) +=d(8)]*

Mais on peut, sans restreindre la généralité de la solution, prendre
(12) T e
Alors il viendra

(13) ¢

(l/l) M ‘—«—?.QQOQ'::L—“

I.’¢quation (2) donne alors

(15) LN ==M?*+ 4 ¢*
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D’aprés cela, nous poserons

(A Ne_ B

(|6) L:—-d—l—ﬁm’ ~—-"m57

o étantune fonction & déterminer. Or, si 'on substitue dans les équa-
tions (3) les expressions trouvées pour ¢ et pour M, ainsi que celles
de L et N, on trouve simplement

0w J 1 [
(17) (rA—i—ﬁ)UB——w:r, (¢ +B) = — = =1.

I’intégration de ces équations est immédiate et donne, avee une
constante arbitraire G,
p Al
5 4
(18) w == !

o = (3

D’apres les formules (13), (14) et (18), on retrouve précisé¢ment
les expressions (4) de g, de L, de M et de N parlesquelles sont détinies
les surfaces d’Ossian Bonnet.

Il importe de remarquer que notre analyse n’implique nullement
Pisothermie des surfaces cherchées. Cette propriété résulte des expres-
sions de L et de N, en vertu desquelles '¢quation differenticlle des
lignes de courbure

Ldo*— Ndp*=o0
prend Ja forme
Ndot  Bldpt
(a—C)F (B 0CE

et rentre en conséquence dans le type
Ay(a)da*— By () dp*=o,

caractéristique (n° 10) des surfaces isothermiques.
Nous avons done établi ce théoréme :

Les surfaces dont la développée harmonique est un plan tsotrope sont
isothermiques et identiques aux surfaces d’Ossian Bonnet.
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Nous prendrons, & 'occasion, comme définition de ces surfaces,
que nous appellerons surfaces (B), la propriété de leur développée
harmonique.

13. Voici une autre propriété (non caractéristique) des surfaces
d’Ossian Bonnet. Elle découle de la proposition suivante :

Pour que la seconde nappe de I'enveloppe de sphéres tangentes a une
surface soit tout enticre rejetee a Uinfing, 1l faut et il suffit que le liew
des centres de ces spheres soit une développable isotrope.

Démontrons d’abord cette proposition.

Soient @, y, = les coordonnées d’un point P d’une surface; a, b, ¢
les cosinus de la normale en ce point. La sphere (X), qui a pour
rayon R et pour centre le point de coordonnées

xy=x + «R, =y + OR, 50=5-¢R,
est tangente en P 4 la surface considérée. Son équation est
(X —2) -+ (Y —)0)?+(Z—5)* —R*=o.

Différentions-la par rapport aux deux parametres z et ¢ dont
dépendent 2, y, =, afin d’avoir les ¢quations de la corde des contacts
de cette sphere avec son enveloppe. Nous trouvons

. oz, 9o , 1 95 oR
(X—x’o)—()—&—"i—(Y—‘)O)m"—*—(l—*Aro DT"*FRJ;——O,
. ER Ao |,y 03 R _
(J\—"J'o)'z)—u‘ ‘*"(Y_)’o)“dT 'f‘(/d—w)w +1nm —=o.

Cette corde passe par le point (z, ¥, 5). Pour qu’elle n’ait pas
d’autre point commun & distance finie avec la sphére (), il faut et il
suffit qu’elle soit une droite isotrope, ¢’est-d-dire que l'on ait

. dx, Jy, dzy dyy\® _ 176;(, 2 [0z, 2_ % i)_ﬁ)‘-’
0 _Z (7)—; v dv —d-t_t) —“Z du z dy 2 du  dv

Cette relation exprime que I’¢élément linéaire

dz}+ dy? + ds?

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Sepremsre 1905. 53
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est un carré parfait. Le lieu des centres (x,, y,, 5,) des spheres con-
sidérées est donc une développable isotrope.

Or, pour les surfaces (B), le lieu des centres des sphéres harmo-
niques est un plan isotrope. Donc la seconde nappe de I’enveloppe des
spheres harmoniques de ces surfaces est tout enticre rejetce a Uinfini.

V. — Transformation conforme par normales paralléles :
formules et propriétés générales.

L4. On sait qu’une propriété, spéciale aux surfaces isothermiques
(autres que les surfaces minima), est de correspondre par plans tan-
gents paralléles i une autre surface, la représentation des deux surfaces
I'une sur 'autre étant conforme, ¢’est-a-dire ayant licu avee propor-
tionnalité des éléments linéaires (Bour, Christoffel). Nous appelle-
rons ce mode de correspondance transformation ( conforme) par nor-
males paralleles : il comporte U'indétermination d’une translation et
’une homothétic arbitraires, dont nous ferons abstraction.

Soit (S) une surface isothermique; soient (x, y, =) les coordon-
nées de chacun de ses points P et (p, p,) les paramétres des lignes de
courbure; on suppose ces parametres choisis de telle sorte que I'élé-
ment linéaire ait la forme canonique

“ ds* = H* (dp* + dp).

La transformation conforme par normales paralleles consiste a faire
correspondre au point P un point P* dont les coordonnées (&', y', z°)
sont déterminées par les relations

, 1 [dx dx
[I.L' ST e <~—-‘ ([p - ?)l‘o*; /411>,

H: \ op
1y .y
(‘&) Cly — *IF ((—)E dp — _()E ({pl>,

/ , 1 [0s Js
| (l..- = m <5E) dp —_— ;)‘P-—' dp1>,
d’out résulte I’élément linéaire

(3) ds'* = g3 (dp*+ dp?).
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Soient toujours

4 Q="'(1 1Y, LN L
(4) g<1{+|{1> 1'_2<R Rl,)

la demi-somme et la demi-différence des courbures principales de la
surface (S).

Nous désignerons par R’ et R| les rayons de courbure principaux
de la surface (S) licu du point P’ et nous poserons

. 1 /1 I o/ (I
C Q= - — —— = = — — ).
(5) 2 (1{' + n'l>’ F=s(r 1{;)
Il suffit d’avoir égard aux formules d’Olinde Rodrigues et aux rela-
tions (2) pour trouver
I 2 T 12

T =

"R OR]TTR,]

d’ou l'on conclut immédiatement

I~

(6) Q@ =1T, I =T

Comparant alors les deux éléments linéaires ds* et ds’, on arrive
aux identités importantes

(7) "2 ds't = Q ds?, Q2 ds"r =T ds?,

qui montrent hien la réciprocité des deuxsurfaces et qui ne tarderont
pas i nous servir (*).

15. Rapportons maintenant la surface (S) aux paraméetres (z, 3)
de ses lignes de longueur nulle; puisqu’elle est isothermique, I'équa-
tion différentielle de ses lignes de courbure a (n° 10) la forme carac-

téristique
Ay (o) da? — B, (p) df? = o.

(%) La premiére des équalions (6) donne des expressions remarquables des fonctions 7.
et p. de M. Darboux (n° 1) lorsque les spheres enveloppées sont les sphéres harmoniques
de la premiére nappe, supposée isothermique, de leur enveloppe (n°8); on a, en eftet,
avee les notations du texte, A = Q') p = —QQ".



420 , L. RAFFY.
Nous poserons, en conséquence,
(8) VA, do 4+ B dB = 2 dp, VA, do — /By d3 =2idpy,
de facon que I'élément lindaire
ds*=fo*da dB
prenne la forme H*(dp® + dp}); nous aurons alors

ho?
C NP= -
(o) VAL B,

Les relations (6) deviennent par suite

40T Ay
15 ]

Al

VALB, T VAL B,

(6) Q=
Quant aux expressions mémes des coordonnées &', y', 5/, on trouve

(2)  dr' = <&0 ; do Bu T r/ ) dy' =..., ds' =...;

d’olt Pon conclut

P , A
(3y ds'® = St do dfS.
b

On a de plus, en représentant par ¢ la somme 2’ + iy,

. ) 0
dE = Z'—:,—-l [1 _0((7;—_1:}:) do -+ B, ((I‘_4 Ly) (
d’ou résulte
L 0¢  Ayg ;0 Byp
i rr b A v

de sorte que 'équation d’isothermie (24) du n° 10 peut s’écrire

(10) j.ﬂ—-— ) Bop =4 ’)2?’
Jp o? Jo gt Y 02 0B

Elle exprime simplement la condition d’intégrabilité de «%. La
transformation conforme par normales paralléles COI‘I‘Oprnd done §
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ce fait analytique, qui n’a pas échappé & Ossian Bonnet : si une fonc-
tion g et une fonction o satisfont & la fois & I'équation de déformation

\ LA . . . ’ . A ’ -
et & I'équation d’isothermie, on vérifiera ces mémes équations en vy
remplacant ¢* par A, B, : ¢* et £ par

ona‘/—? do+ B, L .

T

Cherchons ce que devient dans la transformation présente la fone-
tion que nous avons appelée =, savoir s* : 4pg. Nous aurons ici

" s’ 1 dlogp Jdlogq’ ! ( 7 10“l> <_()_ log-ﬁ;)-

T T APy T4 s de 4 _()_[3- Jdu o

° o,

Or I'équation de déformation (12), (rouvée aun® 9, peut s’éerire

1<(,) ]'(rﬁ)(l) logl>——€2— Plogo _— d*logo

- =10 — = —_— e =T
G \de o) \dB T )T hpg  dadp e )3

On a donc

2 logo

(r1) ——T:—W’

L]

4

ce qui montre bien le role réciproque de < et de 7',

16. Les identités (7) donnent lieu & la remarque suivante :

Si une surface tsothermique est telle que des quatre formes Q2 ds*,
2ds?, Q*dy?, IV*ds™, deux différentes atent méme courbure totale, les
quatre formes auront la méme courbure totale.

Désignons, en effet, par K[ | la courbure de la forme quadratique
binaire de différentielles qui sera inscrite entre les crochets [ |. Les
deux identités (7)

Q2 ds? = T"2 ds"?, I'2 ds? = Q72 ds'2,
entrainent visiblement

K[Qdst) =K[['2ds?],  K[Dds] =K [Q"ds?].
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Si donc les premiers membres ou les seconds sont égaux entre eux
K[Qds*] =K[I2ds?], K[[2ds?]=K[Q?ds"],
ou si un premier membre est égal & un second membre,
K[Qds?]=K[Q2ds”], K[Ids?]=K[[=ds?],

les quatre expressions K[ ] seront égales. Nous appliquerons ulté-
ricurement cette conelusion au cas ou les deux courbures considérées
sont égales & 'unité; mais elle est valable lors méme que ces cour-
bures ne sont pas constantes.

V1. — La transformation conforme par normales paralléles
appliquée a deux classes de surfaces isothermiques.

17. Nous allons démontrer ici deux propriétés communes i deux
classes de surfaces isothermiques, savoir les surfaces d’Ossian Bonnet
et les surfaces () de M. Thybaut.

Voici la premiere de ces propriélés :

La transformation (conforme) par normales paralléles, appliquée aux
surfuces de Uune de ces classes, leur [ail correspondre des surfaces
e la méme classe.

Considérons d'abord les surfaces isothermiques d’Ossian Bonnet,
que nous appelons surfuces (B), et que nous pouvons, d’apres ce qui
a ¢té dit i la fin du n® 12, détinie par la propriété d’avoir pour déve-
loppée harmonique un plan isotrope.

Tutorine I. — A toute surfuce (nécessairement tsothermique) dont la
déceloppée harmonique est un plar isotrope, la transformation par nor-
males paralléles fait correspondre une autre surface dont la développée
harmonique est un plan isotrope.

Pour démontrer ce théoreme, rappelons que les surfaces (B) dont
il s’agitici sont définies analytiquement(n®41) par leurs deux formes
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quadratiques fondamentales
ds® = fo*(a, B)dzd3, Ldz* 4+ oM do d3 + N d3?,

olt 9, L, M, N ont pour expressions respectives

0 — A+B L:———[A'f)—i—(z)
i o(a+ ) 9(—1‘—1.) oa—0G
A — B a—(
M — i(A -%—,‘B“)’ N— LB,D Z (‘_
(o4 [3)* a+p pE+0G

En conséquence, leur courbure moyenne Q a pour carré (thid.)

(1) o - JEL M

et ’équation différentielle des lignes de courbure

Lda?—NdE*=o0
n’est autre que
A’ do? B’ d3?

(%) (a—Cp  (B+Cy

.

Si donc on la rapporte au type

Agda? — By d3*=
on pourra prendre

A’ B’

(2)’ Ao’;“m: Bo:m.

Cela étant, convenons d’affecter d’un accent tous les symboles re-
latifs 4 la surface (B’), transformée par normales paralleles d’une
surface (B). D’apresles résultats des n° 14 et 15, nous aurons pour
’élément linéaire de (B”)

(o~ B)?A' B doe dB

(3) B = G CF(ETOr (A~ B

et pour celui de sa développée harmonique (n° 12)

AN

8/2 — /2
ds _( ) Q,z ,
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ce que 'on peut écrire

en vertu des relations

n° 8,

qui, en raison des expressions actuelles de o et de Q, donne

2= —

G(o+PYAD Qo+ L)A'B
(ABy

(A+DB)
On conclut de 14 tout d’abord
{2'—’ Jeir de dp
AR

(a—C)E(p+ C)F

ct, en substituant dans celle des formules (4) qui fournit ',
A
(6) Al

YT i(a—C)(B+0C)’
d’ott, par différentiation,

PRI 1 de. n dp
Q7T ol | (a—C()2

B+CF |

Nous connaissons maintenant les deux termes dont se compose 45"
et il vient finalement

P | de. d3 2
ast= 4[(a——c>'~’ B+Cr)”°

ainsi dS’ est une différentielle exacte et la développée harmonique
de (B") est bien un plan isotrope (n° 12), ce qui prouve notre
¢noncé.
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18. Tugorime II. — A zoute surface (nécessairernent tsothermique)
dont les spheéres harmoniques touchent un plun, la transformation par
normales paralleles fait correspondre une autre surface dont les sphéres
harmoniques touchent un plan.

Les surfaces (@) de M. Thybaut sont définies (Ann. Ecole Norm.,
1900, p. 516) par la propriété d’avoir leurs sphéres harmoniques
tangentes au plan s = o et sont représentées a I'aide de la fonction

1+ A(a)B(B)

(7) =
’ VAT () B (B)

par les formules

, . 03 .
(8) "_':::.Z‘—}-L‘/)’:Q(a— 5‘-): -n.—:x~zy::z(ﬁ—-§>:

ol 'on a posé

1

Wl w

A

y _OF (’)—-QE g OF
oo’ < T 0p’ T 0208

La fonction F est I'intégrale générale de I'équation
(9) SF=PQ ~+1.

Si l'on fait encore

on a, pour les surfaces considérées,

r|

Qi
ds*={ ™ dadf =4 = dadb.

1 . S
(IO) Q= = I <)

P R
Effectuant les calculs, on trouve

2aA'A" — 3A"

R=— e F=—TFF(A),
(r1) I 2
T:_ﬂU%FﬂLF:—FﬂBL
AL
(12) S — LAB2— 2 AAB? — 2 BB"A2 4 (1 + AB)A”B”.

4A'B"ATB'

Ann. Ee. Norm. (3), XXII. — SEPTEMBRE 105. 54



426 L. RAFFY.

L’équation des lignes de courbure cst
(13) F(A)da?—F(B)dB* =o,

ce qui prouve (n° 10) que les surfaces (0©) sont isothermiques. Rap-

portée au type
Ay da® — By dB2= o,

elle donne visiblement
(13) Al':j(A)v Bo:j(n)“

Ceci posé, rappelons la condition (8) obtenue (n° 2) pour exprimer
que la seconde nappe d’une enveloppe de spheres est un plan; nous
avons trouve

ll<7[; “+ A, logl) = consl.

Exprimons que la sphore enveloppée est la sphére harmonique de
la premiere nappe de son enveloppe; nous aurons (n° 8)

! 5 )
(== A== H*I.

Q
[l vient, en conséquence,
[SERN O -
(14) —5— (24 A;logI*T') = const.,

le parametre différenticl A, se rapportant i '¢lément lincaire

ds? = 10 (dp® + dp?) = Go* doc dfs

de la premiere nappe (S) de I'enveloppe.

Appliquons ce résultat i la surface (8), transformée de (S) par
normales parall¢les. Il viendra

~ H=r , .
(15) o (2% + Al logH"*I") = const.

M

Le parametre différentiel A] se rapporte maintenant & 1'élément
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to
1

linéaire de la transformée () :
ds'* = W (dp® -+ dp}) = 220 iy 13
49”

Nous savons de plus (n® 14 et 15) que 'on a

mer=go  o=42L
VAB,

Enfin, on vérifie sans peine l'identité générale

ALY 160

TTTAB,

A,

Par suite, la condition (13) peut étre exprimée uniquement au
moyen de symboles relatifs i la surface (S) et devient

Q

—— ’ 2F’+ 2A, logQ
P\/AOBOLCP 9*AlogQ]

(15)’

- logQ dlﬂ”‘g
= —m 2r2 + ‘_‘b— _“‘b’——> = COHS!.
I'VA,B, (‘P da e

Introduisons maintenant les hypotheses propres au cas ou la sur-
face (S) est une surface (@). Ona vu qu’on avait pour ces surfaces

S

- -1;7 Fr=——> RT -
F FVRT

R=—FF(A), T=—FFB), o'=5;
d’ol résulte
1 dlogQ dlogQ PO

e

T ga i T T

"2 2 —
ol

Par suite, la condition (15)" devient

FVE(A)F(B) PQ+1 _ VF(A)F(B)
SVA. B, ¥ VA.B,
4 cause de I’équation (g). Les relations (13 ) montrent qu’elle est bien

vérifice et il est prouvé par la que, dans la trans formation par normales
paralléles, une surface (®) devient une autre surjface (9).

= consl.,
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19. Voici maintenant la seconde propriété commune aux sur-
faces (B) et aux surfaces (0) :

St Uon muliiplie Uélement linéaire de Uune d’elles par le carré I'* de

la demi-difjérence des courbures principales ou par le carré Q* de la
courbure moyenne, on obtient dans les deux cas I'élement linéaire d’une
sphere de rayon x.

Considérons d’abord les surfaces (B); nous avons vu (n® 11) qu’on
a, pour ces surfaces,

e (AEBYdads AR o 2P
T T (e T 2 (a+B) T AR

d’ot résulte immédiatement

bGdo df

) 02 g2 — .
(16) Q2 ds? = CENAE

(Cest bien Ia I'élément linéaive d’une sphere de rayon 1.
Rappelons maintenant la formule (5) du n° 17

_h(a+BYRAB

[‘2 e
(A +B)*
On en conclut
4hdA dB
2 Qe _.4..._.__.( e &
(17) P st =— i)

(Vest encore Ja I'élément linéaire d’une sphére de rayon 1.
Passons aux surfaces (0). Pour ces surfaces on a (n° 18)

Q2 A'B
P =f e dadp, Q= D
dst=4 g dadd, (1+ AB)*’

d’ou résulte immédiatement
' o ga_ hdNdB
(18) 12ds?= G+ AB)E

Ainsi I ds* est bien I’élément lin¢aire d’une sphére de rayon 1.
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D’autre part, ona aussi (zbid.)

ds* = %—F de df.

En raison des expressions trouvées pour R, S, T, on peut écrire

= r 2 A"B"(r+ A, B))
(19) R=—TF7F(A), I =—FF(B), S==2-1 T2,
) ( ) [{A’B/ \/:\/BI

en posant

o A" 2 B2
(20) A,::A-—q—ﬁ—, B,=B— lB—-
formules d’ott 'on déduit

. GA® B
(21) a =805, B=10T4).

Il vient alors, par élimination de R, S, T, A” et B”,

dA, dB, dA, dB,

A
2 — [ 2 _—4—‘_~—_————-
(22) W= LB T @+ LB

En conséquence, Q° ds* est bien I'élément linéaire d’une sphere de
rayon i.

20. Remarque. — En raison des théorémes des n° 17 et 18, il eat
sufli de démontrer la propriété soit du produit I'* ds*, soit du pro-
duit Q*ds*. En effet, avec les notations du n° 16, on a pour toute sur-
face (B)

K[Q*ds?] =13

comme sa transformée par normales paralleles est aussi une sur-
face (B), on aura pour cclle-ci
K[Q?ds?*] =1.

De la et de I'identité générale Q2 ds'* =TI ds*, démontrée au n° 14,

résulte
K[I:ds*] =1.
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De méme, pour toute surface (), on a

K[T2ds*] =13

comme la transformée par normales paralléles est aussi une sur-
face (), on aura pareillement

K[I"ds?* ] = K[Q*ds* ] =1.

Ces résultats peuvent étre considérés comme des exemples de la
remarque générale faite au n° 16.

VII. — Détermination des surfaces isothermiques dont 1'élément linéaire
devient celui d'une sphére de rayon 1, quand on le multiplie par le carré
de la demi-différence des courbures principales.

20. La propriété énoncée dans le titre ci-dessus est commune &
diverses classes de surfaces isothermiques. En effet, nous avons vu
au paragraphe précédent qu’elle appartient aux surfaces (B) d’Ossian
Bonnet ainsi qu’aux surfaces (0) de M. Thybaut.

En outre, si I'on désigne par R et R, == — R les rayons de courbure
principaux d'une surface minima, par ds* son ¢lément linéaire, par ds*
celui de sa reproduction sphérique, on a larelation bien connue

ds* == R do?.

On a aussi, d’apres la définition des surfaces minima,

de sorte qu’on peut écrire

I ds? = dz2,
ce qui prouve que la propriété en question appartient aux surfaces
minima.

D’autre part, il est ais¢ de voir que, sil'on transforme par inversion
une surface quelconque (S), quels que soient le pole et la puissance
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d’inversion, on aura identiquement
T2 ds? =T2ds?,

ds?, étant I'élément linéaire de la surface (S_,) inverse de (S) et T,
désignant la demi-différence de ses courbures principales.
En conséquence, la propriété qu’exprime (n° 16) la relation

K[T?ds?] =1

sera commune aux surfaces (B) d’Ossian Bonnet ¢t i leurs inverses,
aux surfaces (@) de M. Thybaut ct & leurs inverses, qui sont les sur-
faces (O_,) dont les sphéres harmoniques touchent une sphére, aux
surfaces minima (M) et aux surfaces (M_,), inverses des surfaces
minima.

22. Il nousreste a déterminer la nature des surfaces (B_)), inverses
des surfaces (B).

Rappelons d’abord que I'inversion conserve la propriété des sphéres
harmoniques ct que les spheres harmoniques d’une surface minima,
ayant leur rayon infini, ne sont autres que les plans tangents. Si
donc on soumet une surface minima (M) & une inversion dont le pole
est un point P, les spheres harmoniques de la surface inverse (M_,)
ainsi obtenue passeront toutes en P. Réciproquement, si les spheres
harmoniques d'une surface passent toutes par un méme point P, une
inversion faite avec P pour pole transforme cette surface en une sur-
face dont toutes les spheres harmoniques sont des plans, c’est-a-dire
en une surface minima. Ainsi, les inverses (M_, ) des surfaces minima
sont caracterisées par la propriélé que leurs spheres harmoniques passent
toutes par un méme point.

Cela posé, nous nous contenterons d’énoncer un lemme dont la
démonstration est facile :

Si l'on considére toutes les sphéres qui passent par un point P, et gu'on
prenne leurs tnverses par rapport a un point P, situé a distance nulle
de P, toutes ces sphéres inverses ont leurs centres sur un plan isotrope
qui ne contient pas le pdle P,. Réciproquement, s {’on considere toutes
les sphéres qui ont leurs centres sur un plan isotrope et quon prenne



432 L. RAFFY.

leurs tnverses par rapport a un point P, non situé sur le plan isotrope,
loutes ces spheres tnverses passent par un méme point P, suué a distance
nulle du pile P,.

Deés lors, si 'on soumet une surface minima (M) 4 une inversion
par rapport & un pole P, la transformée (M_,) sera telle que toutes
ses spheres harmoniques passeront au point P,. Si I'on considere I'in-
verse (M_,) de (M_,) par rapport & un point P, situé i distance nulle
de P,, les spheres harmoniques de (M_,) auront toutes leurs centres
sur un plan isotrope, ce qui montre que les surfaces (M_,) sont des
surfaces (B) d’Ossian Bonnet.

Considérons maintenant une surface (B) et soumettons-la & une
inversion par rapport & un pole P. Si ce pole est situé sur le plan iso-
trope lieu des centres des spheres harmoniques, on retrouve une
autre surface (B), dont les spheres harmoniques ont leurs centres sur
le méme plan isotrope. Mais, si le pole P n’appartient pas au plan
isotrope, la surface (B) se transforme en une surface dont toutes les
spheres harmoniques passent par un point fixe, situé i distance nulle
de P, ¢’est-d-dire en une surface (M_,) inverse de surface minima.

Ainsi, les surfaces (B) sont les inverses des inyerses des surfaces mu-
nima, la seconde inversion étant faite (’un péle situé & distance nulle du
point g’ on a pris comme péle pour faire ['inversion des sur fuces minima.

En outre, les inverses des surfaces (B) ¢tant, soit des surfaces (B),
soit des surfaces (M_,), nous n’avons, en rcéalité, trouvé que cing
classes distinctes de surfaces isothermiques jouissant de la propriéte
qu'exprime la relation

K[T?ds?] =13
ce sont 1° et 2° les surfaces (0) de M. Thybaut ¢t leurs inverses; 3°

et 4° les surfaces minima et leurs inverses; 5° les surfaces (B) d’Ossian
Bonnet.

23. Nous allons prouver qu’il n’y a pas d’autres surfaces isother-
miques jouissant de cette propriété.
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ment linéaire
(1) ds?*=* (dp*+ dp?),

étant multiplié par le carré I'* de la demi-différence des courbures
principales, devient I’élément linéaire d’une sphére derayon 1. Or, si
I'on égale & 1 la courbure totale de la forme

2T (dp® + do?),

on trouve, d’aprés une régle bien connue,

I =

T HLE )

I <«)‘-’I0;:H.I‘_* M?logHT
Jp* Jpt )

ce qu’on peut écrire
(2) I+ A JlogHT =T*+ A, logH + A, logl =o,

le second paramétre différentiel A, se rapportant i I'élément linéaire (1)
des surfaces cherchées. On a, d’autre part, en désignant par K la
courbure totale d’'une surface quelconque

(3) K=—A,JogH, I=0—K,
de sorte que I’équation précédente devient
(4) Q:— oK + A, logT =o.

Or, ¢’est la précisément I'équation (7) du n® 8, que véritient les sur-
faces (©) et (@_,) de M. Thybaut. Ici nous I'obtenons d’une maniere
générale, et sans supposer aucunement qu’il s’agisse de surfaces
isothermiques.

Précédemment, nous y avions été conduits en exprimant que les
sphéres harmoniques d’une surface isothermique ont pour seconde nappe
de leur énveloppe une awre surface isothermique, sans que les deux
nappes se correspondent par inversion.

Si donc les sphires harmoniques d’une surface ont pour seconde
nappe de leur enveloppe une veritable surface, la propriété relative au
produit T ds* pour la premiére nappe se traduit ainsi : s¢ la premacre
nappe est isothermique, la seconde Uest ausst, sans lui correspondre par

Ann. Ee. Dorm , (3), XXII. — OcTopRE 1¢03. 55
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inversion, de sorte que cette premitre nappe est nécessairement (n°7)
une surface (@) on une surface (0_,).

Mais les spheres harmoniques d’une surface n’ont pas toujours pour
seconde nappe de leur enveloppe une véritable surface. Voici quels
sont évidemment les trois sculs cas d’exception possibles :

1° Les sphéres harmoniques ne sont point des spheres, mais des plans.
(Vest le cas des surfaces minima, qui sont isothermiques et possedent
la propriété relative au produit I'* ds*.

2° Les sphéres harmoniques sont bien des spheres, mais la seconde
nappe de leur enveloppe se réduit & un point. Nous avons rappelé que
¢’est Id un caractere spécial aux surfaces inverses des surfaces minima,
qui sont aussi des surfaces isothermiques et possedent la propriéteé
relative au produit I'™* ds®.

30 Les sphéres harmoniques sont bien des sphéres, mais la seconde
nappe de leur enveloppe est tout enticre rejetee a infini. Nous allons
prouver que les surfaces correspondantes sont les surfaces isother-
miques (B) d’Ossian Bonnet.

24. TugorkMe. — St une surface isothermique est telle que la seconde
nappe de Uenveloppe de ses sphéres harmoniques soit tout enticre rejetde
alinfini, et si, de plus, son élément linéaire, multiplie par le carré de la
demi-différence des courbures principales, degient Uélement linéaire d’une
sphere de rayon 1, la développée harmonique de cette surface est un plan
sotrope.

Pour que la seconde nappe de 'enveloppe de sphéres tangentes a
une surface soit tout entiére rcjetée a linfini, il faut et il suffit
(n° 13), que le lieu des centres soit une développable isotrope. Si les
spheres enveloppées sont les spheres harmoniques de la premiere
nappe, en désignant par  la courbure moyenne de cette nappe et par
ds* I'élément linéaire de sa développée harmonique, on a (n®12)

"0 /1 d [\ ]
(@) - 55 (a) %

Gette développée sera un plan isotrope, si Q vérifie la condition

. 2
dSr = .
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nécessaire et suffisante (ibid.)
0* ( X
—_— | — ) == 0.
dr 05 \ Q2
Telle est la relation que nous voulons établir. A cet effet, reportons-
nous au n°® 1 et exprimons & l'aide de la formule (3)

2 [
— g =aET A, log?,

que la seconde nappe de enveloppe de sphéres est rejetée a Uintini,
ou que 0 est infini. Nous aurons

. 1

() i -+ A, logh = o,

et, puisque les spheres enveloppées sont les spheres harmoniques de
Ja premiere nappe,

lL = Q, po=— 2.

Les relations (2) du n° 1 deviennent alors

5 dlogh 1 0L dlogh 1 0Q
(6) 0o T T’ s T op

et la condition 0 = oo revient &
(7) Q2+ A, logh =o.

[l suffirait de tenir compte des équations (6), qui donnent visible-
ment

pour ramener cette condition (7) & la forme

A, log@ +TI'*==o,

sous laquelle elle s’est présentée au n® 12. Nous garderons I'équa-
tion (7).
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La premiere nappe de I'enveloppe de spheres étant isothermique,
représentons son élément linéaire par

ds*=H?*(dp*+ dp}).

On peut alors, en vertu d’'une remarque de M. Darboux (n° 8), ob-
tenir les spheres harmoniques ¢n prenant

(8) A= II°T.

Introduisons maintenant les parametres (e, ) des lignes de lon-
gueur nulle par les formules

dp +idp, =\, (a)de,  dp—idp,=VB,(p)dp,
déja employées au n° 15. Les relations (6) prennent la forme suivante

@ dlogh 1 02 @ dlogh 1 0Q

/ e —— o —
(©) A, de Lo ’ 3 Jp L ox?
VA, 0 f

I'équation (7) s’éerit

(7) Q= 500800

gquant i Pexpression (8) de A, d’apres la formule (9) du n° 15, elle
devient

focl
(8 y— Aol
VAL B,

et 'on a aussi
dst= /A, B, dodp = fo* do dp.
Exprimons enfin que cet élément linéaire, multiplié par I'?, devient

I'élément linéaire d’une sphére de rayon 1. Nous poserons, a cet effet,

’ T rQ———'___._.__.I —
(9) o= CEIOE

ce qui transforme I'expression de A en

(I—O) -)‘ = ————*———[,'L(? ety
(a+p) \/AOBO
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Mais, comme on a toujours

1 d*logo
22 K= . o7
H=Q Ix__Q+(?: T 05
Péquation (9) revient &
S R POV
(r) &= o? da()ﬁlobaﬂ—ﬁ'

Rapprochons ce résultat de ’éguation (7); nous aurons
/

dlogh dlogh _ 0? low ¢
Qo G T dadp O‘L’a—h@’

ce qui, en raison de la relation (10), peut s’écrire

dlogh dlogh  d*logh
de. 08 T 0zdB’

ou finalement

<

K

<
w

>

On a donc, en désignant par A et B deux fonctions qui ne dépendent
respectivement que de o et de B, ‘

4

2 g T
(12) A8
En conséquence, les relations (10) et (9) donnent

%+ B)VAB, P e+ BPVAB,

AxB T A+ B

Enfin, 'expression (11) de Q* devient

o AB
ABy(o+B)?

(13) Q2=

Substituons dans les équations (6) les expressions de A et de I' qui
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viennent d’étre obtenues; nous aurons

. =02 BIAL
= i(e+ B)VA,B 35 v

A'YB,

Vi,

ce qu'on peut, en vertu de la relation (13), écrire

By .09 /1 Ay . 0d /1]
B Tlop\&) N T 'z Q)

De 1a résulte évidemment

02 1\
PEXE) (:Q> =

ce qui acheve la démonstration.

En portant les expressions (12) et (13) dans lacondition (7), on dé-
termine les fonctions Ay, By, quisont celles du n® 17, et I'on retrouve
pour Q et ds* les expressions données dans ce passage pour Q' et ds"™.

D

. —)
— =i a -+ 2/A By—>
VB, ( B)2VA, " Ja

25. Remarque. — On peut déterminer par un tout autre procédé
les surfaces isothermiques qui jouissent de la propriété considérée.
Exprimons, en effet, cette propriété par Péquation

K[T2ds®] =1

et appliquons aux surfaces cherchées la transformation par normales
paralleles; I'identité générale (n° 14)

"2 ds" == Q* ds?
montre que leurs transformées jouiront de la propriété
K[Qds?] =1.
Laréciproque étant vraic, on pourra chercher les surfaces isother-
miques dont I'élément linéaire, multiplié par le carré de la courbure
moyenne, devient I'élément linéaire d’une sphere de rayon 1. On

n‘aura plus qu’a effectuer sur elles la transformation par normales
paralleles pour obtenir les surfaces primitivement demandées.
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En raison des relations (18), (19) et (20) du n° 10, qui donnent

9

S
QD ds? =— —dad?,
Py
il faudra trouver les surfaces isothermiques pour lesquelles on a

(|/|) i:_&__l___,
bpg — (a+B)

1

condition équivalente & la condition K[Q*ds*] =1. Cette nouvelle
solution du probleme actuel sera développée dans la seconde partie
de ces recherches.

(A suiore.)



