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SUR LES

FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE ENTIER,
Par M. Ersst LINDELOF.

et G et

Dans un Mémoire récent : Sur le cas d’exception dans la théorie des
Jonctions entzéres ('), M. Wiman a fait un pas décisif vers la solution
des difficultés inhérentes & la théorie des fonctions entiéres d’ordre
entier. Nous allons reprendre ici cette théorie par des méthodes nou-
velles, qui nous permettront de la présenter sous une forme plus
simple, et en méme temps de préciser et de généraliser beaucoup
les résultats obtenus antéricurement.

I. — Remarques sur le théoréme de M. Jensen.

1. Nous indiquerons d’abord rapidement la démonstration de ce
théoreme important, en le rattachant & des propositions bien connues
de la théorie du potentiel logarithmique.

Soient

/() une fonction entiere; a,, a,, ..., @, ... ses zéros distincts de
Iorigine, rangés par ordre de modules croissants ;

rune quantité positive comprise entre | @, | et | @,., |5

Cle cercle de rayon r ayant I'origine pour centre.

(1) drkip for Matematik, dstronomi och Fysik, t. I, p. 327-345 (Stockholm, rgoj ).
Ann. Fe. Norm., (3), XXII. — Aour 1905. 47
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Admettons, d’ailleurs, pour plus de généralité, que I'origine soit
pour f(x) un zéro d’ordre m, ct soit cz™ le premier terme dans le
développement de cette fonction suivant les puissances ascendantes
de . Dans ces conditions, on aura

(1) S(z)=a"(x—a))(x—a)...(x—a,) 9(x),

o (2) étant une fonction entiére ne s’annulant pas dans C et dont
la valeur & l'origine est ¢gale &
c
o(0) =(— 1) ———————-
‘( ) ( ) Ay, ..Uy
Cherchons la valeur moyenne de log | /()| sur la circonférence C,
c¢’est-a-dire la valeur de I'expression

W2 TC
1

(2) — log |/ (ref®) | dey.

2T
0

L’égalité (1) nous donne
n
log|/f(z)]|==mlog]| x| +2 loglax — ay |+ log|o(x)|.
1

La valeur moyenne du premier terme de cette somme est évidem-
ment égale 4 mlogr.

D’autre part, 'expression log|e(a)| représentant une fonction
harmonique réguliere dans le cercle C, sa valeur moyenne sur la cir-
conférence de ce cercle, d’apres le théoreme connu de Gauss, est égale
4 la valeur qu’elle prend au centre, c’est-d-dire a

c
Uy ty. .. .ay

log|¢ (o) =log

Enfin, la valeur moyenne du terme log|x — a, | peut s’éerire

I

Py ) log |z —a,|ds,

s étant I'arc de la circonférence G compté a partir d’un point fixe. L’in-
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tégrale qui figure dans cette expression représente la valeur que prend
au point a, le potentiel logarithmique d’une couche de densité ur
répandue sur C. Or on sait que ce potentiel ne varie pas a Uintérieur
de C; sa valeur au point @, est donc la méme qu’a l'origine, c’est-
a-dire égale & 2wrlogr, et expression précédente se réduit ainsi
alogr.

En réunissant tous ces résultats, on trouve

c,.ﬂl—i—ll

27
. 1 .
(3) L f log | /(rei?) |do = log

A —— ]
Ay, ..ay

¢galité qui constitue précisément le théoreme de M. Jensen (*).

2. Rappelons l'inégalité qui se déduit de ce théoréme et qui joue
un role fondamental dans la théorie des fonctions enticres.

En désignant par M(r) le module maximum de la fonction f(x) sur
la circonférence |z | = r, admettons que I'on ait, i partir d’'une cer-
taine valeur de r,

(4) M(r)<e¥e,

V(r) ¢tant une fonction croissante; I'égalité (3) nous donnera

i cprmtn

V(r)>log|

| ~

r r
crm —_

= log

ydy. ..y )y an

]

Lorsque, 7 restant fixe, on fait varier I'entier », de maniere que le

nombre des facteurs

r . .

— I ausecond membre augmente ou diminue, on
5

apercoit immédiatement que la valeur de ce membre décroit dans les
deux cas. Il en résulte que I'inégalité précédente subsiste pour toutes
les valeurs de n et de r, en supposant toutefois » supérieur a la limite
a partir de laquelle est vérifiée 'hypothese (4). On en déduit

lay|"Z)a1as. . .a,|>]c|rmne-Vin,

(V) decta mathematica, t. XXII, 1899.
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1

ou encore, si I’on établit entre r et 7 une relation telle que lim r" =1,

PE
Vir

(3) [an|>[14+¢e(n)]re =,

ce qui constitue I'inégalité cherchée (*).
Afin d’obtenir une limite inférieure de |a@,| aussi précise que pos-

sible, on déterminera dans cette inégalité le nombre r de manicre &
Yir
rendre maximum le produit re ” .
Soit, par exemple,

V(" — A]-VA’

A étant une constante positive; U'inégalite (5) devient
1

(6) | n > Do) (15 )

Ae .

De méme, si I'on suppose (*)
V(r)=Art(logr)* (logyr)ta...(logr)w,

un caleul lacile donne
1
[Pl 1
— n(logn)=t(logyny=t:.. . (log;n) ¥

(7) ]a,,,l>[x+a(n‘)][ Z(

3. Voici maintenant une nouvelle cons¢quence du théoreme de
M. Jensen qui apporte une grande simplification & cetle théorie :

JS(x) étant une fonction enticre, l'inégalité
2

™
log | f(re®)|do>o

2T,

est verifice des que r depasse une cerlaine valeur finie, r,, et si l'on pose

(1) Pour abréger le langage, nous conviendrons de désigner indifféremment pare (s ),
z(r), ... toute fonction de », », ... qui tend vers zéro lorsque la variable augmente
indéfiniment.

() Pour abréger, nous éerirons log(logrn) = logan, ..., log(logyn)=logy4yin, ....
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N — LGl ,_ ;. . .y )
F(x)=¢e" [ (a:), G(.L) designant une fonction entiére quelconque
s’annulant a Uorigine, on aura, a partir de la méme valeur r,

27T
{ 0 log |F(re®)|ids > o.

L’exactitude de cette proposition résulte immédiatement de ce que
le second membre de Iégalité (3) croit indéfiniment avee r, et qu'il
ne subit aucune modification lorsqu’on remplace () par F(z).

Ecrivons le module maximum de la fonction donnée /() sous la
forme M(r) =e™", et désignons par [(o, r)2=r la longueur totale
des arcs de la circonférence |z] = r sur lesquels est vérifiée U'iné-
galité

]f(rei:p) [ < e—-ﬂm(l'),

o ¢tant une constante positive.

Les parties de l'intégrale (2) relatives 2 ces arcs donnent une
somme inféricure & — om(r)i(qs,r). Sur le reste de la circonférence
|xz|=r on a|/(re®)|<e™), de sorte que la somme des parties res-
tantes de Iintégrale (2) est inférieure & [1 — (o, r)]m(r). D’aprés
la remarque précédente on aura done

[r — (7, r)]m(r)y—cl(g, rym(r)>o
ou bien

I
(8) {(o, I)<T—__l-_“;_ pour r>ry.

Ce résultat nous sera tres utile dans la suite.

II. — Théoréme sur les fonctions d’ordre entier.

4. Soit une fonction entiere, f/(«), dont Vordre apparent est égal &
un entier positif w; on aura, par définition,

(1) M(7r) = e,
=(r) étant une fonction continue et positive, telle que I'inégalité

T(r)<<re ,
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w
~31
s

soit vérifiée & partir d'une valeur finie de r, ct 'inégalité
T(r)y>nr-s

pour une infinité de valeurs r dépassant toute limite donnée, ct cela
quelque petit qu’on prenne Ie nombre positif c. Mais on peut préciser
davantage, en distinguant les trois cas suivants :

Il peut arriver d’abord que = (7) tende vers zéro lorsque r augmente
indéfiniment; nous dirons alors que la fonction f(x) appartient au
type minimum ’ordre .

Si, au contraire, T(r) peut dépasser toute limite fixée d’avance,
nous conviendrons de dire que /() est de type maximum.

Enfin, si aucun de ces cas ne se présente, T(r) restera au-dessous
d’une limite finie, quel que soit r, sans tendre vers zéro lorsque r
croit indéfiniment; nous dirons, dans ce cas, que f(x) est de type
moyen ().

On sait que le genre de la fonction f(x) est égal & poud p — 1. En
désignant par a,, @, . .., a,, ... ses zéros distincts de origine, on
pourra donc toujours ¢éerire cette fonction sous la forme

4 1 N a
(5,‘ y %o a o e Oy it Il D) My = |
o (7%

ol m désigne un entier positif ou nul, et ot on s’est servi de la nota-
tion de Weicrstrass :

el +£1~L
E(p, &)=(1—u)e 2 L

Dans le cas ow f(x) est de genre p. — 1, on aura identiquement

oy + ! S ! o
20 -_ -7 ==
2 all

Cela posé, nous allons démontrer le théoréme suivant :

(1) Nous avons adopté la terminologie de M. Pringsheim ( Mathematische dnnalen,
. LVIL, 1904, p. 264), avec cette différence que nous appelons ¢ype moyen ce quo
M. Pringsheim appelle Normaltypus.
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St la fonction donnée f(x) appartient au type minimum d’ordre ., les
expressions (')

n

3 .
() EAC

et

’ I 5y I
&) 7-0"‘;2‘1—;,;

tendent simultanement vers zéro lorsque n augmente indefiniment (*).
Réciproquement, st cette condition est verifiée, et si, d’ailleurs, I’expo-
sant de convergence des zeros a,, a,, ... est égala p. (*), la jfonction
enticre (2) appartient au type minimum d ordre ..

Si [(x) est de type moyen, les expressions (3) et (4) restent au-dessous
d'une limite finie quel que soit n, mais ne s’annulent pas simultanément
pour n=; réciproquement, s'tl en est ainst, la_fonction (2) est d’ordre .
et de type moyen.

Enfin, st f(x) est de type maximum, ’une au moins des expressions (3)
et (4) peut dépasser toute quantité fixée d’avance, et, réciproquement, st
cect a licu, et si " caxposant de convergence des =éros est ¢gal a p., la fonc-
won (2) appartient au type maximum d ordre p. (*).

(1) Sile genre de f(x) est égal & u— 1, I'expression (4) peut se mettre sous la forme

@
| 2 [
J. au'
{ n+1
w0
- 1 , \
(%) La série E v est donc convergenle et sa somme égale & — 2.
a’
n .
, V. . , . 1 |ptE R .
(%) Cesl-a-dire, sila série Z ! . est convergente ou divergente suivant que e
n
est positif ou négatif.

(*) Dans le cas ol 'ordre (» n’est pas entier, on pourra encore distinguer trois types,
comme ci-dessus, et 'on aura alors le théoréme suivant, que nous donnons ici a titre de
comparaison : '

Une fonction entiére d’'ordre p. NON ENTIER est de lype minimum, moyen ou maximum

suivant que Uexpression (3) tend wers zéro avec 52 oureste au-dessous d’une limite

Jinie sans tendre wers zéro, ou prend des valeurs supéricures & toute quantité donnde
d’avance.
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5. Démontrons d’abord la premieére partie du théoréme que nous
venons d’énoncer. Dans le cas ou f(«) est de type minimum, I'inéga-
lité (6) du n° 2 reste valable quelque petit qu’on prenne le nombre A.
[l s’ensuit que 'on a

- . n
(5) hmj:o,

n=w ¢
et I'on est ainsi ramené 4 démontrer la proposition suivante :

La condition (5) supposée remplie, le module maximum M (r) de la
. > ()b . ’
Jonction (2) est ou n’est pas de la forme ¢, suivant que I'expres-
ston (4 ) tend ou ne tend pas vers zéro lorsque n croit indéfiniment.

Ayant fix¢é un nombre positif = aussi petit qu’on le voudra, on
pourra, en vertu de la condition (5), trouver un enticr n, tel que

, .
(6) —_— —53 pour n>>ng.
| et | :
,L[J.
Soit alors 2, un entier supéricur i »,, et éerivons la fonction (2)
sous la forme

ny .
TR
’ <°‘n FE d“)
t «
(2) e ! DO(z,n,),

en posant

O(x, ny) = o () 91 (2) 0y (),
avee

7y

ny 1 g x
o (z) = et ey m I [E ([J‘_ 1, — )»
/ \ an

(pl(.’/li)::[:IE([J.——l, (zl>7

ny-1

o,(z) _—..It[E <[J., g-;) .

ny 41

Ceci posé, en désignant par =, et 7, des nombres réels compris
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respectivement dans les intervalles
per<ln <<y, p<ta<lp+r,

on pourra trouver (') une constante positive K telle que I'on ait, sur
la circonférence |z | =r,

ny
T\ ‘ 1
Krto ) —

@l
[9!(‘1‘)1<e ny+1 ,
Kr'a E ;%;IIT“
|{?2(l7) ’ < e ny+l
D’autre part, I'inégalité (6) nous donne

"t L4 7 if Ry o1 -7
Y | 1| 1 —= L J s
‘} — < &% S‘ — < &% n %dn—= ; i, b,

e | (2, ) and \ 12 — 7
no-+1 1 0
P . Ta
T w @ T =z
o1 /T \" - T
2 —| <¢€% 2 — ] <eB n bt dn = ghan ¥,
@, n . Ty—
ng-1 ny+1 1

En supposant 7 compris dans 'intervalle
1 1
(7) nhZr (40

d’olt .
ny=rt{1+¢(r)],
on en déduit
o, (2) 0y (2) | < everivrem,

avece

. =K B el = e".«>.
by =K (e o

Quelque petit que soit le nombre positif 1, on pourra donc choisir
Pentier n, assez grand pour que I'on ait, par exemple,

K"
[oy(x) ga(z) | < e?

(1) Poir le n® 2 de notre Mémoire sur la théorie des fonctions entiéres de genre fini
(Acta Societatis Scientiarum Fennicee, t. XXXI, n° 1, 19o2).
Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — Aotr 1905. 48
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pour les valeurs 7 comprises dans Uintervalle (7), 2, ayant une valeur
quelconque supérieure a n,. L’entier », étant ainsi fixé, il est évi-
demment possible de prendre n, assez grand pour que l'inégalité

Z)ri"
lou(2) | < €

soit vérifiée dans I'intervalle (7), et Pon arrive ainsi a la conclusion
sulvante :

Quelgue petit gu'on se donne le nombre positif v, U'inégalité
[ (x, n,) | <ev”

sera verifice dans Utntervalle (7) dés que n, dépassera une certaine limite
finie.

En remontant & Uexpression (27), on en conclut que, la condi-
tion {5) supposée vérifiée, le module maximum de la fonction (2) est
de la forme ¢ toutes les fois que I'expression (4) s’annule pour
n=w%(").

Admettons maintenant que cette expression (4) n’ait pas zéro pour
limite, ce qui revient & supposer Pexistence d’un nombre positif s (el
que I'on ait

n

I N ! -~ -~
Gy ¥ = | > T
- (tll’
1

pour une infinité de valeurs n, soit

Ry My wwwy Myy e

1
Désignons par G, le cercle de rayon r,==nf ayant I'originc pour
centres en posant x = r, e® et
Tty

(8) Bt = P =gt (> ),
1

- a
n

(1) Cette partic du théoréme avait déja éLé démontrée par M. Boutroux (Comptes ren-
dus, 1. CXXXIV, 1902, p. 83, el dcta mathematica, t. XXVII, p. 38). Foir aussi
pages 3o1-312 du Mémoire de M. Pringsheim cité plus haut.
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on aura sur ce cercle

\ 7 u> 2 eus -
\ — e(,_'l L cos(y ’{z+‘_av),

et 'on en conclut que I'inégalité

est vérifiée sur les ares de G, ol cos(uy + 2,) > é et qui occupent
la troisicme partie de la circonférence totale.
D’autre part, d’apres la proposition démontrée tout & 'heure, on a
sur G,
[ R (z, n,) | < ey

et, comme ®(xz, n,) s'obtient en multipliant la fonction (2) par un
facteur exponentiel qui se réduit & 'unité pour & = o, on peut en
conclure, d’aprés le n® 3, que les parties de G, sur lesquelles est véri-
fice, par exemple, I'inégalité

~
S ow

|®(z,n,) | <e *7,
deviennent négligeables par rapporta la circonférence totale lorsque v
~croit indéfiniment.

1l en résulte que le module du produit (27) est supéricur a e*  sur
certaines parties de chacune des circonférences C,, & partir d’une
certaine de ces circonférences. Donc le module maximum de la fonc-
tion (2) ne saurait étre de la forme ¢, et la premiére partie de notre
théoréme se trouve ainsi démontrée.

La démonstration de la seconde partie étant tout a fait analogue, il
suffit de I'indiquer en quelques mots.

Il résulte d’abord de Uinégalité (6) du n° 2 que P'expression (3)
reste finie toutes les fois que la fonction donnée est de type moyen.
En supposant que expression (4) reste également finie, on démontre,
par un raisonnement analogue a celui des pages 376-377, mais plus
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simple ('), que le module maximum de la fonction (2) est de la
forme (1), ou =(r) est limité supéricurement. Si, d'ailleurs, les
expressions en question ne s’annulent pas toutes les deux pourrn ===,
=(r) ne saurait tendre vers zéro, en vertu de la premiere partie du
théoreme, de sorte que la fonction (2) est effectivement de type
moyen. Dans le cas olt 'expression (4) ne reste pas finie, on pourra
choisir les entiers n, de telle sorte que I'on ait lim g, = ==, en se ser-

vy =@

vant toujours de la notation (8). On aura alors, sur les arcs de la cir-

0. ~ \ 1
conférence C, ol cos (pg + ¢v) > o

11|
ab | g~ Y
' **%‘a‘,t

cC

.
> e”! Lo ,

avee limw(v) = =, et, d’autre part, sur toute la circonférence G,,

W=

|0z, n,)| < e,

K ¢tant une quantité finie indépendante de v. D’apres le n° 3, on en
conclut que la fonction (2), sous les conditions énoncées, ne saurait
appartenir au type moyen.

La scconde partie du théoréme étant ainsi prouvée, la dernicre se
démontre parle principe d’exclusion.

6. Démontrons encore la proposition suivante dont nous aurons
plus tard & faire usage :

Ftant donnée une fonction entiére [(x) d’ordre entier p., st on la
multiplie par une fonction quelconque o (x) de type ouw d’ordre infeérieur,
le produit sera de méme ordre et de méme type que f(x).

Supposons, par exemple, que f(x) soit de type moyen; on pourra
prendre pour o () une fonction quelconque dont le module maximum

Elml':"
B

soit de la forme ¢

(1) On pourra, en effet, réunir les produits 94(x) et 2, () en un seul.
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En écrivant ces fonctions sous la forme

_/'(x) — el...r}"-}—...-f-li* xam HE <[_L, ;_) ,

[T ’ . Z
wx)zew“h*%xm||E<sz»
n

nous pouvons affirmer, d’aprés le théoreme de la page 373, que les
expressions

n
n I I
() NN L
I”:z | 0 P N a}:
s'annulent toutes les deux pour » = o, tandis que les expressions
n
(IO) n oty = I Z 1
TRl 0 - ——"‘ ’
| @ |* 23 - al
tout en restant finies, ne tendent pas simultanément vers zéro.
Le produit des deux fonctions s’écrit
r o ’ ] ~ x
f(J;) O(J,) e e(lu'f'(luhx,""-f—...—1—(41“-4-0‘[,) m-m l]E <[_," _b_> ,
n

en désignant par b,, b,, ..., b,, ... I'ensemble des zéros a ct a’
angés par ordre de modules croissants. Ce produit étant aw plus de
type moyen d’ordre 1, les expressions

n

(Il) mv 2

<l

=

n
T v I
(o+ ) + = D
| Pl;

d’aprésle théoréme de la page 373, resteront certainement au-dessous
d’'une limite finie, quel que soit r. II nous suffit donc de démontrer
que lune auw moins de ces expressions ne lend pas vers séro lorsque n
augmente indéfiniment.

Il est d’abord évident que, si la derniere des expressions (10) ne
tend pas vers zéro, il en est de méme de la derniere des expres-
sions (11).

Admettons maintenant que la premiére des expressions (10), tout
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en restant finie, ne s’annule pas pour n = . Elle sera donc supé-
ricure & un certain nombre positif & pour une infinité de valeurs, »,,
Ty euvy yy « ..y de Pindice n. Soit n, 'ordre qu’occupe a,, dans la
suite des points b, de sorte que a,,= b,,. On aura évidemment 7, Z n,,
et 'on en conclut

n,

[ On

s Ny

— o3 our V=1, 2, ...
ks la,..,li">“ : T

;
ce qui montre que, dans ’hypothese actuelle, la premicre des expres-
sions (11) ne saurait tendre vers zéro.

Notre assertion relative aux expressions (11) est donc exacte, et il
en résulte, d’apres le n° 4, que le produit f(x)o(2), dans I'hypo-
thése admise ci-dessus, est effectivement de type moyen, comme
I'exige notre théoreme.

La démonstration est analogue dans le cas ott /(x) est de type ma-
ximum ct, dans le cas o cette fonction est de type minimum, I’exac-
titude du théoréme résulte de propositions bien connues que nous
n‘avons pas a rappeler ici.

ITII. — Généralisation des résultats précédents.

7. Lorsqu'une fonction entiére appartient au type minimum ou au
type maximum de son ordre, il est en général possible de préciser
davantage I'ordre de grandeur de son module maximum M(r) en le
comparant & une exponentielle de la forme

er” (tog ri™ ogg r®s .. Qog; i

Pour abréger le langage, nous conviendrons de dire que la fonction
donnée est d’ordre (., {1y, {hy, ..., i), 81100 a

(l) I‘I(,): et ™ (log s (logg mPs .. (Ing;/-y{‘i’
la fonction = (r) vérifiant I'inégalité

z(r)y<<(log;r):
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a partir d'une valeur finie de r, et I'inégalité
©(r) > (logr)—s

pour des valeurs r indéfiniment croissantes, et cela quelque petit
qu'on se donne le nombre positif e.

Il yalieu de faire ici la méme distinction qu’au n°4 : nous dirons
que la fonction f(x) fait partie du type minimum, moyen ou maximum
de I'ordre indiqué suivant que <(7) s’annule pour r =, ou reste
au-dessous d’une limite finie sans tendre vers zéro, ou prend des
valeurs supérieures & toute quantité donnée.

Ceci posé, étant donnée une fonction entiére f(z) dordre
(Per is Peay ++ =5 [R), OU (L est un entier positif, on pourra toujours
(voirle n° 4) la mettre sous la forme

(2) g0+ o 2t ety I I E <H, ﬁ):
ap

’

et I'on aura alors le théoréme suivant qui généralise celui dun®4 (*):

S f(x) est de type minimum, les expressions

(3) n(logn)=t ... (log, n)=
| e, |
el
n
I 1
(’I) (logn) Il,...(log[n)"k’-i 10+_.2__
I al
1

tendent loutes les dewx vers zéro lorsque n augmente indefiniment. Rece-
proquement, s cette condition est verifice, la forction (2) fait partie du
type minimum d’ordre (P, g, oy -+ i), pourcu que les expressions
preécédentes, apres qu’on les aura mulliplices par une puissance positive
arbitrairement petite de log;n, ne lendent pas simullancment vers zéro.

Sc f(x) est de type moyen, les expressions (3) et (4), tqut en restant

(1) Une fonction entiére d’ordre (2, 2y, 2, ---, i), OU [ r’est pas enticr, est de
type wminimum, moyen ou maximum suivant que I'expression (3), lorsque » augmente
indéfiniment, tend vers la limite zéro, ou reste finie sans tendre vers zero, ou prend
des valeurs supéricures & tout nombre donné d’avance.
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Jinies, ne s’annulent pas simultancment pour n = w%; et réciproquement.

Enfin, si f(x) est de type maximum, ['une au moins des expressions
ci-dessus peut prendre des valeurs supérieures a toute quantilé donnde;
et réciprogquement, st celte condition est vérifice, le produit (2) definit
une fonction d’ordre (p., p,, thas « .., ;) €t de type maximum, pourvu
que les expressions dont il s’agit, divisées par une puissance positive de
log;n, s'annulent toutes les deux pour n = =, quelque petite que soil
celle puissance.

La démonstration de ce théoreme est, au [ond, identique a celle
dun® 5, et, quant aux calculs, on les trouve développés pages 20-24 de
notre Mémoire cité page 377. Nous ne croyons donc pas nécessaire
d’y insister ().

8. De méme, on peut généraliser comme il suit la proposition
é¢tablicaun® 6 :

Le produit d’une fonction f(x) d’ordre (., h,, P, .., ;) par une
Jonction quelconque o (x) de type owd’ordre inférieur, est de méme ordre
et de méme type que f(x).

Indiquons rapidement la démonstration de cette proposition, e¢n
nous bornant au cas olt /() est de type moyen. '

D’abord, si I'expression (3) ne tend pas vers zéro pour la fonc-
tion f(a), elle ne tendra pas non plus vers zéro pour le produit
J(x)o(x), ce qu'on démontre en raisonnant comme au n° 6 et en
observant que le numérateur de (3) est fonction croissante a partir
d'une certaine valeur de 2. Dans ce cas, le produit considéré est donc
bien de type moyen.

Dans le cas ol I'expression (3) tend et ol, par suite, Iexpres-

(1) Remarquons toutefois que les indgalités (7) seront maintenant remplacées par les
suivantes :

1 . .
[ni(lognry)=ta. .. (logeng )~ [FZr S i (ny+1) [log(ry = 1)]~t ... [log(ny = 1) gu.’

d’olt 'on Lire '
ny=[14¢e(r)]pari (logrps ... (log,r ).
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sion (4) ne tend pas vers zéro pour la fonction f(2), on arrive au
méme résultat en mettant cette fonction sous la forme (27) (p. 376).
En effet, si I'on pose

4 1

ry= l 7, ( log‘/)l‘)""p'n - .(lOgi’ll)HPi}p"

on montre facilement, en raisonnant comme au n® 5, qu’il existe une
infinité de valeurs de I'entier n, telles que 'on ait, sur les cercles
[T, =Ty,

|
I QR
x| oy + - 2 — Y I>grfdogr ). .. (logr )%,
1 “yl. 1 :
1

|

o ¢tant une constante positive, tandis que, sur les mémes cercles, le
module de ®(z, n,), et parsuite aussi celui de @ (@, n,)o(x), sera
inféricur & une expression de la forme efvnritos ™o Dappby e
n® 3, il en résulte bien que le produit /(a) o(x) est de type moyen.

IV. — Le théoréme de MM. Picard et Borel.

9. Etant donnée une fonction enticre /() d'ordre entier ., propo-
sons-nous d’¢tudier les racines des équations de la forme

o(x
(1) /('ﬂ):i’:iwi’

ol () et Y(x) sont des fonctions enticres quelconques d ordre infé-
rieur a p., ou bien d’ordre p. mais d’un type inféricur @ celut de [(x).
Nous désignerons par a,, @y, ..., @y, ... CCs racines, rangées par
ordre de modules croissants (les racines sero ¢tant exclues).

Dans le cas ot f(a) est de type minimum, des (héorémes bien
connus, sur lesquels nous n’avons pas i revenir ici, nous apprennent
que loute ¢quation (1) admet une infinité de racines, telles que 'ex-
pression

n
('),) @, {(*,‘,57

dnn. Ee. Norm. (3), XXIl. — SgpTEMBRE 1g05. 49



336 ERNST LINDELOF.

lorsque n augmente indéfiniment, tend vers zéro ou non suivant
que cest positif ou négatif. C'est d’ailleurs tout ce qu’on peut dire au
sujet des racines de ces équations, tant qu’on ne précise pas davan-
tage ordre de la fonction f(x). Done, dans 'hypothese admise, au-
cun cas d'exception ne saurait se présenter.

Si'on suppose lafonction /() de type moyen ou de type maximum,
on peut déduire des considérations développées plus haut les résul-
tats suivants, qui servent & préciser beaucoup le eélebre théoreme de
MM. Picard et Borel (¢/. le théoreme de la page 375) :

Lorsque [(x) est de type moyen, U'expression

3 Mt
(5) | ay|*

reste au-dessous d’une limite finie pour loule équation de la forme (1),
mais ne tend pas vers zéro lorsque n croit indéfiniment, excepte peut-étre
pour une seule de ces équations.

St j(z) est de type maximum, il y a aw plus une équation (1), telle que
Uexpression (3) reste au-dessous d’une limite finie quel que seit n; d’ ail-
leurs Uexpression (2) tend vers z¢ro pour loule équation (1), quelgue
pelit que soit le nombre positif e.

Ajoutons que, lorsque f(x) est de type maximum, expression
1z
Ta,
soit le nombre positif €, ou, en d’autres termes, que Uexposant de
convergence des racines est ¢gal & g pour toute équation (1). Done,
pour qu’un cas d’exception puisse se présenter, il faut imposer aux
racines de ces ¢quations une condition plus précise, comme dans la

ne tend vers zéro pour aucune ¢quation (1), quelque petit que

proposition ci-dessus.

En adoptant les définitions données au n®7, supposons maintenant
la fonction f(z) d'ordre (@, w,, tu, ... ve), €L considérons encore
les ¢équations (1) ot z(x) et Y(@) sont des fonctions entiéres quel-
conques de types ou d’ordres inféricurs. En se servant des résul-
tats des n 7 et 8, on pourra dans ce cas présenter le théoreme de
MM. Picard et Borel sous la forme suivante (¢/. le théoreme p. 383) :
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St la fonction f(x) d’ordre (., v,
[’expression

Ugy «ovy W) €S detype minimum,

' p n(logn)y=*. .. (log:;n) ¥
(4) CAC

tend vers zéro pour toute équation (1), mais le produit de ceite expression
par une puissance positive de log;n, quelque petite qu’elle soit, peut
dépasser toute limite donnée, excepté peut-étre pour unc seule de ces
équations.

Lorsque f(x) est de type moyen, il y a au plus une équation (1) telle
que ' expression (4) tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment ;
cetle expression reste d atlleurs au-dessous d’une limite finie pour cha-
cune des équations considerdes.

Enfin, si [(x) est de type maximum, il y a au plus une équation (1)
telle que ' expression (4) reste au-dessous d’une limite finie quel que soit n;
le quotient de cetle expression par une puissance positive arbitrairement
petite de log;n tend d’aillewrs vers zéro pour toute équation (1).

10. Les démonstrations des divers théorémes énoncés au numéro
précédent étant tout a fait analogues, nous nous contenterons de
démontrer ict le premier de ces théoremes (*).

Soit done f(x) une fonction entiére d’ordre entier p. et de type
moyen, ¢t supposons qu'il existe deux équations distinctes de la
forme (1),

21(x)

by ()

() S(x) ==

telles que expression (3) tende vers zéro lorsque » augmente indéti-
niment. Nous allons nous heurter & une contradiction.
Considérons, en effet, les fonctions entiéres

{ Filz)=d(2)/(z)— (),

)
(6) | Falz) = by (2) f(2) — 0y(2).

(1) Nous nous 6tions servi d'un mode de démonstration analogue dans une Nole Sur
un cas particelier du théoréme de M. Picard relatif aux fonctions enticres, insérée dans
Udrkiv fo6r Matematik, Astronomi och Fysik, t. 1, p. 1ot-104 (Stockholm, 1903 ).
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Le module maximum de chacune des fonctions ¢, 4, 9., ¥, étant,
par hypothése, de la forme ¢, les résultats du n° 6 nous apprennent
que les produits 4, () f(x) et b, (x) /' (x), et par suite aussi les fone-
tions F,(z) et F,(x), sontde méme type que la fonction donnée /().
Comme nous avons supposé que, pour ces derniéres fonctions, 'ex-
pression (3) s’annule pour n =, il en résulte, d’aprés le théoréme
de la page 375, que le module de expression '

n
I I

(7) Gy -+ — » Tl
. =l
hour chacune des fonctions F,(2) et ¥, (2), reste au-dessous d'une
1 2

limite finic quel que soit n, sans tendre vers zéro lorsque n augmente
imdéfiniment.

y ot X . . 4)’_' »

Ecrivons (voir p. 376)

F ()= MR e, n),

( 8 ) (g) x""

| By () == M By, ),

A et Al désignant respectivement les valeurs que prend Pexpres-
sion (7) pour les fonctions F (x) et F,(x); puis éliminons f(x)
entre les ¢quations (6), ce qui nous donne

‘ Al ot AL it
(9) e (e, n)—e T Dy (e, n) =y (x),

en posant pour abréger

Dy (2, n)=1Uy(z)F(x,n), Oy (z, n)=1d,(x)Fy(2, n),
() =y () 95 (2) — ba(2) 91 ().

Remarquons de suite que la fonction 7 () ne s’annule pas identique-
ment, puisquon a supposé les équations (5) distinctes, et que son
module maximum est de la forme ¢,

Geei pose, la valeur de r=:|2| ¢tant donnée, déterminons dans les

égalités (8) entier n par la condition

I (1)
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D’apres le n° 5, le module maximum de chacune des fonctions
F,(z, n), ¥F,(x, n) sera de la forme ¢, et il en sera évidemment de
méme des fonctions @, (x, n) et ®,(x, n).

D’autre part, il existe une quantité positive <, telle que I'on ait
[A'| > & pour une infinité de valeurs de r, soit n,, 7., ..., 7y, .. ..
Désignons par C, lfl circonférence décrite de I'origine comme centre
et du rayon r.=n?, et par C, 'ensemble des arcs de cette circonfé-
rence sur lesquels cos(wo + 2,) >3 (? (lésiO'nant I'argument de
et o, celui de A}'’). On aura sur les ares C), pour Lh'aque indice v,

(4, i

| M

et Uon en conclut, en raisonnant comme au n° 5, que U'inégalité

, A, 'ld)i(l nv)|>c E)I‘L

quelque petit gu’on se donne le nombre positif e, est vérifiée sur cer-
taines parties des arcs C, dont la longueur totale, divisée par celle
des arcs C,, tend vers 'unité lorsque v augmente indéfiniment. La
relation () nous montre, ensuile, qu’on a sur les mémes parties des
arcs C,, pour v suffisamment grand,

o
v

“z‘ I ':—E’)/
et Dy (z, ny) |l >e ,

et par suite aussi

[+ 1~
} {‘Aifv) xt ( I 3") ”,

>e'? ,

™

oue" >¢e >z«

Les propriétés de la fonction exponentielle assurent, d’ailleurs, la
validité de cette dernicére inégalité pour tout point des ares C,, dés que
v dépasse une certaine limite.

Soit maintenant C, I'ensemble des arcs de la circonférence C, pour
Jesquels on acos(py + 9,) < — 33 les propnct(,s de lafonction expo-
nenticlle nous pmmclton[ de conclure des inégalités ci-dessus que

on a, pour tout point des arcs CJ,

t»)
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et, d’autre part, & partir d’une valeur finie de v,

(F-=)

<e N

Pk

Il en résulte que U'inégalité
Al g 5

(1) i+
A . —_
[ e D (z, ny) -— e Dy (x, ny) ‘ <e v,

, est vérifice sur les

VlQ

ot g’ désigne un nombre positil inférieur &
arcs C,, deés que v dépasse une certaine limite.
Or cette conclusion est en contradiction avec I’égalité (g), car le
module maximum de la fonction 7 (x), d’apres ce que nous avons dit
plus haut, est de la forme e, et I'inégalité
. .\ -
|7 ()| <e v
ne saurait done avoir lieu que sur des parties de la circonférence €,
dont la fongueur totale devient négligeable par rapport a celle des
arcs (G, lorsque v augmente indéfiniment (vor le ne 3).
La démonstration est donc achevée.

V. — Théorémes relatifs a la croissance réguliére (!).

I'1. Soit /'(x)une fonction entivre d’ordre entier (g, ey, Py -y Pog)
et a croissance régulicre; nous entendons par la que le module maxi-
mum de /() est de la forme

(1) M ( r) = c'cu-,r“’(logm“l...(In;;‘-/-y“‘i’

ol la fonction ©(r), quelque petit que soit le nombre positif e, reste
comprise entre (log;r)=¢ et (log;r)* dpartir d’une valeur finie de r.
Supposons, d’autre part, les zéros de la fonction f(x) tels que,

(1) Cf. E. Borgw, Legons sur les fonctions entiéres, Notes 11 et 11, el p. 25-32 de
notre Mémoire ¢ilé plus haut.
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pour 2 suffisamment grand, 'expression

n(logn)=®. .. (log;n)~t

(2) T

reste inférieure a (log;n)=7, < étant une constante positive (¢f. le
théoreme p. 387). On aura alors le théoréme suivant :

Si la fonction f(x ) vérifie les conditions énoncees ci-dessus, et st o ()
et Y(x) sont des fonctions enticres quelconques d’ordres inférieurs a

(Wer Uy Yoy« oy ) €2 ne s’annulant pas identiquement, les zéros de la
Jonction
(3) U(z)f(z)—o(x)

sont tels quz Uexpression (2) reste comprise entre (log;n)® et (log;n)* a
partir d’une valeur finie de n, quelque petit qu’on se donne le nombre
positif €, de sorte qu’on pourra éerire

1
[a, | = [n(logn) . .. (Jog,_ n) b= (log,n)-tren)]b,

Nous savons, d’apres le théoreme de M. Jensen (vorr le n° 2), que,
pour la fonction (3), 'expression (2) reste inférieure & (log n)® &
partic d’une valeur finie de n, et d’autre part, par le théoréme
dela page 387, que la méme expression est superieure a (log,72)~ pour
une infinité de valeurs 2. Il reste done & démontrer que cette derniere
inégalité subsiste pour loule valeur n dépassant une cerlaine limite.

Pour ne pas fatiguer le lecteur, nous nous bornerons & indiquer
ici la marche générale de cette démonstration, sans insister sur les
détails.

Si la proposition énoncée n'était pas vraie, les zéros de la fone-
tion (3 ) vérifieraient une inégalité de la forme

n(logn)y~t. . .(log;n)-t
| @y ¥

< (103}"2 ).,;-"

oit 2" désigne une constante positive, pour une infinité de valeurs
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de I'entier 2. Désignons par C, le cercle ayant I'origine pour centre et
pour rayon

=

e
re= [nv(log ny) i (logi—y ny)Pi-i (log; ny) 2 ] ,

et mettons la fonction (3) sous la forme (voir p. 376)

. N (‘). e
(4) V(x) f(2)—9(z)=c" Fi(z, n),
en désignant par A’ la valeur que prend pour cette fonction 'expres-
sion

(3) 70"‘ 3

al’ )

Ensuivant fidélement le raisonnement donné pages '>7 4 29 de notre
Mémoire, on démontre que le module |l4,(.1, ny) |, a partir d’une
aleur finie de v, est inférieur & 'expression

(() ) o o it togg g anPienlogg )t e
sur le cercle C,, @ ¢tant une constante positive convenablement

choisie.
Kerivons, d’autre part, la fonction donnée f(2) sous la forme

(7) , /'(1) — -11*‘/-('1_’ n),

. désignant la valeur correspondante de lcxpn,hslon (5), etlen-
[l(‘l‘ 7 élant déterminé, pour toute valeur donnée de r==| x|, par les
conditions (vour la note p. 384)

n(logr)=ti. .. (logi.yn) Vi (logn) vt 2 ri,

(n+n)[log(rn -] .. Jlog, (A~ 1)]"WF[log, (rn + 1)] Vet > pi.

En tenant compte des hypothéses admises au début de ce numéro, et
en raisonnant comme au n° 5, on montre que le module de expres-
sion f(x, n), et par suite aussi celui du produit

[z, n)=d(z) f(z, n),
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i partir d’une certaine valeur de r, restera inférieur a I'expression (6)
ot 'on aura remplacé o par une autre quantité positive convenable-
ment choisie. En s’appuyant sur les résultats établisau n° 3 et sur les
propriétés de la fonction exponentielle, on en conclut successive-
ment, d’aprés égalité (7), que le module | A, x* | peut s’écrire

(8) rt-(logr)t. . (log;—y r)Fi (log;r ke,

ensuite, que lafonction (3) est, comme /(x), d’ordre (@, s hyy «ovs ;)
et a croissance réguliere, et enfin, d’apres I'égalité (4), en tenant
compte du résultat relatif & ¥, (2, n) démontré ci-dessus, que le mo-
dule | A} 2*| est égala une expression de la forme (8) surle cercle C,,
c¢’est-a-dire pour r = r,.

En somme, on aura donc sur le cercle C,, d’apres (4),

(1)
M, ) — M F (2, 0,) = 5 (),

les fonctions F(x, »), F,(z, n,), 9(x) étant d’ordres inféricurs a
celui des facteurs exponentiels. Or on démontre, comme aun® 10, que
cette égalité implique une contradiction des que v dépasse une cer-
taine limite. Notre théoreme est donc exact.

On arrive par une démonstration analogue au théoréme plus précis
que voici (¢/. p. 30 2 32 de notre Mémoire) :

Supposons que la fonction donnée f(x) d'ordre (U, 1y, ty, ..., ;)
soit a croissance régulicre en ce sens plus étroit que, dans l’égalite (1),
= (r) resie compris entre deux limites finies et positives a partir d’une
certaine valeur der, et admettons en outre que, pour cetle fonction [(x),
Uexpression (2.) tende vers zéro.

Cela étant, si o(x) et L(x) sont des fonctions entieres quelconques
dont les modules maxima sovent de la forme

(,’Eil')l""(lo;;l')"‘i .. .{log;/')"‘l
4 ’

les séros de la fonction enticre (3) sont tels que "on ait

1
la, | =[h(n)n(logn)=t+. .. (log, n)=tw,

Ann. Ee. Norm., (3), XXIl. — SEPTEMBRE 1905, 20
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h(n) restant compris entre deux limites finies et positives & partir d'une
certaine valeur de n.

12. Considérons la fonction entiére de genre . — 1

fo =T TE(e )

n

les zéros a étant tous positifs et donnés par I'égalité

1
a,=[n(logn)ktstni,

ol p. désigne un entier positif et u, un nombre positif compris dans
Pintervalle

Iin écrivant

w2
-__"_ N Lo )
- .\ u e
n=e O E(p—1 Z “1( £
S(x) f - Vo )
ny -1
eLen observant que 'on a
o w
oY T . I -
2‘ BT T T T (l()glt)l“(*t Hetn
((!‘J. Z n l“”'/l/ g2
7=t " =1 ( ° )

on démontre, par un raisonnement analogue a celui du n° 5, que le
module maximum de la fonction /(z) est de la forme

iy be(7)

7Mlogr
€ ) 5

ou, en d’autres termes, que cette fonction est d'ordre (p, 1 — ) et
a croissance réguliere, d’apres la définition donnée au début du n° 11.

Des lors, en désignant par ¢(z), Y(x) des fonctions entieres
quelconques d’ordre inféricur & (., 1— ) et ne s'annulant pas
identiquement, on peut conclure du théoreme de la page 391 que les
zéros de la fonction enticre

(9) L(x) f(z) —o(x)
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sont tels que l'on ait
1
|a,|=[n(logn)brt=tn e,

Gomme o <y, — 11, on voit donc que toute fonction () est de
genre . (*).

1 en résulte en particulier que, dés que la constante C est différente
de zéro, la fonction

flz)y+C

est de genre w, tandis que sa dérivée /'(x), apres le théoreme connu
de Laguerre (*), est de méme genre que f{), cest-a-dire de genre
===

On arrive ainsi & établir en toute rigueur, et sous une forme plus
genérale, les remarquables résultats énoncés par M. Wiman dans le
Mémoire cité au debut de cette étude,

“

(1) On peut ajouter, d'apres le théoréme de la page 375, que la séric 2 — converge
n
1

pour ehacune de ¢es fonctions.
(2) Foir . Bongr, Legons sur les fouctirms enticres, p. 37.

Ielsinglors, janvier rgod.



