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SUR LES

FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE ENTIER,
PAR M. ERNST LINDELÔF.

Dans un Mémoire récent : Sur le cas ^exception dans la théorie des
fonctions entières ( { ) , M. Wlman a fait un pas décisif vers la solution
des difficultés inhérentes à la théorie des fonct ions entières d'ordre
entier . Nous allons reprendre ici cette théorie par des méthodes nou-
velles, qui nous permettront de la présenter sous une forme plus
simple, et en même temps de préciser et de généraliser beaucoup
les résultats obtenus antér ieurement .

I. — Remarques sur le théorème de M. Jensen.

1. Nous ind iquerons d'abord rapidement la démonstration de ce
théorème impor t an t , en le rattachant à des propositions bien connues
de la théorie du potent ie l logarithmique.

Soient
f ( x ) une fonct ion entière; a,, a^ ..., a,,, ... ses zéros distincts de

l 'origine, rangés par ordre de modules croissants ;
r une quant i té positive comprise entre [ a,, et [ <^.n |;
C le cercle de rayon r ayant l 'origine pour centre.

n 4r1dv for Matematik, Âstronomi och Ffsik, t. I, p. 327-345 (Stockholm, 1904)-/ J ,
ÂÎW. Éc. A'orm., (3) , XXII . — AOUT icjoa. 47
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Admettons, d'ailleurs, pour plus de général i té , que l 'origine soit
pour f{x) un zéro d'ordre m, et soit ex7" le premier terme dans le
développement de cette fonct ion suivant les puissances ascendantes
de x. Dans ces condit ions, on aura

(i) /(^^^{x—a^^T—a^). . .(^—a,,)9(^),

o(^) étant une fonc t ion en t iè re ne s 'annulant pas dans G et dont
la valeur à l'origine est égale à

o(o)=(-^——————
0^2. . .a^

Cherchons la valeur moyenne de log |/(^)[ sur la circonférence G,
c'est-à-dire la valeur de l'expression

^2TC

(^ — f log[/(r^)[^.
^ ^o

L'égalité (i) nous donne
n

log \j\x) -= m log | x\ -h^ log] x — ̂  1 ̂  log 1 cp(,r) |.

La valeur moyenne du premier terme de cette somme est évidem-
ment égale à miogr.

D'autre part, l'expression Iog[ îp( , r ) [ représentant une fonct ion
harmonique régulière dans le cercle C, sa valeur moyenne sur la cir-
conférence de ce cercle, d'après le théorème connu, de Gauss, est égale
à la valeur qu'elle prend au centre, c'est-à-dire à

log |y(o) |^log
a\ a». • . a,,

Enfin, la valeur moyenne du terme Iogj.z? — a^ peut décrire

^^log œ-a.\ds,

s étant l'arc de la circonférence C compté à partir d'un point fixe. L'in-
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tégrale qui figure dans cette expression représente la valeur que prend
au poin t a^ le potentiel logarithmique d'une couche de densité un
répandue sur C. Or on sait que ce potentiel ne varie pas à l'intérieur
de C; sa valeur au poin t a., est donc la même qu'à l'origine, c'est-
à-dire égale à 2"^:rlog/<, et l'expression précédente se réduit ainsi
à logr.

En réunissant tous ces résultats, on trouve

^ r27T <A
C l "(3 ) lo§1/(^)l^?=log âicu. . .cin\

égalité qui consti tue précisément le théorème de M. Jensen (1).

2. Rappelons l'inégalité qui se dédui t de ce théorème et qui joue
un rôle fondamenta l dans la théorie des fonctions entières.

En désignant par M.(r) le module maximum de la fonction/^) sur
la circonférence \x\ == r, admettons que l'on ait , à partir d'une cer-
taine valeur de /\

( 4 ) AK/'X^

V(r) é tan t une fonction croissante; l'égalité (3) nous donnera

V(r)>log
cr"

a^a^...a^ ^S c r
r r r

cin

Lorsque, r restant fixe, on fait varier l'entier n, de manière que le
nombre des facteurs a^ au second membre augmente on diminue, on
aperçoit immédiatement que la valeur de ce membre décroît dans les
deux cas. ïl en résulte que l ' inégali té précédente subsiste pour toutes
les valeurs de n et de r, en supposant toutefois r supérieur a la l imite
a part i r de laquelle est vérifiée l'hypothèse (4). On en déduit

\n> ..M-t-ra g~-\(r^ | ai 02... a,J > | c | /•

(ï ) Acta niat/iematica, t. XXII, 1899.
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1

ou encore, si l'on établit entre r e t / z u n e relation telle que l im r"=== r ,

_YJil
(5) |a,J>[i+£(/Q]/ '6- /ï ,

ce qui cons t i tue l ' inégal i té cherchée ( ^ ) .
Afin d'obtenir une l imi te inférieure de [a,J aussi précise que pos-

sible, on déterminera dans cette inégal i té le nombre r de manière à
V(r)

rendre maximum le produit re n .
Soit, par exemple,

V ( r ) ^ A / ^

A é tan t une constante positive; l ' inégalité (5) dev ien t

(G) i^i>^+^)](—y.\ ^6^-/
De même, si l'on suppose (2)

V(r) =Ar!A(Io^r)!A. (lo^r)^. . .(lo^.y)ES

un calcul facile donne
1

(7) 1 ^/, |> [i -+- ̂ n)] F^Ç /z(log/Q-^(log,/^r^.. .(log,/Q ^ V\

3. Voici ï na in t enan t une nouvelle conséquence du théorème de
M, Jensen q u i apporte une grande s impli f icat ion à cette théorie ;

/(.̂ ) étant une fonction entière^ l'inégalité

ï r^
^ j los\/Çrc^)\d(p>o

est vérifiée dés que r dépasse une certaine valeur finie, r^p et si l'on pose

( 1 ) Pour abréger le langage, nous conviendrons do désigner indifféremment par £ ( / / ) ,
£(/1) , . . . toute fonction de /<?, /', ... qui tend vers zéro lorsque la variable augmente
indéfiniment.

( 2 ) Pour abréger, nous écrirons Iog(log/2) == lo^n, ..., log(!ogv^=== logy-n/z, ....
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F (a?) = e^'^fÇx), G(.z') désignant une fonction entière quelconque
s'annulant à l'origine, on aura, à partir de la même valeur 7^,

r^i
27:

- 1 los\'F(re^)\[d^^>o.
^o

L'exactitude de cette proposition résulte immédiatement de ce que
le second membre de l 'égalité (3) croît indéfiniment avec r, et qu'il
ne sub i t aucune modi f i ca t ion lorsqu'on remplace/^1) par F(.z').

Ecrivons le module maximum de la fonc t ion donnée/(;r) sous la
Corme M(r) =em{r}, et désignons par /(o-, r)27i:r la longueur totale
des arcs de la circonférence \x\ •=-r sur lesquels est vérifiée l'iné-
galité

{ / ( r e 1 " ? ) [ <e•~(Tm^'^

G- étant une constante positive.
Les part ies de l ' intégrale (2) relatives à ces arcs donnen t une

somme in fé r i eure à — o"/22(r)/(cr, r). Sur le reste de la circonférence
.2-1 =r on a \/(r•el({>)\<:emçr\ de sorte que la somme des parties res-

tan tes de l ' intégrale (2) est inférieure à [i — /(cr, r)jw(r). D'après
la remarque précédente on aura donc

[i -— /(c7, r)') m ( r ) — al (a, r ) m(r) > o

ou bien

( 8 ) l( cr, /• ) < ——— pour /• > /'o •
l 4- o-

Ce résultat nous sera très ut i le dans la suite-

II. — Théorème sur les fonctions d'ordre entier.

4. Soit une fonction entière, /(^), dont Yordre apparent est égal à
un entier positif ;JL; on aura, par déf ini t ion,

(i) M(r)=6^^^

^(r) étant une fonction continue et positive, telle que l'inégalité

^rX/-5
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soit vérifiée à par t i r d 'une valeur f i n i e de r, et l ' inégalité

T(r)>r^

pour une inf in i té de valeurs r dépassant toute l imi t e donnée, et cela
quelque petit qu'on prenne le nombre pos i t i f s . Mais on peut préciser
davantage, en dist inguant les trois cas suivants :

II peut arriver d'abord que r(r) tende vers zéro lorsque r augmen te
indéf in iment ; nous dirons alors que la fonction fÇx) appar t ien t au
type minimum d'ordre (J,.

Si, au contraire, ^(r) peut dépasser toute l i m i t e fixée d'avance,
nous conviendrons de dire que/'(.^) est de type maximum.

Enfin, si aucun de ces cas ne se présente, ^(^) restera au-dessous
d'une limite f inie, quel que soit r, sans tendre vers zéro lorsque r
croît indéf iniment ; nous dirons, dans ce cas, que/'(.x") est de type
moyen ( ) ) .

On sait que le genre de la fonction/(.r) est égal à [M ou à (^ — T . En
désignant par a,, a ^ , . . . » a^, . . , s e s zéros d i s t inc t s de l 'or igine, on
pourra donc toujours écrire cette fonction sous la forme

(2 ) ^a<,.ri/•+a,.:r!Â-•14"...+a„ ^m T 1 -^ /^ ^.r^-a-j.^"-'.4-...+a.. ^m T1 •^ /.. ^
Un.

où m désigne un entier positif ou nul , et où l'on s'est servi de la nota-
tion de Weierstrass :

l { ï 1^

E(^, u) = (i — u) e1' T^"-4" p:.

Dans le cas où fÇx') est de genre [x — i, on aura identù/uemml

I "K.-l I,Ly±^ ̂  <y.o -+- — ^ , —j == o.a ^—j a^'

Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant :

f^Nous avons adopté la tôrimnologiô de M. Pringshôim ( Mathemati'sclie Ânncden,
l. LVIIl, 1904» p» a6i), avec cette différence que nous appelons type moyen ce que
M. Pringsheim appelle jNormaltfpus.
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Si la fonction donnée /(^) appartient au type minimum d'ordre [j,, les
expression^ ( ^ )

(3) -L-
v / /-, LL

\€l^

(4)

tendent simultanément vers zéro lorsque n augmente indéfiniment C 2 ) .
Réciproquement, .̂ * cette condition est vérifiée^ et si, d'ailleurs, l'expo-
sant de convergence des zéros a,, ^, ... est égala y. ( î {), la fonction
entière (2) appartient au type minimum d'ordre u..

SifÇx) est de type moyen, les expressions (3) et (4) restent au-dessous
d'une limite finie quel que soit n, mais ne s'annulent pas simultanément
pourn -== ;xs ; réciproquement, s'il en est ainsi, la fonction (2) est d'ordre [j.
et de type moyen.

Enfin, sif(x)est de type maximum, l'une au moins des expressions (3)
et (4) peut dépasser toute quantitéfixée d'avance, et, réciproquement, si
ceci a lieu, et si l'exposant de convergence des zéros est égal à [j., la fonc-
tion (2) appartient au type maximum d'ordre ̂  ( / t).

( î ) Si le genre dc/(*r) est égal à p.— i , l'expression (4) peut se mettre sous la forme

^y ±
V. ̂  a^

n-t-l rt

( î ) La série ^. —rj est donc convergcrue et sa somme égale à — (JLO^.
î ll'

^-^ [ î {J--+-3
( 3 ) C'est-à-dire, si la série / — est convergente ou divergente suivant que e

j«MH j Clfl,

est positif ou négatif.
(4 ) Dans le cas où l'ordre [j. n'est pas entier, on pourra encore distinguer trois types,

comme ci-dessus, et l'on aura alors le théorème suivant, que nous donnons ici à titre de
comparaison :

Une fonction entière d'ordre y. NON ENTIER est de type minimum, moyen ou maxinmm
suivant que l'exprès don (3) tend vers zéro avec -, ou. reste au-dessous d'une limite

finie sems tendre vers zéro, ou prend des valeurs supérieures à toute quantité donnée
d'avance.
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5. Démontrons d'abord la première partie do théorème que nous
venons d'énoncer. Dans le cas où f(^) est de type minimum, l ' inéga-
lité (6) du n° 2 reste valable quelque pe t i t qu'on prenne le nombre A.
Il s'ensuit que l'on a
/ ̂  ,. ri0,) h m _ = o ,

/2=eo ;̂,

et l'on est ainsi ramené à démontrer la proposit ion su ivan te :

La condition (5) supposée remplie, le module maximum M(r) de la
fonction (2) est ou nest pas de la forme e^''^', suivant que l'expres-
sion (4) tend ou ne tend pas vers zéro lorsque n croît indéfiniment.

Ayant fixé un nombre positif £ aussi petit qu'on le voudra, on
pourra , en vertu de la condi t ion (5), trouver un entier n^ tel que

(6) —— < ̂  pour n > /z,.
1 /J ^

Soit alors n^ un ent ie r supérieur à n^, et écrivons la fonc t ion ( 2 )
sous la forme

/ //, \

( ^ / ) e ^ l"^Aï)(^^^),

en posant
(î)(,y, /2i) =: epo(^) yi(^) çp^a1),

avec
wn

Oo(,r) = e^v•~'-^-^xm TTE (p. -i,^-\,
JL JL \^ <^^ /

"iç,(,z.)=r[E(^.-i^-),
«m, .A ^ ^///
Wo-t- 1

^^-n^^s)-
/îi -1-1

Ceci posé, en désignant par ^ et ^ des nombres réels compris
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respectivement dans les intervalles

P- — ï < 'î-1 < ̂  ^ < Ta < ^ -1- î ,

on pourra trouver ( ') une constante positive K telle que l'on a i t , sur
la circonférence |;z*| === r,

K/- ^ |^|-1

l9i(.r) |<6- f f"-+- l l"^t ,
K"3 â ^r3

lo^)!^ "^1

D'autre part^ l ' inégalité (6) nous donne

y ^^^vf iV^^ r^^/.^-^-^^,
^Bd ^ ^B-1 \^y J. i - j ' — ^ i 1
rtn-1-1 1 "

^ i ^ v / 1 \ ^ r'^ —— <^ gT, ^ „ ) <^ £T, /^ a, ^ ^ ^zy ^ j
^.4-1 n.-)-î 't

/l ^ ̂  .= ——^—— £^^. ^ .

En s în supposant r compris dans l'intervalle

(7)

d'où

on en dédui t

avec

^^(^1+X)^

^=r^[i-+-£(r)],

] 9, (^) ©2(^) 1 < ̂ ^[W{r}\^

^^^^/^L^^^-J^e^
T ' \P"—^ ^-^ .

Quelque petit que soit le nombre positif T], on pourra donc choisir
l 'entier n^ assez grand pour que l'on ait, par exemple,

yl /.;-
l?l(^)?2(^) <eî

( l) Foir le n0 à de notre Mémoire sur la théorie des fonctions entières de genre fin
(Acta Societatis Scientiarum Fen/dcœ, t. XXXI, 11° 1, 1902).

yenre fini

Anii. Éc.Nurm., (3), KXII, — AOUT Tfjoô. 4^
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pour les valeurs r comprises dans l ' in te rva l le (7), n^ ayant une va leu r
quelconque supérieure à /?o. L'entier 74 étant a ins i fixé, il est évi-
demment possible de prendre n^ assez grand pour que l ' inégalité

r,.ix

|?o(^)|<^

soi t vér i f iée dans l ' in terval le (7), et l'on arrive a ins i à la conclus ion
suivante :

Quelque petit qu'on se donne le nombre positif ̂  F inégalité

\^^,n,)\<e^

sera vérifiée dans l'intervalle (7) des que n^ dépassera une certaine limite
finie.

En r c m o n f a n t à l 'expression (2/), on en conc lu t que, la c o n d i "
( ion (5) supposée vér i f iée , le module m a x i m u m de la f o n c t i o n (2) est
de la forme ^£!7''/"IA toutes les fois que l 'expression (4) s 'annule pour
/ / .=cc( 1 ) .

Admet tons m a i n t e n a n t que cetto expression (4) n 'a i t pas zéro pour
l i m i t e , ce qu i revient à supposer l 'existence d 'un nombre p o s i t i f a tel
que l'on a i t

n

^I^^

pour une i n f i n i t é de va leurs n, soit

^lî ^27 . . . » It^y » . . .

1

Désignons par C,/ le cercle de rayon r^^n^' ayant l 'o r ig ine pour
centre ; en posant x = r^ e1^ et

n y

(8) a,+^^-p.^ (pv>^
* i ~ a

( 1 ) CeUe partie du théorème avait déjà été démontrée par M. îîoufcroux (Comptes ren-
dus, t. CXX.XIV, 190%, p. 83, et Jctci mai hématie a, t. XXVIH, p. 3S;. f^oir aussi
pages 3oi-3t3i du Mémoire do M. Pringshcim cité plus haut.
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on aura sur ce cercle
379

•"(-^ _ J^-î^ucF-h?)— c ,

et l'on en conclut que l ' inégali té

--^t >e1

est vér i f iée sur les arcs de C^ où COS(LLO •+- 9,,) > ^ et qui occupent
la t roisième partie de la circonférence totale.

D'autre part, d'après la proposit ion démontrée tout à l 'heure, on a
sur (l/

|<D(,^/Z,)[<6^<

et, comme <D(.z', ^v) s 'obtient en mul t ip l i an t la fonct ion (2) par u n
facteur exponentiel qu i se rédui t à l 'uni té pour .3?=o, on p e u t en
conc lu re , d'après le n0 3, que les parties de Cy sur lesquelles est véri-
fiée, par exemple, l ' inégali té

^^,n^\<em~;l'\

deviennent négligeables par rapporta la circonférence to ta le lorsque v
croît indéf in iment .

^ [t-
11 en résulte que le module du produi t (2') est supér ieur a e ' ' sur

certaines parties de chacune des circonférences G,,, à part ir d 'une
certaine de ces circonférences. Donc le module maximum de la fonc-
t ion (2) ne saurait être de la forme e^', et la première partie de notre
théorème se trouve ainsi démontrée.

La démonst ra t ion de la seconde part ie é tant tout a fai t ana logue , il
suff i t de l ' ind iquer en quelques mots.

Il résulte d'abord de l'inégalité (6) du n° 2 que l'expression (3)
reste f i n i e toutes les fois que la fonction donnée est de type moyen.
En supposant que l'expression (4) reste également f in ie , on démontre,
par un raisonnement analogue à celui des pages 376-377, mais plus
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s imple ( '), que le module max imum de la fonction (2) est de la
forme f r ) , où ^(r) est l imi té supér ieurement . Si, d'ailleurs, les
expressions en ques t ion ne s ' annu len tpas toutes les deux pour/2=cc,
^ ( r ) ne saurait tendre vers zéro, en vertu do la première par t ie du
théorème, de sorte que la fonction (2) est effectivement de tvpo
moyen. Dans le cas où l'expression (4) ne reste pas finie, on pourra
choisir les entiers n^ de [elle sorte que l'on a i t l im p^=== ce, en se ser-
vant toujours de la notation (8). On aura alors, sur les arcs de la cir-
conférence Cv où cos([j.y -+- ÇA.,) ^> •̂

..1^^±\
e v i a n ) >.-<

avec l i m oj(v) = ce, et, d 'autre part, sur toute la circonférence Cy,
V -=: w

\^{x,n,)\<^,

K é tant une quant i té f i n i e indépendan te de v. D'après le n0 3, on en
c o n c l u t que la fonc t ion (2), sous les cond i t i ons énoncées, ne sau ra i t
appar ten i r au type moyen.

La seconde partie du théorème é tant a ins i prouvée, la dernière se
démontre par le pr inc ipe d 'exclusion.

G. Démontrons encore la proposition suivante dont nous aurons
pius tard à faire usage :

Etant donnée une fonction entière f{x) d'ordre entier ^, si on la
multiplie par une fonction quelconque o(^) de type ou d'ordre inférieur,
le produit se rade même ordre et de même type quef(x\.

Supposons, par exemple, que f(/v) soit de type moyen; on pourra
prendre pouro(.r) une fonction que lconque dont le module maximum
soit de la forme (^nr'\

( 1 ) On pourra, en effet, réunir les produits oo^-'} et y i f . r ) en nn seul.
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En écrivant ces fonct ions sous la forme

/(^^^"•^•••^^ TTE(^, -ï-),
JLJL \^ 0.^ j

o ( x ) = e^'^- ' • -4-a^w' TT E (p, 4- ) î
JL M- \ Cl „ y

381

nous pouvons affirmer, d'après le théorème de la page 875, que les
expressions

n
. , n , i ̂  iIV-L^^(9) TT^-ïïï.' ^+-72^

s 'annulent toutes les deux pour n = 20, tandis que les expressions

(10)
i ^ i

? ^ Ï Ï^a?'
L V J-^ ̂K.r

tout en restant f in ies , ne tendent pas simultanément vers zéro.
Le p rodu i t des deux fonctions s'écrit

/( X ) û3 ( .r ) == ^a..+.a,;).A-.. .-Ka^a^ ^m+m' f~t E (^ -^- ) ?
^ ' -B- A \ 6'1/;, /

en désignant par b^ b^ . . ., &/„ ... Pensemble des zéros a et ci'
rangés par ordre de modules croissants. Ce produit étant au plus de
type moyen d'ordre ^, les expressions

( iQ
r \ T V ï

(^0-^0 ) +• TE:^^ ?

1 ^ 1 ^ ^^

d'après le tiléorème de la page 375, resteront cer ta inement au-dessous
d'une l imite f inie, quel que soit n. Il nous suff i t donc de démontrer
que l'une au moins de ces expressions ne tend pas vers zéro lorsque n
a ugrnen t e in dè/in i/nen t.

11 est d'abord évident que, si la dernière des expressions ( ïo) ne
tend pas vers zéro, il en est de même de la dernière des expres-
sions (ï ï).

Admettons maintenant que la première des expressions (ïo), tout
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en restant f in ie , ne s ' annule pas pour n == ce. Elle sera donc supé-
r ieure à un certain n o m b r e positif a1 pour une i n f i n i t é de valeurs , n^
/^, . . . , /?,/, . . . , de l ' indice n. Soit ri^ l 'ordre qu'occupe a^ dans la
su i t e des points b, de sorte que a^= b^. On aura év idemment /^î/^,
et l 'on en conclut

/?(/ ^ yi'j^^—J.>^ P01^ ^^2, ....^ ^" j ^ / J ^

ce q u i mont re que, dans l 'hypothèse actuel le , la première des expres-
s ions ( i i) ne saurai t tendre vers zéro.

Notre assertion relative aux expressions (i i) est donc exacte, et i l
en résulte, d'après le n° 4, que le produi t /(^) ç(.^), dans l'hypo-
thèse admise ci-dessus, est e f fec t ivement de type moyen, comme
l'exige notre théorème.

La démonst ra t ion est ana logue dans le cas ou /"(^) est de type ma-
ximum et, dans le cas où cette fonct ion est de type m i n i m u m , l'exac-
t i t u d e du théorème résulte de proposit ions b ien connues que nous
n'avons pas à rappeler ici.

III. — Généralisation des résultats précédents.

7. Lorsqu 'une fonction entière appartient au type m i n i m u m ou au
type maximum de son ordre, il est en général possible de préciser
davantage l'ordre de grandeur de son module maximum M(r) en le
comparant à une exponent ie l le de la forme

^'((osr/-1'! (lof^r^a ... (lo^/1)1'1'*'

Pour abréger le/langage, nous conviendrons de dire que la fonction
donnée est d'ordre (p-, [j^, (x^ • • * » ^-/)» si l'on ^

C Ï ) M ( /* \ -^ çW r^ Uofe'/')^ (losi, r^ ... [ÏOKir^t

la fonction T(r) vérifiant l ' inégalité

TtrXOo^r)5
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à part i r d 'une valeur f inie de r, et l ' inégali té

T(r)>( lo^r )~

pour des valeurs r i n d é f i n i m e n t croissantes, et cela quelque pet i t
qu'on se donne le nombre posi t i fs .

Il y a l i e u de faire ici la même dis t inc t ion qu'au n°4 : nous dirons
que la fonct ion fÇx) fait part ie du type minimum, moyen ou maximum
de l 'ordre i n d i q u é suivant que r(r) s'annule pour r = ce, ou reste
au-dessous d 'une l imi te f in ie sans tendre vers zéro, ou prend des
valeurs supérieures à toute quant i té donnée.

Ceci posé, étant donnée une fonction entière f(x} d'ordre
(p., ;^, ^.2, . . . , (x,), où p. est un entier positif, on pourra toujours
{voir le n° 4) la met t re sous la forme

(2) ^o,r^a,r^l4-...+a,^mTTE (U, -î. \
i-i- \1 a,J

et l'on aura alors le théorème suivant q u i généralise celui du n0 4 ( { ) :

Si fÇx') est de type minimum, les expressions

^(log/^-P-.. ,. (lo^.nY-^(3)

et
\a^

(,t) (log/o ^...(lo^)-^- 004--'-y-a ^Hd ;̂^ ̂  a^

tendent toutes les deux vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. Réci-
proquement^ si cette condition est vérifiée, la fonction (2) fait partie du
type minimum d'ordre (p., a,, ps, ..., ̂ ), pourvu que les expressions
précédentes, après q uon les aura multipliées par une puissance positive
arbitrairement petite de log//2, ne tendent pas simultanément vers zéro.

Si fÇx) est de type moyen, les expressions (3) et (4), tQitt en restant

( l ) Une fonction entière d'ordre (pi., ^i, ^2, ..., (JL/), où y. n'est pas entier, esfc de
type mmimuni, moyen ou maximum suivant que l'expression (3), lorsque n augmente
indéfiinment, tend vers la limite zéro, ou reste finie sans tendre vers zéro, ou prend
des valeurs supérieures à tout nombre donné d'avance.
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finies, ne s'annulent pas simultanément pour n= co; et réciproquement.
Enfin, sifÇx') est de type maximum, l'une au moins des expressions

ci-dessus peut prendre des valeurs supérieures à toute quantité donnée ;
et réciproquement, si cette condition est vérifiée, le produit (2) définit
une jonction d'ordre (^., (x,, p^, ..., ^•) et de type maximum, pourvu
que les expressions dont il s'agit, divisées par une puissance positwe de
log//2, s'annulent toutes les deux pour n == ce, quelque petite que soit
celle puissance.

La démonstrat ion de ce théorème est, au fond, i d e n t i q u e à celle
du n° 5, et, quant aux calculs, on les trouve développés pages 22-2.4 de
notre Mémoire cité page 877. Nous ne croyons donc pas nécessaire
d'y insister (1).

8. De même, on peut généraliser comme il su i t la propos i t ion
é tab l ie au n° 6 :

Le produit d'une fonction f(x} d'ordre (^ a,, p^, ..., ̂ .) par une
fonction quelconque ç(^) de type ou d'ordre inférieur, est de môme ordre
et de même type que f(x).

I n d i q u o n s rap idement la démonstrat ion de cette proposit ion, en
nous bornant au cas oiif(x) est de type moyen.

D'abord, si l'expression (3) ne tend pas vers zéro pour la fonc-
tion /(^'), elle ne tendra pas non plus vers zéro pour le p rodui t
/(.'r)o(.r), ce qu'on démontre en raisonnant comme au n° 6 et en
observant que le numérateur de (3) est (onc t ion croissante à partir
d ^ u n e certaine valeur de n. Dans ce cas, le produi t considéré est donc
bien de type moyen.

Dans le cas où l'expression (3) tend et où, par suite, l'exprès""

( i ) Remarquons toutefois que les inégalités (7) seront maintenant remplacées par les
suivantes :

1 , i
|/Zi(logni)~^...(lo^/<i)^.]^^rgjf72i4-l)[log(/^4-i)]~P-....flog/(/2i4-0]"^

d'où l'on lire
i i i ==; [i.+- e(r)] [j^ir^ (logr^i.. . (log,r)P-<.
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sion (4) ne tend pas vers %éro pour la fonct ion /(a?), on arrive au
même résul tat en met tant cette fonct ion sous la forme (2') (p. 376).
En effet, si l'on pose

,* i
/ • i== | : /Zi ( Iog/^) -^ . . .(log^O-^,

on montre f ac i l emen t , en r a i sonnan t comme au 11° 5, qu ' i l existe u n e
i n f i n i t é de valeurs de l 'ent ier n^ telles que l'on ait , sur les cercles
\x | •=--= r.,

^\ao^îp.ï^• ) >^TUo^•l) î l••••(lo^/> l)^
\ 1 /

a1 é t an t une constante posi t ive , t and i s que, sur les mêmes cercles, le
m o d u l e de <D(;r , /z^) , et par s u i t e aussi celui dc<I>(^, n^)^{x-), sera
in fé r i eu r à u n e expression de la f o r m e ^ £ ( / • < ) / f ( l o s / ^ ! A • • . • ( l < w / • , • î ' ^ D'après le
n0 3, il en résulte b ien que. le p r o d u i t /"(/x') y(.^) est de type moyen.

ÎV. — Le théorème de MM. Picard et Borel.

9. Etant donnée u n e fonc t ion en t i è r e f'(^) d 'ordre entier y., propo-
sons-nous d 'é tudier les racines des é q u a t i o n s de la forme

"> /M=^-
où o(*z') et ^Çx) sont des fonctions entières quelconques d'ordre infé-
rieur à \j.y ou bien d'ordre y. mais d ' u / i type inférieur à celui (te j\x).
Nous désignerons par a^ a^ . . . , a//, ... ces racines , rangées par
ordre de modules croissants ( les racines zéro é t a n t exclues).

Dans le cas où f{x) est de type minimum, des théorèmes bien
connus , sur lesquels nous n 'avons pas à revenir i c i , nous apprennen t
que toute équat ion ( ï ) admet une i n f i n i t é de racines, te l les que l'ex-
pression

\a,^
Ami. Kl • • Aorw. ( 3 ) , X X I I . — Sup ' rKMnHE i<)o5. 49
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lo rsque n augmente indé f in imen t , tend vers zéro ou non s u i v a n t
que £est p o s i t i f ou néga t i f . C'est d ' a i l l eu r s tout ce qu'on peut dire au
sujet des racines de ces é q u a t i o n s , t an t qu'on ne précise pas davan-
tage l'ordre de la fonct ion /(.zQ. Donc, dans l'hypothèse admise , au-
cun cas d'exception ne saura i t se présenter.

Si l 'on suppose la fonct ion f(^) de type moyen ou de tvpe maximum,
on peut déduire des cons idéra t ions développées p lus haut les résul-
tats su ivan t s , q u i servent à préciser beaucoup le célèbre théorème de
MM. Picard et Borel (cf. le théorème de la p^ge 375) :

Lorsque /(^;) est de type moyen, l'expression

( 3 ) 1 n !'-''1 a» | 1

reste au-dessous d'une limite finie pour toute équation de la forme ( ï ) ,
mais ne tend pas vers 'zéro lorsque ri croît indéfiniment, excepté peut-être
pour une seule de ces ey nations.

Si f(x) est de type maximum, il y a au plus une équation ( ï ), telle c/ue
l'expression (3) reste au-dessous d'une limite finie (fuel (fue soit n ; d'ail-
leurs l'expression (2) tend vers zéro pour toute équation ( ï ) , (jueUfue
petit (] ue soit le nombre positif'£.

Ajoutons que, lorsque f(^) est de type maximum, l'expression

-.„ no tend vers zéro pour aucune équation ( ï) , quelque petit que| ff.'i | î ' L'
soit le nombre pos i t i f £, ou, en d ' au t r e s termes, que l 'exposant de
convergence des racines est égal à p- pour toute é q u a t i o n (ï). Donc,
pour qu ' un cas d'exception puisse se présenter , i l f a u t imposer aux
racines de ces é q u a t i o n s u n e c o n d i t i o n plus précise, comme dans la
p ro p o s i t i o n c i - d e ss u s.

En adoptant les déf in i t ions données au n°7 , supposons ma in tenan t
la fonct ion f(x) d 'ordre (^, p- i , p^, ..., ^), et considérons encore
les équat ions (ï) ou 9(.^) et ^(a?) sont des fonc t ions entières que l -
conques de types ou d 'ordres in fé r i eu r s* En se se rvan t des résul- '
tats des n08 7 et 8, on pourra dans ce cas présenter le théorème de
M'M. Picard 'et Borel sous la f o rme suivante (cf. le théorème p. 383) :
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Si la fonction fÇœ) d'ordre (pi, [j-,, a^, ..., ^•) est de type minimum,
l'expression

/ , . n ( [ o ^ n } ^ . . . ( \ o g , n ) - ̂
(4) ^

tend vers zéro pour toute équation (i), mais le produit de cette expression
par une puissance positive de log^/z, quelque petite quelle soit, peut
dépasser toute limite donnée, excepté peut-être pour une seule de ces
équations.

Lorsque f^x) est de type m'nwz, il y a au plus une équation (i) telle
que l'expression (4) tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment;
celte expression reste d'ailleurs au-dessous d'une limite finie pour cha-
cune de^ équations considérées.

Enfin, si f(x) est de type mammum, il y a au plus une équation (i)
telle que l'expression (4) reste au-dessous d'une limite finie quel que soit n ;
le quotient de celle expression par une puissance positive arbitrairement
petite de io^^n tend d'ailleurs 'vers zéro pour toute équation ( i ).

10. Les d é m o n s t r a t i o n s des divers théorèmes énoncés au numéro
précédent é t an t tout à fa i t analogues, nous nous contenterons de
d é m o n t r e r ici le premier de ces théorèmes ( 1 ) .

Soit donc f{x) u n e f o n c t i o n en t iè re d'ordre e n t i e r (J. et de type
moyen, et supposons q u ' i l existe deux équat ions distinctes de la
forme ( r ) ,^ ' /(-'-^ " ^=^
telles que l 'expression (3) tende vers zéro lorsque n augmente indé f i -
n imen t . Nous al lons nous heurter à une cont rad ic t ion .

Considérons, en efïet, les fonc t ions entières

( Fi(^)=^(^)/(^~^(<),
( 6 ) ''

• / ( F2(^)=^(.r)/(,z>)-9â(^)•

( 1 ) Nous nous étions servi d'un mode de démonstration analogue dans une Note Sur
u/i cas part! coller du théorème de M. Picard relatif aux fondions entières, insérée dans
V Â r / d v f ô r Maternnûk, Astronomi och Ffsik, t . 1, p. 101-104 (Stockholm, K)o3;.
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Le module max imum de chacune des fonc t ions c p i , f^, y^, d^ étant ,
par hypothèse, de la forme e^7'*', les r é su l t a i s du n°6 nous apprennent
que les produi t s r^ (^)/(.r) et ^(^)/(/r), et par suite aussi les fonc-
tions F< ( x ) et F^(.r), sont de même type que la fonct ion donnée/(cr).
Comme nous avons supposé que , pour ces dern ières fonct ions , l'ex-
pression (3) s 'annule pour n = co, i l en résul te , d'après le théorème
de la pa^e 375, que le module de l'expression

il
, \ i \^ ï(7 ) ^lof

pour chacune des fonct ions F/.^) et F^(^), reste au-dessous d 'une
l imi te f i n i e quel que soit /?, sans tendre vers zéro lorsque n augmente
indé t inhnent .

Ecrivons (voir p . 3^6)

W
' ¥,(a-)=:^^F,(,r,n^

F,(^)-:e^^F,(^n^

A.^' et A^ désignant res|)ectivement les va leurs que prend l'expres-
sion (7) pour les (onc t ions F ^ ( x ) et F,(.r); pu i s é l iminons/ ( ; r )
entre les équat ions (6), ce q u i nous donne

(9) ^'^(.r, n) — ̂ •^(.r, n) = %(.r),

en posant pour abréger

<I»i(^, n) =:^(.r) F^r, n), ^(.r, n) =: (^(^) F^ x, n),

%(^) •= ̂ i ( ty) PS ( tz>) — '^( ̂ ) 9i ( ̂ ).

Remarquons de sui te que la fonc t ion ' / Ç x ) ne s 'annule pas i d e n t i q u e -
ment , pu isqu 'on a supposé les équa t ions (5) d i s t i nc t e s / e t q u e son
m o d u l e maximum est de la forme e ' ^ ^ ' .

Ceci posé, la va leu r de r= x\ é tant donnée, dé t e rminons dans les
égalités (8) l 'ent ier n par la cond i t i on

, /^ /^(n+j) .



SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE ENTIER. 38()

D'après le n° 5, le module maximum de chacune des fonctions
Fi Çx, n), F^(a?, n) sera de la forme e5^, et il en sera évidemment de
même des fonctions î>i (<r, /z) et ^^Çx^ n).

D'autre part, il existe u n e quan t i t é positive o', telle que l'on ait
[A^l ^> a" pour une i n f i n i t é de valeurs de n, soit n^ n^, ..., /z^, ....
Désignons par (l/ la circonférence décrite de l 'origine comme centre
et du rayon /\==/^, et par C,7/ l 'ensemble des arcs de cette circonfé-
rence sur lesquels cos(;j-y + ç,,)> ^ (y désignant l ' a rgument de x
et ©^ celui de A^). On aura sur les arcs C,^, pour chaque indice ^,

.(i) ÎA r'./.i^
^ >eï \

et l'on en conc lu t , en ra isonnant comme au n° 5, que l ' inégalité

A ' I ) ».!•«• , f ^ -e) /•'A
6^' <I>i(.Z-,^) >6- ' 2 ^,

q u e l q u e p e l i t qa 'on se d o n n e le nombre p o s i t i f s , est vérifiée sur cer-
taines par t ies des arcs G./ d o n t la l ongueur totale, divisée par celle
des arcs G!,, tend vers P u n H é lorsque v augmente indé f in imen t . La
re la t ion (9) nous montre, ensu i t e , qu'on a sur les mêmes parties des
a rc s C,^, p o u r v s u tïi s a m m e n t g ra n d,

et par suite aussi

\e^^'^^,n,) >e(2 £'̂ ,

A^l^î-^K-' | ̂  ^ y

OÙ. S^ £'>£.
Los propr ié tés de la f o n c t i o n exponent ie l le assurent, d'ailleurs, la

va l id i té de cette dernière inégali té pour t ou t p o i n t des arcs C^, dès que
v d é p ass e u ne ce r ta i n e 1 i ni i te.

Soit m a i n t e n a n t (^ l ' ensemble des arcs de la circonférence G,/ pour
lesquels on a cos(;xy 4- çv) < — ^ ; les propriétés de la fonction expo-
n e n t i e l l e nous permet ten t de conclure des inégali tés ci-dessus que
l'on a, pour tout point des arcs C^,

\e^\<e-^'\
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et, d 'autre part, à par t i r d 'une valeur f i n i e de v,

|^|<,-(—K.

Il en résulte que l ' inégalité

1 A ^ ï ' E ^ / ' A^- r i^ / . 1 -7' ̂| e ^ <I)i {œ, /Zy) •— e " . <!>2 (^, /^) | < e

où o"̂  désigne un nombre posit if i n f é r i e u r à ^ i est vérifiée sur les
arcs C^, dès que v dépasse une certaine l imi t e .

Or cette conclusion est en con t rad ic t ion avec l 'égalité (9)» car le
module max imum de la fonct ion '/,(^*)» d'après ce que nous avons d i t
plus haut , est de la forme Ê'̂ "', et l ' inégal i té

[y^K^^'

ne saurai t donc avo i r l i e u q u e sur des parties de la c i rconférence (^
dont la longueur totale dev i en t nég l igeab le par rapport à celle des
arcs C^,, lorsque v a u g m e n t e i n d é t i n i m e n t (voir le n0 3).

La démons t ra t ion est donc achevée.

V. — Théorèmes relatifs à la croissance régulière ( !) .

1 1 . Soity'(.r) une fonc t ion entière d'ordre en t ie r ((x, [j.,, [ji^ ..., [j./)
et à croissance régulière; nous en tendons par là q u e le module maxi-
mum dey(^1) est de la forme

(,) M ( r) :•= ^^^''^...[M^^^

où la fonction ^(^)» quelque pet i t que soit le nombre positif 6, reste
comprise entre (log^r)"3 et (log^r)2 à partir d 'une valeur f in i e de r.

Supposons, d'autre part, les xéros de la fonction / ( ^ ) tels que,

P ) Cf. É. BOÏŒL, façons sur te fû/icuons entières. Notes II et III, et p. 'lr>•-312 de
notrô Mémoire cilô plus l iant .
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pour n suffisamment grand, l'expression

( a )
n(\o^n)~^...([o^n')-^

K^

reste in fé r ieure à (log^z)""^, ^ é tant une constante positive (cf. le
théorème p. 387). On aura alors le théorème suivant :

Si la fonction f('v) vérifie les conditions énoncées ci-dessus, et si ^Çx )
et ^(-/^) sont des fonctions entières quelconques d'ordres inférieurs à
(a, a,, fx.>, . . . » [J^) et ne s'annulant pas identiquement, les zéros de la
fonction

(3) ^(^)y(^,)^y(^)

sont tels que l'expression (2) reste comprise entre (log^)5 et (log/^)"^ à
partir d'une valeur finie de n, quelque petit quon se donne le nombre
positif'£, de sorte quon pourra écrire

i
[ a, |,-~ [n{Ïosn) ^.. .(log^n)-^ (log/'/i)-^-^^]^.

Nous savons, d'après le théorème de M. Jenscn Çvoir le n0 2), que ,
pour la f o n c t i o n (3), l 'expression (2) reste i n f é r i e u r e à ( log/^)2 à
par t i r d ' u n e v a l e u r f i n i e de n, et d'autre part, par le théorème
de la pa^e 387, que la même expression est supérieure à (log^)-8 pour
s ine i n f i n i t é de va leurs n. I l reste donc à démon t r e r que cette dernière
inégalité subsiste pour toute valeur n dépassant une certaine limite.

Pour ne pas f a t i g u e r le l ec t eu r , n.ous nous bornerons à i nd ique r
ici la marche générale de cet te démons t r a t i on , sans insister sur les
déta i ls .

Si la p r o p o s i t i o n énoncée n 'é ta i t pas vraie, les zéros de la fonc-
t ion ( 3 ) vér i f ie ra ient une inéga l i t é de la forme

'̂ î î L^^ < ( }o..n )^\
| ^n. y'

ou a11 désigne une constante posi t ive, pour une in f in i t é de valeurs
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de l 'entier n. Désignons par C^ le cercle ayant l 'origine pour centre et
pour rayon

F -^p
r\-== L^(log/2v)-~^«.(log-/-i^)-^i(log,/^) t î ] ,

et mettons la fonct ion (3) sous la forme [voir p. 376)

( 4 ) ^(^) / ( .^ l )•-(p(^)==6-A^• r i AFl(<r , /0 ,

en désignant parA^ la valeur que prend pour cette fonct ion l'expres-
sion

<5 ' "•+^-
En suivant f i dè l emen t le ra i sonnement donné pages 27 à 29 de not re

Mémoire, on démontre q u e le m o d u l e | F^ (',2?, n^) [, à par t i r d ' u n e
valeur f in ie de v, est i n f é r i e u r à l 'expression

/ ^ \ (.. />iA (10^ /')'''<. . . IlOKi .) /'l^'-lllOgt /•)^t :r'

sur le cercle Cy, o'" é t a n t u n e constante pos i t i ve c o n v e n a b l e m e n t
choisie.

Ecrivons, d'autre par ty la fonct ion donnée/(^) sous la forme

(7) . f(^)^^^f(^, /Q,

A.^ désignant la va leu r correspondante de l^expression ( ^ ) , et l 'en-
t ier n étant déterminé, pour toute valeur donnée de rs=5 [ x , par les
condi t ions (voir la note p. 384)

/Hlog/z)-^.. . (log^i^) ^(log^) ^^^r^

( ̂  -H ) [ log ( /z + i )] -E^. . . [ log/._i ( n •+- î )]̂ -., [ log1, ( //- + i }Y\^ > r^.

En tenant compte des hypothèses admises au début de ce numéro, et
en ra isonnant comme au n° 5, on montre que le module de l'expres-
sion/(.T, /z), et par sui te aussi celui du produi t

F(^ n) ̂ ^{x)f{x, ri),
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à partir d 'une certaine valeur de r, restera inférieur à l'expression (6)
on l'on aura remplacé ^" par une autre quanti té positive convenable-
ment choisie. En s'appuyant sur les résultats établis au n° 3 et sur les
propriétés de la fonct ion exponentielle, on en conclut successive-
ment, d'après l'égalité (7), que le module | A^x^ peut s'écrire

(8) ri^(log^)^...(log^,r)^-l(log,/•)tJ•<4-£^^

ensuite, que la fonction (3) est, comme f(x), d'ordre (p., p.,, p^, • • • > ? • / )
et à croissance régulière, et enfin, d'après l'égalité (4)» en tenant
compte du résultat relatif à ¥ ^ Ç x , n} démontré ci-dessus, que le mo-
dule | A^.r^l est égala une expression de la forme (8) sur le cercle G,^
c'est-à-dire pour r ==: /\.

En somme, on aura donc sur le cercle C,/, d'après (4),

e^-^F(x, n) — e^-^ Fi {x, n^) == 9 (.r),

les fonctions F ( x , n ) , F^œ, /^), y(^) étant d'ordres inférieurs à
celui des facteurs exponentiels. Or on démontre, comme au n° 10, que
cette égalité impl ique une contradict ion dès que v dépasse une cer-
taine limite. Notre théorème est donc exact.

On arrive par une démonstration analogue au théorème plus précis
que voici (cf. p. 3o à 32 de notre Mémoire) :

Supposons que la fonction donnée fÇx) d'ordre ([j., [j.^, p^, , . ., [j^)
soit à croissance régulière en ce sens plus étroit que, dans l'égalité (i),
T(r) reste compris entre deux limites finies et positives à partir d'une
certaine valeur deî\ et admettons en outre que, pour cette fonction fÇx),
l'expression (2) tende z^ers zéro.

Cela étante si ç(<z*) et ^(x) sont des fondions entières quelconques
dont /es modules maocima soient de la forme

^î(/•)/•!^10B•/•)IAl...(10K^•/•>!A'0 ,

les zéros de la fonction entière (3) sont tels que l'on ait

| a, | == [Â( /Q n(logn)-^. . . (log,/z)-^p,
Ann. Éc. Norm., (3) , XXH. — SEPTUMBRE igoS. 5o
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À(/?/) restant compris entre deux limites finies et positives à partir d'une
certaine valeur de n.

{î. Considérons la fonction entière de genre ^ — i

/(^n1^--1'!:)'
/ /O

les zéros a étant tous positifs et donnés par l 'égalité
i

a.^C/^log/Q^4—'?,

où p- désigne un entier positif et [̂  un nombre posi t i f compris d a n s
l ' intervalle

I<^1<2.

En écrivant

^^^^n^--.-\n^.-).
et en observant que l'on a

w ce

V î „_ V ï _____ —- / Inry// V - t-'-i "•1--S </"
2^ OJ =" 2( TzIJo^//:")!^4-1'7'' "" uob )

^ ̂  1 /l..).-1

on démontre , ])ar un ra i sonnement analogue à celui du n0 5, que le
module maximum do la fonction/(.r) est de la forme

^u<w1-11^ ̂

ou, en d'autres termes, que cette fonction est d'ordre ([M, î — ;^) et
à croissance régulière, d'après la dé f in i t i on donnée au début du n° 11.

Des lors, en dés ignant par ç(^), ^(<^) des fonct ions entières
quelconques d'ordre i n f é r i eu r à (a, î — y^ ) et ne s 'annulant pas
ident iquement , on peu t conclure du théorème de la page 391 que les
xéros de la fonction entière

(9) ' 'K^)/(^) — y ( ^ )



SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE ENTIER. 3q5

sont tels que Pon ait

an ^^[^(log/Q"-1-1^»]^

Comme o <^p.i ~ i < î , on voit donc que toule fonction (9) est de
gwre^^},

II en résulte en part iculier que, dès que la constante G est différente
de zéro, la fonct ion

/^)+C

est de genre ;j., tandis que sa dérivée/^), d'après le théorème connu
de Laguerre ( l2), est de même genre que f{x), c'est-à-dire de genre
l1-It

On arr ive ainsi à é tabl i r en toute rigueur, et sous une forme plus
générale, les remarquables résultats énoncés par M. W i m a n dans le
Mémoire cité au début de cette étude.

( i ) On peut ajouter, d'après le théorème de la page 875, que la série •̂  -^ converge
i ll

pour chacune de ôes fonctions.
( 2 ) Fuir Ê. BOIUSL, Leçons mr les fonctiws entières, p. Î7.

IIelsinglors, janvior igoÔ.


