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SUR LA STRUCTURE
DES

GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS,
PAK M. E. CARTAN.

(SUITE) ( ' ) .

CHAPITRE III.
LE GROUPE LINÉAIRE ADJOINT. - PROLONGEMENTS ET ÎSOMORPIHSME.

32. Un des problèmes les plus impor tants qui se posent mainte-
nan t est la dé te rmina t ion de tous les groupes isomorphes d'un groupe
d o n n é et i l est l ié à un autre problème impor tan t , la recherche du
critérium d/isornorphisrne de deux groupes donnés .

La 'considérat ion du groupe l i néa i r e adjoint , après nous avo i r fourn i
u n e n o u v e l l e dé f in i t i on d 'un groupe i n f i n i au moyen de r expressions
de Pfaff, nous c o n d u i r a tout n a t u r e l l e m e n t à u n e classe de prolonge-
ments hoioédriques d 'un groupe donné. Nous seronsalors en mesure,
p remiè remen t de dé te rminer tous les groupes admettant un groupe
donné pour prolongement hoioédrique; secondement tous les groupes
prolongés hoioédriques d ' u n groupe donné , et enf in tous les groupes
isomorphes d 'un groupe donné . Nous ne sommes pas en mesure de
donner une solut ion aussi complète du second problème fondamental,
la recherche du c r i té r ium d'isomorphisme de deux groupes donnés.

( i ) Annales de V École Normalu^ 3'' série, l. XXI, i<)o4i P* i53-2o6.
Nous désignerons par Ci la première Partie du Mémoire, lorsque n'ous aurons à y

renvoyer le lecteur.
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Le groupe linéaire adjoint.

33. Considérons un groupe G défini par r expressions de Pfaf f" inva-
r i an t e s

(l) G};, cx.^, . . , r,)/.,

et h invar ian ts

( ^ ) u,, u,, . . . / u,,
avec les formules

(3 ) r̂ . r= ̂  C\y/,C.)/G)y + ̂  «/p^/rTTp ( /• = ï , 2, . . . , /-),

'//i /',?

les coefÏicients é tant des fonc t ions des inva r i an t s U, les ^p désignant
p nouvel les expressions de Ptaff indépendantes entre el les et indépen-
dantes des o>. Nous dés ignerons par

( 4 ) ,^i, ,y^ . . . , x,

les variables transformées pa r le groupe, c'est-à-dire les intégrales du
système complet

fc)l == 0)^ ==.-.== (f),. =: 0 ;

les expressions a) sont des combinaisons l inéa i res des dx, aux coefîi-
cients fonct ions des x et de p nouvelles variables

(5 ) y^ y^ • • • » .r/.;

les CT' sont enfin des combinaisons l inéaires des (lx et des dy avec
coefficients fonctions des x et des y.

La considération géométrique des éléments l inéaires issus d 'un
point {x^ x^ ..., ^)va nous conduire au groupe l inéa i re adjoint.
Tout élément l inéaire peut, en effet, être défini par les rapports
mutuels des différentielles dx,, ou encore parles rapports mutuels de
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r expressions de Pfaff l i n é a i r e m e n t i n d é p e n d a n t e s en dx,, ..., dœ,
aux coefficients f o n c t i o n s des .y. Nous prendrons les expressions aux-
quel les se réduisent les co quand on y donne aux y, des va leurs par t i -
culières, d 'ai l leurs quelconques , yj, so ien t

(6) ^l, ^25 • • * ? ct)^

I I est clair que l 'on a des formules de la f o r m e

(^) ^/,^:w/,i(.r, y)^-(~ /^â(-^.r)^4-. • ••+- ^/./•(^J')^-
(/;•==: i, '2, . . ., /•),

les m/,, étant des fonctions des .r et des y.
Considérons une transformation quelconque du groupe faisant

correspondre au point (.^, .... x;) le point (X,, ..., X,). On a, en
désignant par tî/, ce que devient o^ quand on y remplace les x el lesj
par les X et les Y,

î"2/,—:^,,

et les valeurs desj correspondant à un système de valeurs données
des Y (et des X) sont arbitraires; donnons, par exemple, aux Y, les
valeurs particulières y^; alors il vient

( 8 ) ^=//^l(^,y)^l+^^2(^»r)û)2-^-"•• • •î-^r(-^ y)^!'
(/.•=!,-2, ...,r).

Cette formulo exprime la correspondance la plus générale établie
(Mitre les éléments linéaires du point, (^) et ceux du point (X) par
celles des transformations du, groupe qui transforment le premier
poin t dans le second*

D'autre part , i l est év iden t que cette correspondance est donnée
également par les formules

(g) ^= ,n^(X, Y) ̂ + /^(X, Y) Ï^ . -+ ̂ r(X, Y) ̂
( Â - = = ï , 2 , . . .» r).

Cela signifie qu-il existe entre les m^(X, Y) les mêmes relations
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qu'entre les coefficients des équa t ions (8) résolues par rapport aux oj.
Tous ces derniers coeff ic ients peuvent manifes tement s 'exprimer au
moyen de p d'entre eux et des /r. Donc les /n/^(X, Y) p e u v e n t s'ex-
primer au moyen de p d'entre eux, so ient [JL,, p-.^, . . . , j^, et des x

77l / , ^ (X,Y) =9/,,(/J.i, . . . ,^;^i, . . . , .T/ .) .

Mais comme évidemment

m/,,{X,'Y)-=:^/a(p'i, - . . î»^ ; Xi, .. ., X,.),

et que les seules relations nécessaires entre les oc et les X sont celles
qu i expriment l ' invar iance des h fonct ions U, i l fau t que les fonc-
t i o n s <p/^ ne dépenden t que des p. et des U.

On peut donc t rouvera fonctions

"lï ^"iî • • • » f' i>f

des x et desj, indépendantes par rapport aux y et telles que l 'on a i t

(îo) ^ .=:a^(^lJ)f^+a/^(^ U)^+-. . .4"a/,,.(/',U) r,), (À-":::: ï , 2 , .. . , / " ) .

La correspondance entre les é léments l i n é a i r e s des p o i n t s ( x ) et ( X )
prend elle-même la forme

( i î ) î'2/,=:a/,i(/1, U)r^4--a/,^, U)^+. . .-h ff./,,{t, V ) '^ (/,"= f , ' î , ... . , / • ) .

I l y a plus : les formules (rx) de/înùseni un groupe de siù)SUiuiiom
linéaires, à p paramètres t^ /^ , ..., t^ effectuées sur les expressions co, ,
co^, ..., oj,., les U étant regardés comme des constantes. Cela résulte du
fai t même que les équa t ions (n) déf in i s sen t une correspondance
é tab l i e entre les éléments l inéaires de deux points par les t ransfor-
mat ions d'un groupe.

34. La considération de ce groupe l inéa i re ( i x ) , que nous appel le-
ronsF, va nous permettre de donner une nouve l l e d é f i n i t i o n du groupe
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inf in i G. Les équa t ions de déf in i t ion

^.— (0/,:L=0

de ce groupe peuvent en effet s'écrire, d'après (10),

^ a^(T> U)^-^ a;,(^ U)^- (À- =1 ,2 , . . . , r),
< ^

c'est-à-dire, en résolvant par rapport aux I"4 ^ t enant compte de la
propriété des a/^-,

(12) ^ 4 = = a / , i ( 0 , U ) a ) i + a ^ ( 0 , U ) ^4-...+a/,,.(6', U)^
( Â ' : = J , 2 , . . ., / • ) ,

les 0 étant des fonctions des /, des T et des IL Autrement dit le
groupe G est forme clés transformations les plus générales (fui laissent
invariantes les/onctions U et (]ui effectuent sur les r expressions de Pfaff
oj une substitution linéaire appartenant au groupe F. Pour toute transfor-
mation de G, les X et les 0 sont des fonctions des x.

Il ne reste donc plus, dans la dé f in i t ion du groupe, que r expres-
sions de Pfaff construites avec les variables x et leurs différent ie l les ,
et un groupe l inéai re F.

35. Le calcul des invar ian t s bil inéaires des oû/^ d'après les for-
mules (io) va nous montrer que ce groupe l inéa i re F n'est autre que
te groupe linéaire ad jo in t déjà rencontré dans le Chapitre II [C,,
n0 21, form. (i8)| et désigné sous le même nom de F.

Soit, en etïet,

(l3) ôp/===^^p^,^ (p=ï ,3 , . . . ,?) ,

un système de p transformations infinitésimales indépendantes du
groupe (11), où les variables co ont été remplacées par les lettres u^
les b^ ^ont des fonctions des U. On a des formules de la nature sui-
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vante :

<—^ == y / /p ^p/,rç (/== i, a , . . . , //; /, = i, a. . . . , / • ) ,uii "̂""B
/, ?

ou encore, en cons idérant les f o r m u l e s (ïo),

<}^/, <)a/,i — ^a/,. -- ^a/,,. - - ^^^^,^^^^+...+^^^^^^^

/ •P
(/==!, 2, . . ., p ; Â-=:I,a, . . . , /•) .

Calculons alors le covariant b i l i n é a i r e de 0^-

f,^ = ̂  ff^i ~^ -\~ ̂  ̂  rfUy ̂  + ̂  <://< ̂  7/p /^•p/, r,)y.

/-=:1 .v,/ / /,p

Mais o)/ et ^Uy p e u v e n t s 'exprimer en (onc t ions l i néa i r e s des co, e l ,
de même, comme o^/ ne dépend que des variables x, o^ ( ) eu t 's^^x-
( ) r imer b i l inéa i rement au moyen des co. On aura donc des f o r m u l e s

( î 4 ) ^/, ̂  ̂  ̂ /y/, ̂ / <'>./ - ̂  ^/p/, ̂ j ̂  /./p ^//,

/'. p /

les ̂ ^ é t an t des f o n c t i o n s des x et des /.
La comparaison des formules ( i ^ ) avec les (bnnules (3) m o n t r e

que , à des combinaisons l inéaires près des o), on a les re la t ions

^ a^9 •= -"• 2 z//^' 21 ̂  ̂ •
P F /

Si nous posons

CT? ~= ~ ̂  ̂ p ̂ ^ (p = f , 2, . . .,//),

/

nous voyons que les ç^p résul tent des CT? par une s u b s t i t u t i o n l inéai i^
à coef ï ic ients fonctions des U et que de plus cette mémo s u b s t i t u t i o n
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effectuée sur les lettres e? et e^ transforme la transformation inf in i té"
si m a le

2 ̂ v^- 2 epal^ut^
p F'^'

Jans la transformation in f in i t é s ima le

^^©p/==^^^p,^,^.
p F^-

11 y a donc bien iden t i t é en t re le groupe l i n é a i r e F défini par les
formules (11) et le groupe l inéaire F défini par les t ransformations
in f în i t é s ima le s ( ï 8 ) ( C ^ , p. 189).

Mais les considéra t ions développées plus haut montrent que, si l'on
connaît les r expressions de Pfa//'(j)^ ..., o .̂, on connaît par cela même
les équations finies du groupe F.

36. Les résultats du Chapitre II , relatifs aux cond i t i ons auxquel les
doivent sa t isfa i re lescoedicients a^et c/j^ des formules (3) montrent
que, u n e fois le groupe l inéa i r e F donné, on ne peut pas chois i r arbi-
t ra i rement lesr expressions de P fa f fo^ , c o ^ , . . . , co/.. D 'a i l leurs on peut
retrouver ici une par t ie de ces c o n d i t i o n s en remarquant que les/or-
mnles f3) ne changent pas si l'on y effectue sur les co une substitution
auelconcîue du groupe V à condition d'effectuer sur les CT une substitution
convenable. En e f f e t une s u b s t i t u t i o n , de paramètre T, ef fec tuée sur
les expressions co/,;

(.)/,== a/,i(^ U)^+ ^ Â - 2 ( ^ U ) û ) 2 - 4 - * . .+ ci,^.{t, U )r,)/.,

donne de nouvelles expressions

&)/; y^^^(r,V)^^^a^(Ô,V)^

où les 0 sont des fonctions déterminées des t, des T et des U. Les o^0

sont donc semblables aux <o/^ au moyen d'une transformation effectuée
Ann. Éc. JXorm., (3), XXII . — MAI i()o5. 29
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sur les t. Par suile les formules (3) subsisteront, sauf à y remplacer
les -^ par d'autres expressions.

Le calcul confirme ces prévisions- La transformation infinitésimale
la plus générale du groupe T peut se mettre sous la forme

/ ^ ^u- ^( 1 0 ) -̂ r =^^•p^•ï;pr•l)^
^ P

où les ^p sont des quantités quelconques; on a alors (r)
fs /

( ï 6 ) "—^ ==- ̂  a^k ̂ p c-̂ - + ̂  Cti^k Cp ̂ ^ •
^ p ^ p

Or les formules (3) donnent

, , Ô&)/. ^ [ ^^i aff}j\ •̂  /fîfx)/- cÎ7îTp\

(I^ ^^^^{^^^^^^
En t e n a n t compte de (i5) et comparant avec (16) on arrive aux

formules s u i v a n t e s :

^ /OOTp \
o=-^a).F^)^-^ +d^j

>.,p

-4- ̂  ̂  ( ̂ /p/.<^~ ^l'7/C^l) ̂  ̂ ?.^T

).,p,(T f

+ ̂  (^)p./:^/p/.+ c^a^i— Ci^a\^}v^(ï)\r^^
(Àp.),p

ou encore, en introduisant les constantes Yp^ <!<' la structure du
groupe F,

^ / SI^T: , 'Y1 \o =— > ^^.f,^ / ~— +- ch\^ .> yo^^^ff \
•«B—1 ^ 0& •<**»** 1

/.,'C \ p.r7 /

-+" ̂  (Q,l^^/pA-4- CAA^^p/— ^•p,/v^Àp/)^pû)),&)(J,=: 0.

î p

( 1 ) Si le groupe est intransïLîf il faudrait ajoulor au seeond membre de (16} lô lerine
^ pp c^/p/,. o)/, ce qui introduirai t dans lô second membre de la formule (19) le terme
complémentaire (19') dont il est question Ci, page 190.
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II faut donc que l'on ait des formules

/ r^ Û^T l V V

( î 8 ) ^ ^=L'~~ ^Â^^^^^^^^^^
P,^ p,{A

les ^ppT: désignant do nouvelles arbitraires assujetties à satisfaire aux
re l a t i ons

i , . . . , / » i , . . . , / -
( 1 9 ) V (^XT/^(J^T"~- ^p/r^p-c) "̂  ̂  (0.p.f^/p^•-+-C/•ÀÂ•^p.p^— C/p./.-^Àp/)

T /

(7^/j-, A- = : î ,a , . . . , / " ; p=: i , 2, . . . , / ? ) .

Ces re la t ions ne sont pas autre chose que les relat ions (19) du
Chapi t re II (C i , p. i8()). Lci condition que les formules (ïî) de la struc-
ture du. groupe G cidmetlent le groupe linéaire T fournit donc l'ensemble
des relations du premier de^ré auxquelles doiçent satisfaire les coeffi-
cients Cfjf^

37. En revenant aux expressions o>/c construi tes avec les seules
variables oc et leurs d i f fé ren t ie l l es , les condi t ions nécessaires et suffi-
santes pour qu'elles définissent un groupe i n f i n i G, une fois le groupe
linéaire r donné , sont donc :

:ï,° Que leurs covariants pu issen t se mettre sous la forme (3), les c^
é tan t des fonct ions des seuls invariants U, les çïp étant des expressions
de Pfaff 'convenablement choisies ;

2° Que les systèmes (19) et (20) du Chapitre II soient compa-
tibles.

Ces condit ions se trouvent en particulier réalisées si l'on prend

^•=.dXk ( /c=:i ,2, . . . , r),

dans ce cas les coefficients c/^ sont tous nuls.

38. Une partie des résultats précédents subsistent si l'on suppose
que les s expressions de Pfaff,

û)i , r^, . . . ? œ.ç ( s < r ) ,
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ont des covariants s 'annulant avec ces expressions elles-mêmes, c'est-
à-dire que l'on a

c^^s+j.k^ o /c,j=i,2, ..., r —s; Â'=.Î, 2, .. *,.A

^-W,p,/. ^O \ p=: 1,2, . . . , /? /

Dans ces conditions le système

0)^ -=: G)a ==:...=: 0,)̂  rr 0

est complètement intégrable et nous pouvons supposer que

'^*i> '^"a? * • • f ^s

sont ses intégrales; nous supposerons, en outre , que les invar ian ts U
du groupe G ne dépendent que de ces s variables.

Si l'on désigne par

COj, (D^? * . ., Q).ç

ce que dev iennen t les expressions considérées lorsqu'on y donne aux
variables .r>n, .. . , oc^ y^ — ^ y ? des valeurs fixes quelconques, les
mêmes ra isonnements que ceux exposés au début de ce Chapitre
montrent que les oo^ résultent des o>^ par une substi tut ion l inéa i re
appartenant à un certain groupe 'y dont les paramètres / sont des
fonc t ions des x et desj; les coelïïcients des équat ions f in ies du
groupe y pouvant conteni r , outre les paramètres l, les invar iants lî :

l, . . . , .y

^/c= ̂  (3^( h V)^' (/.- =: r, 2, . .., .ç').
i

Les transformations inf ini tés imales de y sont les r — s -+- p sui-
vantes :

1 , . . . , A -

V àf . . ,
J^ Ci^^k ̂  ̂ - (./== J , 2, . . . , / • — — ,S-) ,
i,lï

l,...,.v

^^•F/.^^- (p== 1,2, ...,/?),

^,/»•
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qui ne sont pas nécessairement toutes l inéairement indépendantes;
l'ordre du groupe y est égal au nombre de celles des équations

l,...,r—.s- î , . . . , / >

^ Ci,s-^j\k^s^j -4- ̂  a/p/,?np== o (^ À- == i, 2, .. ., ,î),
; p

q u i sont l inéairement indépendantes.

Le prolongement normal.

39. Le prolongement boioédrique normal du groupe G s'obtient
en associant aux variables p r imi t ives^ les p variables y qu i en t ren t
dans les co et les îï7, ou encore les paramètres t des équations f in i e s du
groupe l inéa i re ad jo in t F. Les équat ions f in ies du groupe prolongé (S-'
se déduisent imméd ia t emen t de celles du groupe G ; il suiïit d'égaler,
dans les deux membres des équat ions

(ao) .̂"=::GU. (/'=:i, a, .. .,/•),

les cociï icients des d i f î e rcn l ie l l e s dx^ u n e fois les X exprimées au
moyen des x. Avec les paramètres du groupe F, ces é q u a t i o n s sont

^ a^(T, U)^7==^ ^/./(^ U)o")/ (A- =1 ,2 , . . . , r).
t i

Les équat ions dés t ruc ture du groupe G' sont aussi fac i les à obtenir.
En égalant les covariants b i l inéa i res des deux membres des équa-
tions (20) et tenant compte de ces équations elles-mêmes, on a,
d'après (3),

(3 i ) Q!f,— &//,=^ a/p/ ,w/(IIp— ?STp) == o (/:• == T, a, . . . , r),

i,I

les IL désignant ce que deviennent les cjp avec les variables transfor-
mées* La propriété des coefficients a^ de former un système involutif
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(n° 7) de caractères

o-i, 0-2, ..., a-r (7? == o-i-4-Oa-{-. . +0",.)

montre que la solution la plus générale des équations (21) dépend de

p ' == o-i -h 2 0-2 -+". . . -t- rcr/.,

paramètres arbitraires ^u ^2» * • • » ̂  ^it

IÏF=:Ti7p4-^ l>^Z\^i (?•=!, 2, . . . ,/ .>).

/-,X

Par su i te , le groupe G' est le groupe le plus général, qui laisse iwciricinis
les U et effectue sîjr les r+p expressions de Pfaffw et m une substitution
de la forme

[ ^/,=:o)/, (Â-=: I , 2, .. . , r) ,

( 2 2 ) . j np:=:n7F-l-^ bn.^Wi (p == i , 2, .. .,/)).
( i,\

La subs t i tu t ion (îî2) forme évidemment un groupe l inéa i re r'
à p ' paramètres; c'est le groupe l inéa i re adjoint à (x'.

Posons

^/•4-p^^p""^^ f>ù^^^i (p =• h ^i ' ' - ? PY

i, ).

Les expressions de Pfaffo^, ..., o^.^ forment un système de r+p ex-
pressions dépendant de r ^r p +p' variables x, y, z. Leurs covariants
bi l inéai res sont donnés, pour les r premières, par les formules

c4=^^v7»^/My4-^^/F/,(A)/^,.4^ {k=: r , 2, . . ., /•).

( / / ) /,p

Quant aux p dernières, les développements des n08 21 et 22 montrent
qu'en égalant à zéro les covariants tri l inéaires des o^., on obt ien t les
expressions

^^/p/,^û,>/^p ( À" == i ̂  . . ., r),
/,p
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et, de plus, qu'on peut trouver pour les œ^_p des expressions bili-
néaires en co,, ..., co/.^, les coefficients étant des fonctions des U
[Ci, form. (i6),p. ï88]; la forme la plus générale des œ^ s'obtient
alors en ajoutant les expressions bilinéaires les plus générales ©p qui
annu len t les /• expressions t r i l inéaires

^f/ /p^.G)/©p (/€:= 1 , 2 , . . . , / • ) .

D'après le n0 8, on sait que ces ©p sont de la forme

ôp=^^Ap^7^ ( p = I , 2 , . . . ,p),
i;h

les /> étant/?' expressions de Pfaff quelconques, les &/>.p étant les coef-
ficients des formules (22). Donc finalement on a

1,. . . , / • l,...,r 1, ...,/>

û)/, = V C,,/c^i^j •4-V, V ^/F/*•ct^•o)/-t-p (/Crr:!,^Û)A = V C . j / c ^ i ^ j •4- V V ^'/p/f^/^/s-p (A" =:!,-2, . . . , / • ) ,

( y ) <;' p
1, ...,/'4-/; 1, ...,/' I,.. ,//(23)

^^•"P^ ^ C/y./.+pf^G^-i- ̂  ^ b^^i7:h (p == t ,2, ...,/?).

(//) ^ 'À

Telles sont les équations de structure du groupe G'.

40. Faisons ici une remarque qui aura son importance p lus loin
pour la théorie des groupes in t rans i t i f s . Les deux systèmes d'éc/uations
linéaires en 0-^, ..., o)^

^a,p/,G.),=:o (À-= ï , . .., r; p=î , .. .,/J),

^Z/,>,p&)/==o (p =i,.. .,p; À= ï , . . . , /V)

.^/2^ équivalents. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que le pre-
mier de ces systèmes soit mis sous la forme

(,.)^ == 0)3 =:...== 0.̂ .-=- o (,ç ̂  r),
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c'est-à-dire que l 'on ait

^-K,p,À-=0 {L=î, . . ., r— S; /:=:!, . . ., F; p==I, . . .,/?).

Les Z»^p satisfont aux relat ions

^ ( ̂ /p/.- ^/)>p — ^pÀ- < )̂.p ) == o ( ̂ y, /•=: i , . . . , /• ; 7 = i,...,//).
F

En f a i s a n t y >^, on voit d'abord que 6/?,p est n u l , ce qui montre que
le second système ne cont ient pas d 'équat ions indépendantes du pre-
mier. Si m a i n t e n a n t le second système se réduisa i t , par exemple, à

(,)^ rr: 0)3 == . . . =r .̂•=1= ô,

en faisant /^ i , il v iendra i t

^^ip/A').p-=o (^A-=- ï , ...,/•; À m, ...,//),
P

de sorte que, quel que soit k, ̂ ^p/c^p resterait i n v a r i a n t par la sub-
s t i tu t ion (22). Comme tous les a,^ ne sont pas nuls, cela, est im-
possible ( < ) .

Il résulte de là que le prolongement normal G' du groupe (x- a les
mêmes invar iants essentiels que G.

41. Comme exemples de prolongement normal, considérons le
groupe général à une variable G défini par

^== f^CTi;

( 1 ) En conservant les notations du n° 7, il existerait, en enet, entre les /p//une relation
1, ...,<7( 1 , . . . , p

^ ^ Ap^ /p /y^O ( j ^ î , %, . . . , /? ) .

P ^

En faisant , /==! , toutes les quantités Iça seraient principales et, par suite, arbitraires,
donc tous les Ap/ sont nuls.
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lo groupe prolongé normal G' est défini par

C,̂  == G.); (j)^,

0/3== 0 ) i % i ;

lo second groupe prolongé G" par

f,) ^ == G » i ^ C » ) ^ ,

G.) 3=" OiC,.);,,

^== 0)2^-4- ^1^1,

et ainsi de sui te. Si l'on pari înaintenant (le

rx)i==yr/.r,

on trouve, sans intégra lion,
ffy .

r , } 2 :..-:— — ^ - [ - s dx,

clz
r,)^ -:r: — — •4- u dx.

l^^s équations finies de ces trois groupes successifs sont condensées
ri an s les forint il es

X=,/(^),
yY •

y -....-.- z ^ 1^1• - 1~ f ' { x ) f'n^)1

De inênïe l»^ équations de structure du groupe général a deuK va-
riables é (an t

r,^ =: G) in7i + ûJaCTi,,

r,) ̂  •^ (,) ^ OTy -4- o) g 7î7.,, ;

celles du groupe prolongé n o r m a l sont

^i == <<)i^)3-+- r,)^)^

r,)^ 'r,.= <,)^ r,);; -f- G) ;̂,

r/)y •:r:: — r,)r. Q);; + <,), y^ 4- r^y^,

^)^ == -" ^).j 0)4 -— G)4r»J(; + ^)i 7^ -+- ^î'/^j

C,)^ "= r,):( ^g -f- r,)g ^)fi -h ^)j 7^ -^ ^>â'/",

^î 'r:: ^^ ^;î -1" ^)) /ç 4~ <«)2XT,-

.-///./'<!. î - c . A'o/fu , ( • ' • î ) , K K H . — MAI i9o5. ^0
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On peu t prendre manifestement

û) ^ == Y^ dx^ 4- y 2 ̂ '2,

0)2 =: j:; ̂ •i 4- y,^ dx^

et l 'on trouve alors sans d i f f i cu l t é

û)..t == — . " . ' ' "• 2 -4- ^i (,/i ̂ .•i 4~ .ra ̂ ^2 ) -+• ^â ( r;î ̂ "i 4- yi, €/^^ ),
J l j ) i . — — } 2j 3

^•^:=:: ' 2 '/^.'^v^2 4"- ̂ (./i ̂ A -+-,/2 ̂ 2) + ̂ 3 (.n dx^ 4".r,i, ̂ 2),
*/ 1 J 1* J î J 3

^'.= ~^:}h . } ' ' ï ' J r ~ y : i < : ' r ^ + ̂ '-(^l ̂ ^ -l'•*^2 ^^2) H- ^^ >'» ̂ rl-+- )'^ ̂ 2).Ji./^—Jajs

^r, == ——————:,————i •+- .Sa(ji •̂1 +Ja ^•2) "i- ^(Va ^"i "t-.r^ ^^2)'
./lj"' ,7àJ ;i

E n f i n les équa t ions f in i e s du groupe G étant

X,~/(..^,^L
Xs— y(.^i, ^a)»

celles du groupe G' s 'obt iennent en a jou tan t

ÔCD ()W
y „„.. .IL .„-..„- ^^ . .....,,-,..L»
t7 l (}.r, - } 2 ̂ r,

ï i:— ^Zl -<y?- »» (^ 0^
àx^ ûx^ ôx.^ J.z'.i

àf ôf
—— ^' ...-.J.7..,» -4^ y .̂..-./».

y ___ ______J l (^^^ l̂ l̂,

"s2 " ^/ <)y <)/ ô^
(},r^ ().ï^ ^.z-2 <À^i

<Jcp ^ ^y

Y • " • • • • ~-Zl̂ «Zl̂
3 '"""1 ^ZL ^ _ ^^ ̂  ?

àx^ àx^ àx'i (j^\

ôf <)f
—— y -̂ Z«. L̂. y, .̂ L-

y ^ __'̂ J l̂j!^
4 > ' ^ ̂  ' ̂  <)^

rÀz-'t <).'rss d'.rg àx\
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Détermination des groupes dont G est le prolongement hoioédrique.

42. Conservons toujours les mêmes no ta t ions , et soit G, an groupe
dont G soi t le p r o l o n g e m e n t h o i o é d r i q u e . Soil s le nombre des va-
r iab les t rans formées par G, ; ce sont néces sa i r emen t ce r ta ines fonc-
t i o n s (les var iables ,r t r ans fo rmées par G, et nous pouvons t o u j o u r s
supposer que ces fonc t ions sont

Le groupe G étant le prolongement hoioédru/ue de G 1 transforme entre
elles les variables .x1,, . .., .2 ,̂ e t , de plus, toute freins formation de G qui
laisse invariante chacune (le ces variables laisse également invariantes
toutes /es autres variables x.

D'après cela; les s var iab les (2^ ) sont les intégrales d 'un système
( l ' é q u a t i o u s de Pfa(f q u i p e u t tou jours se mettre sous la forme

(^)
r,) ^ .„-, //, ^ r,) ,. ,̂  — ... — // ^ ^.__,, (,),. ̂  o,

• * • • • • • • ' • • * • • ' " • • * • * • " " * " • • • • »

c,)^ — / l ^ ^».s..,4...i — ... — //^./•-.A-^)r== 0.

Les premiers membres de ces é q u a t i o n s é t an t des c o m b i n a i s o n s l i -
néaires des d i f f é r e n t i e l l e s dx\, . . . , d-r^ éprouvent une s u b s t i t u t i o n
l i n é a i r e par u n e t r a n s f o r m a t i o n q u e l c o n q u e du groupe G; comme,
d 'aut re part , c h a q u e expression oj/ est i n v a r i a n t e par le groupe G, i l
en résul te (( l ie les p remie r s membres de (^5) sont, éga lemen t inva-
r i a n t s , et q u e , par s u i t e , les coefficients h,/, ne dépendent que des seuls
invariants IL

Nous supposerons , ce q u i est toujours permis, que ces coe f ï i c i en t s
sont tous n u l s ; i l s u f l i t , pour cela , d 'effectuer sur les c.o u n e s u b s t i t u -
tion l i n é a i r e à c o e f f i c i e n t s f onc t i ons des IL

Gela é tant le système

( 36 ) 0) i :~ €1)2 :=. . . = r,^ = o

doi t être complètement i n ï é g r a b l e , c'est-à-dire que dans les fo rmules
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do s t ruc ture

^^-':r ^^/VÂ'^/^V+^^/pÂ'^/CTp (Â-=: Ï , 2, . . ,,.y),
( / / 1 /', p

tous les coeff ic ients

C^^^y^, ( ^ / = r , 3, . . . , / • —.ç; Â - = r T , 3, . . . , .ç) ,

^M-,F,/, ( ^ = ï > 3, . . ., r — . y ; p = j , 2, . . . ,/ ./; /, == i, a, . . . ^ . v )

sont nuls. On voit, en par t icu l ie r , d'après cela, q u e le groupe linéaire V
laisse invariante la multiplicité linéaire définie par les équations ( 2 G).
Cette condi t ion n'est pas suffisante.

43. Supposons m a i n t e n a n t que le système (2())soi(; complè to inent
intégrable. I l est c la i r alors que G t r a n s f o r m e en t r e el les ses intégrales,
p u i s q u ' i l laisse i n v a r i a n t e chacune des express ions o^, ..., o^ et que ,
par su i te , il permet d 'exprimer dX^ .... ^X, en f o n c t i o n s l inéai res de
dx^ ..., dx^

Désignons par G, le groupe q u i i n d i q u e comment G transforme
ent re elles les variables ^,, .... ̂ . II est clair que G résulte du pro-
longement de G , . Il f a u t voir dans que l cas ce pro longement est
hoioédrique. Nous supposerons p rov i so i r emen t que G^ admet tous
les i n v a r i a n t s de G, ce qu i revient à di re que les i nva r i an t s de G
dépendent tous de ^,, x^ ..., x, seulement .

Posons
/ œ, -^ (3n dx^ + .. . + j3^, dx,,

(^) \ ̂  = ̂ î\dx^.^ 4- ̂ d,r^
\ ........................

\ r^s == |3^ dx^ -4-. . . + ̂ ,, ̂ ;r,.

Les coetHcients p^ dépendent de^, .. . , ̂ ,y,,.. .,y^. Suppo^ns qu ' i l
y en a i t parmi eux exactement ^ i n d é p e n d a n t s entre eux et indépen-
dants de x,, •...,.z',. Alors on peut les exprimer tous au moyen de
x,, . ̂ , x, et de q variables aux i l i a i r e s ^, ..., ^. Cela é tan t , on voit
m a n i f e s t e m e n t que toute transformation qui laisse invariantes chacune
des expressions e u , , . . . , œ, et chacune des variables x^ ..., x, laisse aussi
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iwarianis les coefficient p / /c et, par suite, les variables v. Autrement di t ,
à la Iran s fo rma t ion i d e n t i q u e de G, ne peuvent correspondre clans G
que des t r a n s f o r m a t i o n s laissant invar ian tes tontes les quant i tés 9.

Si m a i n t e n a n t l 'on forme les covariants o^, .... c^, ils peuven t
év idemment être cons t ru i t s avec

a)i, . . ., C«)A.; d\\, . . ., rA7,,;

de plus, les q u a n t i t é s

.Z'I, <Z'.^, . . . , <^'A-; < 7 ! » t ' a» • • • > /̂

sont les in tégra les du système complètement intégrable

1 r,)/,=ro,
(^) ^M (^ / .=1 ,2 , . . . , .S> ) .

(')r ce dern ie r système peut être formé sans conna î t re les coeth-
c ien t s ̂  des fonnules (27) ; i l s 'écrit , en e f fe t :

0.) /,:=.(.>,
l^ / ' l1^ ( / : , / f= t ,2 , . . .,.y).
^C/yÂ-^/+ ]^a^f^^o

i P

Nous le supposerons, ce qui est toujours permis, de la forme

^9)
(,), =: r,)^=r. . .=:&)^-=~0 (.yS^:;/-),

CT,=7ï7^=:. . .==7î7/=:0 (^^)-

Avec ces hypothèses /o/^<? transformatùm de G y^^ ^^o inwricmtes
les variables x^ . * . , ̂  /awe invariantes toutes les intégrales du sys-
tème (2C)).

Nous allons d'abord montrer qu'on peut se supposer ramené à l 'un
des deux cas

s .-=- ^, s == r.

Si, en effet, / n'est égal ni à s, ni à r, on voit facilement que te sys-
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terne

( 3o ) o) i = G.» à :=:...= c»\s-' == o

est par lui-même complè tement , intégrable. Les covariants b i l i n é a i r e s
deco^i , . . . » co / s ' annu len t , en ef fe t , avec o^, co^, .... co,, d 'une part,
a v e c c o ^ , .. ., o)/, C T ) , . . . , ̂  d 'autre part ; si le système ( 3 o ) n ' é t a i t
pas complè temen t intégrable, i l y a u r a i t dans l 'un au moins des cova-
riantsoj^.p . . . , œ^ un terme en o^î^ par exemple. Désignons par

A.s.+.i, . . . , A.,.-; Bi, . . . , B/

les coefficients de co^cr^ dans

0)^|,.i, . . . , f,)^; ^ , . . . , ?TT/;

en | ) renant dans le covar iant t r i l i n é a i r e de œ ^ f ^ ^ ^ ) le coe fT ic i en t de
OD/O^CT^ , on o b t i e n t

l , . . . , / ' .V l . . . . , /

^ ^,A'47,Â' AA--.>-y + ̂  ^/p/: Bp == 0 ( /, /• rr: 1 , 2 , . , ., .V ).

/ p

D'après les hypothèses f a i t e s , ces équa t ions e n t r a î n e n t ,

A^ .y^Sîp^o ,

c o n t r a i r e m e n t à ce que nous avons supposé.
D'après cela, on ra isonnera sur le système complè tement i n t é -

grable (3o) comme on a ra i sonné sur le système p r i m i t i f (26). On
aura a ins i une suite de systèmes et l 'on s'arrêtera lorsque l ' en t ie r .y
correspondant à l ' un des systèmes sera égal à r, ou b ien lorsque cet
e n t i e r ne croîtra plus.

44. Nous sommes donc ramenés aux deux cas,/ .—= s et s ' — r :

1° Si s ' eut égala r, on voit que toute t ransformation de G q u i laisse
invar ian tes les variables x^ ..., x^ laisse invar ian tes toutes les autres
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variables ^\y-n, ..., oc^ Dans ce cas, le groupe G est le prolongement
hoioédrique de G , .

2° Si s ' est égal à .?, la discussion est un peu moins s imple . Nous
supposerons d'abord, ce q u i est toujours permis , que les variables y,,
ja, . . . , j / son t intégrales du système (29). Si l'on désigne par

•CTi, ^3. . . . , TÎT/

Jes expressions les plus générales telles que l'on ait

( 3 l ) C.4-rr ^ C/y/ ,G) ,G)y -4-^, ^-pÂ-^^p ( Â - = ï , a , . . ., ,S-);
i/',/) / ,p

on a des re la t ions de la f o r m e
1 , ...,.ï

— '<K""T|
(3'.>,) CTp=znp+ ̂  Ap/o), (p-= i, a, . . . , /),

<?

où les Ap/ sa lis font aux équations

i,...,/
^ ( <^pÂ-Apy — ayp^.Ap/) == o ( i, j\ /c = i, a, ..., À-).

P

Or les oj/(. é tan t cons t ru i t s avec les var iab les x^ . , . , x^ y^ . . . , ^ y / ,
i n t ég ra l e s du système complet (^9), i l est év iden t que l 'on peut satis-
fa i re à (3 s) en p renan t p o u r les îT7p des expressions également con-
st rui tes avec x^ ..., x^ y^ • * * » y / ( ' ) • Toute t r ans fo rmat ion du
groupe G q u i laisse i n v a r i a n t e s les var iables x^ . . . , x,. laisse donc
inva r i an te s les expressions ^p ainsi choisies. On aura alors

l"^/' ^"-^ ( ̂  1"^ \
<.^,=^C^y,,.+,,A.G)/G.)y-+- ̂  ^ ^/,p,À-+A-M^ Wp — ̂  Apy6)y j

(/", /) ^ p \ / /

1, . . , / • / + l , . . . , / )

"+- ̂  ^ ^/,'7,^h/^.'>z7îT<7.

< a-

( l ) II suiïit ()ar ftxeniple do donner, dans ^i, ...; w/, aux variables j7-»-ii ..., j'//, des
valeurs fixes quelconques.
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Supposons, ce qui n'arrivera pas toujours, qu'a toute mbslàutùm
linéaire de Informe (32) effectuée sur r^,, ..., rs/et laissant invariants
les covariants (3ï), corresponde une substitution linéaire effectuée sur
cï/4_), ..., CT» et laissant invariants tous les autres coloriants
<„, . . . » co;.

Alors on peut supposer trouvées p — l expressions ^/+i, . . , , ̂ ,
telles que l'on ait

i, . . . , / • i, . . . , / • i, • ' • , / '
/̂,:= J^ C,j^/,0),G)y-+- J^ J^ ff/,p,^-Â-^^p-

(/,/•) /• p

Les t ransformat ions de G qui laissent i n v a r i a n t e s les variables
,r,, ..., Xs sont alors données par les équa t ions

(33) ^^fc-- w^/,=o,

et les covar ianis b i l i néa i r e s de leurs premiers membres d e v i e n n e n t ,
en tenant compte de (33),

! , . . . , / • /••)• -1, . . . , f >

i2.'s•-^/••~- rx)l•+/. ̂  ̂  ^ ^/,'7,A-.l.-/. f/>/ ( Î4 —— ^0-^ •

/' (3'

Si alors le système des coefficients

<"^:^^-k { i ^ ' s , . . . , / • ; A- =:= i, . . . , / • — .s- ; a = / -+- î , . . . , p)

est involutif, le système de PfaflF( 33) est en i n v o l u t i o n et le groupe G
admet des t rans format ions q u i la issent invar ian tes x^ ..., Xs sans
laisser inva r i an tes «ïv+i , ..., x^ Le groupe G est le prolongement mené-
drique. de G, .

45. Pour ar r iver à celle conclusion, nous avons dû fa i re deux hypo-
thèses aussi peu nécessaires l ' u n e que l 'autre. Si la première n'est pas
réalisée, on considérera les covariants de c^i, , * . , vs^ Prenons le
groupe dérivé G' de G obtenu en adjoignant à o^, ..., o ,̂ les expres-
sions (o,,^.,, ..., 0^4^ qui se dédu i sen t respec t ivement de x^i , ..., f^;
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par addi t ion de certaines combinaisons l inéa i res des co pr imit ives, a
coefficients fonct ions de // var iables auxil iaires nouvelles s (n°39).
Alors, au groupe G, correspond un groupe G\ t ransformant entre elles
les var iables .z'i, . . . , ^,r,, . . . , y^ intégrales du système

( 3,/i ') r,)i == . . . —z. Ç,)^ := 0, ù);.4-i -==... =~- <^,.-h/ ̂  û.

Si nous r a i sonnons sur ce système comme sur le système (26) pri-
m i t i f , il nous condu i r a soit à un nouveau système qui cont iendra
t o u t e s les équa t ions

a u q u e l cas le groupe (x sera le prolongement hoioédrique de (xi , soit
a u n système qui ne soit plus suscept ible d'extension.

Supposons q u e ce soit

( 35 ) o) i .•:"-.;-. . . ̂  ^).s-' ̂  o, <'Wi ^" • . . == ^/•4-/- "'""= ° (•s>' < /> )•

(^ela s igni f ie que les covar iants b i l i néa i r e s des expressions a) , , ...,
oj>,, co/^i, . . . , co,.̂  s 'annulent tous en tenant compte de1 (35) et, de
plus, que les dérivées par t ie l les de ces covariants par rapport à ces
mêmes expressions ne peuvent , en s ' annu lan t , i n t r o d u i r e entre
ùj , , ..., œ,., o)^, . . . , co^ de relation indépendante do (33). On a,
par exemple,

o4.-.^ ̂  c/^r,»/^.-t- ^ ^ a^^^r^ (,^=i, .-,^),

< / , / > / P
1,...,.•.•' l , . . . , .v ' 1,.. . ./ ' l , . , . , ^ '

^ A/^r,,/^ -.̂  ^ ^ B/p^)/M/.-4.-FH- ̂

(./,/, < p ÎF.^
l,...,.s' 1 . , . . , / / '

(36) / o);.,,,,-~ ̂  A/^r,,/r,),-i.- ̂  ^ B/p^)^)/.-,-F^ ̂  (^^T^/.+p^/-^

(./,/, < p ÎF.^
1 , . . . , . s ' 1 . . . . , / / '

+ ̂  ^ ^.T^/7;. (,^=^ - - / / ) -

/ ).

Ces équations montrent d'abord que le système

G^ =: r,̂  -=, . . •=r /,.)^.- ::= o

^f^/t. Kc. Norm., (^) , XXII. ~- Jms ÏQOÔ. 3 Ï
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est complètement intégrable; nous supposerons que ses intégrales
sont

«Z* ;, .X'2 y . . . » >.-<?,y y

et que celles du système (35) sont

(37) '̂i, .Ta, ..., .^; yi, ja» • • • » y/''

Rappelons en outre que les covariants o^, . . . , co,', sont conservés
lorsqu'on effectue sur 00,^.1, . . . , œ/.^ la substitution.

f,)^p = c,),.+p 4-^ ̂ -Àp ̂ . &)/ ( p == I , 2 , . . . , / ? ) .

/,).

D'après cela, si nous désignons par œ^p (p^/ ' ) ce que devient 0 .̂4.?
quand on donne aux variables autres que (37) des valeurs fixes par-
t iculières, il résulte du n° 38, appliqué au système (35), que Fon a
précisément des formules ( f )

c»/.^p =: r^p -+- ,̂ bi\^ u\ ̂ i.

Revenons en particulier aux expressions cïp pr imi t ives qui se dé-
duisent de œ^p en prenant pour les .5 certaines fonct ion^ par fa i t ement
déterminées des x et desy, on voit que

I, ...,A-' 1 , ..,,//

( 38 ) sTp -=. c,.),.4.p + ^ ^ bi\ç u^ Wi ( p = i, a, . . . , / ' ) .
i! À

Toute transformation de G qui laisse invariantes les variables (37)
laisse, par cela même, invariantes les expressions œ^p.

Si nous déterminons alors les expressions CD,.,/',+.,, .... co^ par les

( 1 ) Le groupe linéaire -y associé au système (35) a, en effet, pour transforma fions infi-
mtôsimales

àf
Ï1^^^—— (À== l-^ - ' ^ P ' ) '' C ,̂.4-T
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formules
i, ...,/• i , . . . ,? '

( 89) CT^== o),.,-(-/'-i-T -i- ̂  ^ ^O,/'-+-T ̂ À^ (T -=: 1, . . . , / ) — /' ),
^ >.

où les a^ ont les mêmes valeurs que dans les formules (38), on voit
que, comme tout à l 'heure,

1, . . . , / • 1 , ...,r 1 , . . . . / /

G)^/, r== ^^ Cfj ^'^-k rj) i ̂ j "+- ^. ^, Cl^ p ̂  A-'+/.- ct) i ̂ -(-p •

(/',/1 < p

Les t ransformat ions de G qui laissent invariantes les variables (37)
sont alors données, comme précédemment, par un système différent ie l
en i n v o l u t i o n , à condition que le système de coefficients

(4o) c(.i^^'^k (^=: i, . . . , / • ; /:=:!, ,. ., r — ^ ; p=: /'+ r , . . . , / ? )

.yo^ inwhdif.
Nous sommes donc ainsi arrivés à nous débarrasser de la première

hypothèse fa i t e au n° 44.
Si le système (4o) n'est pas involut i f , on substituera an groupe G

son prolongement normal G'. D'après le théorème fondamental des
n0" 10 et 11, on iinira par arr iver à un système en invo lu t i on .

46. De cet te discussion un peu longue résulte le théorème su ivan t :

La seule connaissance des coefficients de structure d'un groupe infini
donné G permet, par des opérations purement algébriques, de discerner
s ' i l résulte du prolongement hémiédrique ou holoedrique du groupe G^
qui indique comment G transforme entre elles les intégrales du sys-
tème (25). Dans le cas où le prolongement n est pas holoedrique, on peut
déterminer également les équations de structure du groupe formé par
celles des transformations de G qui correspondent à la transformation
identique de G^.
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47. Exemples. — .1. Considérons le groupe t r ans i t i f G don t les
équations de structure sont

r,)^=: r,) ,̂

fj)^ rr^ 0) i ro^ -j- r,) ̂  737 3,

r,)^ rr: r,)j CTj,

G)yr=û)2(CTi-4-^),

et considérons le groupe G^ qui indique comment G transforme entre
elles les intégrales du système complètement in tégrable

r,)^ r== 5) g "rr c»);} ~=- Ô.

Les covariants oûp co',, o->^ conduisen t a ad jo indre a ee système les
équa t ions

OT^rr: 7îy;i-= 0,

q u i fb rmentavec les premières u n nouveau système complè t emen t inté"-
^'rable. Ici nous sommes dans le cas,^-^ .v, les s u b s t i t u t i o n s l inéa i res
qui laissent invariants les covariants o^, (A)^, o-»^ sont [ form. ( 32)|

^3:=: CT^ -4- aû)i + (3^)^

^3 —: ?ÏT^ "h (3r,,) i + yr,)^ ;

à chacune d'elles correspond pour ç^ la subst i tu t ion

laissant également invariants co^ et œ^ : la première hypothèse du n° 44
est donc vérifiée. Mais la seconde ne l'est pas; si on laisse les co inva-
r ian ts ainsi que 1^2 ^ ^3, le système

U^— c,}^^— 6);,^0

n'est pas en involut ion, car

^— ^==c. . )^(II^—çy,) ,

^-^^^(ÏI,~^).
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Prenons donc le groupe G', prolongement normal de G, en intro-
d u i s a n t cog, c0y, cos a la place de CT',, î^, CT^. On a

0)g =: -- ^ ^ ( ù̂ , -+- G,)7 ) + C,)i %i,

G^=-— f.)i7^+ C..)2%â,

^ =-; — r.)i ̂ g -4- w i %2 + ̂ î Z:i-
Le système

r,,)^ "r̂ : G) 3 = 6);^ •-== r,.)̂  =r= û.)g -= o

c o n d u i t , à ad jo indre
Zi^/.^Z^o.

IVIais, cette fois, toute subs t i tu t ion l inéai re sur les y laissant inva-
r iants o)\ et û)^ soit

7,1 ̂  '/.i -- ^h + p-^^î
7.î =" 7.2 — p^^i + ̂ h,
^;,-:::^;t4- vo.)i 1- pr,)2

ne laisse pas i n v a r i a n t co^. Donc il faut considérer le groupe G^, pro-
longeinent normal de G'\ qui donne, en posant ojg, o^y, ojn à la place
^T^/^X^

0)g =:— (,)2^i<)+ ^1^1,

rx)7! (., =:: -— 2 fA)i û) io + 0)2 ̂ îy

G)^ ^ "=: — % (,);( G)^ -h 0^ ^2 4~ ft)2 ̂ 3,

et le système

r,^ ~r= ^)2 -^ Q);î, •= C»)7 "r: G)» •= ^9 == G) 1 0 == G), ^ :r:-:: 0

ne conduit ici à aucune relation nouvelle entre les co. Donc les trans-
formations de G qui correspondent à la transformation identique de (i,
sont données par

^— ̂  ̂  ̂  — r,);, =r- Î2ç — 0,)(; •-̂  0,

et les covariants des premiers nombres sont m a i n t e n a n t tous n u l s en
tenant compte de ces équations. A la transformation iden t ique de G,
correspond donc un sous-groupe de G dépendant de trois paramètres
arbitraires.
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En posant
ctel

0)1 ~"" ^i
^toa

û).> === ———— >
^?1
, clûG i ^z\,r,), = ̂ r.3 - y, —— -+- y3 ——.

•^ 1 lx' 1

, <:/̂ ' 1
0 ) 4 = ^ 4 — — ^ 1 - — — — ,

^l
, . , djc.,

G), = ̂ rs 4-- (yi +• J-a ) —— ^i<1 - ^

les équations finies de G sont

Xi •:= <^^j[,
.X^== a^a '+" ^y
X» ̂  ;̂î -- /( ̂ i ) — .ri ç/ ( .-r-, ) 4- 4^ ( .y, ),
X,^.r,,-+-/( .2?,),
X..i-= ̂ ;-h 0(^2).

fie lie s de Gi sont par suite

Xi •""=: ^^i?
x a::::::: ̂  A'a 'J^ u 1
X3=: ^3— /(^,) — .̂  9^^) 4- ^(.ra).

La transformation identique de G^ s^oht ient en p renan t

a == ï , /^ == c>,
/(.^•i) == , A^i -h 1^,
^ ( ,z'«j ) "=: — A .z-2 -4-- (],
^(^,)-=B.

11 reste bien trois constantes arbitraires A, B, C.

II. Soit le groupe transit if

QJl = 0,

^2^=^lCTl,

f»)^ rr: ^) ï tîT^ -{— GJy' î îT^.
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Ici les systèmes invariants par rapport au groupe F sont

G)l = 0,

(.t^~= W^~=: 0,

(ji), r= ûi)^=: o.

Le premier donne un groupe G^ isomorphe mériédrique à G; à sa
transformation identique correspond dans G un sous-groupe <^ défini
par

^2—^2==0,

^3——r,J3-r= 0,

avec
^^^(n^^),
^ — ̂  = G)^ (ÏÏ2— OT2 ) -4~ ^3 (lïi ~- CTi ) ;

^', dépend donc de deux fonctions arbitraires d'un argument.
Le second système

Qj=:0.)^=:0

fourni t un groupe isomorphe mériédrique Ga à la transformation iden-
t ique duquel correspond un sous-groupe ^ c^ G dépendant d'une
fonction arbitraire d'un argument.

E n f i n , considérons le troisième système

^1=^3=0;

il faut lui adjoindre les équat ions

mais ici la subs t i tu t ion la plus générale effectuée sur G^ et ̂  et lais-
sant o^ invariant est

C^ :-= TîTi -+• ̂ h + P^l?

CT^ =: OTg + (3o)3 + y^j,

et ne laisse pas invariant ci^. Donc il faut considérer le prolongement
normal G7 de G. En écrivant 0)4 et ^5 a la place de 0, et t^», on a

&){==: ̂ i,
a) 5 =r — f^ o,)s + ̂ 3 Xi + 6h X2»



^s E. CÀRTAN-

et l'on voi t qu ' i l ne s ' in t rodui t aucune relat ion nouvelle entre o.),, co^
(jû.p co,^ co^. Donc, si G^ indique comment G transforme les intégrales
du système considéré, à la t ransformat ion iden t ique de G;( correspond
dans G un sous-groupe ^3 défini par

avec
o

i l dépend donc d 'un paramètre arbitraire.
Si nous prenons

f^ •:--: d..L\,

, f»L, •==. dx^ 4- y\ da\,

fy>;( ->̂ : 6^1 <''to:i 4- y ̂  ̂ 'i »

les équations f i n i e s du groupe G sont

X:i== ^•i"+- //,
X,2=^2+/(^l)»

X,=^^'^)+ç(^i).

Les groupes G( et ^'i, G^ et ^'a, G;} et ^3 sont alors successivement

GI Xi^= ,x"i 4- a y

ï Xi=^i'+- âr,
2 ( X2:=.ra-4-/(^i).

(i

X.i -==; ,z'i4~ a,
V'3

Xs^^^'^^-ît^i),

^i .Xa^^24-/(^i),
( X,=:.r3^"^^4"9(.r,),

ï Xi^^i,

^ ^ Xa^<2-^

X^r:: ^3-1- oC^- i J,

x.i=^,
^ J Xa-r:^-4- ,̂.

f X;(== ̂ ^

Donc, dans cet exemple, il n'y a aucun groupe dont G soit le prolon-
gement hoioédrique.



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS. 2^9

I I I . Enf in , considérons le groupe G :

^2= ^i^a»
G)^ "=: 6)^?37^-+- G)^^^,

r,) ^ =: 6)2 c«)4 -|- c<^ OTI ,

et désignons par G^ le groupe qui indique comment, G transforme entre.
elles les intégrales du système

1 1 faut adjoindre a ce système les équations

CTI-= T^rr: 0.

Mais la subs t i tu t ion la plus générale effectuée surc^ et vs^ et lais-
sant invar ian t s o/p o/», (jo^ ne laisse pas i nva r i an t o^.

Prenons donc le prolongement normal G' de G. En écrivant 0)5 e t û D ^
a la place de r^^ et CT'y, on a

r,)y = r^ 0)^ -4- r^ &), -4- </)i %i,

G)^ == <,)i ^4 + G)i (^—— r,)^ ^)o 4- ^2/.2-

En égalant à %éro les dérivées partielles de OD^ etco^ par rapporta œ^
o,)^, o^, o->y, 0-^0, on obt ient

On arrive donc à la conclusion que la transformation iden t ique de G,
laisse invariantes toutes les variables transformées par G. Le groupe G
est; donc le prolongement hoioédrique de G i .

Si l'on prend
cl oc 4

^1 == — — ^^1
dx^

G)3 == ———— 5
^1

r,j3=:: cix^y^dx^ ^-y^doc^

f ^2 /G.) 4 ==: (:to .̂ — xs, —- + yi dx^
x.^

Ann. Ec. Norm., (3), XX ÏI. — JUIN 1905. 32
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les équations finies de G sont
Xi==a^i,

X2= ax^ -h ^,
^î

x^^+^v^i) +9(^2).
^

X4.=^4-^V(^i),

et les trois premières de ces équations définissent G i .

48. Examinons maintenant la nature des opérations à effectuer
pour déterminer tous les systèmes complètement intégrables de la
forme (23 ). Si le groupe G est t ransi t i f , les coefficients h sont des
constantes données manifestement par des équations algébrufues, Si le
groupe G est i n t r a n s i t i f et si nous supposons, comme nous l'avons fait
jusqu'à présent, que les différent iel les de tous les i n v a r i a n t s de G
s 'annulent en tenant compte de (2?), on peut , pour calculer les cova-
r iants des premiers membres de (25), négliger les différentielles des
coefficients A; i ls sont alors donnés encore par des équations algé-
briques.

Si ron cherchait u n groupe G < admettant G pour prolongement
hoioédrique sans exiger que tous les invariants de G soient des fonc-
tions des variables qu'il transforme, on Saurait qu'à considérer le
groupe Ci obtenu en a joutant aux équat ions f inies deG'i les équat ions
de la t ransformation i den t i que effectuée sur les invar ian ts de G. Un
tel groupe G^ étant trouvé, la question se posera de savoir quels sont
ceux de ses invariants qui ne sont pas essentiels. C'est un problème
dont nous nous occuperons plus loin.

Si l'on connaît les équations finies de G, pour avoir celles de G^, il
suff i t d'intégrer le système (a5). Si Fon connaît les transformations
infinitésimales de G, celles de G, peuvent être écrites sans intégration,
en u t i l i sant les intégrales principales du système (â5), d'après une
remarque faite par M. Engel.

49. Cherchons dans quel cas le groupe G^ aura ses équations de défi-
nition du premier ordre. Supposons que le système

0)^ -zz. G)g zz:. . . •== (»)^ "rr
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soit complètement intégrable, que x^ ..., x^ soient ses intégrales et
que les invariants du groupe G soient tous fonctions de ces variables.
Pour que le groupe G^ qui indique comment G échange entre elles les
variables x^ ..., x^ ait ses équations de déf in i t ion du premier ordre,
i l faut qu'on puisse mettre les covariants cop ..., o/ç sous la forme

i , . . . , s i,...,.s-1,...,<7

(4 r ) c,)/,=: j^ c/y/,û)/coy-+- Y1 V a/F/.c.h^p (/c==i, . . . , .<?),
(//) ^ p

où les coefficients ^^ et a^ ne dépendent que des h invar ian ts de G,
les a^, formant un système involutif et les Op désignante combinaisons
l inéaires de o^, ..., co,., TD',, ..., ^ indépendantes par rapport à
(0^,1, ..., o),., î^, ..., ̂ .

Aux,? expressions o.),, , . . , a), sont attachés deux groupes :

1° Le groupe G^ qui ind ique comment le groupe G échange entre
elles les variables x^ ...,^;

2° Le groupe G ^ , formé de l'ensemble des transformations qui
laissent invariantes les s expressions de PfafF considérées.

Ce dernier groupe a ses équations de défini t ion du premier ordre;
i l contient cer ta inement le groupe G, et nous avons en somme à cher-
cher dans quel cas il l u i est ident ique : c'est en effet la condi t ion
pour que les équat ions de défini t ion de G^ soient du premier ordre.

Nous pouvons supposer, en considérant au besoin le prolongement
normal G' de G au lieu. du groupe G lui-même, que les Op ne dépendent
que de û)^ ..., o>^; et môme que l'on a

Op-=W^ ( p = = ï , 2, . . . , Ç ) .

Le système
&.) ^ ̂ :̂. . . Z^. (»)^ Z3: ût) 5.4-1 ~^- ' . • ^^ (^s-\~fj '•^ ̂

est complètement intégrable; soient
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ses intégrales. Si l'on donne aux autres variables des valeurs fixes
dans les s •+• q expressions de Pfaff considérées, et si l'on désigne
par OD^ ce que devient a»/;, on passe des co^ aux œ/c par une subst i tu t ion
linéaire formant un groupe y dont les transformations inf ini tésimales
sont données par les expressions des s -+- q covariants o^, ..., o^
(n°38).

Ce groupe ind ique la substitution la plus générale effectuée sur
o-),, ..., co^y par le groupe G , . D'autre part la subs t i tu t ion la plus
générale effectuée sur ces expressions par le groupe G, forme égale-
men t un groupe y déterminé par les coefficients des équations (40;
c'est le groupe linéaire adjoint au prolongement normal G', de Gr Ce
groupe cont ien t y; il doit lui être i den t i que pour que G, soit iden-
t ique à G, .

Donc nous avons une première condition nécessaire à l'identité de G ,
et de G! , c'est que les ordres des groupes linéaires y et y soient é^aux.

S'il en est a ins i , oy^» " ' " » °°.y4-y s(ï déduisen t de œ.y-M, ..., o)^ par
des subst i tu t ions l inéaires qu i sont iden t iques à celles qui font passer
du groupe G, à son prolongement normal G',. Par suite le plus grand.
groupe qui laisse invariantes les s + y expressions de Pfcfjff^,,..., o .̂ i y peut
être regardé comme le prolongement normal G^ de G, . Si alors G^ est le
groupe qui ind ique comment G t ransforme entre elles les variables
.z'i, ..., x^y, nous somnies ramenés à constater l ' i den t i t é do G^ et
de G',. A chacun de ces nouveaux groupes correspondra de nouveau
un groupe linéaire Y et^. Il faudra que l'ordre de ̂  ne dépasse pas
l 'ordre dey'- S'il en est effectivement ainsi , on sera ramené à deux
nouveaux groupes G", et G",, le premier é tant le prolongement normal
de G', ; tous deux laissent invariantes un certain nombre d'expressions
de Pfaff , combinaisons l inéai res de celles qui définissent G ou l'un de
ses prolongement normaux successifs.

On cont inuera ainsi de proche en proche. Il arrivera nécessaire-
ment un moment, si l'on n'est pas arrêté par la non-identité des
groupes l inéaires ^w et y^ successifs, où deux prolongements nor-
maux G'^ et G1^1' de G^ jouiront de la propriété suivante : il sera
impossible de déduire un plus grand nombre d^exprcssions de Pfaff
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invariantes par G' (prolongement normal de G) des s 4- y -4-... -s- y^
expressions invariantes par G*^ que des s -4- q -l-... -l- q^^ expres-
sions invariantes par G^. Supposons qu'i l yen ait exactement Œ indé-
pendantes pouvant se déduire l inéairement de co,, co^, ..., œ/.; soient

G)i, 0)2, ..., 0)cr (o'=^')"

I I est alors évident que o^, o^, ..., o^ ne dépendent que de co,,
c o ^ , . . . , cOç et de celles des expressions oj,.^,, ..., ço^^ que laisse inva-
riantes G^.

Si d'abord o" esl, égal à r, on voit sans pe ine que G, est ident ique
à G, ; en effet, p renons une transformation que lconque de G , ; il lui
correspond une transformation parfa i tement déterminée de son pro-
longement normal G^'; cette t ransformation laisse invar ian tes co, , . . . ,
œ,.; par suite, en tant qu ' e l l e transforme x^ .x^, ..., x^ appart ient
à G ; donc G < i n d i q u e c o m m c n L G transforme les intégrales du système

f^=:r,)2==.. .=&,),.= o;

donc G, est identique à G^.
Si m a i n t e n a n t cr est in fé r ieur à /', les raisonnements faits plus haut

(n° 45) joints à l'hypothèse fa i te sur G^1 et G^4"11 mont ren t sans diffi-
cu l t é que G n'est pas le prolongement hoioédrique de G, , si du moins
un certain système de coefllcients en t r an t dans co^, . . . » o .̂ est invo-
l u t i f . Dans le cas contra i re , on raisonnera sur G', G'\ etc. au lieu de
raisonner sur G jusqu 'à ce qu'on arrive à décider si G est le prolon-
gement ho ioédr ique de G,.

Dans tous les cas il résulte de la discussion précédente le théorème
suivant :

Si un groupe infini G ayant ses équations de définition du premier
ordre résulte du prolongement hoioédrif/ue d'un groupe G, ayant égale-
ment ses équations de définition du premier ordre et admettant tous ies
invariants de G, l'un des prolongements normaux de G^ résulte récipro-
quement du prolongement hoioédrique de G,
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Détermination de tous les groupes isomorphes hoioédriques
d'un groupe donné.

50. Soit G un groupe infini donné ayant ses équations de déf ini-
tion du premier ordre, et soit d' un groupe quelconque isomorphe
hoioédriquc de G. Nous pouvons, par déf in i t ion (C^, n019), prolonger
hoioédriquement G et Q de manière à ob ten i r deux groupes semblables
entre eux. Autrement dit, à l'aide d'un changement de variables con-
venable, G et <ï admet tent un même prolongement hoioédr ique Gi
dont on peut supposer les équations de déf in i t ion du premier ordre
(en le prolongeant au besoin).

Si G admet tous les invariants de G^, il résulte du théorème démon-
tré en dernier l ieu que l'un des prolongements normaux de G résulte
du prolongement hoioédrique de Gi et par suite de (f. Mais il se peut
que certains i n v a r i a n t s de G ^ n ' appar t i ennen t pas à G, n 'étant pas fonc-
tions des variables transformées par G. Dans ce cas i l suffira de consi-
dérer, au lieu de G, le groupe G obtenu, en a jou tan t aux équations
finies de G les équat ions de la t r ans format ion iden t ique effectuée sur
les i n v a r i a n t s de G ^ . On voit alors, comme tout à l'heure, que [i* admet
pour prolongement hoioédrique l'un des prolongements normaux
de G.

Autrement dit, pour obtenir lous les groupes Ç isomorphes hoioédriques
de G, on considérera les différents prolongements normaux G^5 de G. A
chacun d'eux on adjoindra de nouvelles variables quelconques transfor-
mées identiquement, ce qui donnera un groupe G^. On déterminera
enfin tous les groupes Q admettant G^ pour prolongement hoioédrique.

51. Supposons, pour ne pas compliquer les notations, que G^ soit
le groupe G lui-même. Soient

<Z*J, ÛC^y < . . , Xf-

les variables qu'il transforme; supposons que ses invariants soient
précisément x^^^ ..,, Xr\ désignons enfin par

^lî ^2? • * * 9 ^l
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les nouvelles variables transformées identiquement par G. Nous cher-
cherons d'abord les groupes Q qui admettent tous les invariants de G.
C'est un problème que nous avons déjà résolu. Les variables transfor-
mées par ç sont les ^, les invariants de G et un certain nombre de
f o n c t i o n s des x et des ^, données par un système de la forme

(42 )

û)i^ c«)i— c<n G)^+i-

ù)a ss 0)3 — oc^i &).y4-i -

• a i ̂ j— s- h ̂  i'-/t — o y

• ff^^-s-Ji^r-îi^ °?

c<)^ û^— a^&)^r !Xs,r--s-/i ̂ r-h =1 °9

système complètement intégrable si l 'on y regarde .r^_/^,, ...,^. et
les ^ comme des paramètres; les coefficients a;^ sont des fonct ions de
ces invar iants . Nous avons supposé, pour simplifier , que o-»^/^,,..., a),.
sont les différent ie l les de x^^^ ..., x-^

La cond i t i on que le système (/p) soit complètement intégrable se
t r a d u i t , comme nous l 'avons déjà vu, par des relations algébriques
entre les a^et les coeff icients de structure du groupe G. Ces relations
algébriques permettent d'exprimer les coefficients a/^ en fonct ion des
invar iants x,^,^^ ..., x,. du groupe G et d'un certain nombre y
d'arbitraires u. On pourra prendre pour ces arbitraires des fonc-
t ions quelconques des invar ian ts de G et des ^. Ou encore plus sim-
plement on pourra regarder les u comme de nouvelles variables
inva r i an tes par ( ] , et l'on pourra même les supposer non indépen-
dantes, c'est-à-dire les supposer liées entre elles et avec œ^k.\-\ » .. •? ^'r»
par des re la t ions indépendantes quelconques. Si.^, x^ ...,^ sont
les intégrales de (^p), les équations du groupe Q seront de la forme

W)

X,

X.
x^
...
x,
V,

\ V,

==/*(

==/y(

~A-H '=: «'^'t/•--

== X r ,

== U^

=: U^

X , , .

J?l, .

"/A4-1 ?

• • y ^Sf ^ s"-

• • 9 ^'sy 'X'r-./t+.if

^/^.(-.l, .... x i-, u^,

.... CCf, U^,

..., ̂ )

..., ̂ )
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auxquelles on ajoutera au besoin les équations de la transformation
ident ique sur de nouvelles variables indépendantes des précédentes.

52. Supposons main tenan t que le groupe ({ admette G pour pro-
longement boioédrique sans admettre tous les invariants de G. Alors,
en ajoutant à ses équations celles de la t ransformation ident ique effec-
tuée sur les invariants "de G, on obt ient "un groupe y de la nature de
ceux que nous venons de déterminer. Le problème à résoudre est donc
le suivant. Est-il possible de trouver s 4- h' fonctions indépendantes
de x^ ..., «Fy, .x',..̂ 4.i, ..., Xy^ et des Ç, parmi lesquelles s indépen-
pendantes par rapport à x^ ..., Xs, telles qu'elles soient transformées
entre elles par le groupe (j\ Ces s ^r h' fonctions dont h' sont fonc-
tions des invariants de (j seront données par un système de la forme

6)1 4- (Bu G)/...,,//,+.i 4-... 4- pi//. o)/.4~ yn d^ 4-... 4- "/i/ clc£ := o,

( / . / ) } ^•4-^1 ^ /...-,.- h+\ •+-... -h |3.̂  C«)r+y.vi ^i+. . .-+-7.v/ ^/=:0,

1^+1,1 Wr--A+l "+••••+p.ç-M,/< ^»r-+-7^-1,1 ^i4-. . .-+-7^.1-1, /^/= 0,

P5-l-.A',l ^r-A+l 4- • . * 4- (3^/^,AM,. 4- 7.î4"//,l ̂ 1 "4" ... 4" ^/s^h\'ld'C,f = 0,

où les coefficients p et Y sont des fonct ions des invar iants de (j. Or les
covariants o^ sont de la forme

__ /!,...... ^ !,..„/. 1,....^ \

(45) ^^^^ ^ A^.&),-4- ̂  Byp^.it)^/^-4~ ̂  C).pA.^À J^p4-. . . ,
o \ ^ / ). /

les termes non écrits étant des expressions bilinéaires en co7» — • ? ̂ ,
oj^/^i, ..., o^, ̂ ^ ..., ̂ ; les Op désignant des expressions, combi-
naisons linéaires des CTT et des r — s — h expressions co^,, ..., o^/,;
les coefficients A, B, C ne dépendent que des u et des invariants de G.
Les covariants des premiers membres des.? premières équations (44)
doivent être nuls en tenant compte de (44); il en résulte, en partica-
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lier, si l'on remplace les (D^ par leurs valeurs (45)? que les équations

!,...,,<; l,...,/i 1 , . . . , 7

(/i6) j^ A/p/,c»3/4- J^ Byp/,c>)/.-./,-^-î- j^ C/.pA-(^o,-= o
/• / À

doivent être vérifiées si l'on t ien t compte de (44)-
Autrement dit , le système (44) ^ou contenir les équations (46).
Ce système (46) est, par lui-même, complètement intégrable; on le

démontre de la même manière qu'au n° 27 pour le système (3o) qui
n'en est qu'on cas particulier. Les fonct ions de «z*^/^,, ..., x^ ^, ...,
^, c'est-à-dire de x^^^ ...,.r,,, u^ ..., u,^ qui sont des intégrales
de (46), sont donc nécessairement parmi les s •+• h' f o n c t i o n s trans-
formées par le groupe cherché ç. Ce sont des invariants essentiels de (f.
Ils sont donnés par les équat ions qu'on obtient en é l i m i n a n t G), , . . . , o - > ç
dans le système (4.6).

Ce sont d'ailleurs les seuls invariants essentiels de ( ] ; on le démontrera
de la même manière qu'au n° 28. On démontrera aussi que l'on ob-
t ient un groupe semblable à cf en donnan t aux invar iants non essen-
t iels (ou à ceux qu'on ne veut pas conserver dans le groupe <7) des
valeurs constantes d'ailleurs quelconques.

53. Prat iquement voici comment l'on pourra procéder. Une fois Je
système (46) formé, on pourra toujours le met t re sous la forme cano-
n i q u e suivante : d'abord des équa t ions résolues par rapport à un cer-
tain nombre des expressions oy,/^n, . - . , o^, par exemple par rapport
à o.),,../H-n . • . » cOr-A+w» °^ contenant dans leurs seconds membres
œ,._/^^4.i, .... œ,.; en second l ieu, des équations résolues par rapport
à n des différent iel les du, soit du^ du^, ..., du^ et contenant dans leurs
seconds membres du^^ - * - » rf^y, o-»r-/^///n» • - • ? ^/•; enfin des équa-
tions résolues par rapport à a- des expressions a», soit o^, ..., o^ ^t
contenant dans leurs seconds membres oy^, . . . » o^, du^^ ..., du^,
CD,-_./H-W+-« » • * •' ^r"

Cela étant, on donnera à x^^^\^ - - • ? xr'^ un•^^'> ' • "? i^y ^s valeurs
numériques constantes. Il restera alors les invariants essentiels
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.'r/.-^+i, ..., .z"^/^^; quant à M | , u.^, ..., u^ on pourra les regarder éga-
lement comme des invariants essentiels, mais on pourra aussi
exprimer un certain nombre d'entre eux en fonct ions arbitraires des
autres et de ^-^4.1, ..., x^/^^. On pourra avoir ainsi une i n f i n i t é de
groupes ç à invariants tous essentiels, dont le nombre variera entre m
et m •+- n.

Pour certaines relations entre les u et les invariants de G, les en-
tiers m,n peuven t se réduire. Dans chaque cas on exprimera les u au
moyen d'un nombre inoindre d'arbitraires v et l'on raisonnera sur
les v comme on v ien t de raisonner sur les u.

54. Appliquons cette méthode à un groupe fini, le groupe simple
transit if G à trois variables défini par

û)^ == CO^Cx)^

C»)g=: C«)iG)3,

ûi)y =r r^aC*,),'}.

Cherchons d'abord les groupes ^pour lesquels^ === i. Le système (42)
est de la forme

G)i == û.>i -h A M 2 4- B 6)3 "̂  0.

En calculant le covarianfc c^, on trouve

0) [ = GO i ( &)^ -4- A ̂ 3 ) -+• ( 2 B —— A2 ) ̂  tO» -h </A Cx)2 + C/lî C»);i.

Pour que le système soit complètement intégrable, il faut donc

2B=A^ ?
nous prendrons

iA = </., B == - u^ ;

le système (4(>) ^st alors ici

û^ •+- du = ̂  ( c»)t •+• du) =^ o,

et il n ' introduit aucune équation en 6/a seul. Donc l ' invariant u n'est



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS. ^^

pas essentiel et l'on peut lu i donner la valeur o. On a donc un seul
groupe ç, t ransi t i f à une variable, défini par

c«)i == o.

Si s est égal a 2 le système (42) ^t de la forme

&.)f =: &)i 4- A(y>3"== o,
G)2 ==: 0)2 --}- B 0)3 "rr o,

et i l est, tou jours complètement intégrable. Or on a

0)^ == f,^ f,)^ + ( <^A — B 0) i -+- 3 A C»)^ ) ̂ 3,

&4:== (<^B-4- c,h + B ^2)^)3.

Ici i l v a deux cas à dis t inguer , en ce q u i concerne le système (4^>)-
^ jy ̂  aA =/= o. — Alors le système (46) est formé de deux équa-

t i o n s qui n 'entraînent aucune re la t ion entre clK et dïi. On peut donc
prendre par exemple A === o, B == î et l'on obtient le système

C»)l ~= f.»)2 -h ^3 -=: 0,

correspondant à un groupe (^.
(^ B2-^ ^A, == o. -— Alors le système (46) se rédui t , comme on le

voi t fac i lement , à une seule équat ion et i l n'y a pas non plus d ' inva-
r i an t essentiel. On peut prendre A == o, B == o, ce qu i donne le sys-
tème

W^.=L(.,)^-=. 0,

correspondant à un groupe (^.
Donc tout groupe simple à trois paramètres, rédui t à ses i n v a r i a n t s

essentiels, es t t rans i t i f et semblable à l 'un des quatre groupes : (/à u n e
variable, ({^ et (^ à deux variables, G à trois variables.

On peut prendre
c»)i —: x^ clx^

dx^ ,
Ç»)^ •::= — ——— 4- A'3 €f.X^,

^'2

cly^ i ^2 ,^ ~=^ —3 + - ̂  dx^
X^ 2 X^
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les équations du groupe G sont alors

v _ " •Jc 1 "̂  ^
1 ~~ c'J?i 4- d f

y — .. [̂  -4- ^O2

^-^ ^_^ >

^ (c.z'i -4- C/Y2 c.r, -4- <"/\ g z r : ^ — — I — — / -4- ac—-———•
ad — bc ad — hc

Le groupe Q^ est défini par la première de ces équations, le groupe <ja
par la première et la troisième, le groupe ^ par la première et la
seconde.

55- Prenons le groupe infini in t rans i t i f G dé f in i par

Cx)^ =: COi €«>;;,

r,)3=(,)^i,

G) g := û»i 0>4-t- Osiû)^,

û.)^ =:= ^ar,)^ — r^,.,CTt -h f,}^.^

^ o,

0)5 étant la différentielle de l ' invariant ;r. Le groupe a ses équat ions de
déf in i t ion du premier ordre et x est pour G un invariant essent ie l .
Parmi les groupes ç correspondant à ^ = = 2 , cherchons celui pour
lequel le système (4^) est de la forme

û)3 S2 0)3 4- A &)2 =: 0.

On obtient
C»>^ :ZZ: 0,)^ Oi:)2»

0)3 = &)^ ( 0)4 -h ÂCTi ) "4- c<>a ( &)y -- dA ).

Ici A peut être pris quelconque : A == a. Le système (,46) est alors

&>i=: o,

clic — &).;== o.
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On peut donc donner à l ' invariant ce de G une valeur constante,
soit x •= o et alors on peut prendre pour u soit une variable nouvelle,
ce qui donnera un groupe i? intransi t i f à trois variables, soit une
constante arbitraire, ce qui donnera un groupe Q t rans i t i f à deux va-
riables.

Si nous prenons

o)j -==. x^ dx^y

dx.) ,c.)3-^— ——-. -+- x ^ y ^ d x ^
x•î.

^3 -==- dx'^ — log\272 dx -+" x'^ djC^^

dx^
- y ̂ dx -^-y^dx^

oc'g

les équations de G sont

X^/(.r,),

•Y _ •v<îX2-"7r("^?

X3== ^3—— ̂  log/' (^, ) + Ç(^i ),

^ ^-c/(.r,) ,-r(.^)^---T^Tr"-4-^/7^^)'
Les intégrales du système complètement infcégrable (42-) sont^, =x^

et ^2 = ^3 — (^ 4- <r) log^. Pour le premier groupe §', on fait x = o
et u est une variable invar iante ; les équations de (] sont donc

( 4 7 )
%i=/(^),
Z 2 = = ^ + 9 ( ^ i ) + ^log-y^^i) .

Pour le second groupe, il faut regardera comme une constante dans
les équations précédentes. A la vérité, si Pon d o n n a i t à cette con-
stante deux valeurs différentes, on obt iendrai t deux groupes ç sem-
blables, mais au moyen d'une transformation effectuée sur les éléments
arbitraires.

L'exemple qu i précède montre qu 'un groupe ayant ses équations de
défini t ion du premier ordre peut avoir des invariants essentiels et
cependant être isomorphe hoioédrique d'un groupe transitif.
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56. En déf in i t ive , la méthode exposée détermine par des opérations
algébriques tous les types ÛQ groupes (j\ isomorphes liolcédriques de (x,
et rédui ts à leurs invar iants essentiels; deux groupes ç appar t i ennen t
au même type lorsqu'on passe de l 'un à l 'autre par un changement de
variables, sans changer les éléments arbitraires du groupe (1). Si l'on
conna î t les équations finies de G, la connaissance des équat ions f in i e s
de (f exige l ' intégration du système (/p}" Si l'on connaî t les transfor-
mations in f in i t é s ima le s de G, une remarque appliquée par M. Engel
aux groupes f inis permet d'écrire sans intégrcuion les transformations
infini tésimales de (J.

57. Nous allons appliquer les méthodes précédentes à quelques
groupes inf in is .

Groupe général à une variable. — Si G est le groupe général à une
variable, ses équations de structure et celles de ses prolongements
normaux successifs sont fourn ies sans d i f f i c u l t é par les formules sui-
van tes :

(f) ^ rr: fj);i €>);>,

04=^1^3,

0) g ::-= (Y) ^ (,) ̂  -}- ^ C«) 3 ,

f^:r;:c^f,)3+ 2 ,̂),̂

ù.) g •= G) , (,) p 4- 3 d) a r,) g -f- 2o>^ c<ï.,,

(48)

^ = 0)if,,>,^^ + (n — 2 ),c,)2^ + L'Î LLL^Z^——l) r,>3&.)^.^
i .ï

(,i^ ï ) ( ^_ 3) (^ _ _ 5 )
~1 ' , " " o " " " ' 1 " " ™ — — — — ^u ̂ n—î "h- ...ï . «•s. o

4- {ZLz" iLl̂ ^ ̂  " • ' ^ / 2 "^^ "^^ ('n "^9'^)
I..2.. ̂ ^_-jy^- ?»^,^„^ ^),j,_^^.^ 4- . . .,

l ' e n t i e r ^ prenant dans la dernière f o r m u l e toutes les valeurs infé-
rieures à n '2

0} En réalité ce changement (Je variables fmt correspondre non seulement l'ensomble
des^ranâformations d'an groupe à rensornblô des Iransforrnalîons do l'autre, mais encore
individuellement chaque transformation de l\m des groupes à la même transformation de
l'autre.
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Si ç admet G^ pour prolongement hoioédrique, niais non G^"0, le
système complètement in tégrab lequ i détimt les variables transformées
par y cont ient une équation résoluble par rapport à (o/^; ce système
admet d'autre part le groupe l inéaire adjoint à G^ qu i est ici

C»)« :û)/,+ ac,^;

par suite le groupe Çf laisse invariant CD i et il est toujours isomorphe
hoioédrique à G.

(] sera donc dé f in i par un système complètement intégrable d o n t on
pourra mettre les équations sous la forme c a n o n i q u e su ivante

&^=: o,
2. . . . , O C i — l

(^i9)

^ai:

0)a,

^ Al^' ^
i

,.,as- i

^ A^ G)^ (i<ai<a2<.. .<a,-...i),
2, ...,as- i

2, ...,a,ï-,i—l

^a^i^ ^ A^-i,^)/.

Or les covariants oj. lorsqu'on y fait o^ = o, ne dépendent que
de o\,, ..., ox; il en résulte que les deux premières équa t ions (4g)
forment un système complètement intégrable, de même que les trois
premières et ainsi de suite. Par conséquent , pour dé te rminer tous les
systèmes complètement intégrables de la forme (49)» i l suff i t de dé-
terminer tous ceux de s — i équa t ions et de leur adjo indre une équa-
tion nouvel le convenablement choisie.

peuvent être déterminés d'après les
considérations suivantes. Convenons de dire que l 'expression co, est
de poids i—2; alors la somme des poids des deux expressions q u i
forment un terme quelconque de o^.est encore i— 2. Cela é t an t , con-
sidérons dans ù^/. I08 (•<'nï1^ qui ne cont iennent aucune des expres-
sions (o^o )^ , ..., a>a/.* Comme on doit avoir

Les entiers a ^ , a^, a.

6)a/,- --j, f̂f.i ^t î
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en tenant compte des équations (49)» ces termes sont, dans cette der-
nière relat ion, ceux de poids le plus élevé lorsqu'on remplace co^ ,
co^ , ..., o^ P^ leurs valeurs. Il ne do i t donc pas y en avoir. Autre-
ment dit oû^ doit s'annuler identiquement avec o^, œ^, .. .3 co^, et cela
quel que soit À. En par t icu l ie r , le nombre des termes qui entrent
dans co^ doit être au plus égal à h 4- ï ; or, ce nombre es t^a/ ,

ou ^(a^-t- i) suivant que a/, est pair ou impair; donc
2i

a / , $ 2 ( A + i ) .

Donc, tout groupe transitif à s variables, ou intransitif à s -[- l va-
riables dont l invariants essentiels, qui est isomorphe au groupe G admet
pour prolongement hoioédrique le (2 s —• iy^ prolongement normal de G.

Une f o i s les entiers a^ a^, .... a^ déterminés, il f a u t choisir les
coefficients A/^ de manière que le système (4f)) soit complètement
intéçrable, en les réduisant au besoin à des valeurs particulières
d'après la méthode du n° 52.

Nous allons déterminer tous les systèmes d'entiers a pour ,? =2,
• 3 et 4.

pour^== 2, on a manifes tement trois cas possibles :

(5û) cq-=:2s, 3, 4.

Pour s === 3, on partira de a^ == 2, 3 et 4 ût l'on déterminera a^ en
conséquence (a^6). On trouve ainsi les six cas suivants :

ai

Oa ,

2

3

3

4

3

4

3

5

3

6

4
,»/

Pour ^ == 4, on trouve le Tableau

W

û<i

^2

^3

9.

3

4

3

3

5

2

3

6

2

/

5

3

4

5

3

4

6

3

4

7

3

4

8

3

5

6

3

5

7

3

6

8

4

5

6
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Dans les trois cas de ,y= 2, le système (4e)) prend successivement
la f o r m e

G,)^ :== c*):, ==0,

Ci^i zrr ry);j -4- A 0)^ == 0,

et l'on trouve sans dHÏicul lé qu'on peut supposer A == B == o, ce qu i
donne trois groupes t r a n s i t i f s a deux variables.

Dans le cas de s == 3, on obt ient de même les systèmes

(x) i r̂: G.) 3 zr: ft)^ --^=0,

(,}^ ^= 0)3 == c.),^ -t- A. 0)3 :=: o (A, == o on ï ),

O.)j l:::= f»);j -== 0)^ =r. o,

^>l==^;i= <«̂  ::::==0?

<x)i .•r,::: 0);^ ::3: 0)(j ==0,

r,)^ ̂ ;r G)^ •:=: 6»;; r̂: o ;1

ce q u i donne sepi g"rouj»es transitifs à trois variables.
Ii;nlin, dans le cas de,y === 4? on obt ient les systèmes

0) j :r:: G)g~= f,)^ :=: ff)-^ ==o,

r,)i :;:::: r,)^ := r,)y == r,)^ -+" A ('»);; :rr. o ( A == 0 OU 1 ),

(t)^-z::i r,)^ =•:-.: ^).,--i~ A ^);(== ^);; == o (A == 0 OU l),

ry^ •—:-: fx).'î==: ^)^ =^ ^)c, "=0,

^ ) , — — - ^ ) 3 — — : <,)4 =: ^y =: 0,

0)i=r:. œ;î=: 0);, = 0,)(. == 0,

r,)j ==: r,,.)̂ ::r; 6);^ ==: G).; ==0,

G) ^ rrr: &);,:—: <,)(; :rr: ^)^ •==: 0,

0}!:=:^=: r/)^ :-= r,.)(; "=ô;

ce qui donne quatorze groupes t ransi t i fs à quatre variables.
Bornons-nous à écrire les équations finies des sept groupes tran-
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sitifs à trois variables. On peut prendre

w^-==^^dx^
dx^ ,

r,^ =z— —— -h ,:y;} 0.^1,
^2 .

< :̂r.» ,
. r.):, == — —— -|- x,, (ix^

oc^

dx, ,r, , x,. / ,
r^ r=:— —— -j- —j'rf.r;,— —^<'-/^,'a+ .r,-, a.ri,

.2'3 • ,X^ i X^

rZ.y'- a.r.t . 3.;z'2 , .z'"}^'.,--..TQ.r-; , ,r,) ^ —, —i ̂  —-1 dx,, — —— dx^ + a ——'-—-——— cLv^ 4" .'2'c, .̂./.•i,
a'^ . j?i ,y^ • ,r:i

:̂r(; 3.^ , .r.,,r^—3.r2 , S-^îi — .r^,^,—.r^.r;;
f.),; = — —— -f- —^ <^ + a ——1—^——-1 dv., -^ ?. ——"—————^————^— d.r^

,r^ .r^ .'̂ ^ .'-ï'y

^- 6•lrt>•r3^."- 6.r|̂  ̂  3 .r| .z'fi -h 2 ̂ r[ ̂  ̂  ^ ^^ ^ ̂  .̂, ^^^ - ..,,..,^ ^ „ , , ..,.,„,.

Les quantités transformées parées sept groupes sont alors succes-
sivement-

a0 et 3° ^ ==. ,ri, y ̂  ,'ry, ^ ==: 2..<'^(.^'4.4" A.r^) • • - • • - • ./•^ (A,"=o ou i ) .

4° ,'r =-z ,̂ i, y = .̂ •̂ , ^ = .r^ .^-; ;
r)" .-r -= .r^ y ~= -r;,, .G =: .r^ (.2.>:î,/^, — ^yr,; );

6" .:y =: ,ri, y "= .r;{, ^ ::=: .ri .^^ — x\ ( -^ + 3 x.^ ,ï:;; ) 4- 0 •^ .^^ .^>-.

7° .:r •= .:r ï , Y •== a ,z"a .ri. — x |, ^ =: ..̂  | .r,.

En prenant
X^/(^),

les équa t ions t inies de ces groupes sont alors

( 1 ° ) X=/(.r),

Y==:

/(1 "^

y •
/ / (^)5

_^_._ fj^-
f'w '/^(^r
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(^13°) X==/(.r),

v ~ y • 1
/1( .^•)-

z f"f ( T\ f " 2 ( r ' } f"' ( -r\

^T^)-3^-^"3^--2^ ( A = = o o l ' • ) i

X=/(^),

Y - y - .^•r)-/'(a-) y'2^)5

/== _^-_yZ^l
/"(,r) •/ f'^a:)

f"n^) / ' " { x }
'./•"(.r) ./•^•(.r)'

--./•W,

y . / • " { • r )
-/'(.r) /"(.c)'

^ 3 ./"(.r)
/'•••(.r) ^ y f " ' (w )

, ./•"»(.»} f " { . c } f ' " ( , r )

/'"(.A'} i /'"(^)

'•'Z^-Ll.'.Z
;'/'••(,•//) "/"•(,<•)

i /"•(^•)
a /"'(.r)'

X:

Y:

:/(,,;),

_2_ _ -1'"^
•j-W "/ '2(^•)
.______-.,,y.Z^
' / " • • ( . K ) •'•' f'^.T)

1 /'";t

+,y -8^-

./•"(^ , ,.L^/"^2-) ^f"'Wj ' ^ x ) r•} L" /"i(.^•) ./'"(.y)^" T )̂ +v' L'"1?^^ - "r^.
„ ./•";t^^•) 0 /"(.^ )./••"(.-/•) . ,, ̂ 1\

"^T7^7)"" ./•"•(•<•) 'T^I^J
./'^(•-g)./'"^}

+'4 :/•'»(-)
, /•'"i f x •) -\- /•" ( ,/•) ./•"• ( .T ) r { x } .

+ .) t———————^—————————— - JT -̂) ,
/"•(,»)

(7°) :/(.7/),

._y_
-/"'(^)

.y , ^/"(•g) _r(^)
-''<\/•/"(,^) "/'^.T)'

/"(,r) _ f"U:v) f.f"W"^) __ /•v(^)
M i l . / <; u . / • / f > / / y , \ 1 /•IÏÎ/^.\ ^ 1 ^ ( ^ \T7^"7^^) /"••(^) /'•••(a-) /"•(.î')
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Les trois groupes à deux variables sont, donnés par exemple par les
deux premières équations des groupes (1°), (4°) ̂  (7°).

Nous n'avons trouvé jusqu'à présent que des groupes sans invar ian t
essentiel; il n'en sera pas ainsi pour toutes les valeurs de s ; par
exemple pour s = 5, le système

. r
(,.) ^ =_- G..).2 =: 0)3 == OG -+- ^);5 '== ^8 + "F" ^T •+• {{ 0);» =::: 0

donne un groupe à 6 variables avec un i n v a r i a n t essent ie l u.
On pour ra i t encore réduire les systèmes (49) à des systèmes types

en remarquant que les formules (48) ne changent pas si l'on e f f e c t u e
sur les oj la subs t i tu t ion suivante

0)l== âi^i,
cl a i

r,,).> z= (f).i --1-- Ct.i r»> i — —— 5
6ri

/ -. » , - ï a ̂  d(i -i
[ ' ) v ' > ) i <,).. -=. —— G).{ + —— (f^ + ̂ 3 W ï -+" -—— î

^l ' <^[ ^1

— i ^a^a'ï—^/^ da^ «•^ , ft\\ j^ ̂ ^ __^_^+^.,^ ̂  ̂ ^aa^^/a^ .

où lésa sont des quan t i t é s arbitraires. S'il s'agit de groupes t r ans i l i f s ,
on regardera les a comme des constantes a rb i t ra i res .

On démontre sans peine que tout groupe ( ] isomorphe à G- et ayant
ses équations de déf in i t ion du premier ordre est l 'un des prolonge-
ments normaux de G; car, pour ce groupe y, ^^ est forcément égal à î ,
les autres cr étant nuls-

58. Groupes isomorphes aa groupe

l X==^
(54) • (Y^y+/(,:r).

Ici on arrive a des résultats 'bien différents des précédents. Ecrivons
d'abord les équations de structure du groupe G et de ses prolonge-
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monts normaux successifs. En. posant co, === dx, on a

(55)

/ w, = o,
G)^ == C,̂  (,);„

G.),^:G)^,

^/.^ ^1^/H

Le groupe G^ est dé f in i par les a -h 2 premières équat ions .
On trouve, comme dans le cas précédent, que tout système com-

plè temen t . in tégrable définissant un groupe ({ isomorphe hoioédrique
de G c o n t i e n t l ' équa t i on 0), === o.

Si nous prenons ,y == ?., le système est de la forme

(56) j^^=o,
( 0)3 ES ̂  -4- A, c.)//_, + Aa <».)^..-2 4- . . . 4- A/^-gMâ =— 0,

et l'on a

r,)\ = 0,

r,)^=: î( ,̂,,(.,.i -4" Ai^)rt+. . .+A^-2f^;î) + ̂ Ai0)/,...».i4--. . .+^A/^a^s;

donc A i , A.^, . . . , A/^ sont des invar ian t s essentiels. Si ces coefficients
sont tous des constantes (ou p lu tô t des f o n c t i o n s de .z"), le groupe ()
n'est isomorphe hoioédr ique de G que si n est égal à 2; c'est le
groupe G lu i -même. Si les coefficients A ^ , ..., A^,a dépendent d 'une
variable au t r e que x ( i nva r i an t de ^), on adjoindra au système (56)
I n é q u a t i o n

A.\ M^i +-.. . -4- A//,,.^ r^ = o,

p u i s de même l 'équation

A"i ̂ n-i •+•... "h A'̂  ̂ 2=:- o

et ainsi de suite, et l'on devra finir par obtenir l'équation oûa--^ o. Les
Jonctions A^ , » . * , A^,^ sont donc assujetties à ne pas vérifier cerf (une s
équations différentielles,

Par exemple pour n == 3, on prendra Ai === ^; pour /À ==4, sl A^
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n'est pas fonc t i on de x seul, on peut le prendre égal à u, et alors i l
faut que A", ne soit pas nul ; si, au contraire, A^ est une fonct ion de x
seul , on pourra prendre A^== u, et a i n s i de su i t e .

On voit, d'après cela, qu'il y a une i n f i n i t é de groupes à trois va-
riables (avec deux invar iants essentiels) isomorphes au groupe G, et
que l'on ne peut trouver aucun prolongement , no rma l G^ que tous
ces groupes admettent comme prolongement hoioédr ique.

Des considérations analogues peuven t être développées dans le cas
de s== 3, 4, ^c.

On obtient ainsi, comme cas par t icu l ie rs de groupes çy à trois va-
riables sans invariants non essentiels, les groupes suivants :

( X= ̂
Y=j+/(^
Z = z +/^ W + m,f(P^(x) ̂ . . .+ m, - ./'(.r);

X == Xy
V^y-^/^)^/^),

x=^
Y =j4-/^) + ̂ f'W + A(z)fW [ ^ ( z ) ^o:|,

X ̂  x,
Y ̂ y 4-/^(^) + ̂ //^) ̂  ̂ /(.^),
y __^ ,̂ ^ , ^

les w désignant des constantes ou des fonctions de oc, A(^) une fonc-
t ion déferminée de x et de z.

59. Groupes isomorphes au groupe

( X=:/(,z;),
(57) • i Y = ç ( y ) . 1

Ce groupe G a ses équations de définition du premier ordre. Les équa-
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f i o n s de structure et celles de ses prolongements no rmaux successifs
sont données par les for in nies

0)^ =_r GV,)a,

7IS\ = CTiT^,

f,)^ :=:,:,) 1^3 ,

Tî^ :m OTI ?î7;j,

r,)^ == G)^ 0)^ -(- c»)^ 0).^,

7î7^ === OT^ CT^ 4- OT^ TD';} ,

Au groupe G^ correspondent les a/.? -+• ^ premières éqnat ions . Le
groupe l i néa i r e a d j o i n t a G^5 est ici

,̂4..,.i -~=o ,̂.+.i -1- a^i,

CT^^,i=r:?ï7^.,.(.i -1-- (37î7i.

Si un groupe C{ est défini par des équations ne contenant que les co,
il ne peut être isomorphe hoioédrique à G. Par suite, elles doivent
conteilir a la l'ois les co et les m; on en déduit ' faci lement qu'elles doi-
vent contenir les deux équations

<,), -=: TT?, =:.o.

On montre, comme dans le cas du groupe général à une variable,
que les systèmes comphMement intégrables de .y équations n^intro-
du isentque o^, ..., o;)^,^; m^ ..., î^.-^.

Gherclions d'abord tous les systèmes correspondant à ^=3; on
trouve sans difficulté les systèmes

r^ =: o,)^ -zz. •^^ ==- 0,

</)l -.r," </)^ .=: 7^ ==: o,

r/)^ ",= r,)^ == CT^ == o,

C»)^ =: CTI "r- CT^ ~i- A fi)^ •=^ 0,

où A désigne soit une constante arbitraire, soit une variable nouvelle
invar ian te par Q; il y aurait à ajouter les systèmes obtenus en échan-
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^eant les co et les ̂ ; mais ils sont évidemment semblables aux précé-
dents.

Pour s == 4? on a; outre les systèmes formés de p équat ions entre
les où seuls et de s — p équations entre les CT seuls, les systèmes sui-
vants :

0)i ==- CtTi =~ OTS -h- A COg == TÏÏ;} == 0,

(f^ ==. CTI ̂  TîT^ 4- A ût.)^ == CET,;. = 0,

rji.)j[ Z :̂ 7î'Tj_ :m ïiTg ̂ l: OT;} -+- ût)^ ^^ 0,

f,.)l =: 7J5i == TîTa — ^^ == OT;{ -1- C».);} := 0,

0»)^ == ^T^ r=: OTa '=^ TÎT/,. -4- ût,)^ ̂ . 0,

C«Jl ===: TO'i =^ PîT^j; — i- G.)^ =r îî'î'^ + 0)3 =r 0,

C,)l =: CTi == CTg — G.) g == CTr, -h M/,, ==: 0,.

f,)l rr: ̂ i === OTa r= OT^ + CTg 4- A G)^ ̂ — 0,

où A désigne soit une constante arbitraire, soit une var iab le n o u v e l l e
invar iante par ( { .

I l est i n u t i l e d'écrire les équat ions f i n i e s de tous ces groupes.
Contentons-nous d'écrire cellesdu ^roupecorrespondant au système

6)1 =•—; T^ ==: m^ -\- A û)^ == o,
qu i sont

X=/(^),
Y •-=y(y),
y _

/ '(•^Ey^y)?'
et celles du groupe correspondant au système

&)) ==: CTi == GT^—— ÛJ; == 5X3 -+- W;; == 0,

qui sont

X=/(a-),
Y=?(y),

.//(.^•)
?'(J)

T=-^====-v^--——C^L===--1- P^)^ __
^/'(^îy^y) ./"(^v'/'^'p'O/) ^ ^'(.yîv'/'C.ï')?^./)

Les groupes (j qui ont leurs équations de définition du premier
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ordre sont ceux qui laissent invariantes les expressions de Pfaff

C»);, ûi)2, ..., c-»)p; 7ï7i? ^2» • - • » n7^

où /? et (f désignent deux ent iers quelconques.

60. Groupes isomorphes au groupe

\ X^/(^),
( ) ( Y^vE/^)]--^^)*

Comme dans le cas précédent , les équat ions de s tructure du
groupe G et de ses prolongements normaux peuvent se partager en
deux classes dont la première est formée des équat ions de s t ructure
du groupe général à une variable

(^9)

/ (f)'^ ^z. 0)1 r>>2,

G/^=:Û)iG,>3,

ff ) 3 == 0 ) i C, ) ̂  4- 0) i <*) 3,

o)^ ~~^. 0)1 ('»)„ 4- ^ ̂ hr))'^

et la seconde in t rodu i t des expressions nouvelles m :

•G7\ == f,) ,1 CTa — in r,}.^ TÎT i,

Tî^ =r ^) i CTy "+- r,»^ îîTa — m ( c,).^ CTg •+" Cx):} OTi ),

(60) ^ tii7^== r,)iCT-4-4- ^r»>2^;f4- ^^CT^ — m ( ̂ 2^3 4- ^ ̂ 3^2 + <')^i ),

CT^== r,)̂ ;;-!- 3r.)^^-4~ 3^»3Z5T;(4- ^)^2— /n(^2^-{-3 ̂ ^34-3 G),OT3-+-G);,CTi),

La première équat ion (5c)) et la première équa t ion (60) correspondent
au groupe G, et d 'une manière générale les p+î. premières équa-
t ions (Sq) et les p + i premières équat ions (60) au groupe G^.

Ici le système complètement intégrable qu i dé f in i t un groupe Q
i somorphe hoioédrique de G con t ient nécessairementl'éq nation 0)1 =o.
Mais il ne doi t pas contenir que des équat ions entre les co, s inon
(,* serait isomorphe mériédrique de G. Si l'on considère toutes les
équations entre les œ seuls qu'on en peut déduire, elles forment évi-
demment un système complètement intégrable; les autres seront ré-

^nn. Èc. Norm., ( 3 ) , XX1Ï. -- JUIN ÏQOO. 35
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solubles par rapport à un cer ta in nombre des CT', et l 'on peut supposer
qu'elles expriment chacune de ces expressions rs au moyen des -^
d ' indice infér ieur et des œ. Si l'on considère toutes celles q u i sont
résolues par rapport à des vs d ' indice inférieur à un nombre donne,
elles forment évidemment, jo in tes aux équa t ions qu i ne dépendent
que des oo, un système complètement intégrable. On a a ins i le moyen
de déterminer de proche en proche tous les groupes <y.

Si l'on ne prend entre les œ que la seule re la t ion

r^ == 0,

et si l 'on cherche à lui adjoindre une autre relat ion dépendant des
CTT, on trouve/ • ^ t l l / l V / l . H . T ^

CTI==:O;

sauf dans les cas m == o, — ï ou — 2, où l 'on t rouve

( m = o ), ?n ï -h A ^);> ̂ = o ;
( m = — t ), 7^1 4" A ̂ ;i ";- o ;
( ///, =: — 2 ), ïï7i 4- A ̂  == 0,

Le cas général donne le groupe G lui-même. Quant aux t rois cas par-
ticuliers, ils donnen t

ni

X==/(.r),
Y^y+ç^+Aiog/^r);

m = o,

X^./^;)," \^^^^,
X==/(^),

v ~ r ^. ̂ ^ ̂  v r.7'^-7^ 3 f'w}{ ^-TTÎ^^?^^)^^^^!^-!^^
Si A est une variable nouvelle invariante par (/, on obt ient trois

groupes intransitifs isomorphes à G. Si A est une constante, on ob-
tient trois groupes transitifs; mais on voit évidemment qu ' i l s sont
identiques à G, par une transformation convenable effectuée sur les
éléments arbitraires du groupe; il suff i t de conserver la fonction arbi-
traire^^)/mais de changer la fonction arbitraire ^Çx).
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Si l'on ne cherche que des groupes (f transit ifs, on peut, pour les
rédui re à des groupes types, se servir de la substitution la plus générale
à coefficients constants qui conserve les relations (39) et(6o). D'abord
les co sont conservés, en ce sens qu'on peut effectuer sur eux la subs t i -
t u t i o n l inéaire (53), si a,, a,, ^3 , . . . sont des constantes. Remarquons
maintenant que, si l'on fait co, = co^ o, les seules combinaisons l i -
néaires des œ et des rs dont les covariants s ' annu len t se déduisent
toutes de co,, co^, 003, c^, ^^ (1). Par suite, on a une formule de la
forme

î^ ==: h rs\ -{- b^ G) i -4- ^2 w-i -4- h-^ 0)3 -1- b^ 0)4 ;

en exprimant que cette subst i tut ion, jo inte aux subst i tu t ions (53),
laisse inva r i an t ^/,, on trouve que ̂  et b^ do iven t être nuls , sauf dans
deux cas :

l ° ru. == — i y CTi == A^i -+- (^ ̂ i -+- ^î ^2 -4- ^3 <'hi î

9,° m. =: — 2, CT-i -= A^i + ̂ l ^1 4- ^^^2 -+" ^4^4.'

Il résulte donc de là que, si m est d i f férent de — r et de — ^ , les
expressions où, , (o^, m^ sont échangées entre elles par toute subs t i tu -
tion qui laisse invar iantes les formules (09) et (60). Si m est égal
à — ] ,ie résultat est vrai de o^, co^ a):p ̂ ^ et, si m est égal a — 2, de
o^, œ^ 0^3, û) '.. ̂ i • Dans chacun de ces cas les formules de subst i tu t ion
f o u r n i s s e n t les formules ultérieures s 'appliquant aux autres co et ^.

On trouve, par exemple, si m est quelconque, huit types de groupes
t rans i t i f s a trois variables isomorphes hoioédriques de G, déf inis par
les systèmes

(,.^ "rr CT"! ̂ = VS^ "=; 0,

û>.) ^ ==: 0)3 rr: CTj^ m" o,

(,)^ ==: C»J2 == V3i -h 0)3 ::= 0»

001 ==: 0)2 == TO-i -+- 0)4 :::::: O»

C,̂  == 0)â == CTI -+- &.)3 -4- û)4 ::= 0,
1'',)^ rrr 0)3 n̂  ïi7^ ^^ 0,

C»), -=: 0)3 == ?D'.2 == 0,

Cx)i == 0)4. == îiTi == 0.

( i ) Pour^ ==o, il faudrait ajouter v^; mais dans ce cas on considérerait ce qu'orx
obtient en faisant coi == o; le résultat serait le même.
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Les plus intéressants de ces groupes sont le 1er, le 3e, le 4e» !<' 5e d le
7e. En prenant

û^ == x^ dx^

dx^ ,f,)^ == — ——^ 4- cc^ cïx\,

C'/JK'i ,
^3 == — —— 4- x^ dx^,

î /'g

(:/̂ 'i X-t ., X,^ ., -
c,4 •== — —~ + -j dx^ — —^ 0^2 -h ̂ , ajr^,

^'t) «X o < '̂ ç

OT, == ^^ <:/yi 4- ys < î ?

^2== — —p -+- m^dx^ mx^ '1 .z^ </y,i -h y 3 </.rï,
^'2 ^î

les intégrales des systèmes correspondants sont respectivement

(0 tr!» Jn 2^'
'^2

( 3 ) ^i, x^ .^'ji—.^,

(4 ) ^-1, ^â, .r^j-i — .^2^ 4- ̂ ^i,

( 5 ) .̂i, .r^ ^^+2 Ji — ^2 ( ̂ ;i -+• ^k ) + ̂  •^ »

(7) ^i» •r;̂  ^^Vi "- -:;/2^^ ^

et les équations finies des groupes sont, en désignant dans chaque
cas les trois intégrales par x , y , z^

0)

X=/(.r),

Y^y/^C^^yC^),

Z ̂  ̂ "^{x) - myf^\x)f^ - î^;
*/ v^ )

! X^/(.r),

Y - —}—
(3) f'^)

•Y^———,

/ « ^ ̂  ̂ H-i » î̂̂  + Z!i±).f'w ' /^^c^) ^ / / 2 ( ^ ) 5
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X=/(,r),
Y

(4 ) -/'("<•)
z ==. -.-s— + ̂ _ îl_ ̂  ./"^) _ s /^•).

y'2^') •/ /""^(.ï) y'^) y./"'(.z')'
X==/(^),

Y^—2—,
(5) { f'(^)

7 =r J ^ ̂ "^_lLîl_ i ,,./"'(^) , fW _ ^ Z'^£).
/''•'(A') -' /'"'-f-2(^•) J/';'(^) /"(a-) a/"•(a;)'

X =/(.f),

Y - y _ /".(̂ l
(7) { ~/'(.--f) /"(^)'

^ ,̂̂ ,,,.̂ ,̂ _,,.̂ .̂

De ces h u i t groupes transi t i fs à trois variables, le deuxième et le
troisième ont leurs équat ions de d é f i n i t i o n du premier ordre. D'ai l-
leurs , si un groupe (f a ses équa t ions de d é f i n i t i o n du premier ordre,
le système complètement intégrable dont il transforme les intégrales
est de la forme

C,)l =; ̂  ==...== OJ^ ==: 0,

nr, 4-. . . ==- CT^ -\- . . . =r. . . =:-: 7«7^ H- . . . =: o,

les termes non écrits a la suite de ^,, ̂ , ..., ^y ne dépendant que
des a). Cette condit ion n'est pas suffisante.

61. Groupes isomorphes au groupe général de n variables, — Les
équations de structure du groupe G et de ses prolongements normaux
successifs sont de la forme

, ï,...,n

(^ = ̂  G,)p0)/p - ( (==1,2 , . . . , / /} ,

P
!,...,«

((n) < w l j ^ -S (^P^'P 4 ^^p) (/,./=: 1,2,. . , , / / ) ,
P

i,...,/?

^'ijk^ ^ (^y^./Â>p-+" ^pÂ-^/yp— ^î/p^p7Â-+ ^p/^/p/,) (^.A ̂ ^ I > 2» • • * ? ^ î^
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Les équations de la première ligne déf inissent G, celles des deux
premières lignes G", celles des trois premières lignes G", etc. Dans
les expressions à plusieurs indices, les indices qui suivent le premier
peuvent s'échanger entre eux et leur ordre n'est pas à considérer.

Le système complètement intégrable (4^) qui défini t un groupe (('
isomorphe de G doit contenir toutes les équa t ions
( 6% ) 0) i == C»)2 == . . . == Wft. =: 0.

Supposons en effet, pour fixer les idées, que ({ admette pour pro"
longementho ioédr ique G", mais non G'. Alors le système (4^) c o n t i e n t
au moins une équat ion de la forme

^A/^r.}/y/,4-^A/y&)/y4-^A/r,)/=: o.

Comme ce système admet le groupe l inéa i re ad jo in t à G\ dont les
transformations inf ini tés imales sont

àf àf ()f àf àf <)f
c,)^ —— , ^>8 ——— 4- ^a ———? .̂)a -r~— "1- &)S •——— ~+- ^r "———•

<^/aa ^^/aa Où)^ 0^,^ 1 ^û,)/y% 1 </G)/ap
(i, a,(3,y=f,9,, .. ., n);

le système (4â) doit con ten i r aussi les équations

A/aa^a^O
A,/aa''*>I:S+ A/apû..)a== 0 (/, a, [3, y -== I , S, . . . , / / ) .

A/py^a-l- A/ya<«)^-+- A/a?^)y== 0

Si l'un des A^aa est différent de zéro, on voit qa'on obt ient toutes
les équations (62). Il en est de même s'ils sont tous nuls, car alors
l 'un des A/a(ï (a 7^= fi) est cer ta inement di f férent de zéro.

On voit donc que tout groupe (j isomorphe holoedru/ue de G peut être
regardé comme le prolongement hoioédrujue de G; de p lus i l n'existe pas
de groupe isomorphe mériédrique de G.

On voit , d'après cela, que si les équations (4-2) sont mises sous
forme canonique, c'est-à-dire si elles sont résolues par rapport à un
cenain nombre d'expressions oo, les expressions qui entrent dans les
seconds membres ayant un nombre d'indices inférieur on égal à celui
des indices de l'expression qui est au premier membre, l'ensemble
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des équat ions résolues par rapport aux co^- et aux co^- forme un sys-
tème complè tement intégrable, de même l'ensemble des équations
résolues par rapport aux o^-, aux ^/j et aux co/,/,, et ainsi de suite.

Pour déterminer tous les groupes y admettant G^ pour prolonge-
ment hoioédrique sans admettre G^"^, i l suffira donc de déterminer
tous les groupes admettant G^" ^ pour prolongement hoioédrique et,
aux systèmes complètement intégrables dont ils transforment les inté-
grales, ajouter une ou plusieurs équations dépendant des œ àp •+-1 in-
dices (et aussi au besoin des œ à i, 2, .. .,p indices).

Prenons d'abord le cas de p = i . Quelles relations linéaires à coef-
f icients constants peut-on établir entre les œ^ pour que, en y ajou-
tant les équations (62), on obtienne un système complètement
intégrable? D'une manière générale, si l'on considère un groupe G
défini par

^)/,^y^7A:^/&)y~h-^a/F/,r,)/CTp (/^= I, ;î, . . . » /•),

le prolongement normal s 'obtient en a j o u t a n t à ces équations les sui-
van tes :

^T=^ yperT^F^cr"^ V. ̂ .p-r^Â^F-t- \yAp:^ÀÛ);j.-+- ̂  ̂ //.T^/y;/.,

(F ,T>

où les ^p^ sont l03 coefticients de structure du groupe l inéa i re adjoint
à G et avant pour t ransformat ions inf in i tés imales

llp/rr ̂  a^ n^ ( p =: î , 2, ...,/)).

/', A

Cherchons la condi t ion pour que le système

G)^ ==: GOg -=:...==&)/.=: Tf7 ^ === . . . == TTSff '==• 0

soit complètement intégrable. On trouve immédiatement

y<7+-/,r/-(-y,T=o (-r==i, . . . , <y ; ^ y== r , . . . , / ;—7).

Autrement dit, il faut et il suffit que les transformation s infinitésimales
U/H-, /*,..., Un/forment un sous-groupe du groupe linéaire adjoint à G.

Si l'on connaît un sous-groupe de ce groupe linéaire et que ce sous-
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groupe soit défini par un certain nombre d'équations linéaires en
e^ ..., e^ ( l a transformation in f in i t é s ima le la plus générale du groupe

étant mise sous la forme 'S«°pUp/), les mêmes équat ions l inéaires
en î^, .... ̂  déterminent, avec co< ==. . .== co^== o, un système com-
plètement intégrable.

Ici le groupe l i néa i r e adjoint à G est le groupe l inéaire homogène
à n variables. Nous sommes donc ramenés \\ dé terminer ses sous-
groupes. Comme d'ailleurs les équat ions (61) ne changent pas quand
on effectue sur œ^ ..., OD^ une substi tution l inéa i re à coefficients
quelconques (fonctions des invariants de (f), on pourra réduire sans
crainte ces sous-groupes à des sous-groupes types (non homologues
entre eux par une substitution linéaire).

Dans les cas de n = a et n == 3, ces sous-groupes ont été dé te rmi -
nés par S. Lie. Pour n == 2, en posant / ) ^ et /^ à la place de 4

*" 0 II \

et —/-? ce sont les groupes

u^pi -+- ^a/^»
( m 4- i ) u^ P] -h ( rn — i ) u^p^

^i/;â-4- rn(Utp^-^-' u^p^),

ffipi, (fïp^
u^p\, ^1/^1 4- (.Hp^

( m 4- i ) u^p^ -+" ( ïn —' i ) i^P^ u\P^

^ i P ï y ^Pî-» u\Pï?

i^pt—u<ip^ u^p^ u^p^

thP\. t^P^ ^ip^ t^Pr

II leur correspond les systèmes complètement intégrables
^>)^ == G,)g ̂ : c,j^ — (f)^ === r,̂  =r c,.)^^ =r o,

Q)I rzr ^2 "=: ( ̂  — î) Oi)( i — ( /7î. -4- î) ÇA) 22 ̂  ̂ hî ':= ̂ îi "-̂  0^
0.); == f.»)2-= C«)i3=: (i)]^ —— 0)^2== û)n — ^^21 == 0,

^ == Oi.)2z== rx>i2=^ (».)2i ^= o,
^) î ==: Ma == ^> ̂  ==: fj) ̂  — û)^ ̂  "=: o,
o.)ï== c..)2== r,)i2== (/n—i)c»)n— (m. -h 1)0:)^=: o,
Ct)i ^^ COg ̂ ^ ^12 ::::::: ^»

^ =: c,)^ =: r^^ 4- ^33 ==: o,
<,,)i_== ^3==: o*
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Si l'on cherche en par t icul ier les groupes ç a trois ou quatre
variables en ut i l i sant au besoin les prolongements normaux G", G"\ ...
du groupe G, on trouve qu'ils sont fournis, ceux à trois variables, par
les systèmes

f,) ^ === 5)3 -=: (jj ̂  z=- 0,

COl :-= û()2 •=== C»3i i -+- ^â2 =::: 0 î

ceux à quatre variables par les systèmes

Cx), == G)^== C,)i2== 0)21 == 0,

Cii)l ^Z: û-)2 "= C».Ïi2 ̂ = Ci) 1 1 — ÎU 0)^2 rz: 0,

Oi)^rz: w^'zz. û)^=r: ç»,)i3^=r: o.

En u t i l i s a n t les formules données n0 41, on ob t i en t les équat ions
su ivan t e s , pour les groupes à trois va r i ab le s :

/ X==/(^,j)
\ Y =o(^y)

) ,<)/ . àf

\7 ^1^1^
^^^

\ <)a' ôy

X=/(.r,y)

•Y =9(.r,y)

iZ ^
4/' dcp ^/ ^9
< .̂z' ^y ûy ()x

,x; — a,̂

| y == ̂

yi
.7i

.•r -=: ,:x'i

y == ,-x-2
z -=.y^y^—y^y,,

îjes groupes à quatre variables sont donnés par les équations

X
Y

%
/

T

-=.f(x,

= ® ("(•>

5^
^ r̂ .'
^ ^?

fj<r

^̂•
t0^-

ôx

+

"+-

4~

7)

y)
-+- <y'

^y
à'a
ày
V
ày
à^
ày

,y
=:Xi

——Ïl
.Yi

— Zi
y.-»

\ ô.v ày
Aim. Èc.Norm., (3 ) , X X Ï Ï . — JI:ÏN lyof). 36
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X-=/(^.,y)

Y ^0(^,7)
, à J ^ à /

àjc Oy
6?0 dcD

" jï + dy
^/ ()o àf ÔQ

rp / à.r àf ày 0^
i i ô^ ÛQ v11^
\Jy^''t:)

X=/(^y)
Y:^ç(^y)

.àl^àL
y " ̂ .^ ày

^à^ 0^ \ a' —^ '1
" àx ùy | J == .r,

.

rn

/ ( ) ^ (fQ^

\:^^^)

(à/ ̂ < y ^ ^
\ ô.f ôy ày < ) ; v j '

,(-<^,àfa\(^)î.l\,^ ^f , ̂ t}-4- ^ -̂ . --.-.. 1 3 - -4- '^ z —— -j-- .—"^
\ àx < ) y j \ (}^ ( } x à y à y )

(^\f ^f\(^0^ .,. ^9 ^<)^\
\ ̂  (h1 + ûy ) [^ à^2 + l i z ô^ (fy ̂  ày^)

x •-== x^
Y rr: x^

.r*2

./i
/ . (.ri^-ja/^)"
v ~ 1 " 1 1 1 1 1 " " 1 ,//»4-1 5

J 1

^ == — m. ..„.,„-: o
7i

//i?, ̂  (::>

' - - y-
\' ï'1 , ( V i V t — l's.y;!)2
[ < ^.,.,-——^ —

/?

Les groupes (/ qui corriispondeiit aux systiîines

G)^ ==: f,.)^ == f^)^ ==: û)i ̂  "=:-: ^>^ i ̂ = 0,

('j)j ̂ r: o.)^ zz: (t)^ rr: 6)12 ̂ = Q)^^ rr o,

0) ^ ^= GJ 2 == 03 j s; == 0) g i == <:),

0) ^ == r,),̂  rz: f,)j3 == Q)^ — m ^22 ̂ ^ 0»

r,) i =:= ùj ̂  •̂ r o.) ^ ^ == 0,

r,)^ =r r^gzz: (,jn 4- (,)^3 := o

ont leurs équations de déf in i t ion du premier ordre.
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Groupes simples et groupes composés.

62. Etant donné un groupe G, uous dirons qu ' un groupe (j est
isomorphe mériédrique de G s'il est possible de trouver un groupe G , ,
pro longement hoioédrique de G, et un groupe (j\, prolongement mé-
r i é d r i q u e de ()1, t ransformant le même nombre de variables et sem-
blables entre eux. Si l 'on suppose que G a ses équa t ions de d é f i n i t i o n
du premier ordre et q u ' i l est rédui t à ses5 i n v a r i a n t s essentiels, on
démont re ra , comme p lus hau t , que le groupe <j admet , par un chan-
g e m e n t convenable de var iables , pour p ro longemen t m é r i é d r i q u e l ' un
des prolongements no rmaux G^ de G, ou, p l u t ô t le groupe formé de
G^ et d 'un groupe t rans formant i d e n t i q u e m e n t un cer ta in n o m b r e
d'autres var iab les . La recherche des groupes isomorphes mér i éd r iques
de G se f a i t donc de la même m a n i è r e que celle des groupes iso-
i n o r p 11 e s 11 o 1 o é d r i q a e s.

Mais , en ce q u i concerne les groupes i n f i n i s , i l se présente u n e
pa r t i cu l a r i t é impor tan te q u i n'existe pas dans la théorie des groupes
f i n i s . Lorsqu 'un groupe f i n i Cf est isomorphe m é r i é d r i q u e d 'un groupe
f in i G, i l a nécessairement mo ins de paramètres que G et, au con-
traire, s ' i l l u i est i somorphe I lo ioédr ique , i l a le même nombre de
paramètres. Par conséquen t , deux groupes f i n i s i somorphes sont , so i t
i somorphe hoioédrique, soit isomorphe mér iédr ique .

Au contra i re , é t an t d o n n é u n groupe i n f i n i G, i l peut se fa i r e 1 qu 'un
même groupe {{ puisse être regardé soi t comme isomorphe mérié-
d r ique , soit comme isomorphe hoioédr ique de G. Par exemple, con-
sidérons le groupe G :

X. "-=- x ~\- a y

Y^./+/(,^
Z ̂ Z^f'^),

où /'est une fonction arbi t ra ire de x , f ' sa dérivée. Si G-i i n d i q u e com-
ment G t ransforme x efcj, (f comment G t r ans fo rme x et ^, on voi t
que G est à la (bis le p ro longement hoioédr ique de G, et mér iédr ique
de ()'; (] est donc isomorphe mér iédr ique de G r ^ . Mais, d'autre part , y
et Ci sont semblables par l 'échange des var iablesy et r.; I c u r s é q u a t i o n s
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f in ies ne se présentent, pas sous la même forme, mais i l s ont les mêmes
équat ions de d é f i n i t i o n

<TK __ àX_ ^==1
àx "~'ît à y ~ ? ()y ~~~ "

Nous voyons b i en , par cet exemple s imple, qu 'un groupe i n f i n i peu t
être isomorphe mériédrique à lui-même.

D'après cela, nous d i s t inguerons risomorphisme m é r i é d r i q u e pro-
prement di t ou propre, et r isomorphisme mériédrique impropre. ({ sera
isomorphe mér iéd r ique propre de G si l 'on ne peu t en a u c u n e façon le
regarder comme isomorphe hoioédrique de (x.

63. Un groupe f i n i est d i t simple lo rsqu ' i l n 'admet a u c u n groupe
qui l u i soit isomorphe inér iédr ique . Pour les groupes i n f i n i s , nous
d is t i nguerons les groupes simples propres et les groupes simples impropres,
Les premiers sont ceux qu i n ' admet ten t a u c u n groupe isomorphe mé-
r iédr ique propre ou impropre. Les autres sont ceux q u i peuven t
admettre des isomorphes mér iédr iques impropres, mais non des iso-
morphes mér i éd r iques propres.

Par exemple, le groupe in t rans i t i f

X=^
Y=y+/(^)

est un groupe simple impropre, car i l admet des isomorphes mérié-
driques, mais qui peuvent aussi être regardés comme l u i é tan t iso-
morphes hoioédriques.

Au contraire, le groupe transitif

X = x 4- ci,

Y==J+/(^)

n'est pas simple, car le groupe

X=:.r -4- a,

qui lui est isomorphe, ne peut en aucune façon être regardé comme
lui étant isomorphe hoioédrique.
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Un groupe qui n'est pas simple est di t composé.
Dans les exemples é tud iés plus l i an t , le groupe général à une va-

r i ab l e , à n var iables sont des groupes s imples propres.
Le H'ronpe

Xr=^

Y=j4-/(.r)

est u n groupe s i m p l e i m p r o p r e ; e n f i n les groupes

X.=:/(.:r), Y, =?(,/),

X :=/(.r), Y -^/^(.r) -+- ©(.r)

s o n t d e s g r o u p e s c o m p o s é s.
11 est bien c la i r que les coeff ic ients de s t ruc tu re d ' u n groupe per-

m e t t e n t t o u j o u r s de déc ider si un groupe est s imple ou composé.
Le problème de la décomposit ion d /un groupe i n f i n i d o n n é en u n e

série normale de sous-groupes semble devoir présenter, d'après les
par t i cu la r i t é s précédentes, de nombreuses d i f f i cu l t é s ; on peut même
se demander s'il est tou jours possible de t rouver une décomposi t ion
en u n e y,kv\e finie de sous-groupes simples, même impropres. Ce pro-
b lème est, comme l 'on sait , fondamenta l dans les applications qu'on
peut faire des groupes i n f i n i s à l ' i n tégra t ion des systèmes d ' équa t ions
aux dérivées pa r t i e l l e s ( 1) .

64. S. Lie a d é t e r m i n é quatre grandes classes de groupes s imples
t ransi t i fs . Ce sont :

r ° Le groupe général a ri var iables d é f i n i par les équat ions de struc-
ture

1, ...,u

^A.= J^ ^i^ki (À- .= î , 2, . . ., n ).
<

2° Le groupe des t ransformat ions à n variables telles que le déter-
m i n a n t fonc t ionne l des variables transformées par rapport aux an-

Ç 1 ) E. VISSSÏOT, Sur l'ifi^,(f'glïal,lon des SYstètues dtfféf'cnUûls f/ui adrnctteîzt des groupes
contiitu.K de transfoi'maUom (/îcta Math., t. XXVÎ1I, 1904, p. 307-349).
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ciennes soit égal à T ; il est déf in i par les équat ions (Je s t r u c t u r e

û.)'/,== V CO/CTÂ./ ( /c =-= î , 2, . . ., n )

i.

avec
CTH 4- CT'ââ -4- . . • 4~ 7î7//// ̂  0.

30 Le groupe à 2^ variables déf ini par les équa t ions de s t ruc tu re

^ïk = ^ ^/^/.—l,/

/

i...., îit
(AT--: I , 2, . . . , / / , )

f,/^._.^=—— ̂  ^/^À-,/

/

' ^ t j " = - ?ny/;

dans le cas de n ••== ,ï, ce groupe se confond ave(î le groupe ri == 2 de la
classe précédente .

4° Le groupe général des t ransformat ions de, contact dans un espace
à 2n 4- i d imensions , dé f in i par les équa t ions de s t r u c t u r e

l, . . . ,^//-^!

r,)̂ , =: ^^ œ/zî7^/(,.-i^--4- 6)â/.ro

^ • ^ ^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . , / Q

M'y/^,i=:—— ^ œ/^À,/ -+-0)2Â—l^

/'

0.»^^^ ==: 6)i ^)_> •+- M^ ^/, 4- ...•+• ^ârt-l ^>2 / / -+- ^ ^2/1 +1 ̂

avec
CT,y =: CTy, ( /', y == J , 2, . . . , '2 ̂  ).

Les valeurs des entiers caractérist iques T sont, pour le premier
groupe,

CTi == CTâ == . . . == O"^ =: /î ;

pour le deuxième groupe,

O-I -= O-g =...:= O-^^i == /Z, 0-rt --̂ : ^ — ï ;
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pour le troisième groupe,

e n t i n , pour le quatr ième groupe,

^1=:-2 / / /+ ! , 0-2 = 2/î , . . . , CT^.-i=:3, 72/ ,==2, CT^4-.i:=l.

Le groupe l i n é a i r e a d j o i n t au groupe G est :
Pour la première classe, le groupe l inéa i re et homogène général a

n va r iab les ;
Pour la deuxième classe, le groupe l inéa i re et homogène spécial \\

n va r iab les ;
Pour la t rois ième classe, le groupe l inéa i r e et homogène le p lus

général laissant invar ian te l'expression de Plaî t

^i du^— u g du^ -f- ^3 dit;, — u,,, du^ +...-}- u^^^ dii^ — u^ dii^-.^

On m o n t r e sans d i f f i cu l t é que, pour chacune des quatre classes, le
système complè tement intégrable qui d é f i n i t un groupe q u e l c o n q u e
isomorphe à G doit en t ra iner

pour la première et la deuxième classes,

pour la troisième, et

rj), rr: (^ =:...=: r»2/î-+-i "̂  0

pour la quatrième. // en résuUe que, non seulement tous cefi groupes (;
sont simples, mais encore (fue tout groupe T r /u ' i leur est isomorphe résulte
de leur prolongement.

On ne connai t pas de groupe i n f i n i t rans i t i f simple q u i ne rentre
pas dans l ' u n e de ces quatre grandes classes.
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CHAPITRE IV.

LES GROUPES INFINIS DÉPENDANT DE FONCTIONS ARBITRAIRES
D'UN ARGUMENT.

65. Nous nous proposons dans ce Chapi t re d ' i nd ique r la forme
générale des covarianfcs o .̂ pour un groupe dépendant de f o n c t i o n s
arbitraires d'un argument- Nous démontrerons ensu i t e que chacun de

' ces groupes, dans le cas où il est t rans i t i f , admet un groupe isomorphe
à une variable. Il en résultera que les seuls groupes i n f i n i s t r a n s i t i f s
simples dépendant de f o n c t i o n s arbitraires d 'un argument seront iso-
morphes hoioédriques au groupe général à une var iable .

6(3. Pour les groupes qui nous occupent, transitifs ou non, les
entiers caractéristiques cr^ o"a, ... sont tous nuls, sauf le premier.
Par suite, si l'on désigne par û,, Ûy, ..., û/, certaines combinaisons
linéaires de <j)^ o^, ..., o^, on aura des formules de la forme

a.,.../- i,...,cr

^ •=-: û)i CTI "h ̂  ^ Oi//, 0>,?i7/, 4..... . .,

( ï )
j ^2 -: û^ OTg 4- ̂  ^ ^2/7, r,)^/, -+-...,

^y==:C,)lCT-cr-+" ̂  ^ , Ursik^t^k +•...,

les termes non écrits étant bi l inéaires par rapport aux 03, et les cova-
r iants û^i, .. - » Û^. ne dépendant pas des T^,

Si le système est en involu t ion , i l faut que les coeff ic ients /^ <-l°^



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMÀTIOÎNS.

expressions CT' les plus générales de la forme

CTI = ̂  ̂ 4-. . . -4- ^co/-,

(2)

7i7ç ==: ̂  CO. -|- . . . -t- /- ( j )

^89

qui annu len t les parties écrites dans les seconds membres de (i),
dépendent exactement de cr arbitraires. Or ces coefFicients satisfont
aux équat ions

1 , . . . ,0 -

^'^ ̂  ^l/V.-^l

{l==:9^ . . .,/••),

-= 2 Ctfn'L' tk

et aux équations

( 4 ) ^ (^pzÂ-^7"— açjkiki} "'= 0 ( p = : î , - 2 , . . ., (7; /,/ == 9., . . ., /•).

I l faut donc que les équations (4) soient i den t iquemen t vérifiées,
quels que soient ̂ , ̂ , ..., ̂  lorsqu'on y remplace les t^ par leurs
valeurs tirées des équations (3). On arrive ainsi aux re la t ions

l ,.„.., <r

( '>) Y1 (^F^V-Î.--"-" ^pA^//-) = » (p» ^"--^ 1 , 2 , . . ., 0-; ^./= 2, . . ., /•).

67, Ces relations nécessaires et suffisantes vont nous permettre de
mettre les équations (i) sous une forme canonique simple. Cherchons
à déterminer des quanti tés e^ e^, ..., e^ telles que l'on ait, quels que
soient les rs,

e^^2/^^••-^•• ..4-<?crj^W^Â-=^Wl"+-. . .+<?o-^(r);

Ann. Éc. Norrn., (3 3? X^t- — JUILLÏÎT TQOÔ. 37
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on voit que h est donné par une équation caractéristique

(6)

^121— ^ ^221 • • * ^21

6£i22 î̂  — ^ • * • ^asa

^127 ^acr • • - aa^— ̂

A une racine /^ de cette équation caractéristique correspond au
moins un système de valeurs non toutes nul les des e répondant à la
question et l'on peut, par une subst i tu t ion linéaire effectuée sur les il
et les ̂ , supposer que cette solut ion est

Le cas des racines multiples se traite sans d i f f icu l té comme dans
toutes les questions analogues et l'on arrive au résultat suivant :

Si l 'équat ion (6) adme t / ? racines

//i, /^, . . . , iip
mult ip les d'ordre

ai, 03, .... ^ (ai+ aa+. . .4- a/,=cr),

les équations (i) peuvent se mettre sous la forme

^î\ == ( ̂ i 4- Ai 0)2 ) CTI -i-...,
^3 ==: ( û)i 4" /<i rx>2 ) ïrTa 4- ^aai ̂ ^ ̂ i + - " • ?

12 y === ( û,>i + /<i W.i ) OTg "h ^322 ̂ 2^2 + ̂ 321 ^â^l ̂  •

^ = (Oi-4-ÀiG,)2)^ai-+- ^a,.2,ai-l^2^at-l+ .. . -h ^ai2i^^i+- • • ?

^ai+l ̂  (^l -1- ^â ^2) CTarM»

ou l'on n'a pas écrit les termes en ÛD;^ . , . , a),,; à chaque racine mul-
tiple d'ordre a on fait ainsi correspondre a expressions rs et a expres-
sions û.

Les formules (5) où l'on fait p == i et successivement /c== a< 4- a^,
a.i 4- a^ -- i, ..., a, -+-1 montrent de proche en proche que les coeffi-
cients

<^l,3,Xii+.!%a» <^ i ̂  0(̂ .4. aa—b • * ' ? ^l,3,!Xi~H,



SUR TA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS. 291

sont nu ls ; si l'on fait ensui te p == 2 en donnan t à îc la même succes-
sion de valeurs, on trouve que les coefficients

^â^a^a.,» ^a^.ai-i-aï-i? • • • ? ^a^ai-t-i

sont tous nuls; et ainsi de suite. En d'autres termes, les covariants Qp
û^, ..., û^ ne contiennent que •G-^, ^, ..., ̂ ^

On déduit de là, sans peine, que l 'équation caractéristique généra-
lisée

(8)

hiiU.i-2-
i

^alitiui

• îl y ^2/1 "7 - • • ^ ^cr/i Ki
i i

^ <^2/2 ^/ — ^ • • • ^ <^/2 ^/

Y ^1/-7 ̂ / Y ^2^^/ • • • Y ^<T/Cr"/~- ̂

est décomposable en/ ) facteurs de degré c^, .... a^ à coefficients
entiers en ^, . » . , ^, si elle admet pour ^==1, z/^ = = . . . = = = ^/,,=== o
^ racines d'ordre a ^ , . . . , a^,. Autrement dit, l'équation caractéris-
tique (8) est décomposable en un produit de fadeurs linéaires en h,
u^ ..., i^.

Supposons encore que, pour ̂ , r//;$, ..., u.r arb-itraires, il y ail p fac-
teurs linéaires élevés respectivement aux puissances a^, a^>, ..., a^.
Alors les formules (i) peuvent se mettre sous la forme

û\ =: ( &^ -f- /^aMa -h ... 4- AI/ .G)/ . ) OTi -4-. . .,

i[2^ == (^i-i- Ai20)â4- . • .4- Âi/.û),.) ̂  4- ^. (;/2n^/^i4-. . .,
i

2 , . . . , / • 1 ,2

(9) ^ ^3 =": (^i 4- ^12^2 4- . . . 4- ÀI/.&), .) CTS 4- V ^. ^3//c ^z^- 4- . . . ,

2, . . . , / • i , . . . , a i — i

^= (c0i4-Âi2^2+-• •4-A],.&)/.)ïî7ai4- ^, ^ ^ai/Â-û)/^4-. . . ?
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en n'écrivant que ce qui concerne la première racine

^12^2'+" • • ••+• ^ir^r

de l'équation caractéristique (8). A chacune des autres racines cor-
respondra un groupe d'équations de même nature, mais faisant inter-
venir d'autres expressions nr.

68. Pour que le système donné soit en involution, il ne reste plus
qu'à exprimer que chacun des p systèmes partiels tels que (9) est en
involution. Si l'on suppose, ce qui est toujours permis, que h^^ ...,
Â^sont nuls, il ne reste qu'à vérifier les équat ions (5)

i,...,ai

(^ ,S (^P^^'^—^pA^.^)^0 (p , / r=î ,3 , ...,ai; £,y=2, ...,/•),

À

mais, dans ces équations, on a

a p/ /,-=:•: o pour p 2 Â " ;

elles sont donc vérifiées d'elles-mêmes pour p ï A + î ; il n'y a qu'à
écrire celles pour lesquelles p est supérieur à k "h \ ; cela suppose
que o^ est au moins égal à 3.

Par exemple, si a^ est égal à 3, tous les systèmes possibles sont
donnés par

Qr
: C»)t CTi

^3 ==: r,^^

1^ =: c^îDy

6)^

G») i nîa

0)^34- C^CTI

^2^ =: G,)^(

iS,̂  ."rr 0)^ OT^ 4" îj.)^ OTI

^^ r= û.) j îo';̂  4"- C»)^ TS^

^1^1

&)lTD'^

Cx) i OT;} -h &)2 TO'2 "+' ̂ h ̂ 1

G)i?î7i,

û)i nr^ 4-- OaTî'ï'iy

0) i CT^ + û)^ îiîTa -h rA);} TîTi.

^i^i?

GJl CTâ+ C«)^737i,

(.)lCT3"+- W^OTI ;

69. La forme générale des formules (i) étant établie, i l faudra
déterminer û^ . . . , ûç., . . . , ^ comme combinaisons linéaires
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de cjù^ ..., o),. de manière que les transformations infinitésimales
à a paramètres u

6^ -= ̂  oji + ̂  ai,/,^/,œ^

Ô^ = U^U^ 4- 'V (ïîikUk^h

( 1 0 )

0^ == ^^.0)i -h V ar^k ^k ^o

cM2^+i == o,

ôi2/. == o,

engendrent un groupe. Si Fon pose

c,) i :=z m n ̂  4- w p^a 4-... 4- m ( /. Ï2/.,
( i l ) .................................

G),.== m^ i"2i 4- Wcr2^+ ... 4- Wç,.^/.,

les G" transformations inf îni tésimales de ce groupe sont, en posant

àf àf^=^n^+...+m,^,

àf àf^=^——+...+m,^,

àf àf
^=m,^+...+^^

les suivantes
1,...,G' à,...,/ '

Xt/=-=^ipi+ ̂  ^ rtp^^-/^,

p

1,...,0" 2,. . . , /-

X^/=:^i/^+ ̂  ^ Ctç^^lp^

P /'

Kemarquons que, si les formules (i) ont été mises sous la forme
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canonique (9), les t ransformations infini tésimales X^/, ..., X^/
forment par elles-mêmes un groupe, car elles ne cont iennent que /),,
D^, . . . ,^ et leurs crochets doivent j o u i r de la même propriété. Ces
condi t ions ne sont d'ailleurs pas suffisantes.

Prenons par exemple o^ =3; on ne trouve aucune condit ion pour
les /p^dans le premier système; mais pour les autres on obt ient

2e système : ^la^ ^13 ̂  o?

3e » : /7Zi3== //Zn -+- ^s;}^ Wi2+ m 2 3^=: o,

4" » : m^-=în^-=o,

5e » : m^~=. m^-== •/n^-= m^-— 2m^=. o,

6" )> : //Z^TL-. rn^~=. in^-z^ m 3 g=: /y?.;^^: mn—- ^/PZ^^ o.

70. Supposons que dans les formules (9) les quant i tés A^, ..., A, / .
soient nul les , et écrivons a au lieu de a,. Nous al lons d'abord montrer
que coi ne dépend que de U^ ..., iïy, et de U^, ..., Û,., mais non
des û qui se rapportent aux racines de l 'équation caractér is t ique
autres que la racine considérée. Soit, en effet, une autre racine d'ordre
de multiplicité ? à laquelle correspondent U^, ..., Ï2a-»-p* Considé-
rons les deux transformations infinitésimales Xi/, X a i p / d u groupe
l inéai re r

à,..., a 2,...,r

Xi/=^i/^-4- ̂  ^ ^p/i^-^p,

P i

Xa-hp/^ (^î + fh^î 4- ... -4- A/.^,.) ^a4"p-

Comme, dans le groupe r, p ^ n'entre que dans X^/, et cela avec le
coefficient.^, le crochet (X^X^+p) donne

77ît^4-p=0;

le crochet (XiXo-^..^) donnera alors

/T^a+p-i == o?

et ainsi de suite jusqu'à
/n^a+i==o.
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Cela prouve que o^ est de la forme

o,)i=:miii^4- mi2^-l-. ..+ mia^a+ m^^^y^^. . .4- ̂ iA.

En part iculier , si toutes les racines sont simples, on a

C.)l==//^ ^4- Wi,o+i ^a+l4-...-+-/?îir^r,

C,)2 == //^ ̂  4- ma^+i ^(T-+.I 4- . . . -h //^r ^rî

• • • • * * • • • • • • • • • • • • * • • • • • • • • • • • • • ' * • • • ?

Wff-==. m^^-^ ^7,'7-4-i^cr-n4-. . .-+- niy,.^,^

en supposant que, par une substitution l inéaire, les expressions

ri)i-4- h^w^-\- A/3^3+. . .4- ^ir^r ( ^ ' = = J , 2 , . . ., or)

aient été transformées en

G)l , C»)^, . . . , ûJiy.

71-. Nous allons main tenant montrer qu'en conservant les moines
notat ions, o/, s9 annule avec ^ ̂

Désignons par le symbole 5p l'accroissement i n f i n i m e n t pet i t
relat i f à la transformation infini tésimale Xp/, p prenant l 'une des
valeurs r , 2, ..., a. On a

l....,a~p 2,...,r ^ .
^ ^ / ? , = = ! , 2, . . . , / • \ •

( 1 2 ) op^=m/FO)i+ 2. ,2. m^p+^p+Àj,?^ , — r . . / /
^. '̂ ^ \ ^p—. - I , 2, ...,a/

Exprimons que la transformation in f in i t és imale Xp/ laisse inva-
r iantes les équations de structure du groupe, en part icul ier l 'équal ion
qui donne ̂ (r << p) ; comme ̂  est invariant par Xp/, on a

î , . . . , f Ï , . . . , V — 1

•\ ^ "̂  \r' / ^ "• \o =; 6) ^ o p w-ç -+- o p (, ) i ̂  4- ^ 7^ <^T:/ /, ( o p r,) ̂  CT/,. -+- G) ̂  o p CT/, )
^ /••

1,. . . , /•

+ ̂  C/yi:(Opf.),My4-^/Op^y),

'̂)

(T<p; p==l, a, ...,a),
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les ̂  désignant les coefficients de structure non écrits dans les for-
mules (9).

Remplaçons dans cette formule les <îpco, par leurs valeurs; si nous
donnons successivement à - les valeurs i, 2, ..., p_ i et que nous
ne considérions que les termes qui contiennent co^, termes dont Feu-
semble doi t être nul , nous obtenons

ôp^ 4- mip^i -{- ̂  c/yi (w/F^y— ^./p^-) == Apic.)i,
(y)

2, . . . , / •

(5? nra +• /?z i p 1573 + ̂  m /.p (T/^ /1 ^1
/

s - • • • ' / • s , . . . , / -

~}" ̂  c^(^/p^•-/2^ypO),)=Apl ̂  ^/IÛ),+A.F^.),,

(//•)

6^+m^^-^m^ ^ ci^^

2"" t / ' 1,.,.,T-1 2 , . . . , / •

^ c^(^,F,),~-m,FO),)== ^ Ap',^ ^Awr-t-^^)
(/V' À /

4" 2 C^(W/P^7~W7F^.)= ^ Ap-, ̂  0 ,̂4" A ̂ h

(/V' À /
(T=: r, 2, .. ., p—:i).

Les Ap, désignent des quanti tés nouvel les (constantes ou fonc t ions
des invariants de G).

Appliquons maintenant la transformation infinitésimalo X / à
réquation qui donne ûp. Comme âpûp est égal à co,, on obtient m
négligeant dans le second membre les termes qui contiennent co,,

2... . , /- 1 , . . . ,F~1

'./ — ^ /.. „ , \? -YW\ -_ ôp G)i 7î7p -4- ̂  ^ ap//, ( r}p û), ̂ , -^ r,), r}p ̂ /, )

•̂  ̂  ^./F ( ̂ pc>)^ ct)/ + ̂ i Sç, ̂ j )?

ou, en remplaçant les Spco, par leurs valeurs tirées de (12) elles S^,
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par leurs valeurs tirées de (i3),

l,.... y. — p •2,..., /•

(l'i) r,)^=: ^ 7^ ^),P+A^F-^.,/,F^/^

). /
2 , . . . , / - l , . . . , a — F I , . . . , F — I - 2 , . . . , / -

-+" ^ 2 ^ S m^?^a^^a^?f'}.^^
i À A- /

l,...,F--l 2 , . . . , / -

~ S ^ ^U-^p/A-^/^
/. /•

2 , . . . , / • 1 , ..., p -"- 1 2, ...,/• 1 , ..., /i — 1

" " "S ,S 2 -S mJ9ah^a^'^^'^•
i /. / ).

"̂  'S S 2 ^/'•p^^r^7^^"71-""'^p^'^v7^0^'^
(/'/'» // /!'

•2 . . . . , / - l , . . . ,F- - l l , . . . . / * - - 1

4~ 'S .S 2 A ̂ /l ^ ̂ ^7t ̂ /•/À """ ^pyÂ' a l ^ l"h ) f))! fs}j
(//) /r A

2, ..1., /• '-;,...,/• l. . . . , a l l • • - p

"+"' <^ '̂  '̂  n^h^~\-\ (^p-i-'À,/,? ^/vp — aF-+-À,y,F ''•'^/p ) ^/r"./-

(//> ^ ^

(;el,(e fonnule est valable pour p == i, ^, ..., a. Ajoutons membre à
(neinbre les a équations ('i4) ainsi obtenues et tenons compte de la
formule (5). On voit alors que les termes se détruisent deux a deux
et il reste la relation cherchée

( l ;">) G/i=:0,

qui est vraie , en tenant compte de o^ == o.

72. 11 résulte de la que si l'intégrale de l'équation

(^ ^ =-. 0

aesl pas un invariant du groupe G, il existe un groupe à une variable
38Ann. Éc. Norni,, (3) , )OUL — JUILLET 1905.
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isomorphe holoèdrique ou mériédrique dit groupe G. En par t i cu l i e r , si le
groupe G- est t ransi t i f s imple , il est isomorphe d'un groupe à une
variable. Or, le seul. groupe i n f i n i à une variable est le groupe général

X^/(,r).

Nous arrivons donc au théorème s u i v a n t :

Si un groupe infini transitif simple ne dépend que de fonctions arbi-
traires d'un argument, il est isomorphe au groupe général à une variable.

73. On t ire de la formule ( i5) d'autres conclus ions impor tantes .
En p a r t i c u l i e r , le terme en co/r^p do i t être n u l dans le second membre
de 0 4 ) î donc on a la r e l a t i o n

î , . . . , a • • • p

Y ^^,p.-.^À^F-+"/„/,F:r::^ (p^' ( ? ̂  • • • » ̂  ̂  '•^ 3? • • • ? / ' ) -

I m a g i n o n s q u e toutes les combina i sons l inéa i res de û,, . . . , Uy.
dont les covar iants ne dépendent que de co, (du moins dans les f e r m e s
q u i c o n t i e n n e n t les TD') se dédu i sen t tous de Q,, iX, .. - , i2a'- Alors co,
ne dépend aussi que de û,, ..., ilo/, £2^,, ..., 12,.» Les formules O ' î )
m o n t r e n t de p lu s q u e , p o u r ^s^, p ^>r:, SptîXr ne dépend q u e de co^
(^^, ..., o^ et n u l l e m e n t des CT. On en dédui t ( ac i l emen t que ir/p
^, ..., Tn^ ne c o n t i e n n e n t pas C T a + i » • • - » ^(T P^11" ^ u i t e , si l'on consi-
dère le groupe G7, p ro longement normal de G, et si l'on désigne par
û>/M-i, • . , , c.o,,.i-a' les expressions invar iantes q u i correspondent à nr^ ...,
î^a'? bî système

f,>l •=:... r^ o),.r=' O),..,,̂  =:...= r,),...̂ ^=: o

est complè tement intégrable; il définit un groupe G\| qui admet (V
pour prolongement holoèdrique et l'on vérifie sans peine que ce
groupe G^ a ses équations de définition du premier ordre. Pour ce
groupe Ci l 'équation caractéristique conserve ses racines avec leur
degré de mult ipl ici té . A la racine considérée tout à l'heure corres"
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pondent a expressions d o n t les covariants son t

^/-M ==G) i7 i4 - . . .,
0)^3 r= oj,y^4-. . . ^

^W a' ̂  ^ 1 /,a' -t- . . • ,

^a'+-i ̂  0)i^a'-4-i-h. • .,

" ^^ aa'-^-2,/,y.'-^l G-»/7na'"n -+-...,

On voit donc que pour le nouveau groupe G, l 'ent ier a' a augmente
d'au moins une uni té . On le prolongera encore jusq.u'à ce qu ' i l
d e v i e n n e é^al à a.

F i n a l e m e n t nous ar r ivons à la conc lus ion su ivan te :

Tout groupe infini ne dépendant que de fonctions arbitraires d'un
argument peut être prolongé hoioédrùfuement de manière à obtenir un
groupe G ayant ses équations de définition du premier ordre et tel que
l'on ait

^ = ( À] i 0), -4- h 12 0)2 -h ...-+- k^r (,),.) CTi -{- . . . ,

i2g == ( /^i 0)1 4- Ii^ 02 -+-... 4- As/, œ/.) OTS 4-. . .,

^ = (/^i r,),4- /^2<,)2-+-. . .-4- /^/•^/•)^'7+-. • •.

o^ _"^T-f-l —— • • * ?

C,̂

/^ç termes non écrits ne dépendant que des co.

74. Prenons , comme cas pa r t i cu l i e r , celui où / '=^o-. Soit o), l'ex-
pression associée à l ' une des racines de l 'équation caractér is t ique,
m u l t i p l e d'ordre a. Comme ici /' est égal à or, l ' un des coetlicients m^ i ,
//<?^, . . . , m^. est d i H e r e n t de zéroGtnou^ pouvons, par sui te , supposer

co', devant s 'annuler avec o^, on peut en e f fe t chois i ra , de manière1

q u ' i l n'y ait pas d'autre terme que co^, dans le second membre.
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Comme û, ne peut être une combina i son l inéa i re des expressions
associées aux autres racines de l 'équat ion caractér is t ique, nous sup-
poserons û^? • • • » Hx respectivement égales à co^, . . . , co^ :

G) ., .-rr (Y) ^ ro^ -1-~ . . . ̂

fji) .̂  "rr: G) i TîT^ -+" . • • ,

C,),^-:^ ç,)^ CTa-4- . . . -

L'expression associée à la deuxième racine de l ' équa t ion caracté-
r i s t ique ne peut alors être u n e combina i son l i n é a i r e de co^ , co^ ..., c.̂
(n°70) ; supposons donc que ce soit (-0^4-1. Alors on t rouve de même

^4+1 =: ^a.+.i^a+iî

G) ̂ .̂.3 rr: ri)y.,,.̂  OTa+2 '̂~ • • • •>

(^ ̂  := ^)a4,., TïTa-i-p "1-- • • • •

De même l'expression associée a la troisième racine ne peut être
une combinaison linéaire de <^,, ..., coa+p; supposons donc que ce
soit o^+.p4-r 0" vo i t qu'on peut continuer ainsi de proche en proche,
à chaque racine multiple d'ordre/? de l'équation caractérist ique cor-
respondante expressions de PlatT.

Reprenons maintenant le scovariants o)^, ..., (^relatifs a la premién*
racine et soit

, -^
r«)a = <<)iOT2-+" J^ C/y2^/r,)y;

l//)

si l'on applique à celte formule la transformation infinitésimale

X^/== o-)^ —/—., on obtient
<7C«}^^..j

2,.. . , /•

— 's <^1
0 — G)i0^,,^^-t- ̂  C'a,Hj^Q)a.+.iG)y,

]

ce qui montre que c^,^ est mil, ou que ̂  ne dépend pas de œ<,+i ;
appliquant, ensuite la tninsfonnation infinitésimale X^/, on voit de
même que w, ne dépend pas de œ^ et ainsi de suite. Autrement dit
co'̂  ...,œ^ne dépendent, à part les termes en (0,0,, quedeoû^,.. . , o^.



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES ÏÎNFÎMS DR TRANSFORMATIONS. 3<)1

On vol t alors que le groupe G se décompose en un certain nombi^
de groupes dont chacun correspond à une racine de l ' équa t ion carac-
t é r i s t i q u e ; les équations de structure de l ' u n d 'entre eux sont

^\ ̂  ̂ i^n
2, ...,a

F.), == 0)i7.J2 + J^ C,j^ 0)/0)y,

f / / >
ï,..., a

f / / >

ï,..., a
^̂

 ^ /y3 ^/C»)y,

7l

f VC.);^ .--: C,)̂  -+- ̂  C , j ^ G)/G)y,

, ^
G)a=: r^iOTa -h ̂  C i j a . ^ i ^ j .

(/'/»

Si maintenant l'on applique l'identité fondamentale, on trouve la
condition nécessaire et suffisante suivante : les (a — i)3 coefficients c^^
doivent être les coefficients de structure d'un groupe fini d'ordre a — î .

On voit sans peine de plus que les équations fîmes d'un tel groupe
^obtiennent en [prenant les équations finies d'un groupe fini simplement
transitif à a — i paramètres,

Xi r=/i (.ri, . . ., .- .̂-1 ; «i, . . ., ^a.,,i ),

Xa-i ̂ '-y'a-.-i (^i? • • • y .^0-1 î <^i» • • • » c'/'a-i )»

r-'// leur ajoutant r équation
\.^f(x}

où f désigne une fonction ARBITRAIRE de .r, et en remplaçant enfin les
paramètres a par a — i fonctions ARBITRAIRES de x.

75. Les conclus ions ne sont pas les mêmes lorsque r est supérieur
à o". Voici néanmoins des remarques importantes sur ce cas général.

I. Soit o-ïi l'expression de Pfaff1 associée à une racine de l 'équat ion
caractéristique. Le groupe G effectue une t ransformat ion sur l ' in té -
grale de l 'équation complètement intégrable o 3 i = = o ; cette transfor"
rnation peut engendrer un groupe f i n i ou i n f i n i . On aura par sui te les



«302 E. CARTAN.

cas su ivants :

1 " w\z=zo;

^ \ ^i^ûh^

/ ^==0;

û) ^ 33: C») ^ 0) _i,

3" ' ^ =-= <j^ f,);j,

^=rr,)^)3;

4° c^i == 0)1^1;

( O)7! ==: &)i Ct)^ ,

( 0/2 -= C») i? ï7 i ;

1 fY/i -= û , ) i^ )2 ,

^S^^l^;^

( û/y r== c«,)i7?y,j 4- ^.i^OJa;

/ ^i =&)i0)2,

1 ^)^=f,) lG)3,

a)y "::r;: ^)i r'»)/,, •-41"- ''».)a6)3,

^ ::::-: r,,)i?î7; + 2^)3^^,

et a ins i de suite. Dans les trois premiers cas G t r ans fo rme ? in tégra le
de o^ == o suivant nu groupe f in i , dans les antres cas s u i v a n t nn
groupe i n f i n i , q u i est le groupe général à une var iable : seu lemen t
les expressions ^ peuvent se présenter plus ou moins lo in dans le
prolongement de ce groupe.

.1.1. Considérons les h expressions de Pfaff associées aux h racines,
simples ou multiples, de l'équation caractéristique. Désignons-les
par œ , , (o^, ..., o^. Il se peut qu'elle soient l i néa i r emen t indépen-
dantes (c'est le cas, comme nous l'avons vu, pour r=== cr). M.ais il. se
peut aussi qu'elles soient liées par des re la t ions linéaires. Parmi
toutes ces relations considérons celles de la forme

A,,, o)^ H- A/,, r/)^ -h. .. + A.̂  r^ =. o,

où. les m coeliïcients A sont d i f férents de zéro et pour lesquel les û ) , ,
0)^, .... QJ^ ne sont liées par aucune autre relation à coefï îcients non
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tous nuls . Cela étant, supposons que dans l'une des relations consi-
dérées en t ren t co,, co^, . . . , co,,,; p renons alors toufcesles relat ions dans
lesquelles e n t r e n t u n e ou plus ieurs de ces expressions et prenons
toutes les autres expressions q u i y figurent et ainsi de suite. Nous
arr iverons ainsi à un certain nombre d'expressions o^, co^, ..., co^;
toute re la t ion q u i c o n t i e n t l 'une de ces expressions ne contient alors
aucune des expressions co,/.,.,, . . . , GO/,. Les covariants o/p co^, . . . , co^
ne dépenden t alors d'aucune des expressions rîï; 00^ par exemple ne
peut dépendre, en outre de Û^i, . . . , û,., que des expressions û cor-
respondant à la racine co^; or ni C D , , ni co^ n i o--^_i ne dépenden t
de ces dernières; donc oo,,, ne dépend que de ûcr-M^ • • • » ^r- 11 en es^
de même de toutes les aut res expressions de l 'ensemble considéré
i ,co, ,coa, ...,co,J. L'intégrale de l 'une quelconque des équat ions
oj, == o, ..., co^== o est donc transformée par un groupe fini .

76. Les considéra t ions précédentes permet tent sans peine de déter-
miner les groupes G correspondant à r= 3 ayant leurs équations de
s t ruc ture de la l'orme ( ï6) . Voici le Tableau de ces groupes, où nous
n'écrirons que les groupes qui ne sont les prolongements d'aucun
groupe de même nature correspondant à r^ 2 ou i » non plus que les
groupes décomposables, c'est-à-dire r é su l t an t de la juxtaposit ion de
deux groupes de même nature correspondant l 'un à r = = i , l 'autre
a r === 2.

I. GROUPES TRANSÏTIFS.

1 ° Groupes dépendant de trois fonctions arbitraires d'un argument.

Equations de structure. Equations finies.

, (y/i r.:= G) i CTi, X == /( X ),
( ï ) ? r,)^==r.>,^, Y==y9(.ii?),

( G)3=0>^34-0>2^3; ^ ==SCp(^)-+-^(»;

ï G)^== COi^i, X=/(.^),

( a ) < &)^ == coi ̂  Y = j+ <p ( x ),
( C03== COiZiTa; Z ==5 4- 4^)*



•î)04 K. CAHTA.N.

•i0 Groupes dépendant de deux fonctions arbitraires d'un argument.

Equations de str i icturc. Équations finies.

^ ^-^.)i^, X=/(.r),
( 3 ) , ^ -=: ̂  ̂  4- ̂  .,̂  y ;̂  ̂

( r,^:=:o; / -;: az + cp (.y;;

l ^1=: 0)1^2 , X =:/(.^),

( ^ ) , ^2 == ̂ i CTI » Y =r ̂ r/' ( .7- ),
( G)^ •:-=• r,,,), -GTa 4- //z r,̂  ^)^ ; / :;::::: j 4- y/// ^ ( .̂  ) ;

i ^>,=o, \ =,.r+ ^,
( r î ) , (,>^ ==: a) i CTI , y' :•:-:: yy( .y ) ^

f C.);, = G.)iS7a-+- ^^1;{: Z :::Z .^/(.Z-) + 9(./1-) ;

[ ''^:i=- 0-' X i-:.:-. .r -4- ^,
(6) , 0),:-^G)i?ï7i, Y -:::•.l:,r-4"/(,r),

f ry) y r̂r c,̂  7,7^ ; • ^ :—: ^ „.{.. ^ ( ̂ . ̂  ^

.̂  fh'oupes dépendant d ' i i / i e fonction a r b i i r a i r e d'un argument.

1 ^h = o. X, ̂  a,r,

( 7 J , ^)^ =: G.)i 7n 4- ̂  r,);;, Y == y -+-/(.r) ^"" ;",

f ^^:=^^,3; / = ̂  ̂  ̂ ;

(, '̂i r::: o, X, ::= .̂'r,

(y ) , &4 ̂  <" i ̂ , Y = r -h- /( œ ),
( ^^= c^r,);,; / =^5 4^ ^^

l ^ï ̂  ̂ , X ̂  ax,
( 9 ) , («)^ ^i^ -4" G)^^, Y :̂ by H-/(^),

( ^3=0; z ,̂ - ̂ ;

i oj^ "rr r,,)i r,)̂  X = :̂ «^ 4- b,
( 1 0 ) < ^=:o, Y —ay,

[ f^-=ZW^ — m^^r,)^', / ==• rt^X;-4-/(^).
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II. GROUPES INTlîANSITÏFS.

i0 Groupes dépendant de. deux fonctions arbitraires d'un argument.

[ G./,i •:== o, X -= ..r,

( 1 ) 1 0), =: 6)i 7î7i, Y -==- yj'W.

f 0)^= G)iïï72+ r.)^; % = ̂ /O") +- P^) î

( w\ = o, X = .r,

(-> . ) < û),=c,)^i, Y ==y-h-/(^),
f r,)^:=:c.)i7rr,; Z =: .̂  4-9(.z-).

'2° Groupes dépendant d'une fonction arbitraire d'un argument.

X = .2-,MI •:-:.=: o,

( 3 ) < <,)^ = C.)iZÎT + ^)^>):;,

G,)^ =:::: 0;

( ^,=::.o,

( 4 ) / ^[, •—: ^) i OT 4- -^ ^»2 (():}»

f (,)'—:. 0;

Y=:<<y-i-/(.z1),
Z =^;

X-=^-,
Y ̂  ̂ ,
Z =^-^-{-/(.r).

77. La déterminat ion des groupes qui correspondent à r === 4, n'olïre
pas de p lus Rrandes d i fBcul tés . Comme il serait trop long de les écrire
tous, n o u s ' n o u s con ten te rons d ' indiquer ceux qui dépendent de
quatre on de trois (onc t ions a rb i t ra i res d 'un argument,

Si le groupe G dépend de quatre fonc t ions arbitraires d 'un argu-
ment et est mlécomj^osaMe, l ' équat ion caractér is t ique a une racine
quadruple . On obt iendra tous ces groupes, c o m m e i l a été d i t plus
haut , en prenant tous les groupes simplement transit ifs a trois
var iablesy,^ , /, a j ou t an t l 'équation

et remplaçant les trois paramètres par des fonctions arbitraires de x.
Si le groupe dépend de trois fonctions arbitraires d'un argument,

Arm. Rc. A^/'w., ( 3 ) , X X U . — JUILLET 1900. ^9



3o6 E. CÀRTAIN.

i l y a un cas pa r t i cu l i e r où l 'on se ramène également à la détermina-
tion de groupes finis, c'est ce lu i où l 'équat ion caractérist ique a une
racine triple et où l'on a cû\ == o,, co, désignant l'expression associée
à cette racine. Alors il suff i t de prendre un groupe f i n i g simplement
t r a n s i t i f à trois variables y, z, /, d'y ajouter l 'équation

et de remplacer les trois paramètres par des fonc t ions a rb i t ra i res de^.
Si le groupe G est i n t r a n s i t i f , x est son i n v a r i a n t ; si la s tructure du
groupe g dépend de paramètres essentiels, on pourra prendre pour
ces paramètres des fonc t ions données, quelconques d'ail leurs, de,z-.

Voici, quels sont, en dehors de ces deux cas, les groupes cherchés :

Equations do structure. Kdua t io t iK fmios.

(i;
' '̂i

w',
r,);,
,̂

./,
if)).^

^t

. <

^

^

<

. ^4

^\

r,),

G'L,

^

^ Q)i^,

••:-= f,)j ST^ -^- Cx)^);,

:rr ff) i ?ï7;^ 4- m G);, r,) ̂  ̂

"^ 0 ;

=: r/)^,

"r: ^>j[?'ii7g -1-~ r');^^)'(^

== ^)^ C!7;i + ( rx)3 -1- ^y^ ) r,)^,

=: 0 ;

.-;= G.)iZ,7i,

"r: ̂ ^a,

r=: ^)inr^4- G)^^,^

=:o;

-= ^>l<»)â,

"r:" C»)l7ïTj,

== G,)l7î7â4- /?% ^2^3»

'̂ '̂ c,:)^ CT^ -4- /<, oJâ^),',. î

x
Y
z
1,1

X,
Y
z
T

x
Y
z
T

X

Y

%

T

:-/(.r),

,,:: ^y 4- 90),

• , 1 1 1 : ^ / / ^J4-^ (^ ) ,
:-r: ^/;

-/(.r),

=:: ^^4- 9(.:r),

=: a^ 4-" 9(-.^) log/ 4- 4 /(•1 :^)
=^/;

=r/(,r),
^y^y(.y)^

"=^+ t^ (.2-) 4-- ^(.r),

=: <î 4- ^ ;

-/(.r),

T
-y^/

"T77^')^90'"^
• - /"/^^; ̂ (.̂
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Equations de structure. Équations finies.

G)^ == G)( G).2,

0)'., r=: (i)i757^,

X==/(^),

Y = r
/^(.r)7

\ r.,}^-= 0)iTO2+ ^^2^î. z ^ /Y-^ /^ •+ î? 0),

T -- L^^l^l ^ - l . ( rp
C,.̂  —: 0) i ?3T3 -i- /?2 ^â W,i, + ^)2 ^^S ; â —— ————/' / /"( . X ) ^ '

X-^/(.z'),
Y "==• av -+- of . r) - t -^ f^ ) ,

r,)^ zr̂ i ^)i7ïTi,

r,) '1, •=-: r» i ZTTa -i- o;» 3 ^>3 + rj) ;'./y).',, iî ( i ) ^=o, ^ -=^
^ f,) — f,l,.(CT;i; T :=: fl< + 'L' (

/ ,/,-= r,>iST,, X ==./•(>•:),

.„', -= .,„ ni, + '.^ Y -- "r -i- ?( >r )'
( 7 ) i,;...-.„ /--«.,

T -:-.:M-^(;);f,)^=: f,lyV!s;

v,\\ :r_ f,)| OTi,

fil'., ~- f>)tVSî-+- f»!;) i'»>n

t.)';, —-• 0,

^ r,)'^-;-r- f»l:)OT;i;

X^-./•(,'/,•),
Y -= y+ î i f . r )— ^(s) ,

( 8 ) .,/:--o, Z =--+.,

Enfin il va an groupe intransitifreprésenté par les mêmes fonnnics
le structure que le dernier des groupes écrits, s étant rinvamnf:.

78 La fbrine ^(>) des formules de struclore est très commode
oour la recherche des groupes isomorphes au groupe donne G. On
démontre en effet sans difficulté que pour tout groupe (.admettant
l'un des prolongements normaux de G pour prolongement holocdnque
et isomorphe hoioédrique a G, les intégrales des équations

A/l r,), + /<;ii •>)î -t- • • • -t- /'^''^•=- 0

sont foutes transformées par (,. Par suite, si l'on prend dans les équa-
tions du système complet qui définit les variables transformées part,
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toutes celles dont les premiers membres se déduisent des expressions
invar iantes par G ou l'un de ses prolongements normaux, elles forment
un système complet.

On peu t démontrer aussi que les 7 expressions associées aux ci ra-
cines de l 'équation caractéristique sont mariantes, c'est-à-dire sont
les mêmes poar tout groupe isomorphe à G et ayan t ses équa t ions de
structure de la forme ( rG) .


