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SUR LA STRUCTURE

DES

GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS,

Par M. E. CARTAN.

(surte) ().

CIAPITRE TII.

LE GROUPE LINEAIRE ADJOINT. — PROLONGEMENTS ET ISOMORPHISME.

32. Un des problémes les plus importants qui se posent mainte-
nant est la détermination de tous les groupes isomorphes d’un groupe
donné et il est lié & un autre probléme important, la recherche du
critérium d’isomorphisme de deux groupes donnés.

Laconsidération du groupe linéaire adjoint, aprés nous avoir fourni
une nonvelle définition d'un groupe infini au moyen de 7 expressions
de Pfaff, nous conduira tout naturellement & une classe de prolonge-
ments holoé¢driques d’un groupe donné. Nous seronsalors en mesure,
premitrement de déterminer tous les groupes admettant un groupe
donné pour prolongement holoédrique; seccondement tous les groupes
prolongés holoédriques d'un groupe donné, ct enfin tous les groupes
isomorphes d’un groupe donné. Nous ne sommes pas en mesure de
donner une solution aussi compléte du second probleme fondamental,
la recherche du critérium d’isomorphisme de deux groupes donnés.

(1) Annales de UFicole Normale, 3¢ série, t. XXI, 1904, p. 153-206.
) ) ) 1904, |

Nous désignerons par C; la premicre Partic du Mémoire, lorsque nous aurons & y
renvoyer ke lecteur.
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Le groupe linéaire adjoint.

33. Considérons un groupe G défini par r expressions de Pfaff inva-
riantes

(1) Bhry  Way e 5 Wy
et A invariants
(2) UI, U27 DRI l]/l’

avee les formules

3 D \\ I 3’ (=1, N
(. ) [ — Cijrmim; —i—‘-‘ a,‘r,,,m,-mr, (gl I P 4 ).,
1ij) ip

les coelficients étant des fonctions des invariants U, les @, désignant
p nouvelles expressions de Pfall indépendantes entre elles et indépen-
dantes des w. Nous désignerons par

(%) iy Tyy ey Ty

les variables transformées parle groupe, c’est-h-dire les intégrales du
systeme complet

(== 0)g == 4 W T (), =0

les expressions o sont des combinaisons lin¢aires des dar; aux coefli-
cients fonctions des @ et de p nouvelles variables

(5) }’u ,)'25 sy ,}’/);

lés & sont enfin des combinaisons linéaires des da et des dy avec
coefficients fonctions des = et des y.

La considération géomeétrique des ¢léments linéaires issus d’un
point (@,, x,, ..., @,) va nous conduire au groupe linéaire adjoint.
Tout élément linéaire peut, en effet, étre défini par les rapports
mutuels des différenticlles da;, ou encore par les rapports mutuels de
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r expressions de Pfafl linéairement indépendantes en dz,, ..., da,
aux coelficients fonctions des 2. Nous prendrons les expressions aux-
quelles se réduisent les © quand on y donne aux y; des valeurs parti-
culivres, d’ailleurs quelconques, y?, soient :

i

(6) ry ey ey O

Il est elaiv que Pon a des formules de Ta forme
(7) == MRy (25 Y ) 0y A= M (25 Y ) 00 Ao 1 (2 ) 0y

(h=1,2, ..., 1),

les my; élant des fonetions des @z el des y.

Considérons une transformation quelconque du groupe faisant
correspondre au point (@, ..., 2,) le point (X,, ..., X,). Ona, ¢n
désignant par Q; ce que devient o, quand on y remplace les 2 et les y

par les X et les Y,
<)

o T2 W fey

el les valeurs des ¥ correspondant & un systeme de valeurs données
des Y (et des X)) sont arbitraires; donnons, par exemple, aux Y, les
valeurs particulicres !5 alors il vient

(8) Q= (r, ¥) ooy (2, ) Wyt e e (1 ) Py

(h=1,2,...,7).

Cette formule exprime la correspondance la plus générale établie
entre les éléments linéaives du point (x) et ceux du point (X) par
celles des transformations du groupe qui transforment le premier
point dans le second,

D’autre part, il est évident que cette correspondance est donnée
également par les formules

3 b g (X, Y) Qoo oo (X, Y) Q.
</"—-——'17 2y eeey )

(9) == mu (X, Y) 4

Cela signifie qu'il existe entre les my; (X, Y) les mémes relations
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qu’entre les coefficients des équations (8) résolues par rapport aux w.
Tous ces derniers coefficients peuvent manifestement s’exprimer au
moyen de p d’entre eux et des x. Done les m;(X, Y) peuvent s’ex-
primer au moyen de p d’entre eux, soient &, g, <., U, et des x

M (X Y) = 0pi(Pas ooy 3 Lpy o vy )
Mais comme évidemment
7"/"1'(X, Y) - L:U/u'([-/'h ey s XH vy XI')’

et que les seules relations nécessaires entre les 2 et les X sont celles
qui expriment linvariance des 4 fonctions U, il faut que les fone-
tions o ne dépendent que des p. et des U.

On peut donce trouver p fonctions

lh [:27 R ] l/n
des @ et des y, indépendantes par rapport aux y et telles que 'on ait
(10)  op=ocy (& Uy o+ gy (6 Uty ke oo (6, U ory (Km1,9, 00y 1),

La correspondance entre les éléments linéaires des points () et (X)
prend elle-méme la forme

(1) Q= (b U)oy o (4 U oymbe e o (6, U oo (h==1,0, 00, 70).

Ly a plus : les formules (11) définissent un groupe de substiiutions
linéaires, @ p parametres t,, Ly, ..., L, effectuces sur les expressions o,
©yy -y 0, les U élant regardés comme des constantes. Cela résulte du
fait méme que les équations (r1) définissent une correspondance
¢tablie entre les éléments lincaires de deux points par les transfor-
mations d’un groupe.

3%. La considération de ce groupe linéaire (11), que nous appelle-
rons I', vanous permettre de donner une nouvelle définition du groupe
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infini G. Les équations de définition

Qp— wp=0

de ce groupe peuvent en effet s’écrire, d’apres (10),

e
i

?O(/L-[(T,U)ET?ZO(M'([,U)J[ (/(:]72"",")’

c’est-d-dire, en résolvant par rapport aux £ et tenant compte de la

propriété des oy,

(12) Q= o4y (9, U) o0+ asa (0, U) 0y -+ . .4 2100 (0, U)
(h=1,2,..., 1),

les 0 étant des fonctions des ¢, des T et des U. Autrement dit l
groupe (x est formé des transformations les plus générales qui laissent
tnvariantes les fonctions U et qui effectuent sur les r expressions de Pfajf
w une substitution linéaire appartenant au groupe T'. Pour toute transfor-
mation de G, les X et les 0 sont des fonctions des .

Il ne reste done plus, dans la définition du groupe, que 7 expres-
sions de Pfafl construites avece les variables « et leurs différentielles,
et un groupe linéaire I'.

35. Le caleul des invariants bilincéaires des o, d’apres les for-
mules (10) va nous montrer que ce groupe lin¢aire I' n’est autre que
le groupe linéaire adjoint déjh rencontré dans le Chapitre 11 [C,,
n° 21, form. (18)] et désigné sous le méme nom de I'.

Soit, en eflet,

RN 9)
(13) 6(,/:2‘/;,.“1” ;71{7 (p=1,2,...,p),
un systéme de p transformations infinitésimales indépendantes du
groupe (11), ou les variables o ont été remplacées par les lettres u;
les by sont des fonctions des U. On a des formules de la nature sui-
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vante :

1)32; A 5 .
o, ::Z/.,-p/)j\,,k&.!j (i=1,2, .., psh=1,2,...,7),

ig

ou encore, en considérant les formules (10),

ooy 0oy — D — Ot py ~ N
= M = e — )= s Oingm
i o T o a9t T e hipViph ™
Iad
(i=1,2,...,p; k=1,9,...,7).
Calculons alors le covariant bilinéaire de o,
i=r )
ﬂ i
m,__..Za,‘,m _d )U —=dU;w; +2¢ d/,z Lighjanm;-
i=1

Mais w; et dU; peuvent s’exprimer en fonctions lin(“nirvs' des o, et,
de méme, comme o, ne dépend que des variables @, o) peul sex-
primer bilinéairement au moyen des w. On aura done des hnmuluh

(L_’;) Vn)'/‘ = : (I,I/lf;),f:)j e : {)JO/."’ ,f I//,,

/’J

les d;;) élant des fonctions des et des 7.
La comparaison des formules (r4) avec les formules (3) montre
que, & des combinaisons linéaires pres des o, on a les relations

~ S .
2 Wi == —-—Z big 24 bjpdiy.

¢ ¢ i

Si nous posons

o

:——2‘7”({/ (p=1,2,...,p)

nous voyons que les o5, résultent des @, par une substitution linéaire
a coellicients fonctions des U et que de plus cette méme substitution
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effectuée sur les lettres e, et e, transforme la transformation infinité-

simale
af
E e, U, f= E epafpkuim,

¢ pik

dans la transformation infinitésimale

w0,/=Y ¢, o
2700 = X e b i
p

@ik

Il y a donce bien identité entre le groupe lincaire T' défini par les
formules (11) et le groupe linéaire I' défini par les transformations
infinitésimales (18) (Cy, p. 189).

Maisles considérations développées plus haut montrent que, s¢ Lon
connait les r expressions de Pfaff »,, ..., o, on connail par cela méme
les équations finies du groupe 1.

36. Les résultats du Chapitre II, relatifs aux conditions auxquelles
doivent satisfaire les coeflicients @y, et ¢;j des formules (3) montrent
que, une fois le groupe lindéaire I' donné, on ne peut pas choisir arbi-
traivement les r expressions de Plafl W4y Way .., 0. Dailleurs on peut
retrouver ici une partic de ces conditions en remarquant que les for-
mules (3) ne changent pas si Uon y eflectue sur les o une substitution
quelconque du groupe I' @ condition d’effectuer sur les o une substitution
convenable. Bn effet une substitution, de parametre =, effectuée sur
les expressions oy

o= 01 (£, U)oy~ cp (4, Ut = o o= @ser (& U) ooy

donne de nouvelles expressions

~ < —
0)‘1‘?):2‘ 0!/”(7, U)fl)[:zaki(o’ U)(’)b
i ]

ou les 0 sont des fonctions déterminées des ¢, des = et des U. Les o}
sont donc semblubles aux w; au moyen d’une transformation effectuée
Ann. Ec, Norm., (3), XXII. — Mat 1905. 29
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sur les ¢. Par suile les formules (3) subsisteront, sauf & y remplacer
les @ par d’autres expressions

Le calcul confirme ces prévisions. La transformation infinitésimale
la plus générale du groupe T' peut se mettre sous la forme

OG)L
(13) = E k¥ 00

ol les ¢, sont des quantités quelconques; on a alors (')
(16) ﬂ/ ——Zalpl_(lv 0 +Za“’" YD
i

Or les formules (3) donnent

r)f,), om om, on,
(17) - -—-2 Cijr\ 5, 0 + W= +Z((’P’“ mp+ wi=zr )

En tenant compte de (15) et comparant avec (16) on arrive aux
formules suivantes :

- Plop)
0= — Za)‘,km, <»~6- + dy >

e

-
-+ Z 2‘ (dighrzi— Qisk@pi1) Vp 015

hpo ot

W
-+ 2 1 (& pilliph =t~ Cou Apgr— ci[L/c“)pz’) Vg 0% Dy
), p

ou encore, en introduisant les constantes v, de la structure du

groupe I,
0 -“_E Al W], < T+ 2‘ /pat‘pmo‘>

0.
-+ Z (O @ipl = Cidke Apppi — Cipe Wpi )V p W), 0p = 0.
p

(1) Sile groupe est intransilif il faudrait ajouter au second membre de (16) lo terme
vp dagpr wi, ce qui introduirait dans le sccond membre de la formule (19) le terme
complémentaire (19") dont il est question Cy, page 1g0.
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o
&
~J

Il faut donc que 'on ait des formules

loM N
(18) 5 :——dv,—z)/pﬂvpm,,.—Es,_.ilﬁvr,r,)u,
[ (2

les =, désignant de nouvelles arbitraires assujetties a satisfaire aux
relations

1,....p 1,.0.00,0
N O
(19) 2 (@nzk Spor— Apaie Sipr) = Z‘ (Crpi@igh =+ Cik Qypi— Cipk@pi)
T i

(ypy k=12, .., r5p=1,2, ..., p).

Ces relations ne sont pas autre chose que les relations (19) du
Chapitre IT (C,, p. 189). La condition que les formules (3) de la struc-
ture du groupe G adrmetient le groupe linéaire T fournit done I’ensemble
des relations du premier degre auxquelles doivent satisfaire les coeffi-
CLOTS Cjper

37. n revenant aux expressions w; construites avec les scules
ariables o et leurs différentielles, les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’elles définissent un groupe infini G, une fois le groupe
lin¢aire T donné, sont done :

12 Queleurs covariants puissent se mettre sous la forme (3), les ¢;
¢tant des fonctions des seuls invariants U, les o, étant des expressions
de Pfafl convenablement choisies;

20 Que les systtmes (19) et (20) du Chapitre I soient compa-
tibles.

Ces conditions se trouvent en particulier réalisées sil’on prend

wp=dzx, (k=1,2,...,1),
dans ce cas les coeflicien(s ¢, sont (ous nuls.

38. Unec partic des résultats précédents subsistent si 'on suppose
que les s expressions de Pfaff,

G, Oy ..y O (s<r),
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ont des covariants s’annulant avec ces expressions elles-mémes, ¢’est-
a-dire que I'on a

Coiysj k=0 (L,J__—l,fl, ce, I —8; k=1, 2, ...,s>

Asvip e — O P=1,2, ...,

Dans ces conditions le systéme
W= 0 ==, ..==Ws== 0
est complitement intégrable et nous pouvons supposer que
Ly gy eeey Xy

sont ses intégrales; nous supposerons, en outre, que les invariants U
du groupe G ne dépendent que de ces s variables.
Sil'on désigne par

O)py gy veey g

ce que deviennent les expressions considérées lorsqu’on y donne aux
variables «.,,, ..., 2, ¥,, ..., ¥, des valeurs fixes quelconques, les
mémes raisonnements que ceux exposés au début de ce Chapitre
montrent que les w, résultent des o, par une substitution linéaire
appartenant & un certain groupe v dont les parametres ¢ sont des
fonctions des x et des y; les coellicients des équations finies du
groupe y pouvant contenir, outre les parametres ¢, tes invariants U :

Les transformations infinitésimales de v sont les r — s -+ p sui-
vantes :

| P
af .

2 Cirsejle Ui au, (J=1,2, ..., r—3$),
ik
1,...,¢8 /‘

~ 0

i ll; =2 01,2, ..., 0
z ok ‘()Ul.' (r y 2, 5/')7

ik
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qui ne sont pas nécessairement toutes linéairement indépendantes;
Pordre du groupe v est égal au nombre de celles des équations

Lo, r—s 1,..., )
Wl % | ..
2 Ciosf ke Wsj = 2 @i ®p=0 (Lh=1,2,...,5),
i ¢

qui sont linéairement indépendantes.

Le prolongement normal.

39. Le prolongement holoédrique normal du groupe G s’obtient
en associant aux variables primitives « les p variables y qui entrent
dans les @ et les o, ou encore les paramatres ¢ des équations finies du
groupe linc¢aire adjoint I'. Les équations finies du groupe prolongé G/
se déduisent immédiatement de celles du groupe G il suffit d'égaler,
dans les deux membres des équations

(20) Q= 6y (h=1,2,...,71),

les coellicients des différentielles dx;, une fois les X exprimées au
moyen des . Avee les paramétres du groupe I'y ces équations sont

-~ - e - L . .
Zam(l, U)S&L-:}_‘ ari(t, U)oy (k=1,2,...,r).
i i
Les équations de structure du groupe G’ sontaussi faciles & obtenir.
En ¢galant les covariants bilinéaires des deux membres des équa-
tions (20) et tenant compte de ces équations elles-mémes, on a,

drapres (3),

(21) QI/;""‘ 0“l/::Z az‘plu")l(up_"mp):o (/":‘7 2,000 1),

i

les IT, désignant ce que deviennent les @, avec les variables transfor-
mées. La propriété des coefficients @, de former un systéme involutif
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(n° 7) de caractéres

Gly Gay «-ey Op (p=o+0o2+.. +0,)
montre que la solution la plus générale des équations (21) dépend de

p=oc +a5+...+ra,
parametres arbitraires 5, 5, « .-, 5p, soit
HP:G;F"'Z[’H‘PSI“” (P=1,2,...,p).
ik

Par suite, le groupe G est le groupe le plus général qui laisse invariants
les U et effectue sur les r + p expressions de Plaff o et & une substitution
de la forme

Q=10 (k==1,2,...,7),

o
(22) ? IIP::mp—}—Zbi;,pzlr,)i (p==1,2,...,p).
i\

a

La substitution (22) forme évidemment un groupe linéaire |
a p’ paramcétres; ¢’est le groupe linéaire adjoint i G'.
Posons
R 1
0 pep == W -t Z /),--,_9 30y (p=1,9,...,p).
i
Les expressions de Pfaff o, ..., 0,,, forment un systeme de r+ p ex-
pressions dépendant de r + p + p’ variables 2, y, z. Leurs covariants
bilinéaires sont donnés, pour les 7 premieres, par les formules

, O N
0 = Cijlimj =+ gl ®iDrig (k=r1,2,...,7).
(i) ip

Quant aux p dernieres, les développements des n® 21 et 22 montrent
qu'en égalant & zéro les covariants trilinéaires des oy, on obtient les
expressions

\ I4 "
Z )0 rg (f=1,2,...,71),
i,p
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et, de plus, qu'on peut trouver pour les o)., des expressions bili-
"b ’ I p1 - rip xp i
néaires en ,, ..., w,,,, les coefficients ¢tant des fonctions des U
[C,, form. (x6), p. 188]; la forme la plus générale des )., s’obtient
alors en ajoutant les expressions bilinéaires les plus générales 0, qui
annulent les r expressions trilinéaires

>

__‘f’ip/m)i@p (k=1,2,...,r).

D’aprés le n° 8, on sait que ces 0, sont de la forme
Wl
szzbi}.pﬁ)i'/)\ (p=1,2,...,p),
i)

les v, étant p” expressions de Pfafl quelconques, les b,, étant les coef-
ficients des formules (22). Donc finalement on a

1,000,

1,er 1,..,p
/ Y N A
wp == Cijpmin; -+ Wiplhe®: D g (k=1,2,...,r),
i p

. (ij)
(23) 1y eees b L,onrL,..,p
o O
Dprgp == 3 Cij. rrpMi®y -t 2 E bog i, (p=1,2,...,p).
(if) i 3

Telles sont les équations de structure du groupe G'.

40. Faisons ici une remarque qui aura son importance plus loin
pour la théorie des groupes intransitils. Les deux systémes d’équations
linéaires en o, ..., ©,

N

Zal-p,t.r,)[::o (k=1,...,r;p=1,...,p),
-

2‘/},--,‘{,(,)[::0 (p=1,..,p;h=1,...,p")

sont équivalents. Supposons, en cffet, pour fixer les idées, que le pre-
mier de ces systémes soit mis sous la forme

Y1 P E—— RS VE—} (szr),
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¢’est-d-dire que I’on ait

i p k=0 (i=1,.. ,r—s;k=1,...,r;p=1,...,p)-

Les b;, satisfont aux relations

-l . .
Z(am,&.bﬂ((,— Aorbing) =0 (L h=1,...,r;h=1,...,p").
P

En faisant j >, on voit d’abord que 4, est nul, ce qui montre que
le second systéme ne contient pas d’équations indépendantes du pre-
mier. Si maintenant le second systeme se réduisait, par exemple, &

My T= 0T . TE == 0,
en faisantj =1, il viendrait

= .
A\dm{,,,.l/‘-)_p:o (G h=x,..,r;h=1,...,p"),

¢
de sorte que, quel que soit £, Eai(;,\,mp resterait invariant par la sub-
stitution (22). Comme tous les a,, ne sont pas nuls, cela est im-
possible (*).
Il résulte de Ia que le prolongement normal G’ du groupe G a les
mémes invariants essenticls que G.

41. Comme cxemples de prolongement normal, considérons le
groupe général & une variable G défini par

m'1 == 00T

(') En conservant les notations du n® 7, il existerait, en cffet, entre les lgiy une relation

1,..

SO0, p
RN .

2‘ ZApi[(,ij::O (J=1,2, ..., p).
) i

En faisant j =1, toules les quantités /g seraient principales et, par suite, arbitraires,
donc tous les Ags sont nuls.
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> groupe prolongé normal G7 est défini par

!
0 == 00,

!
(U2 = 0)1Z1;

le second groupe prolongé G” par
!
0 == 0y g,
0y = 6 0y,

!
() = 0)a )y~ 0y u[J,,

—

cainsi de suite. SiPon part maintenant de
o=y dur,
on trouve, sans intégration,

y

g — ~~ 3,

Y

aszs
() T ——— = (L dax.
Y

Les équations finies de ces trois groupes successifs sontecondenscées
dans les formules
N o= f(x),
Y
J' (%)
y 5 J ")

@ T e

De méme les équations de structure du groupe géncéral i deux va-
riables étant
o' T 06 - 0,5,

[—— .
My = 00 Wy~ 0, T, 5

celles du groupe prolongé normal sont

’:)’1 = 1)1 My et )y () yy
'l); == 0y 0y =t )y g,
(l); T = )y, 1) =y A -t )27/ 20
'I)’r, e )y Gy ) ) i 00y /2 -+ 0y AT

1) 5 22 )y )y~ g Mg -+ 2y = )y VAT
’
oy == [GAR =y s Y.

Ann. Feo Norm, (3), X XL ~ Mat 1905, 30
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On peut prendre manifestement

= Y dry 4y, dr,,

0= yyda, —+ y, dr,,

et 'on trouve alors sans difficulcé

— v dy - vydy .
@y == L ,‘} : i 1. 2L ~+ 3 (Y day == ¥y dxy) + 5,y daey -+ Yy ds),
J1)e==02)%s
yodvy— v, vy
My = ettt 5 (i day A Yy diay) = 3,07 dy ) d ),

YiYe—Ya2)s
— 9y, dy. N
I — Ya &Yy Vs @Y - 5, (yy day - ye diey) + 35 vy dxy =+ )y dixy),
YiYa—02Ys

Y1y Xa)s

6 == A+ sy(yrday+ yydey) + 3,(yydoay -+ y,day).

infin les équations [inies du groupe G étant

Xy== [y, 2,),
Xo== g (@, a2),

celles du groupe G s’obtiennent en ajoutant

Jo
A A
Y9 e of vy
Jdx, da, Ja, da,
9 9f
AT Y ),
YA e A Iy
Jday diy day Jay
L%, 9%
y. - Y 0wy O,
YA 9y _df 0w
oxy dx, dzs dx,
of of
Y, — Y dry, o,

of 9% _ I dy

dx, dxe day dax,
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Détermination des groupes dont G est le prolongement holoédrique.

12. Conservons toujours les mémes notations, et soit G, un groupe
dont G soit le prolongement holo¢drique. Soits le nombre des va-
riables transformées par G5 ce sont néeessairement certaines fone-
tions des variables @ transformées par G, et nous pouvons toujours
supposer que ces fonctions sont

(24) Xly  Xay ey T
Le groupe G étant le prolongement holoédrique de G, transforme entre
elles les variables x, . .., z,, el, de plus, toute transformation de G qui

laisse invariante chacune de ces variables laisse également invariantes
toutes les autres variables a.

D'apres cela, les s variables (24) sont les intégrales d'un systeme
déquations de Plafl’ qui peut toujours se mettre sous la forme

S Dy = Ny gy = e o= Dy gt == 0,
(23) e ,
e g == Ao gy == o=l rgtyp== 0.

Les premiers membres de ces ¢quations ¢tant des combinaisons li-
néaires des dilféventielles day, ..., drg ¢éprouvent une substitution
lin¢aire par une transformation quelconque du groupe G; comme,
Qautre part, chaque expression w; est invariante par le groupe G, il
en résulte que les premiers membres de (25) sont également inva-
riants, et que, par suite, les coefficients by ne dependent que des seuls
rneariants U.

Nous supposerons, ce qui est toujours permis, que ces coeflicients
sont tous nuls; il suflit, pour cela, d’effectuer sur les o une substitu-
tion lin¢aire & coefficients fonctions des U.

Cela étant le systéme

(g(}) Oy )y T . e g O

doit étre complétement intégrable, ¢’est-d-dire que dans les formules
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de structure

-
) T 2 Cijrmi®; =+ E g iy (h=1,2,...,5),

(if) 0o
tous les coetlicients

Cosei, sfy () =1,2,. ., r—S8; h=1,2,...,5),

@sii gk (C=1,0,. ., r—8;0==1,2,...,p; k=1,2,...,58)

sont nuls. On voit, en particulier, I’apres cela, que le groupe linéaire I
laasse tnvariante la multiplicite linéaire definie par les équations (26).
Cette condition n’est pas suffisante.

43. Supposons maintenant que le systeme (26) soit complétement
intégrable. 1l est clair alors que G transforme entre elles ses intégrales,
puisqu’il laisse invariante chacune des expressions o, ..., o, ¢l que,
par suite, il permet d’exprimer dX,, ..., dX; en fonctions lincaires de
dxy, ..., do,.

Désignons par G le groupe qui indique comment G transforme
entre elles les variables x,, ..., 2. 1 est claiv que G résulte da pro-
longement de G,. I faut voir dans quel cas ce prolongement est
holoédrique. Nous supposerons provisoirement que G, admet tous
les invariants de G, ce qui revient & dire que les invariants de G
dépendent tous de z,, @y, ..., 2, sculement.

Posons
( 0y 7= By dvy ..o By,

) oa= Boday~ ...+ Paydry,
ws== Py dory+ ...+ PBysds.

Les coelficients B dépendent dex,, ..., 2, ¥, ..., ¥,. Supposons qu’il
y en ait parmi eux exactement ¢ indépendants entre cux et indépen-
dants de «,, ..., 2,. Alors on peut les exprimer tous au moyen de
Xy -0 &g el de g variables auxiliaires ¢, ..., ¢,. Cela ¢tant, on voit
manifestement que toute transformation qui laisse inyariantes chacune
des expressions w,, . .., wg et chacune des variables x,, . .., x, laisse aussi
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invariants les coefficients (. et, par suite, les vartables 0. Autrement dit,
ala transformation identique de G, ne peavent correspondre dans G
que des transformations laissant invariantes toutes les quantités o.

Si maintenant 'on forme les covariants o, ..., w}, ils peuvent
évidemment étre construits avee

Oy  veey g3 Ay, .., dvg;
de plus, les quantités
Ly, Ly LR ] L3 1 Y, LI ] "4/

sont les intégrales du systéme completement intégrable

== 0,
(28) Doy . (L h=1,2,...,5).
i ¢}
()’x),‘

Or ce dernier systeme peut étre formé sans connaitre les coctli-
LA

cients By des formules (27); il s’éerit, en effet :

)= 0,
Iyoon, Loowp . )
\ 2’1 ’ (Lhk=1,2,...,5).
; (!,’jk(;)j p (L[F/UGSP::() s R
/ ¢ !

Nous le supposcrons, ce qui est toujours permis, de la forme
Pl )

S BTy T LT g T2 0 (sZs'Zr),

(29) | 5y =®wy=...=w,==0 (LZp).

Avee ces hypothbses towte transformation de G qui laisse invarantes
les variables x,, ..., x; laisse invariantes toutes les intégrales du sys-
teme (24)).

Nous allons d’abord montrer qu’on peut se supposer ramené a I'un
des deux cas

Si, en effet, s’ n’est égal ni & s, ni & r, on voit facilement que le sys-
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teme
(30) == 0y==...T= Wy == 0

est par lui-méme completement intégrable. Les covariants bilinéaires
de wypy. ..., oy sannulent, en effet, avec w,, w,, ..., o, d’'une part,
L} . \ ‘. | Ry .
AVEC W +v .y Wy, Ty, ..., &7, d'autre part; si le systéme (30) n’étail
pas complétement intégrable, il y aurait dans 'un au moins des cova-
riants o, ,, ..., @, un terme en »,o, par exemple. Désignons par

Aeviy «ovs Ay By, ..., B
les coefficients de o, o, dans
P T SVEI o (T 075

en prenant dans le covariant trilinéaire de o, (£Zs) le coellictent de
w,;0,,, on obtient

oo, 108 oo/
~ Q .
2‘ Ciosj ke Mgy~ Z Wigr By =0 (LAh=1,2,...,8).
j P

D’apres les hypotheses faites, ces équations entrainent
A“j"'t BF'::.:: 0,

contrairement i ¢ce que nous avons suppose.

D’apris cela, on raisonnera sur le systeme complétement inté-
grable (30) comme on a raisonné sur le systtme primitif (26). On
aura ainsi une suite de systemes et Pon s’arrétera lorsque Pentier s
correspondant & 'un des systémes sera égal & r, ou bien lorsque cet
entier ne croitra plus.

44. Nous sommes donc ramenés aux deux cas 8 = s ¢t § == r:

1° St s est égal ar, on voit que toute transformation de G qui laisse
invariantes les variables x,, ..., a; laisse invariantes toutes les autres
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variables a.,, ..., x,. Dans ce cas, le groupe G est le prolongement
holoédrique de G, .

2v Si 8" est égal @ s, la discussion est un peu moins simple. Nous
supposerons d’abord, ce qui esttoujours permis, que les variables y,,
Yas -+ ¥ sont intégrales du systeme (29). Sil'on désigne par

w,, W,. cey, Ty

les expressions les plus générales telles que on ait

< < —
(31) oY), == 2‘(;,-/,_/,),-(,;/—1—}‘(11-9,50),‘7;;(, (h=1,2,...,8);
il ip

on a desrelations de la forme

1,008
o = N
(32) W= T 2‘ Agio; (p=1,2,-..,10),
i
ol les Ay, satisfont aux équations
Lo .
% .. g .
Z (iprBpj— @jprANpi) =0 (6 fyh==1,2,...,8).
¢
Or les wy ¢lant construits avee les variables @, ..., x5, vy o0y ys
intégrales du systéme complet (29), il est évidentque Pon peut satis-
faire & (31) en prenant pour les &, des expressions ¢galement con-
struiles avee 2y, .., &, ¥y, ..o ¥ (). Toute transformation du
groupe G qui laisse invariantes les variables x,, ..., 2, laisse donc
invariantes les expressions o, ainsi choisies. On aura alors

Lo, 1,004 1, 00,8
VW Wl Y - *
/ —— »
g == :(,1'1"“4,(;)[0)]'-}— : : Aip,s+k Wil Tp—— : AP-i”)-i)
‘ ¢ \ I

(i, /)
Lo e l41,..,p
~ ~
-+ ?_ }l 5,541 D Do
i

o3

(1) Il sulfit par exemple de donner, dans @y, ..., @/, aux variables yrqq, -.., ¥p, des
valeurs fixes quelconques.
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Supposons, ce qui n’arrivera pas toujours, qu'a toule substitution
linéaire de la forme (32) effectuée sur w,, ..., ©, el laissant invariants
les covariants (31), corresponde une substitution lineaire effectuce sur
Tirs ---r @, el laissant invariants tous les autres covariants

4 4
O, ys oner O

Alors on peut supposer trouvées p — [ exXpressions @y . ..., @,,
telles que ’on ait

1, 000,00 Lo o, p
- Y —
D)y Cijs+h®it =+ Ufyo, sk WiTge
(] i 4

Les transformations de G qui laissent invariantes les variables
x,, ..., g sont alors données par les équations

(33) Qo= Oy T 0y

et les covariants bilinéaires de leurs premiers membres deviennent,
en tenant compte de (33),

1, ..., Y
’ ’ N | Vi -
25 b W= 2 2 A 5,51 /."”i(”o‘ - mo) .
i

G
Si alors le systéme des coefficients
Uf o5l ((==1, ..,ry k=1, .., r—s; o=l+1,...,p)

est inpolutif, le systeme de Plaff (33) est en involution et le groupe G
admet des transformations qui laissent invariantes x,, ..., @, sans
laisser invariantes 2., ..., &,. Le groupe G est le prolongement meérie-

drique de (.

15. Pourarriver i cette conclusion, nous avons di faire deux hypo-
theses aussi peu nécessaires 'une que 'autre. Sila premitre n’est pas
réalisée, on considérera les covariants de w,, ..., &,. Prenons le
groupe dérivé G’ de G obtenu en adjoignant & w,, ..., w, les expres-

SI0D8 ©, .y, ..., W, qui se déduisent respectivement de o, ..., o,
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par addition de certaines combinaisons linéaires des w primitives, &
coefticients fonctions de p’ variables auxiliaires nouvelles s (n° 39).
Alors, au groupe G, correspond un groupe G, transformant entre elles
les vaviables @, ..., @, ¥,, ..., y, intégrales du systéme

270
(34) G ==, . TS My 0, Wy T=. . D0 T 0,

Si nous raisonnons sur ce systeme comme sur le systeme (20) pri-
mitif, il nous conduira soit & un nouveau systéme qui contiendra
toutes les équations

G)) "Dy T L LTS, TR0,

auquel cas le groupe G sera le prolongement holoédrique de Gy, soit
4 un systeme qui ne soit plus susceptible d’extension.
Supposons que ce soit

(59) )T e IO, D] =5 e e e )y T O (8" r).

Cela signifie que les covariants bilinéaires des expressions w,, ...,
Wsy Wpys -y Wy sannulent tous en tenant compte de (35) et, de
plus, que les dérivées particlles de ces covariants par rapport & ces
mémes expressions ne peuvent, en s’annulant, introduire entre
Wiy eeny @py Wy .., 0., de relation indépendante de (35). On a,
par exemple,

[ Lo, s byeons’ 1ol
, O N _ .
Gy, o Z Cijre M0 - Aigh i g (fe=1,...,8),
]y i 4
oo, s s’ 10l 1ot
e 3 R ~
’ )
(36) Y— : Ajjzmimg - Z Z Bigzwiom, g+ Z Cant® g ries
t,]) I @ (p, T4
Loogs' Lo p'
. ,
~+- E Z b/, (Te=ty, o, ).
i 2

(es équations montrent d’abord que le systeme

O T= )y T L TS H)y SO

Ann. Ee. Norm., (3), XXIl. — Jus 1905. 31
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est compléetement intégrable; nous supposerons que ses intégrales

sont
Liy Loy ooy Ly

et que celles du systéme (33) sont
(37) Xy, Xy, ey Ly Yis Yoo ey Yo

Rappelons en outre que les covariants o', ..., w, sont conservés
lorsqu’on effectue sur w,,,, ..., o, la substitution

W ppp = 0)""‘(‘_‘—21)[1?:)‘@[ (p=1,2,...,p).
i\

D’apres cela, si nous désignons par o, (¢=/) ce que devient v,
quand on donne aux variables autres que (37) des valeurs fixes par-
ticulieres, il résulte du n° 38, appliqué an systeme (35), que 'on a
précisément des formules (')

Wt == Wpepy E bl"/«{; WU mi.

Revenons en particulier aux expressions o, primitives qui se dé-
duisent de w,,, en prenant pour les z certaines fonctions parfaitement
déterminées des x et des y, on voit que

Looo,s" 1..,p

]
20 - O .
(38) W 7= Wpep Z 2 bg{,cc;o)[ (p=1,2,...,0).

i 3
Toute transformation de G qui laisse invariantes les variables (37)
laisse, par cela méme, invariantes les expressions o,

Sinous déterminons alors les expressions w,, /4, ..., ®,,, par les

(1) Le groupe linéaire v associé au systeme (35) a, en effet, pour transformalions infi-
nitésimales

()(v),.

o
E bz of (A=1,2,...,p).
LT
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formules

Loee i 1,000,
(39)  ®rie=0rrren+ Z 2 Oy, rax U0 (r=1, ..., p—10),
i »

ol les u, ont les mémes valeurs que dans les formules (38), on voit
que, comme tout & ’heure,

RIS

1y eeey?” 1 i
, —
Wgry f == CijosheWi0) ) —+ oo, s'+ I D iWype
£ ¢
i p

(¢,

Les transformations de G qui laissent invariantesles variables (37)
sont alors données, comme précédemment, par un systéme différentiel
en involution, @ condition que le systéme de coefficients

(40) Ao, sl (f==1, ..., 7 k=1, ...,r—3¢; P:["“l":'-')/))

sott involulif.

Nous sommes done ainsi arrivés & nous débarrasser de la premiere
hypothese faite au n° 44.

Si le systeme (40) n’est pas involutif, on substituera an groupe G
son prolongement normal G'. D’aprés le théoreme fondamental des
n 10 et 11, on finira par arriver & un systéme en involution.

46. De celte discussion un peu longue résulte le théortme suivant :

La seule connaissance des coefficients de structure d’un groupe infin
donné G permet, par des opérations purement algébriques, de discerner
sl résulte du prolongement hémiédrique ou holocdrigue du groupe G,
qui indique comment G transforme entre elles les iniégrales du sys-
téme (25). Dans le cas ot le prolongement n’est pas holoédrigue, on peut
déterminer egalement les équations de structure du groupe formé par
celles des transformations de G qui correspondent a la transformation
tdentique ds (.
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47. Exemples. — 1. Considérons le groupe transitif G dont les

équations de structure sont

! e
0y == 0,
’
0, == f))l )y,
’
6 T 0 Ty + 0,0y,
/
m, = 6,

o'y == 0y (W) ~+ @a ),

5=

et considérons le groupe G, qui indique comment G transforme entre
clles les intégrales du systéme complétement intégrable

M == )y T My = 0.
Les covariants ), ), o, conduisent & adjoindre & ce systéme les
équations

T3y = Thy == O,

quiformentavec les premiéres un nouveau systeme complétementinté-
grable. Tei nous sommes dans le cas s’ = s, les substitutions lin¢aires
qui laissent invariants les covariants o), w,, o, sont [form. (32)]

Wo == Wy - o = [0y,

[Of et 17_)'_-;—{— {?)f:)l Rl IOPH
i chacune d’elles correspond pour o, la substitution
Wy == ;75—1 - %y,

laissant également invariants o/, et o :la premiere hypothése du n® 44
est done vérifiée. Mais la seconde ne est pas; si on laisse les o inva-
rianls ainsi que @, et oy, le systeme

Sl,, — )y = .(42;; == 0)y T O

n’est pas en involution, car
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Prenons done le groupe G, prolongement normal de G, en intro-
duisant o,, w,, w, a la place de &, &, @,. On a

05 = = 03y (05~ 1) = 074,

0 T5 = 017+ e,

Dy == 6y g 091 Y = 02 e
Le systeme

)y == )y = /J)“ = 0)7 =g O

conduit & adjoindre
JA= S22 Y3 = 0.

Mais, cette fois, toute substitution linéaire sur les 7 laissant inva-

' .
4y SOIL

riants o’ et @
= 7;—-»— iy~ [hg,

Y == Sy PO ~ Vo)g,

ne laisse pas invariant wg. Donc il faut considérer le groupe G”, pro-
longement normal de G’, qui donne, en posant w,, »,,, @, & la place
de sy 7oy T

!

By T ah gt b)itlJt,
’

0y T2 — 201 09—+ My by,

0y == 20060y - 0y by ey dy,

et le systeme

() ST My T )y TN 0) T f)g T 0)g T= 0y T= Oy == O

ne conduit ici & aucune relation nouvelle entre les w. Donc les trans-
formations de G qui correspondent & la transformation identique de G,
sont données par

= Q;— ;== 0,

et les covariants des premiers nombres sont maintenant tous nuls en
tenant compte de ces équations. A la transformation identique de G,
correspond donc un sous-groupe de G dépendant de trois parametres
arbitraires. :
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En posant

([¢L‘1
n, = — —>
a,
dxy
Gy == — >
Zy
/ . Ve -+ (/;L'.l
Oy == ALy~ Yy»— g
: 3 J Xy .),f Z
da,
0)¢:Cl:1‘—_)’17>
day
)y — d.l';, -+ (yl +yg) = H
ay

les équations finies de G sont

X, = axy,

Xeo=axy+ 0,

Xy =2y — f(zy) — 20" (ry) + (),
X;‘Z-T-’l'/,‘-i—f(-'lf':),

Xy = &y + ‘P("l"z)'

@elles de Gy sont par suite

X, = ax,
Xo=maxy-+ 0,
Xy= zy— flz;) — 21 ¢ () 4+ g (2).
La transformation identique de G, s’obtient en prenant
@« =1, b =o,
flxy) = Ax -+ B,
o(xy) =— Aay,+ (,

() = B.

L]

Il reste bien trois constantes arbitraires A, B, C.
[I. Soitle groupe transitif

4 -
Wy == O,
[ —
)y == ) TGJ,

/
Yy = ) Gy~ GG
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Ici les systemes invariants par rapport au groupe I' sont

)= 0,
(1) == 9)y == 0,
Wy == 3 == 0.

Le premier donne un groupe G, isomorphe mériédrique 2 G; & sa
transformation identique correspond dans G un sous-groupe g, défini

par
may = () T 0O,

Q;— w3= o,

avee
Q) —wy= v (II,—,),

Qi — oy =0 (Ilh—m,) + o, (I, - ,);

g, dépend done de deux fonctions arbitraires d’un argument.
Le second systeme

6= 0, =0

fournitun groupe isomorphe mériédrique G, & la transformation iden-
tique duquel correspond un sous-groupe g, de G dépendant d’une
g 82
fonction arbitraire d’un argument.
Enfin, considérons le troisieme systeme

) I= = 05

il faut lui adjoindre les équations
Wy ==y == 03

mais ici la substitution la plus générale effectuée sur @, et o, et lais-
sant w, invariant est

w7 & =+ vy + Py,

= @y~ Py -+ Yo,

et ne laisse pas invariant w,. Donc il faut considérer le prolongement
normal G' de G. En écrivant w, et »; a la place de &, et @,, on a

[ —
04 = O

o)y == — Oy Wy =+ Wy g+ 01 Y2,

5



248 E. CARTAN.

et Uon voit qu'il ne s’introduit aucune relation nouvelle entre ,, ©,,
w,, ©,, 0;. Done, si G, indique comment G transforme les intégrales
du systéme considéré, a la transformation identique de G, correspond
dans G un sous-groupe g, défini par

avee

il dépend donc d’un paramétre arbitraire.
Sinous prenons
wy = day,
w,==  dx,+ y,dx,
oy = eYVidxy—+ y, doy,

les équations finies du groupe G sont
X =&, «,
Xo=wy -+ f(a1),

Xy= .y el @ (wy)-

Les groupes G, et g,, G, et g, G, et g, sont alors successivement

g Xl BT
Gy Xy=a + a, gy Xg= ey =+ f(ay),
( Xy= wye/" 0 4- o (),

. Ay =2+ a,
(3,

Xoz= 2y f(2y) & _2 o
7 X.;," STy (.l,'x )y

X, =a,

; Xl:: o -+ a,
Gs - 4
Xy = @yel ) 4o (),
X, == @y

Done, dans cet exemple, il n’y aaucun groupe dont G soit le prolon-
gement holoédrique.
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—
O

I1I. Enfin, considérons le groupe G :

fu'l = o,
t
() g T= 6)) Ma,
'
By == 06T+ )W,

!
0);, == 0)y 0y, —+ )W,

et désignons par G, le groupe qui indique comment G transforme entre
elles les intégrales du systéme

) = 0y = 06)3 == O.

Il faut adjoindre & ce systeme les équations
W, = Wy = O.

Mais la substitution la plus générale effectuée sur o, et @, et lais-
sant invariants o, ), o} ne laisse pas invariant o’,.

Prenons done le prolongement normal G’ de G. En écrivant wy et o,
alaplace dew, et m,, on a

i
My T= Mg g == Wy Oy =+ 6V /1y

P .
() I 00 O == ) B —— ) )5 ~F- ()3 ge

in égalant & zéro les dérivées partielles de o', et o, par rapportia w,,
Wa, 0y, 0, W, 0N Obtient

ST YT ), == 0.
On arrive donc & la conclusion que la transformation identique de G,
laisse invariantes toutes les variables transformées par G. Le groupe G

est done le prolongement holoédrique de G,.
Silon prend

da,
0)) == — 5
&y
dx,
My ==  —
£ 2 xt
wy==  dx;+ y,dx, + y, dx,,
Clxz
Wy == dxb——xl,? -y day,
1

Ann. Fe. Norm., (3), XXII. — JuiN 1G05. 32
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les équations finies de G sont

X, =aay,

Xo=ax,+ b,
‘3}

Xy=a3+ " f(2,) + o(22),
ay

X, =2+ e f(2),

et les trois premicres de ces ¢quations définissent G, .

48. Examinons maintenant la nature des opérations i effectuer
pour déterminer tous les systémes complétement intégrables de la
forme (25). Si le groupe G est transitif, les cocflicients A sont des
constantes donné¢es manifestement par des dquations algebriques. Si le
groupe G est intransitif et si nous supposons, comme nous l'avons fait
jusqu’a présent, que les différentielles de tous les invariants de G
s‘annulent en tenant compte de (25), on peut, pour calculer les cova-
riants des premiers membres de (25), négliger les différenticlles des
coefticients 4j; ils sont alors donnés encore par des équations alge-
brigues.

Si Pon cherchait un groupe G, admettant G pour prolongement
holoédrique sans exiger que tous les invariants de G soient des fone-
tions des variables qu'il transforme, on n’aurait qu’a considérer le
groupe G, obtenu en ajoutant aux équations finies de G, les équations
de la transformation identique effectuée sur les invariants de G. Un
tel groupe G, étant trouvé, la question se posera de savoir quels sont
ceux de ses invariants qui ne sont pas essentiels. C’est un probléme
dont nous nous occuperons plus loin.

Si I’on connait les équations finies de G, pour avoir celles de G, il
suffit d’intégrer le systéme (25). Si on connait les transformations
infinitésimales de G, celles de G, peuvent étre écrites sans intégration,
en utilisant les intégrales principales du systeme (25), d’apres une
remarque faite par M. Engel.

49. Cherchons dans quel cas le groupe G, aura ses équations de defi-
nition du premier ordre. Supposons que le systeme

[ F =t /) PpesmniP e /1 Py
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soit complétement intégrable, que 2,, ..., 2, soient ses intégrales et
que les invariants du groupe G soient tous fonctions de ces variables.
Pour quele groupe G, qui indique comment G échange entre elles les
variables z,, ..., x, ait ses équations de définition du premier ordre,
il faut qu’on puisse mettre les covariants o', ..., ®! sous la forme

1,008 1S 10 q
, O
(41) o= E Cijk®imj+ 2‘ 2 (z,-pkr,)iep (k=1,...,5),
i 4

()

ot les coefficients ¢, et o, ne dépendent que des A invariants de G,
les o, formant un systeme tnvolutif et les 0, désignantg combinaisons
linéaires de w,, ..., 0, &, ..., indépendantes par rapport &
Oppis vvns Wpy Ty v vy Ty

Aux s expressions w,, ..., o, sont attachés deux groupes :

ya

1° Le groupe G,, qui indique comment le groupe G échange entre
elles les variables z,, ..., z,;

2° Le groupe Gy, formé de I'ensemble des transformations qui
laissent invariantes les s expressions de Pfaff considérées.

Ce dernier groupe a ses équations de définition du premier ordre;
il contient certainement le groupe G, et nous avons en somme a cher-
cher dans quel cas il lui est identique : ¢’est en effet la condition
pour que les équations de définition de Gy soient du premier ordre.

Nous pouvons supposer, en considérant au besoin le prolongement
normal G’ de G au licu du groupe G lui-méme, que les O, ne dépendent
que de w,, ..., »,; et méme que 'on a

’

Up = o351 (p=1,2,-..59)
Le systeme

D= = 0TS Oy = . = O =0
est completement intégrable; soient

Xy ceey Hsy Lsgqy cecy ‘Z'.H—I/
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ses intégrales. Si I'on donne aux autres variables des valeurs fixes
dans les s + ¢ expressions de Pfaff considérées, et si I'on désigne
par W, ce que devient w;, on passe des ) AUX O par une substitution
linéaire formant un groupe v dont les transformations infinitésimales
sont données par les expressions des s+ ¢ covariants o}, ..., o
(n° 38).

Ce groupe indique la substitution Ia plus générale effectuée sur
®yy ..y Og, par le groupe G. D’autre part la substitution la plus
générale cffectuée sur ces expressions par le groupe G, forme égale-
ment un groupe y déterminé par les coefficients des ¢quations (41);
c'est le groupe linéaire adjoint au prolongement normal G de G,. Ce
groupe contient y; il doit lui étre identique pour que G, soit iden-
tique & Gy,.

Donc nous avons une premicre condition nécessaire & Uidentité de G,
et de G, ¢’est que les ordres des groupes linéaires v el :‘: sotent égaux.

S’il en est ainsi, oo, ..., 04, se déduisent de Ogts «ony Oppy PAT
des substitutions linéaires qui sont identiques a celles qui font passer
du groupe G, & son prolongement normal G'. Par suite le plus grand
groupe quilaisse invariantes les s + q expressions de Pfaff o, ..., 0, peul
étre regardé comme le prolongement normal ', de G,. Si alors G, est le
groupe qui indique comment G transforme entre elles les variables
Ly« e, Topys NOUS SOMIes ramendés d constater Uidentité de C, et
de . A chacun de ces nouveaux groupes correspondra de nouveau
un groupe linéaire ¥’ et v'. Il faudra que ordre de ¥’ ne dépasse pas
Pordre de y'. 8'il en est effectivement ainsi, on sera ramené i deux
nouveaux groupes G\ et G, le premier étant le prolongement normal
de G ; tous deux laissent invariantes un certain nombre d’expressions
de Pfaff, combinaisons linéaires de celles qui définissent G ou I'un de
ses prolongement normaux successifs.

On continucra ainsi de proche en proche. Il arrivera nécessaire-
ment un moment, si I'on n’est pas arrété par la non-identité des
groupes linéaires ¥y et v* successifs, ot deux prolongements nor-
maux G'® et G* de G, jouiront de la propriété suivante : il ser:
impossible de déduire un plus grand nombre d’expressions de Plafl
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invariantes par G’ (prolongement normal de G) dess + ¢ + ...+ ¢®
expressions invariantes par G** que des s + g +... -+ g% " expres-
sions invariantes par G'*. Supposons qu’il y en ait exactement ¢ indé-
pendantes pouvant se déduire linéairement de o, ©,, ..., »,.; soient

Wy Way ce.y O (gZr).

Il est alors évident que o', »,, ..., », ne dépendent que de »,,
Oy, ..., 0 et de celles des expressions o, , ..., ®,,, que laisse inva-
riantes G'¥.

Si dabord o est égal @ r, on voit sans peine que G, est identique
i G, en effet, prenons une transformation quelconque de G,; il lui
correspond une transformation parfaitement déterminée de son pro-
longement normal 6'.""; cette transformation laisse invariantes o, ...,
w,; par suite, en tant qu’clle transforme x,, @,, ..., x,, appartient

a G done Gy indique comment G transforme les intégrales du systeme

) T= By ==...== 0);= 03

done G, est identique a (.

Si maintenant o est inféricur & 7, les raisonnements faits plus haut
(n°45) joints i hypothése faite sur G'* et G'** montrent sans diffi-
culté que G n’est pas le prolongement holoédrique de G, si du mvins
un certain systeme de coeflicients entrant dans ©.,,, ..., », est invo-
lutif. Dans le cas contraire, on raisonnera sur G’, G”, ete. au lieu de
raisonner sur G jusqu'a ce qu’on arrive a décider si G est le prolon-
gement holoédrique de G,.

Dans tous les cas il résulte de la discussion précédente le théoreme
sulvant :

St un groupe infini G ayant ses équations de definition du premuer
ordre resulle du prolongement holoédrique d’un groupe G, ayant égale-
ment ses équations de definition du premier ordre et admettant tous les
invarcants de G, 'un des prolongements normaux de G, résulle récypro-
quement du prolongement holoédrique de G.
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Détermination de tous les groupes isomorphes holoédriques
d’'un groupe donné.

50. Soit G un groupe infini donné ayant ses équations de défini-
tion du premier ordre, et soit ¢ un groupe quelconque isomorphe
holoédrique de G. Nous pouvons, par définition (C,, n°19), prolonger
holoédriquement G et ¢ demaniere & obtenir deux groupes semblables
entre eux. Autrement dit, & Paide d’'un changement de variables con-
venable, G et ¢ admettent un méme prolongement holoédrique G,
dont on peut supposer les équations de définition du premier ordre
(en le prolongeant au besoin).

Si G admet tous les invariants de G,, il résulte du théoréme démon-
tré en dernier lieu que 'un des prolongements normaux de G rvésulte
du prolongement holoédrique de G, et par suite de ¢. Mais il se peut
que certains invariants de G, n’appartiennent pas G, n’étant pas fone-
tions des variables transformées par G. Dans ce cas il suftira de consi-
dérer, au licu de G, le groupe G obtenu en ajoutant aux équations
tinies de G les ¢quations de la transformation identique effectuée sur
les invariants de G,. On voit alors, comme tout & I’heure, que ¢ admet
pour prolongement holoédrique I'un des prolongements normaux
de G.

Autrement dit, pour obtenir tous les groupes ¢ isomorphes holoédriques
de G, on considérera les dufférents prolongements normaux G™ de G. A
chacun d’eux on adjoindra de nouvelles variables quelconques transfor-
mées identiquement, ce qui donnera un groupe G*. On déterminera

enfin tous les groupes G admettant G™ pour prolongement holoédrique.
51. Supposons, pour ne pas compliquer les notations, que G™ soit
le groupe G lui-méme. Soient
Zyy Xgy ey Xp

les variables qu’il transforme; supposons que ses invariants soient
précisément @,_j.q, ..., 2,3 désignons enfin par
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les nouvelles variables transformées identiquement par G. Nous cher-
cherons d'abord les groupes ¢ qui admettent tous les invariants de G.
C’est un probleme (ue nous avons déja résolu. Les variables transfor-
mées par G sont les &, les invariants de G et un certain nombre de
fonctions des = et des £, données par un systéme de la forme

O = W Gy Ospg = oo &y ps—h Op—)p = O,
(42) G9== 0o~ Olay Mgy« o o — &g posmp Wy = Oy
el e e ceceneetesreresset e s eeanen o ,
== g Olgy Ogpg — « « o — Olg pos—p @ pfy = O,

systeme complétement intégrable si 'on y regarde 2,5\, ..., 2, et
les £ comme des parametres; les coefficients «;, sont des fonctions de
ces invariants. Nous avons supposé, pour simplifier, que o,_sy s ..., ©,
sont les différenticlles de @,_ppyy - - vy 24

La condition que le systéme (42) soit completement intégrable se
traduit, comme nous 'avons déja vu, par des relations algébrigues
entre les oy et les coefficients de structure du groupe G. Ces relations
algébriques permettent d’exprimer les coelflicients oy, en fonction des
invariants 2,4, ..., 2, du groupe G et d’un certain nombre ¢
d"arbitraires w. On pourra prendre pour ces arbitraires des fone-
tions quelconques des invariants de G et des £, Ou encore plus sim-
plement on pourra regarder les w comme de nouvelles variables
invariantes par ¢, et 'on pourra méme les supposer non indépen-
dantes, ¢’est-a-dire les supposerliées entre elles et avee 2,y s ooy 2,y
par des relations indépendantes queleonques. Si@,, ., ..., x, sont
les intégrales de (42), les ¢quations du groupe ¢ seront de la forme

[ X4 -"'./1(‘1'!’ coy Lsy Lpefigery = -0y Ly Uy, ’ "l]);
.o e ettt e e e ,
Xs :./s('l"n ceey Ly Lpmfraels = =05 Tpy Ugy o ey Ur])a
D, SR N
a3y )
X, =,
Ul = Uy,
e ,
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auxquelles on ajoutera au besoin les équations de la transformation
identique sur de nouvelles variables indépendantes des précédentes.

52. Supposons maintenant que le groupe ¢ admette G pour pro-
longement holoédrique sans admettre tous les invariants de G. Alors,
en ajoutant a ses équations celles de la transformation identique effec-
tuée sur les invariants'de G, on obtient un groupe ¢ de la nature de
ceux que nousvenons de déterminer. Le probleme & résoudre est done
le suivant. Est-il possible de trouver s + 4’ fonctions indépendantes
de @y ooy Byy Tr_pys ---» s €t des &, parmi lesquelles s indépen-
pendantes par rapport d z,, ..., ,, telles qu’elles soient transformées
entre clles par le groupe ¢. Ces s + A’ fonctions dont 2’ sont fonc-
tions des invariants de ¢ seront données par un systeme de la forme

o+ By O pgr e Bun Ot Y11 ds +.. Bl v dég=o,

i s+ P Y e ) 04 Vst Ay .. Y dt =0,
Bottn Opopt e oo Boptn Ot Vst oy oA Yo, dE =0,

\ Bt a@pmfir e o o Bsrnr o+ Vst 1 oy =+ o o b= Yo 1 ey == 0,

ol les coefficients B et y sont des fonctions des invariants de ¢. Or les
covariants o, sont de la forme

......

1 s 1,...,k 1,.00,q
. — — O )
(45) (’);‘:2 2 Ao+ z Bjorwrpj+ 2 Coprdwy Vbg+. ..,
o i j )

les termes non écrits étant des expressions bilinéaires en »,, ..., o,,
Oty - os Oy dUyy o .., dug; les 0, désignant des expressions, combi-
naisons linéaires des @ et des r—s— A expressions o,,.,, ..., 0,3
les coefficients A, B, C ne dépendent que des « et des invariants de G.
Les covariants des premiers membres des s premiéres équations (44)
doivent étre nuls en tenant compte de (44); il en résulte, en particu-
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lier, si I'on remplace les o, par leurs valeurs (45), que les équations
1,...,8 1,...,k 1,..0,q
wul —_—
(46) Z Ajgroi+ 2 Bjoror—pj+ 2 C).p/.- din=o
i J I3

doivent étre vérifiées si 'on tient compte de (44).

Autrement dit, le systéme (44) doit contenir les équations (46).

Ce systeme (46) est, par lui-méme, complétement intégrable; on le
démontre de la méme maniére qu’au n® 27 pour le systeme (30) qui
n’en est qu’un cas particulier. Les fonctions de @,y ««os @y &4y - ons
£, cest-d-dire de @, s veuy Ty Uyy o nes u,, qui sont des intégrales
de (46), sont donc nécessairement parmi les s + %' fonctions trans-
formées par le groupe cherché G. Ce sont des invariants essentiels de (.
Ils sont donnés par les ¢quations qu'on obtient en éliminant w,, ..., o,
dans le systéeme (46).

Ce sont d’ailleurs les seuls invariants essentiels de 5 on le démontrera
de la méme maniere qu'au n° 28. On démontrera aussi que I'on ob-

tiecnt un groupe semblable 4 ¢ en donnant aux invariants non essen-
tiels (ou & ccux qu’on ne veut pas conserver dans le groape ¢) des
valeurs constantes d’ailleurs quelconques.

53. Pratiquement voici comment ’on pourra procéder. Une fois le
systéme (46) formé, on pourra toujours le mettre sous la forme cano-
nique suivante : d’abord des ¢équations résolues par rapport & un cer-
tain nombre des expressions ©,_;.,, ..., ®,, par exemple par rapport
N O pqs « o s Op_peme ¢t contenant dans leurs seconds membres
Orpipmits -+ 05 €0 second licu, des équations résolues par rapport
an des différentielles du, soit du,, du,, . .., du, et contenant dans leurs
scconds membres duyyy, «. .y dity, O, jyp,iys - ., 0,5 enfin des équa-
tions résolues par rapport i o des expressions , soit ®,, ..., o, et
contenant dans leurs seconds membres Wy, ..., 0, dity.,, ---, du,,
O fimits +ovs Wpe

Cela ¢tant, on donnera & &, jipmiss -+ s Ly Upyys - - -, U4, des valeurs
numériques constantes. Il restera alors les invariants essentiels

Ann. Ec. Norm., (3), XXII — Juix 19o5. 33
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Ty paty « s Tropems quant d u, u,, ..., u, on pourra les regarder éga-
lement comme des invariants essentiels, mais on pourra aussi
exprimer un certain nombre d’entre eux en fonctions arbizraires des
autres et de Z,_jy(s «- -y Trpem- On pourra avoir ainsi une infinité de
groupes ¢ hinvariants tous essenticls, dontle nombre varicra entre m
et m + n.

Pour certaines relations entre les « et les invariants de G, les en-
tiers m,n peuvent se réduire. Dans chaque cas on exprimera les u au
moyen d’un nombre moindre d’arbitraires ¢ et 'on raisonnera sur
les ¢ comme on vient de raisonner sur les u.

54. Appliquons cette méthode & un groupe fini, le groupe simple
transitif G a trois variables défini par

—
W'y == 0 by,
’
Wy == 0 By,

0 == My Wye
Cherchons d’abord les groupes ¢ pourlesquels s = 1. Le systéme (42)

est de la forme

W= m; -~ Aws+ Boz=o.

in calculant le covariant o, on trouve
ol = m(0y+ Awy) + (2B — A wywy 4 dA g -+ dB3 03y,
Pour que le systéme soit completement intégrable, il faut done

2B = Az;
nous prendrons

A=u, B= -’-u*;
2
le systeme (46) est alors ici
o+ du= u(a—l—du):o,

et il n’introduit aucune équation en du seul. Donc 'invariant « n’est
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pas essentiel et on peut lui donner la valeur o. On a done un seul
groupe ¢, transitif & une variable, défini par

@, = 0.
Si s est égal & 2 le systeme (42) est de la forme

W = 0, + Anz=o0,

0y = 0, -+ Boy, = o,
et il est toujours completement intégrable. Or on a

o7 =, o3+ (dA — B, 4+ 2A0,) 0y,

oh = (dB + w; -+ B ;).

Iei il y a deux cas & distinguer, en ce qui concerne le systeme (46).

a. B2+ 2A £ 0. — Alors le systétme (46) est formé de deux équa-
tions qui n’entrainent aucune relation entre dA et dB. On peut done
prendre par exemple A = o, B=1 ¢t I'on obtient le systeme

0)] == 0y -+ 63 == O,

correspondant i un groupe ¢,.

b. B2+ 2A = 0. — Alors le systeme (46) se réduit, comme on le
voit facilement, & une scule équation et il n’y a pas non plus d’inva-
riant essentiel. On peut prendre A = o, B = o, ce qui donne le sys-

teme
0= 0y == 0,

correspondant & un groupe ¢,.

Donc tout groupe simple & trois parametres, réduit i ses invariants
essentiels, est transitif et semblable & 'un des quatre groupes: ¢ a une
variable, ¢, et ¢} & deux variables, G & trois variables.

On peut prendre

0y == &y clry,
da

03y == — ——% - 2y diy,
L'y
day, 1z} d

Wy T — —— = = = (AXy]
3 2, 2 X, 19
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les équations du groupe G sont alors

. axr,-+ D
X, =—+—-,
cry+
cxy +d)?
K.):.'C '(—-‘—'l——‘—
2 *Tad —be
- cxy =+ d)? cr,+ d
:\szxs( 1 ) o !

ad — be T ad —be’

Le groupe G, est défini par la premiere de ces équations, le groupe ¢,
par la premiére et la troisitme, le groupe G, par la premitre et la
seconde.

55. Prenonsle groupe infint intransitif G défini par

W = 00y,

Wy = ), Ty,

05 T 6y 0y = 6)y 0y,

0y, T= Ma )y — 3T = 6)] T,

[
0);i == 0,

oy ¢tant la différentielle de 'invariant . Le groupe a ses ¢quations de
définition du premier ordre et 2 est pour G un invariant essentiel.
Parmi les groupes ¢ correspondant & s =2, cherchons celui pour
lequel le systéme (42) est de la forme

STE= 0y =o,

Wy = 03—+ Awy== 0.

On obtient
E‘)T: _Oj;C'JQ,
05 = 0y (0, + Aw)) + wy(o5— dA).

lci A peut étre pris quelconque : A = u. Le systéme (46) est alors

0, == 0,

du — wz=o.
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On peut donc donner & linvariant  de G une valeur constante,
soit 2 = o et alors on peut prendre pour « soit une variable nouvelle,
ce qui donnera un groupe § intransitif & trois variables, soit une
constante arbitraire, ce qui donnera un groupe ¢ transitif i deux va-
riables.

S1 nous prenons

0, = &y dx,,
dx,

0y == — —— Xy ¥, day,
Iy

my = daxs—logx,dx + a, dr
o2 & 1y

dx,
== — — — y dx + yydr,
Ty
les équations de G sont
.zrl :/(“l’, ),

X‘—’:——TL—7
: J'(xy)
X:;:xs—'xlogfl(x:)+%°(x1),
N B L)
T =)

Les intégrales du systéme completement intégrable (42) sontz, =z,
et z,=x, — (u—+ x) logz,. Pour le premier groupe ¢, on fait x =o
et w est une variable invariante; les équations de ¢ sont donc

(47) Ly=f(51),
Ly=35y+0(5;) + wlog f'(54)-

Pour le second groupe, il faut regarder u comme une constante dans
les ¢quations précédentes. A la vérité, si Pon donnait & cette con-
stante deux valeurs différentes, on obtiendrait deux groupes ¢ sem-
blables, mais aw moyen d’une transformation effectuce sur les élements
arbitraires.

I’exemple qui précéde montre qu'un groupe ayant ses équations de
définition du premier ordre peut avoir des invariants essentiels et
cependant étre isomorphe holoédrique d’un groupe transitif.
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56. En définitive, la méthode exposée détermine par des opérations
algébriques (ousles types de groupes ¢, isomorphes holoédriques de G,
et réduits a leurs invariants essentiels; deux groupes ¢ appartiennent
au méme type lorsqu’on passe de I'un 4 I'autre par un changement de
rariables, sans changer les éléments arbitraires du groupe (*). Si l'on
connait les équations finics de G, la connaissance des équations finies
de ¢ exige I'intégration du systéme (42). Si on connait les transfor-
mations infinitésimales de G, une remarque appliquée par M. Engel
aux groupes finis permet d’écrire sans intégration les transformations
infinitésimales de ¢.

57. Nous allons appliquer les méthodes précédentes & quelques
groupes infinis.

Groupe général a une variable. — Si G est le groupe général a une
variable, ses équations de structure et celles de ses prolongements
normaux successifs sont fournies sans diflficulté par les formules sui-
vantes :

!
1T 00y,
Oy == )y )y,
(,)g T 0y 0y - )y ()3,
O == ) 6y - 20y 0

& 125 2M4

! -
W) == 005+ 36005 -+ 204 0,
(48) ( ......................... s

(n—1)(n—4)

0, == 00y 0 g~ (1 — 2 ) 13500, 4= T, P n

(n—1)(n—2)(n—=6)
- >
1.2.3
+(n—r)(n—-z)...(/L-——/‘)-%—-r)(n——zp)
Lo . (pPp—1).p

0 Dy =t o -

D peiet Dp—p+1 A

Pentier p prenant dans la derniere formule toutes les valeurs infé-

H “n
rieures a 5

(1) En réalité co changement do variables fait correspondre non seulement 'enscmble
des transformations d'un groupe & I'ensemble des transformations de I'autre, mais encore
individuellement chaque transformation de I'un des groupes & la méme transformation de
Tautre. ’
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Si G admet G™ pour prolongement holoédrique, mais non G*=", le
systtme completement intégrable qui définitles variables transforméces
par ¢ contient une équation résoluble par rapporth w,; ce systéme
admet d’autre part le groupe linéaire adjoint a G™ qui est ici

0 == O+ OO,

par suite le groupe ¢ laisse invariant o, et il est toujours isomorphe
holoédrique a G.

¢ sera done défini par un systeme complétement intégrable dont on
pourra mettre les équations sous la forme canonique suivante

Wy == 0,
2,01
A E Ay o
i
2,y O 1
(49) )
19 Do, == Ay ooy (<o <ay<<... <o 4),

’

Or les covariants o', lorsqu’on y fait o, = o, ne dépendent que
de ,, ..., w,; il en résulte que les deux premieres équations (49)
forment un systtme completement intégrable, de méme que les trois
premikres et ainsi de suite. Par conséquent, pour délerminer tous les
systemes completement intégrables de la forme (49), il sulfit de dé-
terminer tous ceux de s — 1 équations et de leur adjoindre une équa-
tion nouvelle convenablement choisie.

Les entiers o, o, ..., o,, peuvent étre déterminés d’apres les
considérations suivantes. Convenons de dire que 'expression o, est
de poids ¢ — 2; alors la somme des poids des deux expressions qui
forment un terme quelconque de w; est encore 2 — 2. Cela étant, con-
sidérons dans ), les termes qui ne contiennent aucune des expres-
sions ®,, ®, , ..., 0,,. Comme on doit avoir

’ .ﬂ ’
Wy = 2 A/z,i (7R
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en tenant compte des équations (49), ces termes sont, dans cette der-
niere relation, ceux de poids le plus élevé lorsqu’on remplace w,,
Wg,y «-+» W, par leurs valeurs. Il ne doit donc pas y en avoir. Autre-
ment dit o, doit s’annuler identiqguement avec w,, w, , ..., W, et cela
quel que soit 4. Bn particulier, le nombre des termes qui entrent
dans w,, doit étre au plus égal & A —+ 1; or, ce nombre cst%a,l

1 . . . .
ou = (o3 =+ 1) suivant que e, est pair ou impair; donc
a,é 2 (k -+ ])‘

Done, tout groupe transitif a s variables, ou intransitif a s + [ va-
riables dont I invariants essentiels, qui est isomorphe au groupe G admet
pour prolongement holoédrigue le (25 — 1)*" prolongement normal de G.

Une fois les entiers o, o, ..., o, déterminés, il faut choisir les
coeflicients Az de manikre que le systeme (49) soit completement
intégrable, en les réduisant au besoin & des valeurs particulitres
d’apres la méthode du n® 52.

Nous allons déterminer tous les systémes d’entiers o pour s = 2,

“3 et 4.
Pour s = 2, on a manifestement trots cas possibles :

(50) oy =2, 3, 4.

Pour s =3, on partira de e, =2, 3 ¢t 4 et 'on déterminera o, en
cons¢quence («,=6). On trouve ainsi les six cas suivants :

(51) o

R
=
N
S
N
w
w
v
w
w
w
o
EN

(2) || 3|33 | 4G G| a 4|5 |56

x

32
=
T
(>}
[543
ot
@
a
[ee]
[e2]
\a
[ee]

6
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Dans les trois cas de s = 2, le systéme (49) prend successivement
la forme
)y == )y = 0,

0=y + Am,=— o0,

==, + Bw,= o,

et lon trouve sans difficulté qu’on peut supposer A = B = o, ce qui
donne trois groupes transitifs & deux variables.
Dans le cas de s == 3, on obtient de méme les systemes

0 7= )y == gy TS0,
Oy == 6y == 00 -+ A )3 T= O (A==o0our),
)Ty = y =0,
e my =0,
)] Ty T mg =0,
0 T )y, T ny T 05

ce qui donne sept groupes transitifs i trois variables.
Enfin, dans le cas de s = 4, on obtient les systémes

(‘)l T (‘)2 == (,):‘ = (,)‘; —rt ()7
)y T )y T8 )y = o =0,
)y T2 )y T my == AnzT= 0 (A=o0 ou 1),
= 0, == - Ay == 0 =0 (A =o0ou1),
6y == g T 0y == ar =0,
63y T )y == o = on = 0,
6y == )y == iy == A =o0,
0)) T Gy T Iy foed )y = 0,
0)) == )y T oy = o =0,
)y == Oy T [OF o= ()5 =0,
6) T= G)y T o) == )y =0,
6y == )y, == [ o= [ON =03

ce qui donne quatorze groupes transitifs & quatre variables.
Bornons-nous a écrire les équations finies des sept groupes tran-
Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — Jan 19od. 34



260 E. CARTAN.

sitifs & trois variables. On peut prendre

0)] == Xy (].22‘1 )
dr,
+zydry,

1)y == —

)y == — —— ==, dxy,

x -y
o0y, = — —— 4+ S dry— —dr,+ xydry,
Xy Xy Ly

92
a2z, 23 :
+ = dr,— L dr,+ 2 ‘

Coxd x? , @&

Uy,

Ty
25 Aoy~ vy ey,

0O); — —

dry  3xy X, —3
oy = — e - D g AR
T, €y

2 2 .0 g 2.
x? 3.2 Ly LAy —
: S de, -+ 3 = - 22 oy
3 4 .
s R

e

G,y s — 6222, — 302a, - 2a, 1t
- a3 Lt 276 by, - ag
@l

Les quantités transformées par ces sept groupes sont alors succes-
sivement

e [ ) el AP Sy,

2o

200l 50 =y, =y, sz oan (- Aay) e (A==o oua);

4 X TE g, ==y, STy )
K Ve — - . C e
Do XTIy, YTy, sy (g, = Ly

3 b eyt —— e pth g +3 v 2 . Y g 2.
6o XTImOy, Y TS, somawh =y (i A= 3wy ) =6, ke,

7Y =y, Y oua,, —ad, st

IEn prenant
Xl :./‘(‘1"1 )1

les équations finies de ces groupes sont alors

(1°) X=/(x),

— 5 Sy
S (&) )’
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(2vel3°) X=/f(x),

(A:QOH,!);

(4" N =/(«),

4/

LA A CO R TN
o) T (1) VA

(5) X = /(x),
Yo Y S () ,
J' (@) /"”( r)
= /'”(I' y . x)
W) ”’ e T
'///’l(‘l/) /ll( [) /.I//(l)
+/‘/(;(J;) 2 /l,(

(6) Xz=/(x),
y J" ()

== . — ’

T T )
,_ = . /./I(,I.‘) } ), /l/ (’) /
A= T e e T
L) S VP
e Y
CY TR T /“m S
/ (. /'””(.1)'/’”(,1,)
4 - — 00 .
) T T
/‘/ﬂ (1) . /II( )/"(1) /‘(.1,) .
//((1) . /ll;i(.l»‘),

1w

el
5)

()  X=/(o
\, . y )/'//)(() ////(
=72 + 3~ ey
s Sy LM@Y g S ) S
75 Y ) T @) T @ )

Z:‘.'.'
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Les trois groupes a deux variables sont donnés par exemple par les
deux premiéres équations des groupes (1°), (4°) et (7°).

Nous n’avons (rouvé jusqu’a présent que des groupes sans invariant
essentiel; il n’en sera pas ainsi pour toutes les valeurs de s; par
exemple pour s = 5, le systeme

f,
!
) T )y T= (g T g~ 0y == O)g - ——,}— Wy = )= 0O

donne un groupe & 6 variables avec un invariant essentiel «.

On pourrait encore réduire les systemes (49) & des systemes types
en remarquant que les formules (48) ne changent pas si 'on effectue
sur les o la substitution suivante

0 == @y,

- da,
By T= My~ @y i)y — ——>»
a,
(53 ] - 1 oty da,
93) 0y TS — )y = == Oy~ Ay )~

a, a, o,

- 1 Qe dAy— U3 dee, , o,

60, =% =3 01 A " )y = (L) — = o — - —
ai ai «, ay at

ol les @ sont des quantités arbitraires. S'il s’agit de groupes transitifs,
on regardera les @ comme des constantes arbitraires.

On démontre sans peine que tout groupe ¢ isomorphe a G et ayant
ses équations de définition du premier ordre est I'un des prolonge-

ments normaux de G; car, pour ce groupe ¢, o, est forcément égal aur,
les autres ¢ étant nuls.

58. Groupes isomorphes au groupe

(54)

®

Ici on arrive & des résultats bien différents des précédents. Ecrivons
d’abord les équations de structure du groupe G et de ses prolonge-
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ments normaux suceessifs. En posant o, = dx, on a

o, = o,
) = 0, 0y,
(57) 0 == )y 03y,
cey

—
VI, T 00, .

Le groupe G™ est défini par les z + 2 premicres équations.

On trouve, comme dans le cas précédent, que tout systéme com-
pletement intégrable définissant un groupe ¢ isomorphe holoédrique
de G contient I'équation o, = o.

Si nous prenons s = 2, le systeme est de la forme

o 0)) Z=E )= 0,
(56) s
( g == 0, A [Op— Asoigont. oA, amy=0,

et 'on a

L
) =0,

ayz= o (g~ Ao, oo Apaoy)) + dA 0 s dA e

done Ay, AL, ..., A,_, sontdes invariants essentiels. Sices coelficients
sont tous des constantes (ou plutot des fonctions de ), le groupe ¢
n’est isomorphe holoédrique de G que si 2 est égal & 25 cest e
groupe G lui-méme. Si les coefficients A,, ..., A, _, dépendent d’une
variable auntre que = (invariant de ), on adjoindra au systeme (56)
I"équation

Aoy .- A ymy,=o0,

puis de méme I’¢quation
Aoyt o= A _,m=0

et ainsi de suite, et 'on devra finir par obtenir 'équation w, = 0. Les
Jonctions A, ..., A, _, sonl donc assujetties a ne pas vérifier cerlaines
équations differentielles.

dar exemple pour » =3, on prendra A, = u; pour n=1/, si A,
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n’est pas fonction de « seal, on peut le prendre égal & u, et alors il
faut que A}, ne soit pas nul; si, au contraire, A, est une fonction de @
scul, on pourra prendre A, = u, et ainsi de suite.

On voit, d’apres cela, qu’il y a une infinité de groupes i trois va-
riables (avec deux invariants essentiels) isomorphes au groupe G, et
que Pon ne peuat trouver aucun prolongement normal G* que tous
ces groupes admettent comme prolongement holoédrique.

Des considérations analogues peuvent étre développées dans le cas
de s =3, 4, cle. ,

On obtient ainsi, comme cas particuliers de groupes ¢ & trois va-
riables sans invariants non essentiels, les groupes suivants :

(X = X,
Y =y +/(x), |
7o=s5 )M (x)4m [PV (x)+...4m, [ (&);
;

X=u=,
Y=y + /(&) +35/(r),
1 =s5;
S X =,
| ;f:y (@) 4 5 () + A Sl) LAT() o,
X =,
; Y =y /(@) & m (@) + 5 f(),
7 =z

les m désignant des constantes ou des fonctions de x, A(z) une fone-
tion déterminée de x et de .

59. Groupes isomorphes au groupe

X = f(=x),
Y =9(y).

Ce groupe G ases équations de définition du premier ordre. Les équa-
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tions de structure et celles de ses prolongements normaux successifs
sont données par les formules

!

A
,

W= B Wy,
[ A— .

'y, = 5y My,

4

0y~ T 7y,
!

)y T= O3 ), —+ 0304,
'

Wy =W, T, + T, Wy,

Au groupe G correspondent les ap 4+ 2 premieres équations. Le
groupe linéaire adjoint & G2 est ici

O et T O g~ GO,

T34 == W pyr + |67'_’l‘

Siun groupe ¢ est défini par des ¢quations ne contenant que les o,
il ne peut étre isomorphe holoédrique & G. Par suite, elles doivent
contenir i la fois les o et les w5 on en déduit facilement qu’elles doi-
vent contenir les deux équations

== == 0.

On montre, comme dans le cas du groupe général & une variable,
que les systémes complétement intégrables de s équations n’intro-
duisent que o, cov, Wy 45 Ty oe ey Tagae

Cherchons d’abord tous les systemes correspondant & s=3; on
trouve sans difficulté les systemes

0 =2 )y =2 Wy == 0,
[Pt ) PRpasaiy O et 6 2%
) == ), == W= 0,

0 =Wy T Wy Amy .= 0,

olt A désigne soit une constante arbitraire, soit une variable nouvelle
invariante par ¢ il y aurait 4 ajouter les systemes obtenus en échan-
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geant les o et les o5 mais ils sont évidemment semblables aux préce-
dents.

Pour s = 4, on a, outre les systémes formés de p équations entre
les w seuls et de s — p ¢quations entre les & seuls, les systémes sui-
vants : |

W =@ = T+ Awy= ®; =0,

o= =@y + Awy,=®,= 0,

0] =W == W™= Wy + Wy == 0,

M) T= T == Wy — 0y == @3-~ W3 == 0,

0)) =W = Wy = W, + ), == 0,

0=, = Wy — f0y =W, 4y = 0,

W= T Wy— W= &, + 0, = 0,

0 == 7 = Wy = 5y~ Ty Awy== 0,
ol A désigne soit une constante arbitraire, soit une variable nouvelle
invariante par ¢.

I est inutile d'écrire les équations finies de tous ces groupes.

Contentons-nous d’écrire celles du groupe correspondantau systéme

= Wy == e+ Awy,= 0,
qui sont

’ ~

AT
et celles du groupe correspondant au systéme

0)] =X W == BIg— 0)g3 == Gy -+ Wy = 0,
qui sont

X = f(x),
Y =o0(y),
g — o)
o' (¥)
. ¢ - S () s ' (7) )
Vi (2) o () S @V (@) () Va2 o V(@) o' (y)

Les groupes ¢ qui ont leurs équations de définition du premier
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ordre sont ceux qui laissent invariantes les expressions de Pfaff

Dy, Way ...y Opi Wy, Way -e.y Wy,

ou p et ¢ désignent deux entiers quelconques.

60. Groupes isomorphes au groupe

X == f(x),

(59) Y =yl @)+ o ().

Comme dans le cas précédent, les équations de structure du
groupe G et de ses prolongements normaux peuvent se partager en
deux classes dont la premiere est formée des équations de structure
du groupe général & une variable

o) = )y s,

{
s m'._, == ) By,
=4 /
(59) My TZ0) O = 6), 003,
/
( 0), == 00 Wy = 200y 0y,

¢t la seconde introduit des expressions nouvelles @ :

T == ), GTp ~— I 06), 55,
W, 0, Wy 0, Wy — M (W + 035, ),
(60) { @y =0, @, 200, + 03, — m (028 20, @, + 0, ),

W = @y = 3,05, = 30,05, - 00, a— M (02T~ 3 00,5+ 3 60,675 0,53,

W

La premiere ¢quation (5g) et la premiére équation (60) correspondent
au groupe G, et d’une maniére générale les p +1 premiéres équa-
tions (59) et les p 4 1 premieres équations (Go) au groupe G2,

Ici le systeme completement intégrable qui définit un groupe ¢
isomorpheholoédrique de Gecontientnécessairementl’¢quation w, =o.
Mais il ne doit pas contenir que des équations entre les w, sinon
¢ serait isomorphe mériédrique de G. Si I'on considére toutes les
équations entre les  seuls qu'on en peut déduire, elles forment évi-
demment un systéme complétement intégrable; les autres seront ré-

Ann. Ee. Norm., (3), XX1l. — Jux 1903. 35
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solubles par rapport & un certain nombre des @, et I’on peut supposer
qu’elles expriment chacune de ces expressions @ au moyen des o
d’indice inférieur et des w. Si 'on considere toutes celles qui sont
résolues par rapport 4 des & d’indice inférieur & un nombre donné,
elles forment évidemment, jointes aux équations qui ne dépendent
que des o, un systeme completement intégrable. On a ainsi le moyen
de déterminer de proche en proche tous les groupes ¢.
Sil'on ne prend entre les w que la seule relation

My == 0,

et si I'on cherche & lui adjoindre une autre relation dépendant des

oy, on trouve
W= 05

sauf dans les cas m == 0, — 1 ou — 2, ol 'on trouve

(m= o), @, -+ Am,= 0;
(m=—1), wy A Aoy T 05
(m=—2), w4 Ao, = o0.

Le cas général donne le groupe G lui-méme. Quant aux trois cas par-
ticuliers, ils donnent

| X=s(x),

m= o, {
| Y=y +o(x)+AlogS (x);

m—=—r, J"(r)
[ Y /m““ #(2) ATy
| X=A,

m-——2, { y S (x) /””(7")
| Y=gty 2 @)+ A T = 5 Ty

Si A est une variable nouvelle invariante par ¢, on obtient trois
groupes intransitifs isomorphes 4 G. Si A est une constante, on ob-
tient trois groupes transitifs; mais on voit évidemment qu’ils sont
identiques & G, par une transformation convenable effectuée sur les
éléments arbitraires du groupe; il suffit de conserver la fonction arbi-
traire f(), mais de changer la fonction arbitraire 2 (x).
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Sil'on ne cherche que des groupes ¢ transitifs, on peut, pour les
réduire i des groupes types, se servir de la substitution la plus générale
i coefficients constants qui conserve les relations (59) et (60). D’abord
les w sont conservés, en ce sens qu'on peut effectuer sur eux la substi-
tution linéaire (53), sia,, a,, a,, ... sont des constantes. Remarquons
maintenant que, si I'on fait ©, = w,= o, les scules combinaisons li-
néaires des w et des & dont les covariants s’annulent se déduisent
toutes de w,, w,, 0,, w,, &, ('). Par suite, on a une formule de la
forme

@, = e, -+ by~ bywy—+ bymg—+ by

en exprimant que cette substitution, jointe aux substitutions (53),
laisse invariant &', on trouve que b, et b, doivent étre nuls, sauf dans
deux cas :

19 M=, = hw,+ by, 4+ by + byu3;

20 m = —a, w=hw + b0, byo,+ bym,.

Il résulte done de Ia que, si m est différent de — 1 et de — =, les
expressions g, w,, o, sont ¢changées entre elles par toute substitu-
tion qui laisse invariantes les formules (59) et (60). Si m est égal
a — 1, le résultat est vrai de o, w,, 0,, @,, et, simest égal & — 2, de
W, Wy, W,, W,,57,. Dans chacun de ces cas les formules de substitution
fournissent les formules ultéricures s’appliquant aux autres o et .

On trouve, par exemple, st m est quelconque, huit types de groupes
transitifs & trois variables isomorphes holoédriques de G, définis par
les systemes

M) T= 07 == Wy = O,

0] = g == Oy = O,

M= Wy =T + W3= 0,

W) == () == T, -+ ), == 0,

0] == Wy =T+ W3+ 0, =0,
0y == W3 = W, = O,

0)) == )3 = Wy= 0,

W)= W, = @ = 0.

(1) Pour m = o, il faudrait ajouter w,; mais dans ce cas on considérerait ce qu'on
obtient en faisant wy = o; le résultat serait le méme.
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Les plus intéressants de ces groupes sont le 1¢7, le 3¢, le 4°, le 5¢ et le
7°. En prenant

W = &ydx,,

dx,
1)y == — + x,; dxy,
Lo
dx,
Wy = — —— &, dx,,
Ly
dzx, x €y
Wy =— — + S dxy— % dx,+ x;dr,,
e x; 22

= atdy,+ y,dx,

dy,
W= — —i—mﬁdx.,—i— may g dy, + y,yduy,
2 £}

les intégrales des systémes correspondants sont respecltivement

(1) Ly Yo "3%7
.
(3) Ty, Ly, Py — iy,
(4) Ty, XLy APy — w4 Lh,
(3) Xy, Xy PRy — @y (@ ) - g,
(7) Lyy Ly, MXyY }’,,2,7

Ly

et les équations finies des groupes sont, en désignant dans chaque
cas les trois intégrales par x, y, z,

| X =f(x),
Y =y fm(2) +9(2),

(1) o' ()
7o=s [l (&) — my flmet(@) f () — ;/—(—”a

P Y
h ‘f’(w)

Ly n+1 CP(‘%.) f”('t).
g /( @) T ez T ()

(3)

5
|
gx:ﬂm,
-
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g X =/(z),
Y — R4
(4) 2 Sz
Z — ,.,:.___ s =2 (P(L) ./‘,”("1") _j / (
f’z(l')+J _/"”’“(:L')—‘_f’“(x) o Sl (2 )
‘XZf(x),
Y=_-2,
(9) J'(x)
A RS 1 C.) L@y M) 3 (),
? T T e T e T @) T ()
X =/(=),
—_y _J'(x),
(7) TSy )
— = fTm~ 1 7, (.) (\D([) :P(“C).[”(I’)
SE Sy T e T PRy

De ces huit groupes transitifs a trois variables, le deuxieme ct Ie
troisitme ont leurs équations de définition du premier ordre. D’ail-
leurs, si un groupe ¢ a ses ¢quations de définition du premier ordre,
le systtme complétement intégrable dont il transforme les intégrales

est de la forme
6} T 60T . L LTS 0), T 0,

Lo T O P .00 2 IR N

les termes non écrits i la suite de @,, ,, ..., ¥, ne dépendant que

des w. Cette condition n’est pas suffisante.

61. Groupes isomorphes au groupe g oeneral de n vartables. — l.es
équations de structure du groupe G et do ses prolongemen(s normatx
successifs sont de la forme

f 1, v,
—ﬁ .
Y 2 WpMip (£ ==1,2,u00,11),
¢
1,...,n
’ \! ..
(61) 0y = Z (0gmijp =+ wgjmig) (6] =1,2,.00,10),
‘ ¢
I,.o0n
ﬁ . . 5
W= (m 0o O i 0ighaj = 0o Mick) (£ / h=1,2,..,1),
ik eMijkp phPijo pojk pirick 2
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Les équations de la premiére ligne définissent G, celles des deux
premiéres lignes G/, celles des trois premieres lignes G”, etc. Dans
les expressions  plusieurs indices, les indices qui suivent le premier
peuvent s’échanger entre eux et leur ordre n’est pas & considérer.

Le systéme complétement intégrable (42) qui définit un groupe ¢
isomorphe de G doit contenir toutes les équations

(62) D= 0y =...== 06), == O.

Supposons en effet, pour fixer les idées, que ¢ admette pour pro-
longementholoédrique G”, mais non G'. Alors le systéeme (42) contient
au moins une équation de la forme

ZA,‘I’/_.(J),'/-/,—}— EAUC’)U_‘— EA[{:)[.___ 0.

Comme ce systeme admet le groupe linéaire adjoint & G”, dont les
transformations infinitésimales sont

a9/

[/
Mg =———> O . “+ gy y Oy 084 ~+ ) f
Y B Oy Jtiuf dwgy P Oiva Y doriap
(57“’)8:'/::1’2, vy )3

le systéme (42) doit contenir aussi les équations

Ay a=0
A+ Awsng=0 (G 0,B,7=1,2,...,n).
Apyoa—+ Ayuopg+ Apmsoy=o0

Sil'un des A, est différent de zéro, on voit qu’on obtient toutes
les équations (62). Il en est de méme s'ils sont tous nuls, car alors
Pun des Azg (2 5% B) est certainement différent de zéro.

On voit donc que tout groupe ¢ isomorphe holoédrigue de G peut étre
regardé comme le prolongement holoédrigue de G5 de plus il n’existe pas
de groupe isomorphe mériédrique de G.

On voit, d’aprés cela, que si les équations (42) sont mises sous
forme canonique, ¢’est-a-dire si elles sont résolues par rapport 4 un
certain nombre d’expressions w, les expressions qui entrent dans les
seconds membres ayant un nombre d’indices inféricur ou égal i celui
des indices de I'expression qui est au premier membre, 'ensemble
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des équations résolues par rapport aux w; et aux o;; forme un sys-
ttme complétement intégrable, de méme I'ensemble des équations
résolues par rapport aux o;, aux w;; et aux w;;;, et ainsi de suite.

Pour déterminer tous les groupes ¢ admettant G pour prolonge-
ment holoédrique sans admettre G®—", il suffira donc de déterminer
tous les groupes admettant G'»~* pour prolongement holoédrique et,
aux systemes completement intégrables dont ils transforment les inté-
grales, ajouter une ou plusieurs équations dépendant des w & p + 11in-
dices (et aussi au besoin des w a1, 2, ..., p indices).

Prenons d’abord le cas de p = 1. Quelles relations linéaires & coef-
ficien(s constants peut-on établir entre les w;; pour que, en y ajou-
tant les équations (6G2), on obtienne un systéme complétement
intégrable? D’une maniére générale, si 'on considére un groupe G
défini par

N O

== zcljkﬁ),’fl)j -!—2‘(1,‘9,;1,),'619 (h=1,09,...,71),
le prolongement normal s’obtient en ajoutant & ces équations les sui-
vantes :

, N O O O
W= Z Yot T W+ }_‘ ShpT W+ 2‘ YoipT 030yt Z bpzwisi,
@,

olt les ¥,,c sont les coefticients de structure du groupe linéaire adjoint
a G et ayant pour transformations infinitésimales

C ()

ljr’/:z(l"s’""ll"}){; (p=1,2,...,p)
ik '
Cherchons la condition pour que le systéme
T e N L VS o TP O =T}
soit completement intégrable. On trouve immédiatement
Varigaj t== 0 (C==0 P A I N /AL

Autrement dit, @ faut et i suffit que les transformations infinitésimales
Uper /s - - oo U, f forment un sous-groupe du groupe linéaire adjoint a G.
Sil'on connait un sous-groupe de ce groupe linéaire et que ce sous-
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groupe soit défini par un certain nombre d’équations linéaires ¢n
ey o.u €, (la transformation infinitésimale la plus générale du groupe

étant mise sous la forme ZGPUP/), les mémes équations linéaires
en @,, .... @, déterminent, avec w, =...= w,=o0, un systeme com-
pletement intégrable.

Iei le groupe linéaire adjoint & G est le groupe linéaire homogene
a n variables. Nous sommes donc ramenés & déterminer ses sous-
groupes. Comme d’ailleurs les équations (61) ne changent pas quand
on effectue sur w,, ..., w, une substitution linéaire a coefficients
quelconques (fonctions des invariants de ¢), on pourra réduire sans
crainte ces sous-groupes a des sous-groupes types (non homologues
entre eux par une substitution linéaire).

Dans les cas de n =2 et n =3, ces sous-groupes ont été détermi-

, . : af
Q@ ‘ ) > — 1 . e 3 : A arn A
nés par S. Lie. Pour n=12, en posant p, et p, 4 la place de I,
of ‘
et i’ ©C sont les groupes

Uy - Uy Py,
(m 4 1)y py 4 (m —1)usp,,
Uy pa-t+ m(Uypi-+ UyPy),
Uy Pry  Uspa,
UyPoy Uy Pyt Uy Py
(m 1) u py~+ (m—1)usps, Uy Py,
Ui Py, UsPay UgpPa,
Uy Py=— UgPey UyPay U Py,
WUyPry  UgPay  H1Pay U Py

Il leur correspond les systémes complétement intégrables

6] 7= 6)p T Gy — 63y T= G)gp == G)gy =X O,

0T M == M == Wy = Mo === W11 — /N0 == 0,
6)] T 0y == B9 = )y == O,

()] == 0)g == 19 == ()1 — Olgg == O,

1= 0= 0 s= (M — 1)ty — (1M ~+ 1) g9y == O,
0] == 09 == 6}y == O,

) == 0)g == O)g1 ~+ B9 == O,

) == 0y == 0.
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Si I'on cherche en particulier les groupes ¢ & trois ou quatre
rariables en utilisant au besoin les prolongements normaux G, G”, ...
du groupe G, on trouve qu’ils sont fournis, ceux & trois variables, par
les systemes
(== 0)3 == &9 == O,

0] == Wg == 0)j; ~F W9y = 0}
ceux d quatre variables par les systémes

B T 6)3 75 )9 == Gy == O,
(1 T 6y == 6)ja == G)gq — MM 63y == O,

M7= (g T= 6) g = Waa=— O.

En utilisant les formules données n° 41, on obtient les équations
suivantes, pour les groupes & trois variables :

X =/(z,))

Y =o(x,y) “”:“'1 2
(1) / YL y=n
g 0% dy ?;:_ﬁ5
Y1
& ==y
() s 5y::)c2 :
('3 =Y1Yi—Y2Vs )

( dx dy  dy dx

Les groupes & quatre variables sont donnés par les équations

X=/(x,y)

Y =¢(x, )
UL Y B

, dx ~ Jy Y =&y

7= dyg Jo

(1) :—-(f——i—-—‘ s::———‘ﬁr

dx ~ Jdy Y1
9 L 9 [ s

P 9% 9y e

- Y99 d9

Ann. Ee. Norm., (3), XXIL. — Joy 1god. 36
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Y =o(z, ») [ =ux,
_af A Jo=
oty o
P= 0 s T ,
dw — dy i ;= W= gay)” —-l‘yl" Y ”)m, m 7o
005 _ 0 0 7
T = dr 9y 9y ()1 ¢ == m=o0
Jo Jo !
— 45— yl '
dy o
N= /(2 y)
Y=o0(x,y)
N
v de  Jy
L= —-——_-‘i'i e X T=
Tda T dy Y = Ey
(2[(23_12[93_ . A
doedy  dy dx ) ’ TN
“do o du\/ 0 D2 f DS (V1= Vs ¥y)*
/ R = B B R R Y { = gy e S
- ( ar 0 y) ( da T dy " ()y'l) , ’ Yi
A i B Ui 0“'#>
T — o (" Py ()—y) <~ gzt TP Ay - Jy*

(: 2% 22
\H da «),y )

Les groupes ¢ qui correspondent aux systemes

I O), I ) I O)y g TSy T 0,
) 6)y T ) == Oy 7= My, == O,
O] T= g T 0) )4 =2 )gq = O,
0T 0y T 6) (9 == I Myy = O,
My== 0y == 0)ja == 0O,

M= 0y == Oy 1 Olay == O

ont leurs ¢quations de définition du premier ordre.
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Groupes simples et groupes composés.

62. Etant donné un groupe G, nous dirons qu'un groupe ¢ est
isomorphe mériédrique de G s’il est possible de trouver un groupe G,
prolongement holoédrique de G, et un groupe ¢,, prolongement mé-
ricdrique de ¢, transformant le méme nombre de variables et sem-
blables entre eux. Si I'on suppose que G a ses équations de définition
du premier ordre et qu'il est réduit i ses invariants essentiels, on
démontrera, comme plus haut, que le groupe ¢ admet, par un chan-
gement convenable de variables, pour prolongement mériédrique 'un
des prolongements normaux G de G, ou plutot le groupe formé de
G* et d’un groupe (ransformant identiquement un certain nombre
d"autres variables. La recherche des groupes isomorphes mériédriques
de G se fait donc de la méme maniere que celle des groupes iso-
morphes holoédriques.

Mais, en ce qui concerne les groupes infinis, il se présente une
particularit¢ importante qui n’existe pas dans la théorie des groupes
finis. Lorsqu’un groupe fini ¢ est isomorphe mériédrique d’un groupe
fini (x, il a nécessairement moins de paramétres que Goet, au con-
traire, s'il lui est isomorphe holoédrique, il a le méme nombre de
paramutres. Par conséquent, deux groupes finis isomorphes sont, soit
isomorphe holoédrique, soit isomorphe méricdrique.

Au contraire, ¢tant donné un groupe infini G, il peut se faire qu’un
méme groupe ¢ puisse ctre regardé soit comme isomorphe mérié-
drigue, soit comme isomorphe holoédrigque de G. Par exemple, con-
sidérons le groupe G :

X=x+a,
Y=y+/(x),

ol / estunefonction arbitraire de 2, /7 sa dérivée. Si G, indique com-
ment G transforme 2 et y, ¢ comment G transforme 2 et =, on voit
que Gest i la fois le prolongement holoédrique de G, et mériédrique
de ¢35 ¢ est done isomorphe méri¢drique de G,. Mais, d’autre part, ¢
et G, sont semblables parl’échange des variables y et z5 Jeurs équations
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finies ne se présentent pas sous la méme forme, mais ilsontles mémes
équations de définition

aX i)i\:—o oY
oz dy — 7 dy —

I.

Nous voyons bien, par cet exemple simple, qu'un groupe infini peut
étre isomorphe mériédrique i lui-méme.

D’aprés cela, nous distinguerons U'isomorphisme mériédrique pro-
prement ditou propre, et 'isomorphisme mériédrique impropre. ( sera
isomorphe mériédrique propre de G si 'on ne peut en aucune facon le
regarder comme isomorphe holoédrique de G.

63. Un groupe fini est dit simple lorsqu’il n’admet aucun groupe
qui lui soit isomorphe mériédrique. Pour les groupes infinis, nous
distinguerons les groupes simples propres etles groupes simples irmpropres.
Les premiers sont ceux qui n’admetlent aucun groupe isomorphe mé-
riedrique propre ou impropre. Les aulres sonl ceux qui peuvent
admettre des isomorphes mériedriques impropres, mais non des iso-
morphes mériédriques propres.

Par exemple, le groupe intransitif

X = &y

Y=y+/(x)

est un groupe simple impropre, car il admet des isomorphes mérié-
driques, mais qui peuvent aussi étre regardés comme lui étant iso-
morphes holo¢driques.
Au contraire, le groupe transitif

X=uz+ a,

Y=y+/f(z)
n’est pas simple, car le groupe

X=z4+a,

qui lui est isomorphe, ne peut en aucune fagon étre regardé comme
lui étant isomorphe holoédrique.
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Un groupe qui n’est pas simple est dit composé.
Dans les exemples étudiés plus haut, le groupe général & une va-
riable, & n variables sont des groupes simples propres.
Le groupe
X=ux,

Y=y-+f(x)
estun groupe simple impropre; enfin les groupes

X= /), V=0,
X ':/(7)’ Y ‘-_“.y‘/unl('z-) +o(z)

sont des groupes composés.

Il est bien clair que les coefficients de structure d’un groupe per-
mettent toujours de décider si un groupe est simple ou composé.

Le probleme de la décomposition d’un groupe infini donnée en une
série normale de sous-groupes semble devoir présenter, d'apres les
particularites précédentes, de nombreuses difficultés; on peut méme
se demander ’il est toujours possible de trouver une décomposition
en une série finie de sous-groupes simples, méme impropres. Ce pro-
bleme est, comme Pon sait, fondamental dans les applications qu’on
peut faire des groupes infinis & 'intégration des systemes d’équations
aux dérivées partielles ().

G4. S. Lic a déterminé quatre grandes classes de groupes simples
transitifs. Ce sont :

1* Le groupe générald o variables défini par les équations de struc-
ture

L,...,n

—
")//u:: 2 03T fei (/i’:l, 2, ...,It).

i

2° Le groupe des transformations & n variables telles que le déter-
minant fonctionnel des variables transformées par rapport aux an-

(1) K. Vessior, Sur Lintégration des systémes différenticls qui adinettent des groupes
continus de transformations ( Acta Math., t. XXV, 1901, p. 307-349).
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ciennes soit égal & 15 il est détini par les équations de structure

A N Yiory, (k=1,2, ..., 1)

avec
‘(D“ -+ w22+ e+ Wpp == 0.

3 Le groupe & 2n variables défini par les équations de structure

1,....2n
/
My p = E 0 Wy fmy i
' (f==1,0
1,...,2n """l,u9 ey Il)

!
My fpmyg — Z 0 Waf

W=,

avece

dans le cas de z =1, ce groupe se confond avee le groupe == 2 de la
classe précédente.

40 Le groupe général des transformations de contact dans un espace
4 27 + 1 dimensions, détini par les équations de structure

1,000, 201
, o
Y Dy femy,i T 02T
i
1o 21 (k=1,2,...,n)
—— ? 0y Oafp—y T
i

T )yt Oy )y = Oy Doy 20 T

0y fe g

!
Dy n+41

avece
wij':wj[ (I,’/:'-:l,?-,.--,f),ll).

Les valeurs des entiers caractéristiques o sont, pour le premier

groupe,

1= 0y==...=0p==;

pour le deuxiéme groupe,

O =0=...=0p1 =1, Tp==n —1;
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pour le troisieme groupe,
Gy = AN, Ty== 21N —1, vy Tap—y =2, Tap =13

enfin, pour le quatriéme groupe,

TI= 20+ 1, gy= 20, ceey Tapm1 = 3, Gy =2, Gy = 1.

Le groupe linéaire adjoint au groupe G est :

Pour la premicre classe, le groupe linéaire et homogéne général i
n variables;

Pour la deuxieme classe, le groupe linéaire et homogéne spécial i
n variahles;

Pour la troisitme classe, le groupe linéaire et homogbne le plus
général laissant invariante Uexpression de Pfaff

wy dug— g dug -+ wy duy, — w0, day—=. . gy dity, — ty, dity,_ ;.

On montre sans difticulté que, pour chacune des quatre classes, le
systeme completement intégrable qui définit un groupe quelconque
isomorphe & G doit entrainer

M= 0T L TE 0, T2 0

pour la premiere et la deuxieme classes,
MyTZ Wy ==L . LTS My == O
pour la troisieme, et

()] T2 (g TS L LT g g T O

pour la quatrieme. 1/ en resulte que, non seulement tous ces groupes
sont simples, mais encore que tout groupe T qui leur est isomorphe résulte
de leur prolongement.

On ne connait pas de groupe infini transitif simple qui ne ventre
pas dans 'une de ces quatre grandes classes.
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CHAPITRE IV.

LES GROUPES INFINIS DEPENDANT DE FONCTIONS ARBITRAIRES
D'UN ARGUMENT.

65. Nous nous proposons dans ce Chapitre d’indiquer la forme
générale des covariants w, pour un groupe dépendant de fonctions
arbitraires d’un argument. Nous démontrerons ensuite que chacun de
“ces groupes, dansle cas owil est transitif, admet un groupe isomorphe
a une variable. Il en résultera que les sculs groupes infinis transitifs
simples dépendant de fonctions arbitraires d’un argument seront iso-
morphes holoédriques au groupe général & une variable.

66. Pour les groupes qui nous occupent, transitils ou non, les
entiers caracléristiques o, g,, ... sont tous nuls, sauf le premier.
2ar suite, si Pon désigne par Q,, Q,, ..., Q, certaines combinaisons
linéaires de w,, v,, ..., ©, on aura des formules de la forme

2, 000,01,
T 0 Wy z } Ayifp i3+

2, 1, G

¢ Wl ul
N Q) = 0,55, + Z Z i WG = o vy

2,00 1.0
O O ~
Q5= 0, + Z Ugip @i+ e ey
i k

les termes non écrits étant bilinéaires par rapport aux o, et les cova-
viants Q_, ..., Q. ne dépendant pas des .

r

Si le systeme est en involution, il faut que les wcﬂn ients ¢ des
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, ’

expressions  les plus générales de la forme

by .o+ b0y

4
I

qui annulent les parties écrites dans les seconds membres de (1),
dépendent exactement de o arbitraires. Or ces coefficients satisfont
aux équations

=

(3) e (é=2,...,r),

ven s}
-
= 2 Ak L

&

et aux équations

O . ..
(4) Z(ap;,h.t/,j—apj,,tk,):o (p=1,2,...,0650,) =2, ...,7).
"

II faut donc que les équations (4) soient identiquement véritiées,
quels que soient Z,,, Ly, ..., t; lorsqu’on y remplace les ¢,; par leurs
valeurs tirées des ¢quations (3). On arrive ainsi aux relations

1,...,6
O ..
(5) ‘}-4 ((zr,ﬁ,a).j,,-—-a(,,-;.a-,_i,,):o (prh=1,2, ...,0; 0, /=2,...,7).

3

67. Ces relations nécessaires et suffisantes vont nous permettre de
mettre les équations (1) sous une forme canonique simple. Cherchons
a déterminer des quantités e,, e,, ..., e; lelles que 'on ait, quels que
soient les o,

—
e; E Uy W oo o Cpx Z Ugor@p= "N (€1 + ...+ €;5¢);

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — JuiwLer 1gob. 37
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on voit que /4 est donné par une equation caractéristique

Aiag— N Ay vee gay
. @99 Ayes— N oo gas
(6) B =o.
Ay 95 cee Ugag— N

A une racine %, de cette équation caractéristique correspond au
moins un systéme de valeurs non toutes nulles des e répondant & la
question et I'on peut, par une substitution linéaire effectuée sur les €2
et les @, supposer que cette solution est

€11, €y = 0, ey €= O.

Le cas des racines multiples se traite sans difficulté comme dans
toutes les questions analogues et on arrive au résultat suivant :
Si Péquation (6) admet p racines

Iy ke ooiy Ny
multiples d’ordre

Gy, Oy «ves &y (o~ oyt oo o, =0a),

les équations (1) peuvent se metlre sous la forme

QF = (oy+ hyony)w-+. ..,
’
@, = (w4 lyywy) 5y~ Ayy 0, . . .,
.,
Q= (1 li10,) Tyt Qg 0, Ty == Uygy 09Ty . . .,
(7)o e )
Q. = y; '
o, = (01 Ay 0y) By, ~+ Aoyr,u,—102Ta,—t = - -« = Cg o1 0, 4. . .,

’
Qg1 = (01 Ny 00y) Ty ir,

ot I'on n’a pas écrit les termes en w,, ..., o.; 4 chaque racine mul-
tiple d’ordre o on fait ainsi correspondre « expressions & et o expres-
sions Q.

Les formules (5) ot 'on fait o = 1 et successivement £ = o, + =,,
o+ oy =1, ..., -+ 1 montrent de proche en proche que les coefli-
cients

3 rogy Lot o=ty o 05 Qg a1,
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sont nuls; si on fait ensuite p = 2 en donnant i % la méme succes-
sion de valeurs, on trouve que les coeflicients

Q3+ Aa304+0—1r -y Qa3 o +1

sont tous nuls; et ainsi de suite. En d’autres termes, les covariants Q,
Q,, ..., Q, ne contiennent que ,, ©,, ..., @,
On déduit de la, sans peine, que I'équation caractéristique généra-

lisée

E i Ui— N E Ayiq U; . E Agiy U

i i i
N
(lyig U; Ao tl;— N ... Qe U;
(8) , 4 - =o
13 i i

E Ayig U E Agig Uy E Agiglti— N

i i i

est décomposable en p facteurs de degré o,, ..., o, & coefficients
entiers en w,, ..., ., st elle admet pour u,=1, uy=...=u,=o
p racines d’ordre «,, ..., @, Autrement dit, ['équation caractéres-
tique (8) est décomposable en un produit de facteurs linéaires en h,
Uy vnny WL,

Supposons encore (ue, pour ,, u,, - .., &, arbitraires, il y ait p fac-
teurs linéaires élevés respectivement aux puissances o, o, ..., %,.
Alors les formules (1) peuvent se mettre sous la forme

Q= (o -+ oy oo+ yp,) Ty 1y

) ,”

200

Q) = (0 g+ . =4 1y 0,) © + E Aoy DTy~ v oy
i
9.0 1,2
(9) QL = (0, Appwy+. ..+ Ayp0,) @3 + 2 Z Ayife OB+ .,
i k

s ey Oy =1

2.0, 1
; 2l
Q4= (01 oo+ .o Ny, 0, ) T, + Qo ik W T+ ey
i 4
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en n’écrivant que ce qui concerne la premiére racine

s+ ...+ Nyeu,

de I'équation caractéristique (3). A chacune des autres racines cor-
respondra un groupe d’équations de méme nature, mais faisant inter-
venir d’autres expressions @.

68. Pour que le systéme donné soit en involution, il ne reste plus
qu'a exprimer que chacun des p systemes partiels tels que (g) est en
involution. Si I'on suppose, ce qui est toujours permis, que A,,, ...,
h,rsont nuls, il ne reste qu’a vérifier les équations (5)

(5) 2 (Ao jr— Agp. i) =0 (pyhk=n,2, .., 56, 7=2,...,7),
A

1,0, 0

mais, dans ces équations, on a
@i =0 pour plk;

clles sont donc vérifices d’elles-mémes pour =4 —+15 il 0’y a qu'a
¢erive celles pour lesquelles g est supéricur & £+ 15 cela suppose
que o, est au moins ¢gal & 3.

Par exemple, si e, est égal & 3, tous les systémes possibles sont
donnés par

QL =u,w 0), 55, 0, 5, 0, T3,
Q= o, 0 Wy 016, 0)) Ty~ 0), ¢,
Q== 0, w, 0y Ty 0,8 0); Ty~ Wy Wy =+ )3Ty MWy 03T
Q= M1y,
Q) = 0, -+ w57, 0T, -+ 0y Ty,
Q= @y - 0,1, 0, 55 = 0y Wy~ 0574

69. La forme générale des formules (1) étant établie, il faudra
déterminer Q,, ..., Q. ..., Q, comme combinaisons linéaires

2]
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de ,, ..., o, de maniére que les transformations infinitésimales
a o parametres u

02, —=u;m,+ E Ay U0y
O
02, —u,m,+ > Aoip U0y
......................... ,
(10)

02 = ugzm, + E Aoin Uiy
o~

dQ;. ., =o,

......... ,

02, =o,

(F1) e e ,

== M ) A Mgy Ry~ o = 125, 2,
les o transformations infinitésimales de ce groupe sont, en posant

of Jadf

=M= . N =,
P “()JL'[ "oz,

Do == Myg %= = . . .= Ny =——
P2 12()6&'1 I..) I7
.......................... ,
af /
6= Myg-5— ...+ Mg
Ps m()xt ) r"

les suivantes

1,...,6 2,

e
RN

Xy f =2 py+ 2‘ 2‘ @it i Pgs
i

P
Le.oy@ 2,...,7
- - Wl
Xof =z ps+ Z 2‘ QpinZiPge
P i

Remarquons que, si les formules (1) ont ¢té mises sous la forme
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canonique (9), les transformations infinitésimales X, /, ..., X, /
forment par elles-mémes un groupe, car elles ne contiennent que p,,
Pas -1 Py, €t leurs crochets doivent jouir de la méme propriété. Ces
conditions ne sont d’ailleurs pas suffisantes.

Prenons par exemple «, = 3; on ne trouve aucune condition pour
les my dans le premier systeme; mais pour les autres on obtient

2° systéme : Mg =M 3==0,

3e » : M3 == My~ Mgy == Mg~ Nlyy == 0,

4e » : Ny == M3 == 0,

he » : Myy == M3 == Myy == My, — ANy == 0,

6e » : Mgy = Mgy == Mgy == NMlyp == Mgy == NMly3—= % Mgy == O.

70. Supposons que dans les formules (g) les quantités £,,, ..., 4,,
soient nulles, ¢t éerivons e au lieu de «,. Nous allons d’abord montrer
que w, ne dépend que de Q,, ..., Q, ¢t de Qg ..., Q,, mais non
des Q qui se rapportent aux racines de I'équation caractéristique
autres que laracine considérée. Soit, en effet, une autre racine d’ordre
de multiplicité B & laquelle correspondent Qg s ..., Qopg. Considé-
rons les deux transformations infinitésimales X, /; X, 5/ du groupe
linéaire T

2,...,0

N 2,00,
X, f=2p + Z Aoy @1 Py,

e i
XorpS = (s + o 4. . .+ N, 2,) Poefe

Comme, dans le groupe T', p, n’entre que dans X, /, et cela avec le
cocflicient z,, le crochet (X, X,,z) donne

My, g8 03
le crochet (X, X, 4-,) donnera alors

My, g+-f-1= 0,
et ainsi de suite jusqu’a

my g1 == O-.
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Cela prouve que , estde la forme
oy == My & A 02y &y A g Qo My Loy e 12,25
En particulier, si toutes les racines sont simples, on a

Wy =My &+ My goq Loy +- oo+ 1,2,
-+

My gy Loy . oo Dy Q.

1

>
Y
N
o~
Q
Q
&
9
+
3
o~
Q
a
¥
-
2
o
9
i
+
+
I
=
2
T
I
S

en supposant que, par une substitution linéaire, les expressions
0y ~= gy s =+ Ry dy . o o= R, (i=1,2,...,0)
aient été transformées en
01y Doy  --ny O)ge

71. Nous allons maintenant montrer qu’en conservant les mémes
notations, o', sannule avec v,.

Désignons par le symbole ¢
relatif & la transformation infini
valeurs 1, 2, ..., 2. On a

» laccroissement infiniment petit
tésimale X, /, ¢ prenant 'une des

1oy O=0 2.0 ,

. ~ N [==1,2,...,0
(12)  Opm;== Mo+ 2 Z My 1. Ao, o) .
: P, 2 . O
I 7

Exprimons que la transformation infinitésimale X,/ laisse inva-
I . A )
riantes les équations de structure du groupe, en particulier 'équation
1 ! : <f ] e ar X
qui donne Q;(v < p); comme £; est invariant par X, /, on a

2 ro1,..,T—1

l
~ N
0 == 06), 0,z ~+ Og )y T+ E }

i k
1 r

-+ E C[j-;(apﬁ){ﬁ)j*‘i-0)[69’;)_,‘),
(&)

(t<psp=1,2,...,4),

@i (Bp 0, B+ 0, 0w
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les ¢;;- désignant les coefficients de structure non écrits dans les for-
mules (q).

Remplacons dans cette formule les ¢,w, par leurs valeurs; si nous
donnons successivement i 7 les valeurs 1, 2, ..., p—1 et que nous
ne considérions que les termes qui contiennent w,, termes dont 'en-
semble doit &tre nul, nous obtenons

LA A
N oY
0 W) ~F My ~+ 2‘ Cijy (m,-p w;— mjpwi) = Alr,,m,,
(i)
2, .o
O Wa =+ M2ypW0y E

3

Mg sy Ty

LA 2, o0’
~ Wl
-+ \ C[jg(’n,‘r;’l)j—‘l’ljp(:)[):APi 2 Aoy O+ Arﬂm“
(13) 4 (i) i

et

2, 1,...,7T—1
N O N
Op W~ My, Tr—+ Z mg Z %0}
i 3

2, Lo T=1 2,0
N N O
-+ > Cija(Ing j— Mg o) == Ag : eyt Ao
(i) n i

(t==r1,2,...,p—1).

Les A,; désignent des quantités nouvelles (constantes ou fonctions
des invariants de G).

Appliquons maintenant la transformation infinitésimale X,/ &
I'équation qui donne Qp Comme BPQP est égal & w,, on oblient, en
négligeant dans le second membre les termes que contiennent v,

P L p——i

1 ~ Aj X "~ N
o) = 00 W~ Apir(0p®; )~ 00 0T )
i k
1 ”

ﬂ . ho) ~
-+ Cijp(Bpwi w) 4 0;850;),

t71]

ou, en remplacant les ¢,0; par leurs valeurs tirées de (12) etles 8,
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par leurs valeurs tirées de (13),

Lo, %A—p 2 .r
o= YN
() w)= My 0. Qo i Wi By
2 i
AU T % L, p—1 2 ’
z'w O Z
-+ v: } ’)ll'.‘r_,,[,_‘/‘ ([P,'/; “"J”"/-_/'"J ’I)j w/.
i 3 IS J
1, ..,p——l . ’
D M
- 23vs (‘pl'/c arsoNn
k i
20 Loop—1 I L P e |
DI D S
-— I)ljp(l/“",_(({,,‘/{(U,‘U)",l
J 3 i J
2 ’ 2., rool L p—t
% oY O
-+ 2‘ Z 2 ’“/Lp(apjk(;/u'/u’—'“pl'l:cllj/c)(‘)i"’j
f) h k

~ N
-+ E S Z Apn (gin @upp.— Agjr @i )mim;

(i) k 7
PR T R
>y oy '
-+ M p g0 (“p+7.,1',p Cujp— Aoxh,jp C/u‘p) onars
“n h A

Cette formule est valable pour g =1, o, ..., 2. Ajoutons membre a
membre les o équations (14) ainsi obtenues et tenons comptle de la
formule (5). On voit alors que les termes se détruisent deux a deux
et 1l reste Ta relation cherchée

(15) o', = 0,

qui est vraie, en tenant compte de w, = o.

72. 1l résulte de La gue st iniégrale de Uequation
1 5 q
0 == 0

r'est pas un invariant du groupe G, il existe un groupe & une variable
Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — JuiLLer 1905. 38
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isomorphe holoddrique ou meriédrique du groupe G. En particulier, si le
groupe G est transitif simple, il est isomorphe d’un groupe & une
variable. Or, le seul groupe intfini & une variable est le groupe général

X = f(z).
Nous arrivons donc au théoreme suivant :

St un groupe nfini transitif sunple ne depend que de fonctions arbi-
traires d’un argument, it est zsomorp/ze auw groupe general a une variable.

73. On tire de la formule (15) d’autres conclusions importantes.
En particulier, le terme en o;g5, doit étre n ul dans le second membre
de (i4); donc on alarelation

\) I o g dinp T 0 (0o I, Dy o, A L2y 0y ey 1),
P

Imaginons que toules les combinaisons linéaires de Q,, ..., Q,
dont les covariants ne dépendent que de w, (da moins dans les (ermes
qui conticnnent les &) se déduisent tous de Q,, Q,, ..., Q. Alors o,
ne dépend aussi que de Q,, ..., Qu, Q0 ..., Q.. Les formules (175)
montrent de plus que, pour =% o', 5 >=, ., ne dépend que de w,,
®W,y --vy o, ¢t nullement des ©. On en déduit facilement que @,
Wy, vy Wy NE COnticnnent pas o, , ..., &, Parsuaite, si 'on consi-
dére le groupe 7, prolongement normal de G, et si 'on désigre par
W,y -0y W, les expressions invariantes qui correspondenta o, ...,
@y, le systeme

My T T 0 T Wy T LT )y S5O

est completement intégrable; 1l définit un groupe G, qui admet G
pour prolongement holoédrique et 'on vérifie sans peine que ce
groupe G, a ses dquations de définition du premier ordre. Pour ce
groupe G, I'équation caractéristique conserve ses racines avec leur
degré de multiplicité. A la racine considérée tout a 'heure corres-
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B
3

pondent « expressions dont les covariants sont.

Wy TS W
ey O Yo,
............ ey
g T Oy Y e ey
O

gl == ) Wy e,

O/ j—
Seygee == 0 Wy ; RN RS YA TLO P e

On voit done que pour le nouveau groupe G, Uenticr 2 a augmenté
d’au moins une unité. On le prolongera encore jusqu’a ce qu'il
devienne égal 4 a.

Finalement nous arrivons i la conclusion suivante :

Tout groupe infint ne dependant que de fonctions arbitraires ’un
5 : .
argument peul ére prolongé holoédriguement de maniére a obtenir un
groupe G ayant ses équations de definition du premier ordre et tel que
« .
lon ait
Q=+ hpoyt+...+ o)+,
QO =Ny 014 Ngy g+ v o Aop 0,) By 4. . o,

)
(16) QF = (hgio0,+ lgama~. ..+ Ngp, )B4+ . .,
(1o

les termes non écrits ne deépendant que des o.

74. Prenons, comme cas particulier, celui olt 7 = 5. Soit o, ex-
pression associée d une des racines de 'équation caractéristique,
multiple d’ordre «. Comme ici 7 est égal 4 o, 'un des coefficients m,,,
Myas .oy My, est différent de zéro ctnous pouvons, par suite, supposer

’
)y =20, 035

o', devant s’annuler avee @,, on peut en effet choisir o, de maniére
qu’il n’y ait pas d’autre terme que o, @, dans le second membre.
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Comme Q, ne peut étre une combinaison linéaire des expressions
associées aux autres racines de I'équation caractéristique, nous sup-
poserons Q,, ..., Q, respectivement égales & o,, ..., 0, :

/
[ PR O P

0= 0, Wy ..,

[expression associée i la deuxieme racine de I'équation caracté-
ristique ne peut alors étre une combinaison linéaire de ©,, w,, ..., v,
(n°70); supposons done que ce soil wy, . Alors on trouve de méme

Mgy == Wy Doy

!
Mgz == Wy Togp - oy

’
)y ,.ﬁ T ) gy Wy {j e

De méme Pexpression associée i la troisicme racine ne peul ére
une combinaison linéaire de o, ..., wyg; supposons done que co
SOIL 0gpg - On voit qu'on peut continuer ainsi de proche en proche,
a chaque racine multiple Cordre p de Péquation caractéristique cor-
respondant p expressions de Plafl.

Reprenons maintenantle scovariants o, ..., o, relatifs i fa premiére
racine et soit

R

' Wl
O)y 55 0) ) Gy Cijaim;;

(i)
si Pon applique & cette formule la transformation infinitésimale
iy .
Xoirr ) = 0g, —m[——-, on oblient
. gy

200000

—— N j
0 == 6)y Oy Ty —+ Coet, 2410 )5

]

ce qui montre que ¢, ., est nul, ou que o, ne dépend pas de w,,,;
appliquant ensuite Ja transformation infinitésimale X, /, on voit de
méme que o), ne dépend pas de o, el ainsi de suite. Autrement dit
W, «--, W ne dépendent, i partles termes en w, @, que de w,, ..., 0.
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On voit alors que le groupe G se décompose en un certain nombre
de groupes dont chacun correspond & une racine de I'équation carac-
téristique; les équations de structure de 'un d’entre eux sont

’
W20,
2 X

" y
m, = ), Wy + Cija b),":)j,

' Ol
W'y T 0 By Cija i),

il

2 o

’ Wl
g == () Ty —+ Z Cijaw;m;.

(i

St maintenant Pon applique I'identité fondamentale, on trouve la
condition nécessaire et suffisante suivante : les (o — 1)* coefficients c;
dotvent étre les coefficients de structure d’un groupe fini d’ordre o — 1.

On voit sans peine de plus que les dquations finies d’un tel groupe
s'obtiennent en prenant les equations fintes d’un groupe fini simplement
transityf" a o — 1 parameltres,

en leur ajoutant I'équation
X = /(@)

ou fdésigne une fonction ARBITRAIRE de x, el en remplagant enfin les
paraméltres @ par o. — 1 _[onclions ARBITRAIRES de .

75. Les conclusions ne sont pas les mémes lorsque r est supéricur
7.

a 5. Voici néanmoins des remarques importantes sur ce cas général.

I. Soit w, 'expression de Pfaff’ associée & une racine de I’équation
caractéristique. Le groupe G effectue unc transformation sur I'inté-
grale de I'équation completement intégrable w, = o; cette transfor-
mation peut engendrer un groupe fini ou infini. On aura par suite les
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!
e m; == 0;
[—
[ w3 =0my,
2° ¢
| wh=o0;

!
Wy T= Wy 0,

’
0y T 0y 0y,

w
<
—~—————— .

’
)y T= 0y Dy

]
4e W] =0,
: I
y | 0] =0 0,,
e ,
? My == T35
o
4 > M) =0y M,
" !
He 0y == 0); My,
’
( 0, == W == 0y 0)y
[ oy —
[ ) =m0y,
[Jp—
s ), == )1 Mg,
dld -
/ -
)y == [FRO e g My,
!
(), =5 01T =H D 0dah)y,

et ainsi de suite. Dans les trois premiers cas G Lransforme intégrale
de w,= o suivant un groupe fini, dans les aulres cas suivant un
groupe infini, qui est le groupe général & une variable : seulement
les expressions o peuvent se présenter plus ou moins loin dans le
prolongement de ce groupe.

II. Considérons les A expressions de Plafl’ associées aux /4 racines,
simples ou multiples, de 'équation caractéristique. Désignons-les
par ®,, 0., ..., o, Il se peat quelle svient linéairement indépen-
dantes (c’est le cas, comme nous 'avons vu, pour r=a). Mais il se
peut aussi qu'elles soient lices par des relations lincaires. Parmi
toutes ces relations considérons celles de la forme

A],‘O)/,{—i‘ A,,,‘m,,n-i-. e A/,

(})/)m =0,

oit les m coelficients A sont différents de zéro et pour lesquelles

W, ey 0, ne sont lices par aucune autre relation i cocllicients non



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS.. 303

tous nuls. Cela étant, supposons que dans I'une des relations consi-
dérées entrent @,, @, ..., 0,3 prenons alors toutes les relations dans
lesquelles entrent une ou plusicurs de ces expressions et prenons
toutes les autres expressions qui y figurent et ainsi de suite. Nous
arriverons ainsi 4 un certain nombre d’expressions O, Way vnny O3
toute relation qui contient Pune de ces expressions ne contient alors
aucune des expressions w,,,, ..., 0, Les covariants o, o, ..., o
ne dépendent alors d’aucune des expressions w; w,, par exemplc ne
peut dépendre, en outre de Q,,, ..., Q,, que des oxprewlons Q cor-
respondant a la racine o),n, or ni w,, ni ®,, ni o,_, ne dépendent
de ces dernieres; donc w,, ne dépend que de Qg ..., Q.. Il en est
de méme de toutes les autres expressions de 'ensemble considéré
\o) y Wy - ,LT),, L’intégrale de Pune quelconque des équations

®, =0, ..., »,=o0 est done transformée par un groupe fini.

76. Les considérations précédentes permettentsans peine de déter-
miner les groupes G correspondant i » = 3 ayant leurs équations de
structure de la forme (16). Voici le Tableau de ces groupes, ol nous
n’éerirons que les groupes qui ne sont les prolongements d’aucun
groupe de méme nature correspondant & 7 == 2 ou 1, non plus que les
groupes décomposables, ¢'est-a-dire résultant de la juxtaposition de
deux groupes de méme nature correspondant 'un & 7 =1, Paulre
ar= 2.

[. GROUPES TRANSITIFS.

1° (froupes dépendant de trois fonctions arbitraires d’un argument.

Iquations de structure. Lquations finies.
8‘ W'y == 0, @y, X =f(=),
(1) [y T= 01Ty, Y:}“P(”)’
( 0y == 0 W3 ~+ 0y 0y} Z =s9(x)+ Y(x);
\ o, =w,m,, X=j(x),
(2) ( wh= 0,5y, Y=y+9(z),
( 0y = 0 T3} Z =5+ Y(x).
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(5)

(6)

(7)

()

(1o}

307

3 liroupes dépendant 'une fonction arbilraire dun

E.

.
Equations de structure.

'
[ FR O]

/
), =5 0 Wy -+ O)a My,

'
t), == 0)

'

My T 0y a,
!

My == 01Ty,

)y =2 ) Wy~ TNy 3

14
o) == 0,
'
Oyy == 0 W,

!
Wy TTE O Wy~ My ty

m'\ 0,
T Wy,

= W

/

Oy =20,
L.

1) g = 0 Y =t~ )y f1) g,
/A L.

”)3 o (’)1 M3,
! .

f))1 -— O,
'

My == 0, @,
/

m:, j— (,)1 1)y M
’

0H) 1 o ()’

L
)y == (611 W ~t= )y g,

! .
G)y =2 O3

/

06)1 T2 060 0)a,
’

() g == 0,

I
O)y =2 0T = T g D)y

lquations finies.

N = S (),

Y — ay,
L= as 4+ ow(w);

X ::. .('1.)’
Y = v/ (),
Loz (s

N\ -—.r -+,
Y :"tyf(.'lr),
7=z f(x) -+ o(r);

N o,
Y o S,
VAR @(.I‘).

X == ax,

iw

Y =y e S
1 ==as + b

X = wr,
Y =y ok (@),
7 —az - b,

X = ax,

Y = by f(),

X == ax + b,
Y —ay,
7 =a"s+ f(x).

argumernt.
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II. GROUPES INTRANSITIFS.

1° Groupes dépendant de deux fonctions arbitraires d’un argument.

S W)= 0, X =,
(1) ’ 0, == 0, @), Y =y /(2),
T 6 Ty Gy 0y 7 =zf(x)+olx);
( (,)/I =0, X =ux,
(2) W,y e, Y =y +f(x),
)y T 0y Ty 7 =z +ao(z).
a° Groupes dépendant d’une fonction arbitraire d’un argument.
(,,; 0, X=u.u,
(3) 0y TT 01T A Dy, Y =ay + f(x),
0l = 05 7 —as;
S o' =0, X =ua,
(4) 0)y T ) T = L)y Oy, Y == ay,
’ Wy =03 7 ——=a*s—+ f(x).

77. La détermination des groupes qui correspondent a r= 4 n’oflre
pas de plus grandes difficultés. Comme il serait trop long de les éerire
tous, nous nous contenterons d’indiquer ceux qui dépendent de
quatre ou de trois fonctions arbitraires d’un argument.

St le groupe G dépend de quatre fonctions arbitraires d’un argu-
ment et est indécomposable, I'équation caractéristique a une racine
quadruple. On obtiendra tous ces groupes, comme il a été dit plus
haut, en prenant tous les groupes simplement transitifs a trois
variables y, z, ¢, ajoutant I'équation

X=/(z),

et remplacant les trois parametres par des fonctions arbitraires de .
Si le groupe dépend de trois fonctions arbitraires d’un argument,

Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — JuiLLer 19od. 39
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il y a un cas particulier ot 'on se raméne également & la détermina-
tion de groupes finis, ¢’est celui olt 'équation caractéristique a une
racine triple et ot 'on a o) = o, w, désignant I'expression associée
i cette racine. Alors il suffit de prendre un groupe fini g simplement
transitif & trois variables y, =, £, d’y ajouter I'équation

X =+ «,

et de remplacer les trois paramétres par des fonetions arbitraires de .
Si le groupe G est intransitif, 2 est son invariant; si la structure du
groupe g dépend de parametres essentiels, on pourra prendre pour
ces paramétres des fonctions données, quelconques d’ailleurs, de .

Voici quels sont, en dehors de ces deux cas, les groupes cherchés :

Squations de structure. Squations finies.

0| = 0, Gy, X == f(ar),
- 0y T Wy~ 00, Y oay o),
I
‘ 0TI Ty~ D60y, Zooams (),
Lo o T o= aly
r.,’l_—:(,,1z.-;“ X - ‘/'(.1,)’
( ) (,)L, I ON Gy A a0y, Y =y op ’?'J(.'[f),
2 '
) My == o @y (g my) 0y, o= as =) logt -+ (),
m, == 0; T = «il;
=N oI X = f (),
(33 0y T 00 Ty, Y =y + o (x),
L)
My T ) Wy b )ty Zo=s4-ty(x)+ bl
w', == 0; T =t(4+a;
S T o, X == f(a),
)
[— o)
SO)._!-.-- 531Gy, Y::‘—/—;T’—)-,
(4) 5
[ r, . ~
'J):, == (;)1’5)'2 ~4= 11 03y 1)y, /1 s "-/‘,T/-'T(‘Tj - 'T'd (.I,’),I
[ . T — ! |
), == 0) Ty~ NGlgh, ; = et b(a);



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS. 307

Fquations de structure. Teuations finies.
0 == ) ta, X = f(x),
- . v
M, T 0, 5, Y = f,' T
JLx)
() -
;o ; 3
Oy == ) W~ 1y )y, 7 = ) —+ o (r),
b ' , t— zlog/'(x )
I O F e R O PO A Y OP r'= —/-77’(1/—)l s
0= 0,5, N = /f(x),
(6) 00y =7 00 T (g Wy~ gl Y —=ay +o(x)+Lbiz),
; s 7 7
0y = 0, 7 = asz,
Lo T e, Ty T =at+1V(z);
, . y
o' = m, @, X =/(r),
, .
( 0y T ) Wy - 0y 00y, Y = ay —- ’Tc( ),
7)) ‘
’ w0, 7 = as,
! m’,, I )y Ty s T ==+ '_IJ(_:);
o) = Ty, N = /f(=),
) T ) BTy b By ) Y =y 4+ ola) -+ Lb(3),
(S) 2 1 31704 . T T
b ,
? W, T 0, 7 =z a,
L, Ty W3 T =+ L (s).

Enfin il ya un groupe intransitif représenté par les mémes formules
de structure que le dernier des groupes éerits, = étant 'invariant.

78. La forme (16) des formules de structure est trés commode
pour la recherche des groupes isomorphes au groupe donné G. On
démontre en effet sans difficulté que pour tout groupe ¢ admettant
Pun des prolongements normaux de G pour prolongement holoédrique
et isomorphe holoédrique i G, les intégrales des ¢quations

Jepiony 4= Ty g = o o= llpg g =0 (i==1,9. ..., 5)

sont toutes transformées par ¢. Par suite, si on prend dans les équa-
tions du systeme complet qui définit les variables transformées par ¢
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toutes celles dont les premiers membres se déduisent des expressions
invariantes par G ou ['un de ses prolongements normaux, elles forment
un systéme complet.

On peut démontrer aussi que les 5 expressions associées aux o ra-
cines de I'équation caractéristique sont invariantes, ¢’est-a-dire sont
les mémes pour tout groupe isomorphe & (v et ayant ses équations de
structure de la forme (16).



