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RECHERCHES

SUR LES

SOLUTIONS FONDAMENTALES

ET L'INTEGRATION DES
EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES.

( DEUXIEME MEMOIRE. )

Par M. HADAMARD.

e el L e e

III. — Le cas hyperbolique pour »=3.

15. Dans un premier travail, nous avons démontré, pour toute
¢quation linéaire du second ordre,

. RN 2w O . Ju .
(2) 'T(")"”Zl l'..-—————+z(l,'o:-~-+lu__o,

a
0w day, Z;

"existence d'une solution fondamentale de la forme

(19) u(ax|ay="0Lr <I,:_.ﬁ_')—_3>
ou
(19") u(z|a)=UT?~ U logl

(suivant la parité du nombre n des variables), dans laquelle T est le
carré de la distance géodésique du point & un point déterminé quel-
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conque a, relative i U'é¢lément linéaire (*)

B(dey, dayy ooy days @y, ooy xn) LA

Cette solution est la généralisation naturelle du potentiel élémen-
taire ct posséde les mémes propriélés pour les équations du type
elliptique. '

Je me propose, cette fois, de 'appliquer & I'é¢tude des équations @
trois variables du type hyperbolique.

La méthode appliquée jusqu’ici aux équations de celte nature (de-
puis les travaux de Kirchholl et de M. Volterra jusqu’aux récentes
Theses de MM, Coulon et d’Adhémar) différe, en un point important,
de celle qui est employée dans la théorie du potentiel.

Cette derniére repose exclusivement sur la solution fondamentale
singuli¢re en un point, celle que nous avons définie dans ce qui pre-
cede par les formules (19) ou (19”).

Les intégrales employées dans les travaux que nous venons de
rappeler sont différentes. Elles ne sont pas seculement infinies sur un
conoide caractéristique, mais présentent, en outre, une ligne singu-
liére véelle intéricure a ce conofide.

Or celte ligne singuliere, qui s’introdait naturellement par Fori-
gine physique de la question, est, analytiquement parlant, sans au-
cune liaison avee I'équation.

Prenons, par exemple, 'équation des ondes eylindriques

e u _
(3) ozt ¥ 0y "o O

ou la variable @, représente le temps. La ligne singuliére est alors

finité de changements de variables linéaires qui n’altérent pas la forme
de cette équation. Silon effectue 'un d’eux, la ligne singuliére pré-
cédente est remplacée par une autre droite de direction absolument
quelconque, pourvu qu’elle soit intéricure au conoide.

(*) Rappelons que, I étant la forme quadratique dont les coefficients sont les ay, 4 est
le discriminant de II, et 5 son adjointe.
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Il existe, d’ailleurs, d’aatres changements de variables non linéaires
(analogues auxinversions del’espace) qui conserventl'équation (33).
La ligne singuli¢re deviendrait alors une conique.

16. C'est dans ce caractere artificiel de la méthode employée qu’il
faut voir la source des difficultés qu’a présentées la généralisation de
la méthode de Riemann, alors quele probleme ¢tudié, celui de Cauchy,
est le plus simple de la Physique mathématique.

On sait que la méthode de M. Volterra ne fournit pas directement
les valeurs de la solution cherchée, mais bien une certaine intégrale
définie portant sur ces valeurs. Ces dernieres, dans le cas de I'¢qua-
tion (33), se déduisent de la sans difficulté par une diflérentiation.
Mais, lorsqu’il s’agit de I'équation

2 2 2
(34) %;i;— :;ié — 3_1,% —+ Ku=o,
c¢’est seulement par une savante méthode d’approximations successives
que M. Coulon (') parvient au méme résultat. Il arrive & I’étendre au
cas ol la constante K est remplacée par une fonction de x,, x,, x,,
mais non pas a celui ol les termes en gu du [ 9u ovistent.
‘ dxy” dxy” dixy

M. d’Adhémar (*) traite ce cas plus étendu. Seulementles résultats
qu’il obtient, lut aussi, par un jeu d’approximations successives, n’ont
plus la méme signification que ceux des auteurs précédents. 11 ne
s’agit plus d’une solution particuliére qui, formée une fois pour toutes
pour chaque ¢quation, fait reconnaitre intégrale cherchée, quelles
que soient les conditions initiales : Ie calcul d’approximations suc-
cessives suppose ces conditions données des I'abord, et doit étre re-
commencé si on les change.

Mais, d’autre part, le cas traité par M. d’Adhémar n’est pas encore
le cas général. Sil’on veut ¢tudier celui-ci, il est impossible d’admettre
que les dérivées du second ordre aient leurs coefficients conslants.
On arriverait probablement & généraliser la méthode de M. d’Adhémar

(') Theése, n° 16, p. 43-45.
(2) Thése, 3¢ partie, Chapitre Il ; Bull. Soc. math. fr., 1gor, t. XXIX, p. 190~199.
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dans ces nouvelles circonstances; il est certain, néanmoins, que celles-
ci seraient un obstacle de plus dla formation des approximations suc-
cessives convergentes.

17. Toutes ces difficultés tiennent uniquement a la défectuosité de
méthode signalée tout & I'heure : elles disparaissent d’clles-mémes,
lorsqu’on emploie la solution fondamentale (19), etla méthode devient
immédiatement applicable i une équation quelconque ('), ainsi que
nous allons le voir, en nous bornant toutefois, pour le moment, au
cas de n =3.

Ce n’est pas que les caleuls auxquels nous serons conduits different
essentiellement de ceux auxquels nous faisions allusion touta Uheure::
plus particulicrement, de ceux de M. Volterra. On retomberait exac-
tement sur ceux-ci en traitant, comme nous allons Uindiquer, I'équa-
tion (33). La scule différence est que la solution particulivre qui leur
sert de base ne sera point considérée en elle-méme, mais deduoite de
notre solution fondamentale, dont elle dérive par une quadrature.

Yartons, en effet, de Iéquation (2) ou, plus généralement, de
Iéquation

(2") Fu)==f(ay, a9, 24);
s01t
(35) §(¢)=o0

1
Padjointe de (2). Désignons par ¢(x|a) == VI * [a solution fonda-
mentale de cette adjointe, singulitre sur e conoide caractéristique
de sommet a(a,, a,, a,).
Faisons maintenant décrire 4 ce point @ un segment de ligne £
dont les différents points sont définis par les valeurs d'un paramitree £,
Pune des extrémités O du segment correspondant i la valeur ¢ = o,

’(1) N'oublions pas, toutefois, que les méthodes d'approximations de MM. Coulon et
@’Adhémar s’appliquent & des 6quations & coofficients non analytiques, que n'atteint pas
jusqua présent la méthode actuclle, faute ’avoir démontré, pour ¢¢ cas, l'existence do
la solution fondamentale. ,
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I'autre O & la valeur =T (laquelle sera supposée positive), et for-
mons 'expression

(36) © / m (x| a)d,

.,_,

olt m est une fonction de ¢ seul (de sorte que v est fonction de .»
uniquement par la présence des coordonnées de ce point dans la
fonction ¢).

La ligne £ sera quelconque. Toutefois, sa direction en 1:11:11{!1(‘ poinl
sera supposée intéricure au cone caractéristique en ee point. I esl
presque évident que, dans ces conditions, la ligne £ tout entitre esl
intéricure au conoide caractéristique ayant pour sommet 'un quel-
conque de ses points, O par exemple. Cest ce qu’il estaisé de vérifier
en remarquant qu’en tout point P intérienr au conoide caractéris-
tique Ty =0 qui a pour sommel O, le plan tangent i la surface
I, = const. est, grace & I'équation (18), extéricur an cone caracté-
ristique en P et ne peut, par conséquent, contenir la tangente a g.

Sile point a est tel que le conoide caractéristique issu de ce point
ne rencontre pas £, ¢ satisfait visiblement & I'équation (35).

18, Si, au contraire, le conoide caractéristique de sommet @ eoupe
la ligne £ en un point w, correspondant i une valeur 0 du parametre o,
on se trouve dans un cas analogue a4 celui de plusicurs intégrales
déetinies, connues en Physique mathématique, telles que Uintégrale de
I"'¢quation d’Euler (), ou encoreles solutions de I'équation (33) con-
sidérees par M. Levi-Civita(*). Supposons, comme nous le ferons dans
tout ce qui suit, Péquation éerite de maniere que Pon ait

|

pour deux points tels que chacun d’eux soit intéricur au conoide
caractéristique issu de Pautre : autrement dit, de maniere que e dis-

(1) DarBoOUX, Legons sur la théorie des surfaces, t. 11, no 354, p. 66.

gtV o2y vy

(%) Supra una classe di integrali dell’ cquazione A2 ——— = —— e i ( Nunvo (-
2 & o fraz et dr? y%

mento, série 4, L. VI 1897).
Ann. Fe Norm., (3), XXII. — Mars 1god. 1

-
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criminant A de la forme H soit positif. Cette forme se composant d’un
carré positif et de deux carrés négatifs. Supposons de plus que le
point  soit intéricur au conoide de sommet O = il est, dlailleurs,
convenu que  est le point (unique, d'apres ce qui pr(u;«'wlv)_nh la
ligne ¢ coupe celle des nappes du conoide de sommetx qui contient
3 son intérieur. L'intégrale © sera une imaginaire

) 'l:)‘ -+ L"k:)z

dont les deux termes ©, et 2¢, correspondront aux deux ares Ow, w (),
en lesquels p est partagé par le point o. Chacun de ces termes, ef, en
particulier, le premier (')

0
(36") W, :/ my (x| a)dl

0
devra étre une solution de I'équation ¢ == o. (Cest. toutefois ee qu'il
est nécessaire de vérifier directement, 4 cause de Ta singularité que
présente, a la limite supéricure d'intégration, la fonetion ¢,

Nous ferons aisément cetle yérification en rapportant le point i
un systeme de coordonnées formé de la manitre suivante :

Le point o est e sommet d’un conoide caractoristique, qui passe
par le point 2. Sur ce conoide, les dilférentes bicaractéristiques
peuvent étre considérées comme correspondantanx différentes valeurs
d'un paramétre A, Sur chacune d'elles, la position, les différents
points correspondront aux valeurs du parametre s precédemment
introduit. Il entre, il est veai, une arbitraire dans le choix de ce
paramétre, lequel west défini qu'a un factear constant pris sur
chaque bicaractéristique. 11 est clair que ce facteur peut avoir ¢(é
choisi, pour chaque point o de la ligne ¢ et pour chaque bicaractéris-
tique issue de ce point, de maniere :

1° Que la nappe du conoide caractéristique a laquelle est intérieure
la direction des ¢ croissants sur la ligne £ coreesponde i des valeurs
positives de s;

(1) Ce terme Qg est celuiqui intervient dans Ia solution du probléme intérieur (suivant
la dénomination de M. d’Adbémar). Le terme ¢y 8'introduirait a propos du probleme ex-
térieur, dont nous ne nous occuperons pas actuellement.
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dr, dr, dr,
2° Que les valeurs de ==, ==, == (ou encore les valeurs de =,
ds ~ ds ds

Tyey Toy ), Prises au point o sur la bicaractéristique (A) issue de ce
point, soient des fonctions régulitres de A et de 0;

3¢ Que ces trois quantités ne soient jamais nulles & la fois, de sorte
que la somme de leurs carrés, par exemple, ne soit jamais inférieure
2 un nombre positif tixe, quels que soient 0 et A.

Dans ces conditions, nous pourrons prendre comme coordonnées
curvilignes du point = les valeurs correspondantes de 0, A et s. Non
seulement x,, x,, x, seront des fonctions régulieres de 0, A, s, mais
'inverse aura lieu tant qu'on ne sera pas au voisinage de g.

La quantité T'(x|a), formée avee le point x ¢t un point quel-
conque de ¢ (défini par une valeur de ¢, supposée inféricure & 0)
aara la forme

(37) C(z|a)=(0—1t)G

(ot G sera une fonction réguliere non nulle pour ¢=10) et, par con-
séquent, on aura

(38) m(t)o(x|a)y=w(l,} s t)(0—t) :

olt w est régulier.
Quant a Péquation (375), puisque la variable 0 est caractéristique
et la variable s bicaractéristique, elle aura la forme

0% v

/ o () —
(40) @55y b 70 “+ G (e)=o0,

olt ¢, ne contient pas de dérivées par rapport a 0.

Pour que I'expression (38) puisse satisfaire & 'équation (4o), il
: dw ; . . .
faut que a —= + bw soit nul avec O —¢. Sil’on tient compte de cette
remarque, il suflit de faire, dans Uintégrale ©,, le changement de
variable

—t=rx

(moyennant lequel la différentiation dans le signe f n’offre plus de
difficulté) pour constater que ¢, est bien une solution de I'équation
adjointe. Nous verrons d’ailleurs plus loin que ce fait doit étre consi-
déré comme évident a priori.
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1

19. Nous avons considére la fonction @, en un point distant de .
Examinons comment se comporte cette méme fonction lorsqu’on
s’approche de ¢.

Supposons le point # voisin d'un certain point (ay, a,, ay) de cette

ligne, lequel correspond & une valeur ¢, du paramétre. Posons
&= al -~ x}, Lz byt

I est clair que le développement de I'(x|«) suivant les puissances
de &, ¥,, x;, ¢, aura la forme

| - l—%—'),{!.l'-l—- AL R S

olt X commencera par des termes du second degré par rapport aux &',
v par des termes du premier degré, tandis que v aura une valeur ini-
tiale v, différente de zéro, savoir

1 da, day du,
v h e T
ANty dty dey

(5 et A étant calculés au point ).
Il en résulte, d’apres un théoreme connu de Weierstrass, que Pon
pourra éerire

ot z est une fonction holomorphe, égale 4 v, pour t==1¢,, x; —a!;
A et B deux fonctions holomorphes de z,, x,, @, sculs.

La fonction A prend la valeur ¢, au point ' c(, par conséquent,
d’une maniere générale, si le point 2 vient en un point quelconque (')
de o, se réduit i lavaleur correspondante de ¢,

La fonction B, égalée & zéro, représente Penveloppe des conoides
ayant leurs sommets sur ¢, ¢’est-i-dire 'ensembie des deux surfaces
saractéristiques qui passent par ¢ : ensemble qui est d’ailleurs imagi-
naire si la ligne ¢ est, par rapport aux conoides, située comme nous

(1) Les fonctions A et B sont définies dans tout le voisinage de . La significalion de
Péquation (¢ — A )* — B = o montre inmddiatement que lear définition est indépendante
du choix de ¢,.
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I"avons supposé. Par exemple, pour 'équation (33), £ élant la ligne
(41) 2y Ty, Xy ST U, @y o A,

on aurait
Bz (i — )+ (g —ay)2.

Portons maintenant cette valeur de T' dans Pintégrale ©,, ou 'on a

V(x| (Q .
o

étant développable suivant les puissances de 2, on

olrla)==-

m(L)V

la quantité
n

peut évidemment poser

m(e) v
Vi

R é¢tant une fonction de @ et de ¢, holomorphe lorsque e point a: est
voisin de ¢ eta, b des fonctions dv 2 seuls. Dans Uintégrale

A=yl i B A
(42) \‘n:f Rde/(t—A)—1B +/
0

0

= R(C—AP—B]+a(t—A)-4- b,

le premier terme donne une quantité finie, ainsi que ses dérivées
premiéres, dans tout le voisinage de . La partie principale de ¢,

N~

est done

WA S
(43) / (I(/ \) +l’ ([/:_.“ \/1\ T -—l;l()g(/\ —|—-\//\2-——B) —l“jl—:l();,;";.
) 2

Tous les termes doivent étre conservés st le point 2 estvoisin de 0.
Dans le cas contraive, le dernier seul est singulier et ©, est intini & la
facon de logB.

Onretrouverait d'ailleurs une expression toute semblable i (43) en
tenant compte de la premicre intégrale (42). La quantité R peunt, en
effet, se mettre sous forme d’une somme de termes

[o(t—A)+B][(6—A)— B,
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lesquels, une fois multipliés par (¢ — A)*— Bdr, onl. cuxaussi, des
intégrales de la forme

Plog(A —t+V(E—A))—=B)+0QV(t—A)y B
(P et Q holomorphes).

20. On reconnait, dans expression (43), la forme & laquelle
appartiennent les solutions de I'équation (33) introduites par M. Vol-
terra (du moins pour la région intérieure au conoide caractéristique)
dans son Mémoire Sur les vibrations des corps élastiques isotropes ('),
Celles-ci, comme nous l'avons dit, sont bien des quantités v, el
dérivent par quadrature de la solution fondamentale

(44 S

¢ - e e
\/(1':;‘ )t (g )P (g ty)?

La premicre (*)

Xy ey A\ (g
P log ' 3 V 4

correspond & m(2) =15 la seconde (*)

= \/<71"‘” ay)t— (&, )t (g ==ty ) (g -1ty )7,

v

correspond & m(¢) = — ¢ [la ligne g étant toujours représentée par
les équations (41)].

21. Nous venons de voir que ¢, est infini, le long doe £, comme un
potentiel logarithmique, ¢’est-i-dire comme la solution fondamentale
qui correspond & n = 2. D’une maniire générale, au lieu de former
directement, comme nous 'avons indiqué plus haut, la solution fon-
damentale relative & une valeur paire de n, on peut la déduire par
quadrature de celle qui correspond 4 la valeur impaire immédiate-
ment supérieure.

(V) deta Mathematica, t. XVII, 1894.
(*) Mémoire cilé, p. 16g.
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Soit, en effet,
(=) F(u)=o

une ¢quation i 2 = 2n, variables indé¢pendantes, pour laquelle nous
a). Introduisons une n + 1" va-

1'4‘/11(-(,)

supposons formee la quantité T'(x
riable z (en adjoignant de méme, aux 2 coordonnées a, une 2 +1
el considérons la nouvelle équation

- = J*u =
(45) f"x(")'**‘;j;;;'—»"(”)73'0-

(5 —c)?

<

I est ici remplacé par — I" et I'équation que nouns venons

%

d’éerire admet la solution fondamentale

Uz, apye —3)

[(s—ey—T)

De celle-ci, en nous bornant en ce moment au cas de n, =1, ¢'est-
a-dire de n =3, nous déduirons la suivante :

vy

U(ay ap e 3)

(O de

ny—3
(T lle—=) =T
¢, étantun nombre fixe supéricur aux valeurs que peut prendre, dans
une région R ot nous ferons varier nos deux points, la limite infé-
ricure z 4+ 1.

©, est une solution de Péquation (45) et non de la proposée. Mais
st on I'écrit sous la forme

O, = / ‘ _U_(_I_'i.‘i'iﬂ) dz,
- d‘——; (‘Cz — l‘) 1 )

2

9

o EkS) S .
on voit que === est une fonction holomorphe dans R, de sorte qu'il

032
suflira de déterminer une autre fonction holomorphe © par la condi-
tion

. 1)
( 104 ) o — Q-&—'
Js-

pour que la somme v, + ©° donne une solution de (2), solution sin-
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guliere pour I'(z|a) = o et qui, d"apris ce que nous avons dit préce-
demment pour ©,, se comporte bien dans le voisinage de cetle
multiplicité singuliére, comme nous avons indiqué precédemment.

29. Nous venons d’obtenir la partie principale de Pintégrale v,
lorsqu’on Pexprime en fonction de w,, 2y, 2y, Proposons-nous de
caleuler cetle méme partie principale, ainsi que celles des dérivées
de v, lorsqu’on emploie les coordonnées curvilignes 0, 7, s préee-
demment définies.

Au voisinage de g, Pexpression (37) de T n’est plus admissible.
Mais la suivante est, au contraire, valable dans tous les cas

(46) == aMst -+ N72,
ot 7 désigne toujours la différence 0 — 7, et oit M, N sont deux fone-

tions régulicres, prenant, pour s == < == o, les valeurs

N drp df
\ M, A ad 0 ils oy’

i 7
(46" : ot
: . __(/m duy du,
(\'“ A"(//z’ AL’ e )’

lesquelles sont non sculement différentes de zéro, mais positives [ce
fait correspondant, pour Ny, & 'hypothése que I' > o represente Pin-
tericur du conoide ct, pour My, acelle, également faite plus haut, que,
sur la nappe a laquelle est intérieure la ligne o suivie dans le sens
des ¢ croissants, s est positif (*)].

I suffit, pour établir la formule (46), de remarquer que le second
termereprésente U'(w|a)etle premicerladifférence I'(z|a) - 1'(w]|a).
Nous voyons méme ainsi que Pon peut supposer N indépendant de s
et de AL I n’en est pas de méme de M et méme la valeur initiale M, de
cette quantité dépend encore, non seulement de 2, mais encore, en

’

général, de A. Toutefois, on peat évidemment, si 'on veut, disposer

(') En effet, dans ces conditions, en un point pour lequel s = o, I' est posilif avec =. Done
AN

T doit avoir nne valeur positive (quel (que 80il A) pour s == v = o,
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du choix des paramétres s sur les différentes bicaractéristiques, de
maniere a ce que M, ne dépende que de ¢ - autrement dit, en langage
géométrique, de maniere & ce que les points d'un méme conoide qui
correspondent i une méme valeur tres petite de s soient sensiblement
distribués dans un plan parallele a la direction conjuguée de la tan-
gente i £.

I ¢tant ainsi ¢valuée, on a

] . % -
TG ey N (O, by 8, U T
x‘.,l,;/ MDY ) e
Jy VaMst -+ Nz?
Rappelons d’aillears que Voest une fonetion holomorphe, é¢gale i
Pl | )
pour s == = o. Quant & m(¢), nous le supposerons d’un signe inva-
riable et, de plus, fini et différent de zéro (') sur toute la ligne .

, , . e OV
Nous n’aurons pas besoin de la dérivée 7)’0'! - 0On a

. Nl . 0 ne Q}— lr
IV / _mVMiscez (O
3 e / /nMst - Nzt
o (2Mst -+ N7*)? oo T NT
- TP TAR oM
en désignant par M” la dérivee =5
0 . ’
, dM . oV o
00, my (M s ) Tz N /,r, “//;:JE—// B
s o (2Mst - Nt2 );f o \rMsT 4 N

Occupons-nous d’abord de cette derniere quantité, dont le premicr
terme donne évidemment la partie principale. Autour d’un point
déterminé quelconque o de g, correspondant i la valeur 0 du para-
matre, nous pouvons décrire une sphtre telle que, si les points et «
sonta 'intéricur de cetle sphere, les quantités M, N, me, V puissent
étre remplacées, avee une erreur inférieure & un nombre arbitraire-

(1) On peut avoir & faire sur m( ¢) d’autres hypothéses pour I’6tude de questions voisines
de celle qui nous oceupe actucllement. (Vest ainsi que, comme nous Pavons vu, 'une des
intégrales auxquelles M. Volterra a é1é conduit correspond & m(¢) == "1 : celle s’applique,
non i l'intégration de I'équation ( 33), mais a celle d’un cortain systéme qui en dérive.

dnn. Ee. Norm., (3), XXII. — MARs 140d. 15
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ment petit, par les valeurs My, Ny, m(0), 1, qu’elles onl au point .
=, étant la valeur positive de = qui correspond au point oir cefte
sphere coupe la ligne L, Iintégrale prise de =, & 0 reste finie quand s
tend vers séro. Quant a l'intégrale prise de o & =, elle peut, d'apres
ce qui vient d’étre dit, se représenter, avee une erreur relative fres

petite, par

Mom(ﬁ)/ g
Yo (aMysT 4= Nyt*)?

T dr ) m

5V s N

=, étant choisi une fois pour toutes, ceci donne, lorsque s tend vers

sero,
A "
(h7) s M = ey
s sV/N,
le signe ~ indiquant "égalité asymplotique.
La méme méthode [ ou Uemploi des formules (42) ou (43)] pourrai
donner la valeur approchée de ¢ Tui-mémes mais on Pobtient immé-
diatement en intégrant Uégalite asymptotique précédente; ona

‘ o I
Wy e logs.
\/1 0
. Iy . . .
Quan( & g son premier terme est de méme forme que celui

Y . . . . ..
de ”[)“;-}’ mais contient le facteur s; il est done fini ef tend vers

mM;

(49" o
7 M, YN,

Cette valeur limite est d’ailleurs nulle si on s’arrange, comme
nous 'avons dit plus haut, pour que M, soit indépendant de 2.

Quant au second terme, qui a méme dénominateur que, etserait,
par conséquent, logarithmiquement infini si le numérateur était con-
stant, il est cependant nul parce que, V étant une fonction holo-

A% , . .
morphe des x, 5 est évidemment de Vordre de s.
23. Ces remarques faites, nous pouvons aborder application des
quantités © et=¢, i la résolution du probleme de Cauchy.
La formule fondamentale qui sert de base i toutes les recherches
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de cette espeee estici (1)

/ / [ [ o5 (a)— w( (o)) dey dey day

“ R
§ Jl AN ol T, -
/‘[ NK -‘ Do dm H-"")’: ()TI_’>~~&~~ Lo |(/l.lf//.-.,

ol R est un volume, S sa surface limite, ou ensemble de sessurfaces
limites; A,, A,, des coordonnées curvilignes sur S5 =, =, =, les
déterminants fonctionnels des coordonnées a par rapport 2, A,
qui sont proportionnels aux cosinus directeurs de la normale i S of
qui doivent ¢tre pris de maniere & avoir respectivement les mémes
signes que les cosinus de la normale dirigée vers Pintéricar de R. La

quantité L a la valeur
5 N Ju; e
L Zu-n-w\,ﬂ' "
o e l)l/
ik

Bw Ju 1)]

La somme = o o st proportionnelle i Ta dérivée de w suivant

la direction C()Il()l/l’l(ll(f v; si v désigne la longueur d'un segment de

(_50[10!‘”14\[(?, on a
1 x> du gl du

- st aam— ey

0 amed ()2 ()7r,- v
y (()II
o,
Plus généralement, v pourra désigner un paramétre quelconque

définissant un point de la conormales A est alors défini par les rela-

tions
/, /l.’l,’,' . 1 ()ll

dv " omy
Nous supposerons toujours le paraméetre v choisi de maniere que /
s0it positif.
Rappelons encore que, si S est caractéristique, la conormale cor-
respondante est tangente & S et n’est autre que la direction de la

(Y) Poir nos Legons sur la propagation des ondes ot les équations de UHydrodyno-
mique, n° 332, p. 318-320. Kn cet endroit, la normale est supposée prise extéricurement
au volume d’intégration : aussi avons-nous changé, ici, le signe du second membre.
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bicaractéristique située sur 8, de sorte qu'on peut prendre, pour le

paramétre conormal v, la variable nommée s dans ce qui préeéde.
Soit maintenant donnée une surface S (vodr la figure) dont e plan

tangent soit extéricur au cone caractéristique ayant pour sommetun

quelconque de ses points, et soith chercher une solution wde Péquation

(o) F(w) = [y, gy 23),

(ot / est une fonction donnée), telle que w el sa dérivee conor-
male %prcnnen(, sur S des valeurs données. Soit, en particulier, a
calculer la valeur de  en un point donné quelconque O,

Nous appliquerons la formule fondamentale & Ta fonetion «, d'une
part, aux fonctions © et @, de Pantre, dans le domaine R compris

Iig. 1.

entre notre surface et une des deux nappes du conoide caractéris-
tique I qui a O pour sommet (*).

(1) Moycnnant bypothése faile sur 8, (out conoide caracléristique, - du moins tout
conoide ayant son sommet suflisamment voisin de 8 — coupe celte surface suivant une
courbe fermée unique et délimite avee clle un volume déterminé, une seule des denx
nappes du conoide servant do fronticre & co volume. Nous supposons, s'il v a lieu, lo
point © placé dans une région telle que ces différentes circonstances aient lieu.
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Plus exactement, soit mence, par le point O, intéricurement a la
nappe en question, la ligne ¢ jusqu’en 0" ( fig. 1). Soient o) un point
situ¢ sur le prolongement de cet are 00, & une petite distance de 073
0y, un point situ¢ sur ¢ une petite distance 4lu point O; I, 7“ Y\
les conoides «:ur:u:t(&risthm\s de sommets O, 0,, 0'. Soit encore 7 une
petite surface analogue & une surface canal, enlour;mL £ : pour hxvr
les idées, nous prendrons pour o le lieu des points pour lesquels la
coordonnée curviligne s, précédemment introduite, a une valeur con-
stante tres pelite s,.

Nous intégrerons d’une part dans le domaine Ry délimité par S
ety en rmnpld ant ¢ par; Cautre part, dans le domaine R, déli-
nnte par I, v,, S et , en remplacant ¢ par ¢,.

24. Nous allons rechercher ce que devient Pintégrale double rela-
tive & o, lorsque s, tend vers zéro.
da, day, day v o
q AT de S S

£y

.. . L., L., .
Soient o, z,, o, les dérivées 2 &4 Jes dérivées g

dx, dr, L., JE .
s £l les dérivées 9.}5 <nn sorte que I'on a sensiblement, pour s
-1 e N g ().’L’; ',«
sensiblement tres petit, =22 = 5, ); D le déteeminant
Oy Oy Oy
l) - C_l .C:‘l E_X H
-t P - ‘
1 Sy Gy
de ces neuf quantités;
(49) ( Ay =82 —53';, A, Ay,
' | Xi=af) — ), X, X,

les mineurs de D relatifs aux ¢léments o, o, a4, £, £,, &, respective-

ment;
(49") Xy=ayés—osZy, X, Xy,

les mineurs par rapport 8 &), &), £, changés de signe, de sorte que X
est la dérivée de X; par rapport i A,

Nous supposerons le paramétre A choisi de maniére i étre croissant
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lorsqu’on tourne dans le sens direct pour un observateur placé sui-
vant ¢ ct dans le sens des ¢ croissants. On aura alors, en grandeur el
en signe, avec une erreur de Uovdre de s*, pour les quantilés =; rela-

tives & la surface o rapportée aux coordonnées curvilignes 0, 2, les
expressions

(H0) s X .

Le déterminant D sera positif.
D’ailleurs les dérivées par rapport aux « sont données en fonetion
des dérivées par rapport & 0, A, s, par les relations

Jd _ A0 . Xi o X; d

dx; D of D ods s o2
(aux termes d’ordre supérieur en s pres); par conséquent, moyen-
nant les valeurs (50), il vient

(51 L Z?}L’iﬂ sO 0V, AV, sL v,
) da; dm; 1 90 D i - v oo

7

ot I'on a posé

- ¢ = ; f\, ())\I‘,l, ,

R NE ol ol
A== ZSX‘})’X’; Z Xi gy

=T X, X5, X4).

On peut transformer ces derniéres expressions a 'aide d'une iden-
tité connue de la théorie des formes quadratiques; en remplacant les
X’ par leurs valeurs (49), on a, par exemple,

7= (X}, X}, X)) A[>(a,,a..,»,,w'::;,a:;,f:::,)»u(\" ‘,’,f) ]
{

\

La quantité § («,, a,, 2,) est celle que nous avons désignée plus

haut [ formule (467)| par AN,, pendant que My est ¢gal i - z : ’; 9%

,-
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et que on a, par conséquent,

S 04 N, dh
— ey s -~ = AM/
21; 0 }d‘), "oy~ ”
i
d’ol
7o Nob( E',,C/,,g,) -AM2.

De méme on a

H( X;. {42, Xu) = N(n‘j(in EJHEZ)) - AM;“; : _AM;";

[ puisque la divection (£,,%.,%,) est tangente au conoide caractéris-
tique|; et, par conséquent,

A DX, X X - AN

Quant au coceflicient ©, nous n’avons pas 4 nous en occuper, car il
n’influe pas sur le résultat.

Nous avons, en effet, & intégrer I'expression (51) par vapport i
et a0, apres Pavoir multipliée par «. Or Pintégrale provenant ainsi
du terme en i)f)» peut se remplacer par la somme d'une intégrale
double et de deux intégrales simples portant sur ¢, : celles-ci s7an-
nulent lorsque la surface o vient se confondre avee Ta ligne ¢, car le
premier terme de la formule (51) contient s en facteur et ¢ n’est
que logarithmiquement infini.

Ne retenons done que les deux derniers termes de (51) : moyennant
a0 9,
a5 ot les valears obtenues
pour Z, A, leur ensemble se réduit i

les évaluations (47) et (47") de

. Ao, sTLov, — 5(E15 Er &)
(5) ST T Ch T TR

Nous aurions pu, d’ailleurs, d’apres une remarque précédemment
faite, supposer, dans le calcul qui précede, M{ == o5 on voit que cette
hypothése n"aurait en rien modifié le résultat.

Intégrons par rapport a A. Le premier facteur de Uexpression pre-
cedente reste constant ainsi que le facteur « par lequel nous devons



120 HADAMARD.

la multiplier et nous avons & considérer intégrale

/’_)LE:L’_':_/-’_’_:Q )= / B2y, diny dzy)

l) (74 Ty y
1 2

.
Z1 Z9 Cy

diy o di, dz

Cette intégrale, élendue & la conique

,‘;(517

20 33) =0,

AR

T . ) . \ r v r T
décrite par le point de coordonnées homogénes g, 2,, 5,, est finie
Ior%quo le point (o, oy, o) est intérieur a cetle conique (comme ¢ est
le cas ici) et égale (puisque A* est le diseriminant de §) i

(33) = ’)Tw____é..__ e Y 14 \/»\A
\/)(71’717/5) e

le signe dépendant du sens dans lequel la conique est déerite.

Dans le cas actuel, ce sens est, comme nous Pavons vu, tel que le
déterminant gui figure au dénominateur soit positif,. Comme il en est
de méme de A et que le point (5], 5,,5,) appartient i la région exté-

. \ " . . .
rieure au conoide, celle ot Pon a A) < o, ¢est e signe qui doit

étee pris devant la quantité (53). Celle-ci vient détruirve le facteur ¢N,
de Texpression (52) et il nous reste, en intégrant maintenant par
rapport & 0,

A 0V, s/ v,
— () =
Inr{x}j/u( Y s > . ol >r/’/u VA u(aydr.

. ~ 1 Jdu ol
25. Les termes ©, Z .
9 ()'1' ()Tt/

en facteur, sont, comme d’habitude, négligeables lorsque 7 est infini-
ment petite.

I’intégrale prise suivanty, devient aussi nulle lorsque co conoide
vient se confondre avee T, parce que ¢, est évidemment nul avee 0
(quels que soient A et s) et que, d’autre part (dapris la remarque
faite plus haut sur la conormale aux caractéristiques ), tous les termes

et Luw, ([!ll ne contiennent que v,
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-

qui interviennent dans Pintégrale relative & y, contiennent en fac-
l)\‘)|
“IIr O —
teur 9, ou Py
Pour la méme raison, les intégrales doubles relatives & IV cta v, se

détruisent (), © et ©, étant égaux sur IV. On a donc

(54) 27{/‘ my/Au(a)dt :f// O fda, de, da,
L Ro-+ Ry

g 9
—}-// [lz (’Q) i—i;—t —u %) + L u‘k‘)] dh, db.,
S-S,

Ry, S, désignant les portions du volume R et de la surface donnée S
intéricures 4 I''; R,, S, les portions de R et de S extérieures a 1Y, mais
intéricures A I', et ol ¢ devra étre remplacé par ©,.

26. Pour obtenir la valeur méme de «, on n’a plus, comme dans la
méthode de M. Volterra, qu’a faire varier le point O sur £ eta dériver
par rapport & la position de ce point; ou encore, ce qui revient au
méme, 4 diviser par T et & faire tendre T vers zéro, par conséquent,
le point O" vers le point O. Le premicer membre de la formule (54)
tend alors vers 2wm w,,.

Le probleme est donc résolu.

Dans cette solution, il est clair que la fonction © n’intervient qu’en
apparence, puisque la ligne £ et la fonction m sont choisies absolu-
ment au hasard.

Est-il possible de faire completement disparaitre © et de mettre en
évidence la seule solution fondamentale ¢? ‘

C’est & quoi 'on peut arciver en effet. Seulement le résultat se
présente alors sous une forme assez différente de celles auxquelles
on est habitué, et sur laquelle il est nécessaire de donner tout d’abord
quelques explications.

A . P, ‘o . oQ
(1) Les dérivées de ¢ sont, en général, infinies sur I''; mais il y a exception pour T

. . , L0
qui est fini et égal & —2.

Les valeurs asymplotiques (47), ({7') sont en défaut an voisinage de 0. Mais on cons-
tatera ajsément quo ceci ne trouble pas les résultats, grace 4 ce fait que les dérivées
de Q1 augmentent alors plus lentement que ne le voudraient les formules en question.

dnn. ke, Norm., (3), XX1I. — Mans 1905. 16
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Prenons, en premier licu, Uintégrale simple

b A
- e
(53) (b — )it ’

olt A est une fonction de a, telle que A(D) = 0, ¢l % un nombre
compris entre zéro et un.

Cette intégrale n’a aucun sens.

I en est de méme pour 'expression

5 B
(56) (0 —x)’
lorsqu'on y faitz =0, si B(b) £ o.

Mais la somme de ces deux expressions peut, au contraire, avorr
une valeur finie et déterminée. Gest ce qui arrivera si on a

(57) A(DY =—a B(b),

et si, de plus, les deux fonctions A et B satisfont aux inégalités de
Lipschitz

(58) [A(D) — A(x) | < (b =), |B(b)—B(x)| < h(h=a)

(k étant un nombre fixe); en particulier, si A et B ont des dérivies
pour & = b.

Moyennant ces conditions, si 'on remplace la limite supéricure d’in-
tégration dans I'intégrale (55), etla variable 2 dansexpression (56),
par b—e, on a une somme qui tend vers une limite quand ¢ tend
vers zéro. [l suffit, pour le voir, de remplacer A par A — A(b) et B

: . , . A(D
par B—B(0), ce qui ne change pas le résultat (:nu terme fini (1(72-)‘
) et
pr&s—}, en vertu de (57).

Sila fonction B est assujettic a la condition d'étre dérivable, cette
somme des deux quantités infinies (55) et (56) peul se mettre sous
la forme d’une intégrale finie, savoir

dB
WA o B - PP (b — )

. 3(«
(59) B(a) k/ d.

(/,__a)az" (=)=
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Le résultat ne deépend de B que par la valeur prise par cetle quan-
tite en b méme, car, si on lui ajoute un terme nul en b et ayant une
dérivée par rapport & x, ce terme contiendra b —a en facleur el
donnera un résultat nul & la limite.

Enfin, comme cette valeur de B pour & = b est donnée par la rela-
tion (57), la quantité qui nous occupe est entitrement délerminée
unc fois qu'on connait A; moyennant les conventions précédentes,
on peut parler sans aucune ambiguité de la partie finie de inté-
grale (55).

27. On peut aller plus loin el considérer I'intégrale

’ A
(.‘)Q)’) "/ -(—/)——:_—*‘-;75'7 /{.I',

o
p désignant un entier positif quelconque, et la fonction

(56") (5*:“1; VT

Supposons que A ¢t B aient des dérivées jusqu’a Pordre p (*). On
rendrait ¢videmment finie chacune des deux quantités précédentes
en retranchant de chacune des fonctions A et B son développement
de Taylor correspondant & la valeur initiale b et arrété apres le terme
en (b —ax)?t.

Pour que la somme des deux quantités (557) et (567) soit finie, il
faut et il sullit que les termes ainsi retranchés se détruisent.

La valeur de la somme obtenue ne contient d’ailleurs la fonction B
que par les p coelficients numériques qui figurent dans les termes en
question.

Comme les conditions que nous venons de trouver déterminent ces
cocfficients en fonction des coellicients analogues de A, on peut
encore parler de la partie finie I'unc intégrale de la forme

(1) Ou jusqu’a Pordre p — 1, les dérivées g/ satisfaisant 4 des conditions analogues
a (58).
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quel que soit le nombre § plus grand que 1. Le seul cas d’exception,
dont nous ne nous occuperons pas pour le moment, est celui de
entier (*).

98. Les symboles que nous venons de définir se prétent d’une
maniére particulitrement simple & la différentiation.

’

Considérons d’abord l'intégrale, finie au sens ordinaire du mot,

b
N - A oy
(60) 1——1/{: U;-::—-z;-)‘& (l.l»,

la fonction A (supposée toujours réguliere) et la limite supérieure b

, N ..o, dl . ' gy .
dépendant d’un parametre ¢. La dérivée i s'obtient sans difficulté en
prenant, comme précédemment, b — & pour variable.

Mais le résultat obtenu, savoir

JA ’ db A
Ala) db ot U dl O
AT 7 AT A
(b—a)* dt (b —a)®
n’est autre que celui auquel on arriverait en différentiant directement
comme si la fonction sous le signe [ était continue, et appliquant
les conventions qui préctdent, car on aurait ainsi

.I/([)———.Z‘)(—gz\: -~—ou\.-(£—]i

‘[ %1 < dz + [""’f}“’“&
; (b—a) (b— x)*

expression qui, écrite sous la forme (59), redonne la premiire. Nous
trouvons donc la partie finie de Uintégrale obtenue en différentiant sous
le signe [ de (60).

Bien entendu, si la limite ¢ était également fonction de ¢, on n’an-
rait qu'a tenir compte de cette circonstance, absolument comme dans
les cas out la différentiation sous le signe [ est classiquement pos-
sible.

db
pety AL

(1) Pour P =1, unlogarithme remplacerait le terme complémentaire (56). Mais la partie
Jinie ainsi oblenue ne serait pas invariante par un changement de la variable indépen-
dante. Elle cesserait complétement d’étre définic pour les valeurs enticres suivantes de p.
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Par contre, aucun terme n’est & ajouter de ce chef si la quantité
sous le signe f présente au point @ un infini de méme forme qu’au
pointb.

29. Je dis maintenant que le méme mode de différentiation s’ applique
« la partie finie de Uintegrale (55") : autrement dit, que la dérivée,
par rapport i ¢, de cette partie finie est la partie finie de I'intégrale
obtenue en différentiant la quantité sous le signe f (sous réserve des
remarques qui viennent d’étre faites quant a la limite inférieare @).

Cet ¢noneé se vérifie immédiatement lorsque A est constant ou
fonction de ¢ seul; il se raméne, dos lors, au précédent en retranchant
de A les p premiers termes de son développement suivant les puis-
sances de & — &, ainsi que nous avons ¢té conduits & le faire plus
haut.

30. Ces considérations s’étendent d’clles-mémes aux intégrales
multiples. Soient, par exemple, U'intégrale double

lefdeS

(o dS est un élément superficiel), étendue & aire S limitée par un
certain contour, dont 'équation est I' = o, et I'intégrale curviligne

J,— f @ ol

prise le long de ce contour. Il est supposé que I' est toujours du
premier ordre par rapport & la distance du point correspondant au
contour, et que le parametre A définit la position d’un point sur ce
contour, de maniere que les coordonnées de ce point aient, par rap-
port & A, des dérivées finies ¢t non toutes les trois nulles. Dans ces
conditions, si, par chaque point de T, on méne une ligne (non tan-
gente & cette courbe), dont on considérera tous les points comme
correspondant & la méme valeur de A, il est clair qu’on pourra rap-
porter les points voisins de I' aux coordonnées curvilignes A et T, et
que I'on aura

(61) dS = K d}. 4T,



120 HADAMARD.

K étant un coefficient fini ot différent de zéro. La valeur de ce coelli-
cient, en un point situé sur le contour, est d’ailleurs indépendante du
choix des lignes A = const.

Supposons, maintenant, que 'on ait

.
P
T wep ?
1]
R
[at-p—1

F, et @, étant deux fonctions régulitres (non nulles en général sur le
contour); p étant toujours un entier positif et o un nombre compris
entre zéro ct 1.

Les intégrales J, ct J, sont alors toutes deux infinies.

Leur somme pourra encore avoir un sens. Pour la définir, on tra-
cera un contour g intéricur a I' (sans point commun avee lui) et 'on
considérera :

1° Lintégrale 7, analogue
de T', mais & l'intéricur de g3

2° L’intégrale /7, analogue & J, et prise non plus le long de ', mais
le long de g.

Silasomme j,+ j, a, lorsque g varie en tendant vers I', une limite
indépendante de la loi de cette variation, cette limite sera dite la
valeur de J, +,.

La recherche des conditions, pour qu’il en soit ainsi, se raméne
immédiatement au probléme analogue relatif aux intégrales (557),
(567) il suffit de remplacer, dans celles-ci, @ par I', & par o,
A par KF, et B par @,. Si les conditions ainsi obtenues sont vérifides
(avee continuité uniforme, quel que soit A, de €y, ®, et de leurs déri-
vées jusqu'alordre p) quand on y donne & A une valeur constante, cf
cela quelle que soit cette valeur, lexpression considérée a un sens,
car elle peut étre obtenue en intégrant, par rapport 2 %, la somme

v J, et ¢tendue, non plus a intéricur

KR,
'l’i}i + /7

o,

(62) dl -+ (et

Inversement, grice au fail que la forme de g est arbitraive sous la
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seule restriction qu’il tende vers T', on voit sans difficulté que la con-
dition précédente est nécessaire.

En particulier, pour p =1, lacondition est que KF, + a®, s’annule
sur I'. La valeur de J, 4+ J. ne contient alors @, q'ue par ses valeurs au
contour, absolument comme il arriverait si les intégrales J, et ), se
présentaient & la maniore ordinaire.

Etant donnée la manitre dont la somme J, + J, se déduit de I'ex-
pression (62), il est clair que toutes les autres propriétés précédem-
ment obtenues relativement aux intégrales simples se transportent
immeédiatement au cas actuel. Ainsi :

La valeur de la somme est enticrement définie quand on donne
I"expression J, : ainsi on peut parler sans ambiguité de le partie finie
de cette intégrale.

La dérivée de Pintégrale

"y
// '(/S

(W ¢tant une fonetion réguliere) par rapport & un paramétre ¢ (qui
intervient tant dans le numérateur que dans le dénominateur et, par
conséquent, dans la forme de Paire d'intégration) n’est autre que la

partie tinie de lintégrale
\[r
// ot (l‘“)

Plus généralement, la partie finie de Uintégrale

C R ‘
J,:f::/ .l..,&_}_i’_ ds

a pour dérivée la partie finie de I'intégrale

F, .
S ot )

31. Bien entendu, on peut, d’une infinité de maniéres, ramener
une somme d’intégrales infinies telles que J, et J, & une intégrale
ordinaire, en introduisant les dérivées de @,. Bornons-nous, pour sim-

¥
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plifier, au cas de p == ¢t supposons I'aire d'intégration rappor{ée i
deux coordonnées z, y telles que dS = dxdy. On pourra, d'une infi-
. . dx AV , o .
nité de manieres, poser®, =M o+ N M et N ¢tant deux fonetions
qu’on pourra, en outre, définir dans toute P'aire S ou du moins dans
le voisinage du contour. L'intégrale J, pourra alors étre remplacée
par la somme de I'intégrale j, et de Uintégrale double

"9 (M Jd [ NY
S5 (15) = 5 (1) | e

prise entre les deux lignes g et I'; celle-ci viendra bien détruire
la partieinfinie deJ,, si la condition précédemment indiquée est véri-
fiée.

On arriverait aisément i des résultats analogues pour p > 1.

32. Cest une somme d’intégrales appartenant i la catégorie que
nous venons d’étudier qui se présente dans la solution de notre pro-
bléme; moyennant les définitions précédentes, cette solution prend
une forme (rés simple.

Nous avons a dillérenticr par rapporta T, pour T == o, puis i diviser
par m(o). Or celle opération, appliquée i la quantité ¢, redonne la
fonction ¢ dont nous sommes partis (*). 1l est des lors claiv que, por-
tant sur intégrale double qui figure au second membre de (519), elle
donne la partic finie de intégrale analogue

‘ du dy 1o
ff ‘Y/L (cr il ;ZZJ> Lo I by iy

Nous allons constater le méme fait divectement en donnant 1'ex-
pression de Uintégrale curviligne qui doit étre ajoutée i intégrale
t-uble. '

Décomposons P'aire S, + S, interceptée sur S par le conoide carac-
téristique I'de sommet 0 en deux parties 8', S” (la premivre intéricure

(1) Ceei s’applique & Vintégrale prise dans Sy. Mais on voit immdédiatement que Iinté-
grale prise dans 8y est infiniment petite d’ordre supérieur au premier en T ( puisque 1,
tend vers zéro avee 0).
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4 la seconde) par une courbe fermée quelconque g. Nous pouvons
d’ailleurs prendre T asscz petit pour que l'aire que nous avons
appelée S, soit tout entiére comprise dans S”.

Sur 8, la dilférentiation sur le signe f est immédiatement pos-
sible.

Sur S” nous introduirons, en méme temps que les coordonnées
curvilignes A, et A,, les coordonnées 0 et A. Soit 0 =10, (ot 0, >T)
la valeur de 0 qui, pour une valeur donnée quelconque de A, corres-
pond & un point situé sur g (fig. 2).

Iig. 2

Les deux termes extrémes ﬁx:)‘% + Lu© de la quantité a intégrer
donnent dans 8” un résultat négligeable : ¢’est-d-dire que I'intégrale
correspondante, divisée par T, donne un quotient qui tend vers zéro
avec 0,.

Nous avons vu, en effet, que ¢ a la forme m—“——,, ol w est finie.

0 —t)*
Nous avons, d’autre part, & multiplier cette qlﬁantitz par le coeflicient
du D (2, e
——m(/z——— -+ L )‘ D((fj’)))[
et a U'intégrer :

Par rapport a ¢, de 04T pour obtenir © (si0 > T), oude o a 0 pror
obtenir©, (si 0 << T);

Par rapport 2 0, de oa 0,;

Par rapport & A, pour toutes les valeurs que prend cette quantité.

Faisant abstraction de cette derniére intégration, nous avons &
intégrer la différenticlle

1
Kododt=Xw(l0—t) 2dide
dnn, Fe, Norm., (3), XXII, — Mars 1g03. 17
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dans le trapbze (fig. 3) compris entre les lignes 0 =0, 0 =0, £ == o,
t="T.Or, le résultat de cette intégration est égal au pm(lull de T par

une valeur moyenne de Kw /0, —¢.

Fig. 5.

Observons tout de suite que le méme calcul s’applique, dans la for-
mule (54), & lintégrale triple, de sorte que celle-ci peut étre diffeé-
rentiée sous le signe f.

. ;Ao

33. Passons au terme An- -

En un point quelconque de la courbe T, trace du conoide caracté-
ristique de sommet O sur la surface S, ou, plus généralement, en un
point quelconque de Vaire 87, la surface S et le conoide caractéris-
tique 0 = const. sont sécants entre cux. Sidone nous' crmsi(l(*mw le

dr du
segment dont les composantes suivant les axes sont /z boh=t b

ce segment pourra, d’une infinité de manicres, «-tro d(mmpnw en
deux, dont P'un soit tangent & S, autre au conoide, de maniére &
donner licu aux équations

clx2 ().1,2 dazy Oy o, 0L,

(63) Il-[—l; = A — 00 +B~‘T+0€';j‘x~l'()“‘(i;7
L daxy, ().r da o, o

/ s - 'i 3 oot ] . “;__ﬁ.

dv Ay B J. e oA -+ os

Dans ces formules, les symboles 0 ¢t ¢ désignent des dérivées d’es-
peces différentes. Les dérivées ¢ sont prises sur le conoide caractéris-
tique, A, set 0 étant considérées comme trois variables indépendantes;
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les dérivées 9 sont prises sur S et la quantité s y est regardée comme
unc fonction de 0 et de A définie par 'équation de cette surface.
Dans I'expression de la dérivée conormale de ©
dQ Jv o9 ¢

‘ AN A AL LA
(64) h v ~“A()O +B Jdh e +(3r‘55'7

nous pouvons négliger les (rois derniers (ermes. En effet, les trois

dry Qx, dxy r)r, oy Oy (r}.zrl 0.y 02y
dlf'(‘(JUODﬁ < )7\ ()7:7 —(7-[ ) ==y e o | ey e -(3-5— ¢lant tan-

r)l oA oA \ 08 0s
- (e e e e dv O
gentes au conoide caractéristique, les dérivées S5 5w e sont

1%
infinies que comme ¢ lui-méme (c’est—h-(lir(s comme T7 %),
On peut donc traiter les termes qui les contiennent comme nous
avons traité plus haut les termes en ¢ : la partic correspondante du
quotient

a9 A9 (D (%, )] .
(65) T ff/zu — A, d)z-d / /u i DTy dh )

peut étre rendue aussi petite qu'on le veut, et cela quel que soit T,
en prenant la courbe g asscy voisine de T'.

Remplacons donc /L par son premier terme A - La quantité A,

dépendant de la forme dc la surface, peut étre suppobw dérivable. De
plus, il y a lieu de faire la méme hypothese sur les valeurs données
de u. C’est, en effet, ce qu'on admet implicitement lorsqu’on choisit i
volonté la direction suivant laquelle on suppose que w a une dérivée
donnée. On peut donc intégrer par parties, par rapporti 0, et (puisque
Q, est nul pour 0 = o et que v =, pour 0=T)écrire, en posant pour
simplifier

D(717 7 )

Ki=4 D2, 0)

I)O\n}z) A%
m'l f/A D, 0) | 00 an df
= f/K1z¢_czM0- ‘,_l_,[// K,y u cl).—-—j'/'ﬁ‘)——()(fj,}'"')dld/)],

ou I'intégrale curviligne est prise suivant la courbe g et oltla derniere
intégrale double est encore infiniment petite avee 0,.
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Si, d’ailleurs, au lieu d’admettree Ta dérivabilité de «, on supposait
seulement que K, et «, par conséquent aussi leur produit, salisfont
a la condition de Lipschitz, on arriverait encore & laméme conclusion,
a savoir que U'on peut substituer i Uintégrale (65) lintégrale curvi-

ligne x
—_— f]\'lul.')(ﬂ.,
mT )

il suffirait de remplacer I'intégration par parties par une application
convenable du second théoréme de la moyenne.

¢

Comme, sur g, le quotient ,—3-—1- tend vers ¢ pour T infiniment petit,

on voit que 2wyAu, est la limite vers laquelle tend (lorsque g tend

versT') la somme
{ { . T .
<vf-—(f—~ “ {/”> - L uc'l //l.l/I/.2r|—~/ K,wedl,
44"

/[fc/(ll,,({.lvd‘z.,—i«/// '

Moyennantles conventions précédentes, ceci peuts’éerire (en appe-
lant S la portion de la surface donnée intéricure au conoide I7)

(66) 27?\/3((0 ::/]/.(f(l.x:1(lw.l({‘r-J
R’
?ff [/I (u du _ I;‘) Loy ‘ Ay cdy -4 -Klm' (/7.‘
dv v Jp
" o e ’/l//, //( .
_ff‘/“vfdx,rl.vzcl.na—k- /l “/z <c - = > 4 Loae |/(7‘,([/.2,

le signe [ s’énoncant partie finie de.

Nous savons d'ailleurs que’expression ainsi obtenue de «, peut étre
remplacée par une intégrale double ordinaire, si 'on suppose les va-
leurs données de u dcmvable&. et si Ponintroduit leurs dérivées prises
sur S, ou encore, si I'on retranche des valeurs de ¢ & U'intéricur ses
valeurs sur le contour, comme nous le ferons plus loin.

34. L'intégrale double déterminant Pintégrale curviligne, nous
pourrions nous dispenser de calculer Je (,ocffu.,anK,. Proposons-nous
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néanmoins de trouver, pour 'intégrale curviligne, une expression olt
ne figure plus la forme de laligne ¢ .

A est, tout d’abord, donné par la relation (64), en y remplacant <
par I'. Cette derniere quantité ayant sa dérivée nulle suivant toute
direction tangente au conoide caractéristique, il vient

. dU df  dy [~ O\ db IR
(67) Al ar 7/"1‘(2“"%7) VF(Z“"JG)‘
i i
sl . 1 A s >
Nous avons le droit d’écrive ~po au lieu de TaFT grace ace fait

(%)

\

que, I' et 0 s’annulant sur le méme conoide, leurs différentielles sont

proportionnelles en tout point de ce conoide |.

De cette valeur de A, nous déduisons celle de K,

. D2, 2) |5 [~ ol
(68) -—~»(..”- 2) —_ ZTL'[-—,- )
D, 0) |l a0
laquelle est bien, comme il ¢tait évident @ priori, indépendante du
choix des coordonnées curvilignes A, A,. On a, en effet, parexcmple,

- (2,2 " D (g, 2y)
U0 | T (R )

ou, en introduisant la variable T au lieu de 0,

. A9 | D(0,,7,)] D (wy xy)
(69) TAT D) | T T D, 1)

II est toutefois nécessaire de fixer le signe 4 prendre au second
membre de cette formule.

Nous admettrons encore que le sens des A croissants est celui qui
fait parcourir notre nappe de conoide dans le sens direct, ¢’est-a-dire
avec une rotation directle par rapport & un observateur ayant les pieds
au sommet de lanappe etle corpsdans Uintérieur de cette nappe. Gest
une convention que nous avions déja faite plus haut, ot elle n’inter-
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venait d’ailleurs qu’incidemment et n’influait pas sur le résultat final;
il n’en sera, bien entendu, plus de méme ici.

Moyennant cette convention, comme la normale intérieure & S en
un point quelconque (celle dont les cosinus directeurs ont les mémes
signes que T,, T,, T;) est du méme coté de S qu’une nappe de conoide
ayant pour sommet ce point et tournée en sens inverse de la nappe I
a l'intérieur de laquelle nous intégrons, les directions (w,, w,, ;)
(%%7 %%?7 %) (laquelle est tournée vers I'intérieur de la nappe I'),

(%, 22, 0
ok~ Jdh" JA

C’est donc le signe — que I'on doit prendre dans la formule (69),
et 'on a

) forment un triedre direct.

or oI dr

/ | 02y dxy Oy
(68 K= o0k oL Ok
LU
JaG, 9, 0G,

Mais on a ¢évidemment

, 0y
oA

de, .y

( ..(}j:_. - (,“ —(-)?\_ =0

e (,2

et, puisque I est caractéristique,

. OH oH JH
Gy Z)'C:+C“m "%-ng—(;;

== 0,

Oz, Q_Ii__ dz, ﬂl_ dz, ﬁ)_I_I__‘i)_r_l ol oz, ol dx, O lone
g 9T, Ok G, Gk 9C, 9% 9GOk JC, ~ a% ac, Sontdone pro-
portionnels & 2C,, 2C,, 2C, : la formule (68") nous montre <cn tenant

ye ey ox , dx . o, A .
compte de 'identité G, -ar’ +(Jz-a~[¢” +(,,,—()—l~,~’ == j) que le facteur de

proportionnalité est précisément la quantité cherchée K, .
La formule (66) s’écrit donc encore [en imitant une notation bien
connue dans la théoric des fonctions abélicnnes et employée par
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M. Fredholm dans le Mémoire préeédemment cité (*)],

(66') 2mup= / f / of dydzde,
18

ky ke ks
dx, dzx, dz,
JH JH 0oH

du dy J(T, (7(: (7(:;
4= f[ [/L <¢ il ;[—;;> +LN(]dlid}w_./[:?-(/ﬁ(:l—*'l"2(12+/(303)

ot k,, ky, £, sont des nombres arbitraires et qui n’interviennent qu’en
apparence, et ou 1l est rappelé que, dans I'intégrale curviligne, la
courbe I' d’intersection de S et du conoide caractéristique doit étre
suivie dans le sens direct sur le conoide.

35. Appliquons ceci aux deux équations simples (33) et (34). Le
conoide caractéristique est ici

I o (g = )t = (= @y )= (g — aty)?=2 0,
et ses différents points peuvent se représenter par les formules

& A P e0s
&£yt 1 Sing,

Ayl ET,

rdésignant un nombre positif ¢t € ¢tant égal & + 1 ou# — 1, suivant
que la nappe considérée est tournée dans le sens des 2, croissants ou
des @, décroissants.

Il vient alors facilement

ky by fy

dry daxy, duy

o ot on
JdCy  dG, JdG

- == g7 do.

(e, Gyt Jeg Gt Ty ) erag

(1) Acta math., t. XX, p. 7.

ugy
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Mais si e = -+ 1, le sens direct surle conoide correspond aux g crois-
sants, et ¢’est le contraire qui a lieu si e == — 1. Si done on convient
de faire toujours croitre 'angle ¢, on devra, dans tous les cas, ajouter
a I'intégrale double prise sur S Uintégrale curviligne

key ky ks

dry, daxy day

OH oM oI

0C, 9C, oG, L / s
70) —f2(/:1C;+/r2()?+/i',,i)a)m'——r wor ds.

En ce qui regarde I cquatlon (33), nous nous bornerons au cas ot
est le plan des z, z,, ¢’est-d-dire au probléme résolu par la formule de

e f Par 1IN Q5 mar ey , " T PN A )
Poisson et Parceval (*). Si, par exemple, @, est pomuf, onalk:, = Py
Comme ¢ estici égal a -, /z scm égal Al %, Laire d’ intégration est

yr

celle du cercle de centre (a,, az) et de rayon a,. On a donc (en rap-
portant ce cercle aux coordonnées polaires r et g et faisant o == 1) :

(71) 2Tty == // l‘ ((lll: ”3 rdrdy - ((,/ _l—/”(/‘cpe
VI l‘ 5

formule qui resterait valable pour a, < o, acondition deremplacer «,
du

par | a, |< étant égal & == -——>

1l estaisé de remplacer les intégrales infinies qui figurent dans cotte
formule par des intégrales de forme ordinaire (en supposant, bien
entendu, que les valeurs données de w satisfassent a la condition de
Lipschitz). 11 suffit de retrancher de la valeur de wen chaque point la
valeur ' que prend cette méme quantité surle cercle i 'extrémité du
rayon qui passe en ce point. Il vient ainsi aisément

d
(72) 2T UG __/f [\./'.E .E;E.__ 1_66'4] (-~ )J rdrdy »{«/ wdy.
12

(1) Poir le Mémoire de M. Volterra : dcta math., t. XV, p. 214-215.
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36. Passons & I'équation (34). La solution fondamentale est

PAREE

pe= ST L ChKT.

2 y/T i\

Cette solution bien simple nous fait cependant comprendre comment
M. Coulon a eu tant de peine & ¢tendre au cas actuel la méthode de
M. Volterra. Il est clair, en effet, que son intégration par rapport i z,
est compliquée el ne peut s’effectuer sous forme finie & Paide des
transcendantes usuelles. Nous voyons, par ce qui précede, que cette
intégration est inutile et qu’il suffit, pour arriver au résultat, de sub-
stituer Ta quantité ¢ que nous venons d’¢erive dans la formule (66'),
la relation (70) restant d’ailleurs valable.

SiSestle plan des @, @,, on aura (en tenant compte de ce que le
cosinus hyperbolique est égal i 1 au contour)

4 ! : W g : YL T \« LR ° * 1 [r
et Lh \/hl du Lty ( G _V'll\”l,. : VK “’l“\/‘\,lq w | rdrdy -+ | ay) u (._j/
yr v oy I Vi

L%

ou encore, sous forme entiercment finie,

ATy = (‘h \/f& l (/I[:(. . I(/:" “h\/l\ : ! [ VK SIl)‘\/]\ L wlrdr (lCP
V1 oy [ :
) 2 ! "
e | ety | / / »(“~ 4 “ )/' dr dey - / ' dy.
S e .

37. Dans le cas olt S est caractéristique ou formé de portions de
caractéristiques, on sait qu’il suffit de connaitre sur S les valeurs
de «, en fonction desquelles nos formules donnent u,,.

On peut aisément les transformer, dans ces conditions, de manibre

a ne faire figurer sous le signe / que u lui-méme. Nous ne nous
0CCUPETons pas ¢n ce moment de ce caleul. Par contre, nous remarque-
rons que la solution fondamentale posséde, relativement a I'échange
des deux points dont elle dépend, la méme propriété que les fonctions
connues de Green et de Riemann.
Soit, en effet, O, le sommet d’un conoide caractéristique dont une
dnn. Eeo Norm., (3), XXI. — Mk 1905, 18
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nappe I', contient le point O a son intérieur (fig. 4). Formons la
solution fondamentale

U
U= ——=
VT
de I’équation donnde (2), relative i ce point. Plus généralement, for-
mons la fonction « correspondant & chaque point d’une ligne £, issue
de O, et intérieure a T',. Nous pourrons alors construire la solution

T,
(73) ’(‘):f n(t)wde
) 0

analogue & © (¢, désignant le parameétre qui définit la position d’un
point sur ¢,). De méme que, pour les points situés entre I' et le
conoide I' de sommet O, nous remplacions © par ©,, nous réduirons
le second membre de la formule (73) a sa partie réelle o, en tout
pointsitué entre I'y et le conoide caractéristique I', quia pour sommet
le point O, extrémité de la ligne d’intégration.

Appliquons aux deux fonctions © et ¢ ainsi définies la formule
fondamentale (48), dans le volume intéricur i la fois aux deux nappes
caractéristiques I', 'y ( fig. 4). 1l est clair, comme précédemment :

I'ig. 4.

0

1° Que les deux surfaces de passage I", I, n’interviennent pas dans
le résultat;

2° Qu’il en est de méme des frontieres I', I', sur lesquelles s’an-
nulent respectivement © et ©.
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La formule se réduit done &

27 [I)L\/&t)dt:::?/ﬂ.‘f /A dt,.

o
J\, 1

St nous faisons tendre T et T, vers zéro, apres avoir divisé par TT,,
il viendra
14 \/A() gy Y \/A(y-

Il convient de diviser cette relation par A, A, et d’écrire

y - Yy

(74) s T e
Vay VA

Ainsi la propriété d’échange a lieu, non pour la fonction ¢ définie
comme nous avons fait jusqu’ici, mais pour cette fonetion divisée
par la racine carrée de la valeur du diseriminant an point singulier.

37 bes. L'équation (74), ayant ses deux membres analytiques par
apport aux coefficients, @ aussi licw dans le cas elliptique, ot elle serait
peut-6tre malaisée i démontrer directement.

38. Il resterait & faire la synthese des solutions précédentes, ¢’est-
a-dire & montrer qu’elles vérifient bien toutes les conditions du pro-
bleme. On sait que cette partic de la question n’est pas sans présenter
quelque difficulté. M. d’Adhémar est le seul qui s’en soit occupé pour
Iéquation (33); encore n’a-(-il fait la vérification que pour les con-
ditions aux limites, en laissant de coté I'équation aux dérivées
partielles clle-méme. Nous renverrons & un prochain travail cette
vérification, laquelle sera manifestement simplifice dans une large
mesure par les théorémes précédemment établis sur les parties finies
des intégrales infinies.

39. Les résultats que nous avons obtenus nous permettent d’éluci-
der immédiatement la question du principe de Huyghens pour les
¢quations & trois variables.

On sait que Péquation des ondes sphériques se distingue de celle
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des ondes cylindriques, ¢’est-a-dire de 'équation (33) par un carac-
tére remarquable. La solution du probleme de Cauchy, les données
étant distribuées sur une multiplicité S, ne dépend point de celles de
ces données qui sont relatives aux points de S intéricurs & T', mais
seulement de ce qui passe aux points situés surI' : cette solution ne
contient pas d'intégrale triple, mais seulement des intégrales doubles
étendues » la multiplicité d’intersection de S et de I'. Cest ce qui
constitue, pour I'équation des ondes sphériques, dans les espaces
23,5, 7, ... dimensions le principe de Huyghens.

On ne connait, jusqu’a présent, aucune autre équation pour
laquelle cette propriété ait lieu.

Yai précédemment établi (') qu’il ne pouvait y en avoir aucune
pourn = 2.

1L n’en existe pas non plus pour le cas de trois variables indépendantes.

Le principe de Huyghens exigerait, en elfel, que «, fit nul toutes
les fois que les données aux limites seraient nulles sur IY, leurs valeurs
a lintérieur de Paire d’intégration étant quelconques.

Or, ¢’est ce qui, dans la formule (66), ne peut évidemment pas se
produire.

40. Par contre, on remarquera, dans cette formule, Pinflucnce
prédominante exercée par les données voisines du contour.

Ce sont méme les termes correspondant i ces données qui, dans
des circonstances assez générales, donnent leur signe au résultat.

En effet, la conormale v étant intérieure au conoide caractéristique
qui a pour sommet son pied et, plus précisément (*), & la nappe de
ce conoide qui contient le point O, on a

d al
(75) —1- <o.

v

(1) Sur Vintégrale résiduclle ( Bid. Soc. math. de France, 1900).
(2) Etant donnée la manidre dont a 66 éerite la forme Il (4 savoir avec un carré posi-

tif et deux négatifs) la conormale est du méme colé de S que la normale qui lui a donné
naissance.
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D’ot, si la surface S et le point O sont assez voisins I'un de I'autre,

hi ﬁf —Le>o.
dv

. du
Par conséquent, pour —, Cconstamment nul et « constamment

positif sur S, I'intégrale double seule donnerait, au voisinage de S,
IJ-O <01

résultat évidemment absurde.
Il faut donc que I'intégrale curviligne

/.K,uv dA

soit négative, co qui est évident @ priors, puisqu’elle doit compenser
[a partic principale de Pintégrale double, et qui apparait d’ailleurs
y - : » y 17y heralito [
sur la formule (67), en vertw de Uinégalité (75).
Mais, de plus, il faul que ce terme négatif soit prépondérant.
(’est ce que Uon vérifiera aisément sur la formule (71) en y faisant
du

- () W= )
v ’

FLRRATOUM.

Page 108, ligne g en commengant par en bas : au licu de : ol z est une fonetion holo-
morphe, lire : olt e est une fonclion holomorphe.



