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R E C H E R C H E S
SUR LES

S O L U T I O N S F O N D A M E N T A L E S
ET L'INTÉGRATION DES

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.
( DEUXIEME MÉMOIHK. )

PAR M. H A D A M A R D .

III. — Le cas hyperbolique pour /?/-=3.

•I.5. Dans un premier t ravai l , nous avons démontré, pou r toute
é q u a t i o n l i n é a i r e du second ordre,

, , -;/ , v^ à2 ( / ^ au ,(,) J(,)^^,^^+^

l'existence d 'une solut ion fondamentale de la forme

(19) u^\a)^Ul^ ^-^^

OU

( i f Y ) ^ (^ | a )=[ j r^+ U i i o g r
(suivant la parité du. nombre n des variables), dans l aque l l e F est le
carré de la distance géodésique du points à un point déterminé quel-
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conque a, relative à l'élément l inéa i re ( 1 )

5 (dx^ d.v^ ..., ̂ r/, ; ̂ i, .... ̂ n ) : A.

Cette solution est la généralisation n a t u r e l l e du potent ie l élémen-
taire et possède les mêmes propriétés pour les équat ions du type
el l ip t ique .

Je me propose, cette1 fo is , de l 'appliquer à l 'étude des équat ions a
trois variables du type hyperbol ique .

La méthode appliquée jusqu' ici aux, équat ions de cette n a t u r e (de-
puis les travaux de KirchhofT et de M. Vo'iterra jusqu 'aux récentes
Thèses de MM, Coulon et d'Adhémar) diffère, en un point impor tan t
de celle qui, est employée dans la théorie du potentiel .

Cette dernière repose exclusivement sur la so lu t ion f o n d a m e n t a l e
singulière en un point , celle q u e nous avons d é f i n i e dans ce q u i pré-
cède par les formules (19) ou O^).

Les intégrales employées dans les travaux que nous venons de
rappeler sont d i f f é r e n t e s . Klles ne sont pas seu lemen t i n f i n i e s sur un
conoïde carac té r i s t ique , mais p résen ten t , en ou t re , u n e li^ne ^ifigu-
llcre réelle in t é r i eu re à ce conoïde,

Or cotto ligne singulière, qu i s ' i n t rodu i t nalurel le inent par Fori-
gine physique de la ques t ion , est, analyt iquement par lan t , sans au-
cune liaison avec l 'équation.

Prenons, par exemple, l 'équation des ondes cy l ind r iques

^ ô^u (PU à^n
(66) 1 ^+^^_^^o,

où la variable x^ représente le temps. La l igne singulière est alors
représentée par les équations x^ == a^ x^ = a^. Mais il existe une in-
finité de changements de variables l inéaires qui n'altèrent pas la (orme
de cette équation. Si Fon efîectue l 'un d'eux, la ligne s ingu l i è r e pré-
cédente est remplacée par une autre droite de d i rec t ion absolument
quelconque, pourvu qu'elle sait intérieure au conoïde.

(1) Rappelons que, Ïï étant la fbrmo quadratique dont les eo'efïîeients sont lear^^, A esi
le discriminant do II, et f) son adjointe,
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11 existe, d 'ai l leurs, d 'autres changements de variables non linéaires
(analogues aux inversions de l'espace) qui conservent l 'équation (33).
La ligne singulière dev iendra i t alors une conique.

16. C'est dans ce caractère artificiel de la méthode employée qu'il
faut voir la source des difficultés qu'a présentées la général isat ion de
la méthode de Biemann, alors que le problème étudié, celui de Cauchy,
est le plus simple de la Physique ma théma t ique .

On sait que la méthode de M. Volterra ne fourni t pas directement
les valeurs de la solut ion cherchée, mais bien une certaine intégrale
définie portant sur ces valeurs. Ces dernières, dans le cas de l 'équa-
t ion (33), se déduisent de là sans difficulté par une d i f f é ren t i a t ion .
Mais, lorsqu'il s'agit de l 'équation

,„,, (T-u (Y-it à2 u ^
w) ^^^J"^^4-1 '^05

c'est seulement par une savante méthode d'approximations successives
que M. Coulon (1) parvient au même résultat . Il arr ive à retendre au
cas où la constante K est remplacée par une fonction de x^ x^, .r;,,

i • ^ i , an. ( ) ( ( • au . , ,mais non pas a celui ou les termes en "".—? -.—? -.— existent.1 Ôx^ ()x^ ôx^
M. d'Adhémar (2) trai te ce cas plus é tendu . Seulement les résultats

qu'il obtient, l u i aussi , par un jeu d 'approximations successives^ n 'ont
plus la môme.s ignif ica t ion que ceux des auteurs précédents. I l ne
s'agit p lus d'une solution particulière qu i , formée une fois pour toutes
pour chaque équation, fa i t reconnaî tre l ' intégrale cherchée, quelles
que soient les condit ions in i t i a les : le calcul d'approximations suc-
cessives suppose ces cond i t ions données des l 'abord, et doi t être re-
commencé si on les change.

Mais, d'autre part, le cas t ra i té par M. d'Adhémar n'est pas encore
le cas général. Si l'on veut étudier celui-ci, il est impossible d'admettre
que les dérivées du second ordre a ient leurs coefficients constants .
On arriverait probablement à généraliser la méthode de M. d 'Adhémar

( ï ) Thèse, n° 16, p. 43-45.
( 2 ) Thèse, 3e partie, Chapitre Ï I ; Kull. Soc. math. fi\, 1901, t. XXtX, p. KJO-ÏO!)-
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dans ces nouvelles circonstances; il e s t ce r t a in» néanmoins , que celles"
.ci seraient un obstacle de plus à la formation des ap[ ' )roxiinalions suc-
cessives convergentes.

17. Toutes ces difficultés t i ennen t un iquemen t à la défectuosi té de
méthode signalée tout à l'heure : elles disparaissent d 'el los-rnernes,
lorsqu'on emploie la solution fondamenta le (19), et la méthode dev ien t
immédiatement applicable à une équat ion quelconque (1), a i n s i que
nous allons le voir, en nous bornant toutefoisy pour le m o m e n t » au
cas de n = 3.

Ce n'est pas que les calculs auxquels nous serons condui ts diffèrent,
essentiellement de ceux auxquels nous ta is ions al lusion tout a Flieuro :
plus part iculièrement, de ceux de M. Volterra. On retomlH'mut exac-
tement sur ceux-ci en t ra i tant , comme nous a l lons r i n d i q u e r , l ' équa-
tion (33). La seule di f férence est que la s o l u t i o n pa r t i cu l i è re q u i l e u r
sert de base ne sera poin t considérée en e l le-même, mais dédu i t e de
notre so lu t ion fondamenta le , dont el le dér ive par u n e q u a d r a t u r e .

Partons, on eflet, de l ' équa t ion (a) ou, plus généra lc^ment , de
l 'équation

(2 /) ^)=/(^^^)î

soit
(35) Ç(r )=o

l'adjointe de (2). Désignons par ^{x \a) =s ïr^ la solut ion fonda-
mentale de cette adjointe, singulière sur le conoïde caractéristique
de sommet a ( a ^ , ci^ a^).

Faisons ma in t enan t décrire à ce point a un segment do lignons
dont les différents points sont définis par les valeurs d 'un paramétrer
l 'une des extrémités 0 du segment, ,correspondant à l a ' v a l e u r s :=; o,

(1) N'oublions pas, toutefois, que los méthodes d'approximations de MM. Coulon (ît
d'Àdhémar s'appliquent à des équations à coofficientg non analytiques, que n'îllidril pîm
jusqu'à présent la méthode actuelle, fauto devoir démontré, pouree cas, rexïBtonco'do
la solution fondamentale.
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l 'autre G' à la va leur t == T ( l a q u e l l e sera supposée p o s i t i v e ) , el for -
mons l'expression

(36) V-: fX') ::: f ni i'( ,r j a ) dt.^

"\-

oû m est u n e f o n c t i o n de / seul (de sorte (pie V) est f o n c t i o n de ,r
u n i q u e m e n t par la présence des coordonnées de ce p o i n t dans la
fonct ion e).

La l igner sera q u e l c o n q u e . Toutefois , sa d i r e c t i o n en chaque p o i n ï
sera supposée in té r i eu re au cône caractér is t ique en ce p o i n t . I l est
presque évident que , dans ces c o n d i t i o n s , la l i g n e j^ tout en t iè re est
i n t é r i e u r e au conoïde ca rac t é r i s t ique ayant p o u r sommet l ' u n que l -
conque de ses po in t s , 0 par exemple. C'est ce1 q u ' i l est aisé de v é r i f i e r
en r e m a r q u a n t qu'en tout p o i n t P i n t é r i e u r au conoïde caractér is-
t i q u e F() == o qu i a p o u r sommet 0, le plan tangent à la sur lace
F(, --•• const . est, grâce à l ' équa t i on (î8), extérieur au côue caraclé"
r i s t ique en P et ne peut , par conséquen t , c o n t e n i r la tangente a ^.

Si le p o i n t s est tel que le conoïde caractér is t ique issu de ce p o i n t
ne rencontre p^is ,»^, ^ sa t i s fa i t v i s ib l emen t a l ' é q u a t i o n (35).

1<S. Si, au contraire, le conoïde ca rac té r i s t ique de sommet ^ c o u p e
la l i ^ n e ^ e n un point œ, correspondant a une valeur 0 du pa ramè t re /,
ou se trouve dans un cas ana logue à c e l u i de p l u s i e u r s in t ég ra le s
dé f in i e s , connues en Phys ique m a t h é m a t i q u e , telles q u e l ' i n t ég ra le de
l 'équation d'EuIer (1), ou encore les so lu t ions de l ' é q u a t i o n (33) con-
sidérées par M. Levi -Civ i ta^) . Supposons, comme nous le ferons dans
t o u t ce q u i su i t , l ' équa t ion écri te de m a n i è r e que l 'on a i t

pour deux po in t s tels que chacun d 'eux soit i n t é r i e u r au conoïde
caractér is t ique issu de l 'autre : a u t r e m e n t d i t , de manière ( lue le dis-

( î ) DAJUîOlîX, Leçons sur la théorie des .vuî'faccs, t. Il, 1 1 ° 3r>/i-, p. C>(L

( î ) Swrn ww classa (il inte^rrUi dûll.' (ïqnazione. A2 —— •"= <-—— --^ ^—('Nuovn r7-
0 J 1 ()fî. '̂2 1 i)y% ' - ' 1 1 •' '

rncnîo^ soric^ 4» t" VI; 1897).
Afin. Ih' A'orm,, (3), X X Î Ï . — MABH r()o5. \.^
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c r iminan tA de la forme H soit posi t i f . Celle forme se composant d ' u n
carré positif et de deux carrés n é g a t i f s . Supposons de p lus q u e le
point x soit in té r ieur au conoïde de sommet 0 : i l est , d ' a i l l e u r s ,
convenu que œ est le point ( u n i q u e , d'après ce q u i précède) où la
l igne occupe celle des nappes du conoïde de sommets* qui c o n i i e n i 0
à son intérieur. L'intégrale ^ sera une imagina i re

•^:=^ -h r^a

dont les deux termes \^ et r<^ correspondront aux deux arcs (.)(»>, c»)0\
en lesquels ̂  est partagé par le point co. Chacun de ces (.ormes, ei, eu
particulier, le premier ( 1 )

r°
(W) ^1= ^ m^(x\a}df,

0

devra être une solut ion de l 'équation (, '=-=0. C'est t o u t e f o i s ce q u ' i l
est nécessaire de vér i f ier d i rec tement , à cause de la s i n ^ u l a r i f . é que
présente, à la l i m i t e supérieure d ' in l ég ra l ion , la fonc l ion t\

Nous ferons aisément ce l t e vé r i f i ca i ion en n ipporh in i le p o i n t .r a
un système de coordonnées f o r m é de la maniè re su ivan te :

Le point d) est le sommet d 'un eonoïde c a r a e f é r i s d q u e , q u i nasse
par le point x. Sur ce conoïde, les di l Ïerentes h i c a r a c t é r i s t i q u e s
peuvent être considérées comme correspondant , aux dilîérenl.es valeurs
d 'un paramètre X. Sur chacune d'elles, la pos i t ion , les d i i Ïe rents
points correspondront aux valeurs du paramètre A* précédemment
i n t r o d u i t . Il entre, il est vrai. une a r in i ra i re dans le choix de ce
paramètre, lequel n'est déf ini qu'il un fadeur cons tant près sur
chaque bicaractéristique. 11, est c l a i r que ce f a c t e u r peut avoir élé
choisi, pour chaque point oj de la l igne ̂ et pour chaque bicaractéris-
tique issue de ce point , de manière :

i° Que la nappe du conoïde caractéristique à laquel le est in té r ieure
la1 direction des / croissants sur la ligne ^corresponde a des valeurs
positives de s;

( 1 ) Ce terme ̂ i est celui qui in ter vient dans la solution du problème îtUàwir( vivant
la dénomination (Je M. (TAdhémar). Le ternie ̂  s'mfcroduiniil à propos du problème ex-
leneur, dont nous ne nous occuperons p<»s actucileniem,
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^° Que les valeurs de ^—^5 ^12? ^-2 (ou encore les valeurs de T T » , ,^ c/.s* ds* c/^ x °
^02» ^oî ï) ' prises au poin t 03 sur la b icarac tér i s t ique (A) issue de ce
point , soient des fonctions régulières de X et de 0;

3° Que ces trois quan t i t és ne soient jamais n u l l e s à la fois, de sor te
que la somme de leurs carrés, par exemple, ne soit j amais infér ieure
à un nombre positif fixe, quels que soient 0 et A.

Dans ces condi t ions , nous pourrons prendre comme coordonnées
curvilignes du po in t x les valeurs correspondantes de 0, À et -v- Non
seulement x^ ^, x^ seront des fonc t ions régulières de 0, À, .y, mais
l 'inverse aura lieu tant qu'on ne sera pas au voisinage de .̂

La quan t i t é T(x\a), formée avec le point x et un p o i n t quel -
conque de ^ (déf in i par une va leur de /, supposée in fé r i eu re a 0 )
aura la forme

(37) r(.r; a ) = ( 0 - Q G

(où G sera une fonct ion régulière non n u l l e p o u r ^ = = 0) et, par con-
séquent, on aura
(38) m{t)^.x\a}^w{0,^s,t)(0^t)\

où w est régulier.
Quant à l ' équa t ion (35), puisque la va r i ab le 0 est carac tér i s t ique

et la variable ^ bicaractér is t ique, e l le aura la forme

/ / ^ 6ptî / ^(; r> / N
(^0) ^^+^^(.)=0,

où (n ne con t i en t pas de dérivées par rappor t a 0.
Pour que l'expression (38) puisse satisfaire à l ' équa t ion (4o), i l

faut que a -y- •+- bw soit n u l avec 0 — / . Si l 'on t i en t compte de cet te
remarque, i l su f f î t de fa i re , dans l ' in tégrale f)^ le changement de
variable

(moyennant lequel la d i f f e r e n t i a t i o n dans le signe/ n'offre plus de
dif f icul té) pour constater que ^, est bien une so lu t ion de l ' équa t ion
adjointe. Nous verrons d'ailleurs plus lo in que ce fai t doi t être consi-
déré comme évident a priori.
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19. Nous avons considéré la fonc t ion \'^ en u n p o i n t ( l i s t a n t de ^.
Examinons comment se comporte cette même fonc t ion lorsqu 'on
s'approche de ̂ .

Supposons le po in t s vo is in d 'un certain p o i n t (a^ a^ a^) de celle
ligne, lequel correspond à une valeur /o du paramètre . Posons

.y/, == a^ -I- ,r^, L r^ ^o 4- <î7-

II est clair que le développement de T(^\a) s u i v a n t les puissances
de x\, .r'.,, x[^ t\ aura la forme

r :•:•:: À -4- •2 ̂  i' "4- v ̂ 2 +...»

ou îi commencera par des termes du second degré par rapport aux ^•/,
(x par des termes du premier de^ré, tandis que v aura une valeur i n i -
t i a le v^, d i f fé ren te de zéro, savoir

i ( dn ^ r/c7.» fia, \^ ^.^^ ^ ^^»^^-^^^^^^^^^^^

(^ et A é tant calculés au p o i n t a 0 ).
I l en résulte, d'après un théorème conrm de Weierstrass, que l'on

pourra écrire
F = n ( a-,, x^ a.^ t ) [( t • A )a — B],

où .r est une fonction holomorphe, égale à v^ pour t == ^^, .t̂  —^;
A et B deux fonc t ions holomorphes <1(^ a?i, a^^ «^3. stînis.

La fonc t i on A prend, la valeur ^ au point a^ et, par conséquent,
d 'une manière générale,, si le points" vient en un poin t queUxmque ( t )
de a, se réduit à la valeur correspondante de L

La fonction B, égalée à %éro,, représente l 'enveloppe des conoïdes
ayant leurs sommets sur ̂  c'est-à-dîre l 'ensemhie des deux surfaces
caractéristiques qui passent par ^: ensemble qu i est d ' a i l l eurs imagi-
naire si la ligne ^est, par rapport aux conoutes, située comme rmus

( 1 ) Les fonctions A e tB sont définies dans loîil lo voisinage (1© ̂  La m^wîmïli(m <!(»
l'équation ( t — A)2 — B — o monire irtïnicklialeaient <,}ue leur dMmtioïî ml indéjïendâïttc*
du choix do ^<j.
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l'avons supposé. Par exemple, pour l ' é q u a t i o n (33), ^ é t a n t la l igne

( ^ ! ) .r, rr: r/i, .r;, ::::•:: ̂ , .r;, —:./,

on aura i t
B ^ ( , ^ — a ^ + ( ^ — ^ ) 2 .

Portons m a i n t e n a n t cette valeur de ? dans l ' intégrale ^ i , où l 'on a

/ , . V(.r[^.)^(•^la)::::•-^7^1~;

la q u a n t i t é ^—U^— é tan t développable s u i v a n t les puissances de l\ on
\/n

peut évidemment poser

^^^ ̂  R |:( <î — A )2 - B ] + a ( ^ — A ) -h //,
yft

R é tan t une tonct ion de x et de ^ holomorphe lo r sque le point x est
voisin de ^ et a, /-/ d t ^ s fonc t ions dtïs x seuls- Dans l ' intégrale

^ ^ —> ^/j[{ /, ̂ .— y|{ j 4 \ /

(^) •<>, -= / R di ̂ jJz^x]:r=^ 4- / r̂;,̂ ^ ̂ ,
Jo ,/, ^ / ( ^ . ^ A j ^ — Ï Î

le premier terme d o n n e u n e quan t i t é f in i e , ainsi que ses dérivées
|)remières, dans tou t le vois inage de .i^. La partie p r inc ipa le de ^
est donc

(/j3) /* îriAJJ-A cU -=.— a ̂ —"R - h lo^(A -+-^Ai'--1I) + ̂  lo^i,î.
J, \j{t—KY—\\

Tous les termes d o i v e n t être conservés si le po in t x est vois in de 0.
Dans le cas contraire, le dernier seul est s ingu l i e r et^ est i n f i n i à la
f a ç o n de logB.

On retrouverai t d 'a i l leurs une expression toute semblable à (43) en
tenant compte de la première in tégra le (4^). La q u a n t i t é R peu t , en
effet , se mettre sous forme d 'une somme de termes

[^(^A^^-BI^^-A) 2 - !^^
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lesquels, une fois m u l t i p l i é s par \/(/ — A )'^ —~B^/, o n t , eux aussi , des
intégrales de la forme

P log(A — t + ̂ (T^iy^lO + Q </(711— AV-' H

(P et Q holomorphes).

20. On reconnaît, dans l'expression (43), h f o r m e a l a q u e l l e
appar t iennent les solutions de l'équation (33) in t rodu i t e s par AI. Vol-
terra (du moins pour la région intérieure au conoïde carac tér is t ique )
dans son Mémoire Sur les vibrations dea corps élaffticfu^ îMïlrajws (^ ).
Celles-ci, comme nous l'avons dit , sont bien des q u a n t i t é s t^, et
dér ivent par quadrature de la solution f o n d a m e n t a l e

\/{ .c'y --...̂ j2 '̂(';y7i:"^y2^^ '
La première (2)

0 :::r | (y. ̂ ĵÏ̂ t.î Ï̂ ^
^(^Z:1'11^^^^

correspond à m{t) == î ; la seconde ^)

<ï»ï := ^(^s'^a^^^^^^^ _ ( ̂ ,. ,„ ^^ ^ ^^

correspond à^z(/) == - L [la ligne ^ étant tou.jours représentée par
les équatiûns (^ï)].

21, Nous venons de voir que ̂  est infini, le long de j% comme un
potentiel logarithmique, c'est-à-dire comme la solution fondamentale
qui correspond à n = 2. D-une manière générale, au lieu de former
directement, comme nous l'avons indiqué plus haut, la solution fon-
damentale relative à une valeur paire de ^ on peut la déduire par
quadrature, de celle qui correspond à la valeur impaire immédiate-
ment supérieure.

( 1 ) Acta Mcithcmatiaa, t. XVIU, 1894.
F2) Mé^oiro c4é, p. i^.
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Soit, en effet,

(-<) J (^ )—;0

u n e é q u a t i o n a n == 2/^ v a r i a b l e s indépendan tes , pour laquel le nous
supposons formée la q u a n t i t é T(;r[a). In t rodu i sons u n e // + i1^ va-
r iab le .z (en adjoignan t de même, aux n coordonnées a, une n •+" ï ^ ' ^ c )
et cons idérons la n o u v e l l e équa t ion

/ / -, ^ / , ^"2 ^- -(Z i î ) } .^(/y) =r ̂  — .»'( / / )=:o.

/ ^ __ ,,.\2
F est ici remplacé par-—-——^- — F et l 'équat ion que nous v e n o n s

d'écrire adme t la s o l u t i o n fondamen ta l e

^l^!iJ^JEJZJ^
[(^cy-r)'11^

De celle-ci, en nous bornant eu ce m o m e n t au cas de / / » = = ï , c'est-
à-dire de n == 3, n o u s dédu i rons la s u i v a n t e :

.),= r J -̂.̂ .̂ L ,̂
^ /T; IY < " . — ' - v2 _ r ï / / 1 '""2

54- V l ^ ' > .1

c^ étant un nombre fixe supér ieur aux valeurs q u e p e u l p r e n d n » , dans
une région R o ù nous fe rons varier nos deux po in t s , la l i m i t e infé-
r i eu re ^ -j- \/}\

v^ est une so lu t ion de l ' équa t ion (45) et non de la proposée.. .Mais
si on l'écrit sous la f o r m e

n^ ^^"i^iH^
^ (^^•V^-^

Aï ̂
on voit que-^l est une fonct ion holomorphe dans R, de sorte» q u ' i l
suff i ra de déterminer u n e autre f o n c t i o n holomorphe vY par la condi-
t i o n

.(t)')=-^
uz-

pour que la somme r), -+- r)/ donne une solut ion de (2), so lu t ion sin-



î r 9. l ï A D A M A l U ) .

^ulière pour T ( x ' a) = o et q u i , d'après ce que nous avons < l i l précé-
demment pour <^, se comporte b ien dans le vo i s inage de c e l l e
m u l t i p l i c i t é s ingulière, comme nous l 'avons i n d i q u e p récédemmeul .

22. Nous venons d 'obteni r la pa r t i e p r i n c i p a l e de P i n l é g r a l e ^,,
lorsqu'on l 'exprime en fonc t ion de .r.,, ,r^, .^. Proposons-nous de
calculer ceUe même partie pr inc ipa le , a i n s i que celles des dér ivées
de \v lorsqu'on emploie les coordonnées c u r v i l i g n e s 0, A, .v précé-
demment définies.

Au voisinage de ^, l'expression (37) de 1' n'est plus a d m i s s i b l e .
Mai s la su ivan le est, au con t ra i re , valable dans (.eus les cas ;

( ^>) r ^ ^ M ^ T + N - : 2 ,

où T désigne toujours la difÏerence 0 - - /, ef ou M, N sont deux lonc"
lions régulières, prenaul, [ )Our^ -^T== o, les valeurs

• M-lr--I^I ±/^^^^^A ̂  9, (^/.V . fût,

^) ' ( 7//
\ î / (la^ cUn ^//;t
f "'''''•A'M;;^'^11'^ ^/r^

lesquelles sont non seu lement d i f fé ren tes de zéro, mais posi t ives (ce
fait correspondant, pourN( , , à l 'hypothèse que r>o re[) î*és(*nte l ' i u -
t é r i e u r d u conoiide et, pour M^p à celle, éga lement f a i t e plus h a u t , q u e »
sur la nappe à laquelle est in té r i eu re la l igne ^ s u i v i e dans le1 sens
des / croissants, s est posit if ( 1 ) ) .

11 su in t , pour é tab l i r la f o r m u l e (4<)). de remarquer que le second
term e représenter ((A) [a) et le p remie r l a d i f fe rence l^^ l^ ) •• • - ] - t'(o> a ) .
Nous voyons même ainsi que l'on peut supposer N indépendant . d e < y
et de A. Il n'en est pas de même de M11 et même la va leur i n i t i a l e M,,, de
cette quant i té dépend encore1, non seu lement de t, mais encore, en
général, de A. Toutefois, o n - p e u t évidemment, si l'on veut, disposer

(1 ) En efîet, dans C6^ condilioriH, en un palnl pour (equal <v > o, r est poHil ifav^c T. Oom;
^r
—— doil avoir ime valeur positive (quel que soit À} pour .y s= ^ sa o,
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(lu choix dos paramètres s sur les di f férentes bicaractéristiques, de
manière à ce que Mo ne dépende que de / : autreinent (lit, en lan^a^e
géométrique, de manière à ce que les points d'un même connule qui
correspondent à une même valeur très petite des soient sensiblement
distribués dans un plan parallèle a la direction conjuguée de la lan-
Sente a ̂ .

F étant ainsi évaluée, on a

,<, _ r /^r ^— •r^Vt û, A, ̂ :̂::jj ̂. i ...„ ̂  ._.-...,.......,̂ ^

Rappelons d'ailleurs que V esl une (onct ion holomorplie, é^ale a î
pour s == ^ = o. Quant a m{C), nous le supposerons d^un si^ïK» inva-
riable et, de plus, fini et diiïerent de %éro ( ' } sur toute la li^îK» ̂ .

, , - i i i ^ * ' ^) \ f\^ous n aurons [»as besoin de la dérivée -y On a

()V .
^i-_ ^^ï^^^. ̂  r\/^
01 "11~' .^^^^^^.î) t f .X v/^M^'T'NT2'

. . . , M,, 1 , . . ^Men désignant par M la dérivée -y-;

()ccu))ons"nous d'abord de cette dernière quantité, dont le premier
terme donne évidemment la partie principale. Autour d'un point
déterminé quelconque o-> de ^, correspondant à la valeur 0 du para-
mètre, nous pouvons décrire une sphère telle que, si les points ,z' et a
sont à l'intérieur de cette sphère, les quantités M, N, m, V puissent
être remplacées, avec une erreur intérieure à, un nombre arbitrai re-

{ 1 ) On pent avoir à faire sur m( t) d'antres bypothèstôs pour rétude do quoslions voinines
dû celle (}m nouB occupe acUUîlIonKmL r/csL mn8i (jiiô, comnto nous l^'ivons vu, l'iine d(:w
intégrales auxquelles M. Vol terra a élé (îOïuJuit correspond à m ( t ) ==s—'"/ : ôllo s'applique,
non ù l'intégration de rôquatîon ( 1Î3), Huns à celle d^un corlaiiï sysièrne qui en dérive?.

Ann. Èc. ^orm^ (3), XXI Ï . —• MÀÏIS 190.5. Ï ^
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ment petit, par les valeurs M o , No, m(0) , i , qu ' e l l e s on! au p o i n t o).
^, é tant la valeur positive (le T q u i correspond au p o i n t ou ce l l e
sphère coupe la ligne L, l ' in légra le prise de T^ à 0 reste f i n i e q u a n d y
tend vers zéro. Quant à l ' in tégrale prise de o à ^, el le peut , diaprés
ce qui vient d'être d i t , se représenter, avec u n e er reur r e l a t i v e très
petite, parMvmw r—3^—^: -^v^^-< / 0 ( ' > . M ( » . V T - { - N , , T 2 ) 2 '

^^ étant choisi une fois pour toutes, ceci donne , lorsque ,v ( end vers
zéro^
/ , , à^^ iri^ ^^^

le signe r^ i n d i q u a n t Inégal i té asyni | ) tot ique.
La mênie méthode [ou r emplo i des f o r m u l e s ( 4°) ou ( ^ ' ) \ p o u r r a i t

d o n n e r la va l eu r approchée de ^'i l u i - m ê m e ; mais on l ' o l » l i e n ( immé-
d ia tement en in lég ran i l 'éguli té a s y m { ) t o t , i q u e précédente ; on a

///
\^. rs.̂  —••-.̂ .r |O^.V.

\ /NO

Ouan t a •—'> son premier terme est de même (orme que ce lu ioh 1 *
de -T-1-1 y mais coïUie.ul le* ( a c t e u r .v; il est doue tnii et (end versos
(W. ...J^î»,.(,7 ) T ^^

Cette valeur l imi te , est. d 'a i l leurs nu l l e si l'on s'arrange, comme
nous l 'avons di t plus haut, pour que Mo soit i n d é p e n d a n t de 1,

Quant au second terme,, qui a même dénominateur que<> , et serai t ,
par conséquent, logarit inniquemeut i n f i n i si le numéra t eu r était con-
stant , il est cependant nul parce que,, V étant u n e (onction holo-
rnorphe des x, v est évidemment de l'ordre de s.

23. Ces remarques fa i tes , nous pouvons aborder rappl icat ion des
q u a n t i t é s <> et"^ à la résolution du problème de Caiichy.

La1 f o rmule f o n d a m e n t a l e qui sert de base à toutes les1 recherches
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de celte espèce est ici ( i )

(/i8 ) / / / 1 <^ ( ̂  ) — // (l'f (t ) | f^'i d^., dx^

" î / ^ ôif <)\\ ^ ô^ (M \ , ,. ,./ ^ y ,„..„„, ..„,„, ̂ . /,, y „.„ \ ..,..|» L^. r//.i ^/.a,
y^ «.̂  ^.r/ /)7r/ Ad ^.r/- r/7T/ ^

\, /' < /

où R est un volinoo, S sa surface limite, ou l\msornble (l< t ses sur faces
lirnifes; À,, Ày, (((^s coordomiees curvil i^ues sur S; TC, , T:^, TI;;(, les
(létorniiiiauls fonctionuels des coordonnées .z" i)ar raj)port Si A| , A ^ ,
qui sont proportiorniels aux cosinus directeurs de la normale à S e(
(.pli doivent être pris de manière a avoir respectivement les mêmes
signes que les cosinus de la normale dirigée vers l'intérieur de H. La
quantité L a la valeur

•-^••"•--2-Ê-
f/i

r î "Y^ ^u <)H , . - ii , î î , . , , . ,Jjâ somme - >. -r— -p- est proportionne le a la denvee de // snivîniia j»^ ^,r/ à-Ki l l

i
la d i rec t ion conormale v ; si v désigne la lo r î ^neur d ^ u n segment de
co normale, on a

ï "̂i Ou ()li , du
». Y ... — — -::,; //,,., ,,
a ^—i < '̂/ ^TT/ <'/v

Plus gejwralemeni, v pourra désigner un paramétre quelconque
définissant un point de la conormale; h est alors défini par les rela-
tions

^ dx, _ î (M
cb " ^ ()rc/

Nous supposerons toujours le paramètre v choisi de inaniere que li
soit positif.

Rappelons encore que, si S est caractéristique, la conormale cor-
respondante est tangente à S et n'est autre que la direction de la

( 1 ) P^oir nos LcwnK sur la propa^a lion c/^.v (mdes cl. les (''(funiKfnff (te l'fîrdrodrtut-'
nuque, n0 33^, {>. 3i3"32(». En cet endroU, la nonnale osl sui^poséô prise oxIcntôtimïKsni
au. volume (rinlôgralioli : aussi avons-nous changé, ici, lo signe du second membre,



HADAMAÏU).

hicaractéristique située sur S, de sorte qu'on j )e i ï ( prendre, pour le
paramètre conorma! v, la variable nommée .y dans ce qui précède.

Soit maintenant donnée une surface S (voir la figure) dont le plan
tangent soit extérieur an cône caractéristique ayant pour sommet, l'un
quelconque de ses points, et soit à chercher une sol u( ion u de Fequalion

(^) à(u) ̂ f(^^a'^a^),

(ou / est n n e fonct ion donnée) , telle que u et sa dér ivée conor"-
male ̂  n reunen t sur S des valeurs données. So i l , en p a r l i c u l i e r , î»ch i

calculer la valeur de u en un po in t d o n n é que lconque 0.
Nous appl iquerons la fo rmule fondamenta le à la f o n c t i o n ^, d 'une

pari:, aux fonc t ions ^ el- ^.^ de l 'autre, dans le doma ine H compris

Ki^. î .

entre notre surface et une des deux nappes du conoïde caractéris-
t i que F qui a 0 pour sommet (1).

( l ) Moyennant, l'hypothèse faite sur S, tout conoïde cîiraclérîsiîqua, du rnoms loyl
conoïde ayant son sommet suffisamment voisin <Ie S — coupe eelte 8urt'fi<îe mbnïïl uno
courbe fermée unique et délimite avee ellô un voldme déimmné, une mth d<^ deux
nappes du conoïdô servant de frontière à ce1 volume. Nous muîpoBong, Hll v << lieit, h
point 0 placé dans une région toile que ces difï'érentcN cimmsumeen <neni lieu.
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Plus exactement, soit menée, par le p o i n t 0, i n t é r i e u r e m e n t à la
nappe en ques t i on , la l i g n e ^ jusqu 'en 0' (fig- i). Soieni o\ u n p o i n t
s i t u é sur le prolongement (le cet arc ()()', à u n e p e t i t e d i s t ance do (Y;
o^ un po in t s i tué s u r j ^ à u n e petite d i s t a n c e (lu po in t , 0; P ,^ , , y,
les conoules ca rac té r i s t iques de sommets (Y, o,, o\. Soit encore cr u n e
peti te su r f ace analogue à u n e surlace canal , e n t o u r a n t e : pour f ixe r
les idées, nous p rendrons pour Œ le l i e u des p o i n t s pour l e sque l s la
coordonnée c u r v i l i g n e s, précédemment i n t r o d u i t e , a u n e v a l e u r con-
stante très pe t i t e .?o.

Nous intégrerons d 'une part dans le d o m a i n e Ho d é l i m i t é par S
et y^ , en remplaçant ^ par ^ ; d 'autre part, dans le d o m a i n e H , d é l i -
mité par F\ y ^ , S et o", en remplaçant (? par i?,.

24. Nous allons rechercher ce que devient l ' intégrale double rela-
tive à o", lorsque^, tend. vers zéro.

^ • ' i i . . / dûti dcu da-t y y y \ t , - . dx^Soient a^ , a^, a;, les dérivées —y —, —; c,^ Ça»^. '» i (^ dct'ivccs • • / - ^

'—i> —^-y ^ les dérivées -^ (en sorte que l'on a sensiblement, {)our,y\j ».» ,«,àheu' ds
àxsensiblement très peti t , — == s'^\ ) ; î) le déterminant

1)
ai ag a;j
;- '- <f
Cl ^î Qi
','i •r 1 '- /
c! ^ ^

de ces neuf quan t i t é s ;

(/l9) 1
AI ==^€3
'\' ^0.1'

'^^

•a,^,
A. A,,

X^

les mineurs de D re la t i f s aux é léments a, , a^, a;,, ^, ^,, ^ respective-
ment :

(/lO') X)=~.a^Cî—^2^3> X,2, Xs,

les m i n e u r s par rapport à Çp ^, ^", changés d < k signe, de sorte que \\
est la dérivée de X/ par rapport à A.

Nous supposerons le paramètre À choisi de maniè re à être croissant
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lorsqu'on tourne dans le sens direct pour un observateur place sui-
vant ^ et dans le sens des / croissants. On aura alors, eu grandeur es
en signe, avec une erreur de l'ordre de A-2, pour les quantités T:/ rela-
tives à la surface cr rapportée aux coordonnées curvilignes 0, A, les
expressions

(;")0) 7:/=:^'X;.

Le déterminant D sera pos i t i f .
D'ail leurs les dérivées par rapport a u x ^ sont données en fonc ( iou

des dérivées par rapport à 0, "X, .v, par les re la t ions

A-:^ à x; () ^ x / /;

àas, ̂  ï ) 1)0 4" "D" Aï ' n.) ôî

faux ternies d'ordre supérieur en ,v près); par conséquent, moyen-
nant les valeurs (5o), il vient

- L V ̂ !l ÎËl 'ç9 ^Jl ^ A. ^^1 <vz r)t:J)< 'n ) a 2d r)^ Jir, ̂  TF ""jç" " D "<)r "14^ IT ""/jrî

où l'on a ()osé
,, ^ ï , r;H^-l^^^r/'

* ^ ï, ^ (M ^ ï y / ^11A ̂  ̂  X, ̂  :::::: ̂ ^r^
i i

Z ^ I I t X p X ^ X ; ) .

On peut t ransformer ces dernières expressions à l 'a ide d 'une iden-
t i té connue de la théorie des formes quadra t iques ; en remplaçan t les
X/ par leurs valeurs (4<))» ou a, par exemple,

, Z-H(X,/X,,XO=^D)(a,,a^^)/I(^^;,^)
L •". f- ' / J

La quant i té j) (a^ ag, a») est celle que nous avons désignée plos4
liant [ formule (46')] par ANo, pendant que M^ est égal à - y^r^'A ^inM î<î (f(y»(
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et que l 'on a, par c o n s é q u e n t ,

V I <)/) V î -/ ô^ \\v> „-. ^. . :̂  > "- c/ -î-"- = ùiVl (p
jted '.>, r^/ -wd '.>, -• {)a,

/<r<)ù
^-No/Kê^^^^-AM^.

De moine on a

H(X,, X^, X^) = No/)(^, ̂ , c,) - AMS :-:.,:— AM;;

[puisque la direclion (^ ,^ .^ ,^ ; t ) (^sl tangente an conoïde earacS.ecis"
t i q u e | ; et, p a r e o n s é <} 1 1 e n f-,

A ^ ^ H ( X , , X , / X 3 ) ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

Q u a n t an coell l icient ©, nons n'avons pas à nons en occuper, car \\
n ' i n f l u e pas sur le résul ta t .

Nons avons, en e t ïe t , à intégrer l'expression ( 5 1 ) par rapport a A
et à. 0, après l 'avoir mu l t ip l i ée par u. Or l ' i n t é g r a l e ' p r o v e n a n t a i n s i
du terme en —— peut se remplacer par la somme d ' u n e i n t é g r a i t »
double et de deux in t ég ra l e s s imples p o r t a n t su r ̂  : celles-ci s'an-
n u l e n t lorsque la surface a - v i e n t se confondre avec la l i g n e y , car le
premier terme de la formule ( 5 i ) con t i en t s en (ac teur et '^< n'est
que logari ( lim i q u cm en t i n l in i.

Ne ret-enons donc que les deux derniers termes d e ( 5 i ^ ) : moyen n a n (

les évaluations (47) ^ C^?') (^ ^T^15 r̂1 (^' ^s valeurs obtenues
pourZ, A, leur ensemble se réduit à

/^ A ̂ l , Hl ^1 . ,,,,/^5(^»^»C,)(,, ) . ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  _....... „, ̂ , ^^^^^^^^^^
Nous a u r i o n s pu , d 'a i l leurs , d'après u n e r e m a r q u e p r é c é d e m m e n t

la i te , supposer, dans le calcul qu i précède, M'^ = o; on voit que cette
hypothèse n ' a u r a i t en rien modif ié le r é s u l t a t -

In tégrons ,par rapport a A. Le premier f ac t eu r de l 'expression pré-
cédente reste c o n s t a n t ainsi que le facteur u par lequel nous devons
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la multiplier et nous avons à considérer Pintégrale

rfiiïiL&iM en- rjii^ii^^^
J 1) " """"",/ . ^ y.^ a»

t, i o,» ç'î
^Ï\ ^^•2 ;̂$

Cette intégrale, étendue à la conique

/ ((ci , ̂  r;0 =o,

décrite par le po in t de coordonnées homogènes ^, ^, ^p est t in ie
lorsque le p o i n t (a,, a^, a;i) est in t é r i eu r a cette c o n i q u e (comme c'est
le cas ic i ) et é^ale (pu i sque A2 est le d i s c r i m i n a n t de ,()) i»

le si^ne dépendant du sens dans lequel la conique est décrite,
Dans le cas actuel, ce sens est, comme nous l'avons vu, tel que le

déterminant qui figure au dénominateur soit, positif. Comme il en est
de même de A et que le point (^, ̂ , ̂ i) appartient a la régiou exté-

rieure au conoïde, celle où l'on a ^ < o, c'est le signe -1-11. qui doit

être pris devant la quant i té (53). Celle-ci v i e n t dé t ru i r e le facteur v.^
de l'expression (o^yet il nous reste, en in tég ran t m a i n t e n a u l par
rapport à 0,

,. r F ( A <W, -vX (K^\ ,. ^ r rr ,^ J X' \ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ) ^ ̂ i^' ̂ u(a) i 1 1 '
25. Les termes ^1^7 -^ —et Lu^.^ q u i ne coutienruuit que t^

en facteur, sont, comme d'habitude, négligeables lorsque a' esi i n f i n i -
ment petite.

I/intégrala prise su ivan t Y, devient aussi mille lorsque ce conoïde
vient se confondre avec I\ parce que ^ est év idemment n u l avec 0
(que l s que soient À et ^) et que, d 'autre part (d'après la remarque
fai te plus haut sur la conormale aux caractéristiques^ tous les termes
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qui i n t e r v i e n n e n t dans l 'intégrale relative à y^ con t i ennen t en fac-
^iteur \^ ou —-

Pour la même raison, les in tégra les doubles relatives à F et à "/, se
détruisent (1), <) et <>, é t an t égaux sur P. On a donc

( 54 ) a TT 1 m \/'K u ( a ) rf^ -= ^ f f ^f da^ dx^ dx^
Jj^ J J ^ïto.+Ki

+ft.,["(:i'^~"'^y'-v'\'a•"f•••
Ho, Se désignant les por t ions du volume R et de la surface donnée S
intérieures à F ; R,, S, les por t ions do R et de S extérieures à F', mais
intérieures à F, et où <? devra être remplacé par ^c

26. Pour ob ten i r la valeur même de u, on n'a plus, comme dans la
méthode de M. Volterra, qu'à f a i r e varier le poin t 0 sur ^ e t a dériver
par rapport à la posi t ion de ce po in t ; ou encore, ce q u i revient au
même, à diviser par T et à fa i re tendre Ï vers zéro, par conséquent,
le point (Y vers le point 0- Le premier membre do la formule (34)
tend alors vers 2Tcw u^.

Le problème est donc résolu.
Dans cette so lu t ion , il est clair que la fonct ion ^ n ' in te rv ien t qu'en

apparence, pu isque la l igne J^ et la fonction m sont choisies absolu-
ment au hasard.

Est-il possible de faire complètement d i spara î t re ̂  et de mettre en
évidence la seule solution fondamentale ^?

C'est à quoi l'on peut arriver en effet. Seulement le résultat se
présente alors sous une forme assez différente de celles auxquelles
on est habi tué , et sur laquelle il est nécessaire de donner tout d'abord
q ue Iq u es exp 1 i cati o n s.

0) Les dérivées de \^ sont, en générai, infimes sur F'; rnaîs il y a exception pour

qui est fini et é^al à ——!"•
Les valeurs asyrnpLotïques (47 )? ( \7' ) sont en défaut au voismapîô de 0. AlaLs on cons-

tatera aisément que ceci ne trouble pas les résultat», grâce à ee fait que les dérivées
de ^i augmentent alors plu.f lentement que ne le voudraient les fonnulos en question.

/Sun. Éc. Norm., (3), XXl ï . -- iVLns ï()()5. ï6
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Prenons, en premier l i eu , l ' in tégrale simple

(55) j^^^

où A est une fonction de x, telle que A ( & ) ̂  < > , et a u n nombre
compris entre zéro et un .

Cette intégrale n'a aucun sens.
II en est de me me pour l'expression

B(56) (/,-.:,•)"

lorsqu'on y fait oc === b, si B ( l / ) -^ o.
Mais la somme de ces deux expressions peut, au contraire, avoir

une valeur f in ie et déterminée. C'est ce qu i arrivera si l'on a

(37) ! A(ô)^-aU(b),

et si, d é p l u s , les deux fonct ions A et B sa t i s font a u x inégal i tés de
Lipschitx

(58) | A(b) — A(.r) < / . { b - x), \ B ( / / ) — B(,r) | < t.{h— a-)

( Je tan t un nombre f ixe); en par t icul ier» si A et B ont des dérivées
pour x === b.

Moyennant ces conditions, si l'on remplace la l imite supérieure d' in-
tégration dans l'intégrale (55), et la variable ^dans l'expression (.K)},
par ^ • — £ , on a une somme qui tend vers une l imi te quand e tend
vers %éro. Il suff î t , pour le voir, de remplacer A par A — A (b) et B
par B-B(^), ce qui ne change pas le résultat [au terme f in i —^lil.̂[ ^ u —•• (t )
près , en vertu de (57).

Si la fonction B est assujettie à la condit ion d'être dér ivable , cette*
somme des deux quanti tés infinies (53) et (5(5) peut se mettre sous
la forme d'une intégrale f in ie , savoir

,,A A -h <y.}î "h —— ( h — ,ïî )
/•/ .w '• /(09) jii£L^r__jiLr^-af • J ^ (/,_a,.)'ia d.v.
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Le résultat ne dépend de B (jue par la valeur prise par celte quan-
tité en b même, car, si on lui a jou te un terme n u l en b et ayan t u n e
dérivée par rapport à ,2', ce t e rme con t i end ra b—x en facteur et
donnera un résul ta t nul à la l i m i t e .

Enf in , comme cette valeur de B pour ;r == b est d o n n é e par la rela-
t ion (^7), la q u a n t i t é qui nous occupe est e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e
une fois qu'on c o n n a î t A; moyennan t les c o n v e n t i o n s précédentes,
on peu t parler sans a u c u n e ambiguï té de la partie finie de l ' i n t é -
grale (55).

27. On peut aller plus lo in et considérer l ' in tégra le
,,h .

(W\ I _^_"___ // r
( • > - ) ) ^ ^ -̂..̂

p désignant un ent ier positif que lconque , et la fonc t ion

(36/) ^^.^.

Supposons que A et B aient des dérivées jusqu 'à Fordre p ( f ) . On
rendrai t év idemment f in ie chacune des deux q u a n t i t é s précédentes
en retranchant de chacune des fonc t ions A et B son développement
de Taylor correspondant à la valeur i n i t i a l e b et arrêté après le te rme
en (//-.^y-1.

Pour que la somme des deux quan t i t é s (55') et Ç^V} soi t f i n i ( 1 , i l
f au t et i l sutÏi t que les termes a ins i re t ranchés se dé t ru i sen t .

La valeur de la somme ob tenue ne con t ien t d ' a i l l eurs la fonction H
que par les/? coeiïlcients numér iques qu i f i g u r e n t dans les termes en
ques t ion . ,

Comme les condi t ions que nous venons de trouver dé terminent ces
coefïlcients en f o n c t i o n des coeiïlcients ana logues de A, on peut
encore parler de Va partie finie d 'une in tégrale de la forme

F À dr
_A_

{b~~^J,, Tîr-y
(1) Ou jusqu'à l'oi'tirc p — î , les dérivées //1'''""'» satisfaisani a dos condiliuna analogues

a (W).
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quel que soit le nombre ^ p lus grand que ï . Le seul cas d 'exception,
dont nous ne nous occuperons pas pour le moment,. est celui de {ï
entier (1).

28. Les symboles que nous venons de déf ini r se prêtent d 'une
manière particulièrement simple a la c l iHerent ia l ion.

Considérons d'abord l ' intégrale, f i n i e au sens ordinai re du m o t »

^ ^"^r."'-
la fonction A (supposée toujours régul ière) et la l imite supérieure b
dépendant d'un paramètre /. La dérivée jj s'obtient sans d i f l i c u l t é en
prenant, comme précédemment, h — x pour variable.

Mais le résultat obtenu, savoir
( ) A db ùk

h -rr "^-̂ MiL, db. Ç EL di ^
(b-ar dt +^ •1^^^^^^

n'est autre que celui a u q u e l on arriverait en d i f Ï e ren t i an t directement
comme si la fonction sous le signe / é ta i t continue, et appl iquant
les conventions qui précèdent, car on aurait a i n s i

,. . dA . dh
r'_^L^^^ / r A '"' db^ ( ̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂ :̂̂ ^ ̂  ̂  >

expression qui , écrite sous la forme (5<)), redonne la première. Nous
trouvons donc la partie finie de'Uintégrale obtenue en di'fférentwnt sous
le signe f de (60).

Bien en tendu, si la l imi te a étai t également fonction de l, on n'au-
rait qu'à ten i r compte de cette circonstance, absolument comme dans
les cas où la d i f Ïerent ia t ion sous le signe / est classiquement pos-
sible.

(1) Pour p = r , un logarithme romplacenut le terme complémentaire ( 56). MmHÎapw^'
fniie ainsi obtenue ne serait pas invariante par un chan^mpnl do îa variable indépen-
dante. Elle cesserait complètement d'ôtro définio pour les valeurs entières suivantes do ̂
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Par contre, aucun terme n'est à ajouter de ce chef si la quan t i t é
sous le signe / présente au point a un inf in i de. même forme qu'au
point b.

29. Je dis m a i n t e n a n t que le même mode de dijféreniiation s'applique
à la partie finie de l'intégrale (.Ïô') : autrement d i t , que la dérivée,
par rapport à t, de cette part ie f in ie est. la partie f in ie de l 'intégrale
obtenue en d i f f é r en l i an t la q u a n t i t é sous le signe / (sous réserve des
remarques qui v i e n n e n t d'être fa i tes q u a n t à la l imi te inférieure a).

Cet énoncé se vér i f i e immédia tement lorsque A est constant ou
fonc t ion de / seul ; i l se ramené, dés lors, au précédent en retranchant
de A l e s» premiers termes de son développement su ivant les puis-
sances de b — .r, ainsi que nous avons été condu i t s à le faire plus
haut.

30. Ces considérations s 'étendent d'elles-mêmes aux intégrales
mul t ip les . Soient, par exemple, l ' intégrale double

J^ff^s

(où dS est un élément superficiel) , étendue à l'aire S l imi t ée par un
certain contour, dont l 'équation csir = o, et l ' intégrale c u r v i l i g n e

,12= A^A
prise le long de ce contour. Il est supposé que F est toujours du
premier ordre par rapport à la distance du point correspondant au
contour, et que le paramètre X définit la posi t ion d'un point sur ce
contour, de manière que les coordonnées de ce po in t a i en t , par rap-
port à À, des dérivées finies et non toutes les trois nulles. Dans ces
condi t ions , si, par chaque point de F, on mène une ligne (non tan-
gente à cette courbe), dont on considérera tous les points comme
correspondant a la même valeur de À, il est clair qu'on pourra rap-
porter les points voisins de Y aux coordonnées curvilignes À et F, et
que l'on aura
( 6 1 ) ciS^:Kdldï\
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K étant un coefficient f i n i et d i f fé ren t de zéro. La valeur de ce coef ï i -
cient, en un point situé sur le contour, est d 'ai l leurs i ndépendan te du
choix des lignes X == const.

Supposons, maintenant , que l'on a i t

F^-Jl.1 "-" Y^p?

<!>„::; <I>,
FOH^-I -

Fi et<I>, étant deux fonctions régulières (non nulles en général sur h*
contour); p étant toujours un entier positif et a un nombre compris
entre zéro et r .

Les intégrales ,L et J^ sont alors toutes deux i n f i n i e s .
Leur somme pourra encore avoir un sens. Pour la dé f in i r , on Ira-

cera un contour g- intérieur à F (sans point commun avec lu i ) et l'on
considérera :

T° L'intégrale yg analogue à ,î, et étendue, non plus a l ' i n té r ieur
de F, mais à l ' i n t é r i eu r de y ;

2° L ' intégrale / analogue à L et prise non plus le long de F, mais
le long de^

Si la somme j^ j\ a, lorsque^varieen tendant , vers F, une l i m i t e
indépendan te de la loi de cette var ia t ion , celle l imi te sera dite la
valeur de J ^ "+- ]^<

La rcclierche des condit ions, pour qu'il en soit a î n s i y se ramém*
immédiatement au problème analogue relatif aux intégrales (55'),
(SG7) : il suffit de remplacer, dans celles-ci, œ par F, b par o,
A parKFi et B par<&, . Si les condi t ions a ins i obtenues sont vérif iées
(avec cont inui té uniforme, quel que soit A, de F^ <t>, et de leurs déri-
vées jusqu'à l'ordre/?) quand on y donne à A une valeur constante, et
cela quelle que soit cette valeur, Fexpression considérée a un sens,
car elle peut être obtenue en intégrant, par rapport à X, la somme

(6.) y^^r-t-pA-,.

Inversement, grâce au fait que la forme de g est, arbitraire sous la
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seule restriction qu' i l t ende vers F, on -voit, sans difï lculté que la con-
di t ion précédente est nécessaire.

En particulier, pour p == i , la condi t ion est que KP\ -4- aî^ s 'annule
sur F. La valeur de J, + ,L ne cont ien t alors <ï^ que par ses valeurs au
contour, absolument comme i l a r r ivera i t si les intégrales J, et ,la se
présentaient à la manière o rd ina i r e .

Etant donnée la maniè re don t la somme J ^ 4- J^ se dédui t de l'ex-
pression (62), i l est clair que toutes les autres propriétés précédem-
ment obtenues re la t ivement aux intégrales simples se transportent
i m m é d i a t e m e n t au cas actuel. Ainsi :

La valeur de la somme est en t i è rement dé f in i e quand on donne
l'expression J, : a in s i on peut parler sans ambiguïté de la partie finie.
de celte intégrale.

La dérivée de l ' intégrale

J.../ïi"J */s •*

(W étant une fonction régulière) par rapport à un paramètre i ( qu i
intervient t an t dans le numéra teur que dans le dénorninaleur et, par
conséquent, dans la forme de l 'aire d ' intégration) n'est autre que la
partie 'tinie de l'intégrale

r r à / v \ „
jX^(r-)^-

Plus généralement, la partie f i n i e de l ' in tégrale

j,=/y^s
a pour dérivée la partie f inie de 1/intégralo

ff^"-
31. Bien en tenduy on peuty d 'une infini té de manières, ramener

une somme d'intégrales inf in ies telles que J < et J^ à une intégrale
ordinaire, en introduisant les dérivées de <I>^ Bornons-nous, poursim-
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p l i f î e r , au cas de p == s et supposons l 'aire d ' in tégra t ion rapportée a
deux coordonnées x, y te l les que r/S == d x d y . On pourra, d 'une i n f i -
nité de manières, posera == M <— +• N €—^ M et N étant deux f o n c t i o n s
qu'on pourra, en outre, déf in i r dans t o u t e l'aire S ou du moins dans
le voisinage du contour. L'intégrale Jy pourra alors être remplacée
par la somme de l'intégrale y'a et de l ' in tégra le doub le

r r r 0 ( M \ à / N \ 1 , ,
j j l^^^^lra}J^^

prise entre les deux lignes g et F; celle-ci viendra b ien dé i ru i re
la part ie inf in ie de Jo si la condition précédemment ind iquée est véri-
fiée.

On arriverait aisément à des résultats analogues pour /?> ï .

^2. C'est une somme d'intégrales appar tenan t à la catégorie que
nous venons d 'étudier q u i se présente dans la so lu t ion de n o t r e pro-
blème; moyennant les d é f i n i t i o n s précédentes» celte so lu t ion prend
u n e forme très s imple .

Nous avons à diflerentior par rapport à T, pour T =s o, puis à d iv iser
par /n(o). Or cette opération, appl iquée à la quan t i t é ̂  redonne la
f o n c t i o n 9 dont nous sommes partis (1(). Il est des lors clair que, por-
t an t sur l ' inlégrale double qui figure au second membre de {5 - t ) / eHe
donne la partie f in ie de Finlégrale analogue

//ï: , / du (h'\/^^.-«^.(.l^, ^^

Nous allons constater le même fait dirccteîncnt en donnan t , l'ex-
pression de l'intégrale curvi l igne qu i doit é(,rc ajoutée a l ' in tégra le
••^'uhle. ' -

Décomposons l'aire 8,4- S, interceptée sur S par le conoïde <-aiw-
térisliquer de sommet 0 en deux parties S', S" (la première inférieure

( 1 ) Ceci s'applique à l'inicgralu prLse dans So. Maid on voit iminédialcniMit .nio l'inic.
grale prise dans S, est infinimeru petite (l'ordre supérieur au premier («> T ( m isoin. P,
tenu vers zéro avec 0). ' '
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à la seconde) pur une courbe fermée quelconque g\ Nous pouvons
d'ailleurs prendre T assex petit pour que l'aire que nous avons
appelée Si soit tout en t iè re comprise dans S".

Sur S', la d i f férent ia t ion sur le signe / est immédiatement pos-
sible.

Sur S" nous in t rodu i rons , en même temps que les coordonnées
curvilignes À^ et X^, les coordonnées 0 et À. Soit 0 == O ^ (où 0, > T)
la valeur de 0 qu i , pour une valeur donnée quelconque de ^, corres-
pond à an point situé sur g { / i g . 2).

Fi^. 2.

Les deux termes extrêmes h^^— 4- Lu^> de la quantité à intégrer
donnen t dans S^ un résultat négligeable : c'est-à-dire que l ' intégrale
correspondante, divisée par ï, donne un quot ien t qui tend vers zéro
avec 0 < .

Nous avons vu, en effet, que (^a la forme —w—p où w est f inie.
( / 5—.^ ) ï

Nous avons, d'autre part, à mul t ip l ier cette quant i té par le coefficientK-('•^-)lIî^
et à l'intégrer :

Par rapport à t, de o à T pour obtenir ^ (si 0 > Ï), ou de o à 0 pwr
obtenir ̂  (s; 0<T) ;

Par rapport à 0, de o à 0, ;
Par rapport à À, pour toutes les valeurs que prend cette quanti té.
Faisant abstraction de cette dernière intégration, nous avons à

intégrer la différentielle
i . , .

. KvdQch^ïiw^Q—t^cIQcU
^nn, JU\ Kûrm., (3) , X.XIL — MAKS lyoS. ÏJ
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dans le trapèze (yî^. 3) compris ent re les lignes 0 == /, 0 =" 0^ / == o,
t == T. Or, le résul ta t de cette intégrat ion est é^al au produi t de T par
une valeur moyenne de K^\/Û^—7.

Observons tout de sui te que le môme calcul s 'appl ique, dans la for-
mule (54), à l ' intégrale triple, de sorte que celle-ci peut êtrediiïe"
rentiée sous le signe /,

33. Passons au terme hu^—dv
^ En un point que lconque de la courbe I\ trace d u conoïde caracté-

ristique de sommet 0 sur la sur face S, ou, plus généralement, en un
point quelconque de l'aire S^ la surface Set le conoïde caractéris-
tique 0 == const. sont sécants entre eux. Si donc nous considérons le
segmentdont les composantes suivant les axes H o r U A ^ A ^ h ̂

av ' <A r/v 1 1 '
ce segment pourra, d 'une i n f i n i t é de manières, être décomposé en
deux, dont l'un soit tangent à S, l 'autre au conoïde, de manière à
donner lieu aux équations

(63)

cto,
1 dv^i'•^

=A^=A^
—— A àxï

àO

-1-îAàA+B^-"t
ë^i+ a —
OÂ

-4 a<^4- ce "-sï-
r)À

(î<r<{+a-^

4-

+

^

(3

fi

fï

rî..fi
17
S^
cî7

(ÎA'jj-̂ .

5

?

.
^ Dans ces formules, les symboles à et à désignent des dérivées d'es-

pèces différentes. Les dérivées S sont prises sur le conoïde caractéris-
tique, À, s et Ô étant considérées comme trois variables indépendantes;
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les dérivées à sont prises sur S et la quan t i t é s y est regardée comme
une fonct ion de 0 et de \ déf in ie par l ' équa t ion de cette surface.

Dans l'expression de la dér ivée conormale de ^

(64)
, c/^ , <W „ ()^
h —— ==r A -7" H- B -^

dv ô0 àk
à'Ç ,, cK>,„ +p
r3À as'

nous pouvons négliger les trois derniers termes. En eiïct, les trois
f à.z\ 6^«> <9<z'.A /fî.ri o.r.> 8x^\ fox^ fî.r\, ô.x'.(o-r^ ù.2';;

-^-3 ̂ ^^
ô.v'JT)' [.^directions ^ ^. étant tan-

ffentes au conoïde caractérist ique, les dérivées —•? —-> (— ne sontD A <}/ OÂ 5.9
/ ^ . ,̂ ,!\

inûnies que comme ç lui-niérne ^c'est-à-dire comme r 2 y .
On peut donc traiter les termes q u i les cont iennent comme nous

avons traité plus haut les termes en ^ ; la partie correspondante du
quotient

^? |l)a^)|
( 65 ) —^ I I hu ""7- cf^i ctt^ =: —p., / / h u '— i "-,—-=—,7—

wT J J elv 1 M /nï J J elv { i)(A, 0)
dIdO

peut être rendue aussi petite qu'on le veut^ et cek quel que soit T,
en prenant la courbe g assez voisine de r-

Remplaçons donc h—r- par son premier terme A—— La quanti té A,
dépendant de la forme de la surface, peut être supposée dérivable. De
plus, il y a lieu de faire la môme hypothèse sur les valeurs données
de u. C'est, en effety ce qu'on admet impl ic i tement lorsqu'on choisit à
volonté la direction suivant laquelle on suppose que u a une dérivée
donnée. On peut donc intégrer par parties, par rapport à 0, et (puisque
^ est nul pour 0 = o et que ^ =^ pour 0==T) écrire, en posant pour
simplifier

^ „ . POi^)!K^A
1 ) ( ^ 0 )

-ff\uwï J J
pa,,^) ^
l ) (À , î / } 00

d\ dO

m.,f/^^= s [ff^^fj\,'^^,
où l ' intégrale curvi l igne est prise suivant la courber et où la dernière
intégrale double est encore in f in iment petite avec 0^
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Si, d'ailleurs, au lieu d'admettre la d é r i v a b i l i t é de u, on supposait
seulement que K^ et //, par conséquent aussi leur p r o d u i t , s a t i s f o n t
à la condi t ion de Lipschitx, on a r r ivera i t encore à la même conc lus ion ,
à savoir que l'on peut subs t i tuer a l ' intégrale (65) l ' in tégra le curvi -
ligne

^ ÇK^d\ml

i l suffirait de remplacer l ' intégration par parties par u n e application
convenable du second théorème de la moyenne.

Comme, sur g, le quotient —, tend vers p pour T i n f i n i m e n t pe t i t »
on voit que 2-n:\/A^o est la l imi te vers laquelle tend (lorsque ^ tend
vers F) la somme

ff^'f^ ̂ -A +/^ 'h (. ̂  - ̂ ) ->-1. - ,n.^ -,^K, ... ,/)„

.Moyennant les conventions précédentes, ceci peut s'écrire (en appe-
l;int S la portion de la surface (Joinicc intérn'ure îiu coiiouh1 I')

( 66 ) a TT i/A «o •— ( ( ( vf <l.£t dx^ </./•,

n, •r, ( iiu dv\ , . r )
! „ [k [v -dï -u -ch) - t"L M(l <//" ̂  •+-^ K. "<• ̂  j

= f f [ vftix, dx^lx, + ( ' [ ' '/, (v <{1-
J J J\\. J J^ , \ il',

i l il <lv\ , ,
(> .-... _ ,(.—— } 4- L HV fil. C//,.,

le signe j s ' é n o n ç a n t partie finie de.
Nous savons d'ailleurs que l'expression ainsi obtenue de u,, peut être

remplacée par une intégrale double ordinaire, si l'on suppose les va-
leurs données de u dérivables et si l'on in t rodu i t leurs dérivées prises
sur S, ou encore, si l'on retranche des valeurs de v à l ' in tér ieur ses
valeurs sur le contour, comme nous le ferons p lus lo in .

.34. L'intégrale double déterminant l'intégrale curviligne, nous
pourrions nous dispenser de calculer le coefficicntK,. Proposons-nous



ÏŒCIÏEKCHES SUR LES SOLUTIONS FONDAMENTALES, ETC. î33

néanmoins de trouver, pour l ' in tégra le curv i l igne , une expression où-
ne figure plus la fo rme de la l igne ̂ .

A est, tout d'abord, donne par la re la t ion ( G 4 ) > ^ y remplaçant ^
par T. Cette dernière q u a n l i t é ayant sa dérivée n u l l e su ivan t toute
direction tangente au, conoïde caractéristique, i l v ient

(67) A :-.:;. h dV dO
7h "dV

dO /^ <)ir\ r/O /^ Mâ}l \
î7r 2/^ ):=:z7/r[ 2^^

Nous avons le droi t d'écrire yp? au. l ieu de ^ràce a ce fa i t! ^r^ '
()G

f^y
\^ )

que, r et 0 s 'annulant sur le même conoïde, leurs d i f férent ie l les sont
proportionnelles en tout point de ce conoïde .

De cette valeur de A, nous déduisons celle de K^

()Hi f ̂  ^ifi \TMÂ,,^) d^
"j,)̂ !,̂  dV

, ̂  ),(68) IL

laquelle est b ien, comme i l étai t é v i d e n t a priori, indépendante du
choix des coordonnées curvi l ignes X, , Â^. On a, en effet, parexemple,

TTi
I)(7^V)
IH^O)

JllfiL̂S) (Â^ ) s

ou, en in t rodu i san t la variable T au, l ieu de 0,

(69)
d0 I f ) (À, , ) , ) -1>(^, ^)

TTrciV\ D ('/.,?) I " " " " ,1 )(?. ,?)

Il est toutefois nécessaire de fixer le signe à prendre au second
membre de cette fo rmule .

Nous admettrons encore que le sens des À croissants est celui qui
(ai t parcourir notre nappe de conoïde dans le sens direct, c'est-à-dire
avec une rotation directe par rapporta un observateur ayant les pieds
au sommet de la nappe elle corps dans l ' intérieur de cette nappe^Ccst
une convention que nous avions déjà faite 'plus haut,: où elle n'inter-
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venait d'ailleurs qu'incidemment et n ' inf luai t pas sur le résu l ta t f îna l ;
il n'en sera, bien entendu, plus de même ici.

Moyennant cette convention, comme la normale intérieure à S en
un point quelconque (celle dont les cosinus directeurs ont les mêmes
signes que i^, ^2, -rcg) est du même côté de S qu'une nappe do conoÏde
ayant pour sommet ce point et tournée en sens inverse de la nappe F
à l'intérieur de laquelle nous intégrons, les directions (TC,, TC^ T^)

\W W ' w ) O^116110 est tournée vers l ' intérieur de la nappe :f),
fà^i à^î àx^\ s. , , -, , ,.
l^T' ~Jh' ^ } forment un tnedre direct.et

C'est donc le signe — que l'on doit prendre dans la formule (69),
et l'on a

à.r^ àx^àx,
àr
()^
ai
âîi

1}^

à.r^
W
ôx^
'7T
àl'l
(}^

(te,
dV

à.r-,
à'k
(m
T{},

W " r̂
^ ^±1(û ()ï •

(W) K,==

Mais on a évidemment

, cte, <),v^ <;,/.,
^-^-i-^+^

et, puisque r est caractéristique,

( ' m ̂  r ()îî . r àn
1 7n~ • '-'2T7~ + '-'î •ïTT '-'- O»^'-l O^î ffC»

àœîôï{.-às^<m. ̂  ̂ H _ às;t àli <)x, ()lî ^v, <)tl
à\ à^ ô\ à^' ^ à^ 'Jh àC,1 ~àl ̂  ~ àT àC, sont donc P1'0"
portionnels à aC,, aC^, aC, : la formule (68') nous montre fcn tenant

compte de l'identité C/^+C^+C^ ̂  ̂  que le facteur de
proportionnalité est précisément la quantité cherchée K).

La formule (60) s'écrit donc encore (en imitant une notation bien
connue dans la théorie des fonctions abélicnnes et employée par
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f» / ' i \1M. Fredbolm dans le Mémoire précédemment cité (1)],

(6f/) 27T^o== ^ / / y/clx^dx^da-

, ( du dç\ y 1 n n Cmf^ ç, ^ /< + L/^ rf?• dh 2— 1\ ^ ^y j jpp2(A-iCi- |- / f2C2+^3C3)

A-l Â^ /Ça

dx^ dx^ docy,
m (m ^H
dCi r)C2 ^C,

où, /^, /^, ^^ sont des nombres arbitraires et qui n ' in terviennent qu'en
apparence, et où. il est rappelé que, dans l ' intégrale curviligne, la
courbe T d'intersection de S et du conoïde caractéristique doit être
suivie dans le sens direct sur le conoïde.

35, Appliquons ceci aux deux équations simples (33) et (34)-1^
conoïde caractéristique est ici

F ̂  (^r- ^)'-" (^r- ̂ ^-"(^ - ̂ );̂ ::1;:: ̂

et ses différents points peuvent se représenter par les formules

^ :':̂ ; <^4- / 'cosçp
,̂::.:::; a.^ 4- r siny,

.r;t:-::^;t-hêr,

r désignant un nombre positif et £ étant égal à 4- i ou à — T , suivant
que la nappe considérée est tournée dans le sens des ̂  croissants ou
des x^ décroissants,

II vient alors fac i lement

Â'I /'2 ^S1

dx^ da;.i dx'^
au m ^H^ ^ ^

a(Â<lC'r+" />'>211^2+ -M^)
- E r d(f.

( î ) Acta muth^ t. XXHI, p. 7.
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Mais si £ === + i, le sens direct sur le conoïde correspond aux o crois-
sants, et c^est le contraire qui. a, lieu si £ == — ï . Si donc on convient
de faire toujours croître l 'angle y, on devra, dans tous les cas, ajouter
à l'intégrale double prise sur S l ' intégrale curviligne

A! "à '^3

da'ï cix^ c(x^

i!1 '(m. (m.
àC, àC, à(^( v r àC, à^ ()(\ F(70) - l ——^^ i wrd^.

J a^AiLi-h A â L 2 4 - A y L a ) J r

En ce qui regarde l 'équation (33), nous nous bornerons au cas où S
est le plan des x\ x^, c'est-à-dire au problème résolu par la formule de
Poisson etParceval (^ ) . Si, par exemple, a;, est positif, on aA^ =s A..

ci v ()w^
1 ï

Comme 9 est ici égal à —. h ̂  sera égal à F \ L/aire d'intégration est

celle du cercle de centre (a^ a.^) et de rayon a.^ On a donc (en rap-
portant ce cercle aux coordonnées polaires r et y et fa isant h =s ï ) : '

(7" a'"•o:=!//'(?^^-^-)'••"•"——./^i.

formule qui resterait valable pour a^<o, à condition de remplacera^
par | a^ \ (^ étant égal à ± -^^ -'• l l \dv ^ dx^J

11 est aisé de remplacer les intégrales inf inies qui figurent dans cotte
formule par des intégrales de forme ordinaire (en supposant/ bien
entendu, que les valeurs données de u satisfassent à la ' condi t ion de
Lipschitz), 11 suffit de retrancher de la valeur de uen chaque point la
valeur u 'que prend cette même quantité sur le cercle à l'extrémité du
rayon qui passe en ce point. Il vient ainsi aisément

W ——^ff \^ ̂  - !^1 (. - '̂ l . dr^ ̂ j\,'^.

(1) Voir le Mémoire de M» Voltorra ; Acta math., t» XV1IÎ, p. -Ài4"--ii5,
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3(). Passons à r é q u a t i o n (3^). La solut ion fondamentale est

^^^-^ , ,_
r = 6.,-—^^^^^^^^^^^^^^ ^ — o, v^T..VF ./r

Cette solution bien simple nous fa i t cependant comprendre comment
M. Coulon a eu t a n t de pe ine a étendre an cas actuel la méthode de
M. Volterra. 11 est c l a i r , en e t i e t , que son in tégra t ion par rapport à x^
est compl iquée et ne peu t s'effectuer sous forme f i n i e à l'aide des
t ranscendantes usue l les . Nous voyons, p a r c e qu i précède, que cette
in tégra t ion est i n u t i l e et q u ' i l suffi!., p o u r a r r iver au résultat, de sub-
st i tuer la q u a n t i t é s que nous venons d 'écrire dans la f o r m u l e (66'),
la relat ion (70) restant d ' a i l l e u r s va l ab l e .

Si S est le p lan des .r, .z'y, on a u r a (en tenant compte d(; ce que le
cosinus h y p e r b o l i q u e est, égal a i au con tou r )

'Ch^/KT d(( , /ChyKr \/K SI» \ /KT\ ^ , , , , F udo)'vr1" ̂  "1 ';î ( '1'̂  •"• "•lii1^ ~1" ' /1> <îr ch 4" 1 ̂  1 / TF
/ ^ 'n./

ou encore, sous forme en t i è r emen t f inie ,

/" /* '"Cli/KÏ du , i /CJi/KT-i /KSIï^/Krx "" /,
w^ / / ^^ rc i rc i ,

»../ ty „.„ \ ' /

37. Dans le cas où S est caractérist ique ou. formé de portions de
caractéristiques, on sait qu ' i l suf l l t de conna î t r e sur S les valeurs
de u, en fonc t ion desquelles nos formules donnent^.

On peut aisément les t ransformer , dans ces condit ions, de manière
à ne faire f igurer sons le signe / f que u lui-même. Nous ne nous
occuperons pas en ce moment de ce calcul. Par contre, nous remarque-
rons que la solut ion fondamenta le possède, relativement à l'échange
des deux po in t s dont elle dépend, la même propriété que les fonctions
co n n u e s d e G re e n e t d e H i e m a n n,

Soit, en efïet, (^ le sommet d/un conoïde caractéristique dont une1

Ann. É€. Nonn., ( 3 ) , X.XIL "- MA^ K)o5. ï8
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nappe F, cont ient le point 0 à son in té r i eur (/^'. 4). Formons la
solution fondamentale

E.u^^

de l 'équation donnée (2), relative à ce point . Plus généra lement , fo r -
mons la fonction u correspondant à chaque p o i n t d ' u n e l i g n e ̂  issue
de 0^ et intérieure à F<- Nous pourrons alors const rui re la solution

W
^\

= f n{t^adt^
^o

analogue à Ç (^dés ignan t le paramètre qui déf in i t la position d 'un
point sur ^). De même que , pour les points situés entre F et le
conoïde P de sommet (Y, nous remplacions -V par ̂ , nous réduirons
le second membre de la formule (73} à sa part ie réelle t), en tout
po in t situé entre r\ et le conoïde caractéristique T[ qui a pour sommet
le point Cy,, extrémité de la ligne d ' in tégrat ion.

Appliquons aux deux fonc t ions v et ^ ainsi définies la f o r m u l e
fondamenta le (48), dans le volume i n t é r i e u r à la fois aux deux nappes
caractéristiques F, F, (^. 4). I l est clair, comme précédemment :

i° Que les deux surfaces de passage P, T\ ^interviennent pas dans
le résul ta t ;

2° Qu^il en est de même des frontières F, F, sur lesquelles s'an-
nulent respectivement ç» et D.
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La formule se réduit donc à

37!:^ 1)1. \,/À t) dh = % 7T ^ /^ ^/A ̂  <^i.J^ ^,
<-/ K-l

Si nous fa i sons tendre T et 1\ vers zéro, après avoir divisé par TT\,
il v iendra

«o\/Ao ̂  CoVÀo-.

11 convient de diviser cette relation par \/AoA<y et d'écrire

( / \ { ( { } — -1!°'
\/Â()' \/A^

Ainsi la propriété d'échange a l i en , non pour la fonction 9 définie
connne nous Favons fait j u s q u ' i c i , inais pour cette fonct ion divisée
p a r l a racine carrée de la va l eu r du discr iminant au po in t s ingul ier .

37 "bù\ L 'équat ion (74 )» î<yan t ses deux membres analytiques par
rapport aux coefficients, a aiis\n lieu dans le cas elliptiqw, où. elle serait
peut-être malaisée à démontrer directement.

38. Il resterait à faire la synthèse des solut ions précédentes, c^est-
à-dire à montrer qu'elles vér i f ient bien toutes les condi t ions du pro-
blème. On sait que cette partie de la question, n'est pas sans présenter
que lque diff icul té . M, d'Adhémarest le seul qui s'en soit occupé pour
l 'équation (33); encore n'a-t-il fait la vérif icat ion que pour les con-
ditions aux limites, en laissant de côté l 'équation aux dérivées
partielles elle-môrne. Nous renverrons à un prochain travail cette
vérification, laquelle sera manifes tement simplifiée dans une large
mesure par les théorèmes précédemment établis sur les parties finies
des intégrales infinies.

39. Les résultats que nous avons obtenus nous permettent d'éluci-
der immédiatement la question du principe de lïuyghens pour les
équations à trois variables,

On sait que l 'équation des ondes sphériques se distingue de -celle
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des ondes cylindriques, c'est-à-dire de l 'équation (33) par un carac-
tère remarquable. La solution du problème de Cauchy, les données
étant distribuées sur une multiplici té S, ne dépend point de celles de
ces données qui sont relatives aux poin ts de S intér ieurs à "T, mais
seulement de ce qui passe aux points situés sar'T : cette solution ne
contient pas d'intégrale triple, mais seulement des intégrales doubles
étendues à la mul t ip l ic i t é d'intersection de S et de F. C'est ce qui
constitue, pour l 'équation des ondes sphériques, dans les espaces
à 3, 5, 7, ... dimensions le principe de Huyghens.

On ne connaît, jusqu'à présent, aucune autre équation pour
laquelle cette propriété ait lieu.

Fai précédemment établi ( ^ ) qu'il ne pouvait y en avoir aucune
pourn = 2.

Un an existe pas non plus pour le cas de trou variables indépendantes,

Le principe de lluyghens exigerait , en ef Ïe l , que u^ fût n u l toutes
les fois que les données aux l imi tes sera ien t n u l l e s sur F, leurs valeurs
à l ' in tér ieur de l'aire d ' inlégralion élant quelconques.

Or, c'est ce qui , dans la fo rmule (6(Y), ne peu t évidemment pas se
produire.

40. Par contre, on remarquera, dans cette formule^ l ' inf luence
prédominante exercée par les données voisines du contour.

Ce sont même les termes correspondant à ces données q u i , dans
des circonstances asse% générales, donnent leur signe au résultat.

En effet, la conormalev étant intérieure au conoÏde caractéristique
qui a pour sommet son pied et, plus précisément (2), à la nappe de
ce conoïde qui contient le point 0, on à

W ^<o.ciy

( 1 ) Sur l'intégrale résiduelle {Bu,l. Soc, math. de France, 1900),
( 2 ) Étant donnée la manière dont a été écrite la forme IÏ (à savoir avec un carré posi-

tif et deux négatifs) la conormalo est du môme côté de S que h normale qui lui a donné
naissance.
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D'où, si la surface S et le point 0 sont assez voisins l 'un de l'autre,

, dv
li— — L ^ > o .dv

Par conséquent, pour -r constamment nul et u constamment
positif sur S, l 'intégrale double seule donnerait , au voisinage de S,

(J0<0,

résultat évidemment absurde.
Il faut donc que l'intégrale curviligne

./• ILwc/À

soit négative, ce q u i est évident a priori, puisqu 'e l le doit compenser
la par t ie p r i n c i p a l e de l ' intégrale double , et qui apparaît d'ailleurs
sur la f o r m u l e (67), en ver tu de l ' inégali té (75).

Mais, de plus, i l faut que ce terme négatif soi t prépondérant .
C'est ce que l'on vérifiera aisément sur la formule (71) en y fa isant

du.— :::::: o, u == jr.
dv

KRIUTVM".

Papçtî K)H, l i^tiô 9 en eonimençani pdr en bas : au. lieu. de ; où x est une fonction holo-
morplio, lire : où H osi une fonclion holornorphe.

ws.


