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SUR LA FORMULE GENERALE

DONNANT LE NOMBRE DES

INTEGRALES DOUBLES DISTINCTES DE SECONDE ESPECE
RELATIVES A UNE SURFACE ALGEBRIQUE,

Par M. Ewie PICARD.

Dans deux Mémoires publiés en 1903, dans ces Annales, jai établi
une formule donnant le nombre g, des intégrales doubles distinctes
de seconde espree relatives a une surface algébrique. Cette formule
a ¢té ¢lablie dans Phypothise ol certaines circonstances exception-
nelles ne se presentaient pass ila é6é supposé que la connexion li-
néaire de lasurface ¢t égale a Punité, et qu’une certaine équation
différenticlle Tincaire K n"admettait pas comme solution un polynome
en y. Je ferai connaitre ici la formule générale applicable & tous les
cas, telle que je 'ai donnée dans les Comptes rendus (21 novembre et
5 décembre 19o4).

Pai besoin de m’appuyer sur un théoréme, important par lui-méme,
relatil & une forme remarquable de la condition nécessaire et sulfi-
sante pour (qu'une surface ait une connexion linéaire supérieure i un :
Uéquation K, a laquelle je viens de faire allusion, devra avoir comme
solutions distinctes autant de polynomes q'tl y a d’intégrales distinctes
de differenticlles totales de seconde espéce.

Quanta la formaule générale donnant le nombre gy, on peut I'éerire :

po N d = fp — (e —1) 421 — (p—1).

La démonstration de cette formule est le principal objet de ce tra-
vail. Aa lieu de renvoyer pour les citations aux Mémoires que jai
publiés dans différents recueils sur la théorie des surfaces algé-
briques, je prie le lecteur de se reporter aux Tomes 1 et 11 de la
Théoric des fonctions algébriques de dewx variables, que j'ai rédigée
avee la collaboration de M. Simart; je la désignerai par F, 4,
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I. — Sur une propriété des surfaces dont la connexion linéaire
est supérieure a un.

1. Dans mes recherches antéricures j"ai supposé que 'onavaitifaire
a une surface, pour laquelle ne se présentaient pas certaines circon-
stances exceptionnelles. On supposait que la connexion linéaire de Ta
surface était égale & Vwunité (F. A., t. 11, p. 377), ct, en outre,
(p- 327) que 'équation B n’admettait pas comme solution un poly-
nome en y. Bxaminons de plus prés ces deux conditions; cette étude
va nous conduire d’abord & une propriété intéressante caractéristique
des surfaces dont la connexion linéaire dépasse 'unité.

2. Reprenons I'¢quation différenticlle linéaire K, déja tant de fois
considérée, a laquelle satisfont les périodes de Pintégrale abélienne
arbitraire de scconde espece

(1) / ' Qﬁi} E.,i).f_/:'f’ §

relative & la courbe entre x ¢t 3
S(e,y,5)=0,

Q(z,y.5) étant un polynome en =, y, s s"annulant sur la courhe
double. Désignons (oujours par ; la période correspondant au
point b;. L'analyse développée (F. A., t. 11, p. 377) nous permet,
avec un léger complément, de formuler une conclusion générale.

Supposons que, parmi les Q;, il'y en ait £ (A7 2p) linéaivement in-
dépendantes; je dis que la surface aura alors exactement »p — h inte-
grales de dufférenticlles totales de seconde espéee distinctes.

Le raisonnement dun® 26 (F. A., t. 11, p. 377) montre dabord immé-
diatement que la surface possede certainement 2p — 4 intégrales de
différentielles totales de seconde espece distinctes, les constantes
arbitraires étant C,, C,, ..., C,, ,. Inversement, supposons que la
surface posséde 2p — A intégrales distinctes de seconde espice, 2
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rales

¢lant inféricur ou égal & . Reprenant les intégr

/I-,(/.r (=1,9,..,2p)

de la page 378, on peut, ¢videmment, trouver un evele pour lequel la
période correspondante saugmente de

2,
quand y tourne autour du point singulier b,. Si done le cocllicient de
de dans une intéegrale de differentielle totale est égal &

aby a1y,

les a ¢tant des fonetions rationnelles de y, on aura nécessairement,
puisque les periodes de

/(m, Loty Ly, da

ne dépendent pas de y, les relations

v

820 g B2 by, 20 0 (pemty 2, oo, ).

Nous avons la 4 ¢quations entre les «, et il y aura & adjoindre i ces
Cquations (comme i b page 398) ap — hautres Gquations, olt ne pour-
ront figurer plus de wp -/ constantes arbitraires. Nous aurons done
seulement op — A integrales distinetes de seconde espece, et on a,
par suite, "=l

Ily a done un lien tres étroit entre le nombre des €; linéairement
indépendants relatifs i 'équation I8 et Ie nombre des intégrales dis-
tinetes de seconde espéce de la surface : Sch est le nombre des premaers,
le nombre des secondes sera 2p — h.

3. Nous allons aller plus loin el donner la forme la plus simple a
la condition pour que la surface ait un nombre déterminé d’intégrales
de différentielles totales de seconde espece. Le théoréme que nous
avons en vue est le suivant :

La condition nécessaire el suffisante pour qu'une surjfuce ail rinte-
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grales distinctes de différenticlles totales de seconde espéee est que Uéqua-
tion B soit vérifice par r polynomes en y lincairement indeépendands.

La démonstration de ce théoréme va nécessiter quelques remarques
préliminaires.

4. Reportons-nous i la page oo du Tome [ (F. 4.), oit nous avons
déja considéré I'équation différentielle linéaire B, correspondantiune
intégrale (1) arbitraire. Désignons maintenant par

(o) 0= M 6y~ IR g~ o = Ny 00 ({==1,92,...,2p)

4

une substitution quelconque du groupe de Uéquation E; les 2z sont
des entiers réels. En désignant par

] )
I)“ 1)2, oy 1 2p

les périodes correspondant aux mémes cycles queles o d'une intégrale
de différenticlle totale de seconde espiee (transcendante), nous avons
vu (loc. cit.) qu'elles satisfaisaient aux relations

(2) Piz=mi Py mi Pyt miy , Py, (£ 1,0, ..,0p),

et il yaautant de ces relations qu’il y a de substitutions fondamen-
tales dans le groupe de E. 11 a ét¢ démontré que, si on peut satisfaire
a toutes ces relations, r étant le nombre des lettres P orestant arbi-
traires, il y a pour la surface 7 intégrales distincles de seconde espiee
(transcendantes).

Ceci rappelé, cherchons & quelles conditions I'équation B admeltra
comme solution un polynome. Celui-ci serait de la forme

T e P A L P

les % étant des constantes. Il faut et il suffit que I'expression précé-
dente ne change pas quand on effectuc sur les w toutes les substitu-
tions du groupe de E; car, dans ces conditions, elle est uniforme et,
par suite, rationnelle, puisqu’il n’y a pas de points singuliers essen-
tiels. D'ailleurs, cette fonction rationnelle se réduira 4 un polynome,
puisque chaque point singulier est seulement de nature logarithmique.
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On aura done

Ayt el Lyy == oy - 7\31, My p

= S VT P T S A my pap) Ay (MG 03 A= mE oy 4o M, 00,) F .
ce qui entraine les ¢quations
(3) hpw byl = hgml e A= dy, mEP (é=1,2, ...,2p).

Sile théortme énoncé au paragraphe précédent est exact, la possi-
bilité de satisfaire & Pensemble des équations (2) entraine la méme
possibilité pour Pensemble des cquations (5), et le nombre des arbi-
traives, pour les P et les 2, sera le méme. Telle est la question alge-
brique i laquelle nous sommes ramendé.

Ho 1 est manifeste que, sile groupe de B était quelconque, il n'y
aurait, au point de vae qui nous occupe, aucune connexion entre les
systemes (2) el (3), mais ce groupe n’est pas quelconque. I résualte,
en effel, de propositions classiques sur les relations entre les périodes
de deanx inteégrales abéliennes, que les o peuvent étre choisis de ma-
nitre que le groupe des substitutions (o) satislasse a la condition sui-
vante @ Soient

0y )y, 1y, PPN (’)3/"

iy Yy Yy ety vt!/:

deux séries de variables; toutes les substitutions (o) transformeront
en elles-memes la forme bilinéaire

oo myuy U g U= 0, U5 e ool Mapeq gy = WypVspy

quand on effectue simultanément sur les o et sur les v la méme substi-
tution du groupe. Ce point important peutse démontrer avee précision
de la maniére suivante. Considérons pour une valeur particuliére y,
de y, sur la surface de Ricmann correspondant i la relation entre 2

et z
(n) f(”"’ Yor 5 ) 750,

le contour de Riemann formé de p rétrosections (C, D) réunies deux

Ann. e, Norne., (), XXII. — FévRrsg 1905, 10

S
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i deux A la maniere d'une chaine. C’est le contour désigné par K dans
mon Traié d’Analyse (t. 11, p. 426). Quand y partant de y, revient en
ce point apres avoir décrit un contour quelconque, le contour K s’est
déformé et est devenu un autre contour K’ du méme type formé des
rétrosections (C’, D') réunies deux & deux en chaine.

Considérons, surlasurface R, deux intégrales arbitraires de seconde
espece U et V aux périodes respectives o, ..., y, el o, by, ooy Uy,3

I'intégrale classique
Juav

prise le long du contour K donne, comme on sait, la combinaison
(a) Wy Vg — MgVy . o o= Oypug Vop = OapVsp 153

, y " \ 7A'%
clle est, d’autre part, égale i la somme des résidus des poles de U=

Avee le contour K/, on obtiendra la combinaison
(") WUy LV s Y, VL, Y,

qui sera ¢gale & la somme des mémes résidus. 11y a done égalité entre
les deux expressions (a) el (a); d'aillears, les o sont des fonetions
linéaires des w, et les v sont égales aux mémes expressions linéaires
des v. Bn écrivant Uégalite de (a) et (o), ona une identité par rapport
aux o et aux v, car on a pu choisir U et V de maniere que ces périodes
soient arbitraires; I'égalité est donc une identité, ce qui revient i
dire que Ia forme () est transformée en clle-méme. (Vest i cette pro-
priété de toute substitution du groupe de K qu’est due, comme nous
allons le voir, la connexion entre les systémes (2) et (3).

6. Si, dans la forme F, nous posons

Uy — &2y, gz — £, ces Ugp g 7o L2y,

(4) . < <
vy= &4, v, = L, ces I T

la forme F devient

Fom o Q)4 00, 2y Loty £2,,.
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Daprés ce qui précede, cette forme bilinéaire se transforme en elle-
méme, quand on effectue sur les o la substitution &, et que 'on
effectue en méme temps sur les Q la substitution correspondante ré-
sultant du changement de variable (4), la substitution (&) ayant été
elfectuée sur les v en méme temps que sur les ©. Nous appellerons £
la substitution correspondant i la substitution o, effectuée sur les Q.
Désignons cette derni¢re par
(%) QL ML - ML Q.+ ML, (i=1,2, ...,2p).

ap =L
On a identiquement

82~ 0y &2, g, L2, == 0] 2] -ty 2

2 "2

! ’
foe by, ..221,,

oL de Ja se deduisent immdédiatement des relations entre les m et les
M. On voit bien aisément que, en vertu de ces relations, la substitu-
tion inverse de X, ¢’est-a-dire Uexpression des Q en fonction des ',
correspond &

2

R L T S LT LY ST ST L (=12, oo, ap).
Or posons maintenant, dans les équations (2),

) —— .
l)1 - (\)21 R I ap=-1 T Q‘:[n

Py Qi ey l,‘.:/r = Q‘:p 15
le systeme de ces 1’5(11141t,i<)r|s(2) devient mantfestement
(5) Qo MOQ - ML Qu -0 - MY, Q,, (c==1,2, ...,9p),

d"apresla maniere méme donton passe de la substitution 5 & la substi-
tution .

Dans la question qui nous occupe, on peut donc remplacer le
systéme des équations (2), pris bien entendu pour toutes les substitu-
tions du groupe de K, par le systeme des équations (5); on doit établir
que, pour les équations (5) et les équations (3), le degré d’indéter-
mination dans la solution (les Q et les A étant considérées comme les
inconnues ) est le méme.

La chose est immédiate si nous transformons encore le systeme (5)
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en résolvant par rapport aux lettres Q du second membre, ce qui nous
raméne 3 la substitution inverse et donne le systeme (5 )

5) Qi=ml Q4+ miQy—+...4m}’Q,, (=1, 2, ..., 2p).
Or, le systéme (5) n’est autre que le systeme (3); il suflit de poser
4 =0Q, hy=Q,, R Aypz= Qyp.

On voit ainsi bien nettement que, @ toute solution i systéme (2), cor-
respond une solution du systéme (3). Il ya done le méme degré d'indéter-
mination dans les deux systémes et le théoreme est élabli. Nous pou-
vons dire que, & toute intégrale de différenticlle totale de seconde espiee
(transcendante), correspond un systéme de quantités V5 par suile, « toute:
intégrale de cette nature correspond un certain polynome cn 'y, solution
de Ii et, inpersement, a tout polynome en y, solution de B, correspond.,
pour la surface, une intégrale de différenticlle totale.

7. 1l ne sera pas sans intérel de faire ane vérification directe pour
p = 2. Herivons la substitution & sous la forme

’
Oy 2t g b Dyt b ey bl oy,
) 5l )1 b= Dy ooy b= G {
Dy Ty 0y gyt Cytayg b= hy tiyg,
'
(n)',‘:: oy 1)y e [I-_; mz‘f' Cy )y = (la O) 4y

/
0 =2y 04 = by g 1= ¢ 0y dy oy,

Cette substitution effectuée i Ja fois sur les o et les v (ransformant
en elle-méme la forme bilinéaire

WYy 00y Uy =t 30~ W, Uy,
on aura les relations

Uy by~ by~ ay by~ by == 1,
Cdy— Cody~ ¢y dly—c, cly= 1,
g Co = By Cy =~ Uy € ~ (4, C; =2 0,
ty lly— aycly 4 aydy~ ay dy= 0,

byCy~ bycy 4= bye, — by = 0,

bl d2—" [)26[1 -t /}3 Cl“"' /)/l_ d;;:.l 0.
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Le systéme des équations (2) est ici

Pra Py 0 Pyt Py - P
() Py, Py 0,0y 4= e Py - e, 17,
VA {
t Py, P by Py ¢y Py = oy 1y

P,a, P 0,04 ¢, Py -, P,
ef le systeme des ¢quations (3) est
P N S N N S R /T P

( Ly Gy M by byt Gy by ey Dy,
2N T ST SR S B T A

; Tyt by b oy oty by A ety hy,

5)

Cesont les systemes (z) et (B) que nous avons i compaver. Or, si
I"on pose dans les équations («)

Py Qu Py,
Poe Qn P Qy

on ales équations du type des équations (5)

0, 0y Q= ety Qu b= by Qy — ¢, (),

) Q, D Qe Qo el Qy - ¢, Q4
/ Qu 0,00 — 0, Qut- e, Qy— ¢, Qy,
Q4 by Qi g Qo ey Q1 3,Q,

etlon trouve les ¢équations correspondant aux équations (5) en résol-
vant les ¢quations (y) par rapport aux lettres Q qui sont dans le
sccond membre ot en se servant des relations entre les a, b, ¢, d. On
a ainsi

Quez oy Qb 0y Qu = ay Qy - @, Qy,

Qu Qb by Q- by Q- 6, O,

Oy Qpt-ey Quet ¢y Qy-t- ¢ Qy,

iy Qo dy Qg 1= g Q- 0l Qe

24 Q4 2y Qy, oy =2 Qy 2= Q,
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et cela est bien conforme a la démonstration générale du paragraphe
précédent. La vérification est donc complite.

8. Le théoréme général, quivient d"étre établi sur les intégrales de
différentielles totales de seconde espéee, aurait pu étre démontré par
une autre voie. D’aprés ce que nous avons établi autrefois, la recherche
des intégrales de différentielles totales de scconde espeee peut étre
faite de la maniere suivante. Soient, comme habitucllement, 2p inté-
grales distinctes de seconde espece

Qulxe, ¥, ) dx
S ho==1,9,...,9p
7 ( r)

l/,::

de la courbe entre x et

Sz, v, 3)=0;
désignons par
h z

) I h
oY, o}y, sy Wypge My,

les 2p périodes de I, prises suivant le systéme des p rétrosections (G, D)
de Riemann, un o d’indice impair et le suivant correspondant respec-
tivement aux parties G et D de la rétrosection. On doit considérer le
systéme d’équations en «

(S) Ay f == g A= . o b gy 3 1y (ke==1, 05 000, 2p),
les P étant des constantes satisfaisant aux relations rappelées plus
haut. Ces équations donnent, pour les @, des fonctions rationnelles

de y.
Rappelons-nous maintenant que, si'on a les périodes

h h I h
Wy, Wy, e ny 11)2” 19 0)2,,,
I s ! !
of, of, ..., of, ., of,

correspondant & deux intégrales I, ct I, expression

Lt

(l.)li 0y i3

i /] Vd I I
Oy O =0 o=y, Oy == 00y ™y ;s 4

reste invariable par les substitutions du groupe déja tant de fois con-
sidéré et est, par suite, un polynome en y. On déduit alors des ¢qua-



FORMULE GENERALE DONNANT LE NOMBRE DES INTEGRALES, ETC.

~a
el

(ions (S) que la combinaison
(

estune fonetion rationnelle de y ef, par suite, un polynome. Si donc

th vy a rarbitraives parmi les constantes P, il y aura r combinaisons
. . -~ . ’ .

distinetes (o) qui donneront des polynomes; par conséquent, I'équa-

(a3

> I > I > 13
) Py Pool .- Py ol — Pyl

ton I admettra comme solutions 7 polvnomes distinets.

Le méme rarsonnement démontre fa réciprogque. Supposons qu'il y
ail r expressions (2) distinetes se réduisant i des polynomes pour des
valeurs des constantes P (hien entendu, quelque soith=r1, 2, ..., 2p).
Le systeme des équations (S) peut ¢tre remplacé par un systéme
Gquivalent X de la forme

(%) T A Ty, T = Uy (h=n,2,...,2p),

les = et les U étant des polynomes en y; de Ta on tire pour les a des
fractions rationnelles de y; d chaque systeme de valeurs convenables
des constantes P eorvespond done une intégrale de différentielle totale
de seconde espece, ce qui démontre la réciproque.

Cette seconde démonstration montre de plus comment les intégrales
de seconde espece peuvent se déduire des polynomes solutions des
equations du type ().

(1) En approfondigsant davantage la démonstration préeédente, on peut, comme jo l'ai
fait dans une Note des Comptes rendus (16 janvier 1go’ ), élablir la formule

(%) Py P P )
olt 7 et ry désiznent respectivement les nombres des intéerales distinctes de seconde ot
de premicre cspeces, el 0l py b p, représentent les genres glomdéirique ot numérique de
la surface. J'ai aussi montré aisément que Fon a

reo Py pu)-

La relation () a été trouvée indépendamment par M. Severi (Aui delle Accad. di
Torino, w9 janvier 1go5), qui avail montrdé antérieurement qu'une surface ayant une
connexion linéaire supéricure & wn cst irréguliére ( pg 4 pn) ( dccademia dei Lincei, sep-
tembre 1904 ). Réeemment, M. Castelnuovo a montré dans les Compies rendus (23 jan-
vier 1905 ) que Uon a, dans tous les cag, I'égalitéd

poe 0 ( P Pnr)e

(o beau résultat qu'il a déduit de ses études ot de eolles de M. Enriques sur les sys—
temes lingaires de courbes pourra étre établi en restant au point de vue ol je me place
dang ces questions; j'y reviendrai ailleurs.
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II. — Sur le nombre des périodes de certaines intégrales doubles.

9. Nous venons d’étudier, dans la Scetion précedente, 'équation B
h laquelle satisfont les périodes de Pintégrale abélienne de seconde
espéce )
f Q2 v, 5)d
Nous avons envisagé précédemment (par exemple, £ 4., (. 11,
p. 217 et 351) une autre équation différentielle linéaire qui a ¢fe
appelée B; c’est 'équation  laquelle satisfont les périodes de Uinté-
grale abélienne arbitraire (n’étant pas nécessairement de seconde
espece )
Px s)dax
(6) / P(x, y, 5)dw,
. VE
P passant toujours par la courbe double.
Cetle équation est Cordre
LY R
et, parmi les périodes de (6), se trouvent m ~ 1 polynomes.
Qu’arrive-t-il pour I'équation K quand la surface posséde rintégrales
de différentielles totales de seconde espiee? 'y a, pour 'équation K,
unc intégrale particuliere relative & chaque point eritique ; que nous
“continuons & dénommer ;.
Nous allons montrer que, parmi les Q;, il y en
2P M ==
linéairement indépendantes, et inversement, s'il y a
20 4 Mm~=1—r
Q linéairement indépendants, la surface posséde r intégrales simples de
seconde espéce. C’est une propriété de I'équation K’ analogue i la pro-
priété de I'équation E démontrée au n° 2 de ce Mémoire.

10. Parmi les Qily en acertainement au moins 2p — rlinéairement
indépendants, ¢’est-i-dire qui correspondent i des cycles distinets sur
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la surface de Riemann relative i "¢quation entre @ ot s
Jr,y, 3)=o0,
puisqu’il en est ainst dans le cas de Péquation . Désignons par

0 Q

[y —
Pt

les Q correspondant i ces cycles. A ces 2p —r périodes de (6)
adjoignons rautres périodes w,, m,, ..., o, correspondant sur la sur-
face de Riemann i des cyeles formant, avee les eyeles qui sont relatifs
aux Q précédents, un systeme complet sur la sarface de Riemann.
Nous aurons alors pour 'équation B les 2p +m — 1 intégrales indé-
pendantes

()
-

(>
i M4

)
P c e seap oy My My ey f3) oy Tla, ey Ty

les = désignant, comme dans tout le Chapitre XTI (F. 4., (1), les
polvnomes correspondant aux points logarithmiques i 'infini.
Soient mainlenant

Q

)
- =apene 12T

(") 5"217 iz‘.’v L ] 20 1 20 rkl LIS |

2p 4 m o~ 1 —% fonctions Q linéairement indépendantes, formées
des 2p - r fonctions Q déja considérées el d'un certain nombre
dautres. Ces dernitres, que nous avons désignées par

o~

2,

2p o rile ) £

aptemee- T

(¥)
correspondent i des eyceles de la surface de Riemann qui, sur celle-ci
regardée comme fermee, se ramenent aux eyeles relatifs 3 Q,, Q,, ...,
Q,, . par suite, les expressions (8) s’expriment linéairement a Paide

de
:")'h Lzm ’ 53“, I ury . Tme
SOl arnst
. ; “ / /i
(9) g BISR e Wy A W 8 b P Ty - P T

(t==ap—r-1,..., 2P~ m—1—7),

fes 7 et les w étant rationnels. Le nombre des équations (9), ¢’est-

a-dire
IR = | =T == ],

dnn. Fe. Norm., (3), XX — Fivies 105,
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doit étre au plus égal & m — 1, car aulrement on aurait une relation
linéaire entre les fonetions (7), ce qui n’a pas lieus on a done néees-
sairement '

T

Ajoutons encore que, si lon envisage les équations avee les ide-
terminées ¢ ‘

\ It e — . . ~
Phey o ez 0 (o=op—ra41, . 0p 4 m-—1-7)

on pourra certainement y satisfaire, les ¢ n’étant pas tous nuls (xanf
dans le cas ol 7 == r) et, sur les ¢, on pourra certainement en prendre
T -— rarbitrairement.

Nous voulons précisément démontrer que = est égal a r. D'apres ce qui
précdde, il faut montrer que = n’est pas supéricur i r.

1. Placons-nous done dans Phypothise > 2. Nous n’avons i peu
pres qua généraliser Panalyse de la page 380 (F. A, 1) sappli-
quant i la méme question, mais dans le cas ol 7= o,

Reprenons les integrales (loe. cit.)

/l, dr, .., / I, de, /Jz de, oo, /J,,, e

.

avee les

Qb yk (g oy ooyapy ez, oo, m),

Pindice ¢ étant relatif au eycle. Bnvisageons, en outre, les périodes

/ k
jl? U

03 J

correspondant, pour les intégrales précédentes, i w,, w,, .

vy 0, Loy
périodes de 'intégrale abélienne

/(“1 l1”*" s (('Illl:'./’ + ("‘1']2 BRI R ‘lm ) .

ne dépendront pas de y, si les ¢ sont des constantes et si les @ (pou-

vant dépendre de y) et les constantes ¢ satisfont aux conditions sui-
vantes (ot les G;sont des constantes arbitraires)

)1 LN 2 )2 ' ;
5 QY+ g QF A= A Ay, A e e e, X {0y ap
v 1 PN » 9P e 2 . ’ ;
(x) Rl Y i e o YR PP A SR S P ) Y N P
ho. (/AP -
O S L ) (h=op—7r 41,..., 2ot - Ty,

)



FORMULE GENERALE DONNANT LE NOMBRE DES INTEGRALES, ETC. 33
St les a etles e satisfont i toutes ces conditions, on aura néeessaire-
ment, d'apres les équations (),
O ) e 5 ety 2R = e Y e e Y0

(f=mop—r -1, . .,0p 4 m—1—1).

Iest aisé de voir que Fon peut satisfaire i (outes les conditions X.
Les équations de la troisicme ligne dans X font connaitre les ¢, dont
7 — rrestent arbitraives; les deux premivres lignes, dont e nombre
total est 2p, déterminent les a. Ceux-ci sont bien des fonetions ration-
nelles de y. En effet, Tes équations ne changent pas quand y déerit un
contour fermé quelconque. Ceei est immediat quand v tourne autour
d'un des points singuliers 6, b b el pour les points

s ] s singuliers by, by, ooy by, py el pour les points

b,

2p o1ty M ] /‘;e/a+m~ 17

e'est une conséquence des ¢quations (o) et de la troisieme ligne des
relations X Quant aux autres points critiques, les Q qui feur corres-
pondent ¢tant fonetions lin¢aives des 2p + m — t == premiers, la
chose est manifeste.

0’y a plus maintenantqu’a raisonner comme a la page 382 (F. A,

o

L 11). On formera en se servant de Pintégrale

/ (e b= aap L= eda o epd ) die

ane intégrale de différenticlle totale de Ta sarface de nature (ranscen-
dante (puisque tous les e ne sont pas nuls) et n’ayant aucune ligne
logarithmique i distance finie; de plus, puisque tous les ¢ nesont pas
nuls, elle ne sera pas une intégrale de seconde espece. Or cech est
impossible, et cette contradiction montre que Phypothése = > r es
inadmissibles on « done

T,
C'est le théoréme que nous avons énonce ( n°6).

12. Que devient la démonstration précédente, quand = =r. Les

¢quations

(J.Q’(f, -+ 11.,’}1 Copp 520 (frzmope—r-1, .., 2p - m-—1i-—1r)
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sont alors en nombre m — 1, et elles donneront pour tous les e la
valeur zéro. Il est impossible, en effe, que le déterminant des p.
soit nul, car alors, 'apres les equations (), les Q de laligne (7) ne

seraient pas linéairement indépendants. Tous les e étant nuls, Pana-
lyse du paragraphe précedent conduith une intégrale de differentictle
totale de seconde espice, avee les rarbitraives

‘
(:17 (:27 R ] “I?

ce qui est bien d’accord avec le fait que la surface a r intégrales
distinctes de différenticlles totales de seconde espoee.

13. Prenons maintenant Pintégrale double

/ / l'( 2y Vs s)(/l‘{/X

le polynome P(z, y, =) é¢tant uniquement assujet(i passer par la
courbe double. D’apres Pétude faite dans o Section I du Chapitre X1
(F. AL LT pe 351), el en nous servant des résultats precedents,
nous sommes assuré que, sila surface n’a pas Cintégrales de diffe-
renticlles totales de sceonde esplee, d vy « 2p -t m——1 fonctions ()
lindairement independantes, et, par swie, un nombre de periodes (au
sens o nous les avons entendues dans toules nos recherches antéricures )

égal a
N—2p—(nt—1).

Cest le théoreme fondamental de la page 354 (F. AL, £ 11), Que de-
vient ce résultat, quand la surface a, comme ci~dessus, r intégrales
de différentielles totales de seconde espiece? 1y a alors seulement,
comme il vient d’étre établi,

20 b N e g

Q linéairement indépendants. Onvoit bien facilement la moditication
que ceci améne dans tous les raisonnements. Le nombre des periodes
est alors égal

N—(ap--m—y-r)
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¢’est-a-dire
N—ap—(m-—1)-4r.

On trouve ces périodes par les mémes combinaisons que plus haut,
et Pon démontre par la méme voie leur indépendance.

III. — Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double
est de seconde espéce.

11. Nous avons recherché précédemment (F. AL, t 1, p- 210) quel
est fe nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double de la

Jorme

(10) /'/'l’(""v y,/'f:)(/.z' dy

est de seconde espéce. Nous avons (rouvé que ce nombre est au plus

coal oo p.

Ce résultal a 646 ensuite précisé (F. A, L1 po 328), et il a ée
demontré que ce nombre est certainement égal @ 2p, quand Uéquation 1§
n'admet pas comme solution un polynome.

Nous sommes maintenant en mesure dapprofondir encore davan-
fage la question et d"areiver & un résultat définitif.

[5. Sapposons que fasurface admette 7 intégrales de differenticlles
totales de seconde espece. Nous avons va (Secet. 1) que équation K
admet comme solutions  polynomes linéairement indépendants. Que
ra-t-il arriver pour I'équation K? Nous allons mon(rer qu’elle admet
comme solutions r polynomes en y, en outre des m — 1 polynomes corres-
pondant aux points a l'infini.

Dans le voisinage d’un point singulier b, Péquation I admettra le
systeme fondamental qui pourra étre formé des fonctions

! ! r !
My, M, ey f:lzﬂ 17 ’J).J/,, Ta, ceey T

les = ¢tant des polynomes, les o’ ¢tant tous holomorphes autour de b,

sauflun d’eux w]  qui aun pointsingulier logarithmiqueen b. A ces o

correspondent 2p cyceles distinets sur la surface de Riemann.
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D’autre part, si nous revenons i Péquation B, elle admettra autour
de b e systeme fondamental

[OFT) (O ey ’l):,,,,l, fx)_‘,,,

les o correspondant aux mémes eyveles que les o, et étant holomor-
phes autour de & sauf le dernier w,,.

On peut associer deux d deux les intégrales des équations E et 14,
nous voulons dire les intégrales de B et B correspondant & un méme
eyele. Soit pour une valeur non singulitre A de v (et son voisinage)

deux intégrales
!

elow

ainsi associ¢es et coreespondant & un cvele 15 allons dans le plan
de v par un chemin déterminé du point Ad un point B voisin du point
singulier . On aura en 8

Wz gy A= Dy bl i Ky Tyl b Ky Ty

==z gy - gty <l ey,

les Aot les & ¢tantCdes entierss il est essentiel de remarquer que les/h
sont les mémes pour &' ¢t pourw, mais que pourw il yaura en géneéral
de plus des termes en =, car il est possible que e passage du eyele I
aux eycles correspondant aux o (el aux w’) se fasse en (raversant des
points i Uinfini, et ¢’est de la que proviennent les termes en «.

Ceci posé, supposons que le cyele I" corresponde i une solution de I8
qui soit un polynome. Lintégrale u étant dans ces conditions un poly-
nome, il faudra nécessairement que, dans Uexpression de o, a Uaide
des o, on ait

Dgp=z0

pour que b ne soit pas un point singulier logarithmique. Mais alors «
sera aussi holomorphe autour du point &. Celui-ci étant un point sin-
gulier quelconque, « sera holomorphe autour de tous les points sin-
guliers et, par suite, sera un polynome.

Ainsi, & tout polynome vérifiant Péquation K, correspond un poly-
nome vérifiant I'équation K. La réciproque résulte d’ailleurs de la
méme analyse. Nous aurons done comme solutions distinetes de I'éyua-
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tion K, en dehors des ne — 1 polynomes =, un nombre de polvnomes pre-
cisément égal a r, comme il a été énonce.

16, TE résulte de Taque Tes residas de Pintégrale double

/’ /'l’ (., v, 13)’/"" ’/.y’

S

relatifs a la courbe & Pinfini, ne sont pas en nombre supéricur
aop—r.Ges résidas sont en effet égaux aux valeurs des intégrales

/m,' (y)dy el ‘/ T () el

prises autour du point a Uintini, et il ne peut y en acoir mani festement
plus de o p — rdistinetes.

I faut montrer maintenant que on peat choisiv Te polynome
P, v, z) (passant bien entendu par la courbe double) figurant
dans (6), de maniere que ces ap — rrésidus aient (elles valeurs que
Pon veut. I seva par cela méme ¢tabli que le nombre des conditions,
caprimant que intégrale double (10) est de seconde espéce, est precise-

rment D I

7. Nous navons qu'y raisonner i peu pres comme i la page 328
(. Ao, 1) quand nous avons démontré ce théortme pour r==o.
Prenons une intégrale (ro) déterminée d'atlleurs arbitrairement, of
soient, autour de v ===, les développements

e i A S A B S S R AT i Arvee L0y ey 2p 1)

Pour & pris assez grand, les 2p — rexpressions linéaires
ti) W g by, Y ey ((zity o oy p =1

aux indéterminees

Wy, (ly, sy U

sont lin¢airement indépendantes; car si, pour toute valeur de £, ces
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expressions lingaires w’étaient pas indépendantes, tous les détermi-
N , ot . ’ ot

nants dordre 2p — rformésavee les o, " seraientnuls, etPon pourrait

former une combinaison linéaire des w; se réduisant i un polynome,

ce qui est impossible. Le nombre £ ¢tant pris done de manicre que fes

expressions (11) soient distinctes, envisageons lintégrale double

/‘j‘f;( vy P (e, v, 5)dr //y
. S

ou I'on pose
o) = yFl e ay e Y s

les « étant des indéterminées. Les 2 p — r résidus de cette intégrale
double sont, au facteur 27é pres, les expressions (1), D'apres ee qui
précide, on peut choisir les indéterminées @ de manitre que ces
expressions aient telles valeurs que on veut. Le théortme énoneé est
done ¢tabli, ¢’est-a-dire que :

Le nombre des condilions cxprimant gu’une intégrale doable de la
Jorme (10) est de seconde espéce, est exactement égal a op .

Sinous revenons an nombre pyorelatif & la connexion lincaire de la
surface, on a

1T pyye ]

el le nombre des conditions est ap — (p, — 1). Ge résultal va nous étre
tres utile pour obtenir le nombre g, des intégrales doubles distinetes
deseconde espece quand py estsupérieur i wn.

IV. — Calcul général du nombre 7, des intégrales doubles distinctes.

18. De tout ce qui précede, il résulte que la formule fondamentale
(12) po= N-lip—(m—1)—(p—1),

ctablie (£ 4., € 10, p. 373), sauf pour certains cas réserves, st
toujours applicable quand la connexion linéaire est égale & 'unité.
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Il nous reste & examiner le cas ol la connexion linéaire est supé-
ricure & wn, c’est-h-dire quand il y a un nombre r d’intégrales de
seconde espice (7> o). La question sera facile, avee les résultats des
sections précédentes.
Les deux points essenticls dans Pétablissement de la formule ci-
dessus ont ¢té les suivants : en premier lieu, expression '

N—oap—(m—1)

du nombre des périodes (au sens ot nous entendons ce mot) de I'in-
tegrale double du type toujours considéreé

/'/’l’(.l', v, s) dxdy

et, en second licu, le nombre des conditions exprimant que Pinté-
grale double considérée est de seconde espece, nombre égal i

2.

La différence de ces deux nombres donne le nombre p,y, & Pexpres-
sion pris g1, dont Porigine n’a rien & voir avec la connexion
ling¢aire.

Ges deux nombres doivent étre modifiés comme nous 'avons vu
dans les numéros précédents; le premier est a remplacer (n® 13) par

N ap— (m—1)~4r,
et le second doit étre remplacé (n° 17) par
2p r.
Iin faisant la différence de ces deux nombres, nous trouvons
Ne—hp—(m—i1)-+2ar,
el, par suite, la formule (r2) doit étre remplacée par la suivante

po=N—bp—(m—1)~+oar—(p—1).

Ann. Le. Norm., (3), XXIL — Fivamn 1905. 12
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Nous pouvons donc ¢noncer le résultat suivant :

Le nombre p, des {ntégrales doubles distinetes de seconde espéce est
donné par la formule

pO:::N—-/II)—- (m—1)t-a2r—(p=1),

Je rappelle la signification des lettres autres que r figurant dans
cette formule : N est la classe de la surface, p le genre d'une section
plane arbitraire, m le degré de la surface; quant i p, ¢’est le nombre
relatif & la surface, tel qu’il est défini par mon théoreme fondamental
sur les intégrales de différentielles totales de ¢rodsiéme espéce et dont
je rappelle la définition : On peut tracer sur la surface g courbes algé-
briques irréductibles C, telles qu’il n’y ait pas d’intégrale de différen-
ticlle totale de troisitme espece n’ayant d’autres courbes logarith-
miques que la totalité ou une partie des courbes (G, mais telles que, si
on leur adjoint une autre courbe algébrique irréductible quelconque
de la surface, il y ait une intégrale de (roisitme espice n"ayant comme
courbes logarithmiques que cette derniere courbe et la totalité ou une
partie des courbes C.

19. Dans toutes mes études, il a ét¢ supposé que la surface n’avait
queles singularités dites ordinaires, ¢’ est-a-dive une courbe double avee
points triples sur cette courbe qui ne présente d’ailleurs aucune par-
ticularité exceptionnelle. (Vest dans ces conditions qu’ont ¢(é établies
toutes les formules des pages précédentes.

Si, outre ces singularités, la surface possédait des points doubles
coniques isolés, la complication ainsi introduite ne serait pas grande;
nous allons examiner ce cas.

Il nous faut revenir aux singularités de équation (E), que nous
avons discutées dans le Tome I (F. A., p. 95 et suivantes). La
surface étant rapportée i des axes placés arbitrairement, les points
singulicrs correspondaient aux valeurs & telles que le plan y = b fut
tangent & la surface. Maintenant, aux véritables plans tangents paral-
leles au plan des a5, ¢est-b-dire aux plans tangents en des points
simples de la surface, il faut ajouter les plans paralléles au plan



FORMULE GENERALE DONNANT LE NOMBRE DES INTEGRALES, ETC. Ot
des 2z passant par les points doubles isolés. Un tel plan, que nous
désignerons par y =c¢, correspond bien & un point singulier de
I'¢quation (E); pour y voisin de ¢, la courbe entre z et s

S(lx,y,5)=0

a deux points de ramification voisins, qui s¢ confondent avee le point
double isol¢ de la surface. Les circonstances seront done les mémes
que pour le plan y = b. Les points ¢ sont, pour I'équation (), des
points singuliers logarithmiques de méme nature que les points b (*).
Done, en désignant toujours par N la classe de la surface et @ le nombre
des points doubles isolés, le nombre total des points singuliers de ()
sera
N+ d.

On se rappelle d’ailleurs que I'intégrale double

/‘/ ()(:I;“ z_f/z'r/y

restera finie & distance finie, pourvu que le polynome Q s’annule sur
la courbe double; aucune ('ondltmn n’est relative aux points doubles
isolés (points conlquos), comme on 'avu (F. A, 6. [, p. 184).

Il résulte de I que, dans tous les caleuls et tous les raisonnement(s
faits dans ce Chapitre et les précédents, N doit seulement étre rem-
placé par N +d. Nous aurons donc, aw licw de la formule donnée au
n° 18, la formule plus gencrale, relative aw cas ot la surface a, outre
la ligne double, d points doubles isoles

po=N-+d —=h4p—(m—1)-+aor—(p—1)

Telle est U'expression générale du nombre g, des intégrales doubles

(') Il y a seulement la différence suivante, par rapport 4 ce que nous avons vu (/7. A
t. I, p. 96) : Pour un point b, nous avions une certaine intégrale holomorphe qui a 6(é
désignée plus tard par , el toute période de I'intégrale envisagée se reproduisail, aprés
une circulation autour de 6, & un multiple pu'-s' de @; ce multiple pouvait étre de
parité quolconqn(* (il pouvmt ¢tre notamment égal @ ). Pour un point ¢, le multiple sera
toujours peir; mais cela n’a aucune importance pour toutes les déductions relatives au
nombre go.
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distinetes de seconde espice. Quant @ nombre des periodes telles que
nous les envisageons, de Uintégrale double

// Q(r,y, 3)dwdy
. /s

ol le polynome Q est assujetti seulement & passer par la courbe
double, il est égal a

Nebd—op—(m-—1)-r,

qui est le nombre du n® 13, en remplagant N par N + .

V. — Sur certaines expressions invariantes.

20. Le nombre g,, dont nous venons de donner ici expression
générale, est wun invariant absolu de la surlace, comme je Pai montre
autrefois. Si done 'on considére deux surfaces /el /7 se correspon-
dant point par point, ¢t ayant seulement chacune comme singularités
une ligne double avee points triples et, en outre, des points doubles
1solés, on aura, en marquant par un accent les lettres velatives @ la
surface /7,

Po== (l:u
et, par suite, puisque évidemment r = r/,
NeA-d—bp—(m-—-1)—p= N d = [p'—(m—1) - o

Cette formule appelle plusieurs remarques intéressantes.

21. Supposons que, dans la substitution qui transforme /en /7, il
y ait F points fondamentaux A (points simples ou points doubles
isolés) sur /, et I points fondamentaux A’ (points simples ou points
doubles isolés) sur /7. Nous allons facilement obtenir une relation
entre g, ¢/, F et F'.

D’apres la définition de p, on peut tracer, sur /, o courbes algé-
briques irréductibles C (qu’on peut supposer ne pas passer par les
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points A) telles qu’il n’y ait pas d’intégrales de troisicme espece
n‘ayant d’autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie
des courbes (G, mais telles que, st on leur adjoint une autre courbe
algébrique irréductible quelconque de la surface, il y ait une intégrale
de troisieme espece n’ayant comme courbes logarithmiques que cette
derniére courbe et la totalité ou une partie des courbes C.

Ceci posé, envisageons sur /* les courbes

Chy Gl eeny G
correspondant &
Cis Cay ovey Gy

Aux points A de / correspondront sur /7 des courbes @ en
nombre F, et aux points A" de /7 correspondront sur /' des courbes @
en nombre F'. On peut former, pour la surface /, F" intégrales de
troisieme espece K, K,, ..., K, correspondant aux courbes G et i
chacune des courbes @. Ces intégrales, sur la surface /7, ont en tota-
lité ou en partie, comme lignes logarithmiques, les courbes € et @
(quisont en nombre g + F). Désignons-les, sur la surface /7, par

K, K, ..., K.
Il n’est pas possible que
F+p<l¥,

rar alors on pourrait former (en annulant les périodes logarith-
miques) une combinaison linéaire

AKG 4+ AK - A K,

olt les A ne scraient pas tous nuls, et qui n’aurait pas de courbes
logarithmiques sur /7, tandis qu’elle en aurait sur /. Concevons
maintenant que 'on forme le tableau des périodes logarithmiques de

! ! U
KL Kz: <o Ky

pour les courbes C, C,, ..., ’J’p, O, D, ..., Dy, en mettant sur une
méme ligne horizontale les périodes correspondant 4 une méme
courbe. Il n’est pas possible, pourla méme raison que plus haut, que
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tous les déterminants d’ordre ¥ formés avee F lignes de ee tablean
soient nuls. Soient donc, parmi les ¢ et les @', des courbes que nous
appellerons T' ¢n nombre F/, pour lesquelles le déterminant correspon-
dant n’est pas nul.
Nous allons montrer aisément que, si des G et @ on supprime les T,
on a
ot F—F

courbes IV, pouvant étre prises pour les p” courbes de /7 vépondant
sur cette surface au théoréme fondamental sur fes intégrales de diffé-
rentielles totales de troisitme espece, de sorte que lon aura

o p e [ F,
En cffet, tout d’abord il 0’y aura pas d'intégrale de troisicme espéce
3 I 4
correspondant aux courbes IV, car, en revenant a /, 'on voit qu'une
telle intégrale serait nécessairement de la forme

MK, Ap K (les A non tous nuls),

e, par suite, le déterminant des périodes Togarithmiques formées
avee les courbes M serait nul.

Dautre part, soit une courbe L' queleconque de /7, on peat former
ane intégrale de troisieme espece n"ayant d'autrees courbes logarith-
miques que L et la totalité ou une partic des courbes V. Si 1'on
revient, en effet, & /, on pourra former une intégrale correspondant
a la transformée L de 1/ et aux courbes C; en revenant ensuite i /7,
on a une intégrale J, ayant comme courbes logarithmiques L et la
totalité ou une partic des courbes (7 et @', Formons alors la combi-
naison

"

I A K e A K

on peut choisir les A de maniere i faive disparaitee dans cette combi-
naison, comme lignes logarithmiques, les courbes I' (le déterminant
relatif aux T n’étant pas nul), et il reste seulement les courbes 17,
comme nous voulions le montrer.

Nous avons donc la relation suivante, importante pour notre objet,

p o F=p 4 F.
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22. Revenons maintenant a la relation du n®20; elle pourra s’écrire
(13) N+d—4p—(m—1)-+F=N-+d—4p —(m'—1)+F.

C’est une relation d’invariance relative d’une forme remarquable entre
deux surfaces se correspondant point par point; il y figure, comme 'on
voit, les nombres des points fondamentaux de la correspondance sur
'une et 'autre surface.

On vient de voir I'importance de la combinaison

N—4p—(m—1),
dans la théorie des intégrales doubles de seconde espece. Or cette
combinaison s’est déja présentée dans la théorie géométrique des sur-
faces algébriques. Dans le Mémoire célebre de M. Nother [ Zur Theorie
des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde (Math. Annalen,
t. VIII)] on trouve (notamment p. 507) la combinaison (')

n'—aoa- 3n,
Avece nos notations, on a
n'=N, n=m, a=2a(n—1)-+2ap,

ce qui donne

n'—oaa—+3n=N—4p—m-+4.

On (rouve, & la page citée du Mémoire de M. Nother, la formule
relative & deux surfaces /et /| se correspondant point par point

(14) n'—aoa-3n-+33p=n;—oa~+3n + 2py,.

Dans cette formule Xp. désigne la somme des multiplicités de tous
les points fondamentaux de /, augmentée de la somme des multipli-
cités des points multiples de /* qui ne sont pas points fondamentaux

(*) M. Zeuthen (Compres rendus, . LXX, ¢l Math. Annalen, t. 1V, p. 37) avait déja
formé un invariant relatif analogue. Beaucoup plus récemment, MM. Castelnuovo et
Enriques oal aussi rencontré la méme combinaison (Annali di Matematica, 19or) dans
unc étude remarquable sur les systemes lindaires de courbes d’une surface.
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(tous les points multiples envisagés ¢tant des points isolés), et pareil-
lement pour 2, velativement a /.

Notre formule (13) coincide avee la formule (14) de M. Nather,
sauf que, dans le cas de M. Nother, peuvent se trouver des points
multiples isolés d'ordre supéricur & deuzx, cas que nous n’avons pas
examiné dans notre théorie ().

Il est bien remarquable de voir ainsi ¢labli un lien entre deux
points de vue si différents, celui de MM. Zeuthen et Nother et des
géométres qui les ont suivis dans I'étude géométrique des surfaces, et
le point de vue transcendant auquel se rapportent mes travaux sur
les fonctions algébriques de deux variables,

V. — Quelques applications.

23. Nous terminerons en faisant quelques applications de la for-
mule générale établie ci-dessus. On peut tout d’abord se demander
quelle est la valeur de g, pour la surface la plus générate de degreé m.
Pour répondre i cette question, il faut avoir la valeur de g pour cette
surface. On peut montrer que pour celle surface, quand m est au
moins ¢gal & quatre, on a

r/ I,

Ce résultat peut stre ¢labli divectement, etjindiquerai ailleurs la dé-
monstration qui demande quelques développements; il résulte encore
d’un théoreme donné par M. Nother dans son célébre Mémoire relatif
aux courbes gauches algébriques (Mémoires de ' Académic de Berlin,
1882, n* 11 et 12), & savoir que, sur lu surface la plus générale de
degré m(m= 1), toute courbe algébrique est Uintersection complete de
la surface avec une autre surface algébrique (*). HEn cffet, soit une

(*) Tl serait intéressant ot sans grandes difficultés de combler cette lacune, mais ceci
demanderait quelques développements. 11 nous suffit, dans I'exposé de la théorie géndrale,
de considérer les singularités ordinaires.

(2) Ala vérité la démonstration de M. Nither fondée sur une énumération de con-
stanles ne peut éire regardée que comme rendant e théoréme trés vraisemblable, et
il y aarait lieu de revenir sur la question. On conclut encore de ce théoréme que, pour
la surface la plus générale de degré m(mz 4), toute intégrale de différenticlle totale
est une combinaison algébrico-logarithmique (woir une Note que j'ai publiée dans les
Comptes rendus, 25 féyrier 1904, ot sont dailleurs indiquées les applications particu-
lieres qui suivent).
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courbe C, de la surface, intersection de celle-ci, avec la surface de

degré m, )
Fi(z, y,5) =o.

Prenons une autre courbe quelconque C,; celle-ci sera I'intersec-
tion de la surface avec une autre surface de degré m,,

Fy(e, y,5) = o.

11 suffit de prendre

Fm.}
log L
el l‘éi
pour avoir une intégrale de différentielle totale n’ayant d’autres
courbes logarithmiques que C, et C,; donc g =1.
En appliquant la formule

po=N—bp—(m—1)— (g —1)

on {rouve, puisque I'on a

N=m(m—1)?, p::(m'—-');m_{”,

le résultat suivant

po=(m —1)(m*— 3m + 3)
comme nombre g, pour la surface générale de degré m(m=4).

24. Jai déja insisté (voir par exemple F. A., (. 11, p. 323) sur la
dépendance entre p et la nature arithmétique des coetlicients de la
surface. Aussi ne faudrait-il pas conclure de ce qui précede que 'on
a p =1 pour toute surface de degré m sans points multiples. Ainsi
jai montré (F. A., t. I, p. 287) que, pour la surface

g == e e l)(y) (’n:_/-[l>7
ou P(y) est un polynome arbitraire de degré m, on a

p=(m—1)*~+1,

dAnn. Ec. Norm., (3), XXIl. — Mars 1g05. 13
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ce qui donne
po==(m—1)(m —2)%

25. Prenonsmaintenant quelques surfaces particulitres. Jenvisage
la surface unicursale / définic en coordonnées homogenes par les
équations ‘

'L't'::./.i(“y [3’ }/) (L:“"“ %y “;74)7

. 1. \ / ‘,
fos Jar fa et fi étant des polynomes homogenes de degré 7 en o,
ety. On suppose que les courbes

Ji==o
aient a points simples communs ne répondant d'ailleurs & avcune

disposition particulicre.
On a manifestement pour la surface

L)

(=)

o

mont e a, /

Cherchons Ta valeur de p. Aux a points fondamentawr du plan
(2, B, v) que nous désignerons par /7 correspondent sur la surface /
des courbes distinetes

1 1 il
Gy, Gy, R -

de plus, il ny aura pas sur /"de points fondamentaux. Appliquons la
formule du n° 21

pAF=p 4 I;
onal=o0,¢=r1, F=qa. Par suite
p=a-ti.

Il ne reste plus qu'a caleuler la classe N de la surface; ceei est
élémentaire. Les axes ayant une disposition quelconque par rapport
a la surface, il suffira de chercher, la surface étant représentée par

X == -[l; '/~§‘» S /’

v

les points de Ia surface ot le plan tangent est parallele au plan des yz.
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IIs sont donnés par les deux équations
o oy 9N
de. _ OfB dy

A~ o O
Jdet B dy

dont les solutions communes sont en nomhbre 3(2 — 1)*; on a donc
N=3(n—1).

La formule donne alors
Po== 0,

ce qui devait étre, puisque la surface est unicursale.

26. Prenons encore comme exemple la surface de Kummer, ¢’est-
a-dire la surface du quatrieme ordre avece seize points doubles. On
doit a M. HHumbert un résultat remarquable sur les lignes algéhriques
tracées sur la surface de Kummer : toutes les courbes algébriques
tracées sur cette surface sont de degré pair, el si 2n désigne le degrdé
d’une telle courbe on peut le long de cette courbe circonscrire i la
surface une courbe de degré nnelacoupant pas en dehors dela courbe
considérée. On déduit de suite de ce théoreme que pour la surface

"J ==1T.
On a d’ailleurs
N =4, d =16, p =3,
et en outre r = o, car la surface de Kummer n’admet pas d’intégrale
de différentielle totale de seconde espeee (transcendante). La formule
générale :
p=N+d—b4p—(m-—1)— (p—1)

nous donne alors
po=7.

27. Terminons en prenant une surface hyperelliptique générale,
¢’est-d-dire une surface dont les coordonnées s’expriment par des
fonctions abéliennes de deux paramétres, de telle sorte qu’a un point
arbitraire de la surface ne correspond, aux périodes pres, qu’un scul
systéeme de valeurs de ces parametres. On suppose d’ailleurs que ces
périodes ne satisfont pas 4 une relation singulicre.
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On sait que, dans son Mémoire Sur s surfaces hyperelliptiques
(Journal de Mathématiques, 1893), M. Humbert exprime les coor-
données homogenes d'un point d'une telle surface par des fonetions ©
normales dordre % et de caractéristique nulle. Supposons aussi que
ces fonctions O soient sans zEro commun.

1l résulte des formules du Mémoire de M. Humbert que on aura
pour la surface

m = 2 /% pe= it

Dailleurs on a d = o. Il reste & ¢valuer la classe N de la surface;
on voit de suite que N sera égal au nombre des solutions distinetes
des deux ¢quations

ALNCE
LAAGUAS
)
Jdu Jv
en désignant par @ et 0 deax fonctions normales dordre £, de caracté-
ristique nulle, sans zéro commun, el d’ailleurs arbitraives. Kn s’ap-
puyant sur le théortme de M. Poinearé relatif aux racines communes
a deux fonetions 0, on trouve facilement

N == 642,

Si Pon revient maintenant & la formule générale, elle donne, en se
rappelant que r=4 et que p =1 (comme je 'ai montré dans ces
Annales, t. XVILI, p. 4115 1901), la valeur

rJo:-"-'—'- 5;

Tel est Ie nombre des intégrales doubles distinetes de seconde espice
pour les surfaces hyperelliptiques générales envisagées. Si la surface
hyperelliptique élait singulicre, ¢’est-i-dire siles périodes satisfaisaient
a une ou plusicurs relations singulitres (au sens de M. Humbert), il
y aurait lieu de rechercher ce que devient le nombre o, qui peut étre
diférent, car cet invariant, comme je I'ai déja montré sur divers
exemples, n’est pas seulement géométrique ct algébrique, mais «
ausst un caracteére aridhmétique.



