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SUR LA FORMULE GÉNÉRALE
D O N N A N T LE NÛMIÎHE DlîS

INTÉGUALES DOUBLES DISTINCTES BE SECONDE ESPÈCE
RELATIVES A UNE SURFACE ALGÉBRIQUE,

PAH M. EMILE PICARD.

Dans doux Mémoires publiés en 1903, dans ces Annales, j'ai établi
inie formule donnant le nombre p^ des intégrales doubles distinctes
de seconde espèce relat ives à une surface algébrique. Cette formule
a été établie dans l'hypothèse où certaines circonstances exception-
nelles ne se présentaient, pas; S I a élé supposé que la connexion li-
néaire de la su r face é ta i t é^ale à Ptinilé, et, qu'une certa ine équation
diflerentielle linéaire K n'admettait pas comme solution un polynôme
en j. Je ferai connaître ici la formule générale applicable à tous les
cas, telle que je l'ai donnée dans les Comples rendus ( 2 1 novembre et
3 décembre 1904)"

Fai besoin de m'appuyer sur un théorème, important par lui-même,
relatif a une forme remarquable de la condition nécessaire et suiïi-
santé pour qu'une surlace ail uneconnexion linéaire supérieureà^:
l'équation E, à fw/aelle ni viens de faire allusion, devra avoir comme
solutions dùiinctes autant de polynômes (/u'ily a d9 intégrales distinctes
dv. differniUelles totale de seconde espèce.

Quant à la formule générale donnani le nombre po, on peut récrire :

p,, ̂  N "h d — 4// — ( m — i ) + % r — ( p — i. ).

La démonstration de cette formule est le principal objet de ce tra-
vail. Au lieu de renvoyer pour les citations aux Mémoires que j'ai
publiés dans différents recueils sur la théorie des surlaces algé-
briques, je prie le lecteur de se reporter aux l'ornes 1 et II de la
Théorie des fondions al^éhrir/ues de deux variable^ que j'ai rédigée
avec la collaboration de M,. Simart; je la désignerai par P, A,
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I. — Sur une propriété des surfaces dont la connexion linéaire
est supérieure à un.

\. Dans mes recherches antérieures j'ai supposé que l'on avait à fa i re
a u n e surface, pour laquel le ne se présentaient, pas cer taines circon-
stances exceptionnelles. On supposait que la connexion l inéa i r e de la
surface était égale à Vunité CF. A., t. I l , p. 377), et, on outre,
(p. 827) que l'équation E n 'admettai t pas comme solution un poly-
nôme en y. Examinons de plus près ces deux condi t ions ; cette é tude
va nous conduire d'abord a u n e propriété intéressante caractérist ique
des surfaces dont la connexion l inéa i re dépasse l ' un i t é .

2. Reprenons l 'équation d i f f é ren t i e l l e l inéai re E, déjà tant de fo i s
considérée, à laquel le sa t i s fon t les périodes de l ' intégrale a b é l i e n n c
arbitraire de seconde espèce

^ fO(^.r^)A-
J -^—^^^^^^^^^

relative à la courbe entre a; et s

/(.^y^)=:o,

Q(.r,j,^) étant un polynôme en x, j, z s ' annu lan t sur la courbe
double . Désignons toujours par û, la période correspondant au
point &,. L'analyse développée ( F . A., t. I l , p. 377) 'nous permet,,
avec un léger complément, de f o r m u l e r u n e conclusion générale.

Supposons que, parmi les Û,, il y en ait h {h< ̂ p ) l inéairement in-
dépendantes; je dis que /a surface aura afon exactement ^p — h inté-
grales de dif/ereniieUrs totales de seconda espèce dùUncie^

Le ra i sonnement du n0 26 (P. A. , t. .11, p. 377) montre d'abord immé-
diatement que la surface possède cer ta inement 2? — h intégrales de
différent ie l les totales de seconde espèce distinctes, les constantes
arbitraires étant G,, C,, ..., C^. Inversement, supposons q u e ' l a
surface possède ^p ~ h' intégrales dist inctes de seconde espèce, h'
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étant inférieur ou é^al a //. Reprenant les intégrales

j hcLr ('h =1 , '>., ..., 2^)

(le la page 378, on peu t , évideiin'nent, t rouver u n cycle pour lequel la
pé r i o ( I e co rre s | ) o n d a n le s'a u gme u l,e (le

^

quand r (ourne autour du point singulier h^ Si donc le eoedicient de
</ . r< la î îs une inle^rale de d i (^ere^( ie l l (> lolale esterai a

^i Ï i •-t- ^^1.4" . . .4-- ̂ L//,

les a ef,an( des (bnelions ral ionîHdlf^s de y, on aura nécessairement,
puisque les périodes de

(a^ î i - h . . .4-••^I^)-^'

ne dépendent pas dey, les relations

a i £^. i- r/, î  - { - . . . . i- ̂  i^ ::::„::,; o ( ̂ . ̂  i, ̂ , . . ., // ).

Nous avons !à h é < j u a t i o n s entre les a, et i l y aura à ad jo indre à ces
é q u a t i o n s (connne a la pa^'e ^7^} ̂ .p •— A autre.s é q u a t i o n s , où ne pour"
ron i l i^urer |dus de '̂  // e.oustaiïfes a i* l ) i l r a i r e s . Nous aurons donc
seule ineut 'ip — li in tégra les d i s l i n c t e s d f * seconde espèce, et l'on a,
par suite, l i ' •^ fi.

I l y a doin' un l i e n très é t ro i t entre le nombre des C^ l inéa i rement
i n d é p e n d a n t s r e l a t i f s à r éqna t ion K et le nombre des intégrales dis-
tinctes de seconde espèce de la surface ':SiheM le nombre des premiers y
le nombre des accoudes sera 2p — h.

3. Nous allons al ler p lu s loin et donner la forme la plus simple à
la condi t ion pour q u e la su r face a i t un nombre déterminé d'intégrales
de d i f t e r en t i e l l e s totales de seconde espèce. Le théorème que nous
avons en vue est le s u i v a n t :

La condition nécessaire cl, suffisante pour quune surface au r inlé-
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^mto distinctes (le différentielles totales de wonde c^ce^t (]w f^a-
\ion E sou vérifiée par r polynômes en y linéairerneat indépendants.

La démonstration (le ce théorème va nécessiter que lques remarques
préliminaires.

4. Reportons-nous a la page 99 du Tome t (/< /!.), ou nous avons
déjà considéré l'équation différentielle l inéaire E, correspondant, à une
intégrale (ï) arbitraire. Désignons maintenant par

(cr) G)'^m\w^ /r4^2"4-- • •-4" ^4/^â/- (^ "= ï ,^ • • • » ^ )

nne substitution quelconque du groupe de l ' équa t ion E^ les w sont.
des entiers réels. En désignant par

Pi, ï\, -., 1'̂

les périodes correspondant aux mêmes cycles que les o> d 'une intégrale
de différentielle totale de seconde espèce ( t ranscendante) , nous avons
vu (loc\ eu.') qu'elles sat isfaisaient aux re la t ions

(2) P/= m{Pi-+' /n[ Pâ -h., ,4" r^i^%p (^"^ h ̂  - • ̂  'V^)»

et il y a autant de ces relations qu' i l y a de subs t i tu t ions fondamen-
tales dans le groupe de E. 11 a été démontré que, si l'on peut satisfaire»
à toutes ces relations, r étant le nombre de[î lettres P restant arbi-
traires, il y a pour la surface r intégrales dis t inctes de seconde espèce
(transcendantes).

Ceci rappelé,, cherchons à quelles conditions l 'équation E admettra
comme solution un polynôme- Celui-ci serait de la forme

./4 COt •+' A a ̂ â ""l- , . , -•h- k^p (à^pf

les \ étant des constantes. II faut et il suffit que l'expression précé-
dente ne change pas quand on effectue sur les <o toutes les substitu-
tions du groupe de E; car,- dans ces conditions^ elle est uniforme et»
par 'suite, rationnelle, puisqu'il n'y a pas de points singuliers essen-
tiels, D'ailleurs, cette fonction rationnelle se réduira à un polynôme,
puisque chaque point singulier est seulementde nature logarithmique,
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Oîi au ni donc

^t ^'h - 1 - ^a<»>2 + • « i -l1- ^y/^»)^,

":"- /, (/^ F,), -1- //4 r,u -l- ... 4- in\^ r,u^) -4- Ày (mj r,}^ •4- wj c»)^ 4-.. .-l- ^pf^2p) - + • • • ?

ce (iui cnirainc les éqiîal.ions

( ?> ) }./ :::•: Ai rn] •+ }iâ m? -h ... -h À^, mj/' ( l •:=-1, 2, . . ., ̂ p ).

Si I f 1 t l i éo r i^ i r î e eêKyuoe îni i ^ î î ' i r a^ ra i t j î o précèdent est exact, la possi-
b i l i t é de s a t i s f a i r e a r ensen ib le des é q u a t i o n s (2) en t r a îne la mêroe
p o s s i b i l i t é p o u r r e n s e m b l e des é q u a t i o n s (3), et le nombre des arbi-
t ra i res , pou r les P et les "A, sera le même. Telle est la ques t ion algé-
b r i q u e îi l a q u e l l e nous s 01111 ne. s ra ï inené,

5. Il est man i f e s t e que , si le groupe de E étai t quelconque, il. n'y
au ra i ! , au p o i n t de v u e q u i n o u s occupe, aucune connexion entre les
systèmes ( a ) et ( ^ ) , ma i s ce groupe n'est pas q u e l c o n q u e . Il résulte,
en eIÏet, de propos i t ions c lass iques sur les re la t ions entre les périodes
de d e u x in tégra les a b é l i e n n e s , q u e les <.o p euven t être choisis de ma-
nière q u e le groupe des s u b s t i t u t i o n s (0') satisfasse à la condit ion sui-
vante : Soient

Cf) i , r,»;,, r»»;,, . . . , <'»>a/;y

'^1 , ^, U;{, . . . , Vy,p

deux séries de v a r i a b l e s ; toutes les subslitutioris (o-} transformeront
en elles-mêmes fa. fo rme b i l i n é a i r e

F •-.;.,::.: tt^'J^ 1 - 1 1 " Wy^t ""h- h)^V^'— &.)/, Ua 4- . . .-4- ^^p^-i^^p— ^ïp^ï/^-l

<}ii.and on effectue s imulta t iément sur les QJ et sur les u la même substi-
tu t ion du, groupe. Ce poin t important peut se démontrer avec précision
de la manière suivante . Considérons pour une valeur particahèrejo
dey, sur la surface de Kiemann correspondant à la relation entrer
et z

( R ) / (^yo^)=°»
le contour de Kiemann formé do p rétrosections (C, D) réunies deux

Aim. Àa. Norm., ( 3 ) , K.XÎÏ. — FÉvaïKK xyo5. îo
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à deux à la manière d'une chaîne. C'est le contour désigné par K dans
mon Traité d9 Analyse (t. II, p. 4^6). Quand y parlant de y^ revient en
ce point après avoir décrit un contour quelconque, le contour K s'est
déformé et est devenu un autre contour K/ du, même type formé des
rétrosections (C', D') réunies deux à deux en, chaîne.

Considérons, sur la surface R, deux intégrales arbitraires de seconde
espèce U et V aux périodes respectives o^, . . , . , (o^, et u < , U y , . , . , u^,;
l'intégrale classique

/^v

prise le long du contour K donne, comme on sait, la combinaison

(O) (OiL>g— f.)2Ui+. . .-+- ^p-1^2/)— ^/^â//...î;

f"/Velle est, d'autre part, égale à la somme dos résidus des pôles de IJ-r-*
Avec le contour K/, on obt iendra la combinaison

( ffJ ) o) \ v [ — (,} ̂  v [ -t-. . . -h ̂ p.^p - ̂ hi^ïp • i

qui sera égale à la somme des mêmes résidus. I l y a donc égalité entre
les deux expressions (a) et (a'); d 'a i l leurs , les û/ sont des fonct ions
linéaires des a), et les u' sont égales aux mêmes expressions l inéaires
des u. En écrivant l'égalité de (o^etCo^), on a une identi té par rapport
aux 0) et aux u, car on a pu. choisir U et V de manière que ces périodes
soient arbitraires; l'égalité est donc une identité, ce qui revient h
dire que la forme (oc) est transformée en, elle-même. C'est à cette pro-
priété de toute substitution du groupe de E qu'est due,, comme nous
allons le voir, la connexion entre les systèmes (2) et (3).

6. Si, dans la forme F, nous posons

( Vi === —— ̂ , V^ = —— Ûĵ  . . . , U .̂,-1 =- •— H-y.1^

( l;2^= ^, U4=: Û3, ..., -U^ =: U .̂.i,

la forme F devient

F = r,^i2î 4" G)ai2a4" . . . 4- ,̂̂ Si,p.
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D'après ce qui procède, cette forme b i l inéa i re se transfornae en elle-
même, q u a n d on effectue sur les co la subs t i tu t ion a-, et que l'on
effectue en même temps sur les iî la subs t i tu t ion correspondante ré-
su l t an t du c l ian^ement de variable (4). ^ substi tut ion (or) ayant été
ef lec tuée sur les u en même temps que sur les co. Nous appellerons S
la s u b s t i t u t i o n correspondant à la subs t i t u t ion G-, effectuée sur les û.
D é s i ̂  n o n s c e 11 e d e r n i è r e p a r

( ï) ^'~ M\ i^ -h Ml. îï,4- . . . + M^A,, (/• = ï , ^ . . . , 9,p).

On a ident iquement

r,)A+ ro ;̂̂  • • • + ̂ hp^p= ̂ \ ̂ \ + ̂ ^3 4-. . .+ ̂ i^,^

cl de là se dédu i sen t i n îméd ia t emen t des re la t ions entre les m et les
M. On voi t b ien a i s é m e n t que, en vertu do ces re la t ionSy la substiti i-
t ion inverse de S, c'est-à-dire l'expression des û en fonction des û',
correspond à

.̂:.:.-:, m}i^ -h ///./• i^ +.. .4" /^r^ (^^ ^ 2^ • " ' î ï /^ -

Or posons m a i n t e n î u i t , dans les équat ions (2),

(^ ::.:••:,. — (} g, . . ., Pg;,-! ̂ :: Qa/;,

?,•::::: o,, ..., P^ = Q ,̂......,;

le système de ces équations (2) devient manifestement,

( 5 ) Q, •^ 'M \ Q i -i-- M ^ Qg ̂ -... •4" M ;,, Q^ ( ̂  = i ̂ , ..., -^ ),

d'après la manière même don t on passe de la subs t i tu t ion cr à la substi-
tution 21. ^ '

Dans la question qui nous occupe, on peut donc remplacer le
système des équations (2), pris bien entendu pour toutes les substitu-
tions du. groupe de E, par le système des équations (5) ; on doit établir
que, pour les'équations (5) et les équations (3), le degré d'indéter-
mina t ion dans la solut ion (les Q et les À étant considérées comme les
inconnues) est le même.

La chose est immédiate si nous transformons encore le système (5)
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en résolvant par rapport aux lettres Q du, second membre, ce qui nous
ramené à la substitution inverse et donne le système (5 y

(5 y Q.=^Qi+w?Qa+...+/nrQ^ ( l ^ ï , ̂  . . . » ^)-

Or, le système (5)' n'est autre que le système (3); il sudil, de poser

^i^ Qi? }.g=: Qa, . . . , ?^=: y^,»
On voit ainsi bien nettement que, à toute solution du système (^h cor-

respond une solution du système Çï). Il y a donc le même degré d'indéter-
mination dans les deux systèmes et le théorème es té labl i . Nous pou-
vons dire que, à toute intégrale de différentielle totale de seconde espèce
^transcendante), correspond un système de quanti/és P ; par suite. à toute
intégrale de cette nature correspond, an certain polynôme en y^ solution
de Ii et, inversement, à tout, polynôme en y , solution de H, correspond,
pour la surface, une intégrale de différentielle totale.

7. Il ne sera pas sans inlérél de f a i r e u n e vér i t ica l io i j t d i recte pour
p == 2. Ecrivons la subs t i t u t i on cr sous la. forme

G.)̂  .̂:;: a^ (1)^ 4- h^ ff).^ 4-- (:i h)^ • 1 1 1 1 1 1 1 • • 1 d^ 0)4,
c,,^ =.: a^ (,}^ + h^ r»)g -h e^ ff)',f, -•}•"• r4 ̂ 4»
0)^ == a^ &)} "h ^3 ô()a "+1- Ça <<î3 "h <^3 ûî4^
o)^ == a/, r<)î 4- ^4 M ï 4- c/, 0)3 41- d^ 6)4.

Cette substitution effectuée h la fois sur les o) et les u t ransformant
en elle-même la forme bilinéaire

(,^-y^—— (it)^V^ -"(«• (OgU^ •"•••"- <^',,^;{»

on aura les relations

a^ b^— as ̂ i 4- ^3 ̂ 4— ^4 ^;^ ̂ - î ,
Ci ̂ — c^ d^ 4- Gg c4— ^'4 ^31"^ ï ,
a^ c^ — a 2 Ci 4" a^^ —" ^46^ -x; o,
ai ̂ 4 — ^^ ̂ i •4- a^ <î4 —" ^4 û?8 r::: o,
b^Cy, — À^CI 4- ^g^ — b^e^ =:: o,
^i d^ — ^^ ̂ i -h b^ dt, — ^4 <;/;, =•„: o.
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I.e système des<u)ual.ions ( '2) est, ici

IV H^^b^^c^^d^,,

t\=:,: a^\.+" ̂ J\ 4- ̂ P.+ AI:\,

I^.-^^J^-h^Pa+^l^-i-^I^

P,--' «.Pi -1- ^P,4- c,P, -h ̂ . P,

[a)

77

et le système des équations (3) est

/ ^ ^l?.l -h </';.; A y-l '1- c^Àî t -T- <<^^,

^i^î-l- ^^•4- ^^X;î4- ^,^^

<:i Ai -^-^^•-••h <•;{ ^n 4- c^, y^,

}^ 1 - " : ^/ i)«i "1-- ^^.a-i- ^ .̂;r-l- ^/.^1•.'

( l e 1 sont. I f ^ s systèmes (a) c( '(^) ^IK* îiou,s avons ;i comparer. Or, si
Pou pose dans les équations (a)

P. - _ Q/,

0.,

on a, les é ( ( î i a l i ons du type des équat ions (:3')

Qi ^.Qî-^.Qa4-^4Q:r-^Q4,
-•^,Qi4--^,Q.-^Q,4-^0,,
i-^^Qi-^.Q-'^-^Q.-^.Q^.

^^Qa- ^(K • ^Q4

el l'on tronve les équa t i ons corresp?Mid.anl aux équations (5y en résol-
vant les équa l ions (y) par rapport aux let t res Q qui sont, dans le
second membre ofc en se servant des relations entre les a, h, c, d. On
a a m S!

Oi "^ ^i Oi + ̂ 2 Qa -1- ̂  Q» -^ ^4 Q4?
0, ̂  ̂ i Qi -^ ̂  02 -i- .̂ Q;< + b, Q,,
Qa ̂  ^i Qi 11•11••̂  c, Qg.+" 03 Qg "i- ^4 Q4»
Q, •::r:,/,, Q, ̂  ̂  Q, + d, fh -h ̂  Q4.

Ces dernières équat ions sorti les équations Cp; quand on pose

/,::::: Q,, /^(^ •l::lr 0.
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et cela est bien conforme à la démonstration générale du paragraphe
précédent. La vérification est donc complète.

8. Le théorème général, qui vient d'être établi sur les intégrales de
différentielles totales de seconde espèce, aurai t pu être démont ré par
une autre voie. D'après ce que nous avons établi au t refo is , la recherche
des intégrales de différentielles totales de seconde espèce peut être
faite de la manière suivante. Soient, comme habi tuel leinent , 2p inté-
grales distinctes de seconde espèce

l^/^^^ (A---.-,,.....,.,,/,)

de la courbe entre x et z
f{x, y, s) :=o;

désignons par
( ,̂ 04, ..., f,)^, r,,̂ ,

les ip périodes de (/, prises suivant le système des p rétrosections fC, {)}
de Riemann, un a) d'indice impai r et le su ivan t , correspondant respec-
tivement aux parties C et D de !a rétrosection. On doi t considérer le
système d'équations en a

( S ) ai c.);, 4- Oa o^ 4-.. . 4- a^, ̂  :-:: P/, ( k = i, %, . .., a /./ ),

les P étant des constantes satisfaisant aux relat ions rappelées plus
haut. Ces équations donnent , pour les a, des (onctions ra t ionnel les
dey.

Rappelons-nous maintenant que, si l'on a les périodes

û)f, ^ . , . , û)^,^ r ,̂
'̂, (4, ..., r,) ,̂̂  ^

correspondant à deux intégrales 1̂  et 1 ,̂ l'expression

^ ̂ ^ ̂  < +... 4- 6)̂ ,, ̂ - .4^)1, ,

reste invariable par les subst i tut ions du groupe déjà tant (le ibis con-
sidéré et est, par suite, un polynôme en y. On dédui t alors des équa-
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l ions (S) q u e la c o m b i n a i s o n
( rï \ 1P r J1 1> / J l 1 1 I > / // ï > / Jl\ r ) ) § 1^:; "•••"-• l a ^ ' i +. . .4- 8 2^ i C » » 2 / , — » ^,C»)^,_^

est u n e fonction r a t i o n n e l l e de y et, par su i t e , un polynôme. Si donc
i l y a /• a r b i l r a i r e s p a r m i les c o n s ê i i n t e s P, i l y aura r combinaisons
d i s t i n e l e s (o) q u i d o n n e r o n t des p o l y n ô m e s ; par conséquen t , Péqua-
l ion E a d m e t t r a comme s o l u t i o n s r po lynômes d i s t i n c t s .

Le même r a i s o n n e m e n t d é m o n t r e la réc iproque . Supposons q u ' i l y
a i l r expressions fo ) d i s t . i nc l e s se r é d u i s a n t a des po lynômes pour des
v a l e u r s d e s cons lau l t^s P ( "b ien e n t e n d u , q u e l q u e s o i t A = = î , 2, . . / , 2/?).
I,e système des é q u a t i o n s (S} p e u t être remplacé par un système
éqiu v a l e n t ^ de la f o r m e
( ï ) ^) TTl, 4- 0^ -|- . . . -h (hi,T:y ::::: UA. ( À- rr'ï , 2, . . . , 2/?),

les 7: et les 1,1 é tan t des polynômes en y; de là on. t i r e pour les a des
( ' r ac l ions r a t i o n n e l l e s de y; a c h a q u e système de valeurs convenables
des cons tantes P cor respond donc u n e in tégra le de d i f ïe ren l ie l l e lo ta lo
de seconde espèce» ce q u i démont re la réciproque.

Cette seconde d é m o n s f r a t i o n montre de plus comment les intégrales
de seconde espèce p e u v e n t se dédu i re des polynômes solutions des
é q u a t i o n s du type "E (1 ) .

( l ' ) ('lii approloiHiiHSîm!, (Invîinla^o la (Icinotistration prôcédônkî, on pont, comme jo l'ai
fmi (hins utu; Nol<; dos Compter rendus (i(\ Janvier HpV}, ôt î tbî i r la forniiile

( ^ ) /'«^ /••— ( /^ • p n )

ou r el r,, (iési^iicnt Hîy j i ec l ive ino t i t , leg nomt)res deH iiilé^ralos disLinctes dô seconde et
do p n ' i n n ' r f c.s{)è(;o, cl où /^ (;1. ///, r( ,4>r6HOîilonl los ^ein'os ^(''omâlrique ot numérique de
la surface. <rai {rn»yi inorriré aîsomeni <]ii.o rofi a

/•^^(^1—/^;-

La relation ( p ) a été lrouv6(î indépendamment par M. Severi (Ani délia Âccad. di
Toiwh •^ J a n v i o r ïgo^; , ^1 î t v a i t montro antériôuremcnt, qn'ime surfacô ayant uno
connoxjon linéiliro s i i i )ér iei i ro a nri osl irré^uUère Ç p y ' ^ p n ) (Âcca.dcm.ia (Ici Lincel, 8ôp-
teînbro «)(>4;. liécemmotit, M. Castolnuovo a montré dans lôs Comptes rendus (%3 jan"
vior ï{)o- ' ) ) q i i f î 1/on a, dan» IOUK los cas, Inégalité

r- ^( p y — p n ) .

(îc beau résidtai qu'il a déduit do ses études et de celles de M. Enriqucs sur les sys-
tème» linéaires do courbes pourra être établi en restant au point de vue où je me place
dans ces questions; j 'y reviendrai ailleurs.
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II. — Sur le nombre des périodes de certaines intégrales doubles»

9. Nous venons d'étudier, dans la Section précédente, l ' équa t ion K
à laquelle satisfont les périodes de l 'inlégrale abé l î enne de aewndc
espèce

r(')(x, y, z}dx
j 'jr—'

Nous avons envisagé précédemment (par exemple, F. A,, t. I I ,
p. 217 et 35i) une autre équat ion d i f f é r e n t i e l l e l inéai re qu i a été
appelée E'; c'est l'équation à l a q u e l l e sa t i s fon t les pér iodes de l ' in té-
grale abélienne arbitraire (n 'é tant pas nécessairement de seconde
espèce)
((,\ fl^^j, ̂ )d^(0) J ̂  ,^^^^^^^^^^^^^

passant toujours par la courbe double.
Cette équa t ion est d'ordre

et, parmi les périodes de (6), se t rouvent m — i polynômes.
Qu'arrive-t-il pour l 'équat ion IP q uajrui la su riace possède r intégrales

de différentielles totales de seconde espèce? Il y a, pour réquatkm E\
une intégrale particulière relative à chaque po in t cri t ique À, que nous

^ continuons à dénommer £^.
Nous allons montrer que, parmi les Q,, il y en a

^p 4- m "--ï— r

linéairement indépendantes, el inversement, s il v a

2p -+• m — i — r

û linéairement indépendants, la surface possède r intégrales simples de
seconde espèce. C'est une propriété de l'équation W analogue à la pro-
priété de l'équation E démontrée au n° 2 de ce Mémoire.

10. Parmi les Q il y en a certainement au moins 2p— r linéairement
indépendants, c'est-à-dire qui correspondent à des cycles distincts sur
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la surlace de Hiemann relat ive a l'équation entre a* et ^

/(.z,y, s )=::<•>,

puisqu'il on est ainsi dans le cas de l 'équation E. Désignons par

i2 .̂, .. i2.

les 0 correspondant a ces cycles. A. ces '2.p -- r périodes de (G)
ad joignons r autres périodes coi, 0)2, ..., co,. correspondant sur la sur-
face de Rieinann a des cycles tonnant, avec les cycles qui sont relati fs
aux iï précédenis, (in système complet sur la surface de Riemann.
Nous aurons alors pour réquadon E' les 2.p •+- m — i intégrales indé-
pendantes

£^, i^, ..., U^o ^i, ^^ -.. ^/', ^ •-. ^r,

les T: désignant, comme dans (ont le Chapitre XI (/<^., 1 . 1 1 ) , les
polynômes correspondant aux points logarithmiques a l'infini.

Soient maintenant

( 7 ) £2,, S^, . . ., i2^ ,,, ii^ . ,. M , ..., U -̂,./». I-T,

^ p ^ r n — ( T fonct ions Û linéairement indépendantes, formées
des 2p — r fonct ions ii déjà considérées et d'un certain nombre
d'autres, ('.es dernières, que nous avons désignées par

(H) iLp , - 1 i, . . • , Hs// » /// • i î

correspondent a des cycles de la sur face de Hiemann qui, sur celle-ci
regardée comme fermée, se ramènent aux cycles relat i fs a Û^, î2^, ...,
iL, ,.; par suite, les expressions (8) s'expriment linéairement a Paide
de7

£2i , ^, . . . , ^^,,.,., 7^2, . . . , ^.

Soit ainsi

( ^ ) £^ ::-:::: 'l![ il, ̂  Vi ̂  + . . . 4" Vi^. ̂ p-r 4- .̂î 7T, -h . . . 4- ̂  71^

( /^ ::":: ^ p — r 4- i, .. ̂  ̂  4- /^ — î — T) ->

les À et les a étant: r a t i o n n e l s * Le nombre (les équa t ions (9), c'est-
à-dire

m — ï — r 4" /',
y/rt/î. P.c. No/'m... ( 3 ) , XXU. — Ï-^VKIKIÏ K^»^. l î
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doit être au plus éi^al a /// ---- î , car autrement on aurai t une re lat ion
linéaire entre le.s Coudions (n ), ce (jiii n'a pas l ieu; on a donc néces-
sairement

Ajoutons encore que, si l'on envisage les équations avec les indé-
terminées c

^Ca+. . . -l-^^C/n^ 0 (A = ̂ /) — /• + ï, . . -, ^/^ • • • • t - 1 1 1 W 1--•-1 ï ••-- T),

on pouiTîi certainoincnt y salistains 1(^ G n'élant pas Ions unis (san f
dans le cas où T == A') et, Bur les c% on pourra ccriaiîuuîu'nl OH [ îr^ndri1

T—rarbi lrairoff îent.
Nous mndons précisément démontrer (fae ^ est é^al à f\ D'a))!*^ n* <[ui

précède, il faul montrer que ^ n'est i)as supérieur a f\

1 1 . Plaçons-nous donc dans l'hypothèse T^>/\ Nous n'avons a peu
près qu'à généraliser l 'analyse de la pa^e .^81 (/^ /(., 1 . H) s'apjdi-
( juant à la inéine quesiion, (nîlis dans !(; cas où r^ o,

lieprenons les intégrales ( t o c . c i t . " )

f^^ ' " . fhp^^ f^^ "- , f^.^

av'ec les
^ rf ( / / . . - î , ^ , . < , ^ î Â ' ; ^ ^ . . < , ^),

l ' indice ( é t a n t relatif au cycle. Envisageons on ou t re , les périodes
1 , ^h ^

correspondant, pour les intégrales précédentes, à o^, 0^ , , , , ro^ (,^s
périodes de l ' in tégrale a h é l i e n n e

J(aiSi+.. . .+• ^,pl^,4-"^J,-4^ . .-i" ̂ J /̂.;r

ne dépendront pas de y, si les c sont des constantes et si ies ' a (pou-
vant dépendre dej) et les constantes c sat is tont aux c o n d i t i o n s sui-
vantes (on les G / s o n t des constantes arbi t ra i res)
. ^^2?+^û^h...+^^^4»c,r^4-...4--c/,^^ (, :,,̂  ,, ,.., , ^ - ^ - r ; ,

(2j a^^a^ +,..+^c.^/4^•^J 4-..-4-^^:r:C, (y:::1:::!, ^ ..., rj,

{ ^-^a + • < . 4" ̂  c,/; -; <.) ( h ̂  ̂ p «.- /• 4- t , .. ., '^/ .̂4.-.., //^ -, - , . i -,.„.. r ).
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Si les ^ e( lesr s a t i s f o n t a toutes ces condit ions, on aura nécessaire-
ment, d'après les équat ions (<)),

a, ̂  .-.l- ̂ i^ .4-. . . -h ̂ 12^4- r, H +. . . -h ̂  'Y/' = o

{ I l •:::;: ^f) —— /• 4- I , . . . , ^p -(- } ) ( —— ( — — T ) ,

II (*s( , ais^ (le voir <|(ie l'on peiiî saiisfaii^1 a loîî les les condit ions ^.
I.es equalions (\^ la troisième ligne dans ^ (ont conna î t re les c*, dont
T - /" reslent arh i t r îu i^^s ; les deux premières li^iK^s, dont le nombre
total est 2/^, déterminent lesr/. Ceux-ci sont l)ien des (onct ions ration-
nelles de y. En e f ï e t , les équations ne changent pas quand y décrit un
contour fermé quelconque. Ceci est immédiat quand ;r (ourne autour
d'un des points singuliers h^ b.^ . . . ^ //^^/., et |»unr les points

—2// / ' i l » • • • •» '^»/ ' -1-/ /*- 1 T

(^est une conséquence des équations (< ) ) et de la troisième li^'ne des
relat ions Ï. Q n a n t a u x aulres points crit iques, les Oqui leur corres-
pondent étant lonc t io l ïs linéaires des 'ip -h m—" i —- T lu'enm^rs, la
c t ï o s f * est manifeste,

II n'v a plus maintenanî (ju'a raisonner comme a la pa^e '}<S2 ( F . yl.,
(, 1 1 ^ ) . On foruH^ra eu si1 servant de rinté^rale

f (/:/, Ï i 4- . . . -I"- ̂  1^,4- C;;J^ -41-1' . . . 4- C,n^,,)d.v

une intégrale de diderent ie l l t * totale de la surface de nature transcen-
dante (pu isque tous les c ne sont pas nuls) et n 'ayant aucune ii^'iie
logarithmique à distance f in ie; de plus, puisque tous les c ne sont pas
nuls, (die ne sera pas une intégrale de seconde espèce. Or ceci est
impossible, et: cette contradiction montre que l'hypothèse T ^>/' est
inadmissible ; on a donc

r r=. r.

C\^l la f/léorême (fuc nou.s avons énoncé (n0 6^).

12, Que devient la démonstration précédente, quand ^^r. Les
équations

^ (^ -h . . . 4- ̂  Cn, •^ o ( h =" ^ p — r 4- r, . . ., a p 4- m - i - /• )
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sont, alors en n o m b r e m— i , et. elles d o n n e r o n t pour Ions l e s r * la
va leur zéro. I l est i m p o s s i b l e , en e f f e t , q u e le d é t e r m i n a n t des a
soit nu l , car alors, d'après les équa t i ons ( 9), les 0 de la l i^ne { ' 7 ) ne
seraient pas l i néa i r emen t i n d é p e n d a n t s . Tons l es r é l an ! u n i s , l 'ana-
lyse du paragriiplicprécéd(Mit condu i t a n n e in tégra le de d i f f é r e n t i e l l e
totale de seconde espèce, avec les r a rb i t ra i res

ce qu i est bien d'accord avec le f a i t que la surface a r i n t é g r a l e s
dis t inctes de d i f f é r e n t i e l l e s to ta les de seconde espèce.

13. Prenons m a i n t e n a n t l ' intégrale double

n•?(./•, r, z ) ( ^ y dy
~——J^——-

fe polynôme P(^,y ,^) étant nniquemeni assujef l i à j)asser (Hir !a
courbe double, ir^r^ l'élude fa i le dans la Seclion II du Chapitre XI
(F. J., t. Il, p. ;:},3(), <* ( , en noys servant, des résultais précédents,
nous sommes assuré que, si la surlace n'a pas (Ilitté^rah^ de diffé-
rentielles totales de seconde espèce, if y a '2// -4- m— i fonctiom il
linéairement ùu/cpem/aniey, el, pur mite, un nomhnî clé pmod^ (au
mms où nous les wons entmdwîs dams loulen nos mîhenîfw (mténeur^)
égal à

N — 2p — (m-..-, î ) .

C'est le théorème f o n d a m e n t a l de la page 3;̂  (F. yl., t, II) . yiu» ̂
v i e n t ce résultat , quand la surface a, comme ci-dessus, r ingrates
de différentielles totales de seconde espèce? I l y a alors seulement,
co m m e i 1 vi en t d' ê tre é ta b 1 i ,

a p + m — i — /•

û l inéai rement indépendants . On v o i t bien f a c i l e m e n t la modi f ica t ion
que ceci amène dans tous les raisonnements- Le nombre des pérwdes
(îaf, n.fnr<î p crnî //est alors égal à

N — {^p 4- m — ï — /•^
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r" 'est-à-dire
jsj' — •>. ̂  — ( ///, — i ) -.1- /-.

On trouve ces périodes par les mêmes combinaisons que plus haut,
et, l'on démontre par la même voie leur iiulépendance.

III. - Sur le nombre des conditions exprimant qu'une intégrale double
est de seconde espèce.

1 1 . Nous avons recherché précédemment CF. /!., t. Il, p. '^lo) quel
est le nombre des condi t ions exprimant (\unne intégrale doubfe de /a
forme

ç m^y. ̂ ^^r r V ( . r , y, ^
„/./ ——J^^ .J,;~—^^—-

e^l (le ffeconfle espace. Nous avons (ronvé qiK^ ce nombre est an pins
e^al à 2^.

Ce resnKai a clé ensnile précisé (P. A., L . 1 1 , p. 328), el il a élé
démontré (ine ce nombre est certainement égal à 'ip, quand l'équation K
n'admet pas comme solution un polynôme.

Nous sommes maintenant en mesure d'approfondir encore davan-
tage la question et, d'arriver a un résultat définit if*.

|;>. Supposons que la sur lac i^ .admet te r inîé^ralesde^liirérentielles
totales de seconde espèce* Nous avons vu (Sect. l ) que l'équation E
admet comme solutions r polynômes linéairement indépendants. Que
va-t-il arriver pour Féquation E'? Nous allons montrer qu'̂  admet
comme solutions r polynômes en y, en outre des m — î polynôme corres-
pondant aux points n 1/ i i i / i .n i ,

Dans le voisinage d'un point singulier h, l'équation W admettra le
système fondamental qui pourra être formé des fonctions

^)\f ^7 . . . » ^p î » ^a/ /? ^â» • ' • • > n"^

l ( ïs r. étani des polynoines, les o/ étant tous holomorphes autour de A,
sauf l'un d'eux o^ qui a un point singulier logarithmique en h. A ces o/
correspondent 'ip cycles distincts sur la surface de Hiemann.
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D'aut re par t , si n o u s revenons a F é q u a l i o n K, e l l e a d m e d r a a u f o i i r
<le b le système f o n d a m e n t a l

c» ) i , ^, . . ., ^^ .1, r,) ^,

les CD correspondant aux mêmes cycles que les o/, et é t a n t ho lomor -
plies autour de b sauf le dern ie r co^.

On peut associer deux à deux les intégrales des équat ions H' et. K,
nous voulons d i re les intégrales de E' et 15 correspondîni t à un même
cycle. Soit pour une valeur non singulière A de y (et son vois inage )
deux intégrales

a' ci a

ainsi associées et co r r e spondan t à un cycle F; a l l oua dans le p l a n
de y par un chemin dé t e rminé du p o i n t A a un p o i n t ? vois in du po in t
s i n g u l i e r b. On au ra en p

u' :,:: //, ̂  4- /^ ̂  4- . . . 4. /^ ̂ ^ -4.. ̂  7^ ,4-.,. ^ . 4,... /.^ ̂

f/ ^^ /Z j^ ) i 4" /^f'^ "11-•• . . .4- ^y/^a//»

les // et les/" é t a n t des e n t i e r s ; i l est essentiel de r e m a r q u e r que les//
sont les mêmes pour u! et pou r //, mais que pour n i l y aura en général
de plus des termes en TT, car i l est possible que le passage du cycle I'
aux cycles correspondant aux co (e t aux (i/) se fasse en traversaul des
points à rmtiui,1 et c'est de là que- proviennent les ternies en T..

Ceci posé, supposons que le cycle F corresponde h u n e s o l u t i o n de E
q u i soit un polynôme. L'intégrale u é tant dans ces c o n d i t i o n s n u poly-
nôme, il faudra nécessairement que, dans l 'expression de ^, h l 'a ide
des o.», on ait

//2^0

pour que b ne soit pas un po in t s ingu l i e r l o g a r i l l i m i q u e - Mais alors u'
sera aussi holomorphe a u t o u r dn po in t b. Celui -c i é t an t un po in t s in-
gul ier quelconque, u sera holomorphe a u t o u r de tous les po in ts s in-
guliers et, par suite, sera un polynôme.

Ainsi , à tout polynôme vér i f iant l 'équat ion E, correspond un poly-
nôme vérifiant l 'équation K'. La réc iproque résul te ( ra i l leurs de hi
même analyse. Nous aurons donc comme solutions ^àtiwi^ fie Véou.n-
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//rv/ E\ r/^ del^ora (/es ni '— s polynômes TC, //// nombre de polynômes p i e -
eiserneni é^'df à /', comme i l a él.é énoncé.

K)* I! résulte de la que les résidus de rinlé^rale dodhie

/ ' / ' ̂  ( ̂ \ Yj ^ ) (l'f- <ly
j . 1 — - ^ ^ ^ " 5

tTdttl i ls h la (îonrix1 a r infini, IKÎ sont |)as en nombre supmciir
a 2/^ — r. ('^es rcsidns soni o.n oirct cHanx aux valeurs des intégrales

( ^ , { y ) d y ei J TT/., (.,)•) ̂ r

prises autour du poini a rintini, et i l ne pe.m y en W(H./' rnanifesirment
/->///.v de 2n r ( / I s n r i c i c s ^

II f a î t ( îiiouli^^r inail i ienaiif, ( ) ( ! ( » l\)îi ppul. ciloisir lo po lynoî ïK 1

I^.r, y, 5) (passant bien en tendn par la courtx* doiilde) fi^urani
dans ( ( ) ) , de manière que ces ^/> " " r résidus aieni ((dies valeurs que
l'on venL 1 1 sera [)ar e.ida nîéme é(i i t) l i qin^ /^ nombre (len condUions,
ar primant, ( j u c l'intégrale (laid)^ ( ( ( ) ) r<y/ ̂  seconde espèce^ est précisé-
ment ^p '•— î\

1 7 . Nous n'avons qu'a raisonner a peu près comme a la pa^e 32<S
(//7, /l., (. 1 1 ) quand nous avons démonh'é ce Ibéoreme pour r==o.
I^renons une mlé^rale (\^) déterminée d'ailleurs arbitrairernent, (d
soieni, autour ( ) ( * r ̂  c^, I t ^ s <l.éveloj)i)emen(s

:̂r:-:: ^^y^-l- ^^ ^r^ 1 +.--h -̂.- -i1- ?Ç -4-...-^ ̂  -I1"1,.. ( .̂11:-:. ^ -, ̂  ^-1 /•).

Polira oris assez ^rand, les 'ip — r exj ) ressions l inéaires

( n ) ^i y.}/i '•^ a^ a, {h ' ^ •+'. . . -}- a/, a , 1 ( i ::- i, •A . . .,, 'v-^ w /' )

aux indélorminées
^i, ^a, . * . , ^/i

sont l inéairement indépendantes; car si, pour (oute valeur de /c, ces
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expressions linéaires notaient pas indépendantes, (ous les délermi"
irints (Perdre 2/> - r tonnés avec les a^ seraient nuls, et Fon pourrai!
tonner une combinaison linéaire des o>, se réduisant a nn polynôme,
ce qui est impossible. Le nombre k étant pris donc de manière que les
expressions (i ï) soient, distinctes, envisageons l'intégrale double

f C^^^^^^û^9^'^J J " TT
où l'on pose

®(j) =: aiy^'-1 + asy^-^"... +1 a^^y 4- (i^

les ^ étant des indéterminées. Les -zp - r résidus de cette intégrale
double sont, au (acteur 2^u près, les expressions (ï i). irapres ci» <iu'i
précède, on peut choisir les indéterminées a de manière queues
expressions aient telles valeurs que l'on veuL Le théorème énoncé est.
doue établi, c'est-à-dire que :

Le. nombre des condUions exprimant (fuane intégrale double r/r la
fonw ( i n ) es!, de .wo/z^ espèce, esl exactement e^al à 2p f\

Si nous revenons an nombre/^ relatif à la connexion linéaire de la
surface, on a

/••"::. y, / i— I

el le nombre des conditions est 2p — ( / ^ — 0. Ce résultai, va nous éire
1res'utile pour obtenir le nombre po des intégrales doubles d i s t i n c t e s
de seconde espèce quand /^ est supér ieur à un.

IV. _ Calcul général du nombre po des intégrales doubles distinctes

-18. De tout ce qui précède, il résulte que la f o r m u l e f o n d a m e n t a l e

. ( 19. ) po = N --1- 4 p — ( in — r ) — ( p — l ) r

établie (F. A., t. II, p. 373), sauf pour certains cas réservés, ent
toujours applicable (juandia connexion linéaire est égale à l'unité.
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I I nous reste a examiner le cas où la connexion l inéai re est supé-
r ieure a un, c'est-à-dire quand il y a u-n nombre /' d'intégrales de
seconde espèce (/•> o). La question sera fac i le , avec les résultats des
s e (; t i o n s p ré c é d e n te s.

Les deux po in t s essentiels dans l 'établissement de la formule ci-
dessus on t été les su ivan t s : en premier l i e u , l 'expression

N _ 9, ? _ ( ̂  — i )

du nombre des périodes (au sens où nous entendons ce mot) de l 'in-
tésrale double du type toujours considéré

' "Pf ,r, y, s) r/.v dy/./ " z î

et, m second l i eu , le nombre des cond i t i ons exp r iman t que l ' inté-
grale double considérée est de seconde espèce, nombre égal a

2/^

La d i f fé rence de ces deux nombres donne le nombre po, à l'expres-
sion près p ~ î , dont l 'origine n'a rien à voir avec la connexion
l inéa i r e .

Ces deux nombres do iven t être modifiés comme nous l 'avons vu
dans les numéros précédents; le premier esta remplacer (n° 13) par

N — 9,p — ( / / / . — i ) 4- /',

et le second doit être remplacé (n° 17) par

a p — r.

En fa i san t la d i f férence décès deux nombres, nous trouvons

N — ^p — ( yn — j ) -+. a /",

et, par sui te , la fo rmule (12) doit être remplacée par la suivante

po == N — t\p —"( m — i ) + 2 r — ( p — Q.
Ann. lie. Norm., (31), XXH. — FliVïUKn xyo5. ï 3
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Nous pouvons donc énoncer le résuhat su ivan t :

Le hombre p^ (las in (.enraies doubles distinctes (le seconde e $ p € ( ' e eut
donné par la formule

po = N — !\p — ( rn —" i } 4-" '•i /' — ( p — i ),

Je rappelle là signification des lettres autres que r f i g u r a n t dans
cette formule : N est la classe de la surlace, p le genre d ' une section
plane arbitraire, m le degré de la su r face ; quan t à py c'est le nombre
relatif à la surface, tel qu' i l est défini par mon théorème f o n d a m e n t a l
sur les intégrales de ditférentielles totales de troisième espèce et don t
je rappelle la dé f in i t ion : On peut tracer sur la surface p courhen algé-
br iques irréductibles G, telles qu'il n'y ai t pas d'intégrale de di f féren-
tielle totale de troisième espèce n ' ayan t d'autres courbes logarith-
miques que la to ta l i t é ou une partie des courbes C, mais telles que, si
on leur ad jo in t u n e autre courbe algébrique i r r éduc t ib l e que lconque
de la surface, il y ait une in tégra le de t rois ième espèce n 'ayant comme
courbes logar i thmiques que cette dernière courbe et la to ta l i t é ou u n e
par t ie des courbes C.

19. Dans toutes mes études, i l a été supposé que la su r face n 'avai t
que les singularités dites ordinaire^ c'est-à-dire une courbe double avec
•pomtstriptes sur cette courbe qui ne présente d'ailleurs aucune par-
t iculari té exceptionnelle. C'est dans ces condi t ions qu'ont été établies
toutes les formules des pages précédentes.

Si, outre ces .singularités, la surface possédait des points doubles
coniques isolés, la complication ainsi i n t r o d u i t e nesera i fcpas grande;
nous allons examiner ce cas.

Il nous faut revenir aux singularités de l 'équation (E), que nous
avons discutées dans le Tome 1 (F. .1., p. \p et suivantes). La
surface étant rapportée à des axes placés a rb i t ra i rement , les points
singuliers correspondaient aux valeurs b telles que le plan y ̂  b fût
tangent à la surface. Maintenant , aux véritables plans tangents paral-
lèles au plan des xz, c'est-à-dire aux plans tangents en" des points
simples de la surface, il fau t ajouter" les plans parallèles au plan
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des xz passant par les points doubles isolés. Un tel p lan , q u e nous
désignerons par y === r, correspond b ien à un po in t s i ngu l i e r de
l 'équation (E); poury voisin de c, la courbe entre x et z

/(.r,y, s) =ro

a deux points de ramif ica t ion vois ins , qui se c o n f o n d e n t avec le p o i n t
double isolé de la surface. Les c i rconstances seront donc les mêmes
que pour le plan y == b. Les points c sont , pour l ' équa t ion (E), des
points s ingul iers logar i thmiques de même n a t u r e que les points h ( 1 ) .
Donc, en désignant toujours par N la classe de la surface et d le nombre
des points doubles isolés, le nombre total des points s ingul ie rs de (E)
sera

N 4- d.

On se rappelle d 'a i l leurs que l ' intégrale doub le

r r ( î ( x , Y z ) d x d r
j j ——j^ ——

restera f i n i e à distance f in i e , pourvu que le polynôme Q s 'annule sur
la courbe double; aucune c o n d i t i o n n'est re la t ive aux po in t s doubles
isolés (po in t s coniques), comme on l'a vu C/7. A., t. I, p. 184).

Il résulte de là que, dans tous les calculs et tous les ra i sonnements
faits dans ce Chapitre et les précédents, N doi t seulement être rem-
placé par N -{-d. Nous aurons donc, au lieu de la formule donnée au
n° 18, la formule plus ^cnércde, relative au cas où la surface a, outre
la li^ne double, d points doubler isolés

po r= N -h d — ^p — ( m — i ) -i- 9. r — (p — f ).

Telle est l'expression générale du nombre po des intégrales doubles

( 1 ) It y a seulement la différence suivante, par rapport à ce que nous avons vu ( F . A.,
t. î, j). 96) : Pour un point b^ noifô avions une certaine intégrale holomorphe qui a élé
désignée plus tard par u, et toute période de l'intégrale envisagée se reproduisail, après
une circulation au tou r de b, à un mul t ip le près de £2; ce mul t ip io pouvait être de
parité quelconque (il pouvait être notamment égal à Û). Pour un point ^ le mult iple ftera
toujours pair; mais cela n'a aucune importance pour toutes les déductions relatives au
nombre po-
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distinctes de seconde espèce. Quant au. /iombre des périodea telles ^ / i ( f 1

nonff les envisageons, de l'intégrale double

F r^^.y.^^^y
J J"'"^^^^^^^^^^^^^^^^^^

ou le polynôme Q est assujet t i seu lement à passer par la courbe
double, il est égal à

N •+ d — ' ï p — ( m — .1 ) -i- f\

qui est le nombre da n° 13, en remplaçant N par N -+- d.

V. — Sur certaines expressions invariantes.

20. Le nombre p(p dont nous venons de donner ici l 'expression
générale, est un imwlant abwlii de la surface, connne je l 'ai mon t ré
au t re fo i s . Si donc l'on considère deux surlaces /' e(, /"' se correspon-
dant point par point , et ayant seu lement chacune comme s ingular i tés
u n e l igne double avec points triples et, en outre, des points doubles
isolés, on aura , en m a r q u a n t par un accent les let t res relatives il la
surf ace y7,

p o — p y ,

et, par suite, pu isque évidemment r =s / /,

N + d — ^p — ( m — i ' ) — p == W 4- d1 - 4y — ( m' — i ) -.. p ' .

Cette formule appelle plusieurs remarques intéressantes.

21. Supposons que, dans la substi tution qui t ransforme /en f\ 11
y ait F po in t s ' fondamentaux 'A (points simples ou points doubles
isolés) sur/, et F points fondamentaux h1 (points simples ou points
doubles isolés) sur //. Nous allons facilement obtenir une relat ion
entre p, p', F et P.

D'après la déf in i t ion de p, on peut tracer, sur/; p courbes algé-
briques irréductibles C (qu'on peut supposer ne^pas passer par les
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points A) telles qu ' i l n'y ai t pas d ' intégrales de troisième espèce
n'ayant d'autres courbes logari thmiques que la total i té ou une part ie
des courbes G, mais telles que, si on l eu r ad jo in t une autre courbe
algébrique irréductible que lconque de la surface, il y a i t une intégrale
de troisième espèce n'ayant comme courbes logari thmiques que cette
dernière courbe et la to ta l i té ou une partie des courbes G.

Ceci posé, envisageons sur/7 les courbes

correspondant à
.v r^ ^/

'' 1 » ^2 » - « • y v-ip

( . 1 , L^y . . . , Lp.

Aux poin t s A de / correspondront, sur /7 des courbes <!>' en
nombre F, et aux po in t s A' de/7 correspondront sur/des courbes <1>
en nombre F". On peut former, pour la surface /', F' intégrales de
trois ième espèce K,, IL, ..., Kp correspondant aux courbes G et a
chacune des courbes <D. Ces intégrales, sur la surface/', o n t en tota-
l i t é ou en partie, comme lignes logarithmiques, les courbes G' et ̂
(qu i sont en nombre p + F). Désignons-les, sur la surface/7, par

K j , K.^, . . ., Ki.-'<

II n'est pas possible que
F+p^F^

car alors on pou r r a i t former (en a n n u l a n t les périodes logarith-
miques ) une combina i son l inéa i r e

A i K . ^ + A â K , + . . . + A p K r ,

oii les A ne seraient pas tous nu l s , et qui n 'aurait pas de courbes
logarithmiques sur //, tandis qu'elle en aurait sur /. Concevons
m a i n t e n a n t que l'on forme le tableau des périodes logarithmiques de

K^, K^, ..., KI.-',

pour les courbes C^ C^, .... Cp, <I^, <I>^ ..,, <l>y, en mettant sur une
même l igne horixontale les périodes correspondant à une même
courbe* II n'est pas possible, pour la même raison que plus haut, que
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/ow les déterminants d'ordre V/ formée avec F' l ignes de ce t ab leau
soient nuls. Soient donc, parmi les (7 et les ^ /» des courbes que nous
appellerons F en nombre F', pour lesquelles le dé te rminan t correspon-
dant n'est pas nu l .

Nous allons montrer aisément que, si des (7 e t^on suppr ime les F,
on a

p 4, F ,̂  F/

courbes P, pouvant être prises pour les p' courbes de // r é p o n d a n t
sur cette surface au théorème f o n d a m e n t a l sur les intégrales de di f fé-
rentielles totales de troisième espèce, de sorte que l'on aura

p^p^-F-F'.

En effet , tout d'abord i l n'y aura pas d ' intégrale de troisième espèce
correspondant aux courbes F', car, en revenant , a /, Fou voi t q u ^ u n e
telle intégrale serait nécessairement de la fo rme

Ai K\ • - { - - . . . 41-1" ArKp ( lo.s A, non tous nuls),

et, par sui te , le d é t e r m i n a n t des périodes lo^mlhmîques formées
avec les courbes F serait n u l ,

D'autre part, soit u n e courbe I/ que lconque de f\ on peut former
une intégrale de troisième espèce n 'ayant d'autres1 courbes logari th-
miques que I/ et la to ta l i té ou une partie des courbes F', Si l'on
revient, en effet, à/, on pourra former une intégrale correspondant
à la t ransformée L do 17 et aux courbes C; en revenant ensui te a /\
on a une intégrale J7, ayant comme courbes logar i thmiques !/ et. la
totalité ou une partie des' courbes (7 et <I>\ Formons alors la combi-
naison

J / +"A. îK / t 4 1 - . . . •4"ApK. r ;

on^peut choisir les A de manière a faire disparaître dans cette combi-
naison, comme lignes logarithmiques, les courbes F (le déterminant
relatif aux F n'étant pas nul), et il reste seuIemenUes courbes F,
comme nous voulions le montrer.

Nous awns donc la relation mwante, importante pour notre oh/cl,

p+F^p^F^
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22. Revenons main tenant à la relation du n° 20 ; elle pourra s'écrire

( i 3 ) N 4 - ^ — 4 ^ — ( w - ~ I ) H - F = ^ T / - 4 - ^ - - 4 / ^ • - ( ^ / ~ J ) - 4 - F / .

C'est une relation d'invariance relative d'une forme remarquable entre
deux surfaces se correspondant point par point; il y figure/comme l'on
voi t , les nombres des points fondamentaux de la correspondance sur
l ' u n e et l 'autre surface.

On v ien t de voir l ' importance de la combinaison

N — !\p •— {m — i) ,

dans la théorie des intégrales doubles de seconde espèce. Or cette
combinaison s'est déjà présentée dans la théorie géométrique des sur-
faces algébriques. Dans le Mémoire célèbre de M. Nôther | Zur Théorie
des eindeutigen Entsprechens cd^ebraùcher Gebilde (Math. Anna/en,
t. VIII) j on trouve ( n o t a m m e n t p. 507) la combinaison (1)

n' — '.ï a 4- 3 ft.

Avec nos nota t ions , on a

/ i ' :=: N, n •=- m, a == 2 ( n — i ) -+- a/?,

ce q u i donne
n1 — ':>. a -4- 3 n ==: N — [\p — m +• f.\.

On ( rouve , à la page citée du Mémoire de M. Nôther, la formule
relative à deux surfaces/et/, se correspondant p o i n t par point

( i 4 ) ï t ' — 2 a -\~ 3 n 4- 1̂ - == n \ •—• a ai •4~ 3 rii -l- JS^,;.

Dans cette f o r m u l e S^. désigne la somme des mul t ip l ic i tés de tous
les poin ts fondamentaux de/, augmentée de la somme des mu l t i p l i -
cités des points multiples de /' qui ne sont pas points fondamentaux

( l ) M. Zeulhen (Compfes rendue l. LXX, cl Math. Anncilcn, t. IV, p. 87) avait déjà
formé un invariant relatif analogue. Beaucoup plus récemment, MM. Gasteinuovo et
Enriques ont aussi rencontré la mémo combinaison ^Ânnali di Mcaemauca, 1901) dans
une étude remarquabîe sur les systèmes linéaires de courbes d'une surface.
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( tous les points mul t ip les envisages é t a n t des p o i n f s isolas), et pare i l -
lement pour 2 p., relat ivement à / i .

Notre formule (ï3) coïncide avec la f o r m u l e ( ï ^ ) (le M. Nother ,
sauf que, dans le cas de M. Notber, p e u v e n t se t rouver des p o i n t s
multiples isolés (Fordre supér ieur a deux, cas que nous n'avons pas
examiné dans notre théorie ( 1 ).

11 est bien remarquable de voir a ins i é t ab l i un l i e n entre deux
points de vue si d i f férents , celui de MM. Zen tben et Nôther et des
géomètres qui les ont suivis dans l'étude géométrique des surfaces, et
le point de vue transcendant auquel se rappor ten t mes travaux sur
les fonctions algébriques de deux variables.

V. — Quelques applications*
23. Nous te rminerons en faisant que lques appl icat ions de la for-

m u l e générale é tab l ie ci-dessus. On peut t o u t d'abord se demander
quel le est la valeur de po pour la surface la p l u s générale de degré m.
Pour répondre à cette ques t ion , i l f a u t avoi r la va l eu r de p pour cette
surface. On peut mon t re r que pour celle su r face , q u a n d m est au
m o i n s égal à quatre, on a

p "•-::: r .

Ce résultat peut être établi d i rectement , et j ' i n d i q u e r a i a i l l eu r s la dé-
monstration qui demande quelques développements ; il résulte encore
d'un théorème donné par M. Nôtber dans son célèbre Mémoires relatif
aux courbes gauches .algébriques (Mémoires de l'Académie de Berlin,
1882, n018 11 et 12), à savoir que, sur la surface la plus anémie de
degré /^(m^.), toute courbe algébrique est Hnlerseûlion compile de
la mr/ace avec une autre surface algébrique (2). En effet, soit u n e

( t ) II serait intéressant et sans grandes diiïieultés do combler cette lacune, rnaÎH corn
demanderait quelques développements. II nous suffit, dans l'exposé de la théorie générale,
de considérer les singularités ordinaires.

( ï ) A la vérité la démonstration de M. Nothor fondée sur une énumératicm de con-
stantes ne peut être regardée que comme rendant le théorème très vraisemblable, ol
il y aurait lieu de revenir sur la question. On conclut encore de ee théorème que, pour
la surface la plus générale de degré m(m^^ toute inté^raUî de âîflwritielle totale
est une combinaison algébriw-logarithimque (voir une Note que J'ai* puhîîée danB len
Comptes rendue ̂  février 1904, où sont d^illeurg indiquées les applieations porlicu"
lières qui suivent) ,
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courbe Ci de la surface, intersection de celle-ci, avec la surface de
degré m^

Fi(^j^)==o.

Prenons une autre courbe quelconque Ça; celle-ci sera l ' intersec-
tion de la surface avec une autre surface de degré w^,

y 2 ('^y^) '==- o-
11 suff î t de prendre

p//?,
logpj/7

pour avoir une intégrale de d i f fé rent ie l le totale n'ayant d 'autres
courbes logarithmiques que C^ et C^; donc p ==== i .

En appliquant la formule

p^ ̂  N —- 4 p — ( m — i ) — ( p — t )

on trouve, puisque l'on a

N=m(^--^, ^m^^/n-^
2l

le résultat suivant
po==;( m — i ) ( /7?.2 — 3 m -\- 3 )

comme nombre po pour la surface générale de degré w(m^4).

24. J'ai déjà insisté {voir par exemple F. /!., t. 11, p. 3^3) sur la
dépendance entre p et la nature arithmétique des coefÏicieiits de la
surface. Aussi ne faudrait-il pas conclure de ce qui précède que l'on
a p = i pour toute surface de degré m sans points mult iples . Ainsi
j 'ai montré (F- A., t. II, p. 287) que, pour la surface

;3w:=,^-^-P(y) (m ̂ 4) ,

où P(y) est un polynôme arbitraire de degré m, on a

P= (m-i)2^!,
Ann. Kc. Norm., (S) , XXII. — MAHS 1905. r3
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ce qui donne
py ==: ( m — ï ) ( m — 2 )2.

25. Prenons maintenant quelques surfaces part iculières. Feu visage
la surface unicursale /' déf in ie en coordonnées hom-o^nies par les
équations

x^ fi{ a, p, y ) ( i ;:::: ï , 'î, 3, /l ),

/i» /2> .A ^ .A étant des polynômes homogènes de de^ré n en a, ^
et y. On suppose que les courbes

f^o

aient a poin ts simples communs ne répondant d 'a i l leurs à a u c u n e
disposition part icul ière.

On a manifes tement pour la su r face
( //.,«..., i •) ( /( ,„,„, ^ ^

m. :r;: f^ — a., p ^. .--------..--.---..-..---ï-,..,..-,,.,.-,..,.-

Clierclious la va leu r de» p* A.ux a p o i n t s fonddimfitaiw du plan
(a, (S, y) que nous désignerons par /' corres iH)udenl sur la surlace /
des courbes d i s t inc tes

^î 9 ^2» » • " f ^ ^ t î

de plus, il n'y aura pas sur /de points fondairumUlux. Appl iquons la
formule du n0 2l

p 4 " • F = p / 4 " F / ;

on a F == o, p' === T , F' == a. Par sui te

p r= a -h ï .

^ U n e reste plus qu'à calculer la classe N de la sur face ; ceci est
élémentaire. Les axes ayant une, disposit ion quelconque par rapport
à la surface, il suffira de chercher, la surface é tant représentée par - :

.r=4 .—4 , ..-.AA -/ ' y 4 "-"yr
les points de la surface où le plan tangent esfcparallèle au phuules ys.
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Ils sont donnés par les deux équations

^ ÉA ^
àa__ _^_ _ày_
OA ~ àf, "' ^A
^a c)|3T 6^7

dont les solutions communes sont on nombre 3(/z — ï ) 2 ; on a donc
N = : 3 ( / z - ï ) 2 .

La formule donne alors
po=o,

ce qu i devait être, puisque la surface est unicursale .

26. Prenons encore comme exemple la surface de Kummer , c'est-
à-dire la surface du quatrième ordre avec seize poin ts doubles. On
doit à M. I lumber t un r é su l t a t r emarquab le sur les l ignes algébriques
tracées sur la surface de Kummer : toutes les courbes algébriques
tracées sur cette surface sont de de^ré pair, et si 2n désigne le de^ré
d'une telle courbe on peut le long de cette courbe circonscrire à la
surface une courbe de degré n ne la coupant pas en dehors de la courbe
considérée. On dédui t de suite de ce théorème que pour la, su r face

On a d'ailleurs
p = j .

N = 4 , ^=ï6 , p = ^ ï ,

et 'en outre r= o, car la surface de Kummer n'admet pas d'intégrale
de di f férent ie l le totale de seconde espèce (transcendante). La formule
générale

po== N -4- d— 4/?~- (w — i ) — ( p — ï )

nous donne alors
po =5.

27. Terminons en p renan t une surface hyperell ipt ique générale,
c'est-à-dire u n e surface dont les coordonnées s'expriment par des
fonct ions abéliennes de deux paramètres, de telle sorte qu'à un poiri l
arbitraire de la surface ne correspond, aux périodes près, qu 'un seul
système de valeurs de ces paramètres. On suppose d^aillcurs que ces
périodes ne satisfont pas à une relation singulière.
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On sait que, dans son Mémoire Sur (^ surfaces /fypwlliptu/uey
(Journal de Ma^/^w^^V/w.v, 1893), M. l l u rnbe r l exprime les coor-
données homogènes d 'un point d 'une to i l e surlace par des f o n c t i o n s B
normales d'ordre h et de caractér is t ique nu l l e . Supposons aussi que
ces fonctions © soient sans zéro c o m m u n .

Il, résulte des formules du Mémoire de M. l lumber l que l'on aura
pour la surface

m =: 2 /^2, p ::=. Il1 -r 1 .

D'ailleurs on a r f = = o . 11 reste à évaluer la classe N de la su r face ;
on voit de suite q u e N sera égal au nombre des solutions distinctes
des deux équations

<^e âQ
g ^ ^ ^ ;̂

o ̂  ^'w = ~'w
à u ()^

en dés ignan t p a r 0 e f c 0 deux f o n c t i o n s normalt^s d'ordre /^ decaracté-
r is t i ( iue n u l l e , sans %éro cr)!!!?'!!!.!!1!, et d ' a i l l e u r s ai^itraires. Kn s'ap-
puyant sur le théorème de M1. Poincaré r ( i l a t i f aux racines communes
a deux fonctions 0, on trouve f a c i l e m e n t

N::=(5/^

Si l'on rev ien t main tenant à la formule générale» elle donne, en se
rappelant que r = 4 et que p == î (comme jo l'ai montré dans ces
Annales, t. XVI l f , p. 4 i î : ; 1901), la valeur

p^5,

Tel est le nombre des intégrales doubles distinctes de seconde espèce
pour les surfaces hyperel l ipt iques générales envisagées. Si la sur face
hypere l l ip t ique éi^t singulière, c'est-à-dire si les périodes s a t i s f a i s a i e n t
à u n e ou plusieurs relations singulières ( a u sens de M, l l u m h e r t ) , i l
y aurai t l ieu de rechercher ce que dev ien t le nombre ?(,, qu i p e u t être
d i t Ï e r e n t , car cet i n v a r i a n t , comme je l'ai déjà montré sur divers
exemples, n'est pas seulement 'géométrique et algébrique, mais a
aussi un caractère arilhmé.iùfue.


