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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES

FONCTIONS DETERMINANTES,

Par M. S. PINCHERLE,

A BOLOGNE.

Laplace, le premier, a étudié le lien qui existe entre les coelficients
d’une série de puissances et la fonction représentée par cetle série. Si
'on a

(0 9(0)=Xaln) e,

il a appelé o(¢) la fonction générairice de a(n), et a(n), considérée
comme {onction de I'indice n, la fonction déterminante de 2 (t). Apres
lui, les propriétés de la correspondance entre les deux fonctions a(r)
et ¢(¢) ont été étudiées par Abel dans un Mémoire resté céléhre et
qui, au point de vue de I’époque, épuise la question, puisqu’on y
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10 S. PINCHERLE.
trouve résumé tout ce qui regarde le coté formel de cette correspon-
dance.

Mais le probléme se présente sous un nouvel aspect et acquiert une
importance et un intérét bien plus frappants, le jour o, avee Weier-
strass, le concept de fonction analytique s'introduit dans la Science.
Toutes les propriétés de la fonction analytique sont renfermées, pour
ainsi dire comme dans un embryon, dans la suite des coeflicients de
un queleconque de ses éléments; et, dans ces derniers temps, de
nombreux géometres se sont efforcés de répondre i la question, qui
se pose comme d’elle-méme, de déduire, des propriétés de la suite
des coefficients, Uensemble et la nature des singularités de la fone-
tion. Il serait oiseux de rappeler tous les travaux qui se rattachenta
cette question; je m’en abstiendrai, d’autant plus qu’un grand nombre
d’entre cux se trouvent cités dans UIntroduction d’un travail que jai
publié en 1goo dans le Tome IV dela 3¢ série des Annali di Matematica.
Mais on ne peutpasser sous silence l'important Mémoire que M. Le Roy
a fait paraitre 'année suivante (*); ¢’est sans doute celui oit la ques-
tion dont il s’agit est traitée le plus a fond. Cet auteur, qui note en
plusicurs points de son travail la relation entre notre probleme ef
d’'autres questions, comme la théorie de la sommabilité des séries
suivant M. Borel ou le probleme des moments de Sticltjes, obtient des
résultats remarquables et en grande partic nouveaux en formulant
ainsi son point de vue : Si les coefficients a(n) de la série (1), consi-
deres comme fonction de l'entier n, appartiennent « des clusses deter-
minées, a quelles classes appartient la fonction géncératrice o(1)? 11y
répond dans des cas étendus, mais, plutot que par une théorie géne-
rale, par des exemples et des applications dont le but est de montrer le
mécanisme de la méthode qu’il propose et Uintérét qu'elle pewt offrir (*)

Dans le présent Mémoire, ¢’est plutot au point de vue inverse que
je me suis placé. Si 'on suppose que la fonction génératrice appar-
tienne & une classe donnée, qu’en résulte-t-il pour la fonction déter-
minante? Je me suis aussi attaché & donner au développement de la

(1) Sur les séries divergentes et les fonctions définies par un développement de Taylor
(dnn. de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2¢ série, t. 1, p. 315).
(?) Loc. cit., p. 319.
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correspondance entre o(¢) et @(n) un caractére systématique. Mais ce
qui m’a semblé essentiel, ¢’est de considérer soit la fonction détermi-
nante, soit (vorr Chap. 1V) une fonction enti¢re quilui est étroitement
liée et que jappelle fonction coefficiente, comme fonction analytique
d’une variable complexe; le caractére analytique, comme I'a déja
remarqué M. E. Lindelof & propos des coelficients des fonctions
entieres, a dans ces recherches non moins d’importance que le carac-
tere asymptotique. M. Borel, dans une Note de quelques lignes ('),
mais ¢minemment suggestive, a déja conseillé étude de fonetions
analytiques convenables qui, pour les valeurs enticres de la variable,
coincident avec les coelticients a(z) de la série de Taylor (1) = le Cha-
pitre IV du présent (ravail peut étre regardé comme un essai de
réponse au desideratum exprimé dans cette Note.

Mais ¢’est dans le concept de correspondance ou d’ opération fonction-
nelle qu’il faut chercher le fil conducteur d’une recherche dans le
genre de celle qui nous occupe. Sil'on indique par J lopération qui,
appliquée a la série de Taylor (1), donne comme résultatle coefficient
a(n) du terme en ¢* dans cette série, ¢’est-a~dire si 'on pose

(11) Jo=a(n),

Popération (I) jouit, par définition, des propriélés suivantes :

Jew=c¢lo,

(1) ?,l(_; ___,> W)t

J(t Do) —=nloy.

‘ J (f_.') - "P) = | D - J 4’;
/

= Ay,

Dans ce tableau, ¢ est constante par rapport & ¢ el i, A est opéra-
tion de différence finie, D est la dérivation. Or, dans ce quisuit, j'ob-
tiens, d’une facon aussi élémentaire que possible, une opération qui
jouit des propriétés ci-dessus tout en donnant comme résultat une
fonction, non plus seulement de entier 2, mais analylique et régu-
liere pour toutes les valeurs d’une variable complexe z dont la partic

(Y) Comptes rendus de U'dcadémie des Sciences, 1a décembre 1898.
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’

réelle est plus grande qu'un nombre donné. C’est dans I'étude de cette
opération et de son inverse (Chap. IT) que réside la théorie des fonc-
tions génératrices et de leurs déterminantes. Pour rendre la Iecture
plus facile, je n'ai pas fait usage des notations et des propositions
de la théorie des opérations distributives en général, et je me suis
borné a I'étude systématique de I'intégrale

(1v) A “o(yede

et & son inversion.

Le Chapitre I est consacré a I'étude de I'intégrale (IV), olt (2) est
supposée d’abord simplement continue et, ensuite, dérivable; dans le
Chapitre IT on étudie inversion de cette intégrale; le Chapitre 11 est
consacré au cas ol ¢ (2) est une fonction analytique et i 'examen de
certaines classes de fonctions ¢(¢); on y retrouve en particulier le
concept de polygone de sommabilité de M. Borel et les conditions
nécessaires et sulfisantes donndées déja par M. Niclsen, mais rendues
plus simples, pour le développement d’une fonction en série des fac-
torielles

1.2.3...n
z(& 1) .. (@ -+ /4)'

Enfin, dans le Chapitre IV, on substitue i la fonction déterminante,
représentée par l'intégrale (IV), une fonction entitre que jappelle
Jonction coefficicnte et dont I'étude permet de retrouver nombre des
résultats donnés par MM. Leau, Le Roy, ete. Dans ce méme Chapitre
je donne les conditions nécessaires et suffisantes, et, si je ne me
trompe, pour la premiere fois, pour le développement d’une fonetion
en série de factorielles

(z—1)(x—2)...(2x—n)
1.2.3...n o

Loin de moi la prétention de donner, dans ce travail, nombre de
résultats nouveaux. Mon but est plus modeste : ¢’est de coordonner,
et de placer & un point de vue unique les recherches entreprises,
sous des aspects divers et qu'il n’cst pas toujours facile de relier
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entre cux, sur un des Chapitres les plus intéressants du Caleul inté-
q 1
gral (*).

CHAPITRE TI.

1. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, Pétude de Uintégrale
définie

>
(1) o, a)t-:/ w (L) L= dt,
0

ol ¢ est une variable réelle; o(¢) est une fonction finie et continue
de cette variable dans Uintervalle o <1 < «, le point ¢== o exceplé,
a ¢tant un nombre positif; enfin 2 est une variable complexe.

Pour cette ¢tude, le théoréme suivant () doit étre considéré comme
fondamental :

Si a(x, a) est convergente pour unce valeur x == x, dela variable v,
elle est convergente pour loute valeur de x telle que Uon it

Rwe) = Rx,) (%)

(1) La théorie des fonclions génératrices est susceptible de géndralisations  intéres-
santes : les nouvelles recherches indiquées par M. Mitlag-Leflor ( Comptes rendus e
U deademie des Scienees, o mars ol 19 octobre 1go3 el Kendiconti delle R, Acead. dei
Linced, 3 janvier 19o4 ) en sonl une preuve.

(%) Co théoréme a é1é6 donné pour la premicre foig par Dirichlet, puis retrouvé par
M. Borel, sous une forme un peu différente ot pour le cas de la eonvergenee absolue,
(Mém. sur les séries divergentes, Chap. Wi dnn. de UEcole normale, 3¢ série, L XVI,
1899, ¢t Lecons sur les scérics divergentes, p. 108, Paris, 1gor1.) Pour le eas de la conver-
gence simple, il a ¢16 démontlré par M. Phragmen ( Comptes rendus de U A cadémie des
Scicnces, 1. GXXXIIL, rgot, p. 1396), puis par M. Franel, ¢ité par M. Hurwilz ( ALun. e
' Lcole normale, 3¢ série, 1. XIX, 1gon) : ces deux auteurs établissent la démonstration
sur le sccond théoréme de la moyenne; enfin, par M. Lereh ( Aetee Math., 1. XXVI,
1903, p. 345 ). La démonstration donnée dans le texte est, sauf des modifications de forme,
celle de M. Lereh.

(%) Par R(e) j'indique la partic réelle du nombre complexe «.
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Posons, en effet,

o
a(x, a,u) ::::[ o(t) et dt,

"

w étant positif, et faisons
=%y ) R(y)=o.

1l vient, en intégrant par parties,

2 1
alzy+ y,a, u)=[tra(zx,) a, Ol w‘y‘/ =V oy, a, t)dl,
u

et, en passant i la limite pour « = o ct en remarquant que la partie
aux limites s’annule & cause de R(y)>o0, ona

o
(2) lima(zy+y, a, ) =—y [ rto(a,, a, t) di.
== o
Ici, le second membre est convergent pour toute valeur de y dont
la partie réelle est positive, et le théoréme est ainsi démontré.

2. Il résulte immédiatement de ce théoreme que si a(a, a) n'est
pas convergente pour x = x,, clle ne peut Uétre pour aucune valeur
de z telle que R(2) <R(z,). D’olt suit 'existence, pour toute inté-
grale de la forme (1), d’une droite R(z) = ¢ perpendiculaire i Paxe
réel et telle qu'a droite de cette perpendiculaire Pintégrale est con-
vergente, tandis qu'elle ne I'est pas & gauche; ¢ est un nombre réel,
et les valeurs ¢ = + o ou ¢ = — = ne sont pas exclues. Le demi-plan
R(x) > ¢ s'appellera demi-plan de conyergence de I'intégrale (1). Au
nombre ¢ nous donnerons le nom d’ordre de la fonction ¢ (t) aw point
¢t =o; en d'autres termes, si o(¢) est d’ovdre ¢ au point ¢ ==0, cela

signifie que
a
f g(L) Lere1t
0

converge pour R(e) > o et diverge pour R(e) << 0.
Silesfonctions ¢ (), 9,(¢)sontdes ordrese, ¢, respectivement, Pordre
deo(t)+ o,(¢)est, en général, e plus grand des deax nombres e et e, .
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Une fonction g(¢) telle que o(+ o) soit fini et différent de zéro
est d’ordre nul; une fonction 4 (¢), olt Y(+ o) est fini et différent
de zéro, est d’ordre — R(£). S1 lintégrale (1) n’est jamais conver-
gente, o(2) est de Pordre + o5 elle est de U'ordre — o si 'intégrale
est convergente dans tout le plan «. La multiplication de o () par 2/
en diminue Pordre de R(4); la multiplication par loghe n’altére pas
cet ordre.

3. Soit ¢ ordre de ¢(¢), et R(x)>c. Si ()¢ tend a zéro
pour ¢ = o, 'intégrale (1) est non sculement convergente dans e
demi-plan R(2) > ¢, mais encore absolument convergentes; en effet,
5 ¢tant positif arbitraire, on peut trouver un nombre pnsil,i('a tel que
pour o < & < ¢ on ait

[9(e)e | <o;

qu'on prenne e << ¢ << 8, et Pon aura pour R(ax,) = ¢ el & positil

o e

. w2 s
/ [o(e) erth=1] di a/ Ut 7‘;,

ce qui démontre 'énoncé.

4. Revenons au cas général, et soit ¢ Fordre de o(2).

Dans toule aire S finie, contenue dans le demi-plan R(x) > ¢, lu
droute R(x) = ¢ exclue, Uintégrale (v) est uniformement convergente.

’

Iin d’autres termes, soient o, " deux nombres positifs arbitraires.

’ . o e N ~
On peut déterminer un nombre positif & tel que, pour o <e </ < o
¢t pour R(x) > ¢ + o', on ait dans I'aire S

“r

/ Lty (L) dt

&

-
<7 7.

A cet effet, posons z = ¢, -+ y, ¢, > ¢, ¢l inlégrons par partics en
procédant comme au n® 1. I vient

e e
/ F=ro(Lyde=[tYa(c,, €, t)]:—y/ ta(ey, e, t)de.
3 v
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La fonction #a(c,, €, ¢) est continue par rapport & £ et ay pour
o < 1< a, et pour R(y)>d’; elle Iest done uniformément dans
Paire S; cest-i-dire on peut déterminer €, positif et indépendant
dey, tel que, pour o < e < &< 8, On ail

o e o
[[@o(en, e, )] < .
Venons au second terme du deuxiéme membre. Soit m le module

maximum de «(¢,, @, ¢) pour 0= ¢%aj soit rle module maximum de y
dans Paire S; on aura

’y/ r=ta(cy, e, t)dt
[

' N
< rmj AL
g
et, puisque R(y)Sr et qu’on peut supposer sans restriction &' <1,
on a -

< m (e —g7).

.
'y] r=ta(cy, e, t)dl
€

[l suffit maintenant de choisir 3, assez petit pour que Fon ait

a
g
07 < ——
2m

et le second terme du second membre sera plus petit que 2. Si Pon

2%
5 o, . PR «, . "
prend ¢ égal au plus petit des deux nombres 2, 2,, 'inégalité (3) esl
donc satisfaite.

5. Pour R(x) >c, Uintégrale
a
(4) f =ty (t) logt de
0
est convergente.

Soit ¢, un nombre rccll plus grand que ¢, % un nombre positif arbi-

traire. Pour e<e'<e *, la fonction £*loge est négative et décrois-
sante; on peut donc appliquer le second théorsme de Ja moyenne
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intégrale

e

[, teth=to(t) logtde;

’

¢, ¢tanl compris entre € et ¢, celte intégrale sera égale i

=t

a”‘loga’] (5=vo (L) de.

“1

Or, ¢ étant arbitraire, on peut prendre € assez petit pour que on
ait
l c{((“17 EI: 51) l < a,

el, puisque e*loge’ tend & zéro avee €, 'intégrale

N
/ eth=te (¢) logtdt

0
isteconvergente, et, par le théoréme du ne 4, Pintégrale (4) est done
pour R(z) > c.
Un raisonnement parfaitement semblable & celui du n® 4 permet
aussi de démontrer que cette intégrale (4) est convergende uniformément
dans toute aire finie, conlenue dans le demi-plan R(x) > c.

6. Les conditions demontrées pour les intégrales (1) el (4) sont
précisément celles qui sont exigées par un théoréme connu de
L. Scheeffer (*) pour pouvoir conclure que :

Pour toules les valeurs de x pour lesquelles on a R(x) > ¢, ¢ clant
Cordre de o(t), Uexpression (1) représente une branche ungforme e
réguliére de fonction analytique.

7. St Uintégrale (1) est convergente aw pomt x,, avee R(x,) = ¢,
elle est uniformément convergente sur toute la demi-droite lieu des points
2y =1, o rest un nombre quelcongue positif ou nul.

En effet, si o est positil arbitraire, on peut déterminer un nombre ¢

(1) Ueber cinige bestimmie Integrale, u. s. w., Habilitationschrift, Berlin, 1883, p. 5.

Ann. Ee.Norm., (3), XXII. — Janvin 1605, 3
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tel que, pour

O« &< & <

\ / L1 Q( ) ot ’ 7 ‘o:.

Si maintenant on applique le second théortme de la movenne anx
deux parties, réelle et imaginaire, de Iintégrale

- I = Y
~ ~

on ait

et

/ Lt o ( ) dt,
s

\ [ M.;’""icp(t)(ll’ <&'o< 7,

il viendra

d’olt suit immédiatement la convergence uniforme.

Il en résulte () que, sirtend & zéro, a(a, 4 r, @) tendiv o (a,, a ),
¢’est-d-dire que a(z, @) est continue a droite au point x = a, le long
de la demi-droite z, -+ r. En cffel, o ¢tant acbitraive, on peut deter-

. N N .
miner ¢ tel que, pour e <o, on ait

fz:r.,-vrﬂ@uyu -y l//' Yol
0 0

soit m le module maximum de 2(2) entre e ¢l @; en prenant r assez
petit pour que I'on ait

Q

- - .
“~ Tw g

@) Q

.

] (A=t 1 I -

S 3ma’
la décomposition
aly+r,a) - oz, @)= / Lt () d
L]
~e ol
— / ot (e dt -+ / (L5t g Uy (Lt
“0 z

donne

|ty 1) — o) | < o

(1) Poir FRANEL, loc. cit.
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L’analogie entre ce théoréme et celui d"Abel sur une série de puis-
sances convergente en un point de sa circonférence de convergence
est ¢vidente.

8. Une proposition remarquable sur les expressions (1) est celle
qua donnée récemment M. Lereh (1), sous la forme suivante :

Si Uexpression (1) s’annule pour les valeurs de x formant une pro-
gression ardhmetique x = p —+ nq de raison g réelle (n=o0,71,2,...),
la fonction (1) sera identiqguement nulle, et par swile o.(x, a) le sera
aussi.

Il en résulte que si une branche uniforme régulivre de fonction
analytique, donnée pour les valeurs de 2 (elles que R(x) soit plus
grand que e, admet une expression de la forme (1), clle ne peut en
admettre qu’une.

). Les propositions énoneées jusqu’ict sont susceptibles (Cexten-
sion en plusieurs sens. Ainsi, il n’est pas néeessaire Cadmettre la con-
tinuité de o(¢); il suffit de supposer que cette fonction soit intégrable
etsatisfasse aux conditions sous lesquelles on peutappliquer le second
théoreme de la moyenne, dont on a fait usage aux n* 5 et 75 les re-
sultats ohtenus conservent leur valeur. On peut aussi supposer que
o (¢) soit une fonction complexe de la variable réelle il suflit, dans
ce cas, de considérer séparément dans (L) la partie réelle el ima-
ginaire, pour reconnaitre que les propositions données ci-dessus
restent valables.

Dans ce qui suit, nous continuerons a4 admettre la continuité pour
w(¢), pour éviter des discussions (rop minuticuses, mais il nous sera
indifférent de supposer 2(¢) réel ou complexe; dans ce dernier cas,
sto(e) ="5(¢) +in(e), Vordre de ¢ (¢) sera le plus grand des ordres
de Z(¢) et deq(e).

Enfin, les mémes résultats se conservent si on suppose complexe
la variable ¢ elle-méme, et si lon exéeute intégration le long dune
ligne simple, de longueur finie; la fonction o(¢) est en ce cas une

(4) Acetee Mach., . XXVII, 1903, p. 3{5.
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fonction continue des points de cette ligne, qui joinlle pointz- o
un point ¢ == a. Mais nous ne ferons usage de cetle hypothese plus
large qu’au Chapitre III.

10. Si I fonction o(¢) pewt, au voisinage du point t = o, sc mcllre

sous la forme -
tho(t)=c- n(l),

olzc est uneconstanie et o (1) estd ordre négatif — ¢, la fonction o(x,a)(*)
aura au point x = h un péle du premier ordre, dont ¢ est le residu.

apres la définition du n® 2, Pordre de 2(¢) est R(A). Or, pour
R(z) > R(A), on a

]

a vl it
o () -::f QL) "Vt = i;i:—/-’- - f L=ty (L) dis
0

mais () est dordre — ¢, par conséquent Pintégrale du dernier
membre représente une branche de fonction analytique régulicre of
uniforme pour R(x) >/ — . 1 en résulte que, tandis que Pinté-
grale (r) définit une fonction analytique régulicre et uniforme dans
le demi-plan R{x) >R(%), la fonction existe dans tout le demi-
plan R(2) >R(%4) — e pour le moins, et s’y maintient aussi régulicre,
a Uexception du point & == 4, ol elle admet un pole du premier ordre,
avec le résidu c.

11. Sila fonction ©(t), au voisinage du point ¢ == o, peul se mettre
sous la forme
tho(ty=—cloght - u(l),

olt ¢ est une constante el (L) une fonction d’ordre négatif — <, la fonc-
lion a(x) exisle pour le moins dans tout le demi-plan l{( x)>R(h)—c¢,
el y est régulicre, a Uexception du point x == h, ot elle admet une singu-

(1) Lorsqu’il ne peut y avoir licu & Cquiwquc la wéme notation %(x, @), que nous
éerirons aussi simplement «(x ), servira 4 mdxqum tant I'expression analytique (1 que la
fonction analytique qu'elle représente pour R(x) = ¢.
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k-

larie de la forme Cx™"="logx si k est un entier négatif, et Cx ' pour

toute awtre valeur de k.

Nous avons déja remarqué que la multiplication par une puissance
du logarithme n’altére pas Pordre. L'intégrale «(x) représente par
conséquent une branche de fonction réguliére et uniforme pour

R(z) >R (A). Mais on a
ACI = c/ v et logk g dt —1——] o (L) L=t (g,
0 3

ol la seconde intégrale représente une branche de fonction réguliere
et uniforme pour R(a) > R(L) — <. Par conséquent, la fonction ana-
Iytique ee(z) existe dans ce domaine plus étendu, e(, dans la bande

R(A)— &< R(z) < R(A),

elle admet les singularités de la fonction
V0l
(o= h —/ A Y AT
1]

Mais on vérifie immdédiatement que la fonction A(a) est une intégrale
de Péquation linéaire :

i 2. ()

Sy (J==1) 2 () = et logh+ s

il en vésulte, Fapres les propriétés connues de celle équation, que
K(x) est de la forme

G &V ogw -i- g(x) pour kb entier négalif,
Cor ke () pour les autres valeurs de /L,

en désignant par Cune constante, et par g(x) une fonétion entitre.
Le théoreme est ainsi démontré,

Pour rendre uniforme dans le demi-plan R(x) > R(A) — e la fonc-
tion (), il faudra naturellement, sauf le cas de £ entier positif, y
faire une coupure du point & =/ 4 un pointarbitraire de la droite
R(x)=R(A) —e.
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12. On a, par la formule (2) (n° 1),
a(x,+y,a)=—y / & Yooy, 1, b) dt;
“0

ici 2, est une valeur de 2 pour laquelle z(x,, @) est convergente, et
Pon a R(y) > o3 posons R(y) = r. Lafonction a(x,, a, () estfinic of
continue de £ = 0 2 £ = «, les extrémes inclus; si done m est sa valeur
absolue maxima, on aurs

ozt 75 )] 1y 1

Supposons maintenant que & =, -+ y tende a Uinfini dans une di-

i
{

. . i ’ e
rection comprise entre les arguments — , eel—ge ctant positil

et aussi petit qu'on voudras le rapport L}/,—— demeure iféricur i un
nombre fini, et 'on a par suite

[ (gt y )| << m'ar.

Enfin, en remarquant que @ =" ne differe de @ que par un
facteur fini, on obtient le théoréme suivant :

Pour toutes les valeurs de x comprises dans un angle de sommet v, ot
o [0}

] ’ T ™
dont les cotés ont pour arguments — - +cel . -~ e, le rapport

alx):a*

reste inféricur & un nombre fini; x, élant une valewr de x pour laguelle
Uintégrale (1) est conpergente.

13. Jusqu’ici nous n’avons pas supposé existence de la dérivee
pour la fonction 9(¢). Admettons & présent que 2(7) ait la dé-
rivée ¢'(¢) finie et continue dans tout intervalle ¢ << 2 < @, & étant un
nombre positif aussi petit que 'on voudra; en outre ¢ indiquant ton-
jours Vordre de ¢(¢), supposons que ¢/ (¢) soit d’ordre fini ¢’. On 2
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alors en intégrant entre c et ¢’ (o <e<{e'Za),

z

(5) cp(a’)s"“—cp(e)e"’:fv o'(¢t) l:"(ltﬁ—x/wcp([) =L,
e 5

La premiere intégrale du second membre est, entre o el a, conver-
gente pour R(x) > ¢ — 1; la deuxieme I'est pour R(x) > c¢; toutes
deux convergent uniformément, comme on I’a vu au n° 4. Indiquons
par g le plus grand des deuxnombres ¢, ¢ — 1, et soit @ pris dans une
aire 8 finie quelconque contenue dans le demi-plan R(x) > g. Si 5
est un nombre arbitraire positif, on pourra déterminer ¢ tel que pour

~

o<e<e <o,

on ait pour tout x de s, r désignant comme plus haut le module
maximum de¢ x dans s,

1/ o' (L) erde

Il en résulte que

- L€
< 57 ‘/ w(t) vt

T
P - -
<
2r

lo(e)e*—a(e)e®| < g,
ce qui exprime que (<) e” admet une limite finie pour ¢ = o. Mais il
en est de méme de g(e) e, avee R(x) > R(x,) > g5 done, puisque

i

v(e)e?=e"""u(z)en,
il vient
limg(e)e®==o.
€z
Done, si ¢ (2) admet une derivée d’ordre fini ¢, pour R(x) plus grand
que le plus grand des deux nombres ¢, ¢ — v, 9(t)t" lend vers zcro
avec .

En se reportant & la remarque qui fait Pobjet du n® 3, on conclut
aussi que, pour les mémes valeurs de x el sous les mémes conditions,
Uintégrale (1) est absolument conyergente.
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14. Réciproquement, supposons que, pour R(x) > e, onail

limy(¢) 65 =0,

r -0

et que o(¢2) ait une dérivée : Pordre de cette dérivee est alors fini et
au plus égal i ¢+ 1. En effet, par la formule (5) ci-dessus, o éant
un nombre positif arbitraive, on peut déterminer un nombre 2 tel que
pour ¢ < &< 6 on ail

!
2

[cp(s)z—:""|<§—, |f,‘a(s’)e""l<g’ { / () et

-

,~/ ’ 9

SN
X

d’ou il résulte

P
7,

\ / o (1) 6l

ce qui démontre la convergence de Pintégrale

/‘r,,u(/)l""'//l

pour R(ax) >¢ + 1.

15. Nous avons trouvé au n® 12 que, si lon considere un angle de
sommet @, avec R (z,) > ¢, et dont les cotés ont pourarguments -~ - ¢
2
T oo oo . . ’
et = — ¢, olte ast un nombre positif aussi petit que Pon voudra, pour
tous les points 2 intéricurs 4 Pangle, on a

a(x)=a®p(r),

ot p(z) est en valeur absolue, inférieure i un nombre tini 7. Si main-
tenant on suppose que ¢(2) admette la dérivée d’ordre fini ¢, on aura,

pour R(z) > g, ot g désigne encore le plus grand des deux nombres e,
¢ —1:

0 74 o

x4 P W (L
f o (L) Lz 1¢/z::L§MW~.7"-;/ W (L)Lt
)

' H e Y 3 4¢ \ g : ! -
puisque, d’apres le n 13, 2(2) ¢ tend i zéro avee ¢ pour R(x) g
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Mais dans un angle de sommet x,, R(x,) > g, et dont les arguments
A s (i . ,
des cotés sont — = + < et = — ¢, I'intégrale au second membre est de
la forme a®u.(x); par conséquent la fonction a(x) est, dans Uangle
indiqué, de la forme
fa® p(r) a®

6 alx) = — ——
( ) ( ) @ x
ot k est une constante et p.(x) est, en valeur absolue, inferieure a un
nombre fini m.

16. En ajoutant aux hypotheses laites sur o(¢), celle de Pexistence
des dérivées deuxieme, (roisieme, ete., on pourrait ¢tendre les résal-
tats précédents et détailler davantage les propriétésde lafonetion o ().
Ainsi, par exemple, si () admet la premicre et la deuxiome dérivée,
des ordres finis ¢ ¢l ¢”, on aura pour R(x) > g, ot g est le plus grand

”

des trois nombres e, ¢ — 1, ¢”"— o ¢

o " \

: atu(a
/ o(Lyee var= T2
e

=0

a* o' () I
@£ 1) L -1

2 ll
/ o (L) L i

O
or, dans un angle comme celui que Pon a considéré au numdéro préee-
dent, la derniere intégrale est dela forme a” (), d’otisuit pour ()
la forme

3 e ()
(6") a(x) = a* T T,
: x x(a—-1)
ot Pon a aussi, dans e méme angle, [p, (2)| inféricur & un nombre

fini.
En dehors de celte remarque, nous allons nous borneri Pexamen de
deux cas particuliers intéressants.
Soit ’abord
w(t)y=1¢ "U(1),

ot Y(2) est finie ¢t continue dans Pintervalle 0”77 a, différente de
zéro pour ¢ = o, etdontles dérivees ' (¢), 7 (0), ..., jusquitla 7+ riome
inclusivement, sont également finies et continues dans fe méme inter-
valle.

dnn. Fe. Norm., (3), XXII. — JANVIER 1¢05. !
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-

On a pour ¢ 2, ot ¢ est un nombre positil suflisamment petit,

9 /rll

= Lr ) ) / .
et e s W) e :L’I'Ilr(:/( R
-‘)"_‘J (“)—{ | ,.14 ( ) I"i‘l‘. 7 )

iy (€)== ’IJ((_)) 4= L ','{’ (0) 4

oit 0 est un nombre positif moindre que 1, qui varie avee 4. Or,

pour R(x) > R(%L), on a

~

N ot
a(w) = / w(t) et -{a‘/ w(lyte=rdte.
0 5

La scconde intégrale au second membre estune fonetion entivre m(r);
quant & la premitre, elle donne

” 5 >

ﬁY‘('\‘)(()) 0 f W7 . .

}‘ T [l s =1l — Lo l',_il’l,: [P ( f/” lt.
S I e

o o

lei, T derniere intégrale représente une fonction analyltique régu-
liere dans tout le demi-plan

R(r)yz ROy r oy

'

indiquons-la par , (). Ona ainsi, pour R(x) > R(4A),

. | N il "')( G
wly e n| 20) o Y(oy9 o (o) e
wle)=o [-n- R 4 " R |

I :
A e g () = e ()
Al I
Mais tandis que le premier membre, comme valeur de intégrale
deéfinie (1), n’a de sens que pour R{x) > R(4), le second membre re-
présente une fonction analytique réguliere dans (out le demi-plan
R(x) >R(L) — r —h, saul aux points

=y fo—ay oy o =,

ot clle admet des poles du premier ordre; nous représenterons la fone-
tion par la méme notation a(a). Le résidu relatif au point a ==l — s
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&
PN |

s 0 . . N )
t _L.f_), (s=o0, 1,2, ..., r);lafonction «(2) a done la forme

¢St
s!
d L) (o
) ~ LI (o) R
~ () = e o (.
(7) a(.r) "’-i.«;!(.l'—-/1+.s')+ (),
s 0

oit o, () est une fonction analytique, régulicre en (ous les points du
demi-plan R(x) > R(/L) — r—1.

En intégrant par parties I'expression

o ()= [ () et d,

o

il vient
a ey 2o
a(r) == ('/_*JJ_K(L) — j-:-‘l—m—/ el () di.
- 0

En répétant » — 1 fois U'intégration par partics, on arrive i la for-
mule

" N N (— 1)V a* L ()
(8) elr) =« Z(w——/z)(;z:—/1.+1)...(;1;——/l -+ )

§=0

(— 1)r+1
+ (& —h)(e—Nh—1)(0r—I 4+

’ ,pl/'fl)([)[«' /f:-r(//1
I

qui, comme la formule (7), représente la fonetion «(a) dans tout le
demi-plan R(x) > R(/%) — r— 1, oit la dernitre intégrale est conver-
gente.

17. Soit ensuite une fonction 3(¢) de la forme
o(t)y=1t""loght (1),

ot la fonction 4 (¢) est finie et continue pour o Z¢ Za, ainsi que ses dé-
rivées successives jusqui la z - diéme inclusivement; $(7) n’étant en
outre pas nulle pour £ = o. Par la méthode suivie au numéro préce-
dent, on trouve sans peine que intégrale (r) admet Pexpression sui-
vante :

,

(9) a(x)=a(zr) + a-"'z co(x— Il s) "% Tog(a — h-+5)

S0
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si £ est un nombre entier négatif, et

’”

(9" alr)= ;(1) -+ a® Z(r‘\.(.r' R

R )

pour les autres valeurs de £. Ici () est une branche uniforme de fone-
tion analytique,réguliere en toutpointdademi-plan R(x)>R()-—r-1;
les formules (9) et (9') sont done valables en tout ce demi-plan et mettent
en ovidence les singularités de a(x) dans la bande comprise entre
R(z) =R (%) et R(z)=R(h)—r —1.Les ¢;(s==0,1, ..., ) sonl
des nombres indépendants de «.

18. Dans ce qui précede, nous avons étudié une correspondance
Jonctionnelle qui fait dépendre de Ta fonction 2(z) de Ta variable
réelle ¢, la fonction analytique () dont une hranche uniforme est
representée par Uintégrale (1) pour toutes les valeurs de e comprises
dans ledemi-plan R(x) > ¢. Gette correspondance estunivoque, d'apres
le théortme de M. Lereh (n©8), puisque a(r) ne peut élee identique-
ment nulle que siz(z) estaussi. Celte correspondance a (¢ remar-
quée pour la premicre fois par Laplace (1), qui a appelé o () fonction
generatrice de a(x), et celle-ci fonction determinante de la premivre :
nous adopterons ces dénominations.

St Pon indique par Jo la fonction déterminante de 2 (¢), les pro-
priétés formelles de Popération fonctionnelle représentée par J sont
les suivantes, indépendamment d’une expression analytique quel-
conque pour celte opération :

Cette opération est distributive, ¢’est-h-dire, o et stant deux fone-
tions de ¢ et @ Gtant une constante :

(@) J(o 4 ) =Jo -+ J; Joay = alo.
Soit A la différence finie

Ag==a(x 1) —alx);

(1) Sur les suites, Mémoire de IAcadémio des Sciences, 1779, et Thioric analy tique
des probabilités. Pavis, 1812, Cf. Lacrorx, 7raité du caleal différentiol et du ealeal inté-

grel, (1 Chap. 1V, Paris, 1819.
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soit 0 Iopération A + 1, "= (A +1)", ¢’est-h-dire
Olg=—ca(r-Nh),
enfin soit
Ao —=o(r+1)—sa(r).
On a alors

(0) J[to(t)] =0z, J[tho(t)] = Ola;
(¢) o) (L —1)] == Az,
(d) o) (1—3)] Az,

dou, sie,, ¢, €ay «. ., sont des constantes :

9

(¢) Jiw(t)[eot e (b—3) ol —3) . iz eyae Aoz cAf o
Si D est la dérivation

) Jeo()logt] = Do

el par suite

(&) Jo() (ey-+ e logt 4 clogt 4. )] == ez, Do e, DPa L.

Les applications formelles de ees relations, qui on( ¢(é données par
Laplace dans les Ouvrages cilés ef par Abel dans un Mémoire bien
connu (), nolfrent plus actuellement un grand inlérét; mais ces
mémes formules peuvent donner licu i d'autres applications plus inté-
ressantes; telle est la transformation des ¢quations linéaires différen-
ticlles en equations aux différences, dont s’est oceupc M. Mellin (#):
tel est aussi le principe que Pon peut y trouver pour la sommation,
suivant les idées de M. Borel, de certaines séries divergentes.

Aux relations précédentes Pon peat en ajouter d’autres sil’on assu-
jettit la fonction génératrice i certaines conditions. Si on suppose le
point @, limite supéricure de l'intégration, tel que 2 (a) == o, les fone-
tions o(¢) forment un ensemble linéaire pour lequel on a

(1) Ho' ()] === (@ —1)ya(a—1)

(1) OFueres, 2¢ édit., t. I, Mém. XI.
2) det. Mach., 1. 1X, 1886,
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ebsio(L), o' (L), s ¢ (L) s annulent pour == @, l(‘s.h)nulums 2
qui vérifient cette propri¢té formentun ensemble linéaive pour lequel

() o ()] =(=1)"(x—1)(z—2)...(r—~r)ale—=71)

19. Sila fonction génératrice a, pour £ == o, une valeur linie 2 (o),
la fonction déterminante a en général (n® 16) pour @ == o un pole du
premier ordre, avee le résidu (o). La multiplication de () par/
déplace ce poles ainsig(2) th admetle pole pour ¢ = — /. Geei extune
conséquence de la propriété (£). Au contraive, la multiplication
de o(¢) par une puissance de loge ne déplace pas la singularite
de a(a), mais en change le caractore; ainsi le point singulier
de () Mlog™ ¢ sera an point @ = — A au licu de =0, et au licn
d"un pole on aura une singularité de la forme (e 4 A Y- logla 4 Ay
ceci est une conséquence de la propricté (/). Enfin, el ecci résulte
encore de (A), la propriété de o(¢) dadmettee Ta dérvivee permet
’étendre Te champ d’existence de la fonetion analytique z(x). La
limite du champ de convergenee de Pintégrale (1) était marquee par
la présence d'un point singulier de T fonction repreésentée par cette
intégrales la natare de Ta singalarité est mise en évidence parsuoite de
I"existence de ladérivee. De meme, Techamp dexistence de la fonetion
déterminante s’¢lend davantage ot de nouvelles singularités de cetie
fonction, de plus en plus éloignées, sont mises en ¢vidence lorque lon
suppose encore que la fonction génératrice admette ladérivée seconde,
la troisieme, et ainsi de suite.

et G0 4 L

CHAPITRE 11.

20. Indiquons par () unc branche uniforme de fonction analy-
tique, réguliere pour toutes les valeurs finies de 2 telles que on ait

R(z)>c¢,
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¢ ¢lant un nombre réel donné. Admettons en outre que on ait, dans

le demi-plan R(x) >¢,

h ()

(1) a(x) =a" <.1,' —y -+ (:1__;:)1“!_:> s

ol a et e sont des nombres réels et positifs, 2 est un nombre quel-
conque et g est tel que sa partie réelle soit plus petite que c¢; enfin,
w(2) soit une fonction qui, pour toutes les valeurs de 2 telles que
R(x)>c, a sa valeur absolue plus petite qu’an nombre positif m.

[ est elair que s'il existe un nomhre g, R(g) > e, tel que la fone-
tion () puisse, pour R(x) > ¢, se mettre sous la forme (1), il en
sera de méme pour tout autre nombre g” sujet & la méme condition
R(g") <e:ilsulfit, en effet, de remarquer que

’

I 1 L —
e e ! §
=g =gt (g ) (e —g")

pour voir que z(a) reprend la forme (1), sauf le changement de g
en g et de w(x) en une fonction g, () ayant la méme propriété.

21. Sous Uhypothese (1), et k étant un nombre reel plus grand que c,
Uintégrale
<
et i
(=) (1) ‘.'T'“./ a(a)t “dr
k

b

est congergente pour Loules les valeurs de t comprises enire o el a, el est
independante de k. '

En effet, si on pose pour a(x)son expression (1), la seconde in(é-

grale
/,A brm (”‘. x [J.(,[‘\, dr
L \3) g

hkediw

SeTra 11!’)3()][“1’)(”“, C()HV(‘l'g(‘l’)[C, l)lliS({U(‘, I'on a

(57wl <o (2
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‘[” o <a>"" e
oyt et
Y — )
e 0 L €£r—g

quant i la premicre

. , . . aNF .
sa valeur est bien connue et est égale & 2w <7) > puisque 'on a

a> ¢. Celle-ci ne dépend done pas de £. Il en est de méme de inté-
grale de

. A% {J( .’1;)
(3) (ﬁ e

Pour le prouver, considérons dans le plan 2 le rectangle ayant pour
sommet les points

po=ArN—ir, pa= L ir, Po=kdr, Py b dr (L= by,

et prenons intégrale de fa fonction (3) le long du contour de ce ree-
tangle. En faisant & = w1, Uintégrale le long da eotép, p, est

(u wolr (e —drydu
Jo L) sy

or, la valeur absolue de la quantité sous le signe est ici plus petite

que
a™\toom
,) TiTE?

qui tend & zéro pour r===. Il en est de méme de Pintégrale prise le
long du ¢oté p,p,. Puisque Uintégrale étendue i tout le périmitre ost
nulle d’aprés le théoreme de Cauchy, il en résulte, en passant i la
limite pour r ==, que Pintégrale de (3) prise entre £ — (% et £+ /=
ne différe pas de celle prise entre £—is ot £ -+ i%. L'intégrale (=)
est done indépendante de £.

22. Sil'on a un nombre quelconque de fonctions qui, dans le do-
maine commun R(z) >e¢, puissent étre mises sous la forme

o (2)= a~® < .(;.__/"'._ﬂ 4 _A..H"f,(,"") ) (reu,9, ..., p)

L — (:,,, - -'.',)1 Tz,
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olt @,, ¢, sont des constantes positives, les %, sont des constantes quel-
conques et les g, ont leur partic réelle plus petite que ¢, et
| ()| << m,, ot m, est fini dans tout le demi-plan R(2) > ¢, on dé-
montre de méme que si I’on pose

,)
(@)=Y ar(x),

rr==1

I'intégrale

k+iw
f a(z)t*dx (k>c)

k—iw

est convergente pour toute valeur de £ comprise entre o ¢t le plus
petit des nombres a,, ¢t est indépendante de £. On peut done dire que
le théoreme dun® 21 estapplicable & toutes Ies fonctions d’un systeme
linéaire construit avec les fonctions «, (). Aux divers nombres g, qui
figurent dans I'expression des o, (), on peut, d’apres la remarque du
n° 20, substituer un seul nombre g, pourvu que la partie réelle en
soit plus petite que ¢. Aensemble des fonctions ao.(2) apparticnnent,
en particulier, toutes les fonctions analytiques régulicres dans un
domaine de & = .

23. ’expression (2) définit une fonction A(¢) de la variable
réelle ¢, finie dans intervalle T << ¢ << a, © é¢lant un nombre positif
aussi petit qu’on voudra. Il est facile de s’assurer que la fonction A(2)
est continue dans cet intervalle. En effet, X(2) s¢ compose des deux
intégrales

k+io kiw ,

: a\” dx ' a\* p(x)dx
2,(¢ :/ <£¢> i————-— 2o (¢ :/ (——- et
1( ) k—iwn ¢ w_.ér, 2( ) k—iw ¢ ("I’.—_g)blw

La premiére est évidemment continue. Quant & la seconde, o élant
positif arbitraire, on peut déterminer r assez grand pour que 'on ait,
pour toute valeur de ¢ > 7,

fzkir a\® p ({f‘)fl‘ﬂ
[xi w N\ (z — g)t+e

h

Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — JANVIER 1005.

(13
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La fonction A,(¢) se compose de la somme des intégrales prises
ontre & — ioo ot k— ir, k- ir et & < im, k—ir etk - ir; les deux pre-
mieres, en valeur absolue, donnent moins quo %; quant @ la derniére,
que j'indiquerai par A;(¢), ¢’est une fonction continue de 2. On peut
done déterminer un nombre 3 tol que pour ¢ <%, ¢, <%, [ty | <7,
on ait

[Rg( )~ 7-3(51)‘ < ?;,7

et, par suite,
[ 2 () — R (1) l <.

La fonction A(¢) est donc continue dans U'intervalle indiqué.

24. On peut voirfacilement qu'h moins @’hypotheéses beaucoup plus
particulitres sur la facon dont la fonction a(x) se comporte i lin-
fini ('), Uintégrale (2), en général, n’a pas de sens pour des valeurs
complexes de ¢. En elfet, si 'on fait ¢ = e, Te module de ¢ temd a
Pinfini d’ordre exponenticl quand la partic imaginaire de o tend a
Pinfini positif si 0 est positif, et quand [a partic imaginaire de e tend
a linfini négalif si 0 est négatif.

25. La fonction A(e) est continue de i @, si a(2) vérifie la condi-
tion (1); si Ton suppose, sous cette condition, que le nombre € soit
plus grand que 1, on peut aussi démontrer que A(¢) admet, dans tout
Pintervalle =<t <a, une dérivée finic. En effet, dans hypothise
e >1, lintégrale

__‘f Frie p o=t (@) da

fiom ("L'"'.*'v’)H;

est absolument convergente; clle représente done, par un théoréme
connu (*), la dérivée de

/',‘""“ L *u(x)de

l

fe i (4

(*) Par exemple, les fonctions étudides par M. Mellin, Acte math., 1. XXV, p. 156
et t. XXVII, p. 37.

(*) Poir, par exemple, Goursar, Cours d'dnalyse, 1. 1, p. f15. Paris, 1902,
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par rapport & ¢; d’olt il suit que A (2) est dérivable dans Pintervalle
7 <t <a,  étant positif et aussi petit qu'on voudra. De méme, en
supposant e > =2, ou ¢ > 3, ele., la fonction A(¢) admettra les deux
premierces dérivées, ou les trois premicres, cle.

26. Reprenons la fonction a(2) du n® 20, et appliquons la formule
e Cauchy & a*« () en intégrant le Jong du périmetre (p) dua rec-
de Caucl “o.(x) en intégrant le Jong du périmatre (p) d
tangle

P =k'—ir, pPo== K- ir, ps ==Lt ir, pi =k —ir (K= =e),

b

s étant un point intérieur au rectangle. On aura

aco(s) = / @ felz)de

ATl &£ -3
llr;

Mais i((_'_); est de la forme (l[."'_r('/""i)rf_‘; ol | () | reste inféricur & un
&—3 (0 g

nombre fini 72, dans tout le demi-plan R(x) > ¢; on en déduit, comme
au n® 21, que Uintégrale élenduc aux cotés p,py el pyp, du rectangle
tend & zéro pour r == 2. Bn outre, on voit facilement que intégrale
¢tendue au coté py p, est nulle aussi pour 7== o 5 en effet, soit (¢) le
demi-cercle déerit sur py p, comme diamétre da ¢oté positif de Paxe
réel; Vintégrale étendue au ¢oté p, p, est égale a Pintégrale prise le
long de (¢) dans le sens positif; or, cette derniere est, en valeur abso-
Ty

. T ’ s ’
lue, plus petite que - p el tend, par conséquent, d zéro pour re= = .

Il en résulte, pour R(z) > 4, la formule

ki p
. ! )  “o(x)dr
0] aco(z) = - ~/ —— 3 S
ami ), P

Or on a, pour R(z) > R(x),

ar o o
- i/ R RN
PRy A o

en substituant et en renversant Pordre des intégrations, ce qui est
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permis, puisque les conditions de ce renversement (') sont évidem-

ment satisfaites, il vient
1 a Aot
= -1 cltf t %o (a) dae,
(%) a(s)=;— - (
Cette formule résout le probleme d'inversion de Pintégrale de-

finie (2) sous la forme
(6) o(s )—~~_~f 200y et de,

etréciproquement; le théoreme de M. Lereh, cite plus haut, démontre
que la solution (2) de P'équation (6), lorsqu’elle existe, est unique.
Quant aux conditions d’existence données aux n® 20 et 21 pour z(.r),
ce sont des conditions suffisantes assez larges. La formule (5) a été
donnée pour la premicre fois, i ce que je crois, en 185 par Riemann (7)
qui l'a déduite de Fintégrale de Fourier; Kroneeker (%) est revenu sur
cette méme formule, qui a ¢(é sonvent rappelee depuis ef (quiareen
phts’ivurs' upplit':nlinns, sans que Fon ait toutefois formulé avee preer-
sion, que je sache, des conditions suffisantes de valabilite,

Voiei une application qui nous sevvira plus tar d. Faisons

1
alw) = s

pouravoir la fonction A(¢) correspondante, il suffit de remarquer que

nl 1 o1
- (—-- !)” j (et lt)g" L (lt;

(“) Xz" +1
o

il vient alors

htt o N
— l)" 1 ! e
1/} oon DU s e - - Y
) log" ¢ = 2Tl ., A" 1 (k= 0),

qu'il est facile de vérifier directement.

L [ ¢
(1) Poir, par exemple, Joroan, Cours &’ dnalyse, 2" 6., L p.ooo, Paris, 1841,

(*) Werke, p. 10 de I'édition do Dedekind ot Welyer., Leipaiz, 1826,
(*) E. Nerro, Vorlesungen iiber Mathematik, . 1, p. 201, l!lpllr, 18 4.
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27. Au n® 18 nous avons considéré lopération fonctionnelle J qui
fait passer dela fonction génératrice i sa déterminante; les proprictés
formelles de cette opération sont résumcées dans les formules de (@)
a () de ce numéro. Nous pouvons considérer de méme opération
inverse de J, qui fait passer de la fonction délerminante & la généra-
trice; nous 'indiquerons par G, et I'intégrale (2) en donnera Iex-
pression analytique. Lopération Goest ¢videmment distributive, el
on peut appliquer, sous la forme (2), & toutes les fonctions de P'en-
semble du n® 22 et i leurs combinaisons linéaires.

Les propriétes de G, qu’on peut déduire de celles de J données au
n 18, mais qu’on peut aussi démontrer directement en partant de
expression (2), sont résumées dans le Tableau suivant :

() G(o-+ () —G(a) -+ G(f), G(ea)—=clGi(z);

(h) Gla(z 1) —tGe, Gla(e-+-h)] —t"Ga;

(¢) GAz - (t—1)Ga, GAzz = (6 — 5)G g

() GDz=logeiz, GDEo = Joght e

(e) Gl 1) (w 1)} = DGo;

(¢") Gl(z-—1)(@-—2). .. (@-—n)]|a(z—nr)=(—1)" D"z

28. On peut se demander si Popération G, qu’on a définie pour les
fonctions de I'ensemble du n® 22, peut s’é¢tendre i un domaine fone-
tionnel plus vaste; ensorte qu’elle maintienne ses propriétésformelles,
méme sl n’est plus possible d’en donner Pexpression par inté-
grale (2). Le principe de Hankel, ou principe de permanence des lois
formelles, permet ici, comme en tant d'autres domaines des Mathé-
matiques, de répondre affirmativement. Au moyen de ce principe,
nous allons étendre Ta définition de Popération G tout le domaine
des fonctions a(x) telles qu’il existe un nombre entier 7 pour lequel

o) . s .
m) appartient i Pensemble du n® 22,
a
Supposons d’abord que «(x) appartiecnne & cel ensemble. En com-

binant les formules (¢) ¢t (b) du Tableau du numéro précedent, on
obtient

2

(7) Gla(e)] 0G| #)
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n
et en appliquant m fois de suite cette formule, et en indiquant parsD
Iitération répétée m fois de Vopération (), on a

(8) }[a(,qg)] e (_m 1)"'21;’"(‘, [a‘l(':f)l .

Dans Uhypothese que a(x) appartient & 'ensemble du n® 22, les
deux membres de ces égalités (7) et (8) ont un sens, et elles repré-
sentent des énoncés de théorémes.

Supposons, au contraire, que a(2) n‘appartienne pas i ensemble
indiqué. Bn ce cas = §i 22 tient, el si | Lion génératrice
indiqué. En ce cas : S —=2 y appartient, el s la fonction génératri

t,I;/Ilv
7 o> 4 ‘e ry
de 2E) qdmet la mive dericée, on prendre le second membre de (8)

oD
comme définition de la fonction génératrice Gla(x)| de o).

Pour justifier cette définition, il faut ici, comme dans toute appli-
cation du principe de Hankel, montrer qu’en Padmettant, les autres
proprictés formelles de Popération G sont conservées. I suffira de
donner la démonstration pour la propriété (b), dont (e) el (o) sont
des conséquences; il sufliva aussi de supposer ne == 1, puisque, en répi-
tant Ie raisonnement, on arrive au cas de 2 queleonque, Or, par la
définition qu’on vient de poser, la fonetion génératrice de 2 4 1)
est donnée par

(9) Gla(z - 1)] === (DG ‘M“(‘"’f,y.s 1) \
Mais '
G [i’—(ﬁ'*”’) ] =G [.‘,’:(r"’*’ ‘-‘ii-')fl I EACEN )'i )
A P a1 |’

dans le second membre, opération G est appliquée a des fonctions
du domaine du n®22 et, par suite, les formules du n® 27 sont valables.
Mais, en posant

=2(t),
ona (n° 27, b)

¢t (n°27, ¢)
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on a done
Jalx 1) R
G [-L #] = 0(6) —D A1),

X
et, en substituant dans (g),
(;[_U(.’L A 1)] e — 52])).(” =(G(a),

ce qui démontre que la propriété (b) dun® 27 est encore applicable
a 'extension de Popération G.

29. D'une fagon analogue, on peut donner I'extension de I'opéra-
tionJ (n° 18). A cet effet, on partdelapropriété de J donnée (n° 18, 2),
sous la condition g (a) == o, par

ID (%) — (2 —1)0 1] (%)
Il en résulte

(10) 3(2) = — w1 [fﬂ”l

(¢)
L en sorbe gu

cette fonetion soit nulle pour ¢ == @. La relation (10), qui exprime un
théoreme si 'intégrale

si I'on détermine la constante d'intégration dans D=7

«

/ (L)t di

0

est convergente, donnera la définition de J( ?') lorsque Uintégrale r'est
[)Cl.$' (.'()HV(,'I'{!,"(,’IUC’, matis (/I{(f l(! S(f(,'()ll,(l Iﬂ(fl/l/)l'(,’ (l(»’ ([()) o un sens.

La relation (10) n'est que I'égalité (7) invertic. On peut justifier
Pextension de Uopération J, donnée par I'égalité (10), en montrant
que les propri¢tés formelles de J sont conservées = et il saffit de le
prouver pour la propriété (&) da n° 18, ce qui n’offre aucune diffi-
culté.



CHAPITRE 1L

30. Jusqu'ici, nous avons considéré la fonction génératrice comme
une fonction, réelle ou complexe, dela variable réelle ¢, donnée pour
les valeurs positives de ¢ comprises entre £ == 0 el == a. Dans ce chi-
pitre, nous supposcrons que cette fonetion p(¢) soit donnée comme
branche monodrome 'une fonction analytique, dont le¢ domaine de
valabilité comprend les points ¢ == o, ¢ = @ et une ligne réguliere (qui
joint ces deux points, et nous examinerons quelques-uns des cas les
plus intéressants qui peuvent se présenter dans cette hypothése,

Nous commencerons par le cas oit la fonction % (7) est régulitre au
point ¢ = o. L'étoile principale de Mittag-Leffler correspondant aux
conslan(es

¢y 0(0), ey g (o), ale, o' (0), ey 6"(0),

est alors déterminée; indiquons-la par K. Nous supposerons, wne fois
pour toutes, qu'une coupure 5 soit faite du point £ = o i un point dn
contour de I'étoile, de facon & empécher & la variable de tourner
autour du point ¢ = o.

Il n'est plus nécessaire de supposer a réel (voir les remarques
dun®9); nous supposerons que « soit un point quelconque de K, of
nous indiquerons par

(w ate,a)= "oty

s , , . , .

lu}tegmle prise le long d"une ligne analytique simple £ dont tous les
points appartiennent & B, et qui joints==04 ¢ = «, sans traverser la
coupure 7. Le choix de la ligne £ est alors indifférent.

Les propositions du Chapitre I permettent immédiatement de con-
clure que :

L'expression (1) est une fonction analytique de @ et de a, régulicre
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pour toutes les valeurs de x telles que R(x) —> o et pour toutes les valeurs
de « intérieures a létocle 1.

31. Mais on voit facilement que, comme foncetion de w, z(x, «)
existe dans un domaine plus ¢tendu; précisement,

a(x,a)est une fonction meromorphe de x, avant des poles du premier

ordre aux points x == 0, — 1, — 2, ..., 1, ...; son résidu au Jpoint
€= nest égal ac,.

En effet, supposons d'abord que @ soit intéricur au cercle (1) de
convergenee de la série
s

. ”n
nvon

"o

dont rsoit Le rayon. Dans ce cas, on peul intégrer (erme i terme ef
['ona
Ed

. LY ¢,
() sy a) — at ¥ ,”( o
A. ' -
n 0

cequi démontre Pénoneé.
Supposons ensuile que @ ne soil pas mléricur au cercle (). Qu’on
prenne alors sur la ligne d'intégration Lun point b tel que | 6] < r;

o1 aura
R it
(., ) / ()t I/ IR SVARRNIIS

(1) 0

La premitree intégrale est la fonetion 2 (e, b5 elle se trouve dans le
cas precédents quant i la seconde, ¢’est une fonetion entiére en . La
fonction «(a, «a) est done une fonetion méromorphe comme Pindigue
I'énoned.

32, Laformule (2) represente z(e, @) pour les valeurs de « telles
que la | <" r. Mais on peutobteniv facilement, pourlafonction z(.x, «),
des expressions valables pour tout le plan 2 et pour toute Pétoile 1 du
plan a.

On peat v arriver d’abord en prenant le développement de 2(7) en

dnn, Leo Norma, (3)0 XXIL o Janvinr 1god, 6
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une série de polynomes, formé au moyen de coefficients eg, 0y Cone s
par la méthode de M. Mittag-Leffler (*). Ce développementsera de Ta

forme

ﬂ 1 v n
o(t) ::}d (eolip.ot Cyfiy -t oi Cpanp, )

n=q
ol les 4, sont des nombres fixes, et convergera uniformément allin-

térieur de Pétoile. En substituant dans (1), on pourra intégrer terme
A terme, et I'on aura pour a.(x, @) U'expression demandée

w
3 o(a, a)= ax}: Cohuo Ghnat Cpaltn ., ™ ),
(3) (2 @) = ¢ g Ay S

ne=

convergente pour toutes les valeurs de a, excepté les poles, ef pour
toutes les valeurs de @ intéricures d E. Les méthodes de M. Mittag-
Leftler permettent de former, de diverses facons, des expressions ana-
logues, valables dans des ¢loiles Egintérieures i E.

Une deuxiéme méthode, fondée sur le théoreme classique de
M. Mittag-Leffler (*) sur les fonetions méromorphes, permet de con-
struire une expression tout & fait différente pour z(x, ). Si on pose

" 1 x 2 o
T e e s

: - e L)
€ L n ne nt k- ( )

nefa g ”,),
ka fonction méromorphe

g

Lo af"z (— pyn G
& n'(a—4n)
[ |
ne peut différer de a(z, @) pour toutes les valeurs de 2 of pour tout
point @ de I'étoile E, que par une fonction y(a, @) entiére eon . of
régulitre dans I'étoile. On a donc dans ces domaines

o
C + \ Cyatiet
(4) a(a, a)=-° 4+ a* 2 — gy
ya)=-2 (—1) Wi ) /(2 ).

ne=q

(1) Sur la représentation d'une branche uniforme de Joretion monvgine ¢ Aeta math.,
L XX XXV, 1899~1904).

() Donné pour la premitre fois dans les Stockliolm Oft., 1 XXXIV, p8==,
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La comparaison des expressions (1) et (4) permet de déterminer sans

difficulté la forme de la fonetion y(x, @) ().

33. Lexpression (2) a é¢ démontrée pour [a|<r. Toutefois, elle
vaul encore pour |a| = r, si la caractéristigue du systéme eq, e, ey, ..o,
cest-h-dire da plus grande des lonites (*) da rapport

l(’#'l (.,”,l '”

logn
est plus petite que - 1. Mais, pourvu que celle caractéristique aif

une valeur finie 4, on peut facilement représenter «(e, a) par une
série valable dans tout e plan et differente de celles qu’on a indi-
quées au numéro précédent. Rappelons, en effet, que si Fon applique
alasérie o(0) Popération ¢ ™D ™, ot D= est Pintégration prise entre
L= 0 el == a, onaura

! ull) IIIC:J(/) "4,,,(['),

olt 2, (0) est une série de puissances dont la cavactéristique est
ke (F) o Stdone peest le premier nombre entier supéricur i £ -
(k1) lasérie s, (1) sera absolument convergente méme pour [ ]== r.
En intégrant par parties 2 fois de suite dans Ta formule (1), on
obtient

g(ye) catfw (wy sy (ay = (e ) (e )y (a) -

el )y (e )y, ()]

N
I B Ll R I B I (P //z)[ e Ve, (U)dt.
]

Puisque « est intérieur a Pétoile, 2, (a), o), ... sonl finis el
déterminéss la série sous le signe est convergente méme pour £ == a,
el par conséquent, par un théoreme connu de Heine, elle est unifor-

(v Jorr eetle délermination dans ma Note @ Sopra alcine ./'/m.:'./'nm' /nwmmu/;/}-
( Rewddiconti delle B, fecademia dei Lineei, novembre 1go’).

(%) Suivant P'expression de Cauehy. Foir & ce sujet @ Borer, Lecons sur les siéries
atormes positifs, p.oro. Parig, 19oo,

(%) Voir Havassun, La sérvie de Ty lor ot son prolongement analy tique, Gh, V. Paris,
96t
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mément convergente entre o ef @ On peut done intégrer lerme
terme ct I'on obtient ainsi

y ) ~ .
(5) (@, a)=a7 p() 4 (— 1) e (2= 1)ui(e ’"‘/11)}4(/1 el b 1)

noh

"

ol () est un polynome entier du degré m—1.

On peut faire, sur cette formule (5), deux remarques intéressantes,
D'abord, ¢’est la méme formule & laquelle conduit Papplication du
théoreme classique de Mittag-Leffler, si 'on remarque que E”\f’}'{;&:s
est convergenle; I'intégration par parties conduit done an résultat de
M. Mittag-Leffler, comme je ai déja remarqué il v alongtemps ().
insuite, la méthode employée ici raméne, au fond, a la définition de
la fonction déterminante comme on 'a étendue an n® 29 au moyven
de la formule (ro) du Chapitre I1.

34. Jusqu'ici nous avons supposé Uexteémite sapeéricure «de
ligne d’intégration située i intérieur de Pétoile 1. Nous allons
maintenant nous occuper du cas olt ce point se trouve i la Hmite de
["étoile, et nous Pindiquerons par s, IF est éyvident (qui present Jir
choix de la ligne dintégration £ west plus arbitraive, an moins dans
fe voisinage du point 53 nous supposerons naturcllement tous les
points de/, sauf s, a Uintérieur de B, et nous supposerons aussi fixée
la direction suivant laquelle cette ligne £ aboutit au point s.

a. Supposons d’abord que I'intégrale

(6) f o (L)1,
0

prise suivant la ligne ainsi fixée, ait un sens. Soit ¢ un point de eeffe
ligne entre o et s; Pintégrale

al

/ w(U) e 1t

0

(") Voir Rendiconti della R. Acead. dei Lincei, Yol, 1V, 1888, p. 100,
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sera une des fonetions méromorphes ¢tudiées aux numéros préeédents;
Pintégrale

/ Lo vty di

oy

est une fonetion enticre, qu’on peutdévelopper en série

”'w e g ot
.-\-d n! ‘/ o™/ ”‘J“)“/W;

0

fa fonetion déterminante zCr,a) tend done vers une fonetion limite
déterminée lorsque a tend i s suivant la ligne £

O. Silintégrale (6)n'a pas de sens, on peut copendant, dans cer-
tains cas, obteniv quelque résultat sur la singularité de (e, @) an
point a - s. Supposons, par exemple, que pour £ - s en suivant Ta
ligne £ o) —s) tende doune limite finie, & ¢tant réel of positif.
Oncaalors, pour ze entier of plus grand que £ -1 [0 18, formule ()

NG

A, ) S T L AN/
iet, e second membre a une limite déterminée lorsque a tend i s en
suivant la ligne L0 La fonetion «(r, @), pour « s, est alors donnée
comme Vintegrale finde A"orvdree e d'une fonetion connue, ot Fon peut

Cobtenie par les méthodes ordinaives de Pintégration finie.

e S Pintégrale (6) n'ayant pas de sens, Uintégrale
'fm(.()[r ! (lﬁ
encaun, si g, 00) est, comme au n® 33, la fonetion 27" D="%(1), on

obtiendra, comme i ce méme numéro,

(%) T OO S EA ETE G708 I VI DR A7 I

A
L ,)m 1{.,- . ,),,_(.l"» ne ’)'7‘///1((‘)“

(waym(e —ayo. . (2 /u)/ Do ()07 el
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Prenons Popération Ay sur les deux membres, en remarquant que
Al avo(ay o

sip(x) est un polynome de degré me—15 on obtient, comme au ras
precédent, la limite de Ajo(, @) égale, pour @ == une fonetion
connue, d'ott Pon déduit a(ar, s) au moyen de Pintégration finie.

35. La fonction déterminante de (1 — ¢)*, ¢'est-h=dire
" "
Vet
() a(x,a) f s s
4

nous donne un exemple élémentaire. Cest une fonetion méromorphe
de 2 pour toute valeur de a, excepléa = 1.
Pour |a| < 1, elle est représentée par la série

v
i

3 (o S

() a(wya) at Yo

"

e’
pour |a| =1, saul @ =1, elle est donnée par la sériec () olvm 1,

P e

(©)  alm @) =—a|logla—0+ale—0¥
o

Pour @ =1, on peut appliquer la méthode du n® 34, ¢, et 'on obtient

/ li 2, ¢ (g 1] == (] e N e s §
(d) alg:[a:(w,a)-klon(u )] == (r 7)2(””‘.”“' oy
(1]

ladivection suivant laquelle @ tend & 1 est iei indifférente. Tandis (que
a(x,a)a pour @ =1 unc singularité logarithmique, Au(.e,a) tend,

pour @ =1, i la valeur déterminée -
€

. 4 ] 1 3 v ;e T
intégrale finic de —- Kn effet, la série du second membre ne diffore

1 y ; " .
s la formule (d ) fournit done une
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stante de Maschervoni de Pintégrale bien connue
d tog ()
vie) e

par Gauss.
| > 1, Ya série (1) du n® 32 sert i donner une repre-
wr, «)s mais on peut Pobtenir d'une facon plus simple,
aoaun ne 37.

‘i, ¢ ¢tadt un nombre fini. Supposons maintenant s = =,

vord () une fonction de la variable véelle 7, finie of
¢t <" gy, 0t g, g, sonl deux nombres positifs arbi-

Cque Pintégrale

»

p (e et

te pour deux valeurs 2 et a, de e, (elles que Ry, )
dogque RGrgy, Lintegrale (8) peut se mettre sous la

1
“

vl .
/ o ( Lyt ity /

0 tn

1
’TJ(I)L - l(//.,
mbre positif arbitraires il en résulte, en appliquant Ie
amental des nov 1ot 6, que Uintegrale (8 ) est uniforme-

e dans la bande
R,y o R(e) = Ry,

tes, of qu'elle v représente une branche monodrome de fone-

'
.

ent place des géndéralisations analogues i celles qu’on a
©9; nous n'insistons pas l-dessus.,

s maintenant la fonetion analytique 2(2) dun® 30, et
on nuisse tracer une demi-droite d’avgument 0 de o =,
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tegrale (8) définira alors la fonetion (lt",l(fl‘luilllilfll‘ 7.(;.‘1',"»(."") dans L
bande (9); mais, si 'on vemarque que fa premicre intégrale de (8
est la fonction a(a, @), méromorphe avee les poles o, =, oo,
on en conclut que ke fonction a(x, =e®) est difinie dans tout le dlemni-
plan R(x) < R(x,), ot elle admet des poles du premier ordre dans s
points d’indice nul ou entier négalif.

d. 11 serait facile ici de multiplier des exemples oi Fon deduirait
les propriétés i Uinfini de la fonction déterminante de celles dela fone-
tion génératrice. Nous ne nous y arréterons pas, et nous nous horne-
rons 2 indiquer un cas particulier : celui ott pour [£{ >, on a

L]

WU
) = N .

mes

En faisant [a| > r dans la formule (87), on pent intégrer terme i
terme dans la seconde intégrale, qui donne

”
W -n
ot (X3 \1 { n “ .

v [ T R4

non

La fonction déterminante a(a, % ¢®) est dans ce cas une fonetion
méromorphe ayant les poles du premier ordre aux points

0, —1, =92, =3, ., ¢l w0, leeg, 9 -0, "
avee les résidus respectifs
Cop Ciy O €y ovn €L wmg, ey, e, L,

7. Reprenons Pexemple du n° 35, en supposant que on intigre
le long d’une demi-droite qui va de o 4 'ss avee un argument différent
A . Co
@'un multiple de 2w Une application fort simple du théoréme de
-Gauchy et la formule bien connue

/‘” re=tdy g
J, tr sinwa
permettent d’écrire la formule (87 sous la forme

) ] ;
a(z, a)——-r/.( ----- € ~l»-l,;)‘ b T eolnae,

N
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Cette relation permet de dédaire de La série (&) dune 35 Pexpres-
sion de a(a, «) pour fa] =1, valuble pour toutes les valeurs de x,
sans reconrivd la méthode du n® 325 cette expression est
w

. b
((. al, ety oo Tl b ool e et : S
) ( ) e (fl-

n.0

A8, Nous avons ainsi étudié (0 30-36 ) le cas ol £ == o est an point
régulier de Ta fonetion génératrice 02). On étend facilement les résul-
tats obtenus au cas ol £ o estun pointsingulier de 4 (¢), pour lequel
o (&) admet, pour [¢] < r, le développement

P

wl ity H‘}:(',, "

i
on démantee alors, d’abord pour Ja] <7 r, puis comme aux n™ 32 ¢f
suivants pour toute Pétoile corvespondante & 2 (¢ )e-%, que a fonetion
déeterminante est une fonetion méromorphe de ar, dont les poles sont
du premier ordre, dans les points @ = p v ny, (rrm2 0, 1, 2, 000).
On démontre Ta réciprogue de e théortme au moyen du théoreme
dlinversion donné ag n 26,

Si, pour [ 2] <2 e, La fonetion génératrice admel le développement

"
3 .l
w(ly 10 Jogh (}_‘ e ln,
"
on trotve (roirn® 11y sans peine, dabord pour [e] < r, puis dans toute
w1} T . e ] Y
el ol Vonoa fait fa coupure © (n® 30
t"“m"-””” ait la coup ( )
quela fonetion déterminante ne differe que par une fonetion entivre
additive d"one fonetion de la forme '

Petoile correspondant i

N Aaloge
el (22 e gy ey

g

si A est entier négatif, et

"
2
(o
woo Al

dnn, B Norae, (33, X%, o Fevmmn pgof, 7

i
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pour toute autre valeur de 4. Le théoreme dlinversion permelauss de
démontrer la réciproque.

39. La fonction génératrice o(¢) étant encore régulitre aun point
t= o, soit @ un point tel que £= o tombe i l’in.(('.rimn‘ «l'u cerele de
convergence du développement de () en strie de puissances de
{ — a. Formons la fonction déterminante «(a, a) de 2(4) en suivant
le segment rectiligne entre o et a; en notant que

(=) 1o et

N1
AV A et M S
'/0 (L —a)yrem=tdl .7.(.1.'~+-1)...(.t'w«u)’

quon vérifie facilement, par exemple en se servant de Ta formule ()
du n° 18, on obtient
L
~ Wy
‘" ] L\ — L Y nk R
(10) a(x, a)==a ‘,_‘( 1) PTEIT pr Ty
n 0
Puisque, par hypulh(-sn, le rayon de convergenee de la série de
puissances de £—a estsupéricur i |, la serie

\ﬂ e
- nl

est absolument convergente. Il s'ensuit que le développement du
second membre de (10), en excluant les points o, — 1, — 2, ... par
des aires aussi petites qu’on voudra, converge uniformément dans
toute portion finie du plan, et représente la fonction méromorphe du
premier membre. On en conclut que :

St ¢ (¢) est régulicre dans un cercle de centre a et de rayon plus grand
que |al, sa fonction délerminante est représentcée dans towt le plan par la
série de factorielles (10) (*).

(1) Je crois avoir signalé le premier la double forme (2) et (10) d’une fonelion méro-
morphe et la relation entre leurs cocflicients ( Kendiconti del Circolo mat. di Palermo,
novembre 1888, et Jornal de Sciencias mathematicas et astronomicas de M. Gomes
Teixeira, p, 129). M. N. Nielsen a retrouvé cette relation et en a déduit des conséquences
intéressantes dans son important Mémoire Sur les séries de factoriclles, 0" 12 ( Ann. e
I’ Ecole Normale, 3¢ série, t. XIX, 1902).



~

SUGR LES FONCTIONS DETERMINANTES. oN |

10. Supposons maintenant que la fonction analytique o(¢) ne soit

plus régulicre au point ¢ = o : si Pon préeise convenablement la sin-
gularité de la fonetion en ce point, il est encore possible d’avoir un
développement de la forme (10) pour la fonction déterminante. 1l
suftit, pour cela, quil existe au moins un point @ tel que 2(¢) soit
régulicre dans le cerele (a) de centre =« et de rayon [a], et qu’elle
soit ordre fint g (') sur la circonférence de ce cercle. Nous expri-
merons celle propri¢té en disant que ¢=o esl un pownt singulier
dordre fini. 1Vovdre g peat étre ¢gal & — .

I est clair d’abord que, s’il existe un point a doué de la propriété
indiquée, il en existe une infinité. Ainsi, tout point b situé sur le rayon
oa. Il résulte des propositions de M. Hadamard, & Vendroit cité, que
pour un (el point & la fonction »(¢) est, sur la circonférence (6) de
centre ¢ == b ct.de rayon | 0], 'un ordre fini g égal ou inféricur a g.
Ensuite, par le (héoréme sur la convergence des séries de facto-
rielles (#), il résulte que la série

,,\‘1 (=)t ()t
@ ) -
o (0L ) ()
neo )

est absolument et uniformément convergente pour R(x) > g, sauf les
points d’indice nul el entier négatif, et représente dans ce domaine
la fonction déterminante «(x, a) (7). Sous la condition que ¢ = o soil
un point dordre fini ou — =, fa fonction déterminante admet done un
developpement en série de factorielles pour une infinité de valeurs
de a. On sait d’ailleurs que ce développement est unique.

A1, Lacondition préeédente estaussi nécessaire. Si, eneffet, une série

w

AN 1.2.3...n
(10) ar 2 ottt -
) (e ==1) o ()

”n 0

(1) Selon la définition de M, Hadamard, Essai sur l'étude des fonctions donndes par
lear développement de Taylor (/. de Math., §° série, I, 18ga) ¢t La série de Taylor
et sore prolongement analy tique, Chap. V. Paris, 1gor.

(%) Foir le Mémoire cité de M. Nielsen et ma Note dans les Rendicorti delle R. Accad.
dei Lineei, 16 féyrier 1goo.

(%) Pour le développement de co numdéro, voir ma Note dans les Rendiconti delle R.
Accad. dei Linced, 8 novembre 1903,
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est convergente pour une valeur 2, de 2, clle est convergente unifor-
mément et absolument pour R(x)>R(x,)-+1, et la caracicres-
tique & (") du systéme c,a” est au plus égale d R(x,) (*). Construisons
alors, au moyen du théoreme d’inversion (n°26), la fonction généra-
trice o(¢) de la série précédente; ce sera une série de puissances de
¢ — a convergente dans le cercle (a) et, d’apres la valeur de la carac-
téristique, il résulte des théoremes de M. Hadamard (*) que Pordre
de 3(¢) sera fini sur la circonférence de centre @ et de rayon ja|. Le
point ¢ = o sera donc d’ordre fini.

42. On peut donc conclure, de ce qui préecde, que la condition
nécessaire et suffisante afin qu'une fonction a(x) soit développable cn
série de factorielles est que le point t == o soit un potnt d'ordre fini pour
sa fonction génératrice (*).

42. Soit encore g(¢) une fonction analytique dont nous considé-
rons une branche uniforme et réguliere dans une aire 55 supposons
que le point ¢ == o se trouve sur le contour de cette aire. Fixons un
point intéricur a Paire; pour simplifier, supposons que ce soit le
point £ == 1. La coupure = (n° 30) est faite de o a linfini le long de
'axe réel nogatif.

Dans un domaine du point ¢==1, la fonction ¢(¢) admettra un
développement en série de puissances de ¢ — 1

(11) c{‘(t):}:‘/"n““”')"’
n

Il sera toujours possible de transformer cette expression en une série
ordonnée suivant les puissances de logs () : nous indiquerons cette

(1) Comme on T'a défini au n° 33 ci-dessus.

(®) Zoir ma Note citée des Rendiconti dei Lincel, 16 février 1gos.

(*) Loc.cit., par exemple, Le séric de Taylor, p. 45.

(*) Ce théoréme a 6té donné, sous une forme moins simple, dans le Mémoire cité de
M. Nielsen. Jen ai modifié I'énoncé, sous la forme actuelle, dans ma Note des Rendicontd
dei Lincei, 8 noyembre 19o3.

() Le plan ¢ étant coupé suivant la ligno =, le logarithme de ¢ est parfaitement déter-
miné, si l'on fixe que sa valeur soit nulle pour ¢ = 1.
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série par

S logre
1 vl \ Cp—= (1),
( ) TN ) e n ”! ( )

n o0

Sila série

w
N, St
P(a) == Yy
no0
admet 7 comme rayon de convergenee, le champ de convergence de
fa série (ra) estlimité par la courbe [loge] = r, dont il est facile de
reconnaitre la forme @ cetle courbe renferme une aire simplement
connexe pour r <=, doublement connexe pour r-w; le point ¢ =1
ctant Loujours intéricar a Paire. Pour r==, "aire (l(- convergence
de (12) est formée par tout le plan ¢, sauf la coupure <.

(t) La transformation des séries (11) el (12) P'une dans Pautre s'opere facilement
comme il suit. Posons (no= 1, 2,3, ...

(o) ettt b g (0 f 1) b (2 b 1) (e 1) (Gn.n==1),

(l) A ) (e 1) S Py 8 L P O Py g B0 (pun==1).
Los coeflicients ¢, s'oblicnnent facilement de proche en proche en faisant
Dy wwwy ==L io 1y

les coefficients py sont connus sous le nom de coefficients de factoric'les ; Schlifli
(Crefle, 43 ) el Sehlismilel  70id., L. A% ) en onl fait une étude détaillée. Sidans Pidentité

(- " ,u l”ull[
[ |.\«. ”~.r(.1: I T (e e DA e DLl Z(—-—l) e

on substitue pour.z# son expression (), ou pour (& - 1)...0x - n — 1) 'expression (b),
on oblient le développement de (2==1)% en fonction de loge, ou celui de logree en série
de puissances de ¢ — 1. Ce dernier développement s’obtient immédiatement sous la forme

]~“ m,’. P 11”"" (4 v [ Y e Pt oy 1 g Pnvan (L —ajtt— .
n.

(¢
) 1! ool

Si done la fonetion (1) est donnée, dans un domaine du point ¢ = 1, par son développe-
menl en série de puissances de loge de la forme (12), les coe icwnls ¢y seront liés aux
coefficients ky, du développement de ¢(¢) en série de puissances de ¢ — 1, par les relations

() n Ve == PunCn== Pun-1Cn-a~t Pun 2Cn—z== ..t (—1)"pPract (n=1,2,3,...).
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44. Supposons dabord que P(z)soitune fonetion entiere; sotlen
outre, m et g ¢lant deux nombres positifs,

(13) [ e | <2 mp".

La fonction génératrice o (¢) estalors dans (outle plan 7, saul Iu‘mm-
pure, une branche uniforme et réguliere de fonetion analytique,
définie par la série (12); en outre son ordre, comme on I"a défing au
ne 2, est au plus égal i g3 ¢"est-h-dire Uintegrale

W1
(8) o(x) ::/ (L) vt
']
est certainement convergente pour R(a) >p5 en effet, il suitde (1)
que Von a|g ()| <me® pour les valeurs de 2 comprises entre o el 1.
Cela posc, substituons dans (8), & 2(z), son développement (12):
puisque la série qu’on obtient en intégrant terme i terme de g i rest

convergente, et tend pour e == o i celle, également convergente, quion
en déduit en faisant € = o, il résulte d’an théoreme connu (Y) que
Pintégration terme & (erme est valable entre o et 13 on a ainsis
pour R{x) >0

. oo Genre,
(l'l) C/.(.I) Z“;’,‘;lill ’
no

la fonction déterminante (8) est ainsi définie, non sculement pour
R(x) > ¢, mais powr tout le domaine ||~ ¢ dea == »=. I résulte immé-
diatement de ce qui précede que, siog, est le rayon de convergenee
de lasérie (19) et e est Pordre de g(¢), onace g,

45. La théorie des séries de puissances sommables, que M. Borel
a introduite dans I'Analyse (*), se présente ici de la facon la plus spon-
tanée; de sorte qu'on peut la regarder comme un annexe naturel de
la théorie des fonctions génératrices. Notre série (14) est divergente

(1) Voir, par excmple, Dint, Caleolo integrale, lezioni lirogr. ; Pisa, 1878, p. go,

(2) Mémoire sur les séries divergentes ( Annales de 1 Feole Normale, 5. 111, t. XVI,
8899. — Legons sur les séries divergentes, Paris, 19o1. Ch. 1 et IV ). Notre notation sc
reconduil & celle de M. Borel par un ehangement de variable immadiat.



(24
(SR

SUR LES FONCTIONS DETERMINANTES.

pour || < s,, mais dans le seement de cercle défini par
(1) R(e)y>e, || << pi,

elle est sommable, et Iexpression (8) de la fonction o(2) en est la
somme généralisce.

I est aisé de voir que Fordree ¢ de 2(2) est déterming par celui des
points singuliers e la fonction z(a) dont Ta partie réelle est la plus
grande. En effel, soit s ce point; pour £ > R(s), intégrale

N
/ gyl de

Al o

se trouve dans les conditions du n° 205 puisqu’elle est indépendante
de £, on peut supposer £ 2> 5, et par conséquent substituer i a(x)
son développement (14) el intégrer terme a terme. On retrouve
[ne 26, formule (b)) la fonction w(t), et d'apres le théoreme dinver-
sion (n° 26), son ordre ne peut ¢tee que R(s) ().

I suffit maintenant du changement de variable &= 2/¢% pour
deduire du segment (15), olt la série (14) est sommable, d'autres
segments analogues, et pour obtenir, de lear ¢ensemble, le polygone
de sommabilité tel que 'a délini M. Borel (*).

16. A foute fonetion analytique «(a) régulicre dans un domaine
| - o der = =, on peatappliquer le théorcme du n® 265 une telle
Sonction w(a) est done fonction determinante d’une géncratrice o (1)
avanl une branche wniforme el régulicre dans tout e plan t, sauf la
coupure, el représentcée par une série (12) dont les coefficicnts vérifient la

condition (173).

47. Sous les conditions du n® 41, Vordre de la série (11) au point
(=0, au sens de M. Hadamard (n°40), est fini. En effet, le coefti-
cient £, de cette série est lié aux coefficients de (12) parla relation ()

(ty Foir ma Note : Sui limiti della convergenze i aleane  espressioni analitiche
( Rendiconti dell Acead. di Bologne, décembre 1go3).
(%) Lecons sur les séries divergentes, p. 1o ¢l suiv.
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de lanote dJa page 533 il en résulte, par Vinégalité (15) el puisqu

les nombres p,; sont positifs,

n
l/"/z l <*,'l“‘“‘([’n.u(l“ P 1 P" L N Pnal)s

¢’ est-h-dire
pletn)..pm=—1)
n!

l /“IL ] < m

Dans ce sens, comme dans celui du n® 2, Pordre est done au plus
égald p. Il en résulle que, pour R(a) > p, on peut substituer (lnnst(H)
i o(¢) son développement (11) et intégrer terme & terme; on obtient
ainsi (n° 39) pour a(a) le développement en série de Factorielles

. < feynl
( ,()) oc( 1) ’:z (— l)”‘ @l -1).. N ~-+‘: ;1_)
n=0 )

convergent au moins pour R(a) > o. Toute fonction analytique régu-
liére dans un domaine de x = = est done développable cn scrics de fucto-
rielles (*). En outre, on voit que la transformation formelle de la
série (14) enla série (16) ne differe pas de celle de Ta série (1o) en(11);
on peut dire que Pune de ces opérations est la transformée de Pautre
par Uopération G (*). Le passage de (14) 4 (16) est indiqué par
MM. Jensen et Nielsen sous le nom de méthode de Stirling (7).

48. Passons maintenant au cas ol la série P(z) ne vérifie plus les
conditions du n° 4%4; supposons simplement que cette série converge
dans un domaine de z=o, en sorte que 2(¢) est régulitre dans un
domaine de ¢=1. Admettons cependant que cette fonction ait un
prolongement sur le segment 1.. .0, jusqu’au point £ == o, et que son
ordre (n°2) au point £= o ait une valeur finie c. Bn ce cas, Pinté-
grale (8) représente une fonction analytique réguliere pour R(x) > ¢;

(1) Ce théoreme a 6té donné par M. Frobenius (Journal de Crelle, 1. 73, 1871).

(%) Si lq passage de (19) & (11) 'indique par P, et celui de (14) 4 (16 par Q, on a
Q =G-1PG.

(3) Foir I'intéressant Mémoire, déja cité, de M. Niclsen, ot Pon trouvera aussi des
renseignements bibliographiques.
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les théortmes du Chapitre T permettent de déduirve certaines de ses
propri¢tés de celles, supposces connues, de la fonction génératrice.
L'intégration terme i terme appliquée formellement en substituant
a (L) son développement (12), donne une série (14) divergente pour
toute valeur finie de e mais celte série est sommabhle pour l{(.z')>r:,
et P'intégrale (8) en donne la some géncéralisée (1).

La méthode de Stivling (n°47 ) appliquée dla série divergente (14)
peut donner lieu & une série de factorielles (16) convergente (*) et
qui, pour R(x) > ¢, représente la somme généralisée de (14). Pour
quiil en soitainsi, o/ faut et id suffie, Caprés le n® 42, que lu série (11)
converge dans (e cercle de rayon v el que le point t == o soil un pornt sin-
gulier essentiel dordre fini. On peul remarquer en outre que sé la mé-
thode de Stirling, appliquce a une série de paissances de 'L toujours diver-
genle, donne liew a une serie de factorielles ayant un demi-plan de
convergence, la série de puissances est sommable dans ce demi-plan.

i (e

CHAPITRE IV.

49. Reprenons une branche uniforme 2 (¢) de fonction analytique
régulicre au point £ ==0, ¢l soit, comme au n® 30, K son étoile
principale. A cette fonction correspond la fonction déterminante
Jo =a(x, a)définie pour tout point @ de Iétoile dans laquelle on a
fait la coupure =, el méromorphe par rapport & x (n° 30, 31), avece
les poles o, — 1, — =2, .... Lafonction o (&, ), définie par

(1) amim (., o)== (¥ — 1 a(x, a)

est done entitre. Cetle fonction se présente de la facon suivante : fai-
sons dans le plan ¢ la coupure = suivant le rayon oa; puis décrivons

(V) Foir le Chap. B, § 1T du Mémoire cité de M. Borel sur les séries divergentes.
(%) Foir le§ 16 du Mémoire cité de M. Nielsen.

Ann. Fe. Norm., (3)y X%l — Fiviinn 19o5. 8
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un cerele (¢) de centre £ = o et de rayon e aussi petit qu’on vm.ulra, el

soit e le point d'intersection de oa avee la circonférence; considérons

ensuite la ligne (£) formée :

a, du segment ae, parcouru sur le bord supéricur de la coupure;

b, de la circonférence (&) parcourue dans le sens positif;

¢, du segment ea, parcouru sur le bord inférieur de la coupure;

d, d'une ligne (a) qui part de @ sur le bord inféricur de la cou-
pure ¢t yrevient sur le bord supérieur, apres un tour autour de (),
et toute intéricure & E.

Il est clair que

(2) .cp(t)l""cll::o.

g ly]

Mais pour R(2)> o et pour e tendant & zéro, 'intégrale prise le long
de (&) a zéro pour limite; on a done en décomposant Uintégrale (2)
dans ses diverses parties

1y

» tl
Qe vt - (et ,x)/ Gleyem ot
0

Le premier membre de eette égalité est une fonetion entiére en .z, e
second membre a un sens pour R(x) >> o3 mais, comme il definit une
fonction méromorphe, cette égalité s’étend & tout le plan, et la fone-
tion (@, a) est par conséquent définie aussi par
(3) o(z, a)-:_;-'t-;_/ o( L) 1=t du,
ey

50. La formule (3) nous donne un résultat indépendant de la
ligne (@) : elle définit done une fonction entiére de @, déterminée
pour tout point @ de I'étoile K. Cette fonction entitre jouit des pro-
priétés suivantes : '

a. Elle s’annule pour x=1,2,3,...;
”(b. Elle prend, pour = o, —1, — 2, ..., les valeurs 2(0), o'(0),
9"(0) R

el B
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c. Ona

24

o
O
m(.l,(l)__—> P

n==g

ol
I dt
ly == ’:;7—1'—; [ q’(‘) '()gHAT;
lay
il en résulte existence de deux nombres positifs m, g, tels que

|a, | << mp";

par conséquent, pour la fonction w(x, a), la quantité qu'on indique
par M(7) dans la théorie des fonctions entieres satisfait a

(4) M(r)<<mef’;

la fonction w est done de Pordre (apparent) 1 ().

51. Nous appellerons o(¢) fonction genératrice de »(x, a), comme
de a(x,a); et nous donnerons & w(x,a) le nom de fonction coe/ffi-
ciente de ¢(¢), a cause de la propriété & du numéro précédent. En
indiquant par J,¢ I'opération fonctionnelle, évidemment distributive,
qui, appliquée a4 o (z), donne comme résultat o (x, a), cette opération
jouit des mémes propriétés qu’on a trouvées au n° 18 pour Jg. Ainsi
on pourra écrire

(a) Ji[te()] =0J,9,
() B[t —= =)0 ()] =A%), 9,

et, sio(a) =o,
(¢) [ ()] =—(x-—1)0"1] 0.

52. On peutse demander si w (2, ) aun sens. Voici d’abord un cas
particulier intéressant ou il en est ainsi. Supposons que ¢(¢) soit une
branche uniforme de fonction analytique, réguliere non seulement
pour ¢ == o, mais encore pour ¢ = = et nulle en ce point. Les singula-

(V) Foir Borun, Lecons sur les fonctions entiéres, Paris, 1goo, p. 74.
- o 7 . )
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rites de o(2) sont alors loutes comprises dans une aire A quon
peut renfermer dans un contour (¢) de longueur finie, qui laisse le
point s = o a I'extéricur. Considérons alors une ligne (£) renfermant A
et formée : :

a. D'une circonférence (r) de centre £ == o et de rayon 7 aussi grand
qu'on voudra, parcourue dans le sens positif;

b. D’une circonférence (e) de centre £== o et de rayon e aussi petit
qu'on voudra, parcouruc dans le sens négatif;

c. Du bord inférieur d’une coupure (rectiligne ou non) qui ne
traverse pas l'aire A et qui joint un point de la circonférence (r) i un
point de la circonférence (€), parcouru de (r) a (e);

d. Dubord supérieur de la méme coupure, pavcourn de ()i (r).

En remarquant que pour o < R(2) <1, les intégrales de o (1) "
prises le long des cireonférences (g) et (r), ont pour limite zéro pour
ce==oetr=oao, onaura

On aainsi défini la fonction o (2, %2); ¢’est une fonction entivre

v

6 ) :.::—-L- " et
(6) () tmit“,’c'd(t)t dt

que nous appellerons encore fonction coefficiente de Ja fonction giné-

ratrice ¢ (¢); elle jouit des propriétés suivantes :

a Elle ne dépend pas de la ligne (¢), pourvu que cette ligne ren-
y - . [T ' )

ferme Paire A et laisse 2= 0 4 I'extéricur;

b. Son ordre (apparent) est égal & 1 ;

e. Blle donne pour @ = n entier positif le coeflicient de £ dans le
développement de g (1) en série de puissances entitres négatives de 7,
el pour @ = — », enticr négatif, le cocfficient de 2 dans le développe-
ment de (¢) en série de puissances entibres positives de ¢;

b ’ M & ’ . . ’ .
‘ d. .L opération fonctionnelle J,5 qui, appliquée & 2(¢), donne sa
(om:'t[o’n cqe(hcncntc w(@, =), admet toutes les propriétés de (a)d (g)
de 'opération J (n® 18), ¢t en plus, sans restrictions, la propriété (4).
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53, Silaligne (¢) peutse réduire d un cercle, dont e soit le eentre
etr-Z|elle rayon, onaura sur toute la circonférence (¢) =

o #

2

n 0O
oit Fon a posé
.
a8 (L) de.
e LIt

)

Le développement (7) est convergent dans tout le plan, et par suite
la fonction m () est représentée par une série de factorielles (I . ' )
pour toute valeur de .

Les coeflicients g, de cette série, si Pon pose, dans le domaine de

vl
w() Zlkl:"‘,"“’

sontliesa kg, koo, ke oo par les relations

!,

(8) Ko N ek ( ”) gyt (e ) e Ly Al kg,

\ 9
" N .
d’oll, inversement,

, n\ .
(") /"II A b ey gt (u) (f'l,-i,’” PR ol I o (:”."ﬂ,‘)'
Ces relations sont précisément celles qui déterminent les coclti-

cients g,

, . , . , . 21
du développement de (@) en série de factorielles < N )7
lorsqu’on connait les valeurs £y, £y, ... de o(x) pour x =1,2, ...,

d"aprés la formule dinterpolation de Newton étendue i Pintini ().

(Vy Foir BENvIXsoN, Acta math., LIS, p.r.
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54. On peut maintenant chercher si des développements de Ta
forme (7) se présentent dans des cas plus généraux que celui que
nous venons de traiter. La réponse est non sealement affirmative,
mais il est facile de donner les conditions nécessaires et suffisantes
pour le développement d'une foncetion en une série de cette forme.

Soit »(¢) une branche uniforme de fonction analytique régulivre ef
nulle pour £ ==, et supposons que 'on puisse renfermer ftons ses
points singaliers dans un cercle (@) de centre @ ¢t de rayon ja . Le
point ¢ = o sera singulier pour 9(¢), sans quoi il serait facile de recon-
duire la question au cas du numéro précédents on peul aussi sup-
poser sans restriction que ¢ = o soit le seul poinl singulier de 2(7)
sur la circonférence (@) : il suffit pour cela d'un déplacement du
point a. Supposons enfin que Pordre g du point ¢
M. Hadamard (vocrn® 40) soit tini, ou infini négatif.

Soit d’abord g <o. Du développement

S0 oau sens de

o

- oy /“/1
() == Z T
no0

de o (2) dans le domaine de ¢ == % on déduit

, N\ Sn .
(10) ?(t)w}"W’
ne=o

les coefficients g, et £, étant liés par les relations (8) et ().

Mais, par I'hypothise g<Co, la série (10) est absolument conver-

gente sur la circonférence (a); Uintégrale

(1) sy =i [oty e v

a donc un sens pour R(z) > o, et puisque, sur la circonférence (n)
et pour R(z) > 1, le développement du binome

L]
(Xt g Z (.’I;’ (¢ - "
— anrr

ni
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est absolument convergent, et uniformément par rapport ¢, on peut
substituer dans (11) et intégrer terme i terme. 1l vient ainsi

4
. N & xoe—1
(1) g(;r):a"> ——"i-—( >
H(&'M'l n
ren )

/

Ge développement, d’apres les propriétés connues des séries de fac-
torielles, est absolument convergent pour R(z) > o.

55, Examinons de plus pres le résultat que nous venons d’obtenir.
Etant donnée la fonction o(¢) régulivre hors de la circonférence («)
sur laquellefe point £ == o est singulier d’ordre g négatf, il existe une
fonction (), représentée par Pintégrale (1) pour R(x) > o, mais
régulitre dans tout le champ R(x)> g ct développable, dans ce
champ, en série de factorielles (’ N ‘); Popération Jyg, qui, appli-
quée a o, donne o(x), jouil des propriétés données au n° 18 pour
Fopération J5 entin les valeurs de o(2) poura =1,2,3, ... sonl les
coefficients £y, k,, k,, ... du développement de ¢ (£) en série de puis-
sances négatives de ¢, Ces propriétés montrent la parfaite analogie
entre o(2) et la fonction w(2) du n® 53 : on peut done conserver &
() le nom de fonction coefficiente.

Cela posé, supposons maintenant g~ o: alors, méme si Pinté-
grale (r1) n’a plus de sens, on peut encore définir une fonction
J,o = o(x) qui conserve les propriétés précédentes. Soit, pour fixer
les idées, o= g < 1. La fonction

, w(¢)
13 et 2 g
(13) T, =91,

oit "'on suppose nulle la constante d’intégration, est d’ordre né-
gatif g — 15 elle admet done, par le cas précédent, la fonction coelfi-
ciente J,5,=5,(2), qui, pour R(x)> g —1, admet le développe-
ment

@

O o & =1\
g () = a* z " —fl-—"‘*l ( .
(re =+-1)a™r n

n==0

Or, des propriétés formelles deJ, et de Tarelation (13) entregety,,
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il résulte
(14) yo=ao (&) —a(x—1)o (r--1)

En vertu du principe de permanence, ce sera la la définition de
J,0 =0, etil en résulte pour cette fonction précisément le dévelop-
pement (12), comme le montre le caleul facile du second membre
de (14); ce développement est convergent pour R(x) > g. La fone-
tion ¢(¢) admet done une fonction coefficiente-avee (outes les pro-
priétés du cas précédent.

Deméme, si 1S g < 2, on formera expression (13) qui aura la ca-
ractéristique comprise entre o et 1, et Pon tirera la méme conclusion:
et ainsi de suite. Notre conclusion est done générale = owte fone-
tion o (t), régulicre hors d’une circon férence de centre « et de ravon|u |
sur laquelle t = o est point singulier d ‘ordre fini ow infini négatif g,
admet une fonction coefficiente régulicre dans un demi-plan R(.x ) > g

, , , . ;o . e .
et développable dans ce demi-plan en séries de factorielles ( .

" s e . P N . N A |
56. Réciproquement, soit une série de factorielles ( , )
l 4

g
N\

o(a) :.:Z(:,, (' »/'[ ]‘)

s

convergente pour une valeur & = %; onsait qu’elle sera alors conver-
gente abhsolument pour toutes les valeurs de i« dont la partie réelle est
plus grande que R(A) + 1. La caractéristique £ des nombres e,, ¢,
Cyy --. esbalors finie et au plus égale & R(A). Formons maintenant

n—1)
a'(n):(:o—*-(n.—l)c,-%—( , )> Coyt et Cpay

\

[sile nombre £ est compris entre les entiers m — 1 et m (*), les va-
leurs 5(1), a(2), ..., o(m) étant arbitraires i cause de existence des

(1) On sait dailleurs (woir, par exemple, Frosestus, Crelle, t. 73 ou ma Nole des
Rend. dell’ dccad. dei Lincei du 18 mai 1903, no 3) que co développement n'est pas
unique, car ona des développements du zéro convergents pour R(x) =1, R(x) > 2, cte.

(2) Préeisément, m —12k < .
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développements du zéro]; et construisons la fonction génératrice
de w(2) :

n

2 =X 7.

no=

Puisque, d’apres les relations (8) et (g), le développement de ¢ (¢)
en série de puissances de (¢— 1)7" est

A\ Cn
r'y(/) - "Z (/’ _ l)lt»l 1 4
ne 0

il résulte des propri¢tés des e, que les singularités de o (1) sont toutes
comprises a Pintéricur du cercle de centre ¢ =1 et de rayon 1, et que
sur la circonférence, et en particulicr au pointZ==o0, son ordre est
fini. Nous avons ainsi obtenu le théoreme :

La condition nécessarre el suffisante pour qu’une Jonction, donnce
X . ' I . . A
pour R(ax) > g, soit développable en une série de /(L(fl()l‘l(fl[(f.‘»’( n >,

est qu'elle soit la fonction coefficiente dune branche de fonction analy-
tique dont toutes les singularites peuvent étre renfermées dans un cercle
qui laisse le point t - o & Uextérieur ow sur lu circonférence, pourvu que,

57. Supposons que la fonetion 2 (¢) soit singuliére seulement en un
point «. La fonction cocfficiente o () est donnée par Pintégrale (6),
ot le chemin (e) d'intégration est maintenant un cercle de centreact
de rayon aussi petit que on veut.

in posant £ = a + ce®, il vient

w0

XY
mi.r) e In*”~ ,
n!

]

avee

P LT ) ) (///
U 'J.. ’.’J( @ i~ P"”O) 10;’,’" (, e f__ ,,;IU e
2T 0 ‘ “ 1~ 4 L‘m

)

Iei, comme on le voit facilement, on peut prendre g fini, mais assez

Anu. Fe. Norm., (3), XXI. - Fivrien 1gos. 9
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petit pour que on ait
lgal < men,

m étant un nombre positif fini et e positif et aussi petit que Pon veut.

On aura donc
w(x) = a*G(x),

ou G () est une fonction entiere telle que
(15) M(r) < e,

¢ étant aussi petit que I'on veut. Ainsi, toute fonction ¢(t) ayant le
seul point singulier t = a, a sa fonction cocffiziente de la forme a® G (x)
ot G(x) est une fonction enticre ayant la propriéié (15).

De méme, toute fonctior uniforme 9 (L) ayant les seuls points singulicrs
essentiels t = a,, a,, ..., a, a sa _fonction cocfficiente de la forme

/)

> azGi(a),

[E=S |

ou les jfonctions enticres G(x) (i==1,2,...,p) veérifient la pro-

priéeé (15) (*).

58. Revenons & la relation (1) entre la fonction coefticiente et la
fonction déterminante. Si Von rappelle Pexpression (2) du n® 21 de
la fonction génératrice par sa déterminante, on y reconnait formelle-
ment que, si Uon forme la différence des valeurs de la fonetion géne-
ratrice lorsque la variable a tourné dans le sens positif autour de
Porigine, la fonction déterminante est multiplice par e*™ — 1. Ce
n’est la cependant qu'une prévision : mais il est facile d’en tirer des
théorémes rigoureux.

Soit, comme au n° 49, la fonction génératrice o(¢) réguliere
pour ¢ = o; les valeurs de sa fonction coefficiente o (2, @) pour x = o,
—1, —2, —3, ..., nous donnent les coefticients du développement

(1) En donnant & x des valeurs entieres, les théorémes que nous venons d'énoncer nous
raménent & ceux gquw'a donnés réeerement M. Faber (Math. Annalen, t. LVIL, p. 378
el 381). Les réciproques de ces théorémes sont connues; clles ont 6té données en 1goo
par M. Le Roy (Annales de la Fuculté des Sciences de Toulouse, s. 11, 111, p. 348).
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de ¢(¢) en série de puissances entiéres et positives de z. Supposons
maintenant que o(x, @) soit fonction déterminante d’une certaine
fonction Y (w), en sorte que 'on puisse éerire

} o (o — -1,/
(16) o, a 07”/ b)) ut-1du

pour les valeurs de @ telles que R(z) < g, g ¢tant un nombre réel
convenable. Soit m le premier nombre de lasuiteo, — 1, —2, —3, ...

@ (L) :1:2 m(— n)L"
0
on déduit, p(¢) étant un polynome entier,

(L) ==p(t) - -~A—-/ 4/((1)2‘ ey ~du.

==

inférieur a g : de

La fonction ¢ (¢) est done représentée, & moins d’un polynome, par

T () du

2mi ), u(w— )

(17)
ce qui démontre :
Que la fonction o (t) est une branche de fonction analylique régu-
. 1l . C

licre dans tout le plan, sauf une coupure faite de a & Uinfinele long du
chemin d’intégration de (16 );

b. Que la discontinuilé de o (L) en [ranchissant celle coupure est donnée

S’il est permis, dans (16), devarier [e chemin d’intégration entrea
¢l oo, ces seuls points @ ¢l s seront singuliers pour Lx branche ¢(¢)
considérée; sinon, 2(¢) sera uniforme et le chemin d’intégration
entre ¢ et U'infini sera pour cette fonction une ligne singuliére.

(1) Cest une conséquence d'un théoreme connu d'Hermrre @ Sur quelques points de la
thédorie des fonctions (Grelle, (.91, 1881). Pour le cas particulier actuel, poir aussi L Roy,
Mémoire cité, p. 330,
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59. En particulier, nous avons vu, au n® 46, que toute fonction ré-
guliére pour = o

w

NG n
m (.l') ::..Z —ITH-TT

0

est fonction déterminante, et que sa génératrice est une fonetion
entiere de logu :

d(u) :Z%lng" u,
0

singulitre par conséquent pour = o etu == . 1l en résulte que, si
dans la série

-
o(¢) :f:ZIr,,t",
©

les coefticients £, sont, & partic de Pindice m, les valeurs d'une fone-
tion régulicre dans le domaine de 2 ===, on pourra éerire (en
changeant z en — x dans les formules des n® 43 et suivants) :

-
(18) amim (o, 1) / Y(u) ' du R(w) <<~ m
“1

et par conséquent ¢ (¢) sera, d’aprés le numéro précédent, une branche
de fonction analytique régulicre dans tout le plan, sauf la coupure
de v a o (*). Cette coupure n’est pas essentielle, puisque dans la
formule (18), $(«) est fonction analytique de «, régulivre sauf aux
points =0 et £ = . En outre, pour les autres branches de 2 (¢),
que Uon obtient en franchissant la coupure, le point £ =0 est évidem-
ment singulier, puisqu’il Pest pour (7).

(1) Ce théoréme a éL6 donné presque en méme temps par M. Luav, Jowrn. de Math.,
8. V., t. V, et par M. Le Roy, Mémoire cité. Les théortmes plus généraux de M. Le Roy,
donnés aux n° 31 et suivants de son travail, peuvent tous éire obtenus d'une facon ana-
logue; ils oxigent lous, en cffet, que la fonclion coefficicnte de @ (¢) soit une fonction
délerminante.



