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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

•DE

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE,

SUR LES

F O N C T I O N S

PAR M. S. P INCHEBLE,
A BOLOGNE.

Laplace, le premier, a étudié le lien qui existe entre les coefficients
(.rune série de puissances et la fonction représentée par cette série. Si,
Fon a

(I) 9(^,=^a(n)^,
n

il a appelé ^(^) la fonction ^énéralrice de a(n), eta(^), considérée
comme fonction de l'indice n^ la fonction déterminante de 9 ( l ' ) . Après
lui, les propriétés de la correspondance entre les deux ton étions a(n)
et <?(/) ont été étudiées par Abel dans un Mémoire resté célèbre et
qui, an point de vue de l'époque, épuise la question, puisqu'on y
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10 S. ÎWCHERLE.

trouve résumé tout ce qui regarde le côté formel de cette correspon-
dance.

Mais le problème se présente sous un nouvel aspect et acquier t une
importance et un intérêt bien plus f rappants , le jour où, avec Weier-
strass, le concept de fonction ana ly t ique s ' i n t rodu i t dans la Science,
Toutes les propriétés de la fonction a n a l y t i q u e sont renfermées , pour
ainsi dire comme dans un embryon, dans la su i te des c o e f ï i c i e n t s de
l'un quelconque de ses é léments ; et, dans ces derniers temps, de
nombreux géomètres se sont efïbrcés de répondre à la ques t ion , q u i
se pose comme d'elle-même, de déduire, des propriétés de la s u i t e
des coefficients, l'ensemble et la nature des singulari tés de la fonc-
t i o n . Il serait oiseux de rappeler tous les travaux qui se r a t t achen t à
cette question; je m'en abst iendrai , d ' au tan tp lus qu 'un grand nombre
d'entre eux se trouvent cités dans l ' In t roduc t ion d'un t ravai l q u e j ' a i
publié en 1900 dans le Tome IV de la 3e série des AnnciMdi Mai^mutica.
Mais on ne pcutpassersous silence l ' impor tan t M.émoire que M* Lo'Hov
a f a i t paraître l 'année suivante ( 1 ) ; c'est sans doule c e l u i ou la ques-
tion dont il s'agit est traitée le plus à f o n d . Cet a u t e u r , q u i n o t e en
plusieurs points de son travail la re la t ion entre notre problème e(
d'autres questions, comme la théorie de la so inmabi l i té des séries
suivant M. Borel ou le problème des moments de Stieltjes, obt ient des
résultats remarquables et en grande partie nouveaux en iormuhuit
ainsi, son point de vue : Si les coeffidenifî a{n) delà série (I), conn"
dérés comme fonction de V entier n, appartiennent à des el-u^seff déter-
minées, à quelles classes appartient la fonction ^dneratriee o(/)? I l v
répond dans des cas étendus, mais, plutôt que par une théorie géné-
rale, par des exemples et des applications dont le but est de montrer le
mécanisme de la méthode qu il propose et l'intérêt quelle peut o//rir (")

Dans le présent Mémoire, c'est plutôt au point de vue inverse que
je me suis placé. Si l'on suppose que la fonct ion générulrice appar-
tienne à une classe donnée, qu'en résultc-t-il pour la fonction déter-
minante? Je me suis aussi attaché à donner au développement de la

( t) Sur les séries divergentes et les fondions dé/lulefî par un développement de Tcyhf
(Ânn. de la Faculté des Sciences de Toulouse, 9f- sério^ t. Il, p. 3ï5).

( 2 ) Loc. cit.^ p. 319.
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correspondance entre ç(/) e ta(n) un caractère systématique. Mais ce
qui m'a semblé essentiel, c'est de considérer soit la fonct ion détermi-
nante, soit (w^rChap. IV) une fonction entière qui lu i est étroitement
liée et que j 'appelle fonction coef/lciente, comme fonction analyt ique
d'une variable complexe; le caractère analyt ique , comme l'a déjà
remarqué M. E. Lindelôf à propos des coeiïicients des fonctions
entières, a dans ces recherches non moins d ' importance que le carac-
tère asymptot ique. M. Borel, dans une Note de quelques lignes C 1 ) ,
mais é m i n e m m e n t suggestive, a déjà consei l lé l 'étude de fonc t ions
ana ly t iques convenables q u i , pour les valeurs entières de la var iable ,
coïncident avec les coeff ic ients a(ri) de la série de Taylor(I) : le Cha-
pi tre IV du présent travail peut être regardé comme un essai de
réponse au desideratum exprimé dans cette Note.

Mais c'est dans le concept de correspondance ou d'opération fonclion-
nelle qu'il , faut chercher le fil conduc teu r d 'une recherche dans le
genre de celle qui nous occupe. Si l'on i n d i q u e parJ l 'opération q u i ,
appliquée à la série de Taylor(,I), donne comme résul ta t le coef f i c ien t ,
a(n) du terme en / / l dans cette série, c'est-à-dire si l'on pose

(H.) , î y = ^ ( n ) ,

l 'opération (1) j o u i t , par d é f i n i t i o n , des propriélés suivantes :

/ .1(94- ^ ) = J 9 + J ^
| Jeep :::= c'Jy,

(m) \ , I Y r , ^ . / / ^ l . . - A , ' - ,1 .» (--i 9(0 -AJo,
» 1 . \ " /

î J (^ l )^) —/Uo.J(Z- l )cp) — / z j o .

Dans ce tableau, c est constante par rapport à t et à n, A est l'opéra-
tion de dif ïerence f in ie , D est la dé r iva t ion . Or, dans ce qu i su i t , j'ob-
tiens, d'une façon aussi, é lémentaire q n e possible, une opération q u i
Joui t des propriétés ci-dessus tout en d o n n a n t comme résultat une
fonct ion , non plus seulement de l 'entier /?, mais ana ly t ique et régu-
lière pour toutes les valeurs d'une variable complexe x dont la partie

( 1 ) Comptes rendus de l'Académie (Icff Science') î^ décôïnbrc 1898.
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réelle est plus grande qu'un nombre donné. C'est dans l'étude de cette
opération et de son inverse (Chap. II) que réside la théorie des fonc-
tions génératrices et de leurs déterminantes. Pour rendre la lecture
plus facile, je n'ai pas fait usage des notations et des proposit ions
de la théorie des opérations distributives en général, et je mo suis
borné à l'étude systématique de l'intégrale

(IV) f\{t)t^
^o

.̂.1 ̂
J,

et à son inversion.
Le Chapitre 1 est consacré à l'étude de l 'intégrale (tV), ou 'p(^) est

supposée d'abord simplement continue et, ensuite, dérivable; dans le
Chapitre II on étudie l'inversion de cette intégrale; le Chapitre I I I est
consacré au cas où y ( < î ) est une fonction analytique et à l 'examen de
certaines classes de fonctions f(l); on y retrouve en par t icu l ie r le
concept de polygone de sommabilité de M. Borel et les condi t ions
nécessaires et suffisantes données déjà par M:. Nielsen, mais rendues
pins simples, pour le développement d 'une fonc l îon en série dos fac-
torielles

____f .2 .3 . . . / / .
OC ( X + 1 ) .' ̂ ^^'^ '

Enfin, dans le Chapitre IV, on substitue a la fonction déterminante ,
représentée par Fintégrale (IV), une fonct ion entière que j 'appel le
fonction coeffidenie et dont l'étude permet de retrouver nom bre des
résultats donnés par MM.Leau, Le Roy, etc. Dans ce même Chapitre
je donne les condit ions nécessaires et suffisantes, et, si je ne me
trompe, pour la première fois, pour le développement d 'une f o n c t i o n
en série de factorielles

(j^^j0_(^ ^3_). ̂  ( :v — n )
î . 2 .3 . . . n w"~~""""""' '

Loin de moi la prétention de donner, dans ce travail, nombre de
résultats nouveaux. Mon but est plus modeste : c'est de coordonner,
et de placer à un point de vue unique les recherches (méprises,
sous des aspects divers et qu-il n'est pas toujours facile de relier
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entre eux, sur un des Chapitres les plus intéressants ,du Calcul, inté-
gral 0.

CHAPITRE I.

1. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, l ' é tude de l ' intégrale
dé f in ie

r 1 1

cA{x,a}— 9(0^-1^
jo

ou / est une variable réel le; ç (^ ) est u n e (onc t ion f i n i e et c o n t i n u e
de cette var iable dans l ' i n t e rva l l e o<^<^, le p o i n t t ̂  o exceptée
a étant un nombre pos i t i f ; enf in x est une var iable complexe.

Pour cette étude, le théorème su ivante) doi t être considéré comme
fondamenta l :

Si a(»r, a) est convergente pour une valeur x =•: x^ delà variable x^
elle est cowerg'ente pour toute valeur de x telle (fue l'on ait

K(.'r)>iu.^) n.

( 1 ) L'a théorie dos fonctions ^énératricos est su^œptihie de ^énéralÎHaUons iiïl^^'cs»"
santés : îos nouvelles rcchorchos indiquées par M. MiUn^""Lefflor fCw///^r'A- /t<"/^///A> rA'
l'/lca.ffcfni.f! des Scicncc^y a nuars ot l'-î octobre njo'i (ît jîiendiconti del/u /f. //('CH//. dvi
LifK^îi, 3 janvier 1904} en Boni une preuve.

(2) Ce théorèrno a élé donne pour la prornicro ibis par Dmchk*^ \m'\^ retrouve {»ar
M. BoreS, sous une fornie un peu différente ei |»oiîr le c'aH (Je î î > convei'^ei!C(î ahsoîu(*.
(Mcrn. SK.r les sérias di^îr^e.nl.c.f, Clin[>. Il; Ann, de I'.KC()I.(', ffornt(dc, 3'' série, (•. X V Î s
1899, et Lapons sur /as séru'n divergentes^ |). îo<S, Paris, 1 9 0 1 . ) Pour le cas <ie la conver-
gence simple, II a éle démontré {)<n' M. Phra^rnen {Complet rendu?! de. l'Acddenne des
Sciences, t. CXXXiï, 1 9 0 1 , p. 1396 ), puis par M. Franel, eilé par M. Uiirwiiz (.-/////, de
l'Ecole normale, 3^' Hérie, t. "XÎX,, 190'^; : ces diîux autours établissent la dénionHt.ration
sur le second théorème de la moyenne; enfin, par M. Lerch (..//eia MaUi^ t. .XXVil^
(903, p. 345) . La démonsiration donnée danH le iexie eslySaufdesînodificaiionsde forme,
celle de M. Lereh.

( 3 ) Par K(^;)j'indi(me la partie réelle du nombre complexe a.
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Posons, en effet,
/^

a(J^ûs /Q= ^ o(^)^""1 ̂
«"/^

// étant positif, et faisons

^=^+j, H ( y ) > o .

Il vient, en intégrant par parties,
^a

^x,+y,a,u)=[ya{x^a,t^t-y ^ ^ a(.r^ a, l.) cil,
</

et, en passant à la limite p o u r u = = = o et en remarquant que la partie
aux limites s 'annule à cause de R(y)^> o, on a

^
( a ) liin a ( .z-o -+- J»^ ^ ) ̂  — r f ^y"l""î ̂  ( ̂ "o, ^, ^ ) ^*

/^o " J^

Ici, le second membre est convergent pour toute valeur de y dont
la partie réelle est positive, et le théorème est a ins i démontré.

2. Il résulte immédiatement de ce théorème (( l ie si a(^,a) n'est
pas convergente pour x^x^ elle ne peut l'être pour aucune v a l e u r
dente l le que R.(.ï)<R(^), D'où suit l'existence, pour toute inté-
grale de la forme (x), d'une droite B(^) ==c perpendiculaire à l'axe
réel et telle qu'à droite de cette perpendiculaire l ' intégrale est con-
vergente, tandis qu'elle ne l'est pas à gauche; c est un nombre réel,
et les valeurs c = -+• co ou c == — co ne sont pas exclues. Le demi-plan
R(a?) >c s'appellera demi-plan de convergence de l ' intégrale { ï ) . Au
nombre c nous donnerons le nom d'ordre de la fonction ^ ( l ) aupûint
t=o; en d'autres termes, si çp(f) est d'ordre c au point l —a, cela
signifie que

^
i ^{t)t^^dt

Jft

converge pour R(e) > o et diverge pour R(£) < o.
Si les fonctions y (t), y, (/) sont des ordres ̂ respectivement, l'ordre

do ( p Ç t ) + o^ (t) est, .en général, le p lus grand des deux nombres c et c,.
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Une fonction 9^) telle que < p ( - + - o ) soit fini. et différeni de zéro
est d'ordre nu l ; une f o n c t i o n /^'KO' où ^("+- o) est f i n i et d i i ïe rent
de zéro, est d'ordre —B(/c) . Si l'intégrale (i) n'est j amais conver-
gente, 9(^) est de l 'ordre +co; elle est de l'ordre — co si Pintégra le
est convergente dans tout le plan x. La m u l t i p l i c a t i o n de y ( / ) par //t

en d i m i n u e l 'ordre de R(^) ; la mul t ip l i ca t ion par log^ n 'a l tè re pas
cet ordre.

3. Soit c l'ordre de 9(Q, et R(,r)>c. Si. ^ { ^ ( f ' tend a zéro
pour ^ == o, l'intégrale ( i ) est non seu lemen t convergente dans le
demi-plan R(.y)>c, mais encore abso lument convergente; en el let ,
cr étant positif arbitraire, on, peut trouver un nombre posi t i f o tel que
pour o <^ £ <^ à on ait

\ ( p Ç £ ) e ' r \ <cr;

qifon p renne £ < ̂ < o, et l'on aura pour Bf / r , ) > ^ et, A p o s i l i r

( |9(^) /• l r>- ' -? ' - l |^<c^ / ^-1 ^/
, ^ /A

dt < -.,1-1• ?

ce qui démontre l ' énoncé .

1. Revenons au cas général, et soit c Perdre de ^ ( j - ) .

Dans toide aire S fini(^ contenue dans le (le'mi-plan l{Çx)"^>c, la
droùe }{(x) ̂  c exclue, l'intégrale, ( î ) est a/t if armement cowe/yn-lr.

En d'autres termes, s o i ( k n t c ^ , ^ deux nombres p o s i t i f s arbitraires,
On peut déterminer un nombre posi t i f o tel que, pour o <^ £ <' s'^ o
et pour R(*r) ^> c + o"^ on ai t dans Paire S

( ^•lï y ( t ) dt
^e

A cet eiïct, posons x^ c^ +y, c^c, et intégrons par parties en
procédant comme au n° L II v i en t

..e' ^
1 ^-^(^^^[^^(C^Ê', Q]l—y| ^-^(C^O^Lt/tf <,/,-
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La fonction ^'a(^, E, ^) est c o n t i n u e par rapport à / et a y pour
o <^ ^ <^ a, et pour BCj^^c/; elle l'est donc u r u f o r m é m e n i ( f a n s
l'aire S; c'est-à-dire on peut déterminer ?, posi t i f et i n d é p e n d a n t
dey, tel que, pour o <^ £ <^ ^<^ ̂ , on ai t

|[^(e^Q]r|<^

Venons au second terme du deuxième membre. Soit m le module
maximum de a(^, a, t) pour o5^$a; soit r le module maximum dey
dans Faire S; on aura

r5' • (^
y j y-1 a(ci, s', ̂  ̂  < r/n \ /.lu•>)-""l f^,

*'£ «^e

et, puisque R(j)$r et qu'on peut supposer sans restriction €^1,
on a

y f fy-1 a (e,, s^ t. ) dt < ///, ( e^' — e^ ').
JE

11 suffit ma in tenan t de choisir ^ asse% petit pour que l'on a i t -

2 rn

et le second terme du second membre sera plus petit que ^ Si Fon
prend S égal au plus petit des deux nombres 5,, S^ Finé^ati té (3) esl
donc satisfaite.

5. P(Mr R(.r) > c, l'intégrale

(4) f t^^(t)\^tdtj o
est convergente.

Soit c, un nombre réel plus grand que <?, h un nombre positif arbi-

traire. Pour ^<^'<e~\ la fonction t^o^t est négative et décrois-
sante; on peut donc appliquer le second théorème de la moyenne
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l'intégrale
r5'ï ^,-+-A-iy(^ \o^td£;

<J z

E I é tant compris entre £ et £', cette intégrale sera égale à

ë'^iO^E' f / r ' l•~ l(p(^)( r//.
, ^£1

Or, G- étant arbitraire, on peut prendre € assez pet i t pour que l'on
a i t

\a(c^£.',£^[<a,

et , puisque e/^loge' tend à zéro avec s/, l ' in tégrale

/-^
j ^Y+/<~ïcp(^)10g^//J o

est convergente, et, par le théorème du n° 1, l 'intégrale (4 ) l'est donc
pour R(.-r) >• c.

Un ra isonnement parfa' i tement semhlal)le à celui du n0 4 permet
aussi de démon trer que cette f.nté{frcde (4 ) eut convergente unifbnnérneni
dans tonte cure / ! nie, contenue dans le demi-plein 1{( .2?) ^> c.

(>. I.es cond i t i ons démontrées [)our les intégrales ( ï ) ^i, (4) sont
précisément celles qui sont exigées par un théorème connu de
L. ScheefÏer (1) pour pouvoi r conclure que :

Pour toutes les valeurs de x pour lesquelles on a lî.(.y)>c, c étant
/'ordre de o(^), l'expression (ï) représente une branche uniforme et
régulière de fonction analYtique.

1 . Si l'intégrale (ï:) est convergente au point .2*0, wec R(^ )==<;,
elle est uniformément convergente sur toute la demi-droite lieu des points
.T^+ r, où r est un nombre quelconque positif'ou nul,

En effet, si cr est positif arbitraire, on peut déterminer un nombre ô

( 1 ) Ueber einige bcMimmte /ra^rale, u. s. w., IIabiîilationschrift, Berlin, i883, p. 5.
Ann. Èc.Nonn^ (3) , X X I I . — JANVJII-K X ( ) ( K ) . 3
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0 < c < £7 < 0,

y ^o^K^v^om^

Si m a i n t e n a n t on app l ique le second théorème de la moyenne a u x
doux parties» réelle et imagina i re , de l ' intégrale

il viendra

f ^v^'^o^)^,
Je

j iV-'^Q(t)cU <£' / 'a<G^,

d'où suit immédia tement la convergence u n i f o r m e -
I l en résulte (1) que, si r tend à zéro, a(^o 4- r, a) (end h a(;r,,, < / ) ,

c'est-à-dire que a(;r, a) est con t i nue h droite an p o i n t «r "= ̂  le lon^
de la demi-droite oc^ -h- r. lin eflet , cr é t an t a rb i t r a i r e , on peu! deler""
miner S tel que, pour s <^ o, on a i t

f ^.•'-/-1 ç ( t ) dt < ?., ( //\ "•1- ' o ( / ; ^//
^0 ° "/>

'7
3;

soit m le module maximum "de o(^) entre £ et a$ en prc^nant r assez
peti t pour que l'on ait

^r-l_^~ll^ <,,,
1 J/^^^

la décomposition

a {.z-o + /•, a ) — a ( ,2-0, a ) = ^ r̂,.̂ ,̂  i ̂  ^ ^ ^ ̂
JD

/'< s ^ //
— / /<~1 ^ { t " ) d t ^ \ { ^ " i i H I • • • î —^.^^ ( l ^ù

0 ^ s
donne

|a(.,ro+/-)—a(.^)|<ff.

( 1 ) T^bxr Fil AN EL 7 ^6'. cit.
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L'analogie en t re ce théorème et ce lu i d 'Abel sur une série de puis-
sances convergente en un po in t de sa circonférence de convergence
est évidente .

<S. Une propos i t ion remarquab le sur les expressions ( î ) est ce l le
qu'a donnée récemment M. Lerch (1), sous la forme s u i v a n t e :

Si l'expression (1) s'annule pour les valeurs de x formant une pro-
gression aruhmélùfue x ===/; 4"" nef de raison (/ réelle (/< == o, ï , 2, ...),
fa foncûon ^ ( l ) sera ùlenti.quemeni nulle, et par suite ( y . ( x , a ) le sera
aussi,

II en r é su l t e que si mie branche u n i f o r m e régul iè re de fonc t i on
ana ly t ique , donnée pour les va leurs de x telles que R(.r) soit p l u s
grand que c, admet, u n e expression de la (o rme ( î) , e l l e ne peu t en
admettre qu 'une.

<). Les propositions énoncées j u s q u ' i c i sont susceptibles d'exten-
sion en plusieurs sens. A i n s i , i l , n'est pas nécessaire d 'admettre la con-
t i n u i t é de y ( ^ ) ? il suffit de supposer q u e cette fonct ion soit i n t é g r a b l e
et satisfasse aux cond i t ions sous lesquel les on peu t a p p l i q u e r le second
tiléorème de la moyenne , d o n t on a f a i t usage aux n^ F> et 7; les ré-
sul tats obtenus conservent leur v a l e u r . On peut aussi supposer q u e
<?( / ) soit u n e fonc t ion complexe de la v a r i a b l e réel le l. : i l s u f f i t , dans
ce cas, de considérer séparément dans ç(^) la pa r t i e réelle et l ' i m a -
ginaire , pour reconnaî i re que les proposi t iens données ci-dessus
restent valables.

Dans ce qui su i t , nous c o n t i n u e r o n s a admettre la c o n l i n u i l é p o u r
cp(^, pour évi ter des d i scuss ions trop m i n u t i e u s e s , ma i s i l nous sera
ind i f f è r en t de supposer G p ( / ) r é e l ou complexe; dans ce dern ie r cas,
si o(/) == $(/) 4-^f/) , l 'ordre de o(/) sera le plus grand des ordres
de S(Q et de Tj ( / ) .

E n f i n , les mêmes résultats se conservent si l'on suppose complexe
la variable t elle-même, et si, l'on exécute l ' in tégra t ion le long d 'une
ligne s imple , de l o n g u e u r f i n i e ; la fonc t ion ^(/) est en ce cas u n e

( l ) Acia Math,, t. XXYn, 1903, p. 3^.
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fonction continue des. points de celte l igne» qui j o in t le p o i n t / ^ - o a
un point t ̂  a. Mais nous ne ferons usage de cette hypothèse p lus
large qu'au Chapitre III.

10. Si la fonction ç(^) peut, an voisinage du point t == o, ̂  mrttn'
sous la forme

^ îo(^) == c 4- r / ) ( ^ ) y

oûc ̂  ̂ w constante et a) (<î) <?.?/ (F ordre négatif — £, la fonction a (^, a) ( ̂ }
ai^ra a^ /?^m^ x = h un pôle du premier ordre, dont c est le résidu,

D'après la défini t ion du n° 2» l'ordre de o (^ ) (ïst B.(À). Or, [îoii î*
H ( ^ ) > R ( À ) , o n a

^(t ^.^.r-// /'^
a(.z') ::.:r= ^ 9(<î ) /•r-1 dt = ———.- 4- / ^tf""7/•-'^(//) rf^;

Jo ' ^ — ^ . /„

mais oï(/) est d'ordre — £, [)ar conséquent l / iuté^rale du de rn ie r
membre représente une Imtnche de ( o n c t i o n a n a l y t i q u e régulière et
u n i f o r m e pour 'H^) > - A - — e . 11 en résul te que , t a n d i s que l ' in té -
grale (i) déf in i t une f o n c t i o n analy t ique régul ière et u n i f o r m e dans
le demi-plan M(.r)^>K(À), la, f onc t ion existe dans tout le demi"
plan }\.Çx') ^> K(A) — spour le moins, et s'y main t ien t aussi régulière,
si l'exception du, point x == h, ou elle admet un pôle du premier ordre»
avec le résidu c.

i'l. Si la fonction ç(^)> ua voisinage du, point l == o, peut ^ mettre
sous la forme

^cp(0=clo^4^)(0,

où c est une constante el o>(/) une fonction d'ordre négatif — £, la fonc-
tion a(.T) existe pour le moins dans tout lederm-plan^x} > "\\(,h} — £,
et y est régulière, à l'exception du point x = À., où elle admet une sin^u-

( 1 ) Lorsqu'il ne peut y avoir lieu à équivoque, ïa morne notation %(.r^), qitô noï^
écrirons aussi simplement a{j?;, servira à indiquer tant Impression mialytiqixî d que h
fonction analytique qu'elle représente pour lU.r) > c.
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larilè de la forme C.z^71"' lo^x si k est un entier fiégatif, el (^.T A 1 pour
toute autre valeur clé k.

Nous avons déjà remarqué que la mul t ip l i ca t ion par une puissance
du logarithme n'altère pas l'ordre. î / intégrale a(.r) représente par
conséquent une branche de fonction régulière et un i forme pour
R(;r)>R(À). Mais on a

/./< ^
a(.r) = c / ^ A i j^./^ ̂  ̂  ï ^ (^ ) fx^h~~\ ̂

<7(» J^

où la seconde intégrale représente une branche de fonction régulière
et uniforme pour R(.r) > K(/î) — £. Par conséquent, la fonction ana-
lytique a(;r) existe dans ce domaine plus étendu, et, dans la bande

l î ( / / , ) -£<R( . r )< l$ (A) ,

elle admet les singularités de la fonction

r ' 1
}.(^.^^)^ ^ ^-A-ï \^tdL

J {}

Mais on vérifie immédiatement que la fonction A(.'r) est une intégrale
de l'équation linéaire :

^ (u:^ 4« ( /. 4.. ï ) / (.^) ̂  ̂  \^^ a ;

il en résulte, d'après les propriétés connues de cette équation, que
À(.r) est de la forme

( \ .z' /< l 1 o ̂  x - •; " ^ ( x ) | » o u r k c n li c r 1 1 é ̂ ça li f,
C./' '7(' 1 • "4-A ' ' ( ^ • ) pour les autres videurs ^^ / ,

( ïn dés ignant par C une constante, et par ff(^) une fonct ion entière.
Le théorème est ainsi démontré ,

Pour rendre un i to rme dans le demi-p.lan R(^) > B(À) — £ la fonc>-
tion %(»r), il faudra na tu re l l emen t , sauf le cas de /• entier posi t i f , y
fa i re une coupure du point x= h à un po in t a rb i t ra i re de la droite
R ( ^ ) = R ( A ) — £ ,
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12. On a, par la formule (2) (n" 1),

/'"
a ( ̂  4- J, ̂  ) = — y J ^r • 1 « ( ̂ 'o » ^ » Q ̂  ;

ici XQ est une valeur de x pour laquel le a(^,a) est convergente, et
l'on a R(,y) > o; posons R(j) === r. La fonct ion 0(^0, a, /) est. i i n i e et
continue de t = o à / == a, les extrêmes inclus; si donc m est. sa v a l e u r
absolue maxima, on aura

, , . . , , , ma1'|a(^,+y,a)|:,|j|^-.

Supposons main tenan t que ,-r==^+y tende à l ' i n f i n i dans u n e di-
rection comprise entre les arguments — -; "h t et 11^ — £, £ é tant- p o s i t i f

et aussi peti t qu'on voudra ; le rapport { ^ J ' demeure i n f é r i e u r à un
nombre f in i , et l'on a par su i t e

! ^(-^o 4-,y,^) | < i^' <('\

Ent în , en remarquant que ̂  == a"''*"^"'̂  ne d i f fère de a^ que par u n
facteur f in i , on obtient le théorème suivant ;

Pour toutes les valeurs de x comprises dans un an^le de ^ormnet- ^.^, eï
dont les côtés ont pour arguments — ••;" 4- £ et -;' — c, le rapport

a(.z') : r^'

reste inférieur à un nombre fini; .T(( étant une valeur de ^ pour laquelle
l'intégrale ( r ) est corner'génie.

13. Jusqu'ici nous n'avons pas supposé l'existence de la dérivée
pour la fonction ç(/). Admettons à présent que ç(/) ait la dé-
rivée ^ ' { 1 ) finie et cont inue dans tout intervalle s < / < a, £ étant un
nombre positif aussi petil; que l'on voudra; en outre e i n d i q u a n t tou-
jours l'ordre de ç(^), supposons que ç/(/) soit d'ordre f i n i c . On a
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alors en intégrant entre s et € (o << £ <; £'5 a),
23

(5) C p f y ) ^ — Ç ( £ ) £ ^ = ^ 0^) ^ ' d t - ^ - X j y^)^-1^.

La première intégrale du second membre est, entre o et a, conver-
gente pour R(.z?) ^> c'—- i ; la deuxième l'est pour R^y^c; foules
deux convergent u n i f o r m é m e n t , comme on l'a vu au n0 4. I n d i q u o n s
par ff le plus grand des deux nombres e, c1 — i , et soit x pris dans une
aire rS f in ie quelconque contenue dans le demi-plan R(.r) ^> ̂ . Si cr
est un nombre arbi traire posit if , on pourra déterminer o tel que pour

o-^^^ô,

on ai t pour tout oc de .S, r désignant comme plus haut le module
max imum de x dans rS,

/.£'y 9^)^^ < ?,i-' ;" '"* f o(^-'-1

« !̂-,

o ( ^ ) L-^dt <

11 en résulte que
' © ( Ê ^ Ê ^ ' — C p C s ) ^ ) <CT,

ce q u i expr ime que ^( s) £'7' admet une l i m i t e f i n i e pour £ == o. Mais i l
en est de même de'^c)^, avec Ï{Çx)^> l{(x^)^> g ; donc, p u i s q u e

il vient
0 ( £ ) ̂ x == £^-^'1 (p ( S.) S'^'i,

I imy(£)s^== o.

Donc, ̂  ^ ( t ) admet une dérivée d'ordre fini c'y pour R([x) plus grand
(lue le plus grand des deux nombres c, r/— ï y ^ ( t ) / ^ /end rfers ^éro
avec /.

'En se reportant à la remarque qui fait l 'objet du n°3, on conc lu t
iiussi que, pour les mêmes valeurs de x ci sous les mêmes conditions,
l'intégrale ( i ) est absolument eonyerg'enle.
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14. Réciproquement, supposons que, pour B(/r)>r, on ai l .

l i tn^)/-1»'—^»,

e t q u e ç ( ^ ) a i t u n e dérivée : l 'ordre (le celle dér ivée est alors f i n i et
au plus égal à < ? - 4 - T . En effet, par la fo rmule (;*;) ci-dessus, a é tan t
un nombre posi t i f arbitraire, on peut d é t e r m i n e r un nombre o te l que
pour £<1 ^ <^S on a i t

fs<

\c?(E)e•c\<^ ^(s^KJ, /' 9(0^- 1 ^

d'où il résulte
/' o^Q //^A <îr,

^ s

ce qui dérnontre la convergence dt* l ' i n t é ^ r î i l e

^ 9( / )^ '

pour .1:1, (.'r) > c -4- i .

o f / ) ^ ' ^//

15. Nous avons trouvé au n° 12 que, si l 'on considère un angle de
sommet x^ avecR^,) >c» et, dont les côtés ont pour arguments —— 4- &

(.t ^ -— ^^ on £ (^t un nombre positif aussi peti t que l'on vondra , pour

tous les points x in té r ieurs a Fan^le, on a •

a(.r)"=^^(^),

où p-(^) est en valeur absolue, in fé r ieure à un nombre t i n i m. Si main-
tenant on suppose que o(/) admette la dérivée d'ordre f i n i r^on aura,
pour R(^) > g, où g désigne encore le plus graud des deux nombres <\
c' — \ :

f 9 ( / ) t^ cU = ̂ ll̂  - -1 F^^) ̂  cl/,
^o ^ ^'Jo

puisque, d'après le u0 ^3^(/)/• / t tend à zéro avec t pour H^O^.
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Mais clans un angle de sommet ,T(.,, R(<Z-(,) > ̂ , et dont les a rguments
des côtés sont — ^ + £ et - — £, l ' i n tégra le au second membre est de
la forme ^^.(.y); par conséquent la fonction y.Çx)esf, dans r angle
indiqué, de la forme

,/-. , , l.a^ a(.z-)a^
(6) a(/r) :=- —— -l- '————

<x^ ,.ï,^

ou k est une constante et [J^Çx} est,, en râleur absolue, inférieure a un
nombre fini //?.

'16. En ajoutant aux hypothèses (ailes sur <?(/), celle de l'existence
des dérivées deuxième, troisième, etc., on pourrait étendre les résul-
tats précédents et détailler davantage les propriétésde la Fonclioli a(.r).
Ainsi, par exemple, si ^ ( l ) admet la première et la deuxième dérivée,
des ordres finis e! et (f, on aura pour Hf.z') ̂ ^ ou ^cst le plusgrand
des trois nombres c, e' — ? , a " — .9. :

r\(^ -^ ̂ ^ ̂  5::̂ ^ „, __ r\"^^ ̂
J, • ^ .r(,r~hi) .z-(.r-+-l)J, 1 v /

or, dans un angle comme celui que l'on a considéré au numéro |) recè-
dent, la dernière intégrale est de là forme ̂ '[./.(.r), d'où suit poura(^')
la (orme

(6') ^y^œ^0.^^^^^^^^^^^^^L-2' ^ (^ - i - " 1»)^
où l'on a aussi, dans le même angle, |^i(^)[ inférieur a un nombre
ti n i.

En dehors de cet te remarque, nous allons nous bornera l'examen de
deux cas particuliers intéressants.

Soit d'abord
^ ( l ) = t ^(Q,

où ^(^) est f inie et continue dans l ' intervalle ( ) ' ^ l < a , ( l i f îerenle de
zéro pour / == o, etdoni les dérivées ^'(O» ^(O» • • • » jusqu'à la r-h i"'1"'"
inclusivement, sont également finies et continues dans le même inter-
valle.

Ànn. Fv. Nor/n., (3) , XX U. — JANVIKK ï^o^. (\
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.., „/• •\On a p o u r / ' ^ o , où o est un uombre positif suff isamment pet i t ,

/ 2 /r ^ •1 î

^^(O)^-. .^^^^^^)^, .d.(o ::^(o)+ ̂ (o) ̂  ̂ y'(o) +... + ̂ ^(o) +-,.",..,, ' ^ ' / t ^ < i ( ^ ) -

oii 0 est im noinirre posilif luoindrc que 1 1 , qiî i Vî i r i<* avf^ 1 /. Or,
l)our R(.z') > B(/Q» <H^ ^

/.5 /,^
a ( .2- ) = ^ 9(0 ^' 1 <^ + ^ o ( l ) t'^1 dt.

Jo J,;

La seconde intégrale au second membre osl (nu1 fond ion ent iè re M.rj;
() i iantà la première, elle donne

v î^0} r\^^ ï ̂  ̂  ._.i r \.- / /4^i/- . D^^ ai.
^ ^ J. r ^ i \ J ,^ •" J" / ' ^ 1 -

Ici, la dtîi 'nieri1 intégrale représente une f onc t i on analvinine reg'n"
lierc dans (ont le derjni"|»laii

ï î ( - r )>IU/ / ) - r - » ;

indiquons-la par a^(.r). On u ainsi, [ îonr H(;r) ^> B(//),

. (,..)= o- " fii0' -t- -̂ "-i- 4- ... + ~.1^(•.) i" .,-.
L'^ — ^ ^ """ ^ "+"1 /< ^ i'1^ "-- / / " - 1 1 1 1 " / ' )

-+- ^^a/.(.r)+ r.)(.r).

Mais t and i s que le p remie r membre, comme v a l e u r de l ' i n i e g r a l e
déf in ie ( ï ) , n'a de sens que pour K(.r)> I î ( A ) , le second m e m b r e re-
présente nne f o n c t i o n a n a l y t i q u e r égu l i è r e dans ( o n t le d e m i - p l a n
R(^') ^> H (A) — r — A, sauf aux p o i n t s

où elle admet des pôles du premier ordre; nous représenterons la fonc-
t ion par la même no ta t ion a(^). Le rés idu re la t i f au p o i n t x^h — H
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d/^fo'ï(»g t j—-L^-, Çs = o, ï, 2, ..., r); la fonction a(^) a donc la forme

/•
M,-̂  ^•'''''fO')

(^ ^-lïTIT^/^4-0''^
,v — (,»

ou a,(.z") est: une fonclion analytique, régulière en tous les points diî
demi-plan H(^") > R(^) — /'--' î -

En intégrant: par part ies l'expression

r ' 1
y. (.r)=: j ^(t) ̂ '-^ 1 ^ / / ,

' ' • (»
il v ient

,.,,,-_ '^,.^^^w,n.

En répé tan t r— \ fois l ' i n t é g r a t i o n par p a r f i e s , on a r r i v o a la for-
mule

/^ / \ T /.V ( — i Y ^ ' y ^ ( a )(b) y. ( .r ) ~= a'^ ' i 7 ————.—————;—————————-.———v / • / ^ ( a ' — ù ) ( ^— //.4-i). ..(.'-r; "-//, -h,v)

f-» I')M-I /"^
+ ———.——————-——————.——— / ^0•+15 ( / ) (^ fl •-'' dl^

( x. — h ) [ J' ~ h 4- î ) {.r — II -4- /- },^ T v /

(jui, comme la (brnujie (7), représente la (bnciion a(.r) dans toul le
demi-plan R(,z')^> H(//) — / •— î , on la dernière intégrale est eonK^r-
^ente.

17. Soit ensui te une f o n c t i o n 9^) de la (brnn1

o(<î )==/ - / / jo^• / ^( / ) ,

ou la fonct ion ^ ( l ) est finie et cont inue pour o^l^a, ainsi que sesdé-
rivées successives jusqu'à la r 4- i 1 * 1 ' 1 1 1 * inclusivement; ^(/) n'étant (^t
outre pas nulle pour / ==^ o. Par la méthode suivie au numéro précé-
dent, on trouve sans peine que l'intégrale (r) admet l 'expression sui-
vante :

/•
( 9 ) a ( -r ) =: a ( x ) -4- ^'"'y' Cs ( ̂  — //• + ̂  ) ~ / 1 ' ' l 1 o g' ( a' --- /-' 4- .s- )

.V :,r 0
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si k est un nombre ent ier négat if , et
/•

(9') lx(,r)==a(a•)+œp^(•,(,r-/l-^-^-'•• '
h' •". ()

pour les autres valeurs de^. Ici a(,zî) est une branche u n i f o r m e de fonc-
tion analyt ique , régul ière eu t o u t p o i n t d u demi-plan B(.z?}^>B(^)—r i ;
les formules (9) et (c/) sont doue valables en tout ce demi-plan et m e t t e n t
en évidence les s ingu la r i t é s de a(,r) dans la bande comprise entre
R ( x ) == K. (A) et RO) == B(A) - r - i. Les c,(s == o, ï , ..., r ) sont.
des nombres indépendants de x.

%
18. Dans ce qui précède, nous avons é t u d i é une cûm^po/idanf'r

fonctionnelle q u i ( a i t dépendre de la f o n c t i o n o f / ) de la var iable
réelle i, la fonc t ion ana ly t ique a(<r) d o n t u n e brandie u n i f o r m e est
représentée par l ' in tégrale ( r ) pour toutes les va leurs d e < r comprises
dans ledemi-p lan ' R ( x ) > a. Cette correspondance est u n i v o q u e , d'après
le théorème de M. Lercb ( n ' K ) , pu i sque a ( . r ) ne peu t être i d e n t i q u e -
ment n u l i e que si o(/) rest aussi. (;e(te cor respondance a été remar-
quée pour la première fo i s par Laplace ( / 1 ) , qu i a appelé ^ ( l ) fonction
génératrice de a(^), et celle-ci foncUo/i dàenninanf^ de la 'p remière ;
nous adopterons ces dénomina t ions .

Si l'on indique par J^ la fonction déterminante de ^(Q, les pro-
priétés formelles de l'opération f o n c t i o n n e l l e représentei* par J sont,
les suivantes, i ndépendamment d 'une expression a n a l y t i q u e quel-
conque pour cette opération :

^ Cette opération est distributive, c'est-à-diro, 9 et ^ étant deux fonc-
t ions de / et a étant une constante :
( a) J ( ? + d / ) ^ J y + J ^ ; J^y ,::-,: ̂ Jç.

Soit A la différence finie

Aar^a(^..hi) ̂ ^(^);

(^ ^ric^ul^ Mémoire do l'Académie d.s Sciences, ̂  et 77M ^h^r^;^^,Lla•"t• •'•^ " " -a"!"'•"^""•' - •"• "." -
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soit 9 l 'opération A + î , ©// = (A •+• -i'y', c 'esf-a-dire

e^—af^-A),
enfin soit

A,-, a =r- a ( ,-r -h ï ) — .3 a ( ..r ).

On a alors

(ô) J [ / ç (Q ] :r=0a, J| /^(/yi ̂ B^a;

(c) , î [ 9 ( / ) ( / . - - î ) | ^ A 3 < ,

(</ ) J [ 9 ( / ) ( / ~ ^ ) | : - - : : A , a ,

d'où, si Co, r;,, r^, ..., soni dos conslanics :

(e) J i ^ ( / ) |>o+ C i ( ^ •—,^) -h -c^ (^ —,^) î î+.. .] i :r: ̂ ^+^iA,^ -4-- c^A|^ -t- ....

Si D est la dérival - i o n

(/) J [y ( / ) log<|^ I )^

cl par su i te

( y ) J [y (^ ) (^ , -h <'i log/ + /•Jo^^+. . .)"] —<..'^ 4-^1 Da -K^D'a -h. . ..

Ijes a | )pl i( ;al ions (b r rno l l t ^ s do ces re la t ions , q u i o n t e lô données par
Laplaee dans les Ouvrages ci tes et par A l ) e l dans nn M é r n o i r ( 1 l ) i ( k n
c o n n n (^), n ' o lT ren t p i n s a c t u e l l e n i i e n t u n î^rand i n t é r ê t ; n i î u s ces
înênK^s f o r m u l e s p e u v e n t d o n n e r l i e u a d ' au t re s a p p l i c a t i o n s p l u s in t é -
ressantes; t e l l e est la t r a n s f o r m a t i o n des é q u a t i o n s l i n é a i r e s d i f f é ren -
t i e l l e s en é q u a t i o n s aux d i f f é r e n c e s , d o n t s'est occupé M. M e l l i n f ^ ) :
tel est aussi le p r i n c i p e q u e l'on p e u t y t rouver p o u r la s o m m a t i o n ,
s u i v a n t les idées do M* Boœl, de ce r t a ines séries divergentes.

A U K re la t ions précédentes l'on peu t en ajouter d'autres si l'on assu-
je t t i t la f o n c t i o n génératr ice a certaines c o n d i t i o n s . Si l 'on suppose le
point a, l i m i t e supér ieure de l ' intégrat ion, tel que o(a) ==o, les (onc-
t ions o(/) fo rment un ensemble l inéa i re pour l e q u e l on a

{h) Jl:^/(/)]r::::-(^-l)a(.r-I)

( 1 ) OEuvres, 2" édit., L lî, Mom. Xi.
2 ) y / û i . /Matli.^ t. IX, ïK8(L
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et si o(<), o'(^), ...^'''-^(y) s ' annu len t pour / - = < • / , les f o n c t i o n s './(
qui vé r i f i en t cette propriété forment un ensemble l i n é a i r e p o u r l e q u e l

((•) J [of) (Q] == (- j)'' (.y - i) (,r - a) , . . ( , / . ..„ r)y.(,r - /•).

19. Si la fonction génératrice ;>, pour;! == o, niic valeur finie '.>fo).
la fonction déterminante a en génériil (11° !(>) (xnic ,/••== o oit puie (i»
premier ordre, avec le résidu ç(o). La iixiltiplicaf.ioli (le o(/) (»;ir /
déplace ce pôle; ainsi'?(/) //' adinetle pôle pour / =- -- //. (;e(':i p.st une
conséquence de la propriété (//.). An contraire, la nuilf.iplicalioti
de cf/) par une puissance de log/ ne d('![dace (>;is la singularité
de v.(x), mais en change le caractère; ainsi le point, singulier
deûC^^log-^'/sera ail point ,%• == ~ h au lieu de ;r ̂  <,, cf ;iii jip,,
d'un pôle on aura une singularité de la forme (,r .\- /i y"-1 |og(\,r 4../();
ceci est une conséquence de la propriété (/•;. Knfiii. et ced résuK^
encore de (/<), la propriété de o('/) d'admettre la dérivée permef
d'élendre le champ d'existence de la fooet ion analyt ique y.(.v). („(
limile du cliamp de convergence de. l'intégrale 0; était marquée par
la présence d'iin point singulier de la fonction représentée par cel te
intégrale; la nature de la singularité est, mise en évidence pat-sui te de
l'existence do ladérivée. De même, lechamp d'existence de la fonction
dôterininaiile s'étend davantage et de nouvelles singularilés de cet te
fonction, de. plus onpiuséloignees, soni, mises en évidence lofquel'oii
suppose encore que la fonction génératrice admet te ladér ivée seconde.
la troisième, et ainsi de su i te .

CHAPITRE iï,

20. Indiquons par a(^) une branche uniforme de fonction analy-
tique, régulière pour toutes les valeurs finies de x telles que l'nu ai t '

lî(^)>f,
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c é t an t un nombre réel donné . Admet tons en out re que l'on a i t , dans
1 e d e m i - p 1 a n R ( x ) ^> c,

( l ) ^ ( , 2 - ) =:^-|
h , ^(.r)

,,. „_ <r ( 7. __ ^.\14-£
. '•"" <1-» \IIA-' -'-i /

où a et c sont des nombres réels et pos i t i fs , li est un nombre quel-
conque et g est tel que sa partie réelle soit: plus pet i te que c; enfin,
;j.(^')soil une fonct ion qui, pour tou tes les valeurs de x tel les que
\\(x) ̂ > c, a sa valeur absolue plus pet i te qu'un nombre pos i t i f * / / / .

1 1 est clair que s'il existe un nombre ^f, î{(g')^>c, tel que la (onc-
t ion a(,21) puisse, pour R(^;) > c, se mettre sous la forme ( ï ) , il en
sera de môme pour (out, autre nombre g su je t a la même condit ion
\\(p;r ) <^c : il su(Ïit, (m eiïet, de remarquer que

., ^ - . l ï . . ^—^
. /•—^'" '^-^ (.r-,^(.:r—^)

p o u r voir q u e af^') reprend la forme ( r ) , sauf le changemen t de^'
(Ml ^ et de [j-(^') en u n e f o n c t i o n [./.,(,'r) ayant la même propr ié té .

ï2 1 . Sous l'hypothèse (ï), ^/ /' étant un nombre n'el plas ^rctnd ( j n e r,
rUé^ralel'intégrale

,, /ï • " i - /'' <%
(^ ) / ( / ) — ^ • a ( ,z - ) / ;c^'

J/, ̂ , .̂

<',y/ convergente pour loules les valeurs de l rw/w/w',y entre o et rt, et est
indépendarile de /'.

En effet, si l'on pose pour a(.T) son expression (ï), la seconde inté-
grale

/» /ï1 4- / '» /

( ^
.7/,..,» \ t / (./—,,"/-"
r (^y ij.(.r)</,v

. . . \t (^--'r')1-^

sera absol i i i r ient convergente , p u i s q u e l'on 11

fnY , , faY-
( ;) ^(•r) < m ( 7 } '
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quan t à la première
r^" fay ^
J^ tj) ̂ 5

sa valeur est bien connue et est égale à 2 7 u ( - ) ? puisque l 'on a\ <- /
a^> t. Celle-ci ne dépend donc pas de k. Il en est de même de f in ie""
grale de

m ' ^Y'-^ML..,( 0 ) \ t ) (..•^•)H-

Pour le prouver, considérons dans le p lan .rie rectangle ayant pour
sommet le? points

^i =r //—• //', p^ --= /•/ -|- //', p.^ ==" ^ 4- I r , p., -=: /• ..-.. ir ( /•' > /. ),

et prenons l'intégrale de la fonction (3) le lon^ du contour de w rec-
tangle. En faisant .z"== u-^rw, l'intégrale le long du côté/^/^ est

Ç l ' ( « • Y t ' ' P ' ( ( f — i r } d u
j , \ t ] (^^•—7/7

or, la valeur absolue de la quantité sous le signe est ici plus petite
que

/^v' m

\l) 7^

qui tend a zéro p o u r r — c o . 11 en est de même de l ' in tégra le prise le
long du côté/^/^. Puisque l ' intégrale é tendue à tout le périmètre est
nu l l e d'après le théorème de Cauchy, i l en résulte, en passant a la
l imite pour r == co, que l'intégrale de (3) prise entre y^— i.^ et ^4..- /x
ne dif fère pas de celle prise entre k—-w et k ^ ' w , l / i n t é ^ r a ï f * ( 2 )
e s t d o n c i n d é p e n d a n t e d e k.

2^. Si l'on a un nombre quelconque do fonctions qui, dans le do-
maine commun }\{x} >c, puissent être mises sous la (onne

^>^(^ .̂) (-„..,...,/,),
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où a,., £^ sont des constantes positives, les /^ sont des constantes quel-
conques et les gr ^ leur partie réelle plus petite que c, et
1^(^)1 <T?Z/,, où 772. est f in i dans tout le demi-plan, B.(.-r) >c, on dé-
montre de même que si l'on pose

p
^(•^)=^a^(^),

/•= i
l ' intégrale

/, /»- 4- / oo

^ a^)^^ (A->c )
^A-~~.t»

est convergente pour toute valeur de t comprise entre o et le plus
petit des nombres a^ et est indépendan te de k. On peut donc dire que
le théorème du n° 21 est applicable à toutes les fonct ions d 'un système
linéaire construit avec les fonctions a/.(.^). Aux divers nombres gr <pi
figurent dans l'expression des a,.(;r), on peut, d'après la r emarque du
n° 20, substi tuer un seul nombre g, pourvu que la part ie réoll.c en
soit plus petite que c. A l'ensemble des (onctions a,.(,'r) appa r t i ennen t ,
en particulier, toutes les fonc t ions analytiques régulières dans un
domaine de œ = co.

23. L'expression (?.) déf ini t une fonct ion À( / ) do la variable
réelle t, f i n i e dans l ' interval le T < / <a, T é tan t un nombre pos i t i f
aussi pe t i t qu'on voudra. Il est facile de s'assurer que la fonct ion X ( / )
est cont inue dans cet intervalle. En effet, ^(^) se compose des deux
intégrales

^ff^i» / \y .ïy /»A--.(-i^ /..\x n ( ^ \ r f ^
l,(t)=: ( a ) ^^, ^)=/ ( a } ^^^

J^^ V/ ^-^ ^ / J,.,,, \ t ) {x-gY^

La première est évidemment continue. Quant à la seconde, a- étant
positif arbitraire, on peut déterminer r assez grand pour que l'on ait^
pour toute valeur de t ̂ > T,

h A i /' / \ M> / \ 'y 1fa^ \j.{x}dx a\s1 ^/(±i
< -?î-h^. \U (^-~^)1^|1--8

Ann. Éc. Norm.y (S), X?C1Î. •— JANVIER ïQoS. 5
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La fonction ^a(^) se compose do la somme d^s intégnilhs prises

entre k — ico et k — ir^ k + ir et k 4- ^co, fc—lr et i 4- ̂ ; les deux pr<*"
mieres, en valeur absolue, donnent moins que 2; qua r i t à la dcnii iw»
que j'indiquerai par'X;^'), c'est une fonction contimn1» de i. On pnrt
donc déterminer un nombre à tel que pour ^ <T^ ^ < T, | ^ — ^ < ̂
on ait

\U^-Uh)\< ŵ
et, par suite,

IMQ-^^OKty.

La fonction X(^) est donc contiirue dans l ' intervalle indiqué,

24. On peut voir fac i lement qu'à moins d'hypothèse beaucoup p lu^
particulières sur la façon dont la foncl ion a(^) se comporte h lin-
f i n i (1), l'intégralo (2), en général , n'a pas do sons pour des va leurs
complexes de^. En e!Jb(,, si Fon f a i t l ̂  p^\ le module de r^ Umd h
l ' i n f i n i d'ordre exponent ie l quand la parl io imagina i re de ,r f.mid h
l ' i n f i n i pos i t i f " si 0 est positif , et q u a n d la parlio imaghminî dt* ^ tend
à l ' i n f i n i négat i f si 0 est négat i f ,

^25. La fonction A ( ^ ) est con t inue de T h a, m a(^) vér i f ie la condi-
tion (i); si Fon suppose, sous cette condition, que le nombre c soit
plus grand que x , on peut aussi démontrer que l(l) admet, dans tmil
rintervalle T < ^ < ^ une dérivée f in ie . .En efîet. dans tlivpoth^r*1

£> i , l'intégrale
^- ^tr^^.{x}cU

J,.......^ "'~'1(,2:1-1^^^

est absolument convergente; elle représente donc, par un tbéorémp
connu (2), la dérivée1 do

/»Â'4-( a*/* 1 ' /'llllll"l•'rp(«^t5^r
<4»,. TÏ-^^^

^^^^ le8 fonctions éludiées P^" M- ^ellin, ̂ ^ ̂ ^, t. xxV, p. ï^OL L. A,A.Vlll, p. 3^. • / t •

(2) î/-, par exemple, GOURSAT, Cwrs d'Analyse, t. I, p. ,((5. Paria, K,oa.
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par rapport à / ; d'où il suit q u e ^ ( ^ ) est dérivable dans Finterval le
T < ^ ^ < ^ a , T étant posi t i f et aussi pet i t qu'on voudra. De même, en
supposant £ ^> 2, ou £ ^> 3, etc., la fonc t ion "X(^) admettra les doux
premières dérivées, ou les trois premières, etc.

26. Reprenons la fonct ion a{x) du n0 20, et appl iquons la formule
de Cauchy a cr^y.Çx) en in tégran t le long du périmètre Çp) du rec-
tangle

p^ =: k' — Ir, p^ — /.' + ir, pu -=i À- -4- Ir, p., — /ï — //• ( k' > /" > r ),

z é tan t un p o i n t in tér ieur au. rectangle. On aura

î F a "^(.r) fia-
' -a(^) --1-" 1-—11; / ..-..-^^-.^..-^...:.,,.....,^,-.-. .

9'nlJ^ <r"^

Mais ^•""^ est de la forme ,^-.-1-^.^-;, ou | aC.r) reste inferif ïur i» unx~z • •1 1 ( ^— ̂ ^ 1' ' l 1>- /

nombre l ini rn^ < lans tout le demi -p l an H(;xî) ^>c; on (in d é d u i t , comme
au n0 21, que l ' in tégrale é tendue a u x côtés p . ^ p ^ et p ^ p - ^ du rec tangle
tend à %éro p o u r r —: co. En out re , o1^ voi t ( a c i l e m e n t que l ' in tégra le
é t e n d u e au côté p ^ p^ est n u l l e aussi pour /*==" ce ; en edet , so i t (y) le
demi-cercle décrit sur /^ i /^ ( •ornme d i a m è t r e du côté pos i t i f ( l e Faxe
réel; l ' in tégra le , é t e n d u e au côté /^/^ <;st éga l ( ï a l ' in tégra le prise le
long de (y) dans le sens p o s i t i f ; or, cette d e r n i è r e est, en v a l e u r abso-
lue, plus petite que rc-ml et tend, par conséquent , a zéro pour r :"̂  o^ .
Il en résulte, pour K(s) >•/*, la formule

-^'-.bjC""^"
Or on a, pour R(^ ) ^> B(.z"),

^;':.-.r'^->^;^-•/; j,
("n snbs t i t i i an t et eii rcnversanf , l 'ordre des in tégra t ions , ce (pli est,
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permis, puisque les conditions de ec renverseiïuînl (<) son!, évident-
ment satisfaites, il vient

(5) c((c) =:-'-.. Ç t^dtf t-'»v.{x')dx,

Cette formule résout le problème d'inversion de rintégrîi le dé-
finie (2) sous la forme

(6) ^s)==^j"l^t}^dt,

et réciproquement; le théorème deM. Lerch, (;;(,<• plus hauf, démontre
que la solution (2) (Je l'équation (G), lorsqu'elle existe, est, unique.
Quant aux conditions (l 'existence données aux ii'-aO et, 21 pour %f.r),
ce sont, des conditions suffisantes assez larges. I«-i fonmile ('>) ;» ('.(e
' lonneepo,,rl;t,,ronii(>rerois,; icequcj(>cn>is,en iK^ p;irniemii(in (•ï)
(|ni 1 a déduite de rinf/.^-ale de 1-ouricr; KrouecJ<er ( • • ' ) <>,s( revenu sur
cett.e même forninle, <(„; ;, <•>(/, .souvent rappelée depuis e( (|,ii ,•> reçu
plusieurs applications, .sans que l'on ;„•( (,),,((.rois formule in-ee preci.
sion^qneje saelie, des conditions sufHsînites de val;ii»iiile.

Voici une ai»plic,a(ion qui nous semra i>ius tard. {•aisoiis

«(.ff)^......L-;
J!" ) 1 '

pour avoir la fonction ̂ (Q correspondante, il suffit de re»mmjuerque

(a) ^î---=(—l)" ( t-1 ^ l o g l ' t t i t i
- < ! '

il vient alors

/ 7 \ (——I')" 1 /.A+fi» ,
(&) -—r- ̂ e" -̂- -'- / h d'c / / . . ."1 ï T t i j , . "^'W (A >(>},

A',— ( (M

qu'il est facile de vérifier directement.

(^ ̂  par exemple, ,},w^, Cwr,, rf'//w^, ./•(,1 ( (( ,, -7 t>. .• « 7
; ̂ .̂ ̂ o de rcdilion clo Dedokind c; Wo^^^1,^"1"- 1M»-

( ) L. NbTro, ^/•to</^/î nôcr Mathcmallk. t. î, p, ,.,». Lofp,,,;;̂ ,,,
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27. Au n0 18 nous <w>ns considéré l 'opération f o n c t i o n n e l l e .1 qu i
f a i t passer de la fonct ion génératr ice à sa d é t e r m i n a n t e ; les propriétés
formel les de cette opérat ion sont résumées dans les for mu le s de (a)
à ( i ) de ce numéro. Nous pouvons considérer do rnôme l 'opération
inverse de J, qu i f a i t passer de la f o n c t i o n dé t e rminan te a la généra-
tr ice; nous l ' i n d i q u e r o n s par G, et l ' intégrale (2) en donnera l'ex-
pression a n a l y t i q u e , L 'opérat ion G est év idemment d i s t r i b u t i v e , cl
on peut r app l iquer , sous la forme (2), à tou tes les fonc t ions de l 'en-
semble du n0 22 et à leurs c o m b i n a i s o n s l inéaires .

Les propriétés de G, qu'on peut dédu i re de celles de î données au
n0 1H, mais qu 'on peu t aussi démont re r d i r ec t emen t en p a r t a n t de
l'expression (2), sont résumées dans le Tableau s u i v a n t :

<: ( a ...-+" (3 ) -: G ( a ) 4- ^ ( f3 ), G ( c a ) -.:: c G ( a ) ;

( [" a ( a; -h i )] ̂  t G a, G [ a ( ̂  + II )] '= t 1 1 Cl a ;

(!1 /ly. — ( / — i ) G a, G As a :::-::- ( t — s ) G ̂  ;

( j )a =:- lo^G y., GI^'a =:: IO^'/G(% ;

(: [(^^i)a(a--t)]^-Wa;

( [ (^—i) (x— a). . .(^—/i)]a(^ ~ n) ̂  (— ï ) " } ) ' 1 ^ ^ .

28. On peut se demander si l 'opéra t ion G, qu 'on a d é f i n i e pour les
fonc t ions de l'enscînDIc du n0 22, peut s 'étendre à un d o m a i n e fonc-
t i o n n e l p l u s vaste ; en sorte q u ' e l l e m a i n t i e n n e ses proprié.tësformelles,
même s'il n'est p l u s possible d'en d o n n e r l 'expression par l ' i n t é -
grale (2)* Le p r i n c i p e de I l a n k e l , ou p r inc ipe de peîTnanence des lois
formel les , permet i c i , comme en tant d 'autres domaines dos Mathé-
mat iques , de répondre a f I i rma t ivemenL Au moyen de ce p r i n c i p e ,
nous allons étendre la d é f i n i t i o n de l'opération G à tout le d o m a i n e
des fonct ions a ( x ) tel les qu'il existe un nombre en t ie r m pour lequel
ï^2 appar t ient à l'ensemble du, n° 22.

Supposons d'abord que ^ ( x ) a p p a r t i e n n e à cet ensemble. En com-
b i n a n t les formules ( e ) et ( h ) du Tableau du numéro précédent, ou
obt ient

G[^)L <îî)G,r^")-
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et en appliquant m fois de suite cette formule , et en i n d i q u a n t pat' /!)'"
l'itération répétée m fois de l 'opération /[), on a

(8) -a (./.•)•G[a(A-)]=(--iy"nï G

Dans l'hypothèse que a(.r) appartient a l 'ensemble du n" 22. les
deux membres de ces égalités (7) et (8) ont un sens, cf. elles repré-
sentent des énoncés de théorèmes.

Supposons, au contraire, que v.{x} n 'appart ienne pas à l ' cnacnt l» ic
ind iqué . En ce cas : Si^^y appartient, et si la fom'.uon ^nératnw
(k a^- a(^m<'l ^ w'"'"' dérivée, an prendra le second membre <1<1 (H)
comme définition de la/onction général ri ce {\\y.(x')\ de w.(:n).

Pour justifier cette définition, il faiif, ici, comme dans toute appli-
cation du principe de Hankel, moiiirer ((n'en l'adinettant, les Milices
propriétés formelles de l'opération (» sont, conservées. Il sit(1(ir;» de
donner la démonstration pour la propriété (7/), dont ( ( ' } ef, ( < / ) .sont
des conséquenees; il sofïira aussi de supposer m ~ ». ()u\'s"((tte.'ei) répé-
tant le raisonnement, on arrive au cas de m quelcotique. Or. par h»
définition qu'on vient de poser, la foiietion génératrice de %(.r - ( - » }
est donnée par

(9)

Mais
G[^(^4-l)^:=-d)<î|'a^: l lJ)

t.. •«

Gf^£,±01 ^(, [?_(£+«) p(,r +-,)-
L •v -1 L ^+1 , I^+T) ;

dans le second membre, l-opôration G est appliquée a des fonctions
du domame du n<>22 et, par suite, les formules du n" 27 sont valable^
Mais, en posant

on a(n° 27, &)

ct(n°27,e)
G

(•[?-I?']-^>,
^ | ^.±11L ^ 4" /""" ^/).(n,

Gr^-^^^^^^^^^^i^(x+ ï ) ^ l)--1^);1
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on a donc
(..[^^^^(O-D-?^),

I. ^ J

et, en subst i tuant dans (9),

G [a(,:r + i)] ̂  - ̂ 10(0 = L G (a ) ,

ce qui démontre que la propriété (&) du n0 27 est encore appl icable
à rextension de l\)pération G.

29, DVne façon analogue, on peut donner l 'extension de ropéra-
tion J (n018). A cet elfet, on part de la propriété de J donnée (n° 18, A) ,
sous la condit ion o(a) == o, j )a r

j i ) ( ^ ) , : : ,—. (^_ ï ) e - i j (9 ) .
Il en résulte

(10) J ( ?)::::: ".^JI1)-1 ^W
h

si l'on détermine la consfante d ' intégration dans J)""'* ^-' en sorte que
cette (onct ion soit n u l l e pour i ̂  a. .La relat ion (îo), ( ju i e'xi')rin)e un
théorème si l ' intégrale

i cp (/,)/-
.y/i

(^st convergente, donnera la de/lnUion de .1(9) lorsque l'intégrale nesi
pas convergente, "maù (fue le second membre de ( i o) a un sens.

L'A relation (10) n'est que l 'égali lé (7) inver l ie . On pwt j u s t i f i e r
l 'extension de l 'opérat ion J, donnée par l 'égalité (10), en mon t r an t
que les propriétés formel les de J sont conservées : et il s.uf'(U de le
prouver pour la propriété ( h ) du n° 18, ce qui n'oiïre a u c u n e d i f f i -
culté.



CHAPITBE III.

30. Jusqu'ici, nous âTons considéré la fonction génératrice Nmuii?
une fonction, réelle, ou complexe, delà variable réelle ^ donnée pour
les valeurs positives de l comprises entre t == o et l ̂  a. Dan» œ clia-
pitre, nous supposerons que celte fonetioîi ç( l)8oit domwa coîï if ï 'M*
branche monodrome d'une fonction analytique, dont la domaine d(*
valabilité comprend les po in t s l ̂  o, 11= a et une ligne régulim* qui
joint ces deux. points, et nous examinerons quelqueK-i î îB dcH CBH iim
plus intéressants qu i peuven t se présenter d a n ^ cette hvpot-luw.

Nous commencerons par le cas ou la f o n c t i o n ç'(/) est régt îHère î i t î
point; ^ = = o. l/étoilo p r i n c i p a l e de Mitta^Leffler corrosp(»i î t ta î î t . aux
cons tan tes

Cy-= 9(0), ci^ (^(o), !̂̂ ::,:,::: o^o), 3!r3::,:i ^''(o),

est alors déterminée; indiquons-la par K. Nous ^uppomwî^ ÏI ÎK* l^is
pour toutes, qu'une coupure -: soit (ai te du yohi t - ̂  js iiïi yml du
contour de rétoile, de façon à empêcher à la vîiriabic d^tminw
autour du point z^o.

Il n'est plus nécessaire de supposer a réol (wr leg remarquas
du n°9) ; nous supposerons que a soit un point quelconque de (t H,
nous indiquerons par

(0 , ^ a(^<%)== / 9(^)^-1 A
^o

l'intégrale prise le long d'une ligne analytique simple/dont, f,n,,s !<.s
points appartiennent à E, et qui jointe o à / =. a, s.-.n.s f,n,vcn<-r h,
coupure T. Le choix de la ligne lest alors indifïcrpnt

cluÏe8 p^positions du ch&î}ïiv61 P^cUcnt immédiatement de con.

r^r^/z (x) est une fonction antique de x et de a, riguli^
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pour toutes les ï^aleurs clé a- telles f/ue \\( .v) ^> o et pour toutes les rafeur.v
de a intérieures à l'étoile E.

3 1 . Mais on voit facilement que, comme foncl io î î de .2;, af.r, </)
existe dans un domaine plus étendu; précisément,

a(.r, a) est une/onction méromorpfie (le ,2-, ayant des [foies (lu premier
ordre, aux points a' == o, — r , — a, ..., ""- //, .. .; son rendu au i ^ o i n i
x- == --- n est e'ffai à e,,.

En effel, supposons d'abord que a soi! intérieur au cercle ( \ ) de
convergence de la série

'/'i
çCQ^^-/^

// (»

dont r soit le rayon. Dans ce cas, on peut. inle^rer lerme à lerîiin» et
l'on a

(^ , ) a{.r,</)-^y--^^^^^^^1 1 1 1 1 jfMÂ .r ..4-.,. //. •
// 0

ce ([ni démont î^» renoncé.
Supposons ensuile ( jU ( * a ne soit. pas intérieur au cercle ('/'), (,)u/on

[ ï r î ^nne alors sur la li^ne d ' in tégrat ion / un point // tel tî\i^ j ^ |< ' r ;
on aura

• A „..
^ ( . / ' , <( ) 1 ; 1 : j ^ ( t ) l ' 1 1 ( f l 4- ^ ^ ( / ; /'< î ///.

• ' o • /^

I.a première intégrale est. la foncl ion a(.z\ //); elle se trouve dans le
cas précédent.; quant, a la seconde, c'est une fonction entière en ,r. La
fonc t i on ^(x,a) est donc une l'onction méromorplîe comme rindique
l'énoncé.

32. La formule ("^} représente af.^ a) pour les valeurs de a telles
que |a <"/\ Maison peut obtenir fac i lement , pour la fonct ion af.r, a),
des expressions valables pour tout le plan .̂  et pour toute l 'étoile E du
plan a.

On peut y arriver d'abord en prenant le développement de ^ ( t ) en
./Inn, /?<"* A'Ww*, ( 3 ) , XX ÎI. — JAMVH',K i<j<u, 6
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une série de polynômes, formé au moyen (le cocft icicnis r ç » r , , r^ » , . ,
par la méthode de M. Miltag-Lefder ( < ) . Ce développement sera de hi
forme

06

©^) =^ (co//,,.o4- ^i////.^ -h .^ - l 1 ' r/,^,,.^ ̂ ),
nso

où les À,/^ sont des nombres fixes, et convergera t în i fWmenuml h 11»"
tér ieurdc l'étoile. En subs t i tuant dans (t), on pourra hrlégïTr terme
à terme, et l'on aura pour a(^a) l'expression demandée

(3) a(.r, a) -= a^V f^^0 + ̂ ^ +... -4" ̂ ^^"V
^\ ^> ^+ l ^4-^/, /

convergente pour toutes les valeurs de ,y, excepté les pôh*^ e( (x^ir
toutes Icîs valeurs clé a intér ieures à E. Los méthodes (!<* M. Alit tag"
Lefïler permoltent de former, do diverses façons, des expressions a«a-
lègues, valables dans des étoiles K, in tér ieuî^s h II

Une deuxième méïhode , fondée sur le Ihéomue ciass i f i i i r f l < «
AI. Mittag-LelÏler(2) sur les f o n c t i o n s uwomorplws j^eruic t dr colî-
struire une expression tout h f a i t d if i f ï rente p o u r « { ^ a). Hi l'oîi jn»^*

—1_ -"•- ï •r trt .- ' ^
.r4-/i'"""" ^ "" ? 4M ̂  —-.4-(- 0^1^^

h fonct ion méromorphe

^+^V(-o^^^^^^^ ^ ' /^/(l.llr+7^j
/ï V- 1

ne peut différer de ^x,a~) pour toutes les vahuin, (je x (.( pour ((,u(
point a de l'étoile E, que par une fonction ̂ (x,a) ontim. pn r cl
régulière dans l'étoile. On a donc dans ces doinaim.s

W a(--(^)==^^(-•)",^^-.y(,^,

t. ̂  l^;cs^dw^^^^^^^^ '^" ̂  -/^.
( i) Donné pour la première fois dans les Stockholm O/;.., t. XXXIV , ,H-".
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La comparaison des expressious ('i) el (4) permet de délerminer sans
di f f icul té la forme de la foucliou ̂ (x, a) (').

X{. 1/expressiou (2) a elé demoul-ree pour <^|<^r. Toutefois, (die
vaul encore pour a \ === r, si la. ('(iracférfsllcfue du système <'o, <\, c^,...,
e'esl-a-dire In plus ^reinde des Ufnilcs (2) du rapport

lo^l^i,^'^
lo^'//

esl, idus pt^i l^» que — i. Mais, |)ourvu (jue e.elle earaclerisf^jiK^ a i f ,
due val<*ur (iuie /', ou ()eu( facileirH^ul. represeuler af.-î", ^) |)ar UÎ'K^
série valable daus loul le plan el différeule <le celles (ju'ou a indi-
quées au uumero precédeuL Hii()[)(dous, eu edet, ((ue si l'on applique.
a la série ^(/) roperat.iou l m\} ^'y où I)"1"1 esl l'iuie^rat.ioui prise cuire
/ •=^ o e(. / :-̂  r/, ou aura

^ l • m l ) - -9 ( / ) -9 / „ ( / : \

ou ^,n(1') ^- un^ ^<'i"te de j)uissau(;es dout la caraclerislique esl
/* „,.,.„, /^ C^y. ^j dolK"; ̂  est le premier uombre eutier supérieur a k •4- ï
("/' / ï )^ la série ̂ ,n(^) sera absolumeuf. coi:iiver^'eul,e meuiie ()our | / ["î r,
Eu iulegraul par parties tn (ois de suite, daus la formule ("i), on
ohlieui

%(./', a) •...i^ /^"| 91 (/./) - ( .r — i ) ^ î ( f ï ) -\-' ( • / • 1 - - - » ) ( . / • • • 1 - 1 1 - 1 1 1 - ';>) 93 (^) • • 1 1 " 1 - 1 - . • .

4 1 - ( • l " • î } / / / ( . / • • ^} . . . ( . r -^4 1 - 1 0?^(^)|

/^(

§---(-- i^^.r- - î ) , .. ( r - m) f ^ ^^(^f/t.

Puisque a esl iul.erieur à réioile, 9,(^}» y^^,)» " ' • ^onl- (i13^ ^d,
<letermiues; la série sous le si^ue est couver^euf.e même pour / -=: a,
el, par couséqueul, |»ar uu llléoreme couuu de Jleiue, elle est unifor-

( 1 j r'tin' co'it,^ <lél< t^»ïnnî.^(,i<Hî (ItUis m'a Noto : Snfn'tt. fili'u/n' fufiïî^fii fw/'of/tori^
( n ^ r n f î r D ï i l i f/f'/lr H. ..•/cmï/^inla /fvi f^nc^i, rKïVcrî.tbre îOo ' î ; .

( ï ) Stiivîinl î'oxjM'^sHion d<î < lHt i i» } ty . ^Wr H eo1 Btïjcl : B«HU-X< L<'n>/tfi sur Ï<^ A7;/17/".v
<7. i^rnu'fi ^w.y////.v, |). îo, PxiriH^ iO0'1^

(:î ^ î'^^/' Il.ur.'ur̂ iu», /.// A'r/1"/^ ///' 7'^)/<'r fi Kan prolon^ffu'ni final)•tîi'////', Cîi. V* i'^ifi^,
iy»t .
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moment'convergente entre o cl ^ On peut donc hil^rer term. u
terme et l'on obtient ainsi

Y< '^/n

(5) a (^, a) = a^ p(.r) -h (- ï )^ ̂  (^ - ' î-^"l11-1"ftt^ ̂  : J, l");,^1^'111..^1.1/// ',)1!^-1-! - / / ) î

M • <t

ou p(^) est an polynôme entier du degré m. — \.
On peut faire, sur cette formule (fi), deux remarqiieH mter^smîtes.

D'abord, c'est la même •lonnule u laquelle condui t nipplicalip» d î i
tiléoreme classique de MUtag-Leffler, si l'on remarque que ^J'-^-l
est convergente; l ' in tégrat ion pa rpa r t i eH condui t donc an réguttat de1

M, Mittag-Leffler, comme 1 je l'ai déjà remarqué il y alongtwip < ^ h
Ensuiteja méthode employée ici ramène, au tond , à la d é f i n i f i o n de
la fonction d é t e r m i n a n t e comme on l'a é t endue au n0 29 au moyen
de la formule (10) du Chapi t re I I .

34- Jusqu ' i c i nous avons supposé l 'extrémité supmeure de h
[i^ne d ' intégrat ion s i tuée a r i n t é n e u r de l 'é toi le IL Nous alloi11^
main tenan t nous occuper d u cas ou ce po in t se t rouvp ù la l imi t e (1«*
l 'étoile, et nous l ' i nd iquerons par ^ I I est é v i d e n t qu 'à pr<Wnl |p
choix de la ligne d'Intégration / n'est pins arbitraire, au wmw dans
le voisinage, du point ^ nous supposerons naturel le înpnt ÎOIÎH i<^
points de^ sauf^ àrintérieur de-E, et noua gupjHmermtH iixre
la direction suivant laquelle cette ligne / aboutit au point a.

a. Supposons d'abord que l'intégrale

^
(6) \ ^ { t ) ^ ( U ,

• J ' o

prise suivant la li^ne ainsi fixée, ait un sens. Soif <•* î î î î point de rNh1

ligne entre o e t^ ; l 'intégrale

/ o(n^' ^ dti 9(Q^' ^ û
^(S

( ' ) Voir Rendifiontidélia /?. Âccad. dci Li/icet^ Vf»5. ÎV, î N H B , |). KHh
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sera une dos fond ions méromorphes éindiées aux numéros précédents;
l'intégrale

j ^ 1 9 ( / ) ̂
» (>

est une lonclion entière, qu'on pen(développer en scr i t^

V< <r" /' 'v , ( { ( .
J^^,. ^ l o^ /y ( / ) y ;

la lonriion d r t t ^ r i ï i i ï i an t t * a(;r,a) l^nd donr, vi^'s une tonr t ion litnilr
d^l.cu'in'ine^ I<H'S((ÎH» a (.^«d h .v s!î ivî i .ni la ligne /,

//. Si r inié^nth* ( ( i ) \\'\\ j)as de sens, on p e u f ( ^ ^ M ^ M l î i n f , dims rer-
la ins ra^, o l ï l e n i l " q i î e l q î K * î T s i i l l a l . s t i r la s i l ï ^ i î l a r i l e d < * y . ( , ï . . \ a " ) an
( X ï i n t a •::.:.:::: ^ , S(!|)iH»sons, par exemple , que p o u r / ^-.v en s u i v a n t , la
l i ^ne /, ç / ( / ^ ( / - — ^ / 1 ( en< le a: u n e l i m i t e (hue, /* elai i t . re(d e( p o s i t i f .
On a alors, p o u r / / ^ en l i e r el | » l t î s g r a î H l q ï i e /*—"• i ( î ï " I K , ( o r m n i e ( " / / ) )

^
A;;^i.r^/) •,:"1: ^ 9(a(^ l"• l•• l l ^r^'1111 '^;

1 1 1 : ' 1 0

ici, le second membre a. une limile déterminée lorsque^ (.end a A' en
suivant la ti^ne /. La foneiion a ( j%a) , (nuir r/1^.11 : ^, est, a lors donnée
comme Vi/îli^'nttf' Ji/lic d'ordre /// d'une foneiion connne, el l'on pent
l'o'l^ienir [mr les met.hodes ordinaires <Irt l'int.é^ral.ion (inie.

(\ Si, J ' i n l e ^ r a f e ( ( i ; n ' a v a n f . (»as de st^is^ l ' i n f e ^ r a l e

/ y/^Q^ î^

i*1!! a n n , si ^ ^ ( l ) est,, coimme an n0 3îî» la f o n e f i o n t m D^^o f ' /L on
o l ï t j e i l t d r a y comme ii ce m'eme numéro ,

( 7 J Inn j ^ ( , r , ^ j •••111-1- ( ^ { ^ ^ { f i } •— ( .t9 — î ) ^ , ^ f / ) 141• . . .
-}.- {— î ) ' 1 1 ^ { , K 1 — î ) ... ( . / -— ni \-î)^,n(a)\\

( — î y 1 1 ( .r - ï ) . . , ( ̂  - tn ) J 9^ ( t ) ̂ "î ̂ ,
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Prenons l 'opéraiion A,'," sur les deux membres, en rem;ir( ju;ui( que

A^-'-p(,r) „

si ç(x) est un polynôme de degré w—i ; on o(»(ien(, ('odmic îui )•;(•,
précédent, la lilnite de A^a(.r,a) égide. (Kmr // ̂  A-, ii (un. (<,i i(.( i<>n
connue, d'où Fon déduit a(;x-,,î) {iu moyen de l'iitit^rîtiioli tinie.

'^. La. tbnclion détenninante d e ( i -- t)-\ (;"<.s(-a-dirc

W .(.,a)-f"^l^,
J^ Ï ~" t

nous (tonne un exemple élémerUaire, C^. une (oiH*iiou memmorpJîe
île x pour foute valeur de a, exeepfe a -. ï .
^^\a\ < î , elle esl represeulee par la série

( / f) ^^ ,̂ ,.V.,,.-..̂ ^
Â^ ^ ^ h ff ï

< 1

l)our | «l == i, saura = ». elle est donnée (mr la ^rie (,) <„( w . ,.

(c) a(,^ a) ==- „••<• t l()jç(a _ ,) .4. „(.,,._ ,.̂  , «"
L '-"(rt-HX.r"

'^•"ra = i, on peut, appliquer lu méthode du n" :$1. ,., et 1^ of,(i...,,

W 1;";[°<(^, «) 4- 10g(^ - 1)-| ̂  (, __,y,)V ,,,___ 1A(,t4,in,,.^,;p

;̂=Ï;,:S,S^̂ ^̂ ^̂
1-°»-=., , I, val,.,. ,l,,le,.,,,,,«,,̂  ,„ ,;„,,„„,„ ̂  ,^ ̂  ̂

""cgralc f""c tlc ;• Jî" »"«•• '.. »••"•« .1" ——,.1 ,,,,,,,,1,,,. „„ ,,,,,,,,,.
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slanle de Masrheroni de Fintc^'rale. bien coiniiH*

•H^)

par ( ianss»

^h)^T(.r)
...„..„.„„.,„ ̂ ^̂ ,,.....,..-,,..

1 r^ [ ^> ï , la serK1 ( ^ ) ï ln 1 1 ° ^2 s^rî. a ( loruiï^r une rcprô-
\r, ^); î ï » a i s on peut rohienir (I ' I I ÏK* lacoiï )>lus simph*,
'y siu 1 1 ° 37,

'i, *y ('*1î.tii lïî ' i n()înlH'<* tinL Sii|)i)(.)soîïS inaiiilï^ïiîinl .v ;•== a:.

>onl '?(/) tiîH"; lol icf ioî i d<* la vîu'iîi.l)le r^t^IIc /, 'linic ol
£ < ^ ' ^ < ^ £ ^ on £ ^ ^ soiït, (l^ux (H) î ï s l> r< *s | K » s i ( i f s arhi-

> ( juc l ' inîe^t 'al**

^ 9( / )^ - ^//

. ( < » iH»ur rl^iix valeurs *T, «^ /ry ( l e * ,r, ((^Ics qiH* HC-f'a1,)
d qîH» lU^r,). î / iuté^t^ale (H) jx^iî l s^ itH,»l(ro sous la

^ 9(0^' 1^ ^ 1 - ^ 9(J-) t •r î^,

î n j t r î » ix^silifarl)!!!^!"»!'^; il nt r^suK^, (MÎ ; i )>[ ) l iquani !< '
aîni^ïlal d^s n'" 1 H 0, <}H^ /7///^?y^ (H) ^/ Knifonw-
f/e (/({fts 1 ( ( hdfiilc

n(.r,):^ n(.r)^ n(.r,),

t(\v, cf nff'e.l.l^ y rcpréîfciiif- nne ///w/r"/^ monof/romc de.Jono

eut j^îiscu* d^s ^^n^ra l isaï io î ïs analogiïcs a c<dlcs qu'on a
0 9 ; nous n'insistons pas là-dessus»

is ynainlenani la fonction 'analytique 9 ( / ) d n n0 30» ri
on •i)niss<* iraceî' une d^mi-droit.o d'argnïn^ni 0 de oa ^c,
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légale (3) définira alors la fonction délerminanie ̂ \ »^\) dans 1 ^
bande(o); mais, si l'on remarque que h première intégrale de i^ )
est la fonction a(.r, rt), méroinorphe avec les pôles o. - î , ~ ̂ . .. -
on en conclut que UifowUw a(^ ̂ ^) ̂  ̂ /w (ltw tm(î /r nrmM

ptonR(a?)<'R(^a),^^ ̂  w^ d(îiî- P01^ tlu l^wwr win- (kw /^
points d'indice nul ou entier négatif.

d. Il serait facile ici de mult ipl ier d<^ ^(mîpk^ <m l'on d é d t i i n i t )
les propriétés à rintini de la lônctiondélorminante de e(»lhs d (* la lo-n^-
tion génératrice. Nous ne nous y arrèteroîw pais, N. îîOtiis ÎK»»^ iN i rn i* -
rons à indiquer un cas particulier :-celui oh pour |^ |>r^ w. a

wê

y(/,)r,^r-;,/»".

En f ï l i s î i n t \a >^ (I;KIS la for i rmic (8'), on pciit itit( ' 'grcr (cruu' ;i
tprme (.(ans l;i seconde iiitc'^ralc, (|iii doinx"

^.i.V-.-..^^:"-.
M^ n 1:-111-- cr • 1 - - 1 »r
// p

La fbnclion dclerminante a(^x^6) enl dans ce (îas t ï î i ( * (« . î i^ iu l î
méromorphe ayalU les |)ôles du premier ordre aux points

o, -— î ^ 1 — %ï -" 3y . < , cl "'- ff+ i —^^ a — y^ , . „

avec les résidus respectifs

37. Reprenons l'exemple du n0 35, en supposant (jue l 'oîi i î î t egr i*
le long d'une demi-droite qui va de o à l'e^ avec un amimeni di t îemîl
d'un mul t ip le de 2^. Une app l ica t ion for t s imple du théorème de
Cauchy et la formule bien connue

r^ r^jir ^ 7:
J^ i -h^ 1 "1 1 "1 1 "1 "1 " shiTr.^

permettent d'écrire la formule (8') sous la f o rme

à ( ,y, a ) — a ^ — ̂  +" ï , l- ) r.11-1:17: / -}- 7: •rot T? -r.
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i^i ,ie relat ion penuel de déduire, de ht série (7/) du n° ^5 E't^xpres-
sion de a(a1 ,^ ; ) pour )a | >- î , valulde pour loules les videurs de/r,
sans recourir ù la rn^îl iod^ du n0 32; cdlp (^(n^^sioil csî.

dti

(' / " ) % (,/', ^ ) .,- i i i TÏ^' - - î - TT c,oi Tr.r -:"" ('/•r ̂  - • •:

;ÎH1* 'NOKS «vous ainsi <Uudie ( i1»^ 30-^6} le ci»sou i == o est un point
r^^îïî i i^r de la folK'linn ^htcî'îtf.rice ^('^). Ori ^t(';îîd (Hr,il<ïinont les resul-
î î i f s (d)î^iui.s sui f î is<Hj / - o ^si un point sin^nlicrdc ^ ( t ) - , w\\v If^jind
y(^) îisdnu*l, pour j / | <^/', le dcvfdopponKUll

9 ( ^ };•::::•:- ̂ y\'^;
f»

im d.mlîtî i tr^ alors d'ahoni pouf al^r, pïii.s connue aux H^ 32 d
sti ivani^ ynur inut^ •l'^î.oil^* r.orr^sjxïndîinic îi of^)^"^ .que la fonction
dél^nuirunU^ (îsi IIIH* (oïH'iion ipÉn'oîoorjïlH* de «r, dont les (ïôles sont,
du premier ordre^ d,îtii^ les points ^ ^ — p —• ^, Çn ̂  o, î , ^, ...}.
On démontre h» reeipnHjîle de ee î.henrenH* ^u nioy<*H; du tlîeoreijfK^
d'hîverhiun dolme î i t î ï t0 2(L

Si, potir | / 1 </"» l^ foitelJ-on ^éneratri<,;e admel le. devl(d^')pl[l)eJr)l(lnt

^ ( t ) / p i ù ^ ^ ^ y r^,
on trouve (fûirn^ 1 ! } sans î»e i ( i e ^ d^lhord ()(>ur ] ̂  [ <^ r, '|H,ïis <lans [ou le

reloile eorresp(H»d^nl îi /^.••^r" ![^1 mï lTorl a ^u^ la ̂ "pn1^ ^ (no ^0)^Ar l0'1^ ( /'

qiie lîi lonciiorï delerminîmie ÎK^ diHere (.[ue pîir l î ï ie fonetion entlert*
î iddi i ivf^ d'îH'H'' ("(^'n^ion de lîi forme!

^ Art lo^"
^^ 'l('l;^~l^-i7^1il"l:14•:"^p l̂"til;ï

si /' est. enUer ne^at-if, ei

^ ^V A7^
^t (i..̂ "':4:"/̂ ":̂ .;."lp"p
^,:'o
^t ('^'4:"/^ ":)...'pp'"'!̂
^,:.o

,'//<», /'.f, l\lfîrm.^ ( 3 , 1 , X X Î Î . ••--1 ,ïl'f•-vï^ïî•..l(( ï(^f, 7
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pour toute au t re va leur de /•. Le théorème d ' i n v e r s i o n permet auss i de
démontrer la réc iproque .

39. La fonct ion génératr ice o(^) é t a n f encore régu l i è re 1 au po in i ,
^ = o, soit a un poin t tel que l == o tombe h r i n f é r i e u r du cercle de
convergence du développement de ^ ( l ) en série de puissances de
t—a. Formons la fonction dé t e rminan t e a(,y, a.} de ^ ( l ) en s n i v a n î
h segment rectil igne entre o et a; en no tan t que

F ( t » a), ̂ dt - 1=.̂  ,
^o ^(^+l)- . . ( . r4-/Q

qu'on vérifie faci lement , par exemple en se servant de la f o r m u l e (W)
du n0 18, on obt ient

Où) ^(.:r, )̂.::, ̂  V (- i)^.—----.,-.î^.^ ,
^ ' .r ( ̂  -j-" » , / . . . ( .-/:• "4- //: )

Puisque, par hy;)o(Iiese, le rayon de eonver^enre de la série de
puissances de t-a est supér ieur h ( r / ) , la série

^ ^ ' ^ ( a ' ) ^ ",̂.-.-,-.̂ ,̂.,,.̂ ...

est absolument convergente. II s-ensuit .que le développement du
socond membre de ^o), en excluant les points o, - x , -„„ -> ^r
des aires aussi petites qifon voudra, converge tîniforméuwnt dans
toute^portion finie du plan. et représente la fonction méromorphe du
premier membre. On en conclut que :

Si y (0 est régulière dam un cercle de centre a el de rayon plu, .nmd
^e H, ̂ /bm^ ,̂̂ ,̂, ̂  repr^ntee dans loul /./.^^r Ut
^ene de facto nelles ( i o ) ( 4 ). / /

( i ) Je croîs avoir signalé le premier la double Ibrmo (^ oi (w (^1110 fnn^^^^
morphe et la relation entre leurs coemoierUB r/^^^^ ̂ ^^^1 T^ ^
novembre .888, et Jarnal de Scient mat^na^ ./.^^J^
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10. Supposons m a i n t e n a n t q u e la fonc t ion a n a l y t i q u e ^ ( l ) ne soi t
p l u s régul ière an p o i n t / = o : si l 'on précise c o n v e n a b l e m e n t la s in -
g u l a r i t é de la f o n c î i o n en ce p o i n t , i l est encore poss ible d 'avoir nn
d é v e l o p p e m e n t (le la f o r m e (10) pour la ( o n c t i o n d é t e r m i n a n t e . I l
s u f f i t , pour cela, q u ' i l existe au m o i n s un p o i n t a tel que ^ ( l ) soit
régul ière dans le cercle ( a ) de cenire K=a et de rayon |a|, et q u ' e l l e
soi f d 'ordre f i n i g ( t ) su r la circonférence de ce cercle. Nous expri-
merons celle propriété en d i s a n t que t = o est nn point singulier
d ' o r d r e fini. I /o rdre^ p e u t être é^al à — w .

I l est c l a i r d'abord que , s ' i l existe u n p o i n t a doué de la p r o p r i é t é
i n d i q u é e , i l en existe une i n f i u i l é . A i n s i , t o u t p o i n t a s i t u é sur le rayon
oa. I l r é su l t e des p ropos i t ions de M. Hadainard, à l ' e n d r o i t ci té , que
pour un tel p o i n t h la lonc t ion cp(/) est, sur la c i rconfé rence ( b ) de
centre / == b et de rayon h\, d ' u n ordre f i n i g ' é^al ou i n f é r i e u r à ^•.
K n s u i t e , par le théorème sur la convergence des séries de facto-
r ie l les (2) , i l résul te que la série

^ (......... \Y^n}(^f(n.V^ r < r ) " ? • ' ( '
^ x i a ' ^ l } ...^a^a'-^l) . . . (^4- /0

//,.-: o

(^t ab so lumen t el u n i f o r m é m e n t convergente pour B(^)>^, sauf les
| )o in ts d ' i n d i c e n u l et en t i e r négat i f , et représente dans ce d o m a i n e
la ( o n c t i o n d é t e r m i n a n t e c / . ( x , ci) (;r). Sous la c o n d i t i o n q u e / === o soit
u n p o i n t d 'o rdre f i n i ou —ce, la fonc t ion dé^ejTninante admet donc u n
d é v e l o p p e m e n t en série de lac tor ie l les pour u n e i n f i n i t é de valeurs
de a. On sai t d ' a i l l e u r s q u e ce développement est u n i q u e .

\ 1. La c o n d i t i o n p ré cède n i e est aussi nécessaire. Si, en ef le t , une série

/ . Vi 1 . 9- , 3 . . . / / ,( l o ) a^' 7 <", . n ' 1 .——-—^———-..-—-—! / ^ ' ,/' ^ ,z: -..i-., i ) . , . ( x + n )

( 1 ) Selon bï (lofliiilion (Je M, îîadarnaï'd, Essai aur l'étude, des foncdoNS don//(k'^ par
leur (lwclQj)f)Ctnent de Taylor { J . d e Mal/i., /^ série, t.IIÎ, i8<j/) ci .La în'ric de Taylor
<"/ Kon prolongement. ( i nâ î } l . i ( {U ( ^ Ctiap. V. Paris, K)(H.

( 2 ) ^'oîr le Mémoiro cîlé (le M. Niolscii el tria Noie dans les Rcndico/il.l délia B. //ccud,
deî Linwl, ) G fnvrior Tgo^.

(•'̂  Pour le dov(îlop|)(;rnonl do co nuni('îro, 'voir ïna Noie dans les Rcndicûnti dclla H.
^ ('en d. dei Lîrwci^ 8 novembre î<jo3.
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est convergente pour une valeur x^ de x, elle est convergente u n i f o r -
mément et absolument pour R(fv) ^> B(;ro) 4" i , et la rww/^w-
tique k (1) du système c,̂  est au plus é^ale à B(^o) (2). Cons t ru i sons
alors, au moyen du théorème d' inversion (n0 2(>) , la f onc t i on généra-
trice y( /) de la série précédente; ce sera une série de puissances de
t— a convergente dans le cercle (a) et, d'après la va leur de la carac-
téristique, il résulte des théorèmes de M,. Hadarnard ( B ) que l 'ordre
de y(/) sera fini. sur la circonférence de centre a et de rayon j a . Le
point t = o sera donc d'ordre f i n i .

42. On peut donc conclure, de ce qui précède, que la co/îdHion
nécessaire et suffisante afin qu'une fonction a(x) sou (Ifwloppab^ en
série de factorielles est que le point t == o soit un point d'ordre fini pour
soi fonction génércUrioe ( " ).

42. Soif; encore c p ( / . ) une fonction analytique dont nous considé-
rons une branche uruforme et régulière dans une aire E; supposons
que Je point / = o se trouve sur le contour de cette aire. Fixons un
point intérieur à l'aire; pour simplifier, supposons que ce soi! le
point/=i. La coupure T (n° 30; est fa i te de o à l'infini le lon^ de
l'axe réel négatif.

Dans un domaine du point /= ! , la f o n c t i o n (p(/) admettra un
développement en série de puissances de t — i

N>

(ii) 9(^)=^/-,^ -,)'«.
n :- 0

II sera toujours possible de transformer celte expression en une s<''ri(>
ordonnée suivant les puissances de log; (5): nous indiquerons cc((c

( 1) Comme on l'a défini an n° ;{;{ ci-dessus,
(!) Voir ma Note citée des Rondicuiitl dcl Lincul, ifi fïvricr ir)f>^.
( ;1) Loc. cit., par exemple, l.(i si'irie do 'l'nylor, p. t^.
(4 ) Co théorème a été donnô, sons une forme moins simple, (lyn.s lo Mrtmoiro cili'. de

ALNicisen. J'en ai modifie renonce, sous la fonrie aducllo, dans nia Note dm Kwdicwli
dei Lincci, 8 novornbre 1903.

( . s ) Le plan / étani eoupô suivant la ligne T, le losarilhme de / est p;irfail.(.ni«nt, déter-
mine, si 1 on fixe que sa valeur soit nulle pour i^ i .
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série par
_, ^ j,. <,.// /

^,).-.:V<,h^(').

Si la série-

V(.).-=Y^
^=sd //, '

admet r comme rayon de convergence, le champ do convergence de
la série ( ' 1 2 ) est l imile par la courbe j lo^J == r' dont il est facile de
reconnaî( re la forme : cette courbe renferme une aire simplement
connexe pourra 7;, doublement connexe pour rr 'Tc; le point / == :i
é tant toujours intérieur a Faire. Ponrr==co, l'aire de convergence
de (12) est formée par tout le plan /, sauf la coupure T.

( i ) La transforinaiion dos .séries ( i ï ) (?l (r',} l'mio duns l'uniro s'opère facilement
comme H suil. Posons (// — i, 9., '^ . . . }

( ( ( ) ^ff .-.--, f/ff.ï'i' l l i l • l ; f/fi^^.( ,r • • [ î ) .....h .. . •4-- (///.^.rf.r -h r ) . . .f.r 4- n — î ) f'7^.^ ̂  1 ^
( ^ ) .r ( .r • }- ï ) . . . ( ,r -1 !- //, ""•- î ) .̂i- /^,. î ̂  •4 • pn.^. ̂ '2 •41- . . . 4- /)n.n ̂ 't ^ P I I , H ̂  ' }.

I,os CfHtnicîr î î i l^ ffn,i H'ol»t,ioti(i(*nt ^«•.^(^noïlt, de i»roclio CM proche on ftiiisanL

„/' ..̂  — I , 1 1 - - ÎA, . . ., — // 4-- l ;

les cotîfJidfmiK ////./ soul (;onmiH SOUH Ift i iOtti <lo (•oc/ficif'n/s d(t facto ru' 'les,' SchliifH
( Ct'cll^, t. 4'-ï) cl Sciiloinilc!» ( //////., t. 44; en ont r<ut une ctudo dé tin liée. Si dans l'idoiiLilé

^ f-- ( i^ ^ .r^ loi;^/
/-11-^ ..::„.„ î 4- ^ 1 - 1 1 - 1 - 1 1 1 1 , 1 - 1 1 - 1 - - ./•f .r 4- i ). . . (' ̂  •4-" fl — Ï ) ( ( —l ) ' 1 ̂  l -lli"-7^ f— 1 /' --—t—

<> î i siitistitm' pour,^ son exijression f^j, 011 pour x(./' 4- i)..-^/'"^ // "- î ) l'expression (^},
on oht.icni le dovclojîixiiocnl dn f / " i )^ (m fonction do log/, on celui do log^ on série
de puÎHsmicos de.; l ï . Ce doniier d(ïveloi)peincnl s'otd.ioltl iiTnnodiîticincîntsous la forme

(, ) ^1 ̂  P^ ( 1 ̂ , ;// - ̂ ±^ r i -1 r- ^ 4.- ̂ h^ ̂  -. ̂ -^ ~... -
' n \ n \ ' //. 4- î î ' /< 4- % '

Si doîK; lît fbnclion ^( i ) csl (3otiîin(i, dinis ini doniaine du poini / == J, par son dévclopi)e-
m<mt en sério do pnissniKîe.s do \w^t d(î la forme ( i ^ ) , les coofticients ̂  seroni liés aux
roeffidonis kn, dii (16v(*k»ppoment do ^ ( t ) on série <le |)nissances de t — î , par Jos relations

(^) ul^n^pn.n^n— Pn.n-\^ n-i^ Pn.n- 2^rt-2-- - . 4-1 (— I^jP/2.1 ̂  (^ === h '̂  31; • • • ) -
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^. Supposons d'abord que |1(^) soi! une (onclion ent ière; soi ie i i
outre, m et p étant deux nombres posi t i fs ,

( ! 3) \('u \ <ni^.

La fonction génératrice ç(/) esl alors dans (oui le phn /, sauf h cou-
pure^ nno branche uniforme et régulière de fonction a t ia l v ( i ( (ue ,
définie par la série (12); en outre son ordre, comme on l'a défini an
i»0 2, est au plus égal à p; c'est-à-dire l'intégrale

(8) a{x} == ( o^)r- i^
<./()

est certainement convergente pour K(a-) > p ; <.„ ofrd. il .siiil , [ < • ( , " , )
<|uc l'on a |^)| <mrP pour les valeurs ,1e / comprises entre o et i"

Cela posé, substi tuons dans (8), ;> o(^ son développement, f , -».
puisque fa série qu'on obtient en intégrant ternie a ternie de î h i es!
convergente, et tenr! j,our . - o a celle, également, convergente. <,.,-o,,
;;" ''<•<'""; en faisant £ = = < > , il resnfte < 1 , , , , (),,,ori.me c.onnn f) «ne

^^^rw: ;t l(>rm(- flst v;lf;lhl(> < l r•"•<> o '•' ';"'> i. ninsi;

('l) ^^,,•)-•.\'Lz..l)"t•».^ ,,•" • i '
n ti

^f^n dé^nani. ̂  est ain.i ̂ , ,,.n ^1,^,. ,/.///.
î r̂  ̂ ^OM/:^^ f——— 1 ^ 1 - p ̂ .. - ̂  II résulte ii,-

< '.i ^"(••X- de ( R qui précède que, si p, est, le rayon de eonver-ence
<le la série (i^,) et c est l'ordre de ^/,), on a c - ' " "^ 'n' " ' <

'.. 11.C.,,. de, ioncfon» ,̂,,,r,tri.,,,s. N,,,,. ,„„, (,/„ „„ ,|,,,,̂ ;,;;;,

î̂ ^ r̂z'̂ l̂-'S^ .̂,.:».
.«()!>. - ̂ ;»«. ,«, fc, ,„.,, rf;„,,„",(-̂ ^ '& /,*"''" A""""'", ». III, l. XVI,
"..,,.d.,l- .»„. d« >,. »,„, ,„ .nS :̂:̂ ;̂ ;;;,",;,̂ ,;,'1-»-"- °"1»"»» ""
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pour ].r | < p,, mais dans le serment de cercle défini par

('^ I î (^)>^ |.'r <pi,

elle est somm.able, et rexpression (8) de la fonction a(,r) en esl la
somme généralisée.

1 1 est aise de voir que Perdre e de ^(/; esl déterminé par celui des
points singuliers de la fonc t ion a(^ dont la partie réelle est la pins
grande. En edfct, soit s ce point; pour A > R(.v;, l'intésrale

/ ,A 4 / M

j a ( . r ) / •^/.r

se tronv(- dans les condit ions dn n0 ;>() ; puisqu'elle est indépiUidante
de k, on pent supposer /-> p, et par conséquent subst i tuera af.r)
son développement ( ï ^ ) et intégrer terme a terme. On retrouve
[n0 26, (brmulo (h)\ la fonct ion ç(/;, et d/ai^'és te théorème d'inver-
sion (n0 26;, son ordre ne peut être que R(s) ( 1 ) .

Il suffit maintenant du changement de varial)l(î ,x'==,2/^° ))our
déduir^^ <lu se^m(int (i1;^ ou la série (ï^i) est sommabio, d\\uiv^
s(^m(»nts analo^m^s, ^i pour obtenir, de leur ensemble, le.poly^one
de sommabi l i té t(d ((ne l'a défini M. Borel ( ^ ) .

K). A f o u i t » (onct ion ana ly ( i ( )ue . aC.r) régulière dans un domaiiKî
|.r > p de-,v •= -^, on j x ^ i i t a() |diquer lo t i léoréme du 1 1 ° 2(5; luie telle
j o l î c t i o n %f , r ' ) ^/ donc fo/H;lioft (Uicrmifianle d'une ^énéralrice ^ ( l )
ayafif. n/fe hnuic.lic n.m forme et n^uUerc dans (oui le. plan /, mû/la
coupure, et rei)résenlée par une série ( î 2) doni les coefficients vérifie/il /a
condition ( \ 'Y).

'17. Sous les c o n d i t i o n s d u n0 il, l 'ordre de la série ( 1 1 ) au po in t
/ == o, au sens de M. l l a d a m a r d (n°40), est f i n i . Eu e f f e t , le cocfti-
c ien t k,, de cette série est l i é a u x coe f f i c i en t s do (12) pa r l a re la t ion ( d )

( l ) f'OIr ma Noio : Siu f . ïm i l i . drU.a aoifvar^cmft /il afcune c.vpn'^sio/il arudilichc
( lif'/i diconti (l^W ./Iccad. (Il Bolo^nd, (j<*e<i[ï)t)ro 1903}.

( ? < ) L<"con^ AU/' /6',y séf'icf! (.ilwr^'c/it.c^^ p. I'À'A cl suiv.
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de la no (e à la page ^3; i l on résul te , par r i néga l i t é (ri) cl p u i s q u e
les nombres/^ sont p o s i t i f s ,

| k,, | </n.(p^np'ï -h/^.^.i?^-1^ . . . 4- /^/. ip)»
/< il

c'est-à-dire
\h , ^ - ,J^?+ï ) . . . (p^^ - ï )| A /J < ni ——————^—— .̂.....—..—.<.

Dans ce sens, comme dans celui du n° 2, l'ordre e^t donc au (dus
égala p. Il en résulte que, pourR(<z-)>- p, on peut mibHti tuer dans ( ^ )
à y (^ ) son développement (n) et intégrer terme à terme; on oh t i en i
a ins i (n° 39) pour a(^?) le développement en série de factoridics

(, 6 ) a( ̂  ;.,= y (-, r ——^^^^
• / v / A^ / ^(.z,-4-i;. * . ( . r 4 - - / / )

^ ;= o

coî ' ivcrgent au moins pour B('^')^> p* Toute foncfion analyfMpfc ré^(f»
hère dans' un domaine de x r=:,= •co est do ne déyelopnahie e / i séries de faelo»
rieUes ('). Kn ou t r e , on voit que la t rar^fonnation roruwllo de la
série (:r4) û.n la sériel 6) ne didere pasdece l le de la s é r i e ( ï 2 ) e n ( î ï ) ;
on peut dire que l 'une de ces opérations est la t r ans fo rmée de l ' a i î f r e
par Fopération G- (a)- Le passage de ( r / i ) a ( l u ) (^l. i n d i q u é j )a r
MM. Jensen et Nielsen sous le nom de méthode de Slirlin^ (a).

48. Passons main tenan t au cas ou la série ^(-s) ne vér i f i e plus les
condi t ions du n° 44; supposons s implement que celte série converge
dans un domaine de ^==0 , en sorte que ^ ( l ) est régulière dans un
domaine de t=i. Admettons cependant que cette fonc t ion a i t un
prolongement sur le segment i.. .0., jusqu'au poin t l = o, et que sou
ordre (n° 2) au point t=^ o ait une valeur f inie c. En ce cas, Fin té-
grale (8) représente une fonct ion analyt ique régulière pour R(^)>f;;

( 1) Ce théorème a été donné par M. Frobonius (Journal de Crelle, t. 7;^ i H ^ i ) .
( 2 ) Si le passage de ( i % ) à ( n ) s'indique par P, el eelui rîe ( î 4 ; à f i G ) wv 0. on î»

Q^G-iPG. ' ' 1 "
(3) Voir l'intéressant Mémoire, déjà cîlé, de M. Nielsen, où Von trouvera aussi d.o<4

renseignements bibliograpiliqucs.
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les théorèmes du Chapitre 1 permet ten t de déduire certaines de ses
propriétés de celles, supposées connues, de la fonction génératrice.
L'intégration (erme a ferme. appliquée forimdlcnient en substiluanfc
a ^( / )son dév(doppement(r,>), donne une série ( ï / j ) divergente pour
toule valeur finie de .2'; mais cède série est somrnable pour î\(x)^>c\
et rintégrale (3) en donne la somme généralisée (').

La méthode de Slirlin^ f n 0 1 7 ) appliquée à la série divergente (i4)
peul donner lien a uru» série de factorielles ( 1 6 ) convergenle (<r) et
<|ui, pour l{(.r} > r, r( t [ ) rés(>nt(* la somme généralisée de (i/i). Pour
qu'il en soit ainsi, U fau.l e(, U sujJU, d'après le n0 12, que lu série ( 1 1 )
converge, da/is le cercle de rayon \ et (/{fe le poufl, l == o soii finpoin/ ^'i/i-
palier esse/ftiei d'ordre /////'. On peul remar(jï ier en outr(1 que si la me-
tliode de Stirling, appliquée à un a série de puissances de !- lou/'ours diver-
ge/île, donne lieu à une série de factorielles ciyant un demi-plan de
convergence, Ict série de /fuissances est so fumable daiis ce demi-plan.

CHAPITRE IV.

W. Reprenons nne branche uniforme '?(/) de fonction analytique
régulière au point / = = o , (M, soit, comme au, n° 30, E son étoile
pn ncipale. A cette foncî ion correspond la fonction déterminante
,Io === a(.r, a) définie pour tout point a de l'étoile dans laquelle on a
fa i t la coupure ":, (;1, méromor|)lie par rapport à x (n^ 30, 3Q, avec
les pôles o, — i, — 2, .... La fonction o)(\z", a), définie par

(0 ^ TT /r,) (./', a ) =: ( e " ^ ' ^ •••— i ) y, ( .z*, a )

est donc ent iè re . Cette fonct ion se présente de la façon su ivante : fai-
sons dans le plan / la coupure T su ivan t le rayon oa; puis décrivons

( 1 ; ^oir lo Ch<ip. III, § lîî (lu Mémoire cité (le M. Bord sur les sorios diver^enles.
(2 ; / oir (e ^ l(î (in Ménioîro ci le do M. Nioison.

Ann. 1\€. Norm., (.''»), XXII. — VS'.VÎWH n/)5. 8
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un cercle (e) de centre ^ == o et de rayon £ aussi pe t i t qu 'on v o u d r a , ef
soit ^ le po in t d ' in te r sec t ion de oa avec la circonférence; considérons
ensuite la ligne (f) formée :
ci, du segmentae, parcouru sur le bord supér ieur de la c o u p u r e ;
b, de la circonférence (s) parcourue dans le sens pos i t i f ;
c, du segment ea, parcouru sur le bord infér ieur de la coupure ;
d, d 'une ligne (a) q u i part de a sur le bord i n f é r i e u r de la cou-

pure et y revient sur le bord supérieur, après un tour autour de ( & } ,
et toute intérieure àîS.
Il est clair que

(^) f ^(Q^rf^o,
" \ f }

Mais pour R(^)> o et pour c t endan t à zéro, F in l ég ra l e prise le lon^
de (s) a xéro pour l i m i t e ; on a donc en décomposant l ' intégrale ( 2 )
dans ses diverses parties

/ o ( n /•<' •• î dt - •- ( ̂  ̂  -....-1) ( ç ( i ) ̂  i,/f,ï / '-^ <4

L(1 premier membre de celte égalité est u n e (onct ion entière en .r, lp
second, membre a un sens pourR(.r) > <^ mais, comme il déiinil une
fonction méromôrplie, cette égalité détend à tout le plan, et la (onc-
tion o)(^, a) est par conséquent définie aussi par

( à ) («) (a?, a) = —— j y (^ )^ - î dt.
"' fc l < / ( / / »

^ 50. La formule (3) nous donne un résultat i n d é p e n d a n t de la
l igne (a) : elle dé f i n i t dune une fonction entière de^ , déterminée
pour tout point a de rétoile E. Cette fonction entière jouit des pro-
priétés suivantes : '

a. Elle s 'annule pour x = i, 2y 3, . . .-
^ Elle prend, pour^o. -1, -2, .., les valeurs 9(0), ̂ o;,
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r. On a

r,>(.r, a) • V ^L :̂
^ //- !

O l î

^^/\(^<>S'-4;-,„-,.. ̂ f^\^
i l en résulte l 'existence (Je deux nombres positifs m, p, tels que

a^ ]< mp";

par conséquent , pour la fonction oC/r.a), la quant i té qu'on i n d i q u e
par M(/") dans la théorie des fonct ions entières sa t i s f a i t à

(4) M(r)<me^'';

la fonc t ion oo est donc de l'ordre (apparent ) i ( ') .

51. Nous appellerons ç(/) fonction génératrice de d>(x', a), comme
de a(.r,a); et nous donnerons à œ(<r,a) le nom de/onction coefji-
ciente de ^ ( l ) , à cause de la propriété b du numéro précédent. En
indiquant par J ^ ç l 'opération fonct ionnelle , évidemment d i s t r ibu t ive ,
qu i , appliquée à <p(Q, donne comme résultat œ(.r,a), cette opérat ion
j o u i t des mêmes propriétés qu'on a trouvées au n° 18 pour ,lç. Ainsi
on pourra écrire

(a) J i [ ^9 (^ ) ]==©J,9 ,

(h) J,[(^ ^)^(Q] =A^J,9,

et, si ç(^) === < > ,

(c) J, [9 /( / ) ]=:-(^- ï)e~ lJ,9.

52. On peut se demander si co(<r, co) a un sens. Voici d'abord un cas
par t i cu l i e r intéressant où il en est a ins i . Supposons que ç(^) soit une
branche uni forme de fonction analy t ique , régulière non seulement
pour / === o, mais encore pour / == co et n u l l e en ce point . Les s ingula-

( 1 ) Foîr BOBEL, Leçons sur les fonction}; entières, Paris, 1900, p. 74.
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rites de cp(/) sont alors toutes comprises dans u n e a i r e A q u ' o n
peut renfermer dans un contour ( a ) de l o n g u e u r f i n i e » q u i laisse le
po in t s == o à l 'extérieur» Considérons alors u n e li}<ne ( l ) renfermant A
et formée :

a. D'une circonférence (/•) de cent re / -^ o et do ravoii r aussi ^rand
qu'on voudra, parcourue dans le sens p o s i t i f ;

A. D'une circo.nférence (s) de centre l == o et de rayon £ aussi peti t
qu'on voudra, parcourue dans le sens négat i f ;

c. Du bord i n f é r i e u r d 'une coupure ( rect i l i^ne ou non) q u i ne
traverse pas l'aire A et qui j o i n t un point de la circonférence (r) a un
poin t de la circonférence (e), parcouru de (r) à (s};

d. Du bord supérieur de la même coupure, parcouru de {€) 9 ( r ) .
En remarquant que pour o < R(^) < r , les in tégra les de ^(O^'"1'111'!

prises le long des circonférences (e) et (/•), ont pour l imi t e zéro pour
£ == o et r = ce, on aura

(5 ) / y ( ̂  ̂ "1 dt ;:= ( ̂  - î ) f 9( t) ̂  - 1 dt.,
^(n Jo

, On a a insi défini la fonc t ion co(^ ce); c'pst une fonc t ion fu»(, iere

(6 ) à)(^)=— ( ^{i)i^di
'^^J^

que^nous appellerons encore fonction coefficicnte d(ï la fonction géné-
ratrice ç(^); elle jou i t des propriétés suivantes :

a.! Elle ne dépend pas de la l igne (/-), pourvu que cette ligne mi-
terme l'aire A et laisse l == o à l 'extérieur;

^ Son ordre (apparent) est égal a î ;
c. Elle donne pour^== n entier positif le cee/licient (h r 1 1 dans le

développement de y^) en série de puissances entières négatives de /
et pour x == - 7,, entier négatif, le coefficient de l 9 1 dans le développe-
ment de ç(^) en série de puissances entières positives de l ;

d. L'opération fonctionnelle J,ç qui, appliquée à o(n, donne sa
fonction coefficiente ̂  ce), admet toutes les propriétés de (a)à (-)
de 1 opération J (n^ 18), et en plus, sans restrictions, la proprié^(Ï)
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53. Si la li^ne (c) peut se réduire ». un cercle, donic soit le centre
et/ '-< \(' le rayon, on aura sur toute la circonférence (c) :

.,_-„.,.. ,.,.,..-„'_..(—) "y )•„.„],
et , par sni (e, en subst i tuant dans (G),

^ ••"•••'--i^, (•"„:•)•// <»
ou l'on îi pose

A>" " Î:TCÎ / w { t ) { l - c ) " d l .——'^j^

l.e i l éve loppeïne î i l (7) est conver^eni < l a n s toul le p lan , et pa r su i l e
la tbrïctjoî1! <o(^*) ^^sl rei)!^^^11!^!,^* par nru* série de laclorielles ( * >
pour (ouïe valeur <Ie .r,

,|,es c<)(»flicienis ̂  de ceiie série, si l'on pose, dans le domaine de
/ ̂  x,

^^-I;^-

soni liés a X\p yî",, .,., k,^ .,, |)ar les relalions

( H ) ^,111 '.-: ̂ , -.-. ^rX , , ^ s- ( ̂  J /-• /11,..,., ^ - ^ . . . . . + (- i )- c- /., ̂  A;f /^

d'où, in verse nie ni,

(<0 /'// ~" ^/, ̂  ft(.^,^i 4 1 1 1 1 - ( ̂ J C^n ̂  -"h . . . -h ̂ o.

(^es relations soni: in'écisénH^nt. celles qui déterminent les Goef'ti-

cienis^ dn développement de (o(^) en série de factorielles ^ 1 1 / ^ 1 J?

lorsqu'on c o n n a î t les valeurs /^, k^ . * . d e » ^(<r) pour .r == i, ^, . . - ,
d'après la ( o rmu le d ' i n t e r p o l a t i o n de Newton é tendue à l ' i n f i n i (1}.

{ l } /"'o/r BKNDÎXSO'N, .-/r/^ fnafh., t. ÎX, I). ï *
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51.. On peut m a i n t e n a n t chercher si des développements de la

forme (7) se présentent; dans des cas p lus généraux que ce lu i que
nous venons de trai ter . La réponse est non s e u l e m e n t a f i i r m a t i v e ,
mais il est f ac i l e de donner les c o n d i t i o n s nécessaires et s u f ï î s a n f e s
pour le développement d'ulKi f o n c t i o n en u n e s é r i l * de cette (orme.

Soit o(^) une branche un i fo rme de fonc t ion a n a l y t i q u e régulière et
nu l l e pour ^==00 , et supposons q u e l 'on puisse r e n f e r m e r tous ses
points singuliers dans un cercle ( a ) de centre a et de ravon \a L Le
point t = o sera singulier pour y (^), sans quoi il. serai 1, facile de recon-
duire la question au cas du numéro précédent; on peut aussi sup-
poser sans restriction que l == o soit le seul poin t s ingu l i e r de o ( / )
sur la circonférence (a) : i l su f f î t pour cela d^in déplacement 1 du
point a. Supposons enf in que l 'ordre ^ du po in t / -r:, o au sens de
M. Hadamard (wwn° Ï O ) soit f i n i , ou i n f i n i néga t i f .

Soit d'abord ^<o. Du développement

o(^)-V.,-.^• ' / ^ ^ llJl
n (»

de o(/) dans le domaine de / = x on déduit

( ï o ) o ( t} ̂  V «—J[__.i v / ! j^^^ay1-^'
fï SK 0

les coefficients ̂  et k,, étariit liés par les relations C» ) cf, C(^.
Mais, par l'hypothèse ^<<>, la série (ïo) est, absolurneni (•onvcr-

gente sur la circonférence (a); l'intégrale

(n) o-( a-)==-'.-., f ^ { t ) ^ - ^ dt
TClJ(«l

a donc an sens pour R(^) >o, et puisque, sur !a circonférence ( n )
et pour R(.T) > i, le développement du binôme

t^-:-.^y (•'c•-l\(t~f'v'^ \ 't y rt"71 '
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est a b s o l u m e n t conve rgen t , et u n i f o r m é m e n t par rapport a /, on peut
s u b s t i t u e r dans ( i i ) et intégrer terme à terme. I I v i e n t a ins i

,,.,)=«-^(-1-;').
Ce déve loppement , d'après les propriétés connues des séries de tac-

to r i e l l e s , est abso lumen t convergent pour l\(x)^> ft\

55. E x a m i n o n s de p l u s près le résu l ta t que nous venons d'obtenir.
Etant donnée la fonc t ion ^ ( t ) r égu l iè re bors de la circonférence (a)
sur l aque l l e le po in t t =:; o est s ingu l i e r d 'ordre^ négat i f , i l existe une
f o n c t i o n a ( x " ) , représentée par l ' in tégra le (i r ) pour B(.r) ^> o, mais
régul ière dans tout le champ ï^(^)^>ff et développable, dans ce
champ, en série de faclorielles ( î i i ^ ï ) ; l 'opération Jaç , q u i , app l i -
quée à o, d o n n e c7(a^), j o u i t des propr ié tés données au n° 18 pour
l 'opérat ion J ; e n f i n les valeurs de o-(.r) p o u r ^ = = ï , 2 , 3 , ... sont les
coefficients k^, k^ /:^, . . . du. développement de '?(/) en. série de puis-
sances négatives de /. Ces propriétés montrent la par fa i te analogie
entre a (<r) et la fonct ion oj(^;') du n° 53 : on peut donc conserver a
G"(;r) le nom de fonction coefficienle.

Cela posé, supposons m a i n t e n a n t ^o: alors, même si l ' in té -
grale (n) n'a p lus de sens, on peu t encore d é f i n i r une fonct ion
J ; ( G p == f j ( x ) qu i conserve les propriétés précédentes. Soit, pour fixer
les idées, o^-ff <^ \. I^a fonction

( ,3) , - l)^^^=^W,

ou l 'on suppose n u l l e la constante d ' in tégrat ion, est d'ordre né-
gat if g — î ; elle admet donc, par le cas précédent, la fonction coef ï i -
c iente .13^ = o",(^), qui, pour R( .z-)>^— i , admet le développe-
ment

V Kn ( x "" [ \
^(^)=^^^^y^:U^ ^ y

Or, des propriétés formelles d e J ^ et de la re lat ion ( i3) entre o c tç , ,
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i l résulte
( i4 ) J 3 0 = = ^ c r ^ ( ^ ) — a ( ^ — ï ) c r , ( . r — ï ) .

En vertu du pr incipe de permanence, ce sera la la d é l h i i t i o i i de
,L^==a, et il en résulte pour cette fonc t ion précisément le déve lop-
pement (12), comme le montre le ca lcu l faci le du second membre
de (i4); ce développement est convergent pour H(^)>^ La f o n c -
tion ç(^) admet donc me fonc t ion coet î ic iente-avec foules les pro-
priétés du cas précédent.

De même, si. i.^g'< 2, on formera l'expression (x3) q u i aura la eu"-
ractéristique comprise entre o et ï , et l'on tirera la même conclusion;
et ainsi de suite. Notre conclusion esl donc générale : toute jonc-
ïion o(^), régulière hors d'une circonférence de centre a el de raron. J a
sur laquelle i == o est point singulier d'ordre fini (m infini né^udf ^,
admet une fonction eoefficienie régulière dans un demi-plan H(^"} ̂ > ̂
el développable dans ce demi-plan en sériea de fact.orielleîs ( < ï l ' \ ( 1 ).

56. Réc iproquement , soit une série de factoriel les [ "^ ( )

^^i.: (•••„•)
n .^ »

convergente pour une valeur a? == À; on sait qu'elle sera alors conver-
gente absolument pour toutes les valeurs de x dont la partie réelle est
plus grande que R ( A ) - h ï . La caractéristique k des nombres c^ a^
c^, ... est alors finie et au plus égale a 'R(Â). Formons m a i n t e n a n t

cr ( n ) = Co •4- ( n — i ) c, -4- ( n ~"lï ) j ûg 4- * . . 4- ̂  .. i

[si le nombre k est compris entre les entiers m — ï et m (^ les va-
leurs cr(i), o'(2), ..., cr(m) étant arbitraires à cause de Inexistence des

(1} On sait d'ailleurs (voir, par exemple, FHOBKNHJS, C relie, L 73 ou mu Noie ûen
Rend. dell' Àccad. del Ll/icel du 18 mai 1903, n0 3) que co (îévôîoï)perïieîit îregfc j)«s
unique, car on a des développements du zéro convergent» powtU^) > h \\(-x:) "> '^ cic-

( â ) Prôcisémônt, m •— r ^ /' < //^.
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déve loppements ( l u zéro] ; et construisons la fonction génératrice
de ^ ( . T " ) :

?(/)-2^ (7 ( / / ).̂ ,̂ ..,,..,,,

Pui sque , d'après les r e l a t i o n s (8) et (9), le développement de ^ ( / )
en série de puissances de (/ •— •r)""1 est

^ c»
?^)^• • / • ~ ^à ( / ,— 1)^ -1

/? „.. 0

i l résulte des propriétés des e,, q u e * les singularités de ç( / ) sont toutes
comprises a l ' i n t é r i eu r du cercle de centre l ^ i e l d e rayon i , et que
sur la c i rconférence, et en p a r t i c u l i e r au po in t / == o, son ordre est
f i n i . Nous avons a in s i o b t e n u le théorème :

La condition nenwnrr^ c.t. ffH/ffsan/e pour r/u/'une fonction, donnée

pour B ( x " ) > ̂ \ soit (hwloppable. en une série de /afitorielleîf ( """'î ) -,

r''.y/ qu'elle, soit /a foncUoii coefficicnte d'une branche de fonction analy-
tique dont toutes U^ î>i.n^(tUtrif.ù' fïcu^ent être renfermées dans un cercle
(fui lawe le pûint t ^= o à /W/^ww" on sur la circonférence, pourvu que,
dans ce dernier ccu^ l'ordre du point / =^ o ne aotl pfis é^al à -hco.

57. Supposons que la (onc t ion 'p( / )soi t s ingu l iè re seulement en un
po in t a. La fonct ion coe f f î c i en te (f)(^;) est d o n n é e par l ' intégrale (6),
ou le chemin ( û ) d ' in tégra t ion est .ma in tenan t un cercle de centre a et
de rayon aussi peti t que l'on veut,

En posant / === a -4- p^6, il v i en t

„„., «-i;.̂ ",
//.;:--:; o

avec?

^̂ ,., .,.-L r \{ a -h p^) lo^ ( i ^ t e^} ~^—.
9'7r ^o ' '" ^ a ^ i .4. Ê. ̂

€€

Ic i , comme on le voit fac i lement , on peut prendre p f i n i , mais assez
AIIH. Kc\ AO/'M., (3) , XXII. — ^Kvum\ ï[)o5. 9
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petit pour que l'on ait

I^Kms^

m étant un nombre positif f ini et £ pos i t i f et aussi pet i t que l 'on veut.
On aura donc

&ï {x) "— ̂ (î (.r),

où QÇx) est une fonction entière telle que
( iS ) M(r)<^

£ étant aussi petit que l'on veut. Ainsi, toute/onction ^ ( l ) ayant h
seul point singulier t === a, a sa fonction eoeffifdente de la forma ̂  G C;-r;)
où G(.x') est une fonction entière ayant la propriété (x5 ).

De même, toute fonction uniforme (f(l) ayant les seuls points singulier î>
essentiels t = a^, a^, ..., a^ a sa fonction coeffîciente de la forme

P
^fG^).

où les fonctions entières Cy,(x) (i =s ï , 2, .,,, p) mrt/lmt la /^/i^
^n^e(i5)(1),

58. Revenons à la relation (x) entre la fonc t ion coeft ieîente et la.
fonction déterminante. Si l 'on rappelle ^expression ( 2 ) < lu n0 2) de
la fonction génératrice par sa déterminante , on y reconnaî t f o r m e l l e -
ment que, si l'on forme la différence des valeurs de la f o n c t i o n géné-
ratrice lorsque la variable a tourné dans le sens positif au tou r de
l'origine, la fonction déterminante est mul t ip l iée par ^ ^ — î . Ce
n'est là cependant qu'une prévision : mais il est facile d'en t i rer den
théorèmes rigoureux.

Soit, comme au n° 49, la fonction génératrice y ( / ) régulière
pour t = o; les valeurs de sa fonct ion coefïiciente û)(^ a) pour x == o,
— i, — -2, —3, ..., nous donnent les coefficients du développement

(1) En donnant à x dus valeurs entières, les théorèmea que noua venoiiB (renoncer nom
ramènent à ceux qu'à donnés rôeôrmnent M. Faber {Matfi. Ànmûen, t, LVIÏ, p. 3;H
et 38i). Les réciproques de ces théorèmes sont connues; ellôs ont été données en 1900
par M. Le Boy {Annales de la Faculté des Sdenceî! de TwUuse, s, U, i. î^ p. 3 { 8 ) . l
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de 9(/) en série de puissances entières et positives de t. Supposons
m a i n t e n a n t que c,o(a:', a ) soi t fonc t ion d é t e r m i n a n t e d 'une certaine
fonct ion '\>{u), en sorte que l'on puisse écrire

( 16 ) G) ( a ' , a ) -= -1—: ^ ip ( ̂  ) ^•T -•1 du

pour les va leurs de x t e l l e s q u e B(^) <^\ ^f é t an t un nombre réel
convenable . Soit m le p r e m i e r nombre de la sui te o, — ï , — 2, —3, . . .
i n t é r i e u r à g : de

w

9 (Q::rr .̂) (.--.-. /^^

o

on déduit, p ( t ) étant un polynôme ent ier ,

Ç(^..,,«)+^'",H«)^;^-^.
/r = fti

La fonc t ion ç (^) est donc représentée, à moins d'un polynôme, par

o^ ^L rj^)j^v / / 2'^:î^ « ^ c ^ — ^ '
ce qui démontre :

a. Ç^o la fonction ç(^) ^^ //^^ branche de fonction analytù/ue régu-
lière dans tout le plan, sauf une coupure faiie de a à I/in fini le long du
chemin d'intégration de ( \ G) ;

b. Que la dù'corUinuile de '? (/) en frane/iwani celle coupure est donnée

/-•^C).
S'il, est permis, dans ( î G ) , de varier le chemin d/intégration entrea

et ce , ces seuls points a et co seront singuliers pour la branche ç(^)
considérée; s inon, ^ ( l ) sera u n i f o r m e et le chemin, d'intégration.
entre a et l ' inf in i sera pour cette f o n c t i o n une li^ne singulière.

( [ ) ('/est une conséquence (rini tJidorèrïie connu (J'Ui':nMrnï : ,S///' (judqucfi poinis de la
iluwnfidcs fonr.l.ior^ (CrcUc, \.. OI, 1 8 8 1 } . l^our le cas pîirliculier aciuel, voir aussi LE Roy,
Mémoire cité, p. 33o<
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59. En particulier, nous avons vu, au n0 4(5, que toute f o n c t i o n ré-
gulière pour^ == oo

^.)^y_^
.^-r4 T,11 1 î

()

est fonc t ion déterminante, et que sa génératrice est une f o n c t i o n
entière de log^ :

^(^^L^^io^^
0

s ingul ière par conséquent pour u = o et a = ce . I l en résulte que, si
dans la série

w

(f(t)-.^/{,,t",
0

les coefficients 4 sont, à partir de l ' indice m, les valeurs d 'une (onc-
tion régulière dans le domaine de n ̂  -x, on pourra écrire ( e u '
changeant x en — x dans les f o r m u l e s des n0" -13 et su ivan t s ) :

( I8) ^ ̂  ̂ ^ 0 "^ ( 'H^) ^'•••••ï du, \\ { ^ ) < — in
^T

et par conséquent ç(/) sera, d'après le numéro précédent, une branche
de fonction analytique régulière dans. tout le plan, sauf la coupure
de ï à oo (1). Cette coupure n'est pas essentielle, pu i sque dans la
formule (18), ^(u) est fonc t ion analytique de u, régulière sauf aux
points ^ = = o et ^'== co . En outre, pour les autres branches de o(n,
que Pon obtient en franchissant la coupure, le point t == o esiévidem^
ment singulier, puisqu'il l'est pour ^f/) .

( 1 ) Ce théorème a été donné presque en mémo temps par M. Lmr, Joum, (h M^th.
s. V., t. V, et par M. U HOY, Mémoire cité. Les théorèmes phtô généraux de M. Le Boy'
donnés aux n08 31 efc suivants de son travail, pouvoni ions ôtro ohtenuH d^no façon an^
logue; ils oxîgent tous, en offel, que la lonclion coefficicine de ^(n Hml mH/loncfion
délerminantc. *


