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LES

SÉRIES DE TAYLOR
ET LA

REPRÉSENTATION EXPONENTIELLE,
PAR M. L. DESAINT.

Dans une série de recherches dont une partie seulement a paru
jusqu ' ic i (Journal de Mathématiques, 1902), j'ai eu plusieurs fois
l'occasion de voir jusqu 'à quel point la représentation exponentielle
des fonctions, c'est-à-dire leur développement en somme d'exponen-
tielles, était in t imement liée à la détermination des points singuliers
des séries de Taylor. Pour expliquer ce fait il suffit de se reporter à
l'application immédiate du théorème de Cauchy, c'est-à-dire à la forme
que ce théorème permet de donner aux coefficients d'une série de
Tavlor*»/

Si l 'origine est point régulier de la fonction/^), celle-ci étant mise
sous la forme

f^)=^w^
on sait que la formule de Cauchy donne immédiatement

A(.)=-r/(i)(^% / -27r^ t \t/

et par suite K(n) se rattache à une fonct ion A(^) admettant le déve-
loppement (ensemble continu) exponentiel

..H,).. _,/•/-!') (-y A,
' / 2TïCj^ t \ t j
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C désignant un contour à l'intérieur duque l /(s) est holomorphe.
D'ailleurs la variable x porto sur des quan t i lés Q^ q u i son! l 'inverse
des affixes des points du contour C.

Déterminer a priori un développement exponentiel de A(^), c'était
avoir la possibilité de déterminer le contour C, lorsque/(.s) n'est
connu que par un noyau taylorien

•A^S^7^'

La recherche du développement exponentiel d 'une fonction donnée
a fait de ma part l 'objet d 'une Note aux Comptes rendus (26 mai 1902).
Dans le Mémoire actuel j 'ai donné la démonstration part iel le des
résultats contenus dans cette Note.

L'étude présente a son origine dans les résultats d ' une méthode
employée par Laguerre, appl iquée par Stielljes, et dont M. Le Roy a
fait usage dans ses recherches sur les PomU singuliers.

Nous considérons la suite

A ( ï ) , A(a ) , . , . , A ( ^ ) , . . .

des coefficients du noyau taylorien

F ( ^ ) = = ^ A ( / < ) ^

comme les valeurs pour l'ensemble des nombres entiers positifs d'une
fonction analyt ique

A(^)

que nouspouvons mêmesupposer entière (BOREL, Mémoire sur les séries
divergentesY II y aura lieu de distinguer immédiatement deux cas :

ï° En remplaçant dans le coefficient A(/z) du développement tay-
lorien donné, n par «r, on obt ient une fonction analytique

A(^);

2° On ne peut obtenir directement une fonction analytique par ce
changement. Alors il faudra construire une fonction entière (x(^)
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prenant pour la suite des nombres entiers positifs, l'ensemble de
valeurs représentées par les coefficients de la série de Tavlor consi-
dérée.

Nous avons séparé ces deux cas par le caractère analyt ique immé-
dia t deA(.r); il suffira toujours queA(;r) soit holomorphe pour les
grandes valeurs de la variable dans une aire contenant la portion de
l'axe des quan t i t é s réelles positives, relative à ces valeurs; le caractère
analyt ique dans le plan tout e n t i e r est secondaire. Les deux cas se sé-
parent ne t tement et les avantages naturels du premier ressortiront
mieux après les quelques considérat ions suivantes.

Qu' i l s'agisse d 'une série de ïaylor ou d 'une autre opération quel-
conque lorsqu 'une fonc t ion n'est connue que par une telle opération
valable dans une aire l imi tée réductible même à un po in t (Laguerre,
St ie l t jes , Poincaré, Borel, etc.) on est amené parla voie du prolonge-
men t a n a l y t i q u e ou par la cons t ruc t ion d'opérations de types diffé-
rents (Borel) ou par idée d 'analogie (Laguerre, Stieltjes), à faire suivre
l ' anneau fondamental d 'une su i te de plus ieurs autres de môme forme
ou .de forme ditTérente; nous dirons que nous avons cons t ru i t une
chaîne.

On peut i n d i q u e r que lques c o n d i t i o n s a priori pour qu'une chaîne
soit b o n n e :

ï 0 Elle devra présenter la p lus rapide extension ; c'est-à-dire que,
pour faire connaî t re la fonct ion, la chaîne devra comprendre le plus
pet i t nombre d ' anneaux possible. Ains i une fonction analyt ique étant
d é f i n i e par un noyau tay lor icn , la chaîne q u i l u i correspond peut être
formée de deux anneaux ; le premier étant la série de Taylor i n i t i a l e
et le second une série de fract ions rat ionnelles ou de polynômes de
MM. Runge, Painlevé ou Hi lber t , valable dans .tout le domaine d'exis-
tence de la fonct ion analyt ique envisagée;

2° Elle devra représenter clairement l 'ensemble des s ingular i tés
sur les formules mêmes de ses anneaux ;

3° Elle devra sat is fa i re au t an t que possible à la mo ind re déforma-
t ion pa ramét r ique ; c'est-à-dire qu'en passant d'une opérat ion à une
autre de la chaîne, les coefficients de la première doivent être mis en
évidence et aussi simpleme^nt que possible sous les signes fonc t ionne l s
f iguran t dans la seconde de ces deux opéra t ions .

Ann. P.c. A'orm., (3) , XX.L — OcTOStni: 1904. ^
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Ceci se présente quand on passe par exemple d 'une in tégra le de
Cauchy î1 la série de ïaylor correspondante ou d 'une série de Maelaur in
i n i t i a l e au développement de Mitta^-Leffler correspondant ; les coefli"
c ien ts d 'un développement (M) sont en ef fe t des fonc t ions l inéai res
et homogènes des coeff icients du noyau taylor ien i n i t i a l .

On pourrai t encore i n d i q u e r d 'autres c o n d i t i o n s intéressantes ; nous
nous arrêterons aux trois premières pou rie t ravai l présent.

Plaçons-nous dans le cashien net où l ep remie ranneau d'une chaîne
est une série de Maelaur in

F^^A^)^;

prendre comme second anneau un développement (M) c'est t en i r
compte a peu près des condit ions extrêmes; mais la deuxième condi-
tion n'est a u c u n e m e n t remplie .

En d'autres termes, il faut l imi t e r la s^éralité de l 'anneau i n i t i a l si
l'on veut avoir une chaîne ou les trois c o n d i t i o n s précédentes soient
remplies. Les représentations tout à, ( a i t générales que l'on c o n n a î t
des (onct ions ana ly t iques (Painlevé, Bunge, Hi lbe r t , e tc^ue sa t i s fon t
pas aux exigences naturel les d 'une bonne chaîne, ' à, cause même de
leur générali té .

Il nous reste à voir comment nous pouvons d i m i n u e r la générali té
de l 'anneau i n i t i a l et quelle forme nous choisirons pour la chaîne af in
de satisfaire p l e inemen t à la seconde condi t ion et aussi b ien que pos-
sible aux deux condi t ions extrêmes en même temps.

Dans ce M'émoire nous prenons comme anneau i n i t i a l une série de
Taylor

F^)=^A(/Q^.

Les coefficients A (/z) se ron td^autan tmieuxgroupésque l'on pourra
fixer immédiatement une fonction analyt ique

A(^)

admettant ces coefficients pour ses valeurs suivant la suite des
nombres entiers positifs. Ce sera là une manière préalable de satis-
faire à la troisième condition»
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Comme nous l'avons déjà rappelé, les travaux de M. Borel ont montré
qu 'une telle fonction A(<r) existe toujours (il y en a d'ailleurs une
inf in i t é ) .

En général, il nous faudrai t construire de telles fonctions. Nous
nous placerons dans le cas où la construct ion est faite d'elle-même,
c'est-à-dire qu ' i l sufïï t de remplacer dans le terme général

A(/Q

n par x pour avoir la fonction cherchée. Cette simplif ication dans le
problème que nous avons en vue est toute naturelle lorsque les coef-
f i c i e n t s A( /z) ne sont pas donnés numériquement .

Tan t que
^A(/i)^

a un rayon de convergence f in i non nul , on peut supposer, sans d imi -
nuer aucunemen t la général i té des données de l 'anneau i n i t i a l , que
cette série a pour rayon de convergence l 'unité, tout en é t an t valable
sur le cercle de rayon un ayant l 'origine pour centre.

Le problème fondamenta l que nous voulons résoudre est le suivant :

Étant donnée la/onction A(;r), en déduire l'ensemble des points .nn-
guliers de la fonction V(^).

Ce problème n'a v r a imen t de sens que si F(-s) est analytique. Nous
supposerons tou t d'abord que le cercle de convergence de F(s) n'est
pas u n e coupure pour cette fonct ion .

Une proposit ion de MM. Pringslieim et Borel montre immédiate-
ment qu'on ne peut supposer K(x) la plus générale possible, sans
que par ce seul fait le cercle de convergence de F(-s) ne devienne une
coupure pour cette fonct ion.

A priori nous ne pouvons supposer A(.z;) tout à fait générale ; cepen-
dant nous avons à nous placer dans des condi t ions préalables asse/.
générales. Il convient de fixer quelques-unes de ces circonstances.

L'ensemble des coefficients

A(i), .... A(^)..
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n'a d ' inf luence vér i table sur l 'ensemble des points s ingul iers de F(^)
que pour les valeurs inf in ies de n. Le po in t à l ' i n f in i de A(.r) doit
donc jouer un rôle essentiel dans la recherche des p o i n t s s ingul iers
de F^)- C'est ce que nous verrons d 'une façon plus précise tout au
long de ce M é m o i r e .

Noua montrerons de quelle manière Us points singuliers de F(^) if orient
du point singulier à l'injini de A(x).

Introduction de la représentation exponentielle générale.

Les pr incipaux résultats relat ifs à celte représentation on t été con-
densés dans une Note des Compte}; rendus (26 mai ï ( )o2) , mais les dé-
monst ra t ions q u i s'y rappor tent n'ont pas encore été données; nous
n o u s y arrêterons donc q u e l q u e s instants après avoir montré comment
une tel le rtvprésentation s ' i n t rodu i t d'elle-même dans la recherche des
points s ingul ie rs d'une fonct ion déf in ie par u n e série do Taylor.

Considérons une fonc t ion analyt ique V Ç z " ) et désignons par C un
contour aussi voisin que l'on. veut de l 'ensemble des s ingu la r i t é s de
cette fonc t ion , sans être i n f i n i m e n t prés de cet ensemble (Journal de
Mathéniatiqueff, K)02), do telle sorte que V ( s ) garde une valeur f i n i e
sur G. Si l ' i n f i n i est point s ingul ier on en approchera a u t a n t que l'on
pourra suivant les d i rec t ions asymptotiques où F(-s) devient i n f i n i e ;
s'il. existe sur le cercle de 1, ' iuflni des arcs sur lesquels F(^) est f i n i e ,
on complétera par ces arcs le contour d'approximation; si ces arcs
n'existaient pas on su iv r a i t le point essentiel a l ' inf in i au moyen d'une
ligne à distance f in ie (cas du pôle).

En faisant usage d'un tel, contour G, deux circonstances se présen-
teront à son égard»

Si l ' in f in i est régulier nous écrirons, pour toute valeur z non sin-
gulière,

FM- ^ fÏli^ ^a'•^^IwJ, t-^ ha?

a désignant la valeur de F(;s) à l ' i n f in i ,
Si rinfini est point singulier^ en faisant usage du contour G modifié
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comme il vient d'être dit, la formule précédente se rédui t à

•r /^_ T fF(^.F(^——f
^raj^^raj^ t

dans ce dernier cas G peut être considéré comme suivant d'aussiprês
(/ue l'on veut les points singuliers de F(^).

En admettant que le premier cas est moins général que le second,
c'est la seconde formule qui nous fournira notre point de départ pour
exposer la" méthode exponentielle.

Supposons que nous cherchions, en nous servant de l 'intégrale
précédente, la série de Taylor qui représente F(^) au voisinage de
l 'or ig ine , autour de laquelle cette fonction est holomorphe.

Nous écrirons dans ces conditions :

f^^-w--
Le coefïicient A(/i) se présente ainsi sous la forme

A(.)=—r^w^
v / 2-KlJ. i Wl-KiJ^ t \t,

La fonction A(o?) s'écrit immédiatement

^ A^^——f^^.
/ 2^J(; t \V

Nous l'obtenons sous/orme d'une somme d'exponentielles.

Dans certains cas d'ailleurs, la défini t ion mêmede/(^) peut con-
duire aux développements exponentiels par série; il en est ainsi , et
dans des condit ions très larges, lorsque/0) est donnée par des séries
de fractions rationnelles, telles que

^-^ (a,$o)
À^a^—s

ou V aA est absolument convergente. La fonction A(x) se met sous la
^ a/, u
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tonne

(3)

L. DESALVr.

A(^v^f±y
^àa/,\af,j

Les développements exponen t i e l s se sont présentés bien des (bis en
d ' i m p o r t a n t e s q u e s t i o n s d'Analyse, comme la théorie des fonct ions
s implement ou d o u b l e m e n t pér iod iques et la représentat ion d ' inté-
grales d ' équa t ions di f férent ie l les par la méthode de Laplace(1) ou par
le procédé des d é t e r m i n a n t s i n f i n i s [méthode de Hi l l , Poincaré,
Bulletin de la Société mathémalu/ue, t. XIV], Ces développements
sont l iés aussi, à, des t ravaux se ra t tachant au calcul, f o n c t i o n n e l dis-
t r i b u t i f (PiNcnmsLE, Math. Anna/en., t. XLIX), Us se sont présentés,
i m p l i c i t e m e n t , tout au moins, en des ques t ions analogues à celles qui
nous occupent dans les œuvres de Laguerre (aussi HEHMÏTK, Cours
lùho graphie) dans le Mémoire de St iol t jes (Anna/es de la Faculté dea
Sciences de Toulouse, ï8c)4"ï8()5), dans le Mémoire de M. Bore/, sur les
Séries di^e/'^enles et dans celui de M. Le Boy ÇA. F. S. de Toulouse, K)OO).
,1e m'étais servi de la méthode de Laguerre dans ma Thèse (1897), et
dans p lu s i eu r s Notes des Comptes rendus,

L'importance des développements exponentiels ne paraît donc pas
douteuse; ou pourra i t dire qu'elle est naturel le si l'on, considère le
rôle considérable tenu par cette (onct ion en Analyse et rempli à beau-
coup d'égards par la propr ié té

o (,:r 4- ^) = 9 (^') 9 (/<')•

A u n e fonction/(^) , c'est-à-dire à un ensemble (C) ou (a/,) de
points s inguliers , correspond un développement exponent ie l (x )
ou (2).

Réc ip roquemen t un développement exponent ie l donné de A(.r) ta i t
connaî t re pour 'F(^) une aire à I / in tér ieur de laquelle cette fonct ion
est holomorphe; l 'ensemble des singulari tés de F(s), en tous cas, se
trouve l i m i t é . Il reste à chercher une approximation qui soit très
avancée, c'est-à-dire aussi bonne que possible, de cet ensemble.

P; PoîNCAlU^ Àimrîcnn </(mr'nal of MathQmaiics ; Piauu), Traité d'Ànaîysc, t. 111.
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D'une maniè re plus précise, é tant donnée a priori'la fonct ion

A(.r),

nous devons en chercher une représentat ion exponentielle (en la sup-
posant possible)

A(^)=^i3,,a-T^

te l le que l 'ensemble (^T;) se rapproche le plus possible de l 'ensemble
des poin ts s inguliers de F(s).

Nous avons di t que nous ne pouvions pas prendre

A.(.-r)

quelconque, qu ' i l fallait en un mot l imi te r la généralité d 'une te l le
fonc t ion ; d'avance, d'ailleurs, nous savons à peu près que le po in t à
l ' infini de A(<r) jouera un rôle exclusif dans la détermination de l 'en-
semble (E) des s ingular i tés de F(s). Nous supposerons donc que (E)
est tout à fait q u e l c o n q u e à distance f i n i e ; il nous restera à d i s t inguer
plusieurs circonstances, de plus en plus générales, du po in t à l ' i n t i n i
dans A(^').

Nous n 'examinerons pas le cas ou l ' i n f i n i est régulier. M. Leau
{Journal de Mathématiques, t. V) a montré que la fonct ion F (s) ne
possède alors dans toutle plan comme point singulier que le points = i.

Le cas où l ' in f in i est pôle ne présente aucune difficulté et se ramène
immédia tement au précédent, en remarquant l ' identité

A(^) == ^,.,^-i-...-+" ^o+ H(^)

où Il(^) est régulière à l ' infini . Comme chacune des séries
co

^bsnsisn
/î==0

représente une fraction rat ionnelle ayant un un ique pôle z=--i, la
fonct ion FO) ne possède encore dans ce cas qu'un point singulier
z = ï dans tout le plan.

Nous supposerons donc que la fonction KÇx) possède un point
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singulier essentiel à l ' i n f in i . Nous envisagerons deux circonstances
pr incipales de cette fonction en ce poin t :

I. La fonct ion A(.z?) est holomorphe à l ' i n f in i dans un angle quel-
conque de 180° au moins , comprenant l'axe des quantités réelles
posit ives.

I I . La fonction A(<r) est holomorphe à F in f în i dans un angle quel-
conque à l ' intér ieur duquel se trouve Faxe des quanti tés réelles posi-
tives.

Dans ces deux cas, nous partons de F axe des quantités réelles posi-
tives. Comme nous pouvons supposer que la série de Taylor

F(^=^A(^^

a un rayon do convergence au moins égala Funité, nous nous plaçons
dans le cas où cette série converge pour ,5=1. Dans ces condi t ions

A(^)

tend Vers zéro à Finlini su ivan t le demi-axe des quant i tés réelles posi-
tives.

Nous partons de là :
A(.^)

tend vers une valeur f in ie (nu l l e même) dans la direction de l'axe X.
des quanti tés réelles positives. Nous pouvons f a i r e quatre hypothèses
principales par rapport à cet axe dont le rôle a priori eM essentiel dan^
l'existence de l'em'ernble-ÇK) des nngidarités F(^) :

i0 11 n'existe aucun angle, si pet i t soit-il, comprenant X, où A(^')
soit holomorphe a l ' i n f i n i .

En envisageant une somme quelconque d 'exponentiel les

ÎW""^

il, est. naturel de considérer ce cas comme étant lo p lus général ;
2° 11 existe un angle f in i comprenant X, ou A.(x) est holomorplie

à l ' infini ;
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^° Cet angle fini est au moins égal à •180°;
4° La fonction A(.r) est holomorphe à l ' infini dans l'angle de 180°

formé par l'axe des quant i tés imaginaires (l 'axe Xse trouvant à l'inté-
r ieur d'un tel angle).

Nous verrons que le premier cas seul peut correspondre à une fonc-
tion ana ly t ique générale; nous arriverons à cette conclusion par
l'étude des trois derniers cas; nous remarquerons que/dans chacun
de ceux-ci, il existe un angle fini comprenant l'axe des quantités
réelles positives où A(;r) est holomorphe à l ' i n f in i ; par suite, dans
chacun de ces cas, // existera un cingle fini, dont le commet S est
,s7/rX, comprenant la portion de X qui s'étend de S à V infini, la fonc-
tion A(^) étant holomorphe à l'intérieur de cet an^le que nous dési-
gnerons désormais sous le nom de secteur d'holornorphisme, par abré-
viation. Il est entendu que la fonction A(;z") est finie et con t inue sur
les deux côtés de cet angle.

Développements exponentiels dans un secteur donné.

Nous supposerons tout d'abord que ce secteur a une ouverture infé-
rieure à. 180°; c'est le cas le plus compliqué. Nous étudierons les déve-
loppements exponentiels, non pas de A(a?) lui-même, mais de —^r~
en vue des recherches présentes sur les points singuliers des séries de.
Taylor.

Soit 0 1/or i f f ine et A le sommet de l 'angle formé par le secteur con-
sidéré.

Vïg. x .

Soit encore l^AI), {fig. i ) le contour formé de deux droites qu i ,
Ann. Éc. jNorm., (3), X.XJ. — OCTOBHE r^. ^
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avec un arc de cercle Ça, de rayon infiniment grand, limite une aire B
à l 'intérieur de laquelle ^ est holomorphe. Kn tout point x de B,
cette fonction s'écrit

M^)-•--._ f A.(Q^ _ï_ r A ( Q ^ _i^ fjMjOj^
""ï2"" ""'îÏïJ^ ^ ( t — x ) + 27rïJ^ ^ (^—.r ) 4~ î'7T7 J^^ (^ -~T)'

La première intégrale est nulle. Il reste les deux dernières. Dési-
gnons par a et fd les arcs mesurant les angles de AD, et de AD,» avec X.

Nous écrirons l'identité précédente

^l^ — -̂ 1 € _Aitl^ _,.. l̂l̂  f «—Mfl̂ L---""•̂ r- — ^7j^ /2 ̂  _. ^^ ^^a' '+" T^ J^ Ts f̂ir̂ ") ^-/^

en posant y/ = î ~ a, p'== î — p.
î-î tî

Lorsque la variable x prend ses valeurs dans K, l'angle 1), ADa étan('.
infér ieur à 180°, la partie réelle de

{x-t)<^

reste toujours positive, i se déplaçant sur Dr
De même la partie réelle de

{x— t)e^

reste positive» i variant sur D^-
On peut écrire dans ces condit ions

/, ()

____î____ — / ^(x^t}^'' du,
(x-t)e^ ^J_

^^•^^-^^^--

La fonction A(^) donnée par l 'identité (i) prend cette nouvelle
forme, D, et D^ étant maintenant parcourus dans le sens D^AD,,

Mf)^ c r^^^idtd^^ f r^-^^d..^ 2ÎT^J»>^-« ^ ^lJ^J^ tt
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Remarquons tout de suite que dans cette identité nous pouvons
remplacer successivement x par tous les nombres entiers positifs
dont la valeur est supérieure à un nombre entier (N — i) supérieur,
ou au moins égal à l'abscisse du point A.

Ce premier développement exponentiel se simplifie dans les deux
cas suivants du secteur d'holomorphisme, c'est-à-dire lorsque ce sec-
teur a une ouverture au moins égale à r8o°.

Notre procédé ne permet pas de donner une représentation expo-
nentielle dans un secteur d^ouverture supérieure à 180°; nous n'envi-
sagerons donc une telle représentation que dans un secteur de 180°,
c'est-à-dire limité par une droite D et un arc de cercle de rayon infi-
niment grand.

Ici
(3=7T~a, P^-^,

A^ - ̂  r r ° e^^'^dtdu^ ~" ̂ uj^ ^ dcau'
Les deux cas d'ouverture d'angle se sépareront dans la recherche

des points singuliers de F(-s).
Si la fonction

A(.2Q

est holomorphe à l'infini dans l'angle de 180° déterminé par l'axe des
quantités imaginaires (quatrième cas), l'identité précédente est encore
plus simple, car, alors : a= -5 a'== o, et

A(^)_ r r r ^ ^ A ^
-^f f^Jn J^

^-i)--llldtdu
X^ 27TÎ.^ j „ ^

en désignant par D une parallèle à l'axe des quantités imaginaires
parcourue de bas en haut.

Ce sont là différents développements exponentiels qui nous seront
utiles dans la recherche des points singuliers des séries de Taylor.

Il nous reste une dernière remarque à faire sur ces développements.
On peut être conduit à des fonctions F(^) très générales par la

fonction
A(^
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lorsque celle-ci se présente sous la forme

A(^)=^A5(^)g.^(^).

les fonctions
Aâ(.r)

appartenant à l 'un des trois derniers cas et les fonctions Bs(.r)
étant supposées développables en séries d'exponentielles quand la
variables prend, des valeurs réelles positives très grandes,

La fonction A(,r) se met alors sous la forme

j? ûQjt, v, À)Aô(,r) e^^^
»5,iA,V,).'

el conduit à un. développement exponent ie l par intégrale et série. Si
l ' une des fonctions A ^ ( x ) a d m e t t a i t un pôle à l ' inf in i , le développe-
ment

^A,s(.r)B8(^)
deviendrait

Y a ( ̂ , v, ), ) ,^As ( x ) (^^^\

As ( x ) rentrant dans l'un des trois derniers cas de représentation
exponentielle.

Considérons a nouveau la fonction

F(^=^A(n)^.

Nous nous proposons de déterminer les points singuliers de cette
fonction, dans l ' un quelconque des trois cas suivants :

ï° Le secteur d'holomorphisme de A(œ) est fini (non nu l ) mais
inférieur à i8o01;

2° Ce secteur est d'ouverture au moins égale à, rSo0;
3° Ce secteur comprend le demi-plan à droite d^une parallèle à

l'axe des quantités imaginaires.
L'introduction des développements ^ exponentiels qui précèdent

permet de le faire simplement.
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Prenons tout d'abord le premier cas. Il donne lieu à l'identité

A(.z") e1^ r r° A.(f} e-1^ r r° • p A m-^-^.U^^''''^^^^
applicable aux entiers /;, supérieurs ou égaux à l'entier N. Aussi

F(^)=]^A(»)^

= ^fj'^-"-'^"'-
-.^ifj-^-'^^

il ==- N 3 00

N — l-+- s^^^0^-
0

I/identité précédente se transformera de la manière suivante :
N-1 . , ^,0 / °° \

F(5)=VA(^)^+^. f f ( V^^^"(-^^)^^~/)^ W-dtdu
o t/ï^-8 \^N / /

+ ̂ 1, f f ( V ,,2 ̂  ̂  (. - N) <-1?' ^ ̂ . (N - .) e-^ A^) ̂ ^ ̂ ^^
3 7I /' ^1) -/ c. \ —d / /

a '" \ ^ /

Les deux sommes qui f igurent sous le signe d'intégration peuvent
se mettre sous la forme

<o w

^^n^^)îzneurt^ ^z^in^'Ny^ze^'y1

ft o
W ' OQ

^'2( n ̂  ̂ Y^61'^ == ̂ Sc^ "+- N)(J (l^^"''l"rt")/s

0 0

c'est-à-dire respectivement

cp(^ ^)=,^

,̂ a)=^

«̂ 2̂ '!"!̂  N2 ^^^'^(r-^^g^'"') 1
^^^^^ ^ -̂ -̂ ^ -h —^-T^^.-y-" J

aN-SÊ'^^ • N2_ ^^^^"^(j ^^e"^')"^^^^ ̂ ^^^ ̂ ^^^^^^
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Ces fonctions ç(^, u), ^(-^ ?/), quelle que soit la valeur négative
de u, finie ou inf in ie^ n 'admettent respectivement pour une valeur
donnée de u que les points

i — ze111' = o,

ï — z e ^ " " ^ ' = : o

comme points singuliers.
Or la fonction F(^) prend la forme définitive

N - - I . ^ ^ ^

F(5)=:VA(^)^ r t+^. f f o(^,/Q^^-^-"' ^^dtduÂHeà ^^^ Jj^ ,7,,̂  ^

^ ̂ j^f^ ^^^——^'A^^^,

Le second membre donne une représentation de F(^) valable dans
le plan en dehors des deux ensembles de points

ï — ze1^' = o,

i — se^^'^o.

u variant de o à "•••- co. Ce sont deux arcs de spirale logarithmique par-
tant du. point ^ == i^ I7un de ces deux arcs, comme nous le montre-
rons, est toujours à l'extérieur du cercle de rayon u/'i,

En dehors de ces deux ensembles de points, la représentation pré-
cédente de F(^) est toujours valable; il suffit de remarquer que la
partie réelle de

(N—/)^ ( /sur DJ
et de

( N — / / ) < r ^ ' {k sur 1)2)

est toujours positive; comme u reste négatif,

^(N. .•"•/)<•"

et
( i (^ — /) <r* '̂

restent finis pour toutes les valeurs de u et de t ici, et, tendent vers
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zéro à la manière de e^/((/c > o) pour u inf ini . Enfin

A{6)

t2

admet l ' infini comme racine d'ordre au moins égal à deux. Les deux
dernières intégrales doubles n'auront donc aucun point singulier en
dehors des deux arcs de spirale que nous venons d'introduire et dont
les équations en coordonnées polaires sont

0 "~~ g^cot a/

p:^~g-h)COt{3'

avec
0) ==—USÏÏÏ^ (û>«^>—os)

pour le premier arc de spirale et

o =: u si n Ç)' ( o > ii ;> — co )

pour le second.
Plaçons ces deux arcs de spirale par rapport au cercle de rayon un.
Voici les différents cas que l'on peut envisager ici, sous la condi-

tion a -+- p <^ TC :

10 çc>î alors (3<î. ^ ^-^a^o, î^^o;
2 ' 3 2 2 "

2<> a-^ (3<î a^o, ^>^>o;
<? , 3 2

3o ^<î. yvcc (3<-^ ^>a'>o, !>^>o

4° a<^ (3=:^ ^>^>o, P^o
2 • 2 2

5^ ^<î- (3>î ^>^>o, r^<^<o.

Dans le premier cas v! < Oy P'> o, a > ̂  rare A^ de spirale

p == <?()')cot•ar
i . , (o>f^>—œ)
6)==— u sina'

est décrit dans le sens négatif à l'extérieur du cercle de rayon un. Le
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second arc Aa de spirale
^ —— „ (rtrotf-! '
P-' . (0>«>-W)
r,r=: M Slll (3

pst décrit dans le sens négatif à l 'extérieur aussi du centre de rayon
,m. Adis tance f in i e la fonction n'admet de points singuliers que dans
u n e aire p a r t a n t de z = t et limitée par les deux arcs de spirale A,
et A, (fig. 2).

Fig. :'..

Considérons le second cas. Le premier arc A. se r é d u i t e la partie-
dé l'axe desquinililés réelles posit ives qu i s'étend de s = i hz ==+"»,
comme on le voit en par lan t de la d é f i n i t i o n in i t i a le de cet arc

avec
oc ':"- o,

si le second arc A, est décrit ÇJig- 3) dans lc scns o 0 ^ 1 1 ' 1 ' ( ' 1 1

dehors du cercle de rayon un. La droite A< rencontre l'arc A, en un

point P et la fonction F(s) n'a aucun point singulier dans l'aire l'uni tée
par l'are de spirale A, et lapor t ion AP(OA= i )de l'axe des q u a n t i t é s
réelles, i - i < <

Dans le troisième cas, les doux arcs A. et A^ se déroulent tous
deux a l 'extérieur du cercle de rayon un, (nais en sens contraire .
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La fonction F(^) Ç/ig. 4) est holomorphe dans l'aire l imitée par les
deux arcs de spirale A, et A^ arrêtés à leur premier point de ren-
contre P.

Fig. 4.

Le quatrième cas admet une dégénérescence analogue à celle du
deuxième cas; l'arc Aa se réduit à la portion (i . . . -+-co) de l'axe des
quant i tés réelles. L'arc A, se déroule dans le sens posit if à l 'extérieur
du cercle de rayon un-, en arrêtant cet arc à son premier point de
rencontre avec l'axe X on détermine une aire où F(^) n'a aucun
po in t s i n g u l i e r .

Le c i n q u i è m e cas est analogue au premier, mais ici les arcs A,
c t A ^ se déroulent tous deux dans le sens positif; limités à leur pre-
mier point de rencontre z == i, ils déterminent une aire où F(^) est
certainement holomorphe; cette aire se compose du plan moins Faire
en forme de ruban dont les bords sont A, e tAa , analogue à celle que
nous avons figurée plus haut.

En résumé, la fonction F (^) na jamais qu'un point singulier z= i
sur son cercle de convergence quand le secteur d9 holomorphisme de f ( z )
a une ouverture finie Çnon nulle) et l'on peut obtenir son prolongement
analyt ique dans une aire comprenant le cercle de ravon un, cette aire
é tan t l i m i t é e par des arcs de spirale logarithmique.

Si petit que soit l'angle (comprenant l'axe des quantités réelles posi-
tives) dans lequel la fonction

A(^)

est holomorphe à l'infini, la fonction

F(^)=:2A(/Q^"

n admet pas son cercle de convergence comme coupure, tant que cet angle
nest pas nul.

Ann. Éc. Norm.f (3), XXI. — OCTOBRE 1904. 55
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Considérons le second cas, l'ouverture cla secteur d'holomorpbisme
étant au moins égale à 180°. Nous supposerons tout d'abord qu'elle est
exactement égale à deux droits.

Nous partons du développement exponentiel

^^=^rf\-(^^^
X1 a7uj J^ ^

Les deux cas d'ouverture d'angle se sépareront dans la recherche
des points s ingul ie rs de la fonc t ion F(^) d é f i n i e par la série de Taylor
correspondante :

F(^)=:^A(/Q^.

L' iden t i t é précédente qui déf in i t : A(.r), é tan t valable pour toutes
les valeurs entières de x supérieures ou au moins égales à l 'entier N,
cette (onction F(js) s'écrira :

N"1 1 1 ' "1 1 . , w , ,o
F ( ^ ) = V A ( / Z ) ^ + ^ a - V f f ^z'^^-^ A00 dtcùi

ÂsuA '27T/- -•« J^J yy ^
0 //.-N

que nous transformons immédiatement ainsi :
N •"••"•l . , , ,o

F(^=VA(n)^+^^ f f ̂ ^u^-^^^dtdu
•M -'-7U JbJ^ i

avec
, , ^ze1^' N ^ ^ ( ï ^ z e 1 1 ^ )

ffi ( f 1 1 \ •••-— •" ^^,. ^ f ^ ^^ .̂»««_««, .1 1 1 •o(,, a)^ ^_^^.^ 4" ̂ ^^ f- ̂ ^^^^

La fonction ç(^, 11), que l le que soit la valeur négative f i n i e ou in-
finie de Uf ne devient i n f in i e que pour la valeur de ^ :

La dernière ident i té donne a ins i F(^) par une représentation va-
lable pour toutes les valeurs de-s en Idehors de l 'ensemble de p o i n t s
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u prenant cette fois toutes ses valeurs réelles et négatives; il suffirait
pour le montrer r igoureusement de reprendre la même discussion
que nous avions déjà faite dans le cas précédent de représentation
finale.

La fonction F(^) a donc ses points singuliers sur l'arc de spirale
0 == Éî^OtCC'

extérieur au cercle de rayon un. et partant du poin t s == i de celui-ci.
Cette spirale est décrite dans le sens positif si a'>o, dans le sens
négatif si a'<< o.

Nous pouvons étudier aisément le cas où V ouverture du secteur cFholo-
morphùme clé A(<r) dépasse ï8o° : la/onction F(^) n admet quun
point singulier à distance finie.

11 ne peut se faire ici qu 'une réduction des singularités précé-
dentes d'après la méthode même que nous avons employée. Détachons
du secteur D,A1:L le secteur D^AD\ {fig. 5) d'ouverture égale à 180°

et faisons varier ce dernier secteur depuis sa position imtale D,AD^
jusqu'à sa posit ion finale I),AD^ par une rotation égale à (a -+• (î — TC).

Les points singuliers de F(^) ne pourront se trouver que parmi les
points communs à toutes les spirales

p^^œcota'^

a' variant de î — a à ̂  — ^ c'est-à-dire pour un ensemble continu de
valeurs de a'. Or, il est évident que ces spirales n'ont qu'un point
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commun z == i (a» ==o, p == i) à distance finie. La fonction F(^) admet
un seul point s ingul ier à distance f in ie z == i dès que l 'ouverture du
secteur d'holomorphisme de A.Çx) dépasse 180°.

Supposons que le secteur d'holomorphisme de A(^) soit formé
d'un demi-plan l imité par une parallèle à l'axe des quan t i t é s imagi-
naires, ce secteur s 'étendant du côté de l'axe des quan t i t é s réelles
positives. C'est un cas part icul ier de l 'étude qui précède; il corres-
pond à a'=== o ou a== 7r et constitue un cas de dégénérescence inté-
ressant. Nous avons vu que la fonction F(^) a ses po in t s singuliers
sur la spirale

p zr: e^(>ota/

sous la condition a'^o, c'est-à-dire a^ 7T--

I c i a== ^ (a/==o); la spirale précédente se r édu i t à la partie de
l'axe des q u a n t i t é s réelles posit ives qui s'étend de z -^ i à 4" a;.

A. ce sujet, je rappellerai une remarque faite dans un Mémoi re sur
les points singuliers des séries de ïaylor (Journal de Mathànaiùfwa,
1902); elle consiste dans le t a i t su ivan t :

Lorsc/uon cherche k s points singuliers d'une fonclio n donnée par une
série de Taylor Ça rayon de convergence cui moins é^'al à un) en tirani la
connaissance de ses points singuliers de la fonction

A(.r),

il arrwe que, pour des circonstances nombreuses et intéressantes de cette
forme, la fonction considérée a tous ses points singuliers à distance finie
sur l'axe des quantités réelles. ( Page [\!\6. )

L'explication que j 'en donnais se rattache à l'énoncé même des
théorèmes exposés dans ce Mémoire; une autre explication est pos-
sible dans le M.émoire présent après l'étude du. dernier cas de dégéné-
rescence que nous venons de fa i re ; on peut la donner de la manière
suivante :

Etant donnée une fonction analytùfue

F(5)=2A(/0.^
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si la fonction
A(^)

est holomorphe à l'infini dans un secteur clé 180° formé du demi-plan à
gauche de l'aoce des quantités imaginaires, la fonction F (s) a tous ses
points singuliers à distance finie sur l'axe des quantités réelles positives
étendu de z = i jusqu'à l'infini,

En faisant usage du théorème de M. Hadamard, les résultats qui
précèdent sont susceptibles de montrer jusqu'à quel point l'ensemble
des points singuliers d'une fonction analytique F(^) donnée par une
série de Taylor

F(^)=2A(/.)^"

est défini d'une manière imprécise par la forme du coefficient

A(^).

« Etant donnée une fonction analytique

V^)=Ia(n)^,

on ne change pas son ensemble de points singuliers, à l'infini près, en
multipliant le coefficient

a{n)

par une quantité de la forme
A( /z )

où A(<r) est holomorphe à l'infini dans un secteur d'holomorphisme
d 'owerture supérieure à ï 80°, la série

IA(/i)^

n étant d'ailleurs pas entière. »
La fonction

F^)=2a(/ i)A(^)^

a pour points singuliers ceux qu'on obtient en multipliant chaque
point singulier de

F(;Q=r2o(^
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par l ' un ique point ; s ingul ier z= i (^ ==co étant réservé) de

/ (^)=.2A(/Q^.

D'après une des proposi t ions précédentes, la f o n c t i o n /(-s) pos-
sède, à distance f in ie , un seul point s ingul ier au plus, ^== T ; et d'ail-
leurs ici elle le possède puisque cette fonct ion n'est pas entière.

I l resterait à just if ier le point suivant :

Une fonction
A (.7;)

peul'elle être holomorphe à l'infini dans un ^^c/e^rrf'o^t^m/T^^^/^r^^/^^^
à ] 80° ai la fonction

f{z)-^^{n)zrt

nêtre pas entière?

La réponse est simple. Si,/(^) est entière pour une forme de A(^),
posons

B(.T)=A(^)+^;

la fonction B(<r) est holomorphe à l ' i n f i n i dans le même angle que
A(^), et

/(,:Q=2B(n)^ • i

admet z = î comme point singulier.
La proposition qui précède peut se compléter par la suivante :

Étant donnée une fonction analytùfue

F(,^=2a(/Q^,

on ne change pas son étoile (a r infini près) en multipliant le coefficient

a(n)
par ta quantité

A(^),
où

A(^)

est holomorphe à F infini dans un demi-plan limité à gauche par une
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parallèle à l'axe des quantités imaginaires, la série

ÎA{n)^
n'étant pas entière.

La démonstration qu'on aurait à en donner est tout à fait analogue
à la précédente; il conviendrait d'appliquer le théorème de M. Hada-
mard combiné avec le cas de dégénérescence de l'étude qui précède.

Il est aisé, avec les résultats auxquels nous sommes arrivés dans
ce Mémoire, de généraliser les deux théorèmes principaux d'un tra-
vail antérieur ÇJournal de Mathématiques, 1902).

Le premier de ces deux théorèmes (p. 435) s'étendra delà manière
qui su i t :

Sou F (^) une /onction donnée par une série de Taylor

V^)^la(n).^,

valable à l'intérieur d'un cercle de rayon supérieur à i et soient

Ai W

A^1)

des fonctions holomorphes à l'infini dans des secteurs comprenant l'axe
clés quantités réelles et d'ouverture supérieure à 180°.

AÏ lu fonction de p -+-1 variables

f{^,y, u, • • • ? w)

est holomorphe au voisinage de l> origine Çœ = o, y s== o, .. ., w == o), la
fonction

<!>(.) ̂ /[.W,^,..., ̂ p (,>,)

n'a pas d'autres poinis singuliers (sauf z == i, k^ k2,.. » et co) que les points
obtenus en multipliant entre eux, de toutes les manières possibles, les points
singuliers de F(^) et en prenant les homothétiques des points obtenus
dans le rapport de ï à /c, /c'\ ....
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La seconde proposition (p. 431) se transforme ainsi

Etant donné un nombre quelconque de fonctions

Fi(^)=:2a,(/z)^,

¥,^)^Sa,(n)z11,

F,(z)^ïa^n)z^

valables à l'intérieur d'un cercle de rayon supérieur à F unité, et soient

Ai(^),

A,(.r),

({fonctions liolomorphes à U'in/ini dans des secteurs comprenant l'axe
des quantités réelles et d9 ouverture supérieure à :ï8o°.

AÏ la fonction de p + q variables

f^^y, • ' ^ w)

est holornorphe au. voisina ffe de l'origine («y = o, y — o, ..., w "̂r ()Y la.
fonction

<I»(.)---^/^(n), ...,^(n),-^,^ ...^A^Q- ^ ^^ ̂

na pas d'autres points singuliers (saufz== i, /*, k\ ... et oo) que les points
obtenus en multipliant entre eux de toutes les manières possibles les points
singuliers des p fonctions

F^), .... F^),

et en prenant les homothétiques successives dans le rapport de ï à k des
points ainsi formés

Remarque. — Si les fonctions

F,^), ^, F^)
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ont tous leurs points singuliers réels, la série deTaylor

^^)--^f[^), ̂ C.),^ •••^p ( A - > , )

a tous ses po in t s singuliers ( sauf^= ^) réels aussi.

Étude d'une singularité essentielle.

Les résultats que nous avons exposés ici ont fixé les rapports qu ' i l
y avait entre les circonstances d 'un poin t singulier essentiel et les cir-
constances d'un ensemble de points. Nous sommes partis du point
singulier essentiel à l ' inf ini de

AW

pour about i r à l 'ensemble E des points singuliers de
V(^)==SA(n)z!l.

Par la méthode que nous avons employée, les qualités d'un point
s ingu l i e r essentiel se t rouvent développées sur un ensemble de
po in t s E. C'est là cer ta inement une remarque qu'il convient de faire
en vue de la théorie générale des fonctions, l 'étude d'une singulari té
essentielle é tant toujours di t ï ic i le et les théorèmes généraux qui s'y
rapportent assez rares,

La méthode de représentation exponentielle et ses applications aux
séries de Taylor const i tuent un procédé d'étude intr insèque du point
s ingul ie r essentiel d'une fonction.

Nous venons de rappeler que les propriétés du point essentiel de la
fonction

A(^)

se trouvent appliquées sur un ensemble de points ïî d'une fonction F (-s)
donnée par une série de Taylor. Or des méthodes différentes de la nôtre
fixent des propriétés de l'ensemble E, et, par suite, les propriétés corres-
pondantes du point singulier essentiel de

A(^),

d'après la donnée de l'ensemble dénombrable

A(/Ài), A(/^), ,.., A(n), ... (^/<o)
^l/m, P.c» Norm^ (3), XXL — NovEynn.E 1904. yo
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des valeurs clé A.{x) pour les grandes valeurs entières et positù^s de la
variable.

La propos i t ion suivante est a ins i le point de départ de nombreuses
proposi t ions sur l 'existence d 'une fonction autour d'un de ses poin ts
singuliers essentiels :

Etant donnée une fonction
h{x)

a, dmel tant l'infini comme point A'in'ffulier essentiel^ mais restant finie pour
les grandes valeurs entières positives de x :

i ° Si la fonction
F( .G;^ZA( /<)^

admet un point singulier à dis tan ce finie en dehors de z == i, la fonction
A(.'^*) admet, autour de l'axe X des quantités réelles po'silices, un. sec-
teur d'hol()rnorphisnie d'ouverture au plus é if aie à ï 60° ;

2° Si F(^) possède parmi .w points singuliers deux points non situés
sur une même spirale partant du point z ̂  î , la/onction .h.(x) possède
autour de X, un secteur d'h(>lomorphisrne d'ouverture inférieure à ï;8o°;

3° Si V (r;) possède, sur le cercle de rayon un, des points singuliers dif-
férents de z -.=: ï , la ^fonction A (a?) n'admet autour de X aucun secteur
d'holomorplusme d'ouverture si petite soit-elle.

Remarque. "— II c o n v i e n t de re ten i r que les spirales, -dont il est ici
quest ion, sa t i s font aux condi t ions p == e^\ p > ï , et que ces condi t ions
sont suffisantes poar les définir .

De la première part ie de ce théorème général on peut déduire avec
fac i l i t é le corollaire suivant :

Lorsqu'une fonction.
A(^

présentant l'infini comme point singulier essentiel, prend, pour les grandes
valeurs entières posais de la variable, l'ensemble dèrwmbrable de valeurs
représentée}! par

A(ni)^(r~!xna{n'),

a (^) restant jinie et non nulle (a étant un nombre à partie réelle posi-
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tiye), celte fonction admet autour de l'ave X un secteur d'holomor-
phisme d'ouverture au plus égale à 180°.

Il sufllt de remarquer que la fonct ion

F(.s)==IA(/0,^
^

admet certainement le cercle de rayon e^^ï comme cercle de con-
vergence, et, par suite, possède sur ce cercle au moins un point sin-
gulier.

La seconde partie du, théorème général, dont nous venons de faire
usage, admet ce corollaire :

Quand une fonction
A(.r),

qui admet V infini comme point singulier essentiel, prend, pour les grandes
valeurs entières etpositives de x, l'ensemble de valeurs

A(n) == ̂ --^-/'^ Ai {n} -4- e--^'^11 A^n) 4- e-^aÇn),
ou :

1° a ^> u ̂ > r ^> o, î\ u, a étant des nombres réels ;
2° a (n)^ A^ (^), A^(/z) restent différents de zéro à rin/ini;
3° a(xY Ai(.T), A.^Çx) admetlent l'infini comme pôle ou point ré-

gulier, Si
S -+- 2Â'7T -.;„ V •4- 2Â'i7r
——————— ^- ———————— ?

/" • //

la fonction K(x) admet autour de Vaxe X un secteur d'holomorphisme
d'ouverture inférieure à 180°.

Nous construisons la fonction

F(^)=2A(n)^" .
Elle s'écrit

F(^) =^6>--î/'- l-(•<>')?Al(AQ,3"+ 'Le-~^lvllt•A^n')zn-+-Ie~a^la(^l)^^

Les deux séries
/l(5)=:26--^••+-^WAl(/^)^^
f^z) == ̂ ^^A^)^
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ne peuvent respectivement admettre, d'après le théorème fonda-
mental de M. Hadamard, que les points singuliers

^WA- Q^ ^iv^

elles les admettent d'ailleurs, puisque A^( /z ) et A^) sont différents
de %éro et que, par suite, pour/i (s) et/^(s) les eerôles de rayon

e1' et (^

sont cer ta inement cercles de convergence.
Les deux poin ts

^-IS ^ (^-^\

a cause des conditions
.y -h '2 Â'TT -„„ ^ + 2 /."| TT

/ /> /*> €>, »»-——^——— ^ .̂.—-.-——.—.- ,

sont situés au delà du cercle de rayon un et n 'appar t iennent jamais a
une même spirale issue du point z == f ,

Quan t à la fonc t ion
f,(s)=:ïe-^aW.

comme elle admet pour cercle de convergence un cercle de rayon au
moins égal à

^S

et, par suite, supérieur aux modules de
çr^is ^ ^iv

les points singuliers de^(s) ne peuvent se réduire avec ceux de
y,^) et./;(>). < . ' . .

La fonction F(^) admet certainement comme points singuliers

e^-^ et c^"^;

ces deux points n'étant pas sur une même spirale issue de s == :r, la
deuxième partie du théorème 'général auquel nous faisons appel
montre que la fonction

A(^)
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ne peut admettre autour de X qu'un secteur d'holomorphisme d'ou-
verture inférieure à 180°.

La troisième partie du théorème général admet ixïi corollaire dont
renoncé est bien simple :

Lorsqu'une fonction
A(^)

admet l'infini comme point singulier essentiel, A(z2) restant .fini ou
n'ayant, pour n infini, réel et positif, qu un pôle ou zéro d'ordre fini de
multiplicité, si

^^A
A(/0

admet une limite différente de un lorsque n augmente indéfiniment, la
fonction

k{x)

n'admet autour de l'axe X aucun secteur d'holomorphisme d'ouverture
finie, si petite solt-elle.

Il nous suffira de considérer la fonction

y(z)^lA(n)zlt.

Elle admet le cercle de rayon un comme cercle de convergence; or,
d'après une proposition de M. Fabry, le rapport

A(^-M)
A(^)

tendant vers une limite x^ le point x^ est singulier. La limite a?o
élant différente de un, la fonction F(-s) possède, sur le cercle de
rayon un, ce pointa différent de oc == i. D'après la troisième partie
du théorème général qui précède, la fonction A(^) n'admet autour
de X aucun secteur d'holomorphisme d'ouverture finie.

Le dernier corollaire auquel nous venons d'arriver rattache l'étude
intrinsèque du point singulier essentiel au théorème de d'Alembert
sur les séries, et ramène des questions de la théorie générale des fonc-
tions à des propositions d'Algèbre élémentaire.
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Ainsi toute fonction q u i prend, pour les grandes valeurs entières

positives de la variable, la sui te de valeurs

(~^
n

n'admet à l ' inf ini , autour de X, aucun secteur d^Iiolomorphisme d'ou-
verture f in ie si petite soit-elle.

Nous pouvons élargir cet exemple :

Lorsqu'une fonction
A(,r)

prend, pour les grondes valeurs positives entières, la suite des valeurs

(-^/( n),

où f(n) est une fraction rai tonnelle de n, la fonction

A(.:z') .

n admet autour de l'axe X aucun secteur d'holomorphisrne d'ouverture
finie.

Cette dernière proposition n'est elle-mêrne qu /un cas part icul ier
d'un théorème plus général :

Quand une fonction
A(^)

prend pour les grandes valeurs entières positives de la variable la suite
de valeurs

A.{n)=^nk^f(n) (/. entier),

x^ étant une imaginaire de module un, et f{ri) tendant vers une limite
pour n infinie cette fonction

A(.'r)

n admet autour de l'axe N aucun secteur d'holomorphisme d'ouverture
finie.

Les quelques propositions qui précèdent permettent de préciser un
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peu la nature d'une fonction au voisinage d'un point s ingulier essen-
tiel quand la fonction considérée est connue par un ensemble dénom-
brable de valeurs qu'elle prend le long d'un rayon qu i about i t au
poin t s ingul ier essentiel .

Jusqu'ici ce rayon était l'axe X des quant i tés réelles positives. Une
t rans format ion é lémentaire permet t ra i t de faire une pareille étude
quand la fonction est donnée par un ensemble dénombrable de valeurs
sur un rayon quelconque.

Il y a un po in t d ' importance capitale à signaler pour résumer la
dernière partie de cette étude relative aux singalarités essentielles.

Nous avons la possibili té de traduire, au moyen des trois proposi-
t ions fondamentales qui précèdent (p. 442)? ̂  théorème re la t i f aux
po in t s s ingu l ie r s des séries de ïaylor, en un théorème relatif à l'exis-
tence i n t r i n s è q u e d'un poin t s i n g u l i e r essentiel.

I l convient de plus de faire la remarque su ivan t e : dans certains
problèmes d'interpolation générale dont M. Borel a donné la solution
('Mémoire ^ur les séries divergentes'), il s'agit de trouver une fonction
prenant des valeurs données pour un ensemble donné et dénombrable
de valeurs de la variable, qu'on peut supposer se réduire à l 'ensemble
nature l i , 2, ... , n , . . .. La fonct ion ainsi définie est indé te rminée en
ce sens que le problème d'interpolation générale qui précède com-
porte u n e i n f i n i té de solut ions. Cependant, toutes les fonctions pre-
nant les mêmes valeurs pour la sui te des nombres ent iers i , 2, ...,
/2, ... peuvent-elles se rattacher entre elles par u n e propriété com-
mune , par exemple d'après leur existence à l ' i n f i n i ?

Les théorèmes qui précèdent répondent par l'afFirmadve et don-
nent une propriété qui leur est commune, d'après les valeurs

A(n)

que ces fonct ions prennent pour les nombres de la sui te 1 , 2 , . . . , ^ .
Enf in , pour résumer ce travail, remarquons à sa base la décompo-

sition d'une s ingular i té essentielle complexe, en une somme (ici en-
semble c o n t i n u ) de singularités essentielles élémentaires (exponen-
tielles); mais nous n'avons effectué qu'une décomposition élémentaire
aréolaire (par/onctions admettant un secteur cV holomorphisme non nul
autour c/eK).
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Il resterait à faire, sur un rayon X, dans le cas d'un secteur d'hdo"
morphisme nul, la décomposition de la singularité essentielle corres-
pondante en une somme de singularités élémentaires (exponentielles à sec"
leur d'holomorphisme nul ou non nul autour de X), et les résultats les
plus généraux de la théorie des points singuliers des séries de Taylor
se trouveraient en rapport intime avec l'existence profonde d'une
fonction autour d'un point singulier essentiel.

Nous n'avons pas encore assez d'éléments à l 'heure actuelle pour
entreprendre une telle recherche.


