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RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ,
PAR M. P. DUHEM.

DEUXIÈME- PARTIE.
LES MILIEUX VITREUX PEU DEFORMES.

CHAPITRE I.
ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN MILIEU VITREUX FAIBLEMENT ÉCARTÉ

DE L'ÉTAT INITIAL.

I, — Équilibre d'un milieu vitreux faiblement écarté de l'état initial.

Les c o n s i d é r a t i o n s développées dans la première Partie de ce-s
lîecherclies nous m o n t r e n t de q u e l l e maniè re on peut logiquement
met t re en é q u a t i o n s les problèmes relatifs à l 'équilibre et au mouve-
ment d 'un m i l i e u v i t reux. Mais cette mise en équat ions , fort compli-
quée d 'ai l leurs, est plutôt f igurée qu'effective. A chaque instant, nous
avons f a i t f igurer dans nos équat ionsdes quanti tés tel les que cr,, 0-2, 0-3
ou. que les ̂ , ^, &/; or, pour obtenir ef fect ivement les expressions
de ces q u a n t i t é s en fonct ions de ^, T|, ^ et de leurs dérivées par rapport
à a, h, c, il f a u d r a i t au préalable résoudre l 'équation (1:0) de la pre-
mière Partie, q u i est une équat ion complète du trois ième degré par
rapport à la variable S.

C'est donc seulement dans cer ta ins cas particuliers où l'on aura,
par.des" hypothèses convenables, grandement s i m p l i f i é l e problème,
que l'on pourra parvenir à une mise en équations effective de ce pro-
blème,
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Nous allons aborder, en cette seconde Partie, un cas par t icul ière-

ment simple que nous déf ini rons de la manière suivante :
i° Les actions, tant in tér ieures qu'extérieures, sont newtoniennes;
a0 Les quant i tés S;, T], '( et leurs dérivées partielles de tous les ordres

par rapport à ^ a, b, c sont assez petites, en tout po in t , pour que l'on
puisse, dans les calculs, les traiter comme des i n f i n i m e n t petits du
premier ordre.

Dans ces condit ions, les égalités (8) de la première Partie deviennent

0)

[ _ à'c, _ r)rj à'Ç
|61^^ ^-j^ 53-^

1 àri (K (YÇ à'c, _ à^ an
{ y1^ Je 4 W 72= Ja + 'Je' y^ 'àb ̂  Ja'

tandis que l 'égalité (4 bu) de la première Par t i e dev ien t

^ (h <K .,
( ^ ) CO — l = s, 41- £3 -h £» == -. - 4- •"TT -+- -1.-1- ̂  y.' on. ûb (fc

Les égalités (27) et (^8) de la première Partie ou bien encore les éga-
lités (3o) de la même Partie donnen t

() Si ^ ,. û Sri ^ ., () rîÇ
^, 0£,=1),-=^., Oc-3=I),=..^,

^ g (/ uc ^ . < y u ̂  ^ .. _ u us
Ô£^ •"= l.J^ —„: ——— 5 OÊ;} = 1^ ̂ :: —.—1 5 Qgg == i/;( =„., •1--.^- 5

^ ,, <) OYj () ÔÇ
ay,=2G,=^...-+^,

(^ ^ /.,, à S'Ç à S'i073 :=: a ba :•- -• c/a ()c
, . p r) ô£, ^ à 8^\ oy^rr: 3<ï.==: " . y - 4- —— •\ ' à h à Ci

Dans le développement de la fonction <î> su ivan t les puissances crois-
santes de £ < , s^, £3, y^, y^» Tîp arrêtons-nous aux termes du second
degré par rapport à ces variables. La fonct ion <Ï>, devant dépendre
exclusivement de T et de «L, L, J;p devra être indépendante de Jg , du.
premier degré en J^ et du second degré en J^, sans conteni r le pro-
duit J < J a ; nous aurons donc

(D=:ç , ( ï )4 -9 i (T)J^92(T)J Ï4-^(T)J ,
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ou, selon les égalités (19) de la première Partie,

(4) ^=?o(T)+9i (T)(£^£24-£3)+92(T)(£,4-£2 -h £3^

4-492(T)(£2£3+£.^ l -^£ l^)—?2(T)(yî+7l+y ^J•
Posant

( apo[?. (T)+^(T) ]=A(T) ,
/ • ï p , , 9 ^ ( T ) — — M ( T ) ,

nous pourrons écrire

(6) p , ( I )=p,yo(T)+p,o^(T)(£^4-£2+Ê3)^^A(T)(£ i4-£2+$3) 2

+Î .M(ï ) (a£Ï-hâ£|+2£^yt+yJ4-y j ) .

Les égalités (45) de la première Partie deviennent alors

p,^~_p,^ (T)—A(T) (£ i4 -£ ,+£3)—-2M(T)^ ,

377

p^^,- ,_p^^(T)_A(T)(£ i -+-£,+£3)—îîM(T)£, ,
po 6-3 =—po^ (T) — A (T) (,£,i + £a + £,) — 2M:(T) £,,

(7) po^=—M(T)y , ,
po^=-M(T)y^
po ̂ 3==—M(T)/ ; r

Les égalités (61) et (62) de la première Partie donnent sans peine

Na;==po^i, Ny==po<?2, Ns=po^»

TSC "^ Po ̂ l » ^r ̂  po ̂ '2 ̂  ^z ̂  Po .^3

ou bien, en vertu des égalités (7) et (i),

(^)

N^-p«^ï)-A(ï)fê+^-.^àa àh àc^
à^ (h à^
àa àb àvj
(ÏS, ^ an à^
<)a ' à ti <)<:,

•2M(Ï)^,' ' àa
à-ri
~àl^N^-^,T)-A(T)(g^^-.I)-.M(T)^,

N^-^^CD-.A^)^-^-.^)-^^^!,

r,.^àr, , àî:Ï__-M(Ï)^+^,

ï^-.MCDf^-f),•' • \()a àc )

'\ ï- -M(ï)
'à'!, àr^
'ôb an,

Ann. y.c. Nurm., (3), XXI. — SBPTEIIIIBE 1904. 48
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D'ailleurs, l'égalité générale

àN^
à a

donne la première des éga

(9)

àx àa ày àa
<?N^ àx <^ ày ,

<)N.,, (W».
àx ~^ àa

<rïz à^\
à a' à a

r)1\. àTy
àa' '"""" ()((

(W^ <)s
as da

lités

^
()y ——

(Wy

<)y

à'\\
<)y ~

à^ (
àx V -

à'f-.
~ôb '
(Wy

~ùb '
à'\\..
~7)ï''

1 ̂  1" àa) '

<n\
as

à'V. . .
as ~

(Wz
(): ~

t>N,
ày

à'fy
àc '

àïx
à c '

</N;
àc

à^y à_i\ <m^ <K
ôy àc( as àa

Dès lors, les équations (70) de la première Partie, vérifiées en tout
poin t d 'un m i l i e u en équ i l ib re , peuvent s'écrire

<W,.
~"àn'

<n--
an

' .̂ïï
' an.

-.1...

+

-, à^.
àh

à'\\.
'à h

(Wy

"àÙ

, ̂
(Je

^-
^-

po(.X/• l l-h

MY/ +

Fo(Z / -4-

X,.),

Y,, ),

Z,.).

( 1 0 )

Quant aux équations (71) de la première Partie, il est permis de les
écrire en donnant aux quan t i t és N/, T^ les valeurs qu'elles prennent
non pas en un point de la surfaœ déformée,,, mais .en ,u.n point de la
surface primitive; on peut également regardera, p, y comme les cosi-
nus directeurs de la normale à la même surface.

Les égalités (8) et (10), jointes aux équations (71) de la première
Partie nous donnentalors les équations d'équilibre d 'un mi l ieu vitreux
très peu écarté de l'état i n i t i a l , ce dernier n étaru pas forcément un état
d'équilibre sous radian de forces nulles. Ces équat ions sont les équa-
tions de Green et de Lamé, complétées comme l'a i n d i q u é M. Poin-
caré(1) .

Nous n ' ins is terons pas sur ces équations bien connues.

( 1 ) ÏÏ. POINCARIÎ, Leçons sur la Théorie de l ' ElaMicité, p. 54; Paris, 189^. Leçons fsur
la théorie mathématique de la Lumière, p - 3 ï ; Paris, 1889»
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II. -— Equations des petits mouvements d'un solide vitreux (1).

. Le travail vir tuel des actions d ' inert ie ne change pas de forme
lorsque l'on suppose que ^, Y], Ç sont des quanti tés très petites; il con-
t inue à être donne par l'égalité (72) de la première Partie; au con-
traire l'expression du travail virtuel de la viscosité subit de grandes
simplifications.

L'expression de la f o n c t i o n dissipative S, qui détermine l'expres-
sion de ce travail vir tuel , dépend :

i° De l'état de déformation da système au point Çx, y,.z\ et à
l ' instant / ;

2° Des vitesses de déformation IV,, D,, D,, G',, G^ G^ qui déter-
minent la variation que subit la déformation au point (^,j, ^) entre
les ins tants l et Cl 4- dt).

La fonction dissipative est, d'après les égalités (73)01(74) de la
première Partie, une forme quadrat ique de ces six dernières va-
riables, les coefficients de cette forme dépendant de la déformation au
point ( ^ , y , s) et à l ' instant t^ . . . , . . > .,

Si, sans changer les valeurs de fi\, D',, Dg, G'p G{, G^ on supposait
la déformation au point (^,y, -s), à l ' instant l, infiniment peu difFé-
rente de ce qu'elle est en réal i té , il est clair que l'on altérerait JF d'une
quanti té i n f in imen t petite par rapport à elle-même.

Or, dans le cas qu i nous occupe en ce moment, le mil ieu à l ' instant /
est inf in iment peu déformé; nous pourrons doncy pour déterminer ,f,
raisonner comme si l'état du m i l i e u à l 'instant / était identique à Pétât
initial.

Or, dans Pétât i n i t i a l non déformé, on peut regarder trois droites
rectangulaires quelconques comme étant les trois axes de dilatation.
Il nous est donc loisible, dans la formule (74) de la première Partie,
de regarder A^ À^, Af,, I^, 1 ,̂ Fy comme les vitesses de déformation
rapportées à trois axes rectangulaires quelconques9, la valeur de £ devra
être indépendante du choix de ces axes,

( I) Sur le mouvement des mlîieu.z' vitreux, affectés de 'viscosité, et très peu déjormês
{Comptes rendus, t. GXKXVI, p. 692, 9 mars HjoS).
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Or, la déformation infiniment petite dont

(n) \}\dt, ïY^dt, l^dt, { i [ d l , {^dt, G^cù

sont les composantes peut se ramener à trois dilatations jB^J/, W^dt,
^dt suivant trois certains axes rectangulaires; rien ne nous empêche
de supposer que ces axes sont ceux auxquels il faut rapporter la défor-
mation (ï i) pour obtenir la déformation

l\dt, ^dl, ^,dl, Y\dl, Y^df, V'^U,

cas auquel nous aurons

( 1 2 ) \ A;^,ïlt;,
| r^::o,

A,-X»,,
r^o,

^^
r^o.

Si nous posons alors
a(o, o, o)^A(T),

^(o, o, o)—a{o, o, o):-:B(T),

régalité (74) de là première Partie deviendra

( ï3) J=A(T)(J3^h.33,4-Xl;)^h^inï)(,3I»^,+Xï^^+Xï^;^

D'autrepart, on sait que jSlp ||̂  Hy sont les trois racines de l'équa-
tion [Recherches sur V Hydrodynamique^ i1^ série, première Partie, éga-
lité (^9)]

1 Di-^ <». <;. 1D^
G,
G,

~D / G;
]),-
G^

-j^
< « ï
< • ?
1/,—D'

ou bien

( 14) ®';t —( l»'i +1), -l-1);, •) Jr» -f- (0,1.), - 1 - 1 ) , 1)', +1). 1.), — G'^— G'^— G',2 ) 0'
— ( I)', l); I), -h a G'i G, G» — U, G't» — 1), G',2 — 1), G',2 ) --= o.

L'égalité (i3) devient alors

(i5) £— ACr-^D'i-h.D.-t-iy,)'
4-l{(T)(l)'îl>;, 4-.0al>, + 1);IJ,-G7—G7—G,2)
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ou, en posant

(,6)

('7)

j 2A(T)+B(T)=}.(Ï) ,
j —B(T)=3^(Ï) ,

^^(D^-I.^+D^
'i

+ ̂ . ( T ) ( D'i2 -+- D',2 + D'̂  4- a G'̂  + 2 Gy 4- a G,2).

Des lors, on trouve sans peine qu'on l'on a

( 1 8 )
\'s.

T^.=:-

Ty==-

-A(T)(D;+:D;+D,).
-/.(T)(,D;+D,+I);).
-}.(T)(;Î:),+D,+D3)-
-2^(T)G;,
-^^(Ï)G'3,
-^(T)G;,

-2^ (T ) Ï ) ; ,
-2p l (T) î )^

-2^ (T)D^

avec

3 G', ^JL
<)c ai

D^- î,ul"~'^^3

^^
ôbà^

1)̂  =
^•/î

(^^^^
iy ~ ̂D^ àcàt'

2G;=
^Ç

^a <^ r}c (^^ 2 G; y'Ç à^
abat + ~àaàt'

en sorte que les égalités (18) deviennent

( '9)

^v

^
^z

\

^x

^y

^s.

=:-7(T}

=-Â(Ï)

=--/.(T)

=—^(T)

==-^.(ï)

==-^(T)

r}
^

()
àt
à
àt
()
àt
ù
àt
à
àt

(^+{àa '

(f.^\àa

(f^-\àa

f^+\àc

(^+
\àa

(^+
\à l ) '

à-fi
<)b
à'[\
Jb
an
àb
(K
àb,
aï
àc
à^
àa

^f)ou]

+ àï\àcj

^:)
)•
>
)•

— — 3 / X ( T )

-2^(T)

-3^.(T)

à^
àtàa'
(P-ri
àtàb'
à^

à tac'

Enfin, les équations (82) de la première Partie, vraies pour tout
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point du milieu, deviendront

<)(N,+^), W + ^ ) ^ ( T r + ^ ) ^ ^.^ ^^'\——^_^——^——+——^——^p^X.+.X, ^

, , <)(T.+T,) <}(N,-!•-<,) , ^ ( T . r + ^ ) _ /Y , Y ^\
(20) ———.———— -h -——-T-,——— -l- -.--—-.,.,-.— —- — po ( l/-t- ï.^— .-7 h' / àa à h ûc ' \ <U I

^(IV+T,) , ^(T,+T,) ,^(N,4-^), /,,. . _fiV———_——-„ »-|.- .._.——,———- ̂  „.....„.-„.....„———— ....,,.„ p /^ ̂  /,,; — -, ^ h
^a r/// //c \ ^ /

tandis que, selon les équations (81) de la première Partie, on devra
avoir, en chaque point de la surlace primit ivey

[ ( N, 4- ̂ ) a + (T, -h T.) p + (Ty + Ty) y == P..,
(ai) (T, 4" T,)a+(Ny+^)p ^^.T^+'r^)'/^-!^^

f (Ty"h^)a+(T^+T..)? ..HN,-4- ̂ ^.^l^.

A ces égalités, il faudra joindre l 'équation de continuité qui sera,
selon les égalités (22) de la première Partie et (2) de la seconde
Partie,

foc , (h , <rc\p^p::=p^4-^4^^

ou, en négligeant un inf iniment petit du second ordre,

fà^ (h fK\
(22) p — p o ==—po " ••+" Tr "+"' "r /' / i 1 l \àa ôb ()c /

m. «. Quantité de chaleur dégagée dans une petite déformation
d'un solide vitreux peu écarté de l'état initial*

Les égalités (B6) de la première Partie et (3) de la seconde Partie
permettent d'écrire cette quantité de chaleur sous la forme

w -̂[̂ 4.0,̂ )̂ 4.,,.̂ )̂ ..,̂ )̂
/ TA-fàë-rt ào!.\^-{p^^i)^+jb)
l Ty \ / ( )o 'Ç àêî,\ ( r,\fàê'£, f)ên\\,

+(P.,g.+ i) [j,- + ̂ ) +(Pog.-t-È-) (•^+^)J^
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tandis que les égalités (85) de la première Partie et (i), (4) et (5) de
la seconde Partie donnent

. , ^ ï F ^?i(T) ^A(T) /^ à'n ^ à^\ , ^M(T) anp,e3—— g ^po -^— + -^- ̂  + ̂  + ̂  -h . —^- ^J,

P e —— T L ^?1(T) ̂  ^A(T) ^^ ̂  ̂  ̂  ̂ \ .. ^M(T) ^1p,C^ ^ [Po~^—— + -̂ i- ̂  + ̂  + ̂  4- . -^- ̂ J,

o,e,—— ï rpn^00 + ̂ A(T) ̂ ^ àrl ^ ̂ ^ -^ . dm^ ^1PoC3- g^O ^ +--^^^+^+^+,^^-^J,

(9/4
. ._ T ^ M ( T ) / ^ ^\p^^_^_^_,(^^^j,

Po8•2 : T^mm/^ ^'
E dT \()a àc
T < / M ( T ) / ^ àr.\

^^—'•É~crr~\jb^ja)'

Si l'on veut exprimer la quantité de chaleur dégagée dans une mo-
dif icat ion réelle ou virtuelle, on voit que Pinfiniment petit principal
de cette quant i té se r édu i t à

/. r N /n f" -1- T (/ç? ' (T ) ( à °^ ô ̂  J ô? M /( 9.5 ) ^/Q = — p^ c 0 .1 — "„• -I——— •——' 4~ -. + ——' clîS.
L ^ aj \ à a àb àc /J

Les trois quanti tés o-^ o-^, 0-3 sont sensiblement égales entre elles et
égales à i; on a donc

^(T.o<l,^,)=^(T,c^„cr:„^)=/•(ï^3, ̂ , ^)==/-(T).

Si l'on observe en outre que Pon a

, . . - ^^-^j+^j=J,

' • 5't-4-^|+3'j ==1,
H^H ^H ^^

ffl^l-^ 3"2^2-h^^3=0,

• l̂ ̂ 1 4-^2 "^2 -+- 203 ̂ 3 ::::: oî

1 " : il ' ^7l+^^^^373=0,
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on voit que les égalités (90) de la première Partie deviennent

K ^ = = K y = K , = À - ( T ) ,

On a, d'ailleurs, en supposant que ̂  ̂  ^7 soient i n f i n i m e n t
petits comme ^, Y], ^ et en se bornant aux infiniment pet i ts pr inc i -
paux,

(rr — àT ff! -<)T ^ï -=<)T
ÏJ^ w ^a ? ^y '"" àb ' f^c ' ~ /)<* '

et l'égalité (gS) de la première Partie prend la forme
//)3T ^âT ^^TX

(.G) ./Q^-A.(T)(^+^+^)^^.

La comparaison des égalités (23) et (26) donne la relation supplé-
mentaire

àT T^(T)^ /^ ^ . <K\ //../^T . ^T ^TV,,.,
(^7 ) Pô ̂  ^— P" i - ĵ- ̂  ̂  4« ̂  + ̂  1 - h ( 1 ) ( ̂  + ̂ ^ + ̂ ..1 :::.-:.: o.

IV. — Problème de M. O.-E. Meyer.

Nous allons simplifier encore le problème qui nous occupe au
moyen des hypothèses suivantes :

i° Les actions auxquelles le milieu est soumis sont purement
superficielles, en sorte que l'on a, en tout point,

( a8 ) X^ 4- 'X^ = o, Y/ 4- Y^ — o, X/ -h Z, -^ o ;

2° La température est uniforme et constante pendant toute la durée
du mouvement, en sorte qu'il est inut i le de la faire figurer dans les
équations et que l'on a, en outre,

(29) 9i(T)==::consl.

Dans ces conditions, les équations des petits mouvements d'un
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so l ide vitreux dev iennen t , en vertu des égalités (8), (iq) et (20),

(3ô) <'
i / ") i

Si l'on faisait,

(3i)

(A+

4- 0. -h

(A-i-

r v . / . r-

(A 4-

-4-(À 4-

M^ (àa \

\ ôî (
v'' ôaàt\

"̂ , (
, <r- (

v•) <)bàl\

M)-f- (ôc \

, y (
^àc<n\

dans CRS

^
à a

à'^
ôa

àî
àa

^
àa

ai
àa

ai
àa

égalités,

A

+^+" àb '

+^++ àb +

()rs
+ -YT -4-àl)

à-n+ ^
àh

+ô^àb

à'f}
-h — -hàb

=M,

^\
jcy
^0
^c,
^^
^^
^\
^c/

^^
c>c^

^\
^c^

7.==

4- M A£

\ à ..,J"-'"^^-
)4-MA-/i

r) ,
+^A-,-

1 4-MAC

4-,-^Aç-

^

d2;
P.^-o.

^i-/-,
-po ̂  .-",

^^
-P. ̂  -o,

on retrouverait les équations que M. O.-E. Meyer( 1 ) a obtenues au
moyen de considérat ions moléculaires.

Ces équa t ions sont du type auquel s 'appl ique le théorème de
Clebsch généralisé ( 2 ) ; la formation de leur intégrale générale se
ramène à la formation de l ' intégrale générale de Végiiation aux
dilatations et de l ' intégrale générale de Vequalion CLUX rotations,

\^é(Hi€ition aux dilatation fî est

w (À -h ̂ )^A6/ + (A -h aM)A^ - po^? = o.

U équation aux rotations est

à . ,.. à^}
p. ̂  AO,) -+- M AO) — po -j^ = o.

( 1 ) O.-E. MÏSYEB, Zur Théorie dcr innercn Reibung ( Jîorchardt's Journal fur die
reine und angewcmdte Mathematlh, Bd. LXXVïïï, 1874 , p. i3o).

(â) Sur la ^ênéralifsation d'un théorème de Clebsch (Journal de Mathêmatîrf nés pures
et appliquées, y série, t. Vî, 1900, p. ':'»ï3).

Ànn.Èc. Nûrm., (3), XXÏ. — SEPYEMBÏŒ 1904. ^9
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La stabilité de l 'état d'équilibre pris pour état initial équivant,

comme l'on ^tt(Voir plus loin, Chapitre II), aux conditions

(34 )

3 A -•)" -îM > o,
M ' > o ,

p a r t a n t .

\ A + ^ M , > o ,

tandis que les condit ions de si^ne imposées a la (onct ion dissipative
équivalent aux inégalités f Heakerches sur f'f/yr/nr/ynfimique, i'^ série,
I1'6 Partie, inégalités (37)^(38) et 39)]

Les deux équations (32) et (33) sont donc toutes deux du type

(36) A ^ A V + B A V - . C ^ ^

où ron a
AV

^v ^y ^ ^v...^ ,4-., ̂ ^ ...j.., ,.̂

et ou A, B, C sont trois quanti tés positives.
Nous avons à plusieurs reprises attiré l'attention sur cette équa-

tion ( 1 ) , qui joue un rôle essentiel dans diverses questions de Phy-
sique mathématique*

Soit S une surface tracée dans l'espace des a, h, c; peut-elle être,
pour la (onct ion V, u n e onde du t rois ième ordre ?

La surtace S partage l'espace en deux régions, que nous désigne-
rons par i et 2. Si nous menons à la surlace ï u n e demi-normale

( ̂  Sur la théorie éiGciradfnumique de //e/m/wifz ai la tMww élwtrmia^nétiqwî de la
larmèn: ( Ârcfuves néerlaiisiaisafi des Scicitcefî wwt^ (H nfi.timUû^, sôrio II, L V, î ( ) o i ,
p. ^7). — Recherahe^ y///' l 'IlydnH^na inique, i 1 < 1 Hérîe, '^'Parlic, équalion (loO).
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dirigée du côté 2 au côté i, nous désignerons par a, [B, y ses cosinus
directeurs.

Du côté 3 , la fonct ion V a une déterminat ion ana ly t ique V^ que l'on
pourrait également prolonger du côté 2; mais , de ce côté, V a une
autre dé te rmina t ion a n a l y t i q u e V^; U == V_> — V, est une fonct ion ana-
l y t i q u e , déf in ie en tout p o i n t du côté 2, et y véritiani l ' équat ion

(36 fus) A ^ A U - i - BAU-~cÇ^=o.

i "î ITT
Comme l'on a, en tout p o i n t de la surface S, AU == o, —r = o, l 'équa-
tion (36 bu) mon t r e q u e l 'on y a aussi

(S;) ^AlJ=o.

SoitJb la vitesse de propagation de l 'onde S, di r igée .du côté 2 au
côté ;r ; selon les lemmes do M. Hadamard [voir nos .Recherches sur
I " fîydrody/iarni(fue, i^ sérn^ 2e Par t ie , égalités ( i ï5 ) | il existe, en
t o u t p o i n t de la surface ï, u n e g randeu r v) telle que l'on a i t

w -ûa^W^ == (- ̂ Y v" ̂ "v (/- + ̂  /• + •- 3 )•

Cette égalité, jo in te à l ' i den t i t é

^4-p 2+/=.=J,

t r a n s f o r m o l 'égali té (37) c i )

(89) ^D^o.

Si l'on n'a pas <x == o, cette égali té d o n n e v ==== o; ce résul ta t , reporté
dans l 'égali té (38), montre que toutes les dérivées par t ie l les du troi-
sième ordre de U sont nu l l e s sur la surface S. La surface S est alors,
pour la fonc t ion U, une onde d'ordre supér ieur à 3.

Si l'on a,J^= o, l 'égalité (38) est i d e n t i q u e m e n t vérifiée; la re la t ion
(37) nous enseigne q u e toutes les dérivées partielles de la fonction U
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s ' annulen t sur la surface^, sauf les dérivées

^È^^ (̂ ,̂ 4.. ,.^3).

Ainsi, les séides ondes du troisième ordre que puisse admettre une inté-
grale V de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles
toutes les dérivées du troisième ordre de^f varient d'une manière continue,
sauf celles qui ne résultent d'aucune différentiation par rapport à t.

Toute intégrale de l 'équation (36) vérifie aussi les équat ions que
l'on en dédu i t par des d i ( ï e r en t i a t i ons successives. Dés lors, on peut
étendre le théorème précédent en l u i donnant la forme que voici :

Les seules ondes d'ordre n ( n ̂  3) que puisse admettre une intégrale V
de l'équation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles les
soumis dérivées d'ordre n de la fonction V quisoient discontinues sont celles
qui s obtiennent sans aucune dérivation par rapport à /.

Selon le théorème de Clebsch ^^éralisé, toute intégrale des équa-
tions (3o) peut se mettre sous la forme

ï ^ ( ) ( y ) ^Q ()n
ç ::::=: ̂  -..-h ̂  — .̂,

/ , ., <)B OR ()P
(4o) y^ —4—r: — ^^

f r ». <)B ^ ()0

\ ' ">IT ~'ûc ^ ïfb "'" Ja '

© étant une intégrale de l 'équation (3'.î) et P, Q, H trois intégrales de
l 'équation (33), liées entre elles par la relation

/ , , (}P dQ ()H( 4 1 ) — 4- — "h ~ := o.()ci ifu ôc

II est clair que pour qu 'une surface SI soit onde d'ordre n pour les
fonctions Ç, rj, C. 'Î.1 faut qu'elle soit onde d'ordre {n 4- î) pour l 'une
au moins des fonct ions 0, P, Q, H et d'ordre égal ou supérieur
à (n + jr) pour les autres. D'où la conclusion suivante :

Une surface S ne peut être' onde d'ordre n^n^^ par rapport aux
jonctions S;, Y], *(, que si elle est immobile dans l'espace des a, h y c\



RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ. 38û

D'ailleurs, d'après ce que nous avons vu, une onde d'ordre
/z(/^3) par rapport à l 'une des fonct ions ©, P, Q, R est aussi d'ordre
au moins égal à n par rapport à sa dérivée par rapport à l: ̂ , àp,
àQ àR l t l àt àt
àt ' àt *

D'autre part, les égalités (4o) nous donnent

/ , / ^ ̂  = ̂ !1 . ^0. _ _^â
l ; " àt àaàt àcàt abat'

^2) ) ^ ^^^^H L-^I.^T
] àt abat àaàt à c à t '

^ ^ _ ^ © ^P ^Q
""" (^^ ""' ^àcàt^ 'àbdt "" eM '̂

Nous voyons alors que toute onde d'ordre n (/^ ̂  pour les fonctions
E, y], *( est, en général, onde d'ordre n pour les composantes u, v, w de
la vitesse.

En revanche, elle est, en général, onde d'ordre (n — ï ' ) p o u r les déri-
vées partielles de Ç, Y), Ç, par rapport à a, b, c, panant, selon les
égalités (8), pour les quantités N^ Np N,, ï^., 1̂  'L.

En résumé, si l'on considère les petits mouvements d'un milieu vitreux,
a/eclé de viscosité, très peu écarté de l'état initial et soumis aux condi-
tions imaginées par M. 0,-E. Meyer, ces petits mouvements peuvent pré-
senter des ondes. Ces ondes, d'ordre n (n ̂ 2) pour les composantes u, v,
w de la vitesse, sont en général d'ordre (ji — i) pour les quantités N ,̂ ï^.
Pendant toute la durée du mouvement, elles séparent les mêmes masses
matérielles.
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CHAPITRE II,

DE LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MILIEUX VITREUX
TRÈS PEU DÉFORMÉS 0).

I. — Des ondes du second ordre en n , r, n ' y dans im milieu vitreux très
peu écarté de l'état initial, animé de mouvements très petits et conduc-
teur de la chaleur.

Le théorème précédent est soumis à certaines res t r i c t ions , cel les-là
mêrnes qui déf in i ssen t le p rob lème (Je M. O.-E. M'eyer. Nous a l l o n s le
généraliser en n o u s servant, p o u r le démont re r , non p l u s (les f o r m u l e s
que r o n f e n n e le paragraphe 4 du Chapitre I , mais des f o r m u l e s q u i
ont été données aux. t ro is premiers paragraphes du même C h a p i t r e *

Considérons, d a n s l 'espace des a^ b^ <", une sur lace f i x e ou v a r i a b l e 2.1
qu i soit onde d'ardre v pour ^, Y], *(. Cet te surlace sépare l 'espace en
doux régions i et 2; la normale, menée de la région î a la région ^>,
(ait avec les axes de coordonnées des angles /, m, /z.

Du côté 's. de la surface S, les toucl.ious E, T], ^ adme t t en t l (*s déter-
mina t ions analy t iques ^, T ] ( , Ci ? d u côté 2, elles adme t t en t les déter-
m i n a t i o n s analyt iques $29 ^i^ 'C;;' Posons

(43) ^ — Ïi -- F, Y) a — ^ i ̂  <.î, Ça—Si = H.

Toutes les dérivées partielles de F, G, H, par rapport à a, À, r, /,
jusqu'à l'ordre ( v — j } inc lus ivement^ s ' a n n u l e n t sur la surface S* II
n'en est pas de mènie des dérivées d'ordre v. Selon ies temmes de
M. Hadamard ( Voir nos 'I{ecfierches sur ri'ty^rodynamic/u.e, \w• série,
9e Partie, Chapitre II, § 5), i l existe un vec teur ^ (j, je, d é f i n i en

( 1 ) Sur (îfî ondes au ^fff.n d'un milieu. wA.reu.u affecté de v^scosllo et très pat dcj'ormâ
Compter rendus f t. GXX.X.VI, 'A3 îiîars 1903, [>. 73^).
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chaque po in t de la surface S, tel que l'on ai t

r^F = ( — ^ y i / ' m . ^ r ^ ' S ,( ) € { ^ ) ô b ( / à c > ' ( ) { , s

^G(44) 1 <5ïï.-̂ ^ ^y/^^ ^ +^+r+,^.),
^ H__ ^ ( „. xy^my/^X,

àa^ ôf/fde'àt^ / '

.% étant la vitesse de propagat ion de ronde dans l'espace des^ , b, (\
Supposons, tout d'abord,

Dans ce cas, l'onde est immobi le dans l'espace des a, b, c; dans l'es-
pace des x, j, z, e l le sépare sans cesse les deux mêmes por t ions du
m i l i e u .

Les égalités (44) nous mon t r en t que les seules dérivées d'ordre v
de F, G, II q u i ne s ' a n n u l e n t pas sur la surface S sont celles qui n ' im-
p l i q u e n t a u c u n e dé r iva t ion par rapport à t. Observons que

/ / / . . , àê, O-n <X(46 // = — ? r =:: —, (r -=: —.,
()t àt î

et nous parviejKirons à la p ropos i t ion su ivante :

Si une ofide S sépare constamment les deux mêmes portions du milieu cf.
si elle est d'ordre v pcir rapport aux composantes Ç, Y], *€ du. déplacement^
elle est au moins d'ordre v par rapport aux composantes u, (;, (P de la
îiite s se.

Si, au contraire, l'onde Iî se propage an sein du milieu de telle sorte
quelle n'en sépare pas toujours les deux mêmes parties, et si celte onde
est d'ordre v par rapport aux composantes $, Y], t du déplacement, elle
est d'ordre (v — î) par rapport aux composantes / / , (), w de la zutesse.

L'équation de c o n t i n u i t é [ i^ Partie, égalité (22)]

p(^:=prt,

jointe à l'expression de (0 [ J^ Parlie, égalité (4 ^)J. ll<^s montre
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que tou te surface S q u i est onde d'ordre v pour Ç, Y], *( est onde
d'ordre (v — i) pour o.) et pour p. D'où la proposi t ion, su ivan te :

Si une onde se propage dans le. milieu de telle sorte qu'elle n'en sépare
pas sans cesse les deux mêmes parties, cette onde est du même ordre pour
la densité p et pour les composantes u, p, [y de Ici vitesse; si, au contraire,
elle sépare sans cesse les deux mêmes parties du milieu^ son ordre pour
les composantes u, ̂  <r de la vitesse surpasse au moinff d'une unité son
ordre pour la densité p.

Ces énoncés, ent ièrement généraux, ne supposent nul lement qu' i l
s'agisse d'un mi l ieu vi treux très peu écarté de son état i n i t i a l . 'Il n 'en
est plus de même de ce qui va suivre.

Selon l'égalité (27), qui peut s'écrire

, ,., àT T d ^ , ( r ) / ( ) u (h' âw\(,7 ̂ ) p^ ̂  p.̂  JL^ ̂  + ̂  ̂  ̂

^n-nf0^^0^ i ^n-o^A^2 <w ^;-°»

l'ordre de l 'onde S sera, par rapport a T, s 'upérieur au moins d'une
unité a l'ordre de cette onde par rapport a u, ç\ ^, pourvu r/ue l'on
suppose différent de o le coefficient de conductibilité le ( ' V ' ) .

Commençons par examiner quelles sont les ondes du second ordre par
rapport à Uy 9, w yui pewent persister dans un milieu vitreux très peu
écarté de l ' é t a t initial.

Posons

(47 ) i^ — u^ == U, Fa— ï^ =•= V, w\ — ( î :=: W.

Il existera, en chaque point de la surface 2, un vecteur o, Ç, ̂  tel
que

^(J ^(^ ^yiP'/nVn^),
<)€^ àVi ô(f ()//

(^ \ ̂ ^-^•=(-^^//'w'//'"^ (/>+./4-r-l-.=.).
M^f

5^6<^dc^:=:(-^^//'/"y""^
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Moyennant ces égalités (48)? et en observant que la surface 2 est
au moins onde du troisième ordre pour la température T, les éga-
lités (19) nous donnent

(49)

à^xî—^xï) àÇr^—^) à^y^—vy^
ôa ôb àc

-= — (À -1- p.) ( l'O 4- m^ -h n^) l — ̂ t),

î̂ .rLÎill ̂  ^(^y2-"^yt) , à(r^-T^)
ôa àb àc

-^ —(}..+. ̂  ) ( l'a 4- m •<? 4- /Î ̂ ) ) /^z — ̂ ,

L̂tl̂ iiril̂ il ^- ^ ( ^2—^1) ^̂ irL^
^^ r)^ <^c

^ -- ( A H- ̂  ) ( IV 4- w ̂  4- ^ \^ ) ri — ^ X^.

Les quant i t és

^
6? '̂

OU.
^r

fp-rï
'w

<^_
<}r

^,
à^

<)w
àt

var ient d 'une manière con t inue en traversant la surface 2.
Si x est différent de o, l'onde considérée est du troisième ordre

en E;, y], Ç; si X est égal à o, elle peut être seulement du second ordre
en î, r\, *C; dans un cas comme dans l'autre, les quanti tés

X/-hX,, Y,+• Y,, Z,4-Z,

varient d 'une manière continue au travers de la surface S.
Supposons d'abord .% différent de o.
La surface S est alors onde du troisième ordre par rapport à ^ r\,

*<; les formules (8) nous montrent qu'elle est onde du second ordre
par rapport aux quantités

N^ Ny, N,, T^, Ty, T,.

Dès lors, les égalités (20) nous enseignent que l'on a, en tout poin t
AWI.ÉC. Norm^ (3), XXL — OCTOBRE 1904. r)o
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de la surface S,

I » . D U l l K M .

i (Hyxî—^xi) . ^ (^ i - ^l) . ^yr-'-^-l)

(9.0 /^)

^

^^ZL^ll 4..- î̂ ZL^LLi .1.. ^T^ :̂,.,'̂ 1) — o
ôa àt> àc ~" î

^viIL^yil ̂  ̂ în-îïLl ..-i.,-, ̂ î l:1::̂ ^ — o
<^a à(> Oc

ou b ien , en ver tu (los égalités (49)»

l ( 'h -h p. ) ( n1) •-11-1- /^- "C^ 4- l l ^ ) i -4- ^ X') ";:.-" < >,

' Çh -4 - ,u) ( /•O 4- /^) 4- /< ̂ )iïl 4- ̂  " <S

| (7^ 4- [J.){1^ 4-- m-O -1-" /^ ^)^ -I1" [J^ ̂  o.

M u l t i p l i o n s respect ivernent ces égalités par /, m, n el a jou tons
ïnembre à membre les résultats ob tenus ; l ions t rouvons

( À 4-" ' ï p . ) ( l'^ 4- f^^ 4-" /^^) ^.^ o

ou l ) i e n , ( ^ n ve r tu de la de rn iè re i néga l i t é (3")) ,

n1) -i..- //^^ 4- /f <^ :::;.;• o.

C(1 r é su l t a t , reporté dans les égalités (.')o}, d o n n e

^t) •:•.-.. o, ^^^ •r- o, ^l^^ •:..::::,: (»

oïl b ien , en ver tu de la seconde inéga l i t é (35),

t) •:::„: 0, •<?•::=: 0, l^:=0.

Ainsi, ^/? milieu •vitreux ira peu acarlé de l'étal ifutinl el affecté (le
viscosité ne peut présenter aucune onde, du second ordre par rapport aux
vitesses, qui ne séparerait pas constamment les deux mêmes masses maté-
rieUes.

On re inarquera que la démonst ra t ion de cette proposition suppose
l'emploi des inégal i tés (35); cette proposition pourrait donc être en
défaut si le milieu était dénué de viscosité.
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Supposons ma in t enan t
39.5

(45) ^==0.

La surface S pourra alors être onde du second ordre par rapport à S,
^ <cl

Gardons les notations (43). En chaque point de la surface S, i l
existera un vecteur S, (f, x tel que

fPF
ùa^ Of/i <)c' ::::= /f>mffnrri•

(5i) ^^T^r = ̂ ^(i (p 4- ./ + r = .).

^H ~:^ii>n^^r^
ÔC^ Ôf^ () ( ' ' '

Moyennant ces égalités, les égalités (8) donneni, en tout point de
la s tir lace i!,

(52)

.̂î -̂r̂ i} ., ̂ Î Z:1^ , ^(Ty.-Tr.)
^^ ^/^ ~" ' àc

=: — ( A -h M ) ( 1 1 4" /^ Çj -+- n3t) i — M. ̂

^(T..—T..) ^(N^^-^^j , ^ï^-T..t)
da ( ^/^ " 1 àc

.,-:, — ( A + M ) ( l^ 4- /», (,' + //. 30 ) //i — M <y,

^^^-Iri} - ̂ Î '-Jk) .- ̂ (N..- N,,)^ -+- ^- -+- ^——

""- — ( A 4- M ) ( /.î 4- m (i -^ n^)n— M ̂ C.

D'autre part, les égalités (20) nous enseignent que l 'on a, en tou t
p o i n t de la surface S,

()^î±v^^ , ^n^^--T.,-----T.i) ^(Ty^T^-- T^ - Ty, )
àa àb àc

îdî irLî L—^^ ^ fîi!̂ ^ . ^(^+^2—^1—^1)^ - - - ^ 4 - ^
^^IIya+^a-Tyl—Tyi) . ^T^+T^—T^i-^ri) . ^(N^+^•-N,1—^)^^2~r' ^^2'"—*-x\ — '••rî

^/^ ^C^a
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ou, b ien , en vertu des égalités (49) et (52),

i (A4-M)(/5?4-•/<}14-/^C)/ 4-M^ 4-(?. 4- p.) (IV) ~\~'m^ ̂  n^} l 4~^=-o,

(53) î (A+M)(^4~/^,g-h/zX)m4-Mg +(X+^)(Zt)+m^-4-rjW)/n4-^^ =o,

/ (A, 4- M) (iS 4" //^4- n^n 4- MX 4- (A 4- /J.) (/D 4- m^ 4- /^) ̂  4- ̂  =0.

Ces équations déterminent 3°, ^ X lorsque l'on se donne t), ^, ̂  ou
inversement.

On les résout élégamment de la manière suivante :
Multiplions-les respectivement par /, m, a et a joutons membre a

membre les résultats ob t enus ; nous trouvons l'égalité

( 54 ) (A, 4- a M ) ( l / 4- m C; 4- n X ) + ( •}. -h 2 [M ) ( / D 4" /^ ̂  -h /^ ̂  ) •= o

qu i , reportée dans les égalités (î,4.6), donne

^ / A -h M À 4- '2 ̂ . "À 4- ^̂/ )(/1>)4•<^^+/^)-^t),
M A ^ - ^ M ,

'A 4- M A 4- 2^ A -}- ^ ^ .<)
C, .. ̂  ̂ ^ « • - •M-^^^ •-lh mfç -i- ̂ ) - M^-

,€:.:. (^ ̂ ^ ^ ̂  n} (IV 4- ̂  4 .̂ .^) - ̂

(^)

M A,4-"'3,M M M

D'après ce que nous avons -vu au commencement de ce paragraphe,
la surlace S, onde du second ordre pour S» "̂  C ^ra onde du premier
ordre pour la dens i t é p. Si nous posons

(56) ^—pi"^B,

nous aurons, en tout po in t de l 'onde S,

àl{<mô\{ ,..-=:/.-u,
ôa

= /^l.(37) ()h ~" ""? ûc

I/égalité (22), jointe aux égalités (43)? (^O? (56) et (57), donne

(58) 1 1 ^^—p^l^mQ^nSt)

' ou bien, en vertu de l'égalité (54),

(59) -Po^I^10^^^^)-



RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ. 397

La surlace S est onde du troisième ordre par rapport à T; si l'on
différentie successivement l'égalité (27 bis) par rapport à a, b, c, on
en tire, en tout point de la surface S, les égalités

ïfMÏ^jL^- âv, ,()w^\
^E dT "' à a \()a h ôb "4" "^"cy

(60) • HT^ à r^(^-T,) . ^(T,-T,) ^(T^TJ-I.̂  /.( i ) ̂  ^——^—— 4. ——^—— + ——^——,j ^o,

I I existera d'ailleurs, en chaque po in t de la surface S, une gran-
deur Q telle que

(6 '^ ^TO '̂̂ ^ (/^/+/-=3).

M.oyennant ces égalités ot les égalités (48)» les égalités (60) don-
neront sans peine

(6.) ,=-^I^(/.r)-./«^,-//^,

Ainsi, cui sein d'un milieu vùreux, affecté (le 'viscosité, bon conducteur
et peu écarté de l'état initial, il peut se produire des ondes du second ordre
par rapport aux composantes //, (\ w de la vitesse. Ces ondes séparent
constamment les mêmes parties du milieu. Elles sont du premier ordre
pour les quantités N .̂, N .̂, N^, T^, Ty, T^ et pour la densité p; elles sont,
au contraire, du troisième ordre pour la température T.

Par des méthodes semblables à celles qui ont été employées en la
deuxième Partie de nos Recherches sur l'Hydrodynamique, ce théorème
peut se généraliser et devenir le suivant :

Au sein d'un tel milieu, on peut observer des ondes d'ordre v(v ̂  2) par
rapport aux composantes u, v, w de la vitesse. Ces ondes séparent con-
stamment les mêmes parties du milieu. Elles sont d'ordre (v — ï) pour les
quantités N^ N ,̂ N ,̂ T .̂, Ty, T^ etpour la densité p; elles sont, au con-
traire, d'ordre (v -+-1) pour la température T.
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II. —• Des ondes du premier ordre en //, c, H-, dans un ïnilieu vitreux,
très peu écarté de l'état initial, animé de mouvements très petits et
bon conducteur de la chaleur.

La méthode que nous v e n o n s d 'employer ne s u p p l i q u e pas aux
ondes q u i sera ient du premier ordre par rapport aux composantes //,
e, w de la vitesse. Dans ce cas, en e f f e t , la c o n d i t i o n qu i permet, en la
première Part ie de ces Recherches, de passer de l 'égalité (78) à l'éga-
l i t é (79), n'est p i n s vér i f iée aux divers po in ts de l 'onde; on ne peut
donc p lus écrire, en général, les é q u a t i o n s (8^) de la première Partie,
n i , par tant , les équa t ions (20) de la seconde Partie.

Soient S la su r face d 'onde à l ' i n s t a n t l, dans l'espace de x, y, z , et a,
^ y les cosinus d i rec teurs de la normale menée (le la région i vers la
région 2. Par un r a i s o n n e m e n t semblab le à celui q u e nous avons dé-
veloppé en nos liechercf^ sur l'/lydrodynamù/ue, x^ série, 2e Partie,
Chapitre 111, § 1, nous m o n t r e r o n s que F on doil avoir, en (oui point de
la sui^ace S et à toul. i / i s l a / i i ,

(N^~ :N^ ) a 4" (T., " • - T^ ) (3 4- (T,.r- T.n ) 7
4... (v^ —^ ) y, 4. (^ ._ ̂  ) p 4. (7^ _ ̂  ) y ̂  ̂

(T., — Tzi ) ̂  4- (Ny^ - N^ ) (3 4- (T^ ~ T^) y
+ (^ — ^zi ) ̂  + (-^â — ̂ i ) (3 4- (T^ - r,,i ) y - o,

( Tya — Tyi ) û< -h" ( ï^ ~ 'Î i ) p 4- ( N,2!- ^ ,1 ) y
41- T;)-2 •T^l ) % -+- (-:^ - --^• j ) p -4- (Vz

Cette condition est générale. Au sein d'un milieu très peu écarté de
l'étal initial, elle peut être remplacée par la suivante :

On a, en tout point de la surface S et à loia instant,

(N^ " N.,1 ) / + (T,2 - T,i ) m 4- (T,r- ï.ri.
4» (v^ — v^i ) ^ 4- (T^ -- ^^ ) in 4« ( r^.^ — T^ ) /< .:=. o,

( T^ ~ V^, ) / 4- ( N,.g— N^ ) //^ 4- ( T,,,- l̂ t ) /<
"+•• (7^ — 7^ ) / 4" (Vy^ — ̂ .i ) w 4" ( T^ — 7^,1 ) n -.:: o,

( Ï,., ~ Tn ) / 4- ( ï^ — T.,, ) m 4- ( N^ - N,i ) /^
4- (Tya "— T^i ) ^4" (T^s —^,1 ) //À 4- (^â — •y^i ) /< ^'o.
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1/onde est du premier ordre par rapport aux composantes u, v, wde
la vitesse; dès lors, si l'on conserve les notat ions (47), il existera, en
chaque po in t de la surface S, un vecteur o, •ç>, •̂  tel que

(65)

àU
àci

âV
Qa

àW
à a

IV,

w,

l^>,

• ()U
àb ~:

âV
àb -

ôW
àb ~

/nV),

/^ç,

m^),

à\]
àc

àv
àc

àW
~w

=^o,

=/À^,

=n\^.

1/onde est, d 'ai l leurs , du second ordre par rapport à la tempéra-
t u r e Ï; les égalités (19) et (65) donnen t donc

i) /•+ (T^—ï^i) in-\- (T,yâ •
=,„ (7. + ̂ ) ( /Y ) ̂  ̂ ^; 4_ ^T^) ^—^O,

(^3 — ^i ) ^ + ('<râ— ^•i ) ^^ + (^-2 -— ^-1 ) ^
„:::: .̂, ( ?.. ̂  ^ ) ( / y + ,̂  ̂  ̂  ^ ̂  ) //i — ^ •<>,

(66)

( Ty^ =-~; T^,( ) / -4- ( T^â -~ T^i ) ïn 4-" ( ^32 — ^l ) /l

. ( "À 4- ^ ) ( 10 -h w ̂  + /?- ̂ J ) •f-/.^.

Supposons, t o u t d'abord, que X soit difFérent de o; l 'onde du premier
ordre par rapport à u, r, w sera du second, ordre par rappor ta Ç, y], t;
selon les égalités (8), elle sera du premier ordre par rapport à N^., N^.,
N^, T^^ T^, T^; les égalités (G4) deviendront

(64 bis}
(^2 — ^;rl ) l + (^2 — ̂ i ) ^- -h (7jâ — ^n ) ^ = 0,

(^2 —— ̂ i ) / 4- (^2 —— Vyi ) m 4- (T^.2 — T-^i ) /^ = 0,

(Tyâ——T^i ) ^- l-(7^--^i)^4- (V^ — ^ ^ ) / À = 0

ou, selon les égalités (66)

(5o)
1 (X 4-^) (/04- /n^ -+-n^) l 4-^.^—0,
/ (À 4- \J.) (IV "+- /n'^ 4- ̂ ^) w 4- ̂ ^ =•• o,
| (À + p.) {IV 4- /n^ + n^)n 4- ̂  =: o.

Nous avons vu que ces équations n 'admettaient d'autre solution que

•t) =r o, V == 0, ^ == 0.
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Donc, au sein d'un milieu zn/reux, doué de viscosité, très peu écarté de
Fêtât initial, on ne peut observer aucune onde du premier ordre par rap-
port à la vitesse, qui se propage de manière a ne })as séparer constam-
ment les mêmes portions du milieu.

Supposons m a i n t e n a n t
X ==: o.

\ ,
. l /ondedu, premier ordre par rapport a //, r, (P serai t aussi du premier
ordre par rapport à ^ Y), *(; des lors, en gardant les no ta t ions ( 4 ^ ) > i l
existerait, en tout po in t de la surface S, un vecteur .T', Cf, ^e tel. que

(67)

ÔV
<îa
<m
'()a
^m
7)a

:;:.=:: /cF,

== /<i,
--•---: /.TC,

àV
( ) b
<X;
Jh
(m
à h

:=: m S,

:= m (f,

r::::/nnc,

()¥
<)c ̂
(){f
ôc "'"
^11
1)c :::'11:

nS^

^(h

/^e

Ces égalités, jo in tes aux égalités (8), d o n n e n t

( N^ — N^ ) / •+- ( ï^ - 'Ï^ ) m + ( Ty, --" Ty, ) //,
,,:, _ ( A. 4- M: ) ( f^ 4- rn <Ï -h ri X ) l — M S,

( 11.. - T,, ) l^ ( :N^ ~ N.,,, ) m + ( T.., - T.., ) n
•^ ' ( A + M ) ( /^ •+- m ({ 4- //. X ) w — M g,

(68)

( Tyî - Ï.ri ) ^ + ( T^ - Ï.TI ) ̂  ̂  ( N.. - N,, ) /^
:;::::: -^ ( A. + M ) ( tS 4- m g 4- /^ X ) n — M X.

En ver tu des égalités (66) et (68), les égalités (64) deviennent

( .A 4- M ) ( iS 4- m ({ •4» n ̂  ) l -i- M^
4- (À 4- .̂ ) ( ̂ t) 4- /^^^ "h n ̂  ) <? 4- ̂  t) = o,

( A 4- M ) ( ̂  -h m <? 4- n .X ) m 4- M Ç
) ^ 4- ( X + jx ) ( IX') 4- w^ -h- n^ ) m 4" ̂  <> = o,

(A 4- M) (^ 4- m^ «.{- nX) /^ 4- M^
4- ("À + p. ) (IV 4- /n/Ç 4- n^ ') n + p. ̂  =:•- o.
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Comme nous l'avons vu, ces égalités entraînent les égalités (54)
et(55).

L'égalité (22) nous donne, en chaque point de la surface 2,

fà¥ àG âî{\
^^^'~^\Ta^"àb^Jc)

ou bien, en vertu des égalités (67),

^—p^—ÇJo{lS^m(j-{-n3t)

ou enf in , en vertu de l'égalité (54)»

(69) p^p,=po^^(7D -h m^ + n^

La surface S est onde du second ordre pour la température T; il
existe donc une grandeur ^ telle que, sur la surface S,

(7°) ^^=lpl/l'^ (/^/-^=-)-
Moyennant les égalités (65) et (70), l'égalité (27 bis} donne

(6.) ^-^I^(^^.-^).

Donc, an sein d'un milieu mtreuoc, affecté de viscosité, bon conducteur
de la chaleur et écarté de F état initial, on peut observer une onde du pre-
mier ordre par rapport auoo composantes u, ç>, w de la vitesse. Une telle
onde sépare toujours les mêmes portions du milieu. Elle est surface de
discontinuité pour les quantités'Ny, N^, N ,̂ Ty, Tp Ts et pour la densité p;
au contraire, elle est onde du second ordre pour la température T.

III. — Des ondes dans un milieu vitreux, dénué de viscosité, très peu
écarté de l'état initial et animé de mouvements très petits.

Tout ce qui précède suppose essentiellement, comme nous l'avons
indiqué, que le milieu est doué de viscosité; notre analyse devient
illégitime si les coefficients X et [J. sont égaux à o.

Ann. Éc. Norm., (3),XXL — OCTOBRE 1904. ^I
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La propagation des ondes dans un milieu vi t reux, peu écarté de
l'état initial et doué de viscosité obéit à des lois bien connues depuis
Poisson et Cauchy; les méthodes suivies pour établir ces lois supposent,
en général, que la température est u n i f o r m e et que les actions exercées
sur les divers éléments du milieu sont nul les; il importe de se débar-
rasser de ces restrictions; (î'est ce que nous allons faire par l 'analyse
suivante :

Supposons que la surface 2 soit une onde du second ordre pour les
fonc t ions ^,T|/C par tant , selon les égalités (8), du premier ordre pour
les grandeurs N,c, Ny, N^, T^,, ïy, T^. Les quant i tés ^, (y, ^, T^, Ty, ̂
étant nul les , les égalités (20) donneron t , en tout po in t de l'onde,

r)(N,,-N.,,) , ^(T^-T.i) , ̂ (Tn-T^) ^(^-iV) ., •———^———.+.^—^——— ^ . . . _ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . , , , 0 ,

. „ ^(T-.—T,,) ^ (Nv .—'Nr i 1 ) ^ (T r -»—Tn) . r ^ (^2—r j , )„ ̂  , ) . ——^——— 4. ^_.,,_ ,..|. ,,,.,__^^^^^ , „ 4. ?„ ......,...,,.,..̂ ^^^^^^^^^^^^^^ ,,, o,

I ̂ Œ^"''''^^ ^( ITr•.—11 .r l) , ^(N-,—Ns,j ^^ (^—^,^ .^ , . . , ,.̂ .̂  •.._. «.i... _»_^^^ -,... ._.,««̂ ^— 4,... p^»,_ .̂. ^o,

Conservons les notations (43)- Ïl existera, en chaque po in t de la
surface S, un vecteur 0s (/, 30 tel que ' ^ ^

/PS^
, ^,W^^^^^^^^

^) l ̂ ^ (- ^)-——y^• (! (P ̂  ̂  - r ̂  ^ - ̂ ). ll

„,,....,,̂ H-.-. ,,, ,̂  (._ ,)̂  )^//^//^/^^e.
()a^\)l/^()c''()f.s /

Selon l'égalité (27), l 'onde est au nïoins du second ordre par rap-
port à la température T; dès lors, les égalités (8) et (73} nous donnent
les égalités (53); en vertu des égalités (5^) et (72), les égalités (71)
deviennent

[ (A -h M) (/^ 4" / n ( j -h /^X) / + (M — po W) ̂  •= o, "•
( 7,3 ) J ( A "h M ) ( IS 4- fn ff -P /ï X ) /n .-.|- ( M — po W ) ̂  = o,

f (A •+• M:) ( ̂  4- w(y + /^c) ^ 4-- ( M — p o x2) ^e =:: o.

Mult ipl ions respectivement ces égalités par /^ /n, /^ et ajoutons-les
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membre à membre. Nous trouvons

(7^) (A -h 3 M ~ p o ^ ^ ) ( ^ 4 - ^ Ç l + / ^ X ) = o .

Si nous n'avons pas

(78 ) <^ 4- m ff + ̂  X == 0,

nous devons avoir
, ^\ ^ . /A-4-2 M(76) ^V"-—
et les égalités (7.3) donnen t alors les relations

S _ ç ___ x
(77) / " - " ^ -TT

qui expriment que l'onde propage une perturbation longi tudinale .
Les égalités (56) et (5^) peuventêt re conservées i c i ; elles donnent '

encore l'égalité
<^ == -—po ( l.i -4- m Cf -+- ^ X ),

D'ailleurs, ronde étant au moins du second ordre par rapport à la
température, on peut écrire l'égalité (70) qui , jo inte aux égalités (72),
(76) et (27), donne

w -^ï^v/^ï""^'»^""1- •
Si nous avons

(76 ) . iS + m (] -+- n^t =0,

l'onde propage u n e perturbation transversale.
Les égalités (58) et (27)» qui peuvent être conservées ici, donnent

(^) ^=.0, S==0,

et nous enseignent que l'onde est d'ordre supérieur au premier pour
la densité p et au second pour la température 1\
. Enfin, leî5 égalités (73) nous font connaître la valeur de la vitesse
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de propagation

(80) ^^.

En résumé, ^/?/ milieu vitreux, bon conducteur, peu écarté de l'état
initial et dénué de viscosité peut propager deux sortes d'onde}; qui soient
du second ordre par rapport aux composantes ^, T], *( du déplacement et
du premier ordre par rapport aux composantes u, ç, w de la vitesse.

Les premières, qui sont du premier ordre par rapport à la densité et
du second ordre par rapport à la température, propagent une perturbation
longitudinale wec la vilessse

.x -V'A"+- a M
po

Les secondes, (fui sont d'ordre supérieur au premier pour la densité et
au second pour la température, propagent une perturbation trans^er-
sale açec la vitesse

^=1/1.y po
Nous avons supposé que l'onde considérée était du second ordre

en ^ T], '(; elle est alors au moins du premier ordre en u, 9, w; mais il
pourrait se faire qu'elle f u t du premier ordre en u, ^, cp tout en étant
aussi du premier ordre en Ç, T], i^; pour cela^ il suffirait que l'on eût

(45) .)L=::o,

L'onde serait alors surface de discontinuité pour p et pour les six
quantités N;,;, Ny, N,2, T,/., Tp T^. Une raison semblable à celle qui a
fourn i les égalités (64) exigerait que l'on eût, en tout point de l'onde,

(N^— N^ ) l -h (Ï^ - Vzi ) ̂  + (ïya — ïyi ) n = ̂

(ï^ —T^i) l+ (N^~N^)m + (T^~ ï^)^ = o,
(;r^~Tyi)/+(T^-T^)^^(N^—N^O/<=

,Bn vertu des égalités (68), dont on peut reprendre ici les notationsi
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ces égalités peuvent s'écrire

(A. + M ) ( IS -h mq +• /zX) F -+. Mc^ = o,

( A + M ) ( / S ? 4 - m ( j > + / ^ X ) 7 ? z - ^ - M Ç ==o,
( A. •+- M ) ( /^ + m C; •+- /?, X ) n 4- M :?€ = o,

Multiplions rûspecfcivement ces égalités par /, m, n et ajoutons-les
membre à membre, en tenant compte de la dernière inégalité (34);
nous trouvons

LT5 -r- m Ç -r n X -=: o.

Si l'on reporte ce résultat dans les égalités précédentes, en tenant
compte de la seconde inégalité (34), on trouve

^==0, (j'=o, J€==o.

L'onde considérée ne saurait donc exister.

IV. — Des ondes dans un milieu vitreux, très peu écarté de l'état initial,
animé de mouvements très petits et mauvais conducteur de la chaleur.

Tout ce qui précède suppose l'emploi de l 'équation (27 bis) où
l'on'admel; que / c ( ï ) a une valeur positive. Si l'on suppose

(81) ^T^o,

cas auquel le milieu est mauvais conducteur de la chaleur, l 'équation
(27 bis) se réduit à

,Q , à'Ï Tch,(T}fàa àv àw\
[ 7<r\\ /» ___ » * _ _ / i __L- ___ L- ___. 1 -—— C\
( ) c àt E ~iT" \àa + c)b + àc ) ~ 0?

et l'analyse précédente tombe en défaut. Nous allons examiner les
modifications qu'il convient d'y apporter en vertu de l'égalité (81 ).

Considérons d'abord le cas d'une surface 2, onde du premier ordre
par rapport aux composantes u, p, w de la vitesse; les égalités (47)
et (65), que l'on peut conserver dans ce cas, montrent que l'on a, en
tout point de la surface S,

(83) ^+^+<w=^-^/^+^,
(}a àb àc
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La surface S peut-elle être, pour la température T, onde du premier
ordre ou d'ordre supérieur au premier? Dans ce cas, il doit exister,
en tout point de la surface 2, une grandeur s, f in ie si l'onde est du
premier ordre, nu l l e si elle est d'ordre supérieur au premier, telle que
l'on ait

(84)

W-ï,) " - <)(T.-T.) _ W- T,) ,,„,.——^—— = /„ -——^—— .̂  m^ __^_ _ n^

<)(T,-T,)_ ..,.%(?;.àt

En vertu des égalités (4?)» (83) et (84), l'égalité (82) donne, en
tout point de la surface S,

(85 ) X^ :=- — î ^—11 ( /t) 4- m •<) -h // ̂  ),

Cette égalité donne pour ^ une valeur acceptable si X est d i f fé ren t
de o; elle est encore vérifiée si. X et (Iv 4" rn^) •+- /^w) s 'annulent en
•même temps,.; mais elle devient absurde si l'on a x == o sans que
(lv + rn^ + ri^)) s 'annule en même temps.

Donc, on 'peul admettre, 'en général, ({ïlune onde du premier ordre
par rapport aux composantes' u, v, w de la-vitdfîîe est aussi onde-au
moins du premier ordre par rapport à la température ï ; mais y dans le
cas particulier où l'on aurait

(43) • 1 Xr=0

sans avoir en même temps

( 86 ) '' X1) -h m ̂  4- n ̂  = o,

la surface considérée serait surface de discontinuité pour la température.
Supposons maintenant que la surface £ soit onde du second ordre

par rapport aux composantes u, ç, w de la vitesse, et demandons-nous
si elle peut être onde du premier ordre par rapport à la température T.

L'onde étant du second ordre par rapport aux composantes u, y , w
de la vitesse, la quant i té- !

ôfi ô^ àw
à a (fb ()e
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varie d'une manière continue lorsqu'on la traverse. Dès lors, les éga-
lités (82) et (84) donnent, en tout point de l 'onde S,

^(^ ==0.

Si 3^» est dif férent de o, Q est nul et l'onde est, par rapport a la tempé-
rature, d'ordre supérieur au premier.

Donc, une onde du second ordre par rapport aux composantes u, y,
w de la vitesse est, en générale au moins du, second ordre par rapport à
la température T; toutefois, si l'on a

(45) ^==o,

l'onde peut n'être que du premier ordre par rapport à la température.

Ces lemmes démontrés, proposons-nous de répondre à la question
suivante :

Un milieu vitreux, doué de viscosité, très peu écarte de l'état initial,
animé de mowements très petits et mawais conducteur de la chaleur
peut-il présenter une onde persistante pour laquelle ^ diffère de o ?

Examinons d'abord le cas où l 'onde serait du premier ordre par
rapport à u, ç7, w\ el le serait au moins du premier ordre par rapport
à T; dès lors, les quantités Na;, N^, N3, Tp, Ty, T^ varieraient d'une
manière continue au passage de cette onde, ce qui permettrait de
conserver les équations (64 bis); les égalités (63) demeureraient
exactes et transformeraient les relations (64 bis) aux relations (5o)
qu i ent ra înent la non-existence de l'onde considérée.

Examinons ma in t enan t le cas ou l'onde serait du second ordre par
rapport aux composantes u, v, w de la vitesse. Elle serait au moins
du second ordre par rapport à la température T. Elle resterait donc
onde du second ordre par rapport à

N,,, N,., N^ T,,, T,., T,,

ce qui permettrait d'écrire encore, en tout poin t de la surface S, les
relations (20 bis); les égalités (49) v resteraient également vraies, en
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sorte qu'on retrouverait les relations (5o) entraînant l 'impossibilité
de l'onde étudiée.

Le résultat, démontré pour les ondes du second ordre par rapport
aux composantes u, v, w de la vitesse, s'étendrait sans peine aux ondes
d'ordre plus élevé, ce qui nous permettrait d'énoncer la proposition
suivante :

II est impossible quune onde d'ordre v^^i) par rapport aux com-
posantes a, r, {v de la i)itesse persiste au sein d'un milieu vitreux, doué
de iHScosité^ rnawais conducteur de la chaleur^ très peu écarte de l'état
initiai et animé de mowemerus très petits, si cette onde ne sépare pas
constamment les deux mêmes parties du milieu,

Examinons maintenant s'il peut, en un semblable m i l i e u , s e pro-
duire des ondes, du premier ordre par rapport aux composantes u, v,
w de la vitesse, pour lesquelles on ait

(45) • ^ ̂  o-

En tout point d^une telle onde, on continuera d'écrire les équa-
tions (64)-

L'onde peut être surface de discont inui té pour la température Ty en
sorte que (Ty — T < ) ne s'annule pas sur la surface S; mais on suppose

•que le milieu est , 'à chaque instant , très peu écarté de l'état ini t ial ;
1\, T^ d i f îè ren t donc très peu. de la température in i t ia le et ( T a — T|)
est une quant i té très petite du même ordre que les écarts Ç, Y], Ç.

Les égalités (67) et (8) ne donnent plus alors les égalités (68);
mais, si l'on néglige les in f in imen t petits du second ordre, on est
simplement conduit a ajouter aux seconds membres des égalités (^8)
les termes

^WT)/m m . , ^i(T)/,,, „,, , ^i(T)^ „,— po •JL^WL ( T,- 1, i ) /, - po —^^ ( 1', - Ti ) m, - p., -^J ( F, " Ti ) //,

Ï ayant une valeur comprise entre 1\ et Ta.
Si Foii néglige les inf iniment petits du second ordre, les éga-

lités (66) àQmwïent inaltérées. On a, donc, en tout point de la sur-
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face S, au l i eu des égalités (53), les égalités

(A-+-M)(^ +wg -4-^C)n-+-M^ -4 p.^^.^T,—^)/

+ ( ̂  „.!-„ ^ ) ( ^ f) 4_ /^ ̂ ) ̂  ̂  ̂ j ^ / ^ ̂  y ^ ^^

^ ^ (A+M)(^ +m5 î^,^^)m+Mff+po' /2^(T,-T,),n

-h (À -4- (J.)(lV) 4- 7n<)+ n\^)m -^ ̂ > == o,

(A-4-M)(^ -+-m({ ^-n^)n + M X -h po ̂ 9 l(T ) ( T, — Ti ) ̂

^ 4- (^ 4» ^.)(/t) + m^ + /z^)/? + ̂  == o,

auxquel les les égalités (.9.2) et (67) jo ignent l 'égalité
(88 ) pa— p, =:—p,(/j ̂  ̂ ^ ̂ . ̂ jc).

M u l t i p l i o n s les égalités (87) par /, m, n et a joutons membre à
membre les résu l ta t s obtenus ; nous trouvons
( 89) (A + aMK/rf 4- mq -\- /i:TC)

"h (^ + 2^)(/t) -4- m^ + /^) + po ̂ -r) (Ta— Ti) = o.

Cette relation (89) transforme l'égalité (88) en

(90) p,-p^-p„^^(^0+/n^+^)^^^^ï)(T.-TO.

lîn même temps, elle permet de résoudre les égalités (87) par rap-
port à S, ( J , 3e sous la forme

r(A+.M)(^-+-2^) ^^l/;,.,,,^.,,,^/ ^-
J- ["MTA'^M)""^^!^04'^^^7^^'"^0

+ 1 " A+M l '\od2^v.l^rî T U
Î.MTA'̂ riM^ ""M JP'>—71—^2-1 '^ '

s= i ̂ «-("^Mr' -- ̂ -1(to -^+ ̂ im- g ̂
-[M^^ -M IP.̂ .̂-..)'".

— ['^^Mr'-^]"^—^-^
, r A+M i •| rfy.(T),.r ,„ ,
•'•[«(A+aM) "M JP.^n—C'-'''"-

l

,M(A-r-2M) M

Ann. Éc. Norm^ (3) , XXI. — OcionnE 190'). ^
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Les égalités (90) et. (91) font connaître, en chaque point de l 'onde,
les va leurs (le

^ it\ ^ p a — p i

lorsqu'on conna î t les valeurs de

^, ^, '^, TS-TI.

Ainsi, au sein (F un milieu întreux, mauvais conducteur de la cha-
leur, doué de viscosité, ires peu écarté de l'étal initial et animé de mou-
vements très pelas, il peut se produire une onde persistante, du premier
ordre par rapport aux 'vitesses. Une telle onde sépare constamment les
deux mêmes portions du milieu. Elle est surface de discontinuilé pour
les quantités Ny, N .̂, N^, T^, Tp Tg, pour la densité p et pour la tempé-
rature T.

Peut- i l exister une onde, du second ordre par r appor t aux compo-
santes u, e, (P de la vitesse, et pour l a q u e l l e on a i t

X =: o ?

En chaque poin t d 'une telle onde, on devra avoir

I ^^is^+^r•'^•l~^l) ^T324'T^"~'T^l~"!il) L ̂ ^^^^^—^jr^^^c, „ „ .,___,̂ . „.._ ,,-«,̂ , .,____..,,___^^^ .,.„ ̂  ,^___,.___^^^^^^^ „ , , __y^

/ . . ^(T^4-r , ,—T,i—T,i) / ) ( :Ny,4-^ . ,—Ny, i—Vyi) f)(T^ 4-T.,,~ T^-T^) _l92} i ~— 1'-—^-—^^^^^^^ + —-•— + - . - . . - - . - — ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ o,

f ^TJG!±Î ,,̂ Jz ,̂  fliî̂ î̂îiriïiîiz.J^ 4, Éî î ïsirL^Lr.̂ .
i Ja ùb àc

L'onde considérée peut être du premier ordre par rapport a @ï, en
sorte que, dans les égalités (8/i), ^ peut être différent de o; mais c'est
•une quant i té très petite comme ^ T], *(; les égalités (Sa) ne sontdonc
plus exactes; mais, si Fon néglige les i n f i n i m e n t petits du. second
ordre, elles doivent être remplacées parles égalités

:o,

(9^)

^ r̂ifil ̂  ̂ l̂ ilîil + ̂ r̂iïiL)
ôa àb ôc

i =^ (A 4-- M)(/J + wg+^^X) / - M.f - po <^"^) ^^
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^I^rJjLL). , ^ (N^-NyO cJ(T^-T^)
^ àb àc

4 1 1

(93)

• (A 4- M.){l^+mC{-^nJt)m—MÇ—p, ̂ —n Êw,,^ — Pô

^^z-LÏzil .. ̂ r̂il̂ i) ^N..-N,,)
^ ' '̂  • àc

dï

= - (A 4- M ) ( I S + wÇ, 4- n^) n - MX ~ p, ̂ m S^.
â^T

Quant aux égalités (4<) )> ^lles demeurent valables.
Dès lors, les égalités (49), (92) et (9:3) donnent les relations

( A •+- M ) ( /J + rn (f + //, X ) / 4- M J -4- po ̂ m G /
^3î 1.

+ ( î. + ^ ) ( / V 4- w \^ -h n \^ ) l + .̂ l1)

(94)
^i(T) .( A, 4~ M ) ( LT 4- ^^ (i 4- /^ X ) //î 4- M (, 4- po ---̂ ^ G m

Cl s,

4- ( î 4- M ) ( l ̂  + //z \^ 4- fï \^ ) m 4- ^ ̂  ^

( A 4- M ) ( l^ 4- /^ <,' 4- n X ) //. 4" M JC 4- po ̂ -T) Q ndT
: o.\ + (?. 4- ^)(^t) 4- /n^ 4- /^)/À 4- ̂

A ces relations, il faut jo indre la relation

(58 ) l̂ == — p<, ( /^ + w ^ 4- ^^C).

Si nous mul t ip l ions respectivement les égalités (94) par /, m, n et
si nous a joutons membre à membre les résultats obtenus, nous trou-
vons l'égalité

W ( A 4- 2 M; ) ( 13 4- m (, 4- n JC )

^i(T)4-" po ---•-^r"- G "h p. 4- '̂ j.) {IV 4- /n^ 4- /^) == o.

En vertu de l'égalité (93), la relation (58) devient

(96)
•^ ̂  <"•• - '»<- - '̂  + A-A-M i&ffl s-
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En outre , les égalités (<)4) dev iennent

'- p.îtï^Mr'-^c"-1"-^'^"-^0
M j ^ ' ' M

1 1 ^,(ï),,,r ^-tK-- -1- 1 p ^^îi^e/
L M (À 4-'a M) M j 1 0 d'f 'a M)

' (, -_ rL^-)^,^ - ̂ t (^+ /^ +^)^- ̂  <?
" 1 JV1(A + a M) M J ' ' M

(97 I' A-4 -M r 1 r f9 , (T) .
+ LM^TTM) --M J po —n- cr) "''

3e-_- |'iA--M^_2^--^' (H,+/,^)+«^),,__^
L M ( A. •4- îî ,M ) M ^ M

+f ^M ^I. p^^ )(.•,/4- [ M ^ A + a M 1 ) ^ M , po 7/T —

Les égalités (96) et (97) dé te rminen t , en chaque po in t de l'onde,
les valeurs de 3?, Cf, X, X lorsqu'on connaî t les valeurs de t), ̂ , ̂ ? ^*

Ce que nous venons de dire touchant u n e onde du deuxierne
ordre par rapport aux composantes u, 9y w de la vitesse s'étend sans
peine aux ondes d'ordre plus élevé. Nous pouvons donc énoncer le
théorème suivant :

Au sein d'un milieu vùreux, affwlé de viscoîîité, rnawaù conducteur
de la chaleur, très peu écarté de l'état initial et anime de mowernenu'
très petits^ on peut observer des ondes persistâmes d'ordre v (v ^ 2) par
rapport auoc composante!! u, ^, <p de la Ditesse. Une telle onde sépare sans
cesse les deux mêmes portions du milieu. Elle est d'ordre (v — 1 } pour
les quantités N .̂, N ,̂, N^, Ty, Ty, T^, la densité p et la température T.

11 nous reste à étudier la propagation des ondes au sein du milieu,
supposé mauvais conducteur et dénué de viscosité,

Considérons une onde du second ordre en ^ T), '( et, partant, du
premier ordre en u^ ç, w.

Scion l'égalité (83), où. nous supposons x d i f Ï e r e n t de o, l 'onde
sera du. premier ordre par rapport à la température; d'ailleurs,, ou
vertu, des égalités (72), l 'égalité (35) devient '

(98) ç^^ ̂ ^^](^+,ny+„x).
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Les égalités (<)3) demeurent exactes, mais elles deviennent, en
vertu de l'égalité (98),

<)(N,,,-N.,,) ^(T^-T,J ^(T^-T,.,)+• àb àc

^-\A+^\ds^\+^\^+'n(s+'^l-^,

(99)

^(T..2-T..) ^ ^ (N^-Ny, ) <)(T^-T.»)
da àcàb

AH-^ rfî-ii^-)12+Mi(^+M(,+/^3e)/»^-Mg,I-< C c& .1 | i L

(J(T,i-T,.,) ^ <)(T.,.;-T,.i) ^ <)(N,a—N,,:
^â( rf6 c}c

. (A+ P^\dît^\^+Ml(lS+m(j+n3t)n-M^i.
\ —Â ^ \. - J '

lin ver tu de ces égalités et des égalités (72), les égalités (71) de-
v i e n n e n t

(100)

/ . p«T
A 4- t——Ec

A^K̂ c

.A ,Ê c

-</9i('jy
aï

'^.(T)-
~7nr,

-^,(T)-
(/T

[^M

2-.M

^i

M ( ^ î + m < J l + / ^ C ) / - t - ( M - - p o X 2 ) ^ ==0,

M (^ + mff + /îJe)w.4-(M —po^ 2 ) <j = o,

+ M | ( «? + m(i -+- n X) //, -4- ( M — po-%2) X •=. o.

Ces égalités (100) ne d i f ïe ren t des égalités (7-3) que par la substi"
lotion de A4- ^— (^^ '—- à A; donc les conclusions que nous enhc ai | 1

tirerons d i f fé re ron t seu lement par cette subst i tut ion décolles que nous
avons développées à la fin du paragraphe précédent.

Un mil/eu vitreux, dénué de viscosité, mauvais conducteur, très peu
écarté (le l'état initial et animé de mouvements très petits peut propager
deux sortes d'ondes gui sont du second ordre par rapport aux compo-
santes Ç, Y), *( du déplacement et du premier ordre par rapport aux com-
posantes u, ç, w de la vitesse.

Les premières, qui sont du premier ordre pour la densité et la tempéra-
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tare, propagent une perturbation longitudinale avec une miesse

( ï0l) ^^l/
^m-"

po

£e.î secondes, qui sont d'onire supérieur au premier pour la densité
et la température, propagent une perturbation transversale avec la
vitesse

(80') •%=1
/M


