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SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE

A LA SOMMATION DE QUELQUES SERIES.

Par M. Grorcrs VORONOI.

e Q) T e

INTRODUCTION.

La formule sommatoire d’Euler-Maclaurin et la formule de Fourier,
pour le développement de la fonction /(x) en série trigonométrique,
ont leur origine commune dans le théortme suivant (*):

n /_ b ne b
TukoriME. — La somme ~ Z J(n) + L 2 J(n) peut étre développée en
5 5 gt “( /[ ? L
n>a n :;‘u
série tnfinie
" " :i[l 1 " <.1[' b m“ b
(I ;2‘/(/1) “+ ;2/(/1,) ::‘/ S(z)dx +2‘2f Sf(z)cosamna de
n>a nza “ D “

a condition que la fonction [(x) soit continue dans Uintervalle a < x < b
et ne possede dans cet intervalle qu’un nombre limité de maxima et de
minima, a et b élant deux nombres réels quelconques.

En faisant dans la formule (1)

J(n)=/f(z+4+1—n), a==r, b=z -1

(1) Poyez, par exemple, Porlesungen itber Zahlentheoric von Lejeune-Dirichlet, heraus-
gegeben von Dedekind (Vierte Auflage, Braunschweig, 1894, supplément I, p. 238 ) el
aussi le Mémoire de M. Francl: Sur le formule sommatoire d'Evler ( Mathematische
Annalen, Bd. XLVII, p. 433 ).
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et en supposant que o <z <1, on obtient 'égalité

a1

2 A1 i
j'(x)::'/ Sl 41 —1)dt —l-}:‘.l. Sty cosamnldl

a
we

qui, apres la substitution ¢ =2 +1 —u, se réduit & la série de
Fourier

; S| N
2(;0527rn;z:f SJlwycosamnudu - ?..s‘in'.mn.lr/ Jlu)sinam i du '
0 ]

W1 ”1
Jx) "::/ Jwdu —i—}_‘

ne=1
(o< =1).

Lintégration par parties effectuce dans Ta formule (1) conduit an
résultat suivant :
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Wl
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’ ) (" \'.1( .,')/.ll,.'l‘lm.ri‘i_,'/.ol(, 2901
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le symbole e(@) a la valeur o quand @ n’est pas un nombre entier
et e(@) =1 quand & est un nombre entier.
in supposantque @ et b soient des nombres entiers, la formule (1)

devient
nib ) ni | b
}d,/(n)f:f JCr) de Al S10(0) - ./“)(N)H(»---r)”'/ Py () S0 (el
" “ L=t va

(m=1,0,...),
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C’est la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin avec le reste pré-
senté sous la forme de Poisson (').

La formule (II) présente une généralisation de la formule somma-
toire d’Buler-Maclaurin due & M. Sonine (*).

Dans les recherches concernant la sommation des séries multiples,
on rencontre souvent des sommes qui dépendent des valeurs des
fonctions discontinues. Dans tous ces cas la formule sommatoire
d’EBuler-Maclaurin n’est plus applicable, et P'on ne parvient, en
général, d surmonter les difficultés qui en résultent qu’a laide des
méthodes particulieres.

e probleme le plus simple de cette espece est le suivant : élant
donnée une fonction analytique f(x) et une fonction numcrique =(n)
qui n’est déterminee que pour les wa/eurs entieres de la variable n, on

<y

Nz n<h
demande la valeur de la somme ~ th(n) J(n)+ - }_ (n)f(r)(*)-
/1>1z e

Les études que j’ai faites pendant plusieurs années des dilferentes
sommes de cette espéce m’ont amené & remarquer que la formule (1)
peut étre généralisée, et je suis arrivé au résultat suivant :

ns b "<
Tuiosiye. — La somme ~ 2‘ (n)f(n) + - 2‘1:( n)f(n) peut étre
o . ned nela

developpée en série infinie

’<I /1</‘
(%) = D) () + = () f )

n>u nza

o - Wb
:/ S(x)T(x)de —1—2’:(/1,)/ J(x)ya(na)dx,
« n==1 o

(1) Poisson, Mcmoire sur le calewl des intégrales définies ( Mémoires de L'Institut de
France, année 1823, t. VI, p. 571).

(%) M. SoNINE, Sur une intégrale définie contenant la fonction nwunérique || ( Bulle-
tins de I'Université de Varsovie, 1885, n° 3, ¢t aussi: Sur les polyrnomes de Bernoulli el
leurs applications ( Bulletins de U’ Universite de P’arsooic, 1888 n°® 3) (en russe).

(*) ¥oyez, par exemple, deux Mémoires de Kronecker : 1° Ucber cine bei Anwendung
der partictlen Integration nétzliche Formel; 20 Ue/)('r eine summatorische I<(mrtwn
(Sitzungsberichte dcr dcadeniie der Wissenschaften su Berlin, 1885, p. 841, et 1889, p. 867);
woyez aussi : Vorlesungen aber Mathematik won Kronecker, Bd. 1, Leipzig, 1891, p. 147).

Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Mar 1go4. 27
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@ conduion que la fonction [(x) soit continue dans Uinterealle a <o < b
et ne posséde dans cet intervalle qu'un nombre limité de maxima et de
minima, $(x) et a(x) dant dewx fonctions analytiques qui ne dépen-
dent que de la fonction numérique < (n).

Le but de ce Mémoire est de démontrer le théoreme énoneé dans le
cas ol la fonction numérique =(z) désigne le nombre des diviseurs
du nombre entier positil 2. Jai oblenu le remarquable résultaf

survant :

En supposant que le symbole <(n) désigne le nombre des diviseurs du
nombre entier positi) n, on peut poser dans la formuade (+ )

Z(w) == oga - 20 et afa) ol E(4mhe) ot ],

ote C désigne la constante d’ Euler o tes fonctions Z(x ) ot 1( .2 ) vérificnt
les cquations differenticlles lincaires du second ordre

” (/_(1) N di(ey .
et T dae

. ol () oo ()

oot l el bl o

“f

g
—
B
~

Les intégrales des équations différentielles (1) sont hien connues
depuis les travaux de Fourier et de Poisson (1), On lesappelle quelque-
fois  fonctions de Fourier ou de Bessel ou encore fonetions cylin-
drigues. Les fonctions £(x) et n(x) ventrent dans la elasse des
fonctions ¢ludiées par M. C. Neamann et on les appelle aussi fonetions
de Neamann de Ta seconde especee (%),

La forction que je désigne par(x ) peut étee représentée par in-

(1) Founter, Théoric andalytique de la chaleur, Chap. VI, p. 550 (Olueres de Fourier, ®
t. 1, Paris, 1888); Poiwsson, Mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps
solides, Seclion 1% p. 335 (Journal de (" Beole Polytechnique, 1y cahier, 1823 )

(%) Foyez M. G, Neumass, Theorie der Lessel'schen Functionen, Leiprig, 1867;
M. Lonyis, Studicn ither die Bessel'schen Penctionen (Leipzriz, 186815 M. Niconas, Zitade
des fonctions de Fourier ( Annales scientifiques de 1 Beole Normale supericure, supplé-
ment au . X1, 1882); MM. Gray ano Marugws: o Treatise on Bessel functions and
their applications to Plysics (London, 18g5).
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tégrale définie

© L—2/r
Ha)=n2 ¢ —— dt,

1 \/p"—“l

b condition que la partie réelle de ya soit positive.

Quelques-unes des propriétés de la fonction £(x) ont été indiquées
par Riemann (') et démontrées par Stieltjes (*).

La plus importante propriété de la fonction () qui, & ce que je
erois, n'a pas été publice jusqu’a présent, est la suivante :

Tugorive. — Le carré de la fonction d’Euler T'(s) peut élre repre-
senté par Uintegrale dcfinie

I2(s) :[ as=1E(x)dr,

A
a condition que la partie réellz de s soil positive.

En vertu de ce théortme, la fonction £(z) rentre dans la classe des
fonctions remarquables qui sont définies par 'équation

(2) Ph(s) = [ 25=VE(a, [ dar

“ 0
pour les différentes valeurs de Uindice £. D’apres cette détinition, ona
Elry1)==¢* g Ela,2) = E(x).
Comme la fonction exponentielle e~ appartient i la classe des
fonctions définies par I'équation (2), en toute justice il faudrait, a

mon avis, les appeler wltra-exponenticlles.
Je définis la fonction n(z) par la formule

) '{‘(%'):]imc'(_w""'f”)‘*"c_(——a:--r”)

p 0 2

a condition que z > o et g > o.

(1) RieMANN, Zur Theorie der Nobilischen Farbenringe (Riemann’s gesammelte mathe-
matische Werke. Leipzig, 1876, p. 58).

(?) Smievrigs, Recherches sur quelques sérics semi-convergentes (Annales scientifiques
de I’Ecole Normale supdricure, t. 111, 1886, p. 201).
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Dans mes recherches un role important appartient aux fonctions
cylindriques que je désigne par &(x) et ne(a), (F==0,1,2,...).
Ces fonctions sont définies, d’une part, par la formule

21’<%> o0 . -
l‘(/:+ %)f' e

i condition que Ja partie réelle de yar soit positive et, d’autre part, par

b)) =a* i

Iégalité
. E(—2=z ) +E(—a—pl .
'n/..(w)::hmc"‘( +p¢) - 2] —f -) ol r>=o0 el g
pz:() 2

La fonction () peut &tre développée en une série semi-conver-
gente ()
ne1
" koo 1(’)/.'—.{.4 *_ 1) (2 /. DY) %)..(':,A o 1o 2 )
(3) E(e)=yr(yx) ("‘\/’ } : e
e 2! <”’\/ )

,_( /.—F-"Il-—l) ')/. + 2N ) .('.»,/.‘74"1 -

nl( x(;\/ r)"
ol |5’|<| etnzk, (k=o0,1,2,...).
Ce développement subsiste pour toutes les valeurs complexes de [a
variable z, les valeurs négatives de v et lavaleur @ = o étant exelues.
Le développement de la fonction () en série semi-convergente
est le suivant :

b= VN (240 h—=1) (2 k- 2h—3) (2 h 1 —20)
f)/. \/ﬂ.<\/ ) (2‘ /](,(;\/; T .

RaH G

»)_:_(*),A “Fan—1)(2k+an— = 3)en 2k 1~ :.,,))

n! (1()\/ )" ~

X Cos

ol — 15, w>ocetnzk (k=o,1,2,...).

(1) Foyez, par cxemple, le Mémoire de Hankel : Die Cylinderfunctionen erster und
aweiter drt (Mathematische Annalen, BA. 1, p. 491).
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La forme remarquable du reste de ces séries permet de les em-
ployer avec succes dans les recherches concernant les fonctions Eﬂl.(x)
et (), quoiqu’en faisant n == dans les formules (3) et (4) on
obtienne des séries toujours divergentes, quelle que soit la valeur
de .

Vintroduis dans mes recherches une nouvelle fonction g(x), repré-
sentée par la somme de la série infinie

\Y z
(5) g(@) =Y 7(n)i(4n*na).
n=1
s . O \ ) . ¥
La fonction g(z) est tout a fait analogue & la fonction am=—— - Une

oy . 3 . I
des propriétés les plus importantes de la fonction s est, comme

on sait, le développement de cette fonction en des fractions simples

o0
I 1 1 T 1 I T
— i — — -+ — .+ =)
eETE 2 9L gnz X+ nt X — nt

Hne==1

La fonction g () jouitde la propriété analogue, et 'on a la formule
fondamentale

o
. 1 I log4n?x T x I I
6) g()=—+logw —~(C—-"22 2 Zr nlog=(——4 ——)-
(0) () 4" 2 4mrx +:z'rr2 (n) Ba\z—n T rxn

n=1

Je déduis cette formule a I'aide de la formule connue de Riemann (1)

T8
208 —

2 D(s)L(s)-

7 [ —§) = —————
Il est digne d’attention que la formule précédente et la formule de
Riemann, mise sous la forme

TS
4cos? —

L (1 —3s) =mg—)f—rz(5)5“(ﬁ),

(1) Riemans, Ueber dic Anzahl der Primzahlen unter einer gegeben Grisse (Riemann's
Werke, p. 137).
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présentent le résultat de Papplication de la formule générale (x) aux

CaASs

Fla)=E(hmrae) ol fla)=as-

On en pourrait conclure que la formule de Riemann (7) pent servir
de base aux recherches concernant Papplication ultérieure de fa for-
mule (*) aux fonctions numériques = (r, &) définies par P'équation

e <~ T(n, )
C" (S) Z ».;t\- .

==

La formule fondamentale (6) fournit un moyen a aide duquel on
nb
peut représenter la somme ¥ (z) f(n) par les intégrales définies
peut represe a L) () pe ! egrades definres.
n oot
De cetle maniere je trouve Pexpression suivante pour la fonetion
numérique g,(a) représentée par la somme

nor
. NV (e
) onlar) = Sletm (O,
no0
e ) {1 (v kel
) = KL owt b o (N ell 4~ Y TR ' e
wp(x) J i (logt -0 Cyclt }_Adb"( 1) ARV ()
Lo
ol
fe= O, 1, 9,
(9) { ¢t

rp(a) = ‘) ofr(a) —2 / ( _i,-_,:......,.“ &) de

| e ap [ Tk g 1) (= 10 (il
Vi

Le symbole =(2) a la valeur o quand 2 n’est pas un nombre entier
positif et désigne le nombre des diviseurs de x quand z est un nombre
entier positif.

D aprés cette formule, la fonction analytique

T — 1) ¢ (e tyt gk

(10) i (logé-+2C) di -+ ZC"(—— 7) '—--?': e

* 0 b s
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présente la valeur asymptotique de la fonchpn numérique ¢, (2). La
question desavoir : avec quelle erreurlafonction (ro) représente-t-clle
la fonction numérique o, (), surgit naturcllement.
Le casle plus simple de £=oacétélobjet de plusicurs recherches (*).
On représente ordinairement la fonction g,(2) qui est définie par

la formule

II_(_,_.I'
-

oo (@)= X ()
n>n

sous la forme suivante :

»e

W
N2
C")”((l') = zl‘; /( .

ne==1

Lejeune-Dirichlet a démontré que la fonction o,(2) a la valeur

asymptotique
a(loga -+ 20 -—1)

qui représente la fonction o, () avec une erreur dont Pordre ne sur-
passe pas V. Peu de temps avant sa mort, illustre géométre a lait
une nouvelle découverte concernantla fonetion 2, (), comme on peut
le conclure, d’apres la lettre de Lejeane-Dirichlet & Kronecker datée
du 23 juillet 1858 (*), mais les nouveanx résullats concernant la
fonction g,(x) trouvés par Lejeunc-Dirichlet n’ont pas été publics,
et, jusqu’a présent, on n'en sait pas plus sur le reste de la formule

vy =a(loge -+ 2C—1)-R(x) (*)
qu'apres la publication, en 1849, du célebre Mémoire de Lejeunc-Diri-
chlet @ Ueber die Bestimmung der mitileren 1erthe in der Zallen-

theorie ().
La recherche de Pexpression analytique précise pour la fonction

(1) Yovez Zahlentheorie von Paul Bachmann. Leipzig 1894, Zweiter Theil, XIII Abschnitt,
p. 397.

(2) Lejeune-Dirichlet’s Werke, Bd. 11, Berlin 1897, p. 4o7.

() Jai démontré récemment que ordre du reste R(a) ne surpasse pas celui de la
fonetion ¥z loga. Zoyez mon Mémoire : Sur un probléme du caleul des fonctions asym—
ptotiques (Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVI, p. 241).

(%) Lejeune-Dirichlet’s Werke, Bd. 11, p. 49.
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numérique ¢,(2) présente un probléme fondamental en vertu de Ia

formule
ll';/l b

(11) ZT('Z)./(H)-‘:%(/l)f(/')—9«.((1)./(65)—/ wo(z) df(x).
n>ua a

b
Dans cette formule le symbole f go () df () désigne intégrale

o
définie prise dans le sens de Stieltjes (') eta la valeur bien détermince
tant que la fonction /() est continue dans Uintervalle @ <@ < 6.
En vertu de la formule (g), la fonetion z,(@) a pour expression

. 1 1
(12) o,(x)=wz(logx -+ ‘),(,—-—-l)~l—~</" - -‘;':(.r)

——'),j gy dt —}—[ [a(= a4ty — g (— 2w — )] dt.

(1]

A laide de la formule (5), je trouve

f — (=) =g~ — i)l

]

“ - " ’
= lim Ye(n) ST (e pf) 2 AT (o ),
o p:.:() /’7:':”'

n=zl

La recherche de la limite de la série obtenue offre le plus de difti-
cultés, quoique tout le probleme se réduise & la question de savoir
s'il est permis dans la formule obtenue d'intervertir lopération expri-
mée par le signe de sommation avee celle qui est exprimée par le
signe lim. Je ne suis parvenu a donner une réponse afficmative a cette
question que par 'analyse assez délicate.

Jai réussi & démontrer que la fonction r,(x) définie par la for-
mule (9) peut étre développée en une série infinie suivante :

(13) ru(z)= ;()/"T(.'I:) -+ Em(n ) (—nf

nzzl

Hepn (At na) g (A0 0 )
( /| w4 )/. 1

(k==o0,1,2...).

(v) Srevraes, Recherches sur les fractions continues ( Annales de la Faeulté des
Sciences de Toulouse, v VI, 1891, p. 71).
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En verta des développements (3) et (4) des fonctions &, () et

1wt () en séries semi-convergentes, j'obtiens pour la fonction r,(z)
P'expression remarquable suivante :

r— N
k=4

1
2\/7—:21: Lot (@h2h41) (2k+2d— ). (2k+3—22)

2%k} !

(16) ru(z)= = otx(x) +

=0
. cos[f.wz;-‘_f(m_/.._.'_”
O ) 2 2/
> Xs(n)
n=1 (_/”tz,L)T"‘?.
§—=1
k=h 1/, 3 ot .
+(~_,)/-+12\/n2x'?'+7{(‘)’/""21"")('2/~+?:7'~"~I)---(M-!—&——),?.)
2%h)
=0
o
S e-vmnz
XZT(,L)—‘——"—"’:“::’.—:—‘;
n== (471‘2,1)_2- FI;
h—p A

+EQV%xT+;(2ﬁ"+2/‘—|—l)('),/r-{—zr-;-x)...{fa/:—y-3 —ar)
2ty

w
N (n)
Aer o
n:l([]TE"’IL) ¢ &
f—s

4 (= 1)f+leayna T

X

i (@hdos41) (akas—1).. (2 k-3 — 28)
24!

w —
~ e—tm/ne

X ZT("’) N

n=y ([{71'2 ll) 2 “

ol — 1< s, ol eLretrZk+r1,82k+1,(k=o0,1,2,...).
A Taide des formules (g) et (14), je démontre les propositions sui-
vantes :

I. La fonction analytique

(___ [)1 k=
I =T

. k

“'(.’L'—-t‘)/“' \ -

~EIS (log e+ 2C)de+ X £H(— 1)
A

7o D=0

représente la fonction numérique ¢ (x) définic par la formule (8) avec
> . . ﬁ e .l.
une erreur dont Uordre ne surpasse pas celut de la fonction x* *,

(k=1,2,...).

Ann. Ee. Norm., (3), XXI — Jux 1gof. 28
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1. La fonction

k
'

, Y Y R
/(J;'1”‘(10;:1,—{-a(l}f/l~i—v (““’)( g ““.I”‘ ””””

(h—1)!
h=0

< I Yo (nh 43 ol

('». -+ »/ 1 i 2D, e ok Sl

I S el
h=0
- N
Cos [,7—\//1 v —}- - v)

> Z " —_

represente la foncltion /11(//1('//(/1((‘ o (x) avee une crrewr dont Uordre ne

b

surpasse pas celul dela fonction x

i

==

otk 0, 1,2, 0l 0,

Il en résalte, par exemple, que la fonetion

A . 1 1 - Q R T »
bo(e) =z (logr - 2 (e 1) | | »{"7(.1,') FoayEae z:'(n) i
1

jouit de la proprié(é suivante :

La valewr nwnérique de la diférence o (x) - b, (x) tend vers la
limite o @ meswre que 2 crott infiniment.

A Taide du développement (13) de La fonction r, () en série infinie
et i Patde de laformule (c1), je démontree deux théoremes fondamen-
faux:

nh
Futorime 1. — La somume }a 2(n) [(n) peut ére déceloppee en sere
"o

nfinie

(HT) Z‘r(/: VS ()= j Jeyoguw -+ aCyedr - (/,)/(/,) () f ()

et

-+ ‘ n-(n)j JeYehmtnay (4w | de,

nes g
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a condition que la fonction f(a) soil continue dans Uinterealle (a, b) el
qu'elle ne possede dans cel intervalle g’ un nombre limué de maxima et
de minima.
II:’:’I :

“ ! A y A 7 Y l’ ) I’l ) l’ "'l
Turonime 1. — La somme }_‘fr(«/z)./ (n) peut ére développée en serie

n>u

nZh b 1
SN e | N (Tovraeo (Y 4= 8 (e (VAT DY — 1l S (o)
(V) stntm= [ Feyogratyde v =081 ) ra) 0o

n>od “ Jest)

“ b .
m y! (""]\)’“5m{.[lﬁi”m)'P"Tl/n(/lﬁhz”"l") ) oy f o
A4 (-=1) Zz.(n)[ () Sy,

ne

acondition que la fonction [(x) ait m derivées ['(x), ["(2), ...,
Sz ) bien déterminées et imitees dans Uintervalle (a,b), (m=1,2,...).

La formule (111) présente un cas particulier de la formule géneé-
ale (%) et est tout & fait analogue & la formule (1).

La formule (1V) présente une généralisation de la eélibre formule
sommatoire de Poisson.

e )
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PREMIERE PARTIE.

SUR LA FONCTION ULTRA-EXPONENTIELLE Z(.r).

SECTION 1.

SUR LES FONCTIONS Z4(2) BT w4(2), (k= 0, 1,9, ...).

Définition de la fonction £ (.r).

. Considérons Pintégrale définie

i
[(s) - / wtemtelu

0
qui représente fa fonetion connue T'(s) icondition que la partie réelle

de la variable s soit positive. Le careé de la fonetion I'(s) peut étre
défini par I'intégrale double

e e i " ¢l yy (U4
[*(s) = () te =yl g by
“ 0 L)

en effectuant fe changement des variables « ot o dans cette infégrale
A Paide de la substitution

uy == ¢l -”' + ,(». e,
) ay e
on obtiendra
. Ve ot ne 21‘/“1
12(6‘> :‘:K;:‘/ astr / R (1
) L. 0 1 \//‘u" 1
ln désignant
. AP I
() sy 2,
. g \/t”—-— 1
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,

on aura, d cause de I'égalité précédente,

2 (s) == / ‘ as=r i) da.

0

Nous appellerons wlira-cxponentielle Ta fonction E(x) représentée
par I'intégrale définie (1), & cause d’une certaine analogie qui existe
entre les propriétés de Fafonction £ (z) et celles de la fonction expo-
nentielle e

2. Nous avons obtenu Pintégrale (1) qui définit Ja fonetion £ (@) en
supposant que la variable 2 soit positive. Mettons maintenant de coté
cetle restriction et considérons intégrale (r) en attribuant & la va-
riable & toutes les valeurs complexes.

Pour que 'intégrale (1) ait un sens, il est nécessaire que 'on ait
choisi pour Ie radical iz une détermination de telle sorte que la par-
tie véelle de yar ne soit pas négative. Cette condition définit complite-
ment le radical Vo tant que la valeur de 2 n’est pas négative; dans le
cas & < 0, on peut prendre le radical purement imaginaire ya avee
une détermination arbitraire, et I'intégrale considérée aura toujours
un sens; dans le cas @ == o, celte intégrale devient infiniment grande.
On en conclut que la fonetion £ () ne peut étre définie uniformément
dans tout Ie plan de la variable complexe 2 i laide de I'intégrale (1).

DirNitos. — On appelle wira-exponentielle la fonction & (x) repre-
’ ? . 4 Vel .
sentée par Uintégrale definie

(2) E(r) =

& condition que la partie réelle du radical \Jx soit positice.

En vertu de la définition établie, la fonction £ () est bien déterm-
née dans tout le plan de la variable complexe z, les valeurs négatives
de 2 et la valeur 2 = o étant exclues.
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(&
|&3
[

Propriétés fondamentales de la fonction : ().

3. On pcul donner & Pintégrale qui définit Ta fonetion () fa
forme suivante

Ed - A el [ AN
(x)=n [ e e - 9,/ eude (L DY
o 12 . \/{‘-'N_. I 4

1 i

Ry

A laide de Ta formule connue

0 / U\/x(// e ogo T — G / (i __,.v-u.-r\/.."-)fi/

olt G désigne la constante I'Euler et de égalite précédente, on
obtiendra

1 s
: ~ ' ot .
() E(r)=—oalogo \//{l' EINEE '.%/ (l ot (f“i”\/"’) (l f / ¢ ““‘ﬂv"( ! ! ) i,
7y t 7 Vit t,

Kn observant que dans la formule (1) loga yir est pris avee une
détermination

loga V= loga |V

; N T - -
i on — Ty T
9
onaara

alogaye = aloga -+ log.r.

Puisque, d’autre part,

/u 3
o

1

1 1\
= dt == logy,
(W'“r t; i

on pent mettre I'égalité (2) sous la forme suivante :

o :.t—~lrw.1~—),(,+9/ (1 e )//’ + [ (r—~—("“8/"}( . di.
\/f’

A Taide des théorémes connus sur les valeurs moyennes des inté-
grales définies, on obtiendra pour Ia fonction £ (x) Uexpression sui-
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vante :

(3) Ha)=—logr—a ":8\/7 ol |7| <.

Prenons les dérivées par vapport i la variable & des deux parties de
la formule précédente s il viendra

o1 ‘/ . / .
O o E e D eE (L
() = \/’ [, ¢ e \/7/1 ¢ (1 N ) al

et 'on peut poser

<. T.

1) () —— T L ol |z

Les formules (3) et (4) font voir deux propriétés importantes de l:
fonction £ (&), i savoir :

I. Lasomme % (x) -+ loga tend vers la Umite — 2( quand le module
de la variable x décroit infiniment.

. Le produwit 2% (2 ) tend vers la limite — v quand le module de la
variable x decroit infiniment.

1. Prenons les dérivées par rapport ala variable @ des deux partics

de la formule

v o=l T
- dt

L oJE—1

et multiplions les résultats obtenus par x; on aura

(5) c'(l =

" e .il‘/ut‘
.I'Z'(.r)::;—-?\/ I
T \//-—~|

Prenons de nouveau les dérivées des deux parties de la formule
obtenue; 1l viendra

rlrr({_‘ )= 20y 't'——-—-
T dr _"/ ¢ () Ve
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et intégration donne

d’otv il résulte, a cause de (5),

daef'(x) .
gy e )

(6)
ou, autrement,

A () (/E(l)

(7) £ T - N7 anian ;’(1) =),

[’équation différenticlle obtenue appartient & la elasse des ¢qua-
tions différenticlles lincaires du second ordre qui définissent les fone-
tions cylindriques ou de Bessel (*).

L’¢quation différenticlle () et les conditions complémentaives

lim [Z(2) + loga] —=— (], i () =
farfe=0 frg o

définissent uniformément la fonetion ultra-exponenticlle § (2).

Développement de la fonction 4 () en une série.

5. Considérons U'intégrale définie
o1
/ al'(xt)dt,
/e
e ¢tant un nombre positif, aussi petit que Von voudra. En effectuant
'intégration, on obtient

.
E(ey==f (ap) +f xE () de.
¢

(1) Poyes le Mémoire de M. J. Nicolas : Ftude des fonctions de Fourier ( Annales seien-
tifiques de U’Lcole Normale supéricure, supplément au Tome X1, 1882 ).
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Comme, i cause de la formule (6) dun®4, on a

S H L
Pintégration par parties donne
o1
E(u) =E(ep) —apl (2p)logp — .r.'/ loget (we) de.
Ve

En faisant tendre la variable g vers la limite o, on (rouvera

1

(1) (r) == —loga - ".»,(Im,r/ loge& (we)dt,
0

vy

en vertu des propriétés de la fonction £ () démontrées au n° 3.

Les transformations ultérieures de la formule obtenue peuvent étre
effectuces i I'aide du procédé suivant :

Considérons Uintégrale définie

/'l @ (O):(r)de,

P

la fonction e (2) étant prise arbitrairement. En désignant

/',G{(l)('/l R‘f_’;(l)

/l E&Q dt = (1),

on obtiendra, i I'aide de I'intégration par parties,
W1 . 1

(2) / a(b)e(at)dt ==—E(wp) B (p) +xp'(zp) y (p) +»‘€f 7 () E(zt)de.
¢ p

I’application de la formule obtenuc & [a fonction

(3) oy (L) =—log ¢
Ann, Ee. Norm., (3), XXI. — Jon 1904, 29
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conduit & la série infinic des intégrales
.1

. a1
/ oy (L) E(xt) di, / oy (LyE(at)dt, ..., / o (L) E(rt) i,
-.P 2 P . rl

1

dans lesquelles les fonctions
(), ey (l), .., ou(l),

sont liées par les relations

J o
/ [’l‘fl’,)(u sy () (o, 0, 00).

"1

Wl
) / o () dt==05,(t) et
“1
6. Les egalités obtenues font voir les propri¢tés suivantes de la
fonction e, (¢), n==0, 1, 2, ....

I. La fonction a,(t)est positive dansUintercalle o << 11 el y déeroit
Loujours.

II. La fonction o,(t) a pour cxpression
(5) o (6) =y (6 Jog L=, (L),
Pa(t) et q, () étant deuzx polynomes du degré n.

Des égalités (4) on déduira, & aide des différentiations successives,

Iéquation
Lo (6) (k1) el (4) = el (4) (hesoyn, 2, )

De I'équation obtenue et des égalités (4) et (3) découle la propriéid
suivante de la fonction ,(¢), (n=0, 1, 2,...) :

Wl La fonciion a,(t) et ses dérivées o), (1), ..., a2 (L) s'annulent
quand { =1, tandis gue la valeur correspondante de la fonction o*" "' (1)
est toujours @l (1) = — 1.

En observant que la fonction e,(¢) a pour expression

an () == pu(lylogt + ¢, (1)
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\l

ol p,(t) et g,(z) désignent deux polynomes du degré 2, on en conclut
que la propriété (IIT) deﬁmL completement la Fonctmn a,(t).

En différentiant 2 + 1 fois la fonction «,(¢), par rapport & la
variable ¢, on trouvera

n

I n—+1)! .
oD () = ,:”"12(—])”_)‘7.”! ( _)_1) [).I;lnm([)

(n—+1
h=0
et en désignant
n
2 (=0 ","—((',,L“_‘_:_—TI)"_;) PR =o(0),

on aura le polynome o (¢) dont le degré ne surpasse pas n.
Puisque, d’apres I'égalité prcccdcnte on a

(6) aprv (1) = 9L
il en résulte que les ¢quations
it i(1) = o, ot (1) = o, ce al2M(n)=o0 et e (1) = —
sont ¢quivalentes aux équations
(1) =o, o' (1) =o, o= (1y=o0 ct oW (1) = —1,

d’ott Pon conclut que

(c—1)"
X @A
o (¢) T
of, dcause de (6), il vient
_ Y
(7) a () = g

in développant la fonction «,(¢) en série de-Taylor
N WAy )
(- L—1) (L — )™ )
o (L) == 2, (1) - ‘_“l—— all(‘) et g"”;;_!— ‘/(”)(') }"/ '-'—-""’La(u/”-l’(.”)déh
! ; !

on obtiendra pour la fonction a,(¢), en vertu de (III) et (7), Pex-
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pression suivante :
(&) (w-—1)"
oy (L) =— ”,) f NS S du.

L’intégration, dans la formule oblenue, peut élre effectuée aisé-
ment, et, aprds les réductions, on arrivera au résultat suivant :

\

(¢) E i — log ¢+ (l'f« I b ;
= A I e e i s S SPES e
oo =N ° 2 n—1 Y ! 1,

3 I T -
danscette formule Ie symbole v+ - ...+ 5 alavaleuro quand A = o

En vertu de la formule obtenue et de (5), on peat présenter les
polynomes p,(¢) et ¢,(¢) sous la forme suivante :

p"(l)~_zl/'(lz~[ ]

D=

(8) /"“" P ( !
u(l) = ZL“( I ‘ ~...x-»/‘I‘_“-—.l')'»w:z(“l»{»p' L
(re==0,1, 9, ...).
7. Revenons maintenantilaformule (2); eny posanta () =, (1),
on aura
R
(9) [ om0 E0ya
e
|
::““CC(”"P)@M —1((/)+"'(J‘Z/(""P)“/lt(.{’) -+ ""/ d,,,(l)i(»’fl)d/‘

Puisque, & cause de (4) el (5),

am(p)=pm(p)10ge - qulp) et Bur(p)=p phu(p)10gp = pulp) + pdu(p),

on obliendra en faisant p = o

lim [ £(p) Bu-1(p) + 292 () 2 (p)] == pn(0) (l0gr = 2() ~ g 0)



SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC.

to
1o
O

et, h cause de (8), il vient

Iri.‘?}, [—ECrp) Bui(p) 4+ 2pl! (2p) o (p)]

e —Toge — 2 G 14 aaF
T/ A PR 1’

done, en faisant p = o dans la formule (¢), on aura

a N -
o 2oy __...m'l ey —n (. 1 I
Z "/“ G () E(2 ) dil = PRI lw log.r —2( -4 O(I Hog e 7)2)]
1
e et / e (1) EQt) dL.
A

En attribuant au nombre m les valeurs m =1, 2, ..., n—1 el en fai-
sant la somme des égalités oblenues, on aura, en vertu de (1) et (3),

e
g ok :
(10) O e 3 ”IX‘« { loga — 26 - f'.(l 4= %~l—-...~ ;—> l
D0 -

1

»;<.zfrf/ oy (1) E( ) dt.

[0

En désignant
1

“/L("’") =z /. Up—q (/) C:(I[) dl’

o

on peut donner au reste R, () la forme suivante :

W1 W1
R, (r) -:::—-.«r,-’bf tyy (0) (logat -+ 2 0) dt x’L/ gy (O)[E(2t) + logrt+2C]dL.

[} 0

Comme

a1
/ g () (logat <= 2C) dt =1im [ r-y (p) (logzp + 20) — e, (p)]
/0 P;::(}

ef

. . 1 )’
1 (B (logr 14-2.C) = (p)] = 5, oy | —logr— G-+ "<’ " *"'*ﬁ)_]’
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1l vient

R, (x)= v l ~logx —2C -2 <| - l) -+ l) I

nlnt| s

a1
—+ / Oy (&) [E(t) A= logar t—- o C] dt.

]
En vertu de laformule (3) du n® 3, on aura
E(xt)+loget+20C=38wt ol |Z|<1.

En observant que lafonction e, (¢), d’apres ce quia ¢tédit aun® 6,
est positive dans intervalle o <0 <, on peut poser

A

a1
/ Gy (O [E(2t) - Logat 4 2 C) b == 584/ .r / oy (L)t ol A
“0 0

et puisque

o
I
/ Dop o (/) == )

o IR
il vient

W 1

e 1 i3 l

/ Gy (L) [ECQzt) - logat oGl dl 28 Rk
: ' Lo Tl

i)

donce le reste R, () aura pour expression
3 "l‘,n ' 1 ! ]
R,l(.’lf’) STl l‘-"‘ loga — - ’( I " e e " ,) + =8 \/.l I

ou || < 1.

En substituant le résultat obtenu dans la formule (o), on aura

.1'”

n . .

. PRI ah . s ’ ( 1 I . -
(r1)  &(z) ﬂ.z‘ ARA |'~- loga —~ o -1~ 2 ,.l 4+ 5 At 7 ) I - 8y T
N )

ol || <.

La formule obtenue subsiste, quelle que soit Ta valeur complexe de
la variable @, les valeurs négatives de 2 et la valeur 2 - o Gtant
exclues,
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lin faisant 72 = 2=, on obtient le développement connu en série
infinie

. ~ 3 b 1
12 () o — | —logx — 2 2 14— ...+ =
(12) Ear) z ;l/.l[ logax —a( -+ ’<I L+ +/\>]
)

delintégrale particuliere £ () de I'équation différentielle linéaire

” d*E () dE(x)

i CORSEE

Sur la fonction v () complémentaire a la fonction £ (z).

8. Onappellera complémentaire ilafonction £ () la fonction v (x)
définie par la formule

(1) 7 () = lim = pi) +E(— v —pi)

P 2

acondition que & >0 ¢t g > o.
A Paide dela formule (1) dun®7, on obtient

P PAYS ) .
E(m -1 pd) :_:E (= /’I}/ ‘PQ [___ 108 (— 2 -+ p i) =2 + 2 <l - { I
0 o - =
o R R
- T4 8 \/-— 2 pl ,
n . 7
5(-‘_ g e (,c) AN g:: _/I I‘;!Ef) [_____ log(— 2 — P‘) (2 (l ‘- :') e )’_
Lm0 U - “ \
o o, (e 2 — L)
-t 7] 8 \/——- AL pL = /LET(I

oll

- [
o<1 et 5, < .
lin observant que, par hypothese, z > o et ¢ > o, on trouve

lim log(— a ~+-pi) =logz + mi et limlog(— x —pi) =logx — 74,
P' o] {J::O
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et, en vertu de (1) et (2), il vient

< (— ) . x N\ | e~ an
f)("L') :z-(—m:‘!‘* I:‘— logx_?-(;'{—?(l ’{‘;:"}‘.’f‘j:)l +’5?)\/.,(';L!;t-j
A=0 h

ouax >oet —1<<I<Lr.

En faisant » = = dans 'égalité obtenue, on aura

)

@ a@=r

} . N

i —logz —o2C+2( 1+~ ...4= )|
AR o 2

=0 ) .

A

A laide de la séric infinic obtenue, la fonction »n(x) peut étre
définie uniformément dans tout Ie plan de la variable complexe 2, les
valeurs négatives de x et la valeur x = o ¢lant exclues.

En différentiant la série infinie (3) par rapport & la variable 2, on
démontrera que la fonction 7 () verifie 'équation différentielle

(4) EEEE ()

ou, autrement,
Qo) | dale)

s i ()= o0.

L’équation différentielle obtenue et les conditions complémentaires

lim [n(z) -+ loga] =— a(, i ! () e
Jar]=z0 Jelo
définissent uniformément la fonction 7 ().
A Paide du développement de la fonction 7 () en série infinie (3),
on déduira la formule suivante :
—pl)

(5) () == lim (= +pi) +0(-
p-0 @
ouzx >octp>o.
En vertu des relations (x) et (5), nous appelons complémentaires
les fonctions & (2) et ().
Dans ce qui suit on ne considérera la fonction 7 () qu'a condition
que la variable z soit positive.
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Sur la fonction £.(z) (k=o, 1,2, ...).

9. Donnons & l'intégrale qui définitla fonction £ (=) la forme sui-
vante :

2T
E(x) ~_f > .
\/ \/t—i— I
En supposant que la variable a soit positive, on aura

e-2l‘/.l,

a’t;

o <i(x )<\//
et puisque

— [ p-etT -—z,/x
P e A
Vi = Veg i e

on peut poser

g( — \/ (,- 2/

ol >octol T 1.
in vertu de Ta formule obtenue, on conclut que toutes les inté-
grales définies

(o) =[ t@de, G =[ a@de o L@ =] bal)ds,

ont un sens.
En posant £,(x) = £ («), on peut définir toutes les fonctions

Ei(z), &(x), ..., G(z),

par la formule générale
) Er(a) -::/ Ermt () dx (k=1,2, ...).

En prenant les dérivées par rapporta la variable z des deux parties
de cette formule, on aura
dEr (@)
dax
Ann, Be. Norm., (3}, XXI. — JuN 1go4. 3o

m=—leea(®) (k=12 ...).
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En faisant £ =1, on obtient

(2) 2al2) - _(a);

d’autre part, en vertu de la formule (6) du n® 4, on a

d !
Mxﬁﬁx) =E(#);

il en résulte
bi(z) =—azt (z)+ A,

A étant une constante fixe. En observant que les fonctions &, (&)
et x& (2) tendent vers la limite o quand la variable @ croit infini-

ment, on en conclut que A==0; done, on a

(3) 61(""') e .’I‘E'_:l(/lr)_

Intégrons les deux parties de cette égalité entre les limites 2 el =,

il viendra, & cause de (1),
bo (@) = al(a) -+ & ().
En intégrant de nouveau, on trouvera
(@)=l (@) + 26 (w),
et ainsi de suite. En général, on aura
(4) () == awlp ()= (h = 1)y () (h==n, 8,..0).

De Péquation obtenue on peut éliminer les fonctions &,
Cros (), en vertu des équations

) _ AT

Bl =z by () ot o ()
il viendra
d* i () i () ) '
@ A (1 e k) e — L ()= o.

() et

(Cest Péquation différentielle géncrale des fonctions cylindriques.
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10. Nous avons défini les fonctions &, (x), £.(x), ... par la for-
mule (1) en supposant que la variable « soit positive. Les formules
obtenues

S () =E(w), Li(z)=—=xt(x)
et
Erlw)==wlpy ()4 (k -1)Epy () (k=2,3,...)

peuvent servir au prolongement analytique des fonctions &,(x),
Z.,(2), ... dans le domaine de la variable z ou la fonction E(x) est
bien déterminée. Dans ce domaine les fonctions considérées peuvent
étre représentées par les intégrales définies suivantes :

Tugoreme. — Lintégrale define

; o (D) / e k=& =
5 Er(ar) == ah e i (P —1 L o=rfE g h==0,1,2,...
( ) CJ( ) l(/l'“f‘;),,l ( ) ( )

représente la fonction £, (x) pour toutes les valeurs complexes de la
variable x, les valeurs négatives de x et la valeur x = o étant exclues.

Dans le cas k= o, l¢ théoréme énoncé est évident puisque nous
avons désigné £, (x)=E£(x) ct, en vertu de la formule (2) du n® 2,
la fonction £(a) est représentée par Uintégrale définie

TRy

En différentiant cette formule par rapport 4 la variable 2, on
obtiendra, i cause de (3),

(@)= 2 \/'1 —2E e,

\/L‘-——r

et 'intégration par parties donne
£ ()= [;1/ e e i
“1
ou, ce qui revient au méme,

Y 1
f,(.l,)_.l,-)l{ : / (03— ) e=2e

done, le théoreme est aussi démontré dans le cas £=1.
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A T'aide de I'équation (4), on démontrera que la fonction & (z)
sera représentée par I'intégrale définie (5) a condition que les fonc-
tions &, , (%) et & o (@) soient représentées par les intégrales corres-
pondantes (£ =12, 3, ...).

Sur la fonction 0, (z) complémentaire & la fonction &, (z) (k=o,1,2,...).
11. On appellera complémentaire & la fonction Zx(z) la fonction
i () définie par la formule

Ei(— @+ pd)+Ep(—x—pi)
2

(1) ()= lim (k==o0,1,2,...)
n==0
a condition que x > o ¢t p >o.
A Paide de I'équation (4) du n® 9, on obtient
Ee(— @+ pi)=(—& -+ pi)rs(—x +pi)+ (k= 1)Epy(— 2 - pi),
Ei(— o —pi)=(—2 — pi)epoy(— 2 —pi) (k= 1)Eps (— 2 — pi);
il en résulte, & cause de (1),

(2) Ne(2)=—a0pg(2) 4 (k1) 0pq (1) (h=2,3...).

’,

En vertu de I'égalité (3) dun® 9, on aura
E(—2+pi)=—(—a+pi)f(—x-+pi),
et

bi(—z—pl)y=—(—a—pi)(—ax —pi);

on en conclut que

(3) TM(x):.sr;limg’(*wmf_pi) e (—w—pl),
p=0 2%

Ayant égard au développement (12) (n® 7) de la fonction £(x) en
série infinie, on trouve

E(—2+pi) +E(—a—pi)

p=0 2

O et il P SPY (UM A | P Y €0 iy
A [ g H("z F""'A).l PIHY

=0
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D’autre part, & Paide du développement (3) (n° 8) de la fonction
n(2) en séricinfinie, on obtient

(——-rll“ R . I I R (—az)—t
"' (@)= Z} T | Tleer—20+e '+;+'“+7.> + 2T

=0 : =0

il en résulte

mzdpl) 22 —=pd) i,

lim
p::() 2

En substituant ce résultat dans la formule (3), on aura
i (@)=— xn (x).

Puisque la fonction xv’'(2), en vertu de la formule (4) du n° 8,
vérifie 'équation

lon'(x
de I'égalité précédente il suit
l
%) L) — (o).

A Taide de Péquation (2), on démontrera que I’équation

(5) D) sy (k=1 2,..)

a lieu quelle que soit la valeur enticre positive de I'indice £.
En éliminant les fonctions n,_, (x) et v, () des équations

N (2) == &g () 4+ (K —1) 0=y (2),
oy (@ e (%
W) () o D g (e,

on obtiendra I'équation différentielle

(@) dui(2) _
P TR = (@) =o.

C’est aussi '¢quation différenticlle générale des fonctions cylindriques
présentée sous une autre forme.



238 GEORGES VORONOI,

Développement des fonctions £,(z) et 1, (x) en séries semi-convergentes.

12. Nous avons démontré au n® 410 que I'intégrale définie

-

'Cf/u(-""'):x/ﬂl‘z} f (22 —1)" FeEa

représente la fonction &(2) 4 condition que la partie réelle du
radical yz soit positive.

Effectuons dans cette intégrale le changement de la variable
a l'aide de la substitution

(= 2w -1 ol w>=o.
La nouvelle forme de I'intégrale considérée sera

22
M E@) =kl

fod e
CE(tper) e ey,

Supposons maintenant que le radical v soit mis sous la forme
(2) \/.7 Lz et

Puisque la partie réelle de ya est positive, argument ¢ doit satis-
faire aux conditions

q 77.” T
(3) - <<

Menons, de 'origine O des coordonnées, la droite OB définie par
I'équation

(4) (0OB) sz=ue *

et par les conditions o <u < R; puis, décrivons I'arc AB du cercle
ayant le rayon R et le centre o I’ mnfrm(, O (fig. 1). En supposant que

la partie réclle du radical (=* + I) ¥ soit positive, considérons I'in-
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tégrale
3 1l .
/:“‘ (5241) Fe~tEdg

Fig. 1.

prise le long du contour fermé OABO. Puisque la fonction
Jo—1 -
52k (524 1) 2 p—baty/z

est holomorphe & U'intéricur de ce contour, on aura, d’apres le théo-
réme de Cauchy,

’ PG S
/ s(z241) ez =o,
J10AB0)

Iin partageant le chemin de 'intégration OABO en trois parties OA,
AB ¢t BO, on obtient

Jmdd _
TR et g,

’ ket k=% = )
(5) / stk (gtq1)  EembaWags +/ z”’(:,”-{—l)r 2 okt (5 ::/ 5 (524 1)
Y10 /(A1)

(OB,

- . 9 9 /r—;L »2 /7
Ln observant que le module de la fonction 2% (2% + 1) ¥4V sur
le chemin de U'intégration AB ne surpasse pas la limite

1 - L
52/"(52+ l)kﬁ"ia»«kz"/xl < [{2/5(“2 -+ ,)/' 2 e—r’w'llﬂcns:p,

dans le cas £ 1, ni la limite

1 )k REcos P

—
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dans le cas £ = o, on en conclut que U'intégrale
: k-1 -
/ 52k (52 1) PehNEds
(AB)

tend vers la limite o & mesure que le rayon R de Parc du cercle AB
croit infiniment. En faisant R = o, on obtient, en vertu de (4) et (5),

@ fed @ _gRieD k-1
LT P 9 Py o 7 Tyt
f (52 1) tetE V& (d5 ___f . Tk (we=% 1) e du.
0 0

En désignant, pour abréger,
(6) Y=

on aura, & cause de (1),
o2h-4-2 G(h .;..;_ r

3 = 2 (1) . 9 = ehrt®
(7) Er(a) == x’lc*ﬂ\/x-———,—-——-——u—/ W (i au®)y *evld.
7 #(%) ),

. " w ko . , , , . .
13. La fonction (x + awe®) * peut étre développée en série suivant
les puissances enlicres et croissantes de au® ¢
e T — f+ |
by - o 1(\—-- -'+.)
I+ ot ‘:Z — o UYL B e (— ) s
( ) ( ) C(— k44 (h1) ( ) 1

h=0

U(n—k-+1)
(— =)l (n~1)

ol [e| <1, & condition que nZ £, puisque la partie réelle de o est posi-
tive, en vertu de (3) ¢t (6).

En multipliant les deux partics de cette égalité par w* ¢ du et
en les intégrant entre les limites o et oo, on obtiendra

n—1

“ T S N s T(h— k1) i ;

W (rou?) ety 2 — Ve D T2 22N lrie
fo ( ) ; S Vo ey b pwenry e du
=]

I'(n—k-+1)
D~ D (1)

.}_E;(__a)lt AR gt gy

“0

ol | ¥ < 1. Alaide de la formule

o N ; 1
j WM e=leri® of 1y — _l_ _!;_(”L 't_-g._)"

0 2 (/l,.)”"""zi



o
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on peut préter a I'égalité précédente la forme suivante :

n—1

S k=L ” O (—a) PA—h+OHTO+k+1)
W +au?)y e~ du=">% - . " 2 2

/ %)')' (/l,)""""""l? 1(—1‘ +i)1(7‘+l)
1 (=a)r Y(n—Fk+Hl(n+k+9)
i gy iy D=k T+ '

0

En substituant le résultat obtenu dans la formule (7) et en obser-

vant que
r __\/.;'
o - 2

a cause de (2) et (6), on aura
2) — (V) T 2y L)
Elr(‘”) - (\/‘(‘) e ]‘(/I - ’fz)r(""‘ k- 1)

o (=) D(n—lk-+H(n+ k+1)

5 2: (— 1) T (A=) T (A fe =)
Shya) F(A=+1) Gyz)" L(n+1)
ou
|7l<s ot nzk (k=o0,1,2,...);

dans le cas @ > o, lavariable T satisfait aux conditions o < < 1.
A laide des formules
Pht-k+7)  (2ks2h—1)(ak+2h—3)...(2k-+1)
I'(k+1) P

Th—k-+1) (=1 s (2k—1)(2k—3)...(2k +1—22)
T(—k+1) T ) ok ’
on peut présenter I'égalité précédente sous une autre forme

n—1
S(2k-Foh—1)(ak-+2h—3) .. (2k4+T1—27)

et )
£ ) =vVr(Vx o ’
(0 Eue)=yn(x) ) A (x6yz )"

- D=0

_(2k-+aon—1)(ak-+an—3)...(2k+1—2n)
+: » A\
nl (16yz)

ol |F|< et nok, (k=0,1,2,...); dans le cas x>0, onao <9< 1.
Ann. Fe. Norm., (3), XXL - JuN 19of. 31
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En faisant k= o et n =0, on aura

(8) Ha) =z e i o |3]<,

(Va)*

La formule obtenue fait voir la propriété remarquable de la fonc-
tion £(2), & savoir : dans chaque point @ Uinfini la fonction &(x)
s‘annule.

La séric (1) ne définit pas la fonction & (), puisqu’en faisant
n=w on obtient toujours la série divergente, quelle que soil la
valeur altribuée a lavariable 2; néanmoins, celle séric peut servir au
caleul des valeurs approchées de la fonetion &, () correspondant aux
valeurs de 2 dont le module est sullisamment grand.

La formule (1), dans le cas k=0 ¢l x>0, a é(¢ oblenue par
Riemann (*).

14. Nous avons défini la fonction n, () au n® 11 par la formule

. 't e 2 e ‘_‘;"‘ e
(9) () =lim Gl=rhpd)e(=e—po),
=0 2
a condition que x> oelp>o.
On peut développer la fonction ni(2) aussi en une série semi-
N
convergenle. En vertu des formules (o) et (1), il vient

fno

- - """}5 O (22— 1) (2 400 B)o (2 ) -1 —=2)) - T -
(‘“) 'fl/.‘(,'/l"):: \/ﬁ (“\/'7/.> * o . e LT LT T eos [Q RS ety ey Sy § J
?/2‘ W (6 ) V5t ¥
o (2k-un - yi)"( J/.r 28— 3. (n /," +1 - 4'.1,‘/'1_.7')_ }

n! (1!5\/;:)"7 B

ol
x>0, — ] <

w

<1 et nzk (k==0,1,2, ...}

(V) Risyann, Zar Theorie der Nobili'schen Farbenringe( Riemann’s Gezammelte Ma-
thematische Werke, Leipzig, 1876, p. 58). Foyez aussi le Mémoire de Hankel, Die Cylin-
derfunctionen erster und zweiter Are (Mathematisehe dnnalen, Bd. 1, p. 495) ot le
Mémoire de S:rml/mcs, Recherches sur quelques sévies semi-convergentes ( dnnedes scien-
tifiques de Ulicole Normele supéricure, 1. 11, 1886, p. 201).
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En faisant £ =o0 et 72 = o, on aura

V' : .
n(a,):.vv—_ ou —1<T<I.
D’aprés la formule obtenue, on conclut que la fonction n(x) tend
vers la limite o quand @ croit infiniment.

SECTION L
SUR LA FONCTION SOMMATOIRE g ().

0

Inversion de l'intégrale définie I™(s) :/. ws=YE(u) du.

15. Considérons intégrale définie

l‘z(.s')::/. W (w)d u

0

obtenue au n° 1 qui représente la fonction T (s) & condition que la
partic réelle de la variable s soit positive. En remplacant dans cette

intégrale s par s+ 1, on aura

I'% (s )*—/ t(uw)du,

en vertu de la propriété connue de la fonction I'(s), & savolr :
[(s1)=sI(s).

1 1 1 | H 3 ”l « M ’| II\l’l I r I {'
Multiplions les deux parties de égalité précédente par — —=

supposant que le nombre @ soit positif, et intégrons les fonctions ob-
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tenues par rapport a lavariable complexe s dans le domaine défini par
les conditions
s=a-+ et —n<<t<w,

le nombre positif @ étant une constante prise arbitrairement; le
résultat obtenu peut étre présenté sous la forme suivante :

! .a-r—mil‘z(s) I Wi _Cl'.‘)' ) B
-, — s = —— x5 — w(u)du.
2T s 2L . s?

— i a—w i 0

On démontrera sans peine qu’il est permis d’intevvertir les intégra-
tions dans U'intégrale double obtenue, d’ott il résulte

W= a by ) i -

I ‘ () . ’ ] w\* ds

[ —_— —t s = E(u)du _— - ) =
(0 s / s(a) / 2T <.1:) s

27! . xX .
n—wi 0 ~—wt

( CREC L UNS dls
o o \z) s
RN
est bien connue. Comme on saif,
1 At § ({t 8 (/.S' . l(),.- "
2T ) x) s TPy
-l N

Z1 ¢cla>o,

, s o
i AN
— — — 0
AT L . x) s ’
o -

Y

L’intégrale définic

I

N g £
a condition que -

8

\ .. w -
4 condition que o < ~Z1 et a > o.
On en conclut que 'égalité (1) peut étre remplacée par la suivante

1 -ll-(»wi‘,[‘:z(‘s) e % .,
2Tl « T P ; IOS;‘BG(U)(IM.

2TL ]

—
En intégrant par parties & 'aide de I'égalité

. _dul'(u)
flu) = du
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qui a été obtenue aun® 4, on trouvera

. N .u—i‘wirg(s)
C"('L)_:),_m' / - ds.

Pl

i—ewi

La formule obtenue subsiste, quelle que soitla valeur positive de a,
a condition que le paramotre @, pris arbitrairement, soit positif.

Définition de la fonction g ().

16. Introduisons dans nos recherches la fonction numérique ©(n)
qui désigne le nombre des diviseurs du nombre entier positif » et
considérons la somme de la série infinie

(1) t':"(-'l"):‘:ET(”’)'&(/IW“IL&C).

nemd
La fonction g(a) représentée par cette somme infinie est bien
déterminée pour toutes les valeurs complexes de la variable @, les
valeurs négatives de @ ¢t la valeur =0 étant cxclues. Pour le dé-
montrer, il suffit de recourir i la formule (8) du n® 13; d’apres cette
formule, on aura

¢ vz
1
(2myn)”

Désignons, pour abréger, par « la partie réelle de ya, il viendra

E(hmtne)=3\n ol |gl<r.

) - e—imayn
(2) lE(4minz) | <ym i
| Grtnal*
in prenant un nombre positif' N, aussi grand que l'on voudra, on
oblicent
e—tmayn

E r(n)E(hmtne)| < \/EE T(n)

1
2 o | ¥
g Sx o limnal

La fonction we="™vV¢ de¢ la variable positive u décroit toujours a
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condition que

L
“Z e
on en conclut que 'inégalité
S . T Ve
(3) N c(m)E(hmtne) | < Newwma/® VT $ 70
n>N I4TL‘2.SL'I" n>N ”"

aura lieu tant que
J

(4) N>oma

En observant que

w £
T(n) O T(n
TTET S TR
[/ s
n_>N n* ne=1 nt

et en posant, d’apres la désignation usuclle ('),

w

O ()
A COR

nemt ’L/'

on obtiendra, en vertu de (3),

(5) 2 v(n)E(qmina) | < N ¢=tmayN Ei(j)i’
n>N ,/‘J,l/.

a condition de (4).

D’aprés 'inégalité obtenue, on conclut que la série infinie (1) est
toujours convergente, si petite que soit la partic réelle de ya.

En supposant que la partic réelle de ya satisfasse i la condition

(6) R(V&)2v7,

p étant un nombre positif, pris arbitrairement, on aura, 2 cause
de (5), inégalité

0

S < (n) £ ) | < Nesmvsi 00
- Up)*

L) Voyes, par exemple, BAGUMANN, Zallentheorie, wweiter Theil; p. 326. Leipzig, 1804.
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qui subsiste & condition que

N> 7"‘1.—.— :
dmEp

Le théortme suivant est done démontré :

Tutorime. — La série infinte (1) dont la somme représente la fonc-
tion g(x) est untformément convergente dans chaque domaine de la
variable complexe a défini par ['inégalité (6).

Iin désignant @« = « -+ v, on aura

R(Vz) =V (Vw4 ¢* + u),
et la condition (6) se réduit i la suivante :
V2Zhp(p— ).
Sur les intégrales définies qui représentent la fonction g (=)
4 condition que x>o.

17. Considérons 'intégrale définie

N R A AT
E(a) = : / LI(:) s,

ATl

a—wi

obtenue au n°® 15, qui représente la fonction £ (x) a condition que
x>o0c¢cla>o.

Supposons qu’au paramdtre « on aitattribué une valeur quelconque
satisfaisant i la condition a > 7.

Remplacant @ par 4m*na dans la formule considérée, multiplions
les deux parties de I'égalité obtenue par t(n); il viendra

. relopey o(n
T(lt)é(/lﬂ2/t.’lf)?‘:--l-—1 Los) ()

AN — ds.
ami, (4m*ax)s nf

—wi

Prenons un nombre positif N, aussi grand que U'on voudra, et con-
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sidérons la somme
nSEN

Z T(n)e(4mna).

n=1

D’apres la formule précédente, on peut préter & cette somme la

forme suivante :
n;N - ) néN
-t o
O Y, 1 : I'(s) ~ 7(n)
1 T(n)é(hmine)— — s.
(1) 2‘ (n)eda ) ami ), . (hmtax)s ns
n=1

=1

En introduisant la fonction de Riemann {(s), on aura

N T ()
g-(”'—zﬂ ne
ne=1
puisque, par hypothese,
s==a -l ol =,
et 'on peat écrire
nEN -
O () N T(n)
2‘ ns € s) 2-! ne
ne=t 0N

En observant que

@ 3
Zr(n) PRANEIYD!
w7

n>N n> N

on peut poscr, & cause de U'égalité précedente,

o

n:_f:N
O T() . o T(n) .
2‘ T =Cs)+¢ z i ou le l < 1.
n N

n==1
bgalité (1), on trouvera

En substituant le résultat obtenu dans I6g:

ngN )
O fir g
(2) z T(nYE(hm*na)
n=1
IR G I IO P Te(s) o T(n)
== ] s i ds — g TN ds z R
ani ), .. (4mtx) armi ), .. (hmx) 1
~
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A

En observant que

I‘(s):&i's;:l_—') et I T(s+1) < T(e+1),

on aura
\ T(a-+
()< =

A Taide de cette inégalité, on peut obtenir la limite supérieure du
module de I'intégrale définie

P Ny l‘., ( s )
omi / (47“ x)s ds

-

gure dans la scconde partie de Pégalite (2), il viendra

qui fig
f SEEEE ) , 1 M e
Y [~ m - //S .:: R _.7.__..1 .,.__'T_ ) Sy
2T S, L (G ) ! amo (qmEa )t )t = 1F
et Pon peut poser
ol A% ~ . .
] (s T I (e 1o .
€7 (s) g T m../,(,' 3 “,M? ol — 1 =50
2Tl (,-r 1) a0 (hmtae)
En vertu du résultat obtena, égalité (2) devient
n_ N .
ortl gy B -
~ L , 1 ’ I.~(.s)§( 5 ) Ca (« - 1) Y T )
(7 R ARl Rp— Ty R -
24 (r)clim ) :a'm,/ (hm*x)? aa (4mre)e n
2ol “ n>N
En faisant N = dans cette égalité, on obtiendra
o* o ol g,
-y . [ (s ﬂ(‘)
T(n)éE(Gminae) == -, s
Z (re) &h ) 1&7:5,/”_,,, (hrta ) ’
et o
et, & cause de la formule (1) du n° 16, on aura
[ R o
. 1 : l $)C(s
(5) )= ’TE&/ ((/#‘L)\) ds.
“ il i !
Cette formule subsiste & condition que x>0 el a > 1.
39

dnn. KEe. Norne., (5), XXI — JUi 1904
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I8. Considérons maintenant le contour fermé ABCDA (/fig. 2)

composé de quatre droites AB, BC, CD et DA qui sont déterminées de

Fig. 2.

Y
1
c |~— =8
l 0 ] X
E
Lo

la maniére suivante :

' (AB) S A U Ty,
7 s (BG) s= w1 ez u < a,
“ i 1 D hd 43l g
( (D) § o - L ~Ty<z ¢ <<Ty,
L (DA) s u—"T,d, A

A supposer que les nombres positils T, ¢t T, soient aussi grands
que Pon voudra, et que les paramétres « el « satisfassent aux condi-

tions
a>1 ¢l O o< 1.

[intégrale définie

prise le long du contour fermé ABCDA, aura, en vertu du théoreme

de Gauchy, la valeur

~ e [ (s)8*(s)
, - LAN)STAS)
(3) 2T /mm:m. (4m*x)’ @
[p Ry e
Cothmre)y e, L (Am2a)s o=

puisque la fonetion
2 (s)5%(s)



a deux poéles du second ordre & I'intérieur du contour ABCDA qui
correspondent aux valeurs de la variable s,

(0) s=0
et
(E) s=1.

En observant que la fonction sT'(s) est développable par la série
de Taylor aux environs du point O (s=o0) et que la fonction
(s —1)L(s) est développable par la série de Taylor aux environs du
point BE (s =1), on obtient

[(s)==1-=Cs . et ($—1)C(s)=146G(s—1)~...,

C étant la constante d’Euler: il en résulte

|'l)‘52 [*2('»‘) Iz.(s)] ) __,,(’gz(o)_,r_,,g(o)cr( ) — Cz(f))|()g‘:/|7:2.l',

R R
Puisque
(o) =—1, (o) =—1Llogam ol I't)y=—¢,
il vient
j|)3 (’(lqé‘)f)‘(‘) N . ii”h‘ ( xf,('z zsi\}r:f‘ ) ~‘ - Z logar — ; C IOE ;L-ﬁi-’

et I'égalité (5) prend la forme

as / B <S>, — Hogar — Lo logAr*a

9Tl 2 ) o At
2L S ey, (A7 1 I

En partageant le chemin de Pintégration ABCDA en quatre parties
AB, BC, CD et DA, on obtient!’ cgdhtc

(6) )L,[[ S(s)ds + S s)//s—i—/ J(s) s —{—/Iu/(s)(/g]

*IAB) /(B <m
N Lo lo”'/lr &
e G YT 7 JUNURY () E—.
ho" o hrta
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ol I'on a mis, pour abréger,

’:7r‘~’-%' )

(7) S(s)=
Considérons deux intégrales définies

. S(s)yds et . S(s)ds.

(BC) (DA}

En vertu des é¢quations (4), on peat présenter ces intégrales sous
la forme suivante :

(8) f(.s')dc:———/ S(u=-Tyiydu et

(BC)

‘ J(s)ds rf'[u_/'( u—"T,7) d'f’

2 (DA)

Cherchons la limite & laquelle tendent ces intégrales définies &
mesure que les nombres T, et T, eroissent infiniment. Dans ce but,
considérons intégrale définie

‘oo sl
T (S)C(S) = / (‘,'f” I du

0

qui représente la fonetion T'(s)Z(s) a condition que la partie réelle
de s soit plus grande que 1.
En observant que dans ce cas

1

, x
- I .
PR ws ¢t - :/ w1 du,
s

&1
0

on peut préter a Pégalite précédente la forme suivante :

1 §ee1
T(5)¢(s) — .—"~—~ -+ 7)—; —[ wws=1 ({:—,—L—{lml R ) du +/ " (/1.

Les deux parties de I'égalit® obtenue ont un sens & condition que
la partic réelle de s soit plus grande que — 135 on en conclut que la
formule

» » R ~—~I
' (5)¢(s)= —j—lw l— b / s <—~—~1—-—~ —_—— + f/N +[ P (/"
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définit la fonction I'(s) {(s) & condition que

R(s)>—1 et s o, L

En intégrant par parties, on trouve

" . 1 1 ! . T ! ® |
(9) F(-S)C(S) sl -S—(T_-r_[j —_— ; l’([ o’ (1<C—"-"—;:—| U [-}> **“[ 14 (l’ e"'_j\J .

Cela posé, supposons que la partie réelle de s soit comprise entre
les limites

—a-R(s$)Za, ol 0<<a<1 et a>1;

on aura les inégalités

W 1 W1 \
1 1 I o
whd ( e IR | / w=%d ( —— =],
Jy N u Jy L e — 1 u
w .
, I 1
wtd — << L7 .
23— Z1—
Jq ¢ 1 J ¢ 1

En désignant, pour abréger,

(r0)

on peut poser, i cause de () et (10),

T(eNC(¢) — 1 <. A [ = .-
I ($)¢(s)= G +5 - ol |z <1
En vertu de I’égalité (7 ), on aura
1 I - AT]®
J(5) = (/m'r".r')-‘"(s(.c——l)_kd T.l ’

On en conclut que les intégrales (8) tendent vers la limite o & mesure
que les nombres T, et T, croissent infiniment.
En faisant T, = o et T, == oo dans 'égalité (6), on obtient, & cause
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de (4) et (7),

L, a—oi ('/ITEL;Z‘)S
L TEREi )22 (s) 1 1, loghmix
—_— ——ds=— - logz — - C— —2— =,
ant,) . (4mx)* 4 2 hmiz

et, en vertu de (3), il vient

(Gt

oty logm Lo loghmta TR s
(11) o(“’)-~”“zl‘loo'77“'},': Sy -y ?‘7”.'/7 B ds.

Effectuons dans Uintégrale obtenue le changement de la variable s &
I'aide de la substitution

on aura

LT sy /-‘ =) 80 =)

ami,) (hmexy " ami (hrm)-o

- Tep= O £

A l'aide de la formule de Riemann (')

TS
2 COS -

2T (s) E(5),

(am)*

C(r—s8)=
on obtient

NEN X

g 216 R
2L L (hm2a) DT

. .,1-1-0’-"?"””‘[‘2(1.._..g')'gﬂ(l"‘"‘a’)(I’::_ !

L -0 £

et la formule (11) devient

1 1 log fm*a 1 Wbl goe g (5)
1 2 r ./,/' I it ]() o .7; —— (: —— .__,: . + ] e i i (/
(12) (=) L 2 Amto ATTL 7

. , , L §
ol 'on a posé
@ == o~ 1.

(*) RuemANN, Ueber diec dnzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse
(Riemann’s Werke, p. 137).
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La formule obtenue subsiste, quelle que soit lavaleur positive de la
variable @, 4 condition que le paramétre a vérifie les inégalités

1< a<a.

pedtel s

Asur

—~v(/s

Sur l'intégrale définie —

2T

Wi
19. Considérons deux intégrales définies, bien connues,

Vst s T B A
—_—dt el dt.
11— SlnTE S o 11

TCOlLTs ==
Ces formules subsistent 4 condition que la partie réelle de s soit
comprise entre les limites o et 15 en les différentiant par rapport 4 la

variable s, on obtient

T Mes=togt 4+ 1 log 7 ot mreosms (7t log
sinfms \ L — ¢ - sin*ws ), 1 ¢

La premiére intégrale détinie peut étre mise sous la forme suivante :

1
* A 1l<wz lowt
—— r-_;/ dt + f dt.
sinFms /)

En effectuant le changement de la variable ¢ dans la seconde inté-
grale définie qui figure dans cette égalité, i Laide de la substitution

(== —>

27

=5 logt " wtlogu

/ 5 og dt-_:/ 0g du,
o [ —( f I— U

et I'égalité précédente devient

2 ey “wtlogu
.«7E~..,_ - ____}‘)_ d[ - ____...____&.__ du’
T sin*ms o 1 — I— u

on aura



256 GEORGES VORONOIL.

R —— fomed ——lee

2 L [“‘.“ll()“'l
T / 2 dt

<0

En faisant la somme des égalités obtenues

2 “ s-togt T COSTS st ogk
S L— f 2 et — e T 2
0

sin®ms - sin*mws /) 1 ¢

on obtient

. L COSTTS e "o [
— T e s-tlogt ( e el K12
sIn*ms WA TN T— 1=~

On peut preter a cette égalité la forme suivante :
* e 1 I 1
1 — 5og ( i e NI
(1) ., TS ‘/“ Pl et it
' B

Nous avons obtenu cette formule en supposant que la partie réelle
de la variable s soit comprise entre les limites o et 1. En observant,
que les deax parties de la formule obtenue ont un sens i condition
que

o< R(s) =2,

~.

on en conclut que la formule (1) est encore vraie quand la partic réelle
de s est comprise entre les limites o ¢l 2.

20. On peut effectuer Uinversion de Pintégrale (1) & 'aide du pro-
cédé qui a été exposé au n° [5.
Désignons, pour abréger,

/) o
(2) log n Q, — =+ ‘:}_—/) =0(L);

il viendra, & cause de (1),

ot

/ Bt (L) de.
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En intégrant par parties, on obtient, 4 cause de (2),

T . A
——=— [ fdwa,
0

2

28in* —
puisque, d’apres ’hypothese, o < R(s) < 2.
Désignons
(3) Lo’ (6) =¢(¢)

et intégrons de nouveau par parties, il viendra

oo [S
—_—— S—zup’(a)de.
2s8in?—= Yo

) . . . , ., xS
Cela posé, multiplionsles deux parties de I’égalité obtenue pars—ia’s
) T

en supposant que le nombre 2 soit posiiif et intégrons les fonctions
obtenues, par rapport & la variable complexe s, dans le domaine défini
par les conditions

S -~ LL ot —n < | < w,
la valeur du paramdétre @ étant choisie de maniere que Pon ait
o< a<<2;

on obtient le résultat suivant :

el i P Wi . )
1 2 X ds
[ e (§ = —— z°— L7 (¢) de.
270L L, TS 2TL . s,
2810* —- et
S s 2

Dans I'intégrale double obtenue il est permis d’intervertir les inté-
grations, et ’on aura

NN

I
2T L

s s W o [ (ls’
—(j,s'--"/ W) — (L)’ =
p

0

. 2T s?
2,811 —T)‘

t—coi
2

oo

Ann, Ee. Norm., (3), XXI. — Juiy 1904.
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Puisque
N R-N1
1 ds
—_ tx)sS —=—loctx
2T, ) (¢2) s gl
(@£
a condition que txZ 1, et
Ao I
1 ds
—, lx) —=—=
2T ) (tz) 0
(A= 0

a condition que o < ¢z X1, il viendra

N )
1 T’
— a's—_: 10”11 (L) di.
2AT0L T
2sin
)

a—wi

Zn intéerant par parties, on obtiendra, & cause de (2) et (3),
o]

NN 9
1 ks € @
e, e (s == lOg 2 . — )5
AT L ) TS Z 1 & A 1
25in® —
a—wi 2
R ,
d’ou il résulte
%) I Gt gt g loga LA
2mi TS 21? (.'1;—1 & - 1
4sin% —
i “

Laformule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur posi(ivc dez,
a condition que le paramotre a vérifie les inégalités o << a <l 2

Développement de la fonction g(«) en une série infinie.

21. Revenons a la formule (12)

1 log 4 ma 1 sl et
é’(x):_ Zlogw“_z(‘—— —-—-Aj:;:ﬁ‘- C7(u_)-dé'
[;sin"—?—
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o @ > oet1 <<a< 2, obtenue au n® 18. L’'intégrale définie

&)
Ur
O

| /,ll‘i—miws_i CQ(S)

2L

" ds
T
/ Qin?
Sin® —
4 2

a— o

qui figure dans cette formule peut étre développée en une série
infinie.

Dans ce but, remplacons dans la formule (4) du n° 20 « parf et

multiplions les deux parties de Iégalité obtenue par ( ), il viendra
Ao i
& 1 1 1 a5t d
-t(n)log— <w~._‘ —+ _.._> _— _zt w(n) ds
2T n n x -+ n 2T s ns
4 sin? —
- wi

En attribuant i la variable entiere positive 2 les valeurs satisfaisant
aux conditions
o< n-N,

faisons la somme des égalités obtenues, on aura

i n'éN
(4 (-4 o
x I I ‘ a1 o T(n)
Z (n) l()g et —}— el T Z — (ls.
\ &= n 2T s TS ns
ne=1 45“1 —?—11::1

i

En supposant que le paramétre a satisfasse aux conditions 1 <a <2
on peut poser

n.N

o T(n) n) \

2‘ ns =)+ 2 ne ot lel <1,
n=md n>N

et I’égalité précédente devient

néN
1 1
e T(n ) - -+
(1) ')’rr2 (r) log (1—-/1 .'1;—l-n>
ni=1
' '”»Pwi’i""”tc‘z(?) I o A+l 51 > ’Z'(IL)
= s 7~r'~——ds+-———~)nt. a——dsZ'na p
T 4 sin? - 4sin® n>N

- wi U— i
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En observant que le module de la fonction -
4sin® -2

2

est défini par la formule

I I

= ’
,gm.ns e e~ — 2 coST@
4sin” —
2

on aura I'inégalité

8 Aol . W
T * a1 /o 261 ” dt .
£ -5 | < 5

27 . LTS 2T ¢4 e —2cos TR
[[S]n‘ ~?— -

a—wi

donc, on peut préter a I'égalité (1) la forme suivante :

n;N
I X I 1
—— T (fy‘ —
am? =(r)log n <L—— PR n,>
ne==1
e S ,."l"‘i‘_,l_;i.(i)‘ ds — = '._—-—l;aq “;MJ..»,. B (//', S wj T(n)
YT [ sine 8 T o e ¢ Tl COSTT @ ne
. isin® — NN
o~ i €S e 0ty
ol —1 <5< 1.
En vertu de la formule (12) du n® 18, on obtient
n‘;N
I 1, loghm*x I @ | [
() =— =002 —~ () — —2m '«—“2‘1 n) log [ e e )
8(#) 4 & 9 hm*x R ; () Ba\e —n " & =1 +R(z,N)
nes
ou
. ae? A dt “ T(n)
Rz, N)=% 2T f e"“—i—e“"“-—2(:057’m2”7r (m1<3<r et 1<a<a).
- n>N
En faisant N = =, on aura
‘gim R(xz,N)=o,
NEZw
et la formule (2) devient
I

I 1, login*z 1 o I
()= — < loga — — (G — 2 - S Z DO
5 () ho° 5 Lt + DY iad 7(r) log a\z=n T

it

s ous=a -+,

X - n

).
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La formule obtenue est déduite a Paide de la supposition que la
variable 2 est positive. En étudiant lasomme de la série infinie

1 i logh < x/( 1 1
— —loge — —C - 22— - »——ZT n)log — -
(@ 4 °° P hmta g (n)log n .x—zz+w+n ’
n=1
on démontrera sans peine que cette série est convergente, quelle que
soit la valeur de la variable complexe a, les valeurs négatives de z et
la valeur 2 = o étant exclues.
En choisissant pour logz la détermination

(5) loga =log| x|+ wi ol —n <<,

on aura le prolongement analytique uniforme de la fonction repré-
sentée par la somme infinie (4).

Puisque les deux parties de la formule (3) ont un sens dans le
méme domaine de la variable 2 et représentent deux fonctions holo-
morphes, on en conclut que cette formule subsiste, & condition (5),
quelle que soit la valeur de @, les valeurs négatives de 2 et la valeur
x = o 6lant exclues.

Etude des valeurs de la fonction g ().

22. Nous avons défini au n® 16 la fonction g(a) par la formule

g(x) _.._ZT(IL) Ehmtna).

ne=

En désignant ‘
‘ X = re®i,

on obtiendra, en vertu de la formule (2) du n® 16, P'inégalité

wlyﬂ‘tos-- /u/

(1) g (x)|- <\/7Z'ET(IL)'-—~w .

([;7r2/u)’*

nz==l
La somme infinic qui figure dans la seconde p.ll‘tlc de cette inégalité

tend vers la limite o & mesure que le produit r cox—; ¢’est-a-dire la
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partie réelle de y, croit infiniment; il en résulte
limg(z)=o0  acondition que  limR(yz)= - c.

A Taide de 'inégalité (1), on démontrera sans peine le théoreme
suivant:

Tucoreme I. — Le produit ° g(x) tend vers la limite o quand la partie
réelle de \Jx croit infiniment, quelle que soit la valeur de s.

Supposons que la partie réelle de v satisfasse & la condition

'.i‘ (O
r cos-?-;;\//),

le nombre positif p étant pris arbitrairement.
En vertu de 'inégalité (1), il viendr:

g(x)] < \/TEZ.TO:) ‘. '“17'-'—-~

i (/mr“n/))
e théoreme suivant est done démontré :

Tuiorime 1. — Le module de la fonction g(x) ne surpasse pas une
limate fize dans le domaine de la variable x (l(;/uu par Uincgalité

R(Vz) 2 Vp,

p €tant un nombre posilif, pris arbitracrement. Dans chaque point a 'in-
Jini de ce domaine la fonction g(x) s'annule.

Considérons, en second lieu, le cas |z, <r1. Nous avons vu
au n° 21 que la fonction g(x) est développable par la série infinie
suivante :

log4m.a <

OgHm. I Y ol I I
2 o (2)=— log 1———~L-—~ — o — 2‘1' n)log - ( B el
(2) gl@)=—7 ppe (n)log - -

2 /;77:"1 ey N R )
P}

A TI'aide des formules

«w

e S T(n
C-(s):zf«stﬁ-)- et £ (s)= E 10"/1,

n==1 n==1
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on obtient, dans le cas | x| <1,

@

et ) = e e

n=1 =1

Er(n) I()g/z<xi it n)-ZKH: =1L (oA (23),

ne=1

et

d’ou il résulte, & cause de (2),

I 1 loghm*x
(_'f(x):-——-/;log.m'-—;(, /‘T[:Ti - —)—PZx =122 (ad)logz + 4L (2N (24)]

(

axr

La formule obtenue [ait voir la propriété suivante de la fonction
gw):

L AP P . 1 ) logim*zx
Tutorime II. — La fonction g(x)—+ 7 logo + ——=—

Lt

, o [P ; . ., R
lalimite — 'j(* @ mesure que le module de la variable x décroit infiniment.

tend vers

23. Considérons, enfin, le cas
R(Vz) <Vp.

En supposant que la partie réclle de 2 soit positive ou nulle, on aura
r<ap;donc, en faisant p<, onreviendra au cas précédent ol || <1
Pour cette cause, considérons la fonction g(— @) en supposant que
la partie réelle de @ soit positive.

En observant que dans ce cas

log (— z) =logz = wi,
ol le signe == est celui de la partie imaginaire de 2, on obtient, en
vertu d(, la formule (2),

I . L,
s(—ax)=— »[-(log.'l;$7u) - ;‘-(1

loghm*a i O & . 1 oD
4 - e e ¥ () (log— T -+
47:‘ ',»,7512 (7) ° n &£ =1 .r—f—n)’
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etil en résulte

3)  gl—z)=—g(a)— ~logz —C

1 1 I 1 1
i) v — —— S — E z(n (
4 Ltz + o () xr—n + z -+ n

n=1 )

La somme infinie qui figure dans la seconde partic de I’égalité
) 8
obtenue peut étre étudiée a aide du lemme suivant :

Lemme. — Si petil que soil un nombre positif o, pris arbitrairement, on
peut toujours déterminer une constante A de maniére que l'inégalite

T(n)<< AnP
ait liew, quelle que soit la valeur enticre positive de n.

La démonstration de ce lemme n’offre pas de difficultés.
Prenons maintenant un nombre positif g, aussi petit que 'on voudra,
et désignons par g, un nombre quelconque satisfaisant aux conditions

O < o< .

Supposons que la constante A, soit déterminée de manicre que
I'inégalité
g

(4) T(n) << Aynbo

ait lieu, quelle que soit la valeur entiere positive de n.
En désignant
&=~ bi ol a>>o0,
on obtiendra
wat -+ b?

o

Tar— n*| ’

I I

A ) X1

et, & cause de (4), il vient

nbo
| — n|

L

<2 A at+ b?

T(n)

T

&L — N &€ - n
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A Paide de cette inégalité, on trouve

n_;u‘»-l n__\_'u»-l
N A Y 10
T(n)| —— 4 —— a*—+ b? 2‘ P T——
}- ( )<.'L'—-—II .‘l’—i—ll.) <2AVa+ a—n?’
"> n>0
S N\ 2
n e 2 AgVat+ 02 .
2& = )<1—n+:zr+1,> <ahyer+ }.4 2 —
a1 n>a+1
En observant que
u":l—~l
3 ea<an 3 S
k-t n"‘l’ ((I —n) IIP"PU a’—P 11‘+P o’
nos0 n n=1
2 7.0 — { E 1 < I i 1
nE et T alp (n—a) nb=pn " a1 bk 16,
nt1 n_se--1 n=l
et en posant
N1 ;
g, = )
. nesl
on ohtient
n_.‘uwl © e —
1 5 V& + 0
5 Z z(n )+ Y oi (»———— N 6 1 —pp) Yt
( ) ( > T—n N - hd ( ') n T~ n < A“C( '+-P PO) al—p
" net-t-1
D’autre part, on a
naae1
6 V' ! (Ea) ! + !
‘ (n){ —— =t(Ea = , ,
(6) 24 ) e 2= n «—EBa+ bi " a-+EBa-=+ bi
"o 1

1

1

+1(EBa + 1)<

et, & I'aide du lemme précédent, on obtiendra

a-——E(c—l+/;L'+

a+BEa+ 14400

)

a1
-.‘ 1 af
(7) > T(”)<.7,-._n+???ﬁ> <M TTEa(Ear—2)
noa-—1

Ann. Fe. Norm., (3), X XL — Jumuer rgof.

34
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ot A, ne surpasse pas une limite fixe, quelle que soit la valeur posi-
tive de a.

En vertu des inégalités (5) et (7), on obtient

‘ Var-0? 1 .

@ (¢« —Eea)(Ba -1 )

-+ -———~——-—) ! < Aaf

oit X désigne une constante fixe et, 4 cause de (3), on peut poser

D , T' - l.
(8) gl = ge) = Hogr— G Tt
N G
! '/ 2 /2
map L[V e
o | « (¢ —BKa)(Ea -1 - «a)

o [T <.

Cela posé, supposons que le nombre a satisfasse aux conditions

[
l)

(9) Z < <

)

« et B étant deux [ractions positives données.
Prenons un nombre positif p véritiant les inégalités

(10) O <P

et examinons les valeurs de la fonction g(— ) dans le domaine de Ta
variable x défini par 'inégalité '

() RO7) < V7

el les conditions (¢).
En vertu des inégalités (g), (1o) et (11), on aura

R(Vor) > Vp;

il en résulte que la fonction g(x), en vertu da théoreme I, sera finie
dans le domaine considéré de la variable x.
En observant que

<1 +1’i/3 of ! R
-~ (a—EBa)y(Ba+1—a) ~z(1-—-5)

a



SUL UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC. _’67

a cause de (9), (ro) et (rr), on obtient, & 'aide de la formule (8),
Pinégalite
lg(—z)|<Pa,

et, & plus forte raison,

lg(—=2)| <P

i

dans celle inégalité P désigne une constante fixe.
Le théoréme suivant est done démontrd :

Tugorie 1V, — Quelque petit que soit un nombre positif ¢, pris arbi-
trairement, on pewl toujours déterminer une constante P di maniére que
l'inégalite

lg(—a)f<P e
ail licw a la seule condition que la partie réelle de . verifie les inégalités

2 < R(r) B <,

les [ractions posilives o et 3 élant prises arbitrairement.
, |

(A suiore.)



