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SUR LA STRUCTURE

DES

GROUPES INFINIS DE TRANSFORMATIONS,

Pax M. E. CARTAN.

Le butde ce Mémoire est de donner une base nouvelle & la théorie
de la structure des groupes de (ransformations continus définis par
des systemes d’équations aux dérivées partielles. Tout groupe de
cette nature peut étre regardé comme formé des transformations les
plus générales qui laissent invariantes un certain nombre d’expres-
stons de Plalf. Vai exposé tres brievement, dans une Note aux Comptes
rendus de U Académie des Sciences (1), comment cetle propriété, jointe
a la notion des covariants bilinéaires des expressions de Plaff, con-
duisait, pour les groupes finis, aux constantes ¢, introduites par
Sophus Lie et quelles modifications subit la théorie lorsqu’on passe
aux groupes infinis. Je renvoie le lecteur i cetle Note.

Ge Mémoire est divisé en quatre Chapitres. Le premier est consacré
i la théorie des systemes d’équations de Plafl en involution; il sert en
quelque sorte de complément & un Mémoire paru préeédemment dans
ces mémes Annales sur U'intégration des systemes d’équations aux
différentielles totales (rgor). Le Chapitre II définit tout groupe con-
tinuau moyen d’un certain nombre d’expressions de Plafl et introduit

(1) Sur la structure des groupes infinis, novembre 1goa.
Ann. Ee, Norm., (3), XXI. — AvaiL 14904 20
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les constanles caractéristiques de la structure du groupes les condi-
tions nécessaives el sullisantes auxquelles doivent satisfaive ces con-
stantes sont établies et démontrées, Dans le Chapitre T il est question
des dilférents prolongements possibles de la structure des groupes
infinis; pour celle étude, on montre que le groupe peut étre défini
comme ensemble des transformations qui ¢tablissent entre un cer-
tain nombre d'expressions de Pfafl’ une substitution linéaive appar-
tenant & un groupe linéaire donné. Enfin le Chapitre 1V traite des
groupes infinis qui dépendent de fonetions arhitraives d'un seulargu-
ment et montre que ceux de ces groupes qui sont (ransitifs simples
sont isomorphes au groupe général i une variable.

CHAPITRE 1.

LES SYSTEMES DIFFERENTIELS EN INVOLUTION,

1. Etant donndée une expression de Plafl i 2 variables
(1) g gy Ay dry e by diey,,

on sait quon peut lui adjoindre une expression covariante, bilinéaire

par rapport & deux systemes de differenticlles caractérisés par les
~

symboles d et o :

" - - » ~
(n) i == ding = O = day Gy~ Gy dlay Ge Lo dotg By ooy, dor,
day, dea; . .
= i ) (g g = iy o).
i ( dar; r).l.'/,) i 8 00)

Les coellicients du covariant bilinéaire d'une expression de Praff
ne sont pas des fonctions arbitraives des variables. Hs satisfont i des
relations fournies par les considérations suivantes :

Si P'on considere une expression différentielle bilinéaire alternée
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quelconque

Wl
(3) Q5= 2‘ ay(dx; 0wy — dxg dx;) (ip=— i, A;==0),

v, k)

on peut lui adjoindre une expression covariante, trilinéaire par rap-
port & trois systtmes de différenticlles caractérisés par les symboles
d,cetD,

dr; dx; drg
(4) Q3p = dQsp+ 0Q0y + DRz == Za; | 0y dx;  dxy |,

Da; Dy Dy
ot Pon a

St Q43 est le covariant bilinéaire d’une expression de Pfaff », on verifie

sans difficulte que Q. est identiquement nul, et, réciproguement, si le
covariant trilinéaire de Q.; est identiquement nul, on peut démontrer
qu’il existe une expression de Pfaff (définic & la différentielle exacte
d’une fonction arbitraire pres) dont Qg est le cocariant bilinéaire.

Lidentité exprimée par le théoreme précédent est Panalogue et
pour ainsi dire la dualistique de Tidentité de Jacobi dans la théorie
des systemes complets. Nous en ferons un fréquent usage dans la
suite en la désignant sous le nom de Uidentité fondamentale.

2. Nous emploicrons des notations symboliques destinées & simpli-
fier les caleuls. Si o et » sont deux expressions de Pfafl quelconques,
nous poserons symholiquement

(3) DT = ) TG ~— 3T

de méme, si w, @, 7 sont trois expressions de Pfafl' quelconques, nous
poserons

g Wy fu
(6) 0wy, = | 05 s Y3 -

Wy T Y
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Avec ces notations, on a

T 2 —— T (), (n) =0,

T, I W) T O T~ WY, T YT T T

Nous désignerons simplement par o le covariant bilinéaive d’une
expression de Plaff , de sorte qu’on a
!

[l

AN ( dag  da;
0x; oy

> dayd.ry.

Si Adésigne une fonetion quelconque des 2, le covariant bhilinéaire

de Aw est
dAw - Ao

et le covariant trilinéaire de I'expression bilinéaire Nma est
(7) AN 0w b= Aoy 15 = A 7',

/

Enfin, si Uon considére 2 expressions de Plall” indépendantes en
dx,, dz,, ..., dr,, soient

Yy gy cvvy Oy,
toute expression de Plafl peut se mettre sous L forme
Cpong =t Agmy=to o=t Ly,
toute expression bilinéaire sous la forme
Y
2‘ il B 0) ey
(e k)
et enfin toute expression trilinéaire sous la forme
al
ZNU/‘ 0000 ] 0 oo
ijh

3. Etant donné un systeme d’équations de Plaff, la théorie de 'exis-
tence et du degré d’indétermination des multiplicités intégrales géne-
rales de ce systéme peut se résumer ainsi qu'il suit :

Gonvenons d"appeler élément lndaire Vensemble d'un point (x,,
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Xy, .o0r T,) et d’une droite (de parametres directeurs dz,, dx,, ..., dx,)
passant par ce point, et de méme élément a p dimensions, 'ensemble
d’un point et d’une multiplicité plane & p dimensions passant par ce
point. Un élément linéaire sera dit intégral lorsque ses coordonnées
satisferontaux équations du systéme de Pfaff; deux ¢léments linéaires
intégraux, issus d’'un méme point, seront dits en involution lorsque
leurs coordonnées -

dry, ..., dx, et OLyy .y 0OLy,

annuleront tous les covariants bilinéaires des premiers membres des
équations du systeme; enfin un élément d’ordre p sera dit integral
lorsque tous ses éléments linéaires seront intégraux ct en involution
deux a deux.

Cela étant, soit s Ie nombre des équations linéairement indépen-
dantes qui expriment qu’un élément linéaire, issu d’un point arbi-
traire, est intégral (¢’est le nombre des équations indépendantes du

systeme). On a évidemment
sTon;

si s est égal A n, il nyapas d'élément lincaire intégral et le systeme
n’admet aucune-multiplicité intégrale générale; si s est inférieur a n,
il passe par chaque point au moins un ¢lément lincaire intégral.

Soit B un élément lincaire intégral arbitraire el soit s+ s, le
nombre des équations linéairement indépendantes qui expriment
qu'un ¢lément linéaire est intégral et en involution avee E; on a évi-
demment

S8 N — 1

sis 4+, est égal & n— 1, il ne passe par B aucun élément intégral
d’ordre 2 et e systeme n’admet que des multiplicités intégrales géné-
rales & une dimension au plus; si s + s, est inférieur & 2 — 1, il passe
par E au moins un élément intégral d’ordre 2.

Soit B un élément intégral arbitraire d’ordre 2 et soits + s, + s,
le nombre des équations linéairement indépendantes qui expriment
qu'un élément linéaire est intégral et en involution avee B'; on a évi-
demment

S8 b 8y N
et ainsi de suite.
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Finalement on arrive & un certain entier 2 qui indique le nombre
maximum de dimensions des multiplicités intégrales générales du
systeme, ¢t i m + 1 entiers

Sy S1y Say  eeey Sy

qui ne vont pas en croissand et qui indiquentle degré d'indétermination
de Pintégrale générale i m dimensions; elle dépend, en effet, de

s, fonctions arbitraires de m arguments,

$m—1 fonctions arbitraires de m -1 arguments,

$ fonctions arbitraires de argument,
§ constantes arbitraires,
Entin, on a
S b Sy Sy M,
St p oest un entier quelconque inféricar ou égal v e, nous dirons
que le systeme, considéré comme i p variables indépendantes, est en
involution. On a

(8) Sk Sy A 8, e p

et les ¢léments intégraux non singuliers & p dimensions, issus d'un
point arbitraire, dépendent de

Q= p(r=p) == ps = (p == 1)8 = (P~ 2 )8y =18, 5 8

parametres.

Remarquons que, si Pon suppose les équations du systéme vésolues
par rapport aux differenticlles de s des variables, le nombre des autres
variables dépendantes cst précisément n— p —s. En le désignant
par ¢, le nombre Q est

(9) Q=pg—(p—=1)$1—=(p=—=2)83—. ..~ 5, 1

4. La théorie qui vient d’étre résumée doit étre complétée pour
répondre au probléme suivant dont importance pratique est évidente.
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Déterminer les mudiiplicités intégrales, a un nombre donné p de dimen-
stons, d’un systeme donné de Pfaff, ces multiplicités étant assujeliies
r'établir aucune relation finte entre p variables délerminées prises parmi
les variables données, ou plus genéralement a r'établir aucune relation
linéaire entre p expressions de Pfaff données

By Oay  cwey Oy

(indépendantes entre elles et indépendantes des premiers membres des
dquations du sysiéme).
En particulier, il s’agit de ramener au besoin toutes ces multiplicités
a etre des multiplicités intégrales générales d’un nouveau systéme de
Pfaff en involution.
Les premiers membres
01: 02: ] Os

des équations du systeme et les p expressions données
Oy Do, ceey Oy

forment s + p expressions linéairement indépendantes; on peut leur
en adjoindre ¢ = n — s — p autres indépendantes entre elles et inde-
pendantes des premiéres, soit

Wy, Wiy ., @

Alors, en tenant compie des équations du systéme, les covariants hili-
néaires des 0 sont des expressions bilinéaires par rapport aux o ct
aux . Nous allons d’abord montrer qu’on peut toujours les supposer
de la forme

%Y Y
(10) (///,»7:20[_,'/;0)[(}\/' —I—Zaip/,r,),-wp (k==1,2, ...,5).
(i) Hp

En effet, toute multiplicité intégrale & p dimensions satisfait, non

sculement aux ¢quations données, mais & des équations de la forme

(11) =l o Lepop (k=1 2, ..., ¢q),

les 4;; ¢tant des fonctions des variables telles que tous les 0f s’annulent
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si lon v remplace les o par les valeurs précédentes. I se peut que fa
compalibilite des ¢quations auxquelles doivent satisfaire les exige
des relations particulivres entre les variables données; si ces relations
ne laissent pas indépendantes les o, il y a impossibilité; sinon elles
ont pour effet de réduire le nombre ¢. 11 faudra alors vecommencer
sur le nouveau systeme obtenu jusqua ce qu’on arrive soit & une
impossibilite, soit & un svsteme d’équations compatibles pour les /.
Alors on pourra exprimer tous les coeflicients £ en fonetion des
variables données et d'un certain nombre de variables anxiliaives
Yis Vas -.. Les covariants bilinéaives du systeme de Plafl’ obtenu en
adjoignanti Pancien systéme les ¢quations (rryseront alors, en fenant
comple des équations de ce systime, tous de la forme

Y Tij iy ~1 ,‘.\.,//,/“l.),-l/.'}‘/‘,

ce qui démontre la proposition (').
Nous supposerons done dorénavant que fes 0 sontde fa forme (ro).

5. Nous allons d’abord chercher Tes conditions nécessaires et sufli-
sanles pour que lesysiéme de Pfuf], consideré comme @ p oardables inde-
pendantes, sodt encineolution et pour que les éléments intcégrawe arbitraires
d’ordre inféricur ow égal @ p n'ctablissent aucune relation linéaire entre
les o. S'il en est ainsi, les multiplicités cherchées seront bien, en
offet, des multiplicités intégrales géndrales du systeme donné.

Il faut d’abord pour cela évidemment qu'il y ait des éléments inte-
graux d’ordre p définis par des ¢quations de la forme (1) 8'il en est
ainsi, on peul, en ajoulant aux o certaines combinaisons lineaires
des o, faire en sorte que

définisse un élément intégral; par conséquent, on peat supposer les
coefficients ¢y, Lous nuls.

(1) Les covarianis 0" sont, en effet, tous nuls en tenant compte de (11); (quant aux
tquations (11) elles-mémes, cllies donnent des covariants tels que

W= L Liptog = g el 4wy el

et il sulliv de remplacer, dans les o' el les o' déy cloppés, les o pur feurs valeurs (11).
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Cela étant, considérons les entiers s,, s,, ..., s, définis an n° 3.

Tout élément linéaire intégral étant défini par un systeme d’équations

o 6o », W ©
(12) =l = === =,

wy oy Uy,

le nombre s, indique le nombre des équations indépendantes du sys-
teme

(13) Zaipkzz,-mp—-Za,'p,cc*Po)i::0 (A=1,2,...,8),
i@ ip

ot les w; et les ¢, sont des conslantes arbitraires, les w; et les @, ¢lant
des variables. Comme ces éguations ne doivent entrainer aucune relation
entre les », ce nombre s, est le rang (degré du déterminant principal)

de la matrice a tx,"gislignes

O O O
Z Aiys g Apos Uy - .. 2 Wigsll;

Pour avoir s,, ..., s, considérons la matrice & ps lignes

N _ - 4 ~ 5
Zamuﬁf’ 1 Z st PV L 2 Arge PV

&~ sont p* arbitraires. Le nombre s, + s, est le

rang de la matrice obtenue en prenant les 2s premicéres lignes,
s, =+ s, + s, le rang de la matrice obtenue en prenant les 3s premiéres
lignes et ainsi de suite.

dnn, Ec. Norm., (3), XXI. — Avain 1904, 21

. ’
oulesw;, u;, ..., u
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Cela étant, les formules (8) et (9) montrent que Pon a
S b St sb=8, 0 g
et que le nombre des paramétres arbitraives, dont dépend T'élément
integral le plus général dordre p de la forme (171), est '
P —(p —1)s;— (P —2)8—0. .= 8§4.4-
6. Reciproquement, étant donnd un systéme de Pfaff, dont les cova-

riants O, ont le forme (10), formons, aw moven des coefficients d,q,, la
matrice (14) et considérons les entiers

) Ty MR G/u
rangs des matrices oblenues en prenanl suceessisement duns (1) les
S, 28, ceey IS

premicres lignes. Le nombre des parametres arbitraires, dont depend
lélement intégral le plus genéral dCordre pgui n'ctablit awcune relation
lincaire enire les o, ne dépasse jamais Uentier

Py o= (P )G (P 2) Ty Ty

sil Uatteint, le systéme est en incolution et ses mulliplicités iniégrales
gencrales « p o dimensions nw'dlablissent aucune relation lindaire entre
les o.

D'abord, puisque dapres Pénonecé méme il existe des éléments
mtégraux d’ordre p de la forme (r1), ¢’est qu’on peut supposer dans
les formules (10) tous les ¢, nuls.

De plus, on peut, en effectuant an besoin une substitution linéaire
convenable surles o, supposer que les rangs des p matrices considérées
ne diminuent pas si on prend

Wil =y, w0 pour foul i e
Enfin on peut toujours poser

" L—
(15) 0(, OIS P PP SR ST (p=1,9 ..., 5),

les @y, étant des combinaisons linéaires des o.
ITrésulte alors de Phypothése que parmi les @, il y en a exactement
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o, indépendantes, soit

Wy, Wity ---5 Wgn

les @y, pour lesquelles p dépasse o, dépendant des précédentes; de
méme parmi les @,, (pS0,) ily en a o, indépendantes, soit

les @,; pour lesquelles p dépasse o, dépendant des o, o, précédentes
et ainsi de suite.

En d’autres termes, des sp combinaisons @,;, sont indépendantes
celles pour lesquelles on a

P;ai;
nous les appellerons principales ; elles sont au nombre de
[
G 4+ 204 PO,

les autres oy, se déduisent linéairement des expressions principales
pour lesquelles le second indice ne dépasse pas . Enfin, il se peut
que parmi les @, ily en ait qui ne se déduisent pas des @, principales;
elles sont au nombre de

¢ —(oy+oet+...4+0op).

Cela ¢tant, on peat d’abord, dans tous les cas, exprimer ces der-
ni¢res tout a fait arbitrairement au moyen des o, ce qui donne déja
(16) plg—oi—ay—...—0o,)

®
paramétres arbitraires. Quantaux expressions ay,, si l'on pose
@i = lgnn 01+ lgra s+ Loy o p,
la condition que les 0 s’annulent donne
boij = lpjis
de sorte que les /;;; satisfont aux deux conditions suivantes :

1° 8i L’on donne au dernier indice j une valeur déterminée quelconque,
toute relation linéaire entre les w,; existe également entre les |

' bij COI=
respondantes ;
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29 On «
(7) loij == lgji-

Il résulte de I que les seuls coelficients Z;; qui puissent étre pris
arbitrairement sont towt au plus ceux pour lesquels

(18) pLon plLaj;

nous les appellerons les coeflicients £ principaer; ils sout auw nombre
de

(19) Ti 2T O

en lui ajoutant Ie nombre (16) on obtient, comme nombre maximum
des paramétees dont dépend Uélément intégral d'ordre p,

Py == (P = 1)o = (P = 2) Gy == o Ty

La premicre partie du (héortme est done démontrée.

Supposons maintenant que ce nombre soit effectivement atteint,
¢’est-a-dive qu’on puisse satisfaire aux deux conditions énoncées plas
haut en prenant arbitrairement les coeflicients 4 principar. Nous
allons démontrer que le systeme esten involution et que les nombress,
correspondants sont respectivement égaux aux nombres .

Or, considérons un ¢lément lincairve intégral arbitraire K, ; on peut
toujours, en effectuant au besoin une substitation lineaire sur les o,
le supposer défini par les relations

Gl s M2 w— p s mp';,

1 O O ('P“
les ¢ 6tant des quantités arbitraires uniquement assujetties i véritier
les mémes relations que les o correspondantes, autrement dit qui
s'expriment toules au moyen de celles d’entree elles pour lesquelles

(/;_:G"‘.

Les équations qui expriment qu'un élément linéaire intégral est en
involution avee K, sont alors

(20) Wor— a1y W == Fpgy iy 5. oo ()

prtMp = 0,

Ces équations n’établissent aucune relation entre les o, sinon, ¢ étant
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un certain indice, il y aurait entre les @,, une relation qui ne serait
pas vérifiée par les ¢,;, correspondantes; par suite, il serait impossible
de trouver un systeme de quantités ¢,;;, dont feraient partie les ¢,
données, satisfaisant aux deux conditions sus-énoncées sans qu'il y
etitune relation nécessaire entre les oy, principales, puisqu’il v aurait
entre les ¢,,; une relation qui ne serait pas vérifice par les quantités
égales ¢,;. -

Donc on voit bicn que s, est égal & o, et par suite que U'entier m est
au moins égal & 2.

De méme un élément intégral arbitrarre de deuxiéme ordre E, peul
toujours étre supposé défini par les deux éléments

(1,0, ..y 05 ¥5iy) et (0, 1, «oty 05 Opin)s
la condition d’involution de ces deux éléments donnant
Yo12 7= Ypat,

les ¢,;, ainsi que les ¢y, étant, a part cela, assujetties i la seule con-
P piz J

dition de vérifier entre elles les mémes relations que les o3 on peut
donc prendre arbitrairement les o5, , =¢,,, pour lesquelles pne dépasse
pas a,, les autres og;, et ogy, pour lesquelles o ne dépasse pas ;. Le sys-
teme qui exprime qu'un ¢lément linéaire intégral quelconque est en
involution avee E, est alors

W= V10— VpagMy~—...— ¢ prWp==0
(21) e e ! P (p=1,2, ...,5).

G)'Pg—" Vr,m Oy ~— (’P-zg Mo == .,.— "Pl,zll)p =0
Il contient 5, 4+ o, équations indépendantes et n’établit aucune rela-
tion entre les w, sinon, ¢ étant un certain indice, il y aurait entre
les o3, ot o35, une relation qui ne serait pas véritiée par les ¢g;, et
les v correspondantes; par suite, il serait impossible de trouver un
systeme de quantités e¢,;;, dont feraient partie les ¢, et les ¢y, don-
nées, satisfaisant aux conditions sus-énoncées, sans qu’il y eit une
relation nécessaire centre les vy et les ¢y principales, puisqu’il y
aurait entre les ¢,,; et les ¢,,; une relation (la méme qu’entre les @,
et les og,) qui ne serait pas vérifiée par Ies quantités égales oy, et ¢y,
On voit donc bien que s, est égal & o, et que, par suite, sip est supé-
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’

ricur & 2, il passe par chaque élément intégral arbitraire K, au moins
un élément intégral ;.
On peut continuer ainsi de proche en proche et lon trouve

SITTOY, SyT=Ty, eay SpTE Opy

ce qui démontre le théoréme.

7. Toules les fois que nous aurons un systeme de pgs quantites
gl (i==1,2, .., p; P==1,2, o, 0y homn,n, 00, 8)

satisfaisant aux conditions du théoreme du n® 6, nous dirons qu'il

constitue un systeme incolwtif 11 est utile, pour la suite, d'é¢tudier

encore quelques propriétés remarquables de ces systemes.
Reprenonsles notations du numéro préecedent

-
(22) 2 Qe 0T 57 00 Ty b Wy oo ob T, (g0, o8 ),
ik

les oy, élant des combinaisons linéaires des o qui s"expriment toutes
au moyen de
0'; "i“ U;g } .. l 71;

d'entre elles, que nous avons appelées principales, ot qui sont celles

pour lesquelles
r/ 78

I est possible de trouver un systétme de quantités 7, jouissant des
trois propri¢tés suivantes :

12 Toute relation qui existe entre les @y existe entre les 4,;, cor-
respondantes, / désignant un indice donné dailleurs queleonque ;

2° On a, quels que soient p, ¢, /,

l(,// v I{Ij/;
3 Les quantités Z; principales, ¢ est-a-dire pour lesquelles
[’3 Ty f/ a',/ 9

peuvent étre prises arbitrairement.
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Remarquons d’apres cela que, si I'on désigne par
Xpi=o (p>o0:)

I'équation qui détermine I'expression non principale @, aa moyen
des @ principales dont le second indice est inférieur ou égal & 7 et si
'on désigne par

Xli=o  (jii,p>o)

I’équation qu’on en déduit en y remplacant tous les o, par les 4
correspondants, on obtient ainsé un svsteme d’équations definissant
completement les l;; non principales awmoyen des l,;; principales. 11 suffit
~de prendre de proche en proche les équations

X(}l:(); X‘§2=0, X;z:(’; X;;,:o, Xg:i-:"’ X:p";:(ﬂ

b

Cela étant on peut prolonger le systéme involutif donné en considé-
rant, par définition, les o, + 26, +...+ ps, expressions bilinéaires

(23) 1B =+ ©2W@pi ... 0, T (p=1,2, ..., 85i=1,2,...,p),

quijoucrontici le méme role que les expressions (22) pour le systeme
donné, et ol les w,;; = @, sont liées exaclement par les mémes rela-
tions que les /,;;. Pour ce nouveau systéme, on a

gl Aoy Ty,

o, = P ST R
..................... s
! —

Sy Tp

Je dis qu’tl est encore involuti/f.
En effet, nous allons déterminer dela manitre suivante un systéme

de sp(p—+1)y(p-+a)
’ 6

quantités

[p/'j/c: l(,j//.- = lpi/r/’ = l(mi/ = lpj/u' = lpA',/l-
Nous prendrons arbitrairement les quantités
lp(‘j/t (‘;/*/ : /:’ P (_ a’,-)

que nous appellerons principales. Quant aux autres, elles seront com-
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pletement déterminées au moven des préeédentes par les équations

\r”/‘": 0 (/\ )

'/ [7 {/ = g'l‘)

obtenues en remplacant dans Xo; les @y par les (g correspondants.
On rangera ces ¢quations dans le sens des ¢ eroissants; celles qui
correspondent & la méme valeur de ¢ étant rangées dans le sens des
Jceroissants (de 1 3 Z) et celles qui corvespondent aux mémes valeurs
de £ et/ étant rangées dans le sens des £ croissants (de 1 i ).

Gela étant, on démontre sans peine que les quantités fy;, ainsi dé-
(erminées jouissent de la propriété que toute relation entre les o,
cxiste entre les Ly correspondants, quels que soient les (ndices donnes .
el {5; de méme, par suile, toute relation entre les i) existe entree les
loija correspondants, quel que soit lindice donné o,

Les b jouent done par rapport aux @, le méme role que les/,,
jounient par rapport aux @,. Or le nombre de celles de ces quantites
qui sont arbitraires est précisément

/ ’ ’
Ty gy, b pa,

par suite, le systéme considéré est hien involutif.

8. Les systémes involutifs de quantités g, jonissent encore d'une
aulre propri¢té qui nous serva utile. 8¢ lon cherche « déterminer le
systéme le plus général d’cxpressions bilinéaires W,; annulant (dentique-
ment les expressions trilindarres

(24) 70 | PYSECPY | PR SO i, (v 1,0, .., 80,

et relices entre elles par les mémes relations que les Whoir 0N LrOUCC
(27) llp,' VAT S PV S YV AT,

ol les o =745 50nt des cxpressions de Pfaff arbitraires assujettios seu-
\ ‘r .
lement a élre lides par les mémes relations que les lyij-
ang |6 v TR . y . . e
Dans I'énoncé, on suppose que les H, sont des expressions bili-
nealres par rapport aux o, ¢t un nombre quelconque d'autres ex-
pressions de Plafl' indépendantes.

I est d’abord évident que, si on prend pour les 1L, des expressions
¥
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de la forme (25) elles satisfont & la question. C'estla réciproque qu’il
s’agit de démontrer.

Or, les II,; s’annulant avec les », comme il est facile de le voir,
peuvent toujours se mettre sous la forme (25), les y,;; étant provisoi-
rement quelconques; de plus, on peut supposer que toute relation
entre les IL; existe entre les v,,, quel que soit I'indice donné «. Cela
étant, supposons démontré qu’il existe un entier 2 < p tel que
'on ait

Va8 == YpBa (e, Bo=1,2, ..., It).

Je dis que cette propriété peut aussi étre supposée vraie pours + 1.

En ne tenant pas compte des termes en '

6 /429 OVg3s  +ee9  O)py
I’expression (24) prend, cn effet, la forme
[OFR oy (Zp,x,h-H — 7o, 1,1 ) @0 ('/,p,h,/u—l - '/,p,/m—:,h)-

Il résulte de Ia que Von a, en ne tenant pas compte non plus
de v,

\ Lostshirt =Yg eyt = g 01 T = Dy
(26) e e e e e e e R

' Lot bt == Lp ety n = a1 s Ao na @,
les A, étant des quantités finies satisfaisant i
hgij = hpji (i j=1,2, ..., h).
Par suite, on peut poser, en négligeant vy, ..., 0,
"pl =0 e .. --P; D pthe T O e, n1a T )kpn Dy Optg —" e oo 7~pm DYAOY TN

Won = oy ypni- o = Oufpnn=+ 01 Lo i1, n— hph1 O @ gy — ... — hpni ®nm i

On peut manifestement, cen ajoutant au besoin aux y.;; principales
des expressions de la forme (1,0, ,,, faire en sorte que 'on ait

Dpij=0 (6 j=1,2, ..., h;plospia;),

cette modification entrainant nécessairement des modifications ana-
Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — AvrIL rgof. 22
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logues pour les y,; non principales, ainsi que pour les sonin, e
mais en ce (ui concerne ces dernieres, comme elles n’entrent dans
g, ..., 1 que multipliées par wy,, cela n’a aucune importance. On
voit donc finalement que les I se présenteront sous la forme voulue,
abstraction faite d’expressions bilinéaires telles que

Woi==Tipny 0y W gy + - oo+ Dgin R 11 (C==1,0, couy )
avee

7.F,~j:7».pj,- (4, J==1,2, ..., 1),

hoij=0 (pSopplajsic=t,2, o5 ) 1,2y ey ).

En exprimant les relations nécessaires entre les I, on voit que ces
relations doivent ¢galement exister entre les W5 par suite, les Ay,
satisfontaux propriétés fondamentales des fy;, eteomme celles d’entre
elles qui sont principales sont nulles, il en est de méme des autres. Le
théoreme est done démontré.

9. A l'aide des deux théoremes précédents, on peut, en se servant
uniquement de Uidentité fondamentale, démontrer que, si P'on prolonge
un systeme en involution, on obtient encore un systeme en inyo-
lution, propriété qu'on pourrait déduire facilement, « priord, de
Pexistence et de 'indétermination des multiplicités intégrales du
systéme donné.

Siaux ¢quations du systéme on ajoute les nouvelles équations

= [ P R A
(2/) 'GTP,’ == 'Gl'(,,- e— [P“ Oy y = lr,[g O)g “m= 4y mem lP,'l, flll, ¢ } . ]
{50y %y oy

les covariants des premiers membres des nouvelles ¢quations du sys-
teme sont manifestement, en tenant compte de ces ¢quations elles-
mémes et des équations primitives, de la forme

(28) T == 1 pis Tt e Ypin b 0 Yy

les termes non éerits ne dépendant que des o, les Leij W étant autres,
aux o; pres, que les différenticlles dlyi;- Ory en appliquant Uidentité
fondamentale aux covariants

bp == 0y wp -+ W2 Wz =+ 0, g (mod¥,, ..., 0,),
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on obtient évidemment

o :(,)IE:’Pl—i— o)gz—:r;._) -+.. .+o),,5{,,, (modﬂ,, e By By, - .,ma,,),
et, par suite, d’apres le théoréme du n° 8, on a
(29) Er;,,: W1 Lpit O pToip (mod By ooy Os3 Wars « - or Wap)s

les v, = ¥, ¢tant liées par les mémes relat.lon.s que les £, .
Comme, d’aprés la formule (28), lesy,,;; principales sont nécessaire-

ment indépendantes entre elles ct des w, on voit, en applignant Ie

théoréme du n°® 7, que le systéme prolongé est bien en involution.

Remaroue. — Ce théoréme pourrait tomber en défaut si l'on se con-
tentait d’un prolongement partiel du systeme donné, c'est-a-dire si [’on
adjorgnait a ce systéme quelques-unes seulement des équations (27). On
en a un exemple si I'on prolonge le systéme en involution

9’12 0) Wy,

U
0y = w,®,,

par 'adjonction de I'équation unique
z?r:: Wy~ Wy— U W=~ %y =20,

10. Apres cette ¢tude des systémes en involution, nous allons con-
sidérer un systeme de Pfaff pourlequel les covariants bilinéairesont été
réduits & la forme (10) et nous supposerons que le nombre des para-
métres arbitraires dont dépend I'élément intégral le plus général
d’ordre p est inférieur a 'entier

i+ 20 4. po, Pl =0y oy —. . — Ty,

ol les o sont les nombres définis au moyen de la matrice (14). Nous
allons montrer que le systeme de Pfaff peut étre prolongé de maniére
a satisfaire aux conditions du théoréme du n° 6.

Nous dirons que les covariants bilinéaires du systeme sont mis
sous forme nrormale lorsque, en tenant compte des ¢quations du sys-
ttme et en n’écrivant que les termes qui contiennent les &, on peut
partager les covariants en un certain nombre de groupes ayant les
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propriétés suivantes. A chacun d’eux est associé un entier N de sorte
qu’il contientautant de covariants Iy o, . 4, qu’ily a de combinaisons
’entiers e positifs ou nuls satisfaisant &

Oyt Oyt ooy = NG

de plus

":q,ag, O Bl TN S - R ROTIOVNPINES ,..,u),'l‘ cee BT g, e

Nous supposerons de plus qu’on peut associer & chacun de ces
groupes un autee entier A compris entre o elp lel que si

h, N, N,

sont les entiers associdés aux 1%, 2, 3¢, ... groupes, les o du premier
groupe, pour lesquels les p — A derniers indices sont nuls, les o' du
deuxieme groupe pour lesquels les p /A" derniers indices sont
nuls, ete., sont indépendants entre cux et que de plus tous les
aulres w, o', ... dépendent des précédents; nous appellerons ces
dernitres expressions les expressions w principales.

Si Ton effectue sur les o une substitution linéairve arbitraire, les
covariants ne cessent pas d’étre sous une forme normale, les & d'un
méme groupe subissant une substitution linéaire.

Si Pon établit entre les variables une relation queleonque, cela se
traduit par une relation linéaire entre @, @', ... etles w. Supposons
qu'elle contienne effectivement les expressions principales & du pre-
mier groupe et que les entiers 29 associés aux groupes dont les
expressions principales entrent en tout ou en partie dans la relation
considérée soient tous supérieurs ou égaux i 2. Mors on peut, par
une substitution linéaire effectuce sur o, ..., w,, faire en sorte que
la relation contienne effectivement

Wi, No 1, 0., 0 (on = N a1).

S’il en estainsi, tous les o, o', ... s’expriment au moven des expres-
sions principales des 2, 3¢, ... groupes et des coefficients de o, ...,
oy dans le premier groupe. On peut alors remplacer le premier
groupe par un certain nombre dautres groupes pour lesquels Uentier h
est diminué d’une unité.
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Enfin, remarquons que si I'on veut prolonger le systeme par le
procédé du n° 4, les covariants du nouveau systéme sont encore sous
une forme canonique, avee le méme nombre de groupes, les mémes
entiers 4, A/, ..., les entiers N sont augmentés d’une unité et il peuty
avoir des relations linéaires nécessaires entre les nouvelles expres-
sions principales. En effet, en négligeant au besoin des combinaisons
de o, ..., w, dont les coefficients ne dépendent que des variables
primitives, on a des formules de la forme suivante '

ey, s, ey Op - [“x" Loy, o)y tanis'l'l,-’ﬁ, O e R ld;. Ly oony Aokl ps

et lese, ¢, ... ne dépendent que de ceux du premier groupe pour les-
quels les p — £ derniers indices sont nuls, ete.; il suffit de prendre
pour expressions principales du systeme prolongé les différentielles
de ces cocllicients ¢; sculement, si ces £ ne sont pas réellement indé-
pendants, les nouvelles expressions principales doivent étre liées par
des relations dont chacune, comme nous 'avons vu tout a I'heure,
dissout un groupe de covariants en diminuant d’une unité entier /2
associc.

1. Cela étant, désignons par
Yoy Vi, LIRALN vp’

le nombre des groupes de covariants du systeme primitif pour lesquels
entier 4 est respectivement égal i

0, Iy .., P

Supposons qu'on n’arrive jamais & un prolongement laissant inva-
riables les entiers v. Alors I'entier v, ne peut pas augmenter, ct il
arrivera nécessairement un moment ot il ne changera plus; i partir
de ce moment I'enticr v,_, ne pourra pas augmenter, et il arrivera un
moment olt il ne changera plus. On peut raisonner ainsi successive-
ment pour tous les enticrs v et démontrer qu’a partir d’un certain
prolongement aucun de ces entiers ne peut changer.

Or, dire qu’aucun des entiers v ne change, ¢’est dire que dans le
prolongement tous les ¢ pour lesquels les p — 4 derniers indices sont
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nuls, tous les ¢ pour lesquels les p-— £ derniers indices sont

nuls, etc., sont arbitraires. Si maintenant

=, désigne le nombre des expressions principales pour lesquelles le
premier indice est au moins égal & 1;

=, le nombre des expressions principales pour lesquelles le premicer
indice est nul sans que le second le soit;

=, le nombre des expressions principales pour lesquelles les deux
premiers indices sont nuls sans que le troisicme e soit, ete.;

le nombre des ¢, ¢, ... arbitraires est, comme il est lacile de le voir,

égal &

v

(30) Ty 2Ty -k 3Ty b P,
et de plus le nombre des o, &', ..., indépendants est
Ty Teb ook Ty
Or, pour le systeme considéré, on a manifestement

O'l"""-lt
Oy Ty LTy Ty,
(31) Cee bt y
Tyt Tpboa b o, JTR T e b T g,

Tyt Ot v oob oy 0T b Ty e T

On a aladerniéreligne une égalité, chacun des deux membres étant
¢gal au nombre des o, o', ... indépendants. Des inégalités (21) on
déduitles suivantes :

Tp " Tpa
T py -4 Tp - Tp o Tps
(32) (i beveenay
Tyt enn Ty A0, Tyb v Ty Ty
Lo e I e T R B Sl T R SIPEPIMES & Tpoy b Tpy
et aussi, par addition,
(33) Gt 2Ty A= ool Pa, T 2T, b P,

Le nombre des paramétres arbitraires dont dépend I'élément inté-

gral le plus général d’ordre p est done au moins égal, d’apris (33), &
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entier
Tyt 209+ ... A poy;

d’autre part, d’apres un théoréme précédent (ne 6), il lui est aw plus
¢galy done il lui est égal et le systéme esteninvolution. De plus U'indé-
termination est définie par les nombres

Sy Ty, Sg I Ty, sy SpEZ Tpe

[2. La démonstration précédente est analogue, comme on peut e
remarquer, aux diverses démonstrations connues de la possibilité de
ramener a un systeme en involution un systeme quelconque d’équa-
tions aux dérivées partielles. Fappellerai néanmoins Iattention sur
importance pratique du théoréme du n®6 : pour rendre en involution
par prolongements successils, un sytéme de Pfaff donné, on caleulera,
chaque prolongement étanteffectué, les valeurs des entiers oy, 94,...,5,
et on s’arvétera dés que le nombre des nouvelles variables que four-
nirail le prolongementsuivant atteindra lentier o, + 20, -+ ... + p3,,.
Une fois ce systeme en involution, un prolongement de plus donnerait
les nouvelles valeurs

U"r A S PR ERE | Ty
’A...
(,,/ ) [ [P RIRIPIS B~
34)
................... oy
’ .
O'I" '.7/).

Remarquons encore que si un systéme est en involution avee une
valeur de 'entier 7, Al moins ¢gale & 1, une relation arbitraire entre
les variables maintiendrait le systeme en involution, o, étant simple-
ment diminué d'une unité; au lieu d'une relation on pourrait en
prendre un nombre quelconque, inférieur ou égal & 5, qui seraitalors
diminué de ce nombre-li. Sans vouloir insister sar ce point, cetle
remarque prouve néanmoins qu'un systéme arbitraire de m équations
aux dérivées partielles (non nécessairement du méme ordre) & m
fonctions inconnues, est toujours en involution lorsque lon a dérivé
les équations du systeme d’ordre inférieur & Pordre maximum jusqu’a
les rendre toutes de ee méme ordre maximum,
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CHAPITRE II.

LES GROUPES CONTINUS ET LEUR STRUCTURE.

13. Considérons un groupe continu de (ransformations défini par
un sytéme en involution d’équations aux dérivées partielles. Pour
rester dans le cas le plus général, supposons que les variables trans-
formées soient

Jopy Ly vouy Lpry Lppigy oven yy

que le groupe admette 72 — o invariants indépendants eCqueles 7z -
variables a,,, , ..., @, soienl précisément invariantes. Alors si 'on
désigne par o }

‘\‘H xlv DR} :\III

les m premitres variables transformdées, ce sont m fonetions des n
variables 2 quel’on peut définie par un systéme en involution d’équa-
tions de Pfafl. Ges équations forment 2 catégories si les équations de
définition sont d’ordre 45 la premiére catégorie est de la forme

AXy oy day oy dry—e s ey, dr, 0,

% T S e s e

(l}\m - Znt (I'I'l “mz’l-"z ey (/-I',, 0,

ott les coellicients ay sont des fonetions des.a, des X et de p, quantités
nouvelles
Yir Yar « ooy J’,.,:

la seconde catégorie est de I forme

. e . . .
{l.) 1 I"lld‘l'l"““ 1@12’['1 2 e e 131/1’," n O,
I, Wves e e e verednas s s Casseees ‘s
? "

7 o I - ‘ L
dyp = Bpaday— Bpadag—. . =B, day, o,

ol les coefficients B sont des fonctions des -, des X, des y et dep,
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quantités nouvelles

S Fa ey Spy,
el ainsi de suite, Ly Aidme catégorie ¢tant de la forme

g duy—hydoey— . —h o dr, =0,
(h/,) e e e e e Ce e e e e N

( At =ty dey== o=y, de, =0,

tes Ay ¢lant des fonctions des @, des X, des ay, des By, cle., ot desp,
quantités nouvelles

T T

Yar hypothese le systeme des équations (E) est en involution, les
variables indépendantes étant x,, 2, ..., x,. Or les covariants bili-
néaires des premiers membres des équations (E) ne dépendent,
lorsque on tient compte de ces équations elles-mémes, que des da;
etdes dogs de plus les dog n’interviennent que dans les covariants des
cquations de la dernivre catégorie (B,)

Wy doeyddyy oo =dae,diy,,

I, de ((7./,,‘ g e daey ddyy

ces covariants permettent, comme il a ¢té montré an Chapitre I, de

définiv 2 entiers
Ty Tyy .y Ty

qui indiquent e degré d"arbitraire des transformations du groupe.
Sicle groupe est fini, il 0’y a pas de quantités ¢ et les covariants sont
tous nuls en tenant compte des équations (18).

14. Aulieu de détinir le groupe par les équations (E), nous allons
le définiv comme 'ensemble des transformations qui laissent inva-
riantes un certain nombre d'eapressions de Prall.

Tout d’abord, il résulte d’un théoréme connu que toute (ransforma-
tion portant surles z, X, 5, 5, .., ¢ qui laisse invariantes les X ainsi
(UE Xy 4y +oey g qui transforme entre elles les 2 et qui laisse inva-
viant le systéme de Pfaff’ (1), donne pour les variables @ une transfor-

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — MAt 1gok. ’ 23
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a2

Nous poserons

1,2, 000,07 p::“.l...../’h
. o v Y . ) , .
(()) 0);'.‘:: : Cijhmithj-t= : a,-(,k(,),-mp-}«. .. (/. ST,y e, 1),
(Z) PR P

les termes non éerits contenant lune des différentielles X, ..., dX,,.

IZn utilisant la remarque du n® 14, nous pouvons donner aux X; des
valeurs constantes ct négliger par suite leurs différenticlles o X,.
Enfin nous pouvons remarquer que dapres Porigine méme des
quantités @, clles forment un systeme involutif (n® 7). Nous arri-
vons done au théoréme suivant :

Etant donné un groupe continu G transformant les variables @,
Lyy vy &y, e admettant les inyariants indeépendants Uy, Uy, o0, Uy, on
peat, en ajoutant aw besoin de nougelles variables awviliaires, constraire
un groupe G trans formant entre elles les @ conane le groupe G,ool qui
peut Clre défini comme le plus grand groupe laissant invariantes un cor-
tain nombre r d’cxpressions de Pfaff

Obpy Mgy ey Mg

et b fonctions U, dont les différenticlles s'capriment par des combinaisons
linéaires des o @ coefficients fonctions des U, Les covariants o), sont de
la forme

- ~
(7) m}‘ ::..2‘ Cijh™mimy ~v["~2‘((/p/~. m,m;,,

les w dlant p nowselles cxpressions de Pfaff” indépendantes des o, les
cocfficients ;i el @y dlant des fonctions des U, les quantités o, [or-
| . “ N v
mant un systéme involulif.
17. Réciproquement, si Pon a r~ p expressions de Plaff

Wyy voey p} Wiy «vey BTy

et 4 fonctions U satisfaisant aux conditions de I'énoncé précédent, la
transformation la plus générale qui laisse invariantes les U ot les o st
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donnée par le systeéme de Plafl
(8) Q=0 (h=1, 2, cey 1)

ot on désigne par Q4 ce que devient o, par la substitution des nou-
velles variables aux anciennes. Ft ce systéme est en involution, car I'on

a, en tenant compte des équations (7)),
W
(9) L2, — r.)}c:z igroni(Mg—w3,),

b, par hypothese, les ag forment un systéme involutif.

Au sujet des théorémes précédents qui sont fondamentaux, on peut
faive les remarques suivantes :

En premicrlicusi lCon a dewr groupes G powr lesquels les entiers v, by p
ont les mémes valenrs, pour lesquels les inpariants s expriment par des com-
binarsons lindaires des o dont les coefficients sont les mémes fonctions des
(nvariants, pour lesquels enfin les ¢, el les Wigh SONL les mémes fonctions
des invariants, ces dewr groupes sont semblables ; car le systéme de Plafl
qui fournit Ia transformation la plus générale permettant de passer
de Punca Pautree, esten involution, comme Vindiquent les formules (8)
el (g)oirlesQ etlest
a Pautre.

En second licu, sans changer le groupe G, on peut, au licu de r
expressions g, prendre 7 autlres expressions quelconques combinai-
sons lincaires indépendantes des premicres, les coellicients étant des
foncetions des Us de méme on peut remplacer les o par p nouvelles
expressions quelconques, combinaisons linéaires des o ¢t des o indé-
pendantes par rapport aux o et ayant pour coclficients des fonctions
des U.

Sile groupe est l/-rm.s'[//.:/", les ¢ et les @, sont des constantes. Si
le groupe est fini, il n’ya pas d’expressions o et dans les formules (7)
il ne subsiste que les coellicients ¢;j4.

serapportentd'un des groupes, les oy etles

¢ ¢

18. Tout ce qui préedde peut élre envisagé d’un point de vue nou-
veau, fondamental pour la théorie de la structure des groupes, si
I'on définit I'isomorphisme de la manitre suivante.
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en faisant toujours la méme hypothtse sur les termes non éerits. Mais
comme w; est égale & w; on voit que chaque différence oy — wy peut
s’exprimer linéairement au moyen des o, el des dX;. Par suite enfin s/
parmi les mn expressions @y on considere p, d'entre elles ind pendeantes el
que Lon exprime toutes les autres au moyen de celles-la, les cocfficients
sont des (nvariants par rapport awe transformations (v) et par suite sont
des fonctions des X et de x,,,, ..., 2,

Autrement dit on peat supposer que les mn caxpressions oy s'cxpriment
linéairement aw moyen de p, expressions &, ..., @, , les coc[ficients clant
des fonctions des X; et des x,,,,, ..., x,. Ges p, expressions se repro-
duisent par les transformations (1) & des combinaisons linéaires pris
de

AX| = w, AX =gy oty AN = 0y,

On peut aller plus loin; considérons Pune des expressions @, (ui
ne soit pas identiquement nulle et considérons dans o) les termes
en o, dX;

al i
= r,)/“m,/‘.-—hz A wrd Xy,

on peut supposer que tous les A; sont nuls en ajoutant au besoin
aux o descombinaisons linéaires des premiers nombres de (15, ), alors
il est évident que oy se reprodaira par toutes les transformations (1),
En faisant cela pour p, expressions indépendantes, on voit que les @,
peuvent élre choisis de manicre @ rester incariantes par toutes les irans-
Jormations (1).

Une fois un tel choix fait, il est elair que tous les coeflictents des
covariants o sont des invariants pour les teansformations (1), et par
suite ne dépendent que des X et de sy, ..., =,

En résumé, les copariants bilinéaires des caxpressions w, sont des
apressions bilinéaires par rapport. anx w;, awr dX; el @ Py nouselles
expressions & les coefficients de ces covariants ne dependent que des X
et ode x,,.,, ..., xz,. Knfin les p, cxpressions @ sont des combinaisons
linéaires des premiers membres des équations ( B,) el (B,) qui sont inde-
pendantes enire elles et indépendantes des premiers membres des cqua-
tions (1,).
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16. Formons de méme les covariants des expressions @;; on mon-
trera de la méme fagon qu’elles peuvent s’exprimer bilinéairement par
rapport aux o, aux dX;, aux @; et i p, nouvelles expressions indépen-
dantes 75 les cocflicients de ces covariants ne dépendent que des X et
de @, ..., 2,5 les p, expressions 7 sont des combinaisons linéaires
des premiers membres des équations (B,), (B,) et (E,), quisontindé-
pendantes des premiers membres des équations (K,) et (E,). Enfin
elles sontinvariantes par toute transformation (1).

On peut continuer ainsi de proche en proche jusqu'd ce que 'on
arrive & p,o, expressions 0, combinaisons linéaires des premiers
membres des équations (E,), (B, ), ..., (E,) et invariantes par les
transformations (r). Leurs covariants bilinéaires dépendent des o, des
dX, des @, 7, ..., 0 et des différentielles dyy

’ .
0F = o0 v oo = @p Vit e (i==1,2, ..., lpy),

les termes non éerits ne dépendant que des w, dX, o, ..., 0. On verr
comme tout & heure que, si parmiles vy onen prend 4, indépendants
el que on exprime tous les autres au moyen de ceux-la, les coelfi-
cients ne dépendent que des X et de a0y, s s autrement dit tous
les vy peuvent s’exprimer en fonctions linéaires de A, expressions
nouvelles vy, vy, .oy vy, les coellicients ne dépendant que des X et
de 2,y . 2, Si Pon ajoute & ces expressions des combinaisons
lincaires & coellicients arbitraires des o, dX, @, ..., 0, on peut dis-
poser de ces arbitraires de maniére & annuler le plus grand nombre
possible des autres coeflicients des 055 alors les autres coelficients
seront néeessairement des invariants pour toutes les transforma-
tions (1).

Finalement, en changeant les notations, on voit que I'on arrive &
obtenir un certain nombhre r d’expressions de Pfaff,

Oy Ggy =y Op (re=n-+pi~+ ..+ ppi),

dont les covariants bilinéaires s expriment aw moyen des o, des dX, el
de py, expressions nouvelles w, et s’annulent avec les w, les coefficients

ne dépendant que des X et de 2, .-, ®,. Les transformations (1)
sont les plus générales. qui laissent invariante chacune de ces expressions

de Pfaff.
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mation du groupe considéré et réciproquement. Soit, en effet,

X: =X, (E==1,2, ..., ),
ay = [y, oo, ay) (E==1, 2, 0oy i),
) = Xy | (Fom 1, 2y ouny 2—m 1),
M=o, Xy ) (f==1,2 ..., ),
....... N

Ve = W (e, Xy, o, ) ({1, 2 couy Do)y

une transformation laissant invariant le systeme (K). La condition
nécessaire et sullisante pour qu'il en soit ainsi ¢’est que, si Fon prend
pour les X, y, ..., ¢ le systémele plus général de fonetions des 2 salis-
faisant aux ¢quations (1), il en résulte, d"apres(v), pour N, v/, o0,
des fonetions des 2 satisfaisant ¢galementaux ¢quations (1), Autre-
ment dit, désignons par S Ta transformation La plus générale dugroupe,
par X la translormation qui fait passer des o aux o’ d'apres les for-
mules (1); la transformation qui fait passerdes 2 aux X résolte mani-
festement de Ta suceession des transformations X et S, La condition
nécessaire el suflisante cherehée estdone que, quelle que soit Ta trans-
formation S du groupe, la (ransformation XS appartienne eneore
au groupe; finalement i fauwr et i suffit que X soit une trans formation
e groupe.

Remarquons que si Fon ne considire dans les formules (1) que les
¢quations qui définissent les 2/, les y', ..., ¢, on peut, dans les
seconds membres, donner aux X des valeurs constantes arbitraires,
cela ne ehange rien aux transformations effectuées sur les variables a.

Enfin remarquons aussi que les transformations des vaviables o, X,
Yo oees v exprimées par les formules (1), n"admettent aucun invariant
indépendant des

(2) Xiy Xuy ooy Xony P
Supposons, en elfet, que 'on ait une relation de la forme
(3) Oz, X, 0, ooy )=, Xy, )

identique en tenant compte des formules (1). Donnons aux variables
2, X, ¥, ..., ¢ des valeurs particuliéres, mais queleconques, 2, X,
Yoo 9t et sotent 2, X', 470 oL, 0 les valeurs correspondantes
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fournies par les formules (1). 11 existe toujours une transformation S
du groupe donné telle que, pour ;= !, les X, v, ..., ¢ prennent les
valeurs N v, o0 o0 Quelle que soit la transformation (1), il est
done indifférent, pour calealer les 20, X0, %, o, ¢, de supposer
que, dans les seconds membres, les variables restent indépendantes
ou que les X, v oo, ¢ soient exprimées au moyen des 2 d'apres la
transformation S. De ce dernier point de vue, les X7y y/, oo, ¢ de-
viennent des fonetions des 2" définissant une transformation 8 du
groupe donné. Si nous choisissons en particulier pour fonctions /;
celles qui, dans Ta transformation 8, font passer des @ aux X, on a
== Xp== X, el S se reduit a la trans formation tdentique; lesy', ..., ¢
deviennentdes fonetions parfaitement déterminées des 2/, ¢’est-a-dire
des X et des o

mnotyt

Or X)"«= X), @) =2l . Parsuite on a

7R e TR

B, Xy e, 0t (XY, e,

U désignant une fonetion parfaitement déterminée de ses arguments.

Done enfin @ ne dépend essentiellement que des variables (2).

15, Cela ¢tant, posons

ot gt gty b e g, (= TN T R
7 ‘1 1 &4

| vy g oy iy (J 0y oy ooy o),

les oy Gtant les coellicients qui entrent dans les équations (1,).
Toutes les transformations (1) laissent invariante chacune des »
expressions de Plafl o, ..., o, et par suite aussi leurs covariants bili-
néaires. Or, ces covariants sont des expressions bilinéaires par rapport
Jaux oy, aux X; et aux premiers membres des équations (Ky), ils
s‘annulent de plus avee les o,

(5) Wl Ty b 0 Wb b 0 Wy b ({==1, 2y oouy m);

les (ermes non éerits ne dépendant que des o; et des d X, les @, Glant
des combinaisons linéaires des premiers membres des ¢quations (15,).
Si Pon désigne par o, @y ce que deviennent o; el par la transfor-
mation (1), il est évident que 'on a

BT b 0Ty =t e O W TR T e 0T
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Soient donnés m + 7 variables
"x“ Ly -"’wln; yh_yﬂ) "-,y/n

et deux groupes G et G', le premier transformant entre elles les seules
variables 2, le second au contraire les m + n variables x et y. Si (7
transforme entre elles les variables @, et cela de la méme maniére
que le grrnupe G, nous disons que 3 est prolonge de G, ou que (7
résulte du prolongement de G. Le prolongement sera dit holocdrique
si toute transformation de G' qui ne change pas les variables a laisse
également invariantes les variables y; il sera dit Aémicdrique dans le
cas contraire.

Cela étant, deux groupes G et I quelconques seront dits dsomorphes
holoedriques, ou, plus simplement, isomorphes, sil’on peutles prolonger
holoddriquement de maniere & obtenir deux groupes G et I transfor-
mant le méme nombre de variables et semblables entre eux (*). Le
groupe G sera dit gsormorphe mériédrique de 1 si le groupe 1Y seul ré-
sulte du prolongement holoédrique de I, le groupe G résultant d’un
prolongement mériédrique, et side plus G et I'ne sont pas isomorphes
holoédriques.

On reconnait bien facilement que deux groupes isomorphes holoé-
driques d’un troisibme sont isomorphes holoédriques entre cux; que
si G est isomorphe mériédrique de 7, G isomorphe holoédrique ou
mériédrique de G7, G est isomorphe mériédrique de G”.

Nous verrons plus loin que la définition précédente de isomor-
phisme coincide au fond avee la définition ordinaire dans le cas des
groupes finis. Jusqu'a présent il n’a pas ¢té donné de définition pré-
cise de lisomorphisme dans le cas des groupes infinis.

Nous dirons enfin que deux groupes isomorphes holoédriques ont
la méme structure.

19. D’apris ces définitions ont voit que les transformations (1) con-
sidérées au début de ce Chapitre définissent un prolongement holoé-

(1) Deux groupes, I'un & 2 variables #, Pautre & 2 variables y, sont semblables, d'apris
Lie, lorsqu’on pout passer de l'un 4 l’autm en prenant pour les y des fonctions conve-
nables indépondantes d(,b Z.
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drique du groupe défini par les équations () et, parsuile, un groupe
de Ta méme structure. Les résultats des n 16 ¢t 17 peavent done
s"énoncer de la maniere suivante

Etant donné un groupe admettant b invariants indépendants
Uy Usn ooy Up,

on peal en déduire, aw besoin: par Uadjonetion de varables auxdiadres,
7t poeapressions de Plaf),

.
Yy M, PN T Ty, 07y, vy O7),

telles que Lon it des formaules

AU Ny Ve, 4=V, (L, oo, ),
4 O . .
o'y N Ciphmim; =t 2 yaanam (i, 2, oo, ),

ot les N iy Ciino Wigr sonl des fonctions des U, les quantites g, formant
un systéme inpolutif. St dewr groupes ont le méme nombre lod'ineariants.
st pour cur roet pont les mémes valeurs ot si les Ny, e, g sont les
mlnes fonctions des ineariants, ces dewr groupes ont la méme structure,
IEnfin on peat, sans changer la structure dun groupe, effcctuer sur les U
une lransformation quelconque, remplacer les o par rcombinaisons (i
neaires independantes quelconques des o @ coefficients fonctions des U,
el les & par p combinaisons lincaires quelcongques des o el des w, a coef-
Jicients fonctions des U, et indépendantes par rapport aue .

On peut done dire que, jusqu’iun certain point, les entiers 2, r, p,
les fonctions Vi, ¢iu e définissent la structure d’un groupe. Mais
nousverrons plus loin que deux groupes peuvent avoir la méme struc-
ture sans que les entiers, & etr par exemple, soient les mémes, et cela
est ’ailleurs i peu prés évident @ priori. Naturellement on peut tou-
jours s’arranger pour que on ait

AUy 2y, cey ANPE=

Enfin, remarquons que le plus grand groupe qui laisse invariantes

Ann. Fe, Norm., (3), X1~ Mar v)f, 24
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les fonctions U et les expressions de Plall o a ses ¢quations de défini-
tion du premier ordre puisque ces équations sont (n° 17)

E.l/,.--~f;)/_ () (/g'::;.,l,'z, sy ).

20. Nous allons maintenant montrer que les coefficients e, @y,
de la structure d’un groupe ne sont pas arbitraires. Ils satisfont ¢vi-
demment aux conditions qu'on obtient en appliquant Videntite fon-
damentale aux covariants o,. Nous allons chercher ces conditions el
nous démontrerons ensuite qu'elles sont suflisan(es. ,

Supposons d’abord que lTe groupe soit fini, et, pour fixer les idées,
(ransitil. Alors les r* coellicients ¢;;, sont des constantes. Le covariand
(rilinéaire de

-
(10) Y= 2 oy (b, 0, 00, 1)

[

estdonndé par Ta formule

S\ ' '
Cigk (f‘;),v Wy g, )

ou, en développant,

N Y 4
2 (CopiCivte - Csre Conte 1 Cohe Copde ) M0 My, 0,0

glhy)

Les conditions cherchées sont, par suite,

1,2,..,0

\ Ql
(r1) 2 (Copi Coute = Cpsi Cige -t CoreCiph ) 0

R S I R
auxquelles on doit ajouter les suivantes, évidentes,
(12) Cijle =t Cpige = O

On reconnait les conditions auxquelles satisfont les 7* constantes
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qui se présentent dans Ta théorie ordinaive de la structure des groupes
finis. On peut ailleurs mettre en évidence le lien qui rattache les
deux théories. Supposons que o, ..., ®, soient des expressions de
Plall (lincairement indépendantes) & r variables. Si / désigne une
fonction quelconque de ces rvariables, Ta différenticlle ¢/ peat mani-
festement se mettre sous la forme d’une combinaison lindaire des .
En désignant par X; /le coelficient de o;

(13) Af == Xy fooy = Xy for, ook Xy Sy,

on peat regarder les X; /comme les symboles de r transformations in-
finitésimales, Eno égalant alors les covariants bilinéaires des deux
membres de (173), on trouve

() NN, L) == X(0X0 ) Z i X it

A

ce qui montre que les r transformations X; [ engendrent un groupe
dont la stractare, au sens ordinaire da mot, est précisément caracté-
risée par les 7 constantes ez Gest Te groupe simplement transitif
réciproque du groupe donné. Réciproquement, la formule (13) per-
mettrait de déduire d'un groupe simplement transitif donné par ses
transformations infinitésimales un autre groupe défini par r expres-
sions de Plall invariantes.

21. Passons maintenant aux groupes infinis et, pour simplifier les
caleuls, supposons-les transitifs; les modifications & introduire dans
les formules pour les groupes intransitifs seront indiquées ensuite.

La structure d’un groupe infini transitif est donnée par les for-
mules

N ~
(7) ), == Z Cippmimy : iar™it (h=1,2,...,1),

ot les ag ot les ¢ sont des constantes, les premicres formant un sys-
teme involutif. Caleulant le covariant trilinéaire de w), en tenant
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compte de'(7), on obtient I'expression

ﬂ ’
— 2 Ol 3.

hap

! .
~+ Z Z (trpi it — Ui Cigl) 0.0

)\.1{25‘1 i
] U N
-t 2‘ 2‘ (Chpi Cigh == Conke Qppi = Cipte i) M D g
(g i
ul ¥ .
== 2‘ }_‘ ("—-'ly,i Ceole -t Clri Civde =t oy ('iy./.') 0, 0y, 0y
\ VAT
Remarquons maintenant que les @' sontdes expressions hilinéaires
par rapport aux o el aux @, soit

6. PN ORI Py
(16) nrp Vot W -t T 009, -1 Yopx s oy
(17 Lo L

Sialors dans Pexpression (15) on annule le coefticient de w, m, @,
on obtient

L2000 L2
Q o <
(17) \; (i Wigs = Crgi Migh) = z Wz g
t T

Les équations (17) ot les g sont des indétermindes doivent done étre

compatibles.

On peut énoncer cetle condition sous une forme plus intuitive. Les
seconds membres des équations (17) sont en effet linéaivement inde-
rp—

2

I ) . ’
pendants par rapport aux -~ L quantites yeee, car les 7 formes

linéaires
al -
2‘(:-,_.,,,177r (P k=a,0, Lo, r)
T
donnent les p expressions o. Par suite, le systéme (17), s'il est com-

patible, donne pour les yys des valeurs constantes. Les équations (17)
signifient alors que les p transformations infinitésimales linéaires ot
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homogenes

~ Jaf
(1%) Up f= 2 Wit U ]),{; (p==1,2, ...,p)
0h

engendrent un groupe dont la structare est déterminée par les con-

stantes Yoo

Done ane premicre condition nécessaire a laquelle doicent satcs faire
les constantes g est que les p transformations infinitésimales (18) en-
gendrent un groupe lincaire el homogéne.
¢

Nous désignerons ce groupe par I

22. Nous arriverons & une nouvelle condition en égalant & zéro
dans Pexpression (15) le coefficient de oy 0, @,

En se reportant i (16), cette nouvelle condition peut s’exprimer de
la manicre suivante :

(1), . ooy 0
Le .S"‘)’.S'/(“III(* des rrl . ) coualions lindaires aur /)"/' (NCORNUCS Ty

L2 p L2 0

- ‘ 5
(19) "\l (et Tppn == A Srpn) = 2 ( (Cope g = Cinn Wpgi=— Cipte Crpi)

o ‘

(g P by 2y vy 15 P by 25 oy )
est compatible.
Enfin une dernitre condition néeessaire s"obtient en annulant dans

Pexpression (15) le coefficient de oy o0,
in se reportant i (16), on a la condition suivante :

\ rlr—ay(r-——-ny , . “ g , (1) .
Le systéme des - (e ? L) cquations lincaires aux A et 0N
* ) “
RS Ve
X L4,
~ . o
(20) 2‘ (i Yy =+ Qyzn Yors F ok Yipr)
E (Dy Py Va1, 2 oy 1)

12 st
o .
2 (Cope Covk =+ Cuwi Cirke -t Cod Cipk)

‘

est compatible.
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23. Nous sommes donc arrivés a trouver pour les constantes agy
et ¢, des conditions nécessaires de qualre espéces, i savoir :

19 La propriété des @ de former un systeme involutif

2° La propriété des p transformations infinitésimales Uy / de former
un groupe;

30 La compatibilité du systeme (19);

4° La compatibilité du systéme (20).

Remarquons que les deux premiéres conditions ne se rapportent
quaux constantes g, et que, si elles sontvérifices, il existe un moyen
de satisfaire aux deux dernicres: ¢’est de prendre toutes les constantes
e nulles (1),

Remarquons encore que le systtme (1g), s'il est compatible, ne
détermine pas compldtement les inconnues 5.5 on peul encore
prendre arbitrairement

22 S Y- PR CIE S A 8

d’entre elles; cela résulte de ce que Tes @y forment un systéme invo-
Lutif.

Si le groupe est intransitif, les deux premitres conditions sub-
sistent intégralement. Les deux autres subsistent également, mais &
condition d’ajouter aux seconds membres des équations (1) et (20)
des termes complémentaires. Supposons, pour fixer les idées, que le
groupe admelte les % invariants indépendants @,, x,, ..., 2, et que
["on ait pris

o, =dx,, g 7= dory, teey g = day,

ce qui est toujours possible. Alors il faut ajouter au second membre
de 'équation (19) le terme complémentaire
Oaygr  dygr

!
(r9) day, duy,

(*) Dans le cas général, les conditions 37 et 4° expriment que, une fois les Wigh choisies,
les constantes ciy: sonl assujeltios & vérifier deux systémes d'équations homogenes
entieres, 'un du premier degré, Uautre du second degré.
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et au second membre de I'équation (20) le terime complémentaire

D¢ vt ey
ooy o,

20") o
(»07) day,

I est bon dailleurs de rappeler que les aq, ot les ey ne dépendent
que de e, 2y, ooy 2.

24. Nous allons démontrer maintenant la réciproque du théoréme
precedent, & savoir que les condilions nécessaires énonceées au n® 23 pour
les coe[ficients @, et ¢y sont également suffisantes, ¢ est-i-dive que, s
clles sont verifices, on peut loujours trouver r - p cxpressions de Pfaff
lincairement indeépendantes @ un nombre quelconque nZr - p de va-
riables dont les covariants salis fassent awe relations (7).

Nous allons faive la démonstration pour les groupes (ransitifs, clle
serait la méme pour les groupes intransitifs.
Si

T T R R

sont les 2 variables donndées, il s’agit an fond de déterminer 2(r-+p)
fonctions de ces variables définies par

0 ooy Ao s ey, (60,2, v, 1),

gy oy oo Ly, ., (pest, o, oo, ).

Le systéme d'¢quations aux dérivées partielles auxquelles satisfont
ces fonetions s"obtient en é¢galant dans les deux membres de Péqua-
tion (7) les coeflicients de day, day

dsp )5y ~ ~
: ‘ L2 Z S84~ 585 ) b i (Zinlets — 5654,
(1 ’)u;.ﬁ;. e /),g (‘ll/l‘("”ﬁ"-/{" ..',‘!1.117,) i Z((,r,/,( IA[,’.a,”» ,‘/,/‘,,,)
' i) Lo
(b=, 0, v, 1, ot 2, 000, 1),
Nous poserons
( ()Sﬁ.q . ()25/,2
00 5 foly T S fog g 22 o= L
) S hly iy S hufsy 4)./"/-; .y
gy
("..ﬁ') t(m"i o .

S day
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Le systeme (21) peut alors étre remplacé par un systéme de Plafl

(24)  dspg—zpgydiey—. .. —5pgpda,=0 (K==1,9, ey 52750, 2, 00y 1),

les coeflicients 2,4 Clant liés par les relations (247)
Ql ‘ ul
(24") Shfa— Skuf zchj/n‘( S S 55 ju) "F‘}_‘(’ip/.-( Simlpt = Ziflyn)

(i) Hp
qui permettent de prendre arbitrairement fes 54,6 pour lesquels
o p,

les autres s’exprimant au moyen des premiers, des s, et des 4,
Nous allons d’abord chercher quels sont, pour ce systeme de Pflaff,
les entiers caractéristiques, que nous désignerons ici par

(- ¥ ¥ N
N ] - Y -~

en réservant les notations o pour désigner les entiers caracléristiques
du systéme involutif des a5 ona daillenrs e

Ty 75 Tppy 55 00y Ty O,

[ Oy Ty by,

Sil'on prend les covariants bilinéaires des premiers membres des
¢quations (24), en tenant compte de ces ¢quations elles-mémes, les
expressions de Plall nouvelles qui sintroduisent sont, a part les dr,,

les dillérenticlles
Aapag (2. 5)

el fes différentielles
f“(xm

ces dernieres n’entrant dailleurs que par les combinaisons

. O .
(25) Z(I;P;u.(:,-urlé{,ﬁ =S dlyy) (ka0 oy e, B, 0, ).
/,p

On a done déjh immédiatement

AVESS
r _._(_....L_Z -+ pn.

%

(26) () =
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Pour caleuler Ies X, considérons d’abord les expressions (25) pour
lesquelles et B prennent toutes les valears inféricures ou égales & un
nombre donné 4 ¢t cherchons le nombre de celles de ces expressions
qui sont linéairement indépendantes. Or ce nombre n’est autre chose
que celut des équations indépendantes qui expriment que les £ élé-
ments lincaires

KA W W . p (ot==1, 2 h)
- T e EED L 0 DTN e DI e STIDL L UD e A y vy
S Syy, : S 2v Ly ’

sont en involution deux & deux par rapport aux » expressions bili-
néaires

-
Zl“l’p/r’"/mp (h=1y2, .., r);

6o

ce nombre est done
O',""‘ (’71 = G';g) S LI (0'1"“"‘ Ty R Th l)'

On déduit de T tees facilement les valeurs suivantes des 2, dont
chacun est la somme de deux entiers, Pun se rapportant aux différen-
tielles dzgyg (o2 B), autre anx expressions (25):

Xymmrn,

N e e
PR (Il oo I) e 23]
(27) ’

Yy r(n—a) g -7y,

X, T - SU Py U

dar consGquent, pour que le systéme soit en involution, il faut et il
suflit que le nombre des paramétres, dont dépend I'élément intégral
le plus général Cordre r, soit égal i

(28) nQ e (1) Y e (== 2) By = X,

autrement dit, en désignant par

les entiers caractéristiques du systéme prolongé, on doit avoir
e By id= B (=) 2y (= 2) g Xy =0 Q.
Ann, e, Norm,, (3, XXI, — Mar 19o4. 2%
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25. Pour former le systtme prolongé du systeme de Plaff” (27),
considérons d’abord le cas extrémement simple du systéme

D5y 03 .
2¢ el Ay Uy B0, 2, 0, 1),
( .)) ()xﬁ ()wa Aoy ( 4 > Ty s /)
les A,g étant des fonctions données des . Les équations quon obtient
en différentiant les équations du systéme peuvent se ranger dans deux
catégories :
J*s,

1 Des équations qui rameénent les 2 2%, @ des fonetions pres
dag duy

des z, & celles d’entre elles pour lesquelles on a

a By

22 Les relations

DAy 7] /\’Yq } JAyy

- ) (%, B, =20, %, .oy
Jxy diry day ks T » )

entre les dérivées des fonctions A,g; ces relations expriment dailleurs
simplement que le covariant teilinéaive de Pexpression

dagday + dsydary 4 ..o 3,y

est identiquement nuly par suite, elles peuvent s’obtenir en appli-
quant Videntité fondamentale au covariant bilinéaire de Pexpression

inconnue
Spday -+ s,dey, L5, da,.

Daprés cela, les paramétres dont dépend élément intégral le plus
AN O Yard e valn ) oAl (- : e N .
géné al d ()1(11{3 n du systéme de Pfafl (.1/;) sont les 5,0, ot les 4,
Mais ces quantités sont lices par des relations de deux catégories :
12 Les unes ramenent, & des combinaisons lintaires prés des £,,,
‘J v(I
tous les sy,gy 2 coux pour lesquels

“:pry
et qui sont en nombre
rn(n-+1)(n~ku).
6
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2 Les autres établissent des relations entre les ¢, seuls, et Pon
peud les obtenir en appliqguant Uidentité fondamentale aux covariants
bilincéaires des expressions de P faf] inconnues

My May  eeey e

Or Papplication de Pidentité fondamentale aux o exprime toul
simplement que Pexpression (15) (n® 21) est identiquement nulle.
D’apres Phypothese méme on peut trouver des constantes Yemrs Srger
Yo telles que les expressions bilinéaires

’

. al . \1 - ~
W X Y W ke Y S ) W 2‘_}/)41,,7(,)', o,

(pa) hap (2

annulent (15). Les expressions les plus générales qui satisferont i
ces conditions s'obtiendront alors en leur ajoutant les expressions
bilinéaires 11, les plus générales qui annulent

-
}d(”"”" r.;,vlll,, (h==1,0, ..., r).

“p

Or, d’apres un théoréme démontré au Chapitee 10 (n® 8), si 'on con-
sidere le systéme involulif prolonge du systeme des @ el qui provient
de Pélément le plus général d’ordre 2 qui annule

2 ttig i,

s0it
-
T;T»;:::Z/f,‘)_rll’,'m,- (T==1,2,...,p),
"
on a

l[-;-'?‘le)i)..:(n,"/’)_ (z==1,2, ..., ).
0

Nous voyons alors que le nombre des b,y indépendunts se calcule
comme tout & U'heure celui des 5,55 ce dernier était

DI I R P TT
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ici il faudra remplacer

roopar o,

o, par o+ gyt ..o ay,

oy o par [ S T
............ ,
. par CTuy

les entiers cavactéristiques o du systeme involutif des by, se déduisant
en effet des o du systéme des «;, comme Pindiquent les formules pré-
cédentes.

Done le nombre des parametres dont dépend I'élément intégral le
plus général Cordre 22 du systeme (24) est, dapres les formules (27),
Pl 0L,

e p(re- 1)
e (1 n) g R

1 (n =t 1) (n = 2)
6 ’

)

/)‘.‘...._,.,.,m,,(u_.,‘.{;’)gx .(/( ,,)(g‘, b))

e 7T RPN RN SRR B

On vérifie sans peine que ce nombre est égal au nombre (28), ce qui
démontre bien la propricté du systéme (24) d'étre en involution.

On voit de plus, d"apres ce qui précide, que les valears des 5, of
des ¢, sont absolumentarbitraives, que par suite il existe toujours une
infinité d'intégrales pourlesquelles les 7 4 p expressions de Plalf o et &
sontindépendantes. Cette remarque démontre completement le théo-
réme.

On peut aussi, de la démonstration méme, déduire le degre d7indé-
termination de la solution. Elle dépend en particulier de

(‘) — (E] e, “‘!" EII“I)
fonctions arbitraires de n arguments; ce nombre est égal i

P20 4 30yt e T g A Ty
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Enfin on peut remarquer que dans le cas des groupes finis la

démonstration est & peu prés immédiate; on peut la considérer

comme une des démonstrations les plus simples du troisitme théo-
reme fondamental de la théorie des groupes de Lie.

26G. Pour terminer ces généralités, nous allons montrer comment
on peut, dans certains cas, réduirele degré d’intransitivité d'un groupe
sans changer sa structure ct nous nous appuicrons pour cela sur la
remarque suivante sur laquelle nous reviendrons en détail dans le
Chapitre suivant.

Si 'on considdre les r expressions de Plafl

)y My ceay D)
laissées invariantes par le groupe, elles définissent, égalées i zéro, un

systéme completementintégrable, puisque les covariants o’ s"annulent
tous avee les o, Désignons par

Ly, Ley ey, Ay

les intégrales de ce systeme, nous supposerons que les 2 dernicres
soient précisément les invariants du groupe. Ges r variables 2 sont
¢changées entre elles par le groupe, en vertu des ¢quations

5.»-’-4'“'1)/.':': o (/‘“'“'70‘7 "'7/.)

qui expriment tous les dX; en fonctions lincéaires des dx. De plus, si
I'on pose
O 55 Gpg Aty =+ gy~ ., o -+ appdar, (hkz==1,2, ..., 1),

les oy dépendent de p fonctions nouvelles indépendantes des x et
toute transformation du groupe qui laisse invariantes x,, ., ..., x,
laisse manifestement invariants ces coefficients. Par suite le groupe
considéré est le prolongement holoédrique d’un groupe en

Lyy Lay  eeey Xy

Ce dernier groupe a d’ailleurs manifestement ses équations de défini-
tion du premier ordre. Il peut étre pris comme représentant la struc-
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~ O
(7) 0 :::Z c,',-/fo‘),'mj—%—z Wil T (k==1,02, ..., 7).

27. Une autre remarque importante estla suivante. Considérons les
pr équations de Pfaff

(30) 2“"9’"“":0 (p=1,2, .. ,p; k==1,2, ..., 7).
i
Elles forment un systéme complitement intégrable. Supposons en elfet,
ce qui est Loujours possible, que ce systéme soit
0)g 525 )y T L L L T G, T O (qgor),
alors les @z sont tous nuls pour > ¢ et, parmi les formes lin¢aires

Lag i, iy ena g indépendantes, T s"agit de démontrer au fond que
'on a

31 CoottyqieBo k== O (o= fBomt, o, von, 1oy Koty n, oo g )
Or Papplication de identité fondamentale donne, enprenant le terme
en

Dot Wiy ¢ {jmp,

la relation

I,u,,l/
N
2 WighCoaang i Bi==0 (P20, 2y eeny 13 K1, 2y iy, 175 00, B 1, 0y sy 1 ),

{

et par suite on en déduit les relations cherchées (31).

28. Cela étant, supposons, comme nous avons déja dit, que
Lpfigety  «osy Ly

soient les 4 invariants;

(32) ‘ P seiney
Xl'-—-h:ft'-vh (xu ceey XLp)y
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les ¢quations du groupe donné G. Cherchons ce que deviennent ces
¢quations quand, dans les seconds membres, on donne aux g intégrales
du systtme (30) des valeurs constantes. Les équations (32) déti-
nissent alors la solution générale du systéme de Pfaff

(33) Qp— o= o0 (k=1,9, ..., 1),

olt les o sont lices par les relations (30). Les covariants bilincaires
des premiers membres de ce systeme sont alors nuls en tenant compte
des ¢quations (33); par suite le systéme est completement iniégrable ot
son intégrale générale dépend de 7 — & constantes arbitraires.

Autrement dit les équations (32) du groupe peuvent se mettre sous la

Jorme

B e ,
( Xyt == fret (Zyy ooy Xp3 Ay ooy Avp)s

ot les [ sont des fonctions parfailement déterminces de leurs arguments.

independantes par rapport aux A, et o les A ne dependent que des g inte-

grales du systéme (30).

armi ces ¢ intégrales de (30), il peut y en avoir un certain nombre
qui soient des invariants du groupe; supposons qu’il y en ait & et 2/
seulement, soit
Ky 19 cevy Ly
que nous désignerons, pour plus de simplicité, par

Yo e D

Simaintenant nous donnons aux autres des valeurs constantes fixées
une fois pour toutes, ainsi qu’aux autres variables «,, ..., z,_, ind¢-
pendantes des précédentes, nous voyons que sidans Ies formules (32)

on donne a
Ly Lgy e-ey Lp—pe

des valeurs constantes

0 0 N
-x“ “527 LR ] Lo for
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clles se réduisent i

D PRREC=30 SR (v NP L ) VIR Nons
(33) e e

X,-_./, :‘*:r'./',.”/, (_.!',.‘./p“, feey Hps "\I’ PR !\/' )

olt les /sont des fonctions déterminées de leurs arguments, indépen-
dantes par rapport aux A, ces quantités A étant elles-mémes des fone-
tions des 2 invariants y.

Nous pouvons d’apris cela faire un changement de variables tel que
ces tquations se réduisent i

36y ,

et ces formules (36) indiqueront alors la transformation la plus géndé-
rale du groupe G lorsque les valeurs initiales
Ay ';'zv ceen g
sont 7 — A fonctions détermindes des invariants. Supposons qu'il ensoit
ainsi. Je dis alors que dans la transformation la plus générale du groupe

s X e (J’”l’ cees A3 L fgs ey )

( ) q»,._/,(.'l:,, ey L iy L Jigy e )y

les fonctions o ne dépendent pas des h — b derniers invariants. En effet,
en faisant d’abord la transformation la plus générale de la forme (36)
puis la transformation (37), on doit trouver encore une transforma-
tion de la forme (36); or cette transformation résultante est

£
s Xo w290 Ay oo, Avss @pipipns vovy ),
v

' L I I D R L

Xpensz (f’l'w/z(’\h B R N P p)e

(38)

Les seconds membres ne devant dépendre que des A invariants y ot
les A ne dépendant eux-mémes que de ces A invariants y, il en résulte
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que les fonctions o ne dépendent pas de
Lpe pliwly ves Lpe
En ajoutant aux équations (37) les équations

U——
"1 "‘_)’1)
c ey

Y/L‘ == J’/I"

on voit que Pon obtient un groupe G' a /' invariants seulement ot
r—h+ I variables qui est manifestement isomorphe holoédrique
au groupe donné G, puisqu’en le prolongeant holoédriquement par
les A — /' équations

) G (iz=0, 1, ., N— N —1)

on obtient un groupe G semblable au groupe donné G.

29. La remarque suivante donne tout son intérét pratiqgue au théo-
réme précédent. On peut déduire le groupe G ar variables du groupe G
en donnant aux & — A’ invariants

\ Ly foA-I 419 ey Ly
des valeurs constantes (ou fonctions déterminées des invariants y).
Comme G est semblable 4 G, si dans ce groupe donné G on donne aux
mémes 2 ~ £’ invariants des valeurs constantes, on obtient un groupe

semblable 2 G', a A’ invariants et r — & + £/ variables. On peut donce
énoncer le théoreme du numéro préeédent sous la forme suivante :

Etant donné un groupe admettant h invariants
Uh U:!y er vy U/:
el dont la structure est définie par r expressions de Plaff o, dont les

covariants ont la forme

) ~
(7) = Z c,-//,r,),-mj—l—?(t,-pkr,)/mp (kz==1,02, ..., ),
() iL“e
Adnn. Ee. Norm., (3), XXI. — MAr 1g04. 263
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on considére parmi les expressions de P fuff

v ' . P o)
(30) }_,”"P"'("" (p== 1,2, .o, hin, 0, couy 1)
i

toutes celles qui s'expriment en fonction lincaire des dU; sielles sont au

’

nombre de I, on élablit entre les invariants b — k' relations indépen-
dantes quelconques, assujelties seulement @ n'ctablir aucune relation entre
les cxpressions (30). Le groupe ainsi oblenw est isomorphe au groupe
donné et n'a plus que I/ invariants ; pour ce nousean groupe o — I des
cxpressions o peavent s'cxproner en fonctions lincaives des audres, les
coefficients ne dépendant que des I inearcants restants.

Nous donnerons & ces A" invariants le nom d’essentiels.

En particalier, si le groupe est fini, il est toujours isomorphe i un
groupe ransiif. Gela n’est plus vrai st le groupe est infini; dans ce
dernier cas il y a manifestement un degre minimum d'intransitivité
pour chaque structure donnde.

30. Nous allons rapidement, pour terminer ce Chapitre, déterminer
toules les stractures pour 71 el r - 2,

Considérons d'abord le cas de 7= 1. 11 est clair que Ta seule strue-
ture possible est donnée par fa formule

0y Yy
on pourra prendre par exemple

oy day,
ce qui donnera le groupe

xl ,/(""1 )s
qui w’est autre que le groupe géneral & une variable.
31. Soit maintenant
I

A chaque structure possible est associé un systeme de nombres =

i

el o, qui indiquentle degré ’indétermination du groupe. 1y a i col
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égard cinq cas possibles :

<

(a) G, Gamo, g
(l)) o, =2, Gy= 0, p =g
(¢) o=, gaT= 1, p=a;
() 7 == 2, G, 1, p==3;
(e) T, =2, G, 2, p=4.

Dans les cas (a) et (b) les transformations du groupe ne dépendent
que de fonctions arbitraires d'un argument; dans les cas (¢) et (d),
d’une fonction arbitraire de deux arguments; dans le cas (¢), de deux
fonctions arbitraires de deux arguments.

On voit sans grande difficulté que, en effectuant au besoin une sub-
stitution linéaire sur w, et w, et en désignant par II, et I, deux com-
binaisons linéaires des expressions bilinéaires

-
z g1 0@ +Z Aapy W27,
4

sz

P
4

4
by Aypa ) Wy E agy 2T,
4

on l)(‘,llt [)l’On(ll"G

() SIL:onml,
' | I,=o,
II::JE II:‘—:J , l,l':.’.:;; OFf
(M)g 1——”1 1 (bz)s = 6)1 ) (l)3)§ 17 0 By
| =, | I, = 0,55, [ Wy == o), 55, + my77,,
(©) §Illzr,),ml+(,)2mz,
| Dy=o,
II:, 'IITL-::: 2 0) gy,
(d,) ‘ .1-—.01671, (dy) | =0, + w,w,
[ Mym= 0wy + 0,5, ? I, =0, — oy,
() ( I, =0, &+ 0,@,,
SR | FEOr 0)90,.

Dans chacune de ces formules, 1I, et I, désignent en somme, i des
termes prés en o, ,, deux combinaisons linéaires (a coeflicients fone-
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tions des invariants) de o et w), soil

0, = a0, by o)y,

H, ==y - by,

H nous faut alors exprimer dans chaque cas que lTes p transformations
intinitésimales lindaires désignées par U /dans le Chapitee précédent
forment un groupe, ce qui ¢tabliva des conditions poura,, by, w,, b,.
En tenant compte dans chaque cas du degre d'indétermination qui
reste encore dans le choix des o et des @, on arrive aux formules
suivantes, dans lesquelles on a provisoirement néglige les termes
enw,m, :

() 0] = 07, () (o) o,
a s i ‘
P ,
| o)==0, | alyo ym,
’
r;)/1 T T, ‘ m'] T, ‘ o 0t T3y,
(hy) 4 (by) ¢ (by) @
[ ooy gy, | oy mym, [y o myms, b mymy,
’
(e) S Oy =2 0 T -t ), T,
b o, =0,
14 4
6)) T 604 Ty, (,) s ') LT e 0y Ty,
’ 2 ’
0y 55 ) Ty == 00y Ty, Oy 5 Ty o 05,03,

0} 0 Ty e 00,1,

!’
0)y 552 0) Wy b 0), 7.

Comme on le voit, il n'y a que dans le eas (by) qu’on trouve an
parametre essentiel moqui est dailleurs ici une constante, car le
groupe dans ce cas ne saurait avoir d'invariant.

Enfin il reste & déterminer les coefticients de o, m,; en ajoutant
au besoin aux o des combinaisons convenablement choisies des o ef
en tenant compte de Uidentité fondamentale on arrive aux formules
définitives suivantes :

’ ’
[P TR O] ) 0 0
OR NN oy

| o, 0,

!
Wy T gy
() % ! ’

'
1y My T,

’
[N R==ROTROT) fl)ll SIN ) Ty

! (”’2 e By,
S S = I

(l)]) g (hfl) '
( ‘ Oy y =i [ATRaP ool g B3y

/ /
() y =55 0)) Ty, 01 T 03y Tl
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| @)= 0@ 4 0,5,
(© 117
| wy,=o,
() { ) = 0,T, (d,) { )= 0@ 4 0,m,,
C < s )
Y 0y 7= O @y = 0, Ty, | )= ®— 0,5,

(o) =0,0 + 0,0,

(e) '(

[ o), =06+ 0,

On ne peut avoir de groupe intransitif que dans les cas (a)) et (¢);
on pourrait aussi, dans le cas (a), prendre pour w, la différentielle
d’un invariant, mais, d’apres le théoréme de la fin du Chapitre I1, ce
groupe serait isomorphe & un groupe transitif pour lequel r scrail
égal a 1.

On arrive donc finalement, pour r = 2, & douze structures : dix
transitives et deux intransitives. Les théoremes généraux ultéricurs
montreront d’ailleurs que le groupe (a;) est isomorphe au groupe gé-
néral & une variable. Voici, dans chaque cas, comment on peut
choisir o, et w, :

( dz,
, (')1 e ]
( o=y 1dzy, , 0, == d.ry, , \ &y
(ay) (ay) 4
{ wy=dz,, [ wy== dxy~+ vy, dey, dr,
) v 0)y - A= 9 iy,

{ o=y day,

(hy) ?

wy =y, day,

5 0y =y, dxy,
(h.)
!

0y == Ay + g day,

—~————

My == Yy AT,

{ o=y dx + y.dry,

? 0, = dzx,,

oy == ¥, dx, [ ®1=n dr i+ y.dx,
i (d,) ! e Yy
Wo== Yy dx, 4 y; dy, ) | o= yada + y, de, (iye—yayse=1),

{ o1=ydoy+ y,dr,,
[ wy=ysda,~+y, dz,.

Enfin, les formules suivantes donnent, dans chaque cas, les équa-

0y = Yy day -ty diy,
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tions finies du groupe & deux variables correspondant :

o | V=, gy N
L txﬁ:l"ﬁ—“’ ' Ny [l - ' X.:"Ul'z,//(nl'l)g
(h) \l “/ Jl (l) ) ‘ \v.;"fi,/'('l"l)) (h ‘ ‘\"I ‘/'('lll)v l
. \, -l’2+({( Uy 2 ‘ Xi":‘".’""'ﬁﬁv “ ( \;',' ~I'z!“/”(|!'|1,‘m'| ',’{.I'a].
) (et
DXy oy,
{ Xy flr), X, ey »
(d')S ‘1 o (“M N it ave, Difie)
‘ A\g-’f-c?('l'u oy 1y ‘ \,u,;:;;,’?;(‘,('“;r.!) l)(.p“‘p:}
( ) / 1“1'2),
' \ “9lay, o).

O yoit bien que Te groupe (a, ) eésulte du prolongement hloe-
drique du groupe géneral i une var riable. O PEIRAGUETE ss] e
loas ceux e ees sroupes qui sont teansitifs, saul les dony dor-
niers (d,) et (o), résultent du prolongement hémiedrigue 4w
groupe fini ou infini & une variable.

(oA sucere,)



