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SUR LES

PROBLÈMES FONDAMENTAUX
DE LA

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE
(surns ET PIN) .

CHAPITRE III.
TtlÉOmE DES FONCTÎONS FONDAMENTALES ET LEURS DIVEKSES APPLICATIONS.

Ï. — Existence et propriétés des fonctions fondamentales.

1. Dans une Communication Sur une équation différentielle de la
Physique mathèmaiùfiie, présentée à la Société mathématique de
Kharkow le ï6 décembre 1895, j'ai étudié le problème suivant :

Trouver une fonction v, harmonique à l'intérieur de la surface
convexe (S) et satisfaisant à la condition

(0 ^^hç^f sur (S),

fêtant une fonction donnée, continue wrÇS), hélant un paramétre.

En employant la méthode connue de M. Poincaré, j 'ai démontré
que v est une fonct ion méromorphe de h, n'ayant que des pôles
simples, réels et posi t i fs , À y ( ^ = = 1 ,2 , . . . ) , dont les résidus corres-
pondants V^ sont des fonctions harmoniques à l ' in tér ieur de (S)
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satisfaisant aux conditions

^=^V, sur (S).

Un an après, M. H. Poincaré a découvert l'existence de ses fonc-
t ions remarquables, qu'il a appelées fonctions fondamentales, pour
toute surface (S) admettant une certaine transformation ponctuelle
(transformation de M. Poincaré).

Ce fa i t important a été démontré, en i8()7-i8<)8, par 'M.Éd. Le Roy,
qui a généralisé le problème.

Les fonctions fondamentales de M. Ed. Le Roy dépendent d'une
(onction arbitraire y, positive et ne s 'annulant pas sur (S).

En employant la même fonction y, j 'ai généralisé mes recherches
mentionnées plus hau t ; j 'ai remplacé la condi t ion ( i )par la suivante :

^=Ay(.^-cp/ sur (S),

et, par la même méthode de M. Poincaré? fai démontré l'existence
d'une infinité de nombres positifs

Ai,. Àg, . . ,, À^

et de fonctions correspondantes

l? ^ 2 » * ' • 1 T S i

harmoniques à ^intérieur de (S) et satisfaisant aux conditions

^==À,9V, sur (S) (r=ï,2,..^

pourvu que la surface (S) admette la transformation de M. Poincaré,
Fai exposé mon analyse dans une petite Note Sur l'existence des fonc-

tions fondamentales, insérée aux Comptes rendus du 27 mars 1899 C 1 )

( 1 ) Voir aussi ma Note Sur la théorie des fonctions fondamentales (Comptes rendus,
17 avril 1899).
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et: puis dans mon Ouvrage Les mélhodes générales pour résoudre les
problèmes fondamentaux de la Physique mathématique, paru récem-
ment en russe.

Enf in , M. S. Zaremba, dans son Mémoire récent, a généralisé de
plus le problème dont il s'agit.

Il a démontré l'existence des fonctions V,y(^ = i, '2, ...) satisfaisant
aux cond i t ions

AV,,-!-^^ o à l'intérieur de (S),
àV,/ , , ,., ,, ^x=À,9'V.<; sur (S),an

pour toute surface (S) jou i s san t des propriétés du n° 1 du Chapitre 1
dans le cas par t icul ier de a == i .

Je pourrais main tenan t , en m'appuyant sur les recherches des deux
Chapitres précédents, étendre ma méthode au cas général des surfaces
tout a l 'heure ment ionnées , mais je n'insisterai pas sur ce point.

J'adopterai dans ce Chapitre les notations les plus simples de
M. Ed. Le Roy et je démontrerai l'existence de ses fonctions, sans
employer aucune transformation, pour toute surface (S) satisfaisant
aux trois conditions ï:°, 2° et 3° (/i° 1 , Chap, î), quel que soit le nombre a,
plus petit ou é^al à l'unité.

2. Reprenons la fonct ion
y* />-.u.r

(.) w=^//—^

du n0 8 du Chapitre L _
II est aisé de voir que les condi t ions

AW — [j^'W-^ o à l'intérieur et à l'extérieur de (S),

^^=y sur (S),ait on u

(3) |W|<^/o

ont lieu, quel le que soit la surface (S), jouissant des propriétés du
n° 1 du Chapitre L

Ann, îîc. Norm^ (3), XÎX. "— NOVEMIIKE 1902. w
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Désignons par ^T l 'élément de volume de l'espace tout ent ier el
posons

w -.W)^ ^•••••"-./i^^"1'-
L ( F ) = f i^clï, L (F , <!>):=- l F<1>^T,

M ( F ) == ( T1 ds, M ( Is ^ ) = / F <!> ̂ ,

F et <ï> é tant des (onct ions que l conques .
Supposons que/, dans l 'expression (2), a in s i q u e ses dérivées du

premier ordre, reslent c o n t i n u e s à l ' i n t é r i eu r de CS).
La t ransformation de Green nous d o n n e i r m n é d i a l e m e n t

(4) K ( W ) .+^2L(•W) = M ( W , / ) ,
K ( W, /) 4-^4 L ( W, /)-..;-:: M (•/),

II est aisé de voir que

M^/) < |:K(W-1) + ^ L ( ^ ) ] \hU1) -4. ^^.r/}:],

d'où, en vertn de (4)»

( ^ ) M2 (/) < M (W, /) [K (/) + ̂ L(/)l < ^^"('W )M'(7) [K { / ) . k. ^2 î.(/;,[.

Mais
M^xQ^K/j,

où Q désigne le max imum de r intégrate

i /'^-^^ .. / .̂ ......,, ̂ .
47TJ ^

On peut poser, eu égard a (3),

'^'L'inégalité (5) devient alors

mf)<^\W}+v'-u.f)\.
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Supposons m a i n t e n a n t que /dépend l inéai rement de p constantes
arbi t ra i res a/.9 = = 1 , 2 , . . . , /;),

/ = a,/i 4- ̂ /a 4- . . . 4- a^,

/(.v = r , 2, . . . , p ) é tan t des fonc t ions de même espèce que/.
En choisissant convenablement le nombre p , on peut disposer

les a/.y == r , ss, . . . , / ;») de façon que l'on ai t

LtfX^KtJ)
^p

| voir, n0 9 du Chapitre 1 , les inégalités (24) et (20)].
Nous trouverons alors

Mœ^f.+^W).
r \ j j/' /

Cette inéga l i t é aura l i e u , quel que soit le nombre posit if p..
Posons

^ :=!../„
il viendra

MV)<-T^K(/),
V^p

,1.̂  étant 'un nombre posi t i f i n d é f i n i m e n t croissant avec l ' i nd i cée , ce
qu i démontre le théorème s u i v a n t , fondamenta l dans la théorie des
fo not ions fb n cl, a m e û t a 1 e s :

TnÉoHÊME. — Sou f une fonction dépendant de p constantes arbi-
traires aj,y == T , 2, ..., p')f

/:== ai/i -4- a^/t 4- ... 4- y'pf/n

Fy(.v ^=i, 2, .,., p ) étant des fonctions continues avec ses dériçées du
premier ordre à l'intérieur de la surface donnée (S). •

On peut toujours disposer les oc^ de façon que le rapport

_ Z{^_ _7v(^p/+ fyi^ch'J À»à\()x) J ^\àx !
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^rn7 /^s- petit quun nombre

\/L;

C étant un nombre fixe ne dépendant que de (S), 4 A^ un nombre
positif qui dépend de (S) et de p et croît indéfiniment avec F indice p.

3. Cela posé, cherchons, avec M. Le Roy, une fonction harmo-
n i q u e ^ satisfaisant à la condition

^ ^ ^^=Àop+y / sur(S),v / an on

À étant un paramètre, /étant une fonct ion donnée, continue sur (S),
9 é tan t u n e autre fonc t ion donnée, cont inue et ne s ' annu lan t pas
sur (S) .

Formons là série
( rj ) (-=r ^y 4- À (•'i 4- l2 ̂  + . . . "4- ̂  ̂  + • • " '

ç ,̂ étant des fonctions de x, y, s.
On trouve, en tenant compte de (6),

à^m ^ à^<s _ .f
-J /T -^ - ^^
()('/" _ ̂  == ̂ ,,_,
(^/î ff/i

c'est-;i-dire

(8) '^ùf'1'"- "-ùf^-" ( t—'•3 ' • • •>•
Envisageons de nouveau un cylindre de révolution (C) du n0 6 dis

Chapitre I.
Désignons par gi, le maximum de ^/, sur (S) et posons

:|:/,= j cp^A.

Nous. trouveront comm'e dan& le numéro cité, rinégalité suivante :

(9) , , ^<A\/Ï^i-+-BR^^i,



SUR LES PROBLÈMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 46l

R étant le rayon, du cylindre (C), A et B étant des constantes positives
ne dépendant que de (S).

11 s'ensuit que
00 et»

(10) (^BR^^^^^A^^VÏ^+BR^^
k=:l J^i

où [j- désigne le module de X.
Désignons par / ie rapport

lirn ^-
^—V/I/.-M

et choisissons R. de façon que l'on ait
ï -~BÏU>o.

L'inégalité (10) nous apprend qae le rayon p de convergence de la
série (7) est au moins égal à celui de la série

A) •+- J^/ti + ̂ /ta-h-. . . •+- ̂ Vi^-+ • • •.
c'est-à-dire

p^.

D'autre part, le rayon de convergence de la série (7) ne peut pas
surpasser celui de la série

j 9 (^ ds ^- ^ j y fo (^ A 4- [^ f y Pô ^2 cis •+-...+ ^./t' ^ 9 ̂ o (̂ . <:/.y 4-....

Or, il est aisé de voir, en tenan t compte de (8), que

(11) f 03 P(, (lî/, Ch = ^ ^ s ^ / c - s C i s ,

s étant un nombre entier plus petit que ^.
Posons

A" ==: 2/t, ,?==" /Z.

Nous aurons
j y ^o ^s/î ds == ï,t. .

On aura de même •

^^,,,^^==f9^^H^=^^^ (à^ - ̂ ^)^= W^>0
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en posant d a n s ( ï ï)
/ ==: a n -(- ï , .9 == /^.

I l résaltc de là que p ne p e u t pas surpasser le rayon de conver-
gence de la série

\ -+- p.2 .S.i -4- ^4 L -h . . . -(- ̂  S/,, 4- . . . »

c'est-a-dirc
F^.

On a donc précisément
p=^

4« Considérons m a i n t e n a n t l ' intégrale

r^ à^/, ^F/,+i , /^ ^P/, <'̂ 7, M // / ïj 2 ̂  "^""A ̂ J Z ̂  ̂ •i (h =:: f/-
On trouve, en s ' appuyant sur l ' i n é g a l i t é de Scinvarz,

^ ^ ^•H

W^^TÂ"

I) 'autre pa r t , i l est év iden t que

W,,,,, ̂  '^-M^ ^ ....̂ .̂.. ,,̂ ^

On a donc

f j o ) .I0.- .-- IL ̂  IL ̂  ^ J< <- •^•-'••I. ̂t -} .̂ ^ - -^^ -. -^ -,,... ̂  ̂  < -^^^ -^..,

quel le que soit la fonction/l
Trônons main tenan t dans (6), au l ieu de f, la fonct ion su ivan te :

/ï = ao/-h îîi ^o 4" a^ (^ + ... + ff^,.... ï r/,..,̂

et cherchons la fonction, harmonique w satisfaisant à la condit ion

( i3) ^^^^^w-+?./, sur (S)

sous la forme de la série
( 14) W == tï'y + }. (Pi "4- À2 (Vs -{" . . . 4- A^" <ï^. 4- ....

Désignons parl^ et W^ce que d e v i e n n e n t 1^ et Wy, quand on y
remplace V/^ par WA. . 1 1
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D'après le théorème du numéro précédent, la série (ï.4) converge
absolument et un i formément sur (S) pour

w<^-
Mais chacune des fonctions W ^ ( A = = o , 1 ,2 , ...) dépend l inéaire-

ment de p constantes arbitraires o^(.s- =- o, i , 2, ..., p — i).
D'âpres le théorème du n° 2, on peut disposer les v.s de façon que

l'on a i t
^-M ̂  .

w,^ - ̂ ;

Or, ce t te i néga l i t é e n t r a î n e l ' inégal i té

^ „ c

wr'v/L:'
11 en résulte qu'on p e u t disposer les a, de façon que l 'on a i t

^W, ^T;

Nous aurons alors, en vertu de ( t a ) ,

(Ial) W^ < ̂  < W^ <- • •< W^ <- • - < yE;'

MaisMais

On a d o n c
w,.<\/i4\/^i<

\/^ ^ ^
\/i^' "/ç9

quel que soit l ' indice k.
On voi t donc, en tenan t compte de ( i5) , q u e la série 04) converge

absolument et un i fo rmément sur (S), pourvu que

(,6) 1^|<^.

Or, on peut toujours choisir le nombre p de telle manière que le

nombre V/LP soit plus grand qu 'un nombre A. donné à l'avance.
v,̂
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On peut donc disposer les a^ de façon que le rayon de convergence de
la série (i 5) soit aussi grand que l'on veut.

5. Il est aisé de montrer ensuite que w se représente sous la forme
d'un potentiel de la simple couche el salisfait, en ej(fet, à la condi-
tion (i3).

D'autre part, on s'assure aisément que

w^-. Oo^-h ai ^1-4-.. .4- a^i^,»i,
ou

^ =:.(/ / i — F i ) ?

u^^ ^0 .̂..,.2-~ (y-â).

On en conclut que
P(17) ^-^y

où P est un potentiel, de la s imple couche qu'on peut représenter sous
la forme de la série

P = p, 4- ̂ Pi 4- P ?2 ̂  - . + ̂ -P/. +...,

absolument et un i fo rmément convergente sur (S), pourvu que X satis-
fasse à l ' inégali té (16), Ï) est un polynôme entier en X à coc^ïicients
constants.

.Cela nous suffît pour démontrer en toute r igueur le théorème
suivant :

THÉOBÈME. — // existe, pour foule surface (S) fouissant des propriétés
du yz° i élu Chapitre /, un potentiel 9 de la simple, couche vérifiant
l'équation

w ^_^,,.^,
où (p et/sont les/onctions données, continues sur (S), dont la première
reste positive et ne s'annule pas sur (S).
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Ce potentiel, considéré comme/onction du paramètre À, ̂  une/onc-
tion méromorphe en À, noyant que des pôles simples, réels et positifs,
qui font tous partie d'une suite infinie de nombres positifs

^• l» ^2, • . ., ^/.,

dépendant uniquement de la nature de la surface (S).
Les résidus reJatifs aux pôles de la fonction v représentent une suite de

potentiels des simples couches

Y., ¥„ ..., V,, ...

satisfaisant aux conditions

Ï ̂  Ï ̂  ?•^v- SLlr (s) (n - ̂  ̂  ..., ̂ , . ..).

De1 ce théoreimyrésulto immédiatement lo suivant :

TIIEOIIKME. — Toute surface (S), satisfaisant aux conditions du tJf.éo-
rcma précédent, donne lieu à une infinité de nombres positifs

?4, Àa, . . . , l/,, ...

ne dépendant que de (S) et indéfiniment croissants avec F indice k, aux-
quels correspond, terme à terme, une suite de potentiels des simples
couches

V,, V,, ..., V,, ...
ver'(fiant les équations

(.9) ^-^^^V. sa,-(S),

ou, ce qui reçient au même,

(.0) • V,=^V,^.

L'existence des fonctions fondamentales de M. Ed. Le Roy est a ins i
établie, sans employer aucune transformation, pour tou te surface (S)
qui, satisfait seulement aux conditions générales 1°, a0 et 3° du n° 1
du Chapi t re I.

6. Reprenons la fonction v satisfaisant à la condition (18). . .
Aim. Éc. Nonn, (3), XIX. — DI-SCEMIIIIE 1902. ^9
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Supposonss qu'c /satisfasse A l 'équation

f cp/Y/,^.î=:o.

Dans ce cîis on trouve, en te-nant compte de (ï 8) et (19),

()./,—À) |^Y/,^<?:=o,

ou, eu égard à (17),.
^•^PV^^o.

Je dis que le point À ==X/^ ne pourra pas être un po in t c r i t i q u e de
la fonction (?.

Si À/c avait été un' pôle d.e P, nous aurions eu

M r^Vl.^^o ( 1 ) ,

M étant un nombre di f férent de zéro, ce qui est impossible.
Il est donc absurde de supposer que ̂  soit un pôle de la fond.ion e.
Il, en résulte ce théorème :

THÉOHÈME. — kSY la fonction fsatisfait aux conditions

( (p/Vi ds == o, ( y/Va du = o, ..., ( ç /V/, ch = o,

la fonction v sera holomorphe ('n À, pourvu (jiie

l ' ^ l ^ ^ + î -

7. Supposons maintenant que la fonction f soit con t inue dans
l'espace tout entier, ainsi que ses dérivées du premier ordre, et telle
que l'intégrale /2(^y"-/2(^)'"^
étendue à l'espace tout entier, ait un sens bien déterminé.

( 1 ) La fonction P 80 réduit à VA pour À == \i^
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Posons
/'

(.i) f^ï^^^1^-

oh

A.^fo/Y,^.

11 est évident que B^ a les mêmes propriétés que/"et satisfait , en
outre , aux c o n d i t i o n s

^ o [^ V.i ch ==0, ^ R^Va ̂  ==o, . .., Q l{p V^ ̂  ==o ( 1 ).

(;lierchons la fonct ion ha rmon ique p vérifiant l 'équat ion

à^'t à^c i g » / o \...: ( ,„ ..'.. =:^coî; 4- m)-î sur ('S).
an ()n 1

D'après le théorème du. numéro précédent, v sera holomorphe en "X,
pourvu que

I^Vn.

lyautre part, nous avons vu que le rayon de convergence de la série

t 'o + A Pi + P ('à -!••- • . ,. 4- î^ (^ + . . . ,

représentant la fonction ^, est égal, à (a° 3)

lim-^.
/^•^\/I/,+,

On peut donc écrire _
lim^>^,,
^-^/I^H "11

( 1 ) On sait que
I 9 Vrt V/^ ̂ ' == o., si ^ ?' ^/-

()n pont poser encore
/^Vî.^-'t (Â -== I , ' ^ ...).
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Jt-^:1^i/.—i i/;
quel que soit l ' indice k.

Il s 'ensuit que
v'r<,,-(2.) —^/_,
V i i

Posons ma in tenan t

T/^fS^Y^+f^^')2^/' J ^\(),Z' / J ^\<j,ï- )

s/,^y'9R;,^.
I l est aisé d 'é tabl ir les inégal i tés s u i v a n t e s :

\/L ̂  lo ^ w,, s/, __, r,,
7ï7 " w7 - T;: - w« '" s"; '

(jui nous donnent, en vertu de (22),

(^) ^^.M.
^P

Formons ma in tenan t l 'expression de T^.
L'égalité (21) d o n n e

/2œ•"-/l;œ•"-- .̂.A.•.-f.•.
d'où l'on conclut que T^ décroît avec/?.

L'inégalité (23), ayant l ieu quel que soit l ' i nd ice /^ nous apprend
que

(^4) , , IimS,/=o,

c'est-à-dire

yo/^^rr^AJ, A^ ^y/V,^.:23) / o/2^=^A^
^=1
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Soit ^ u n e autre fonct ion satisfaisant à une seule condi t ion

^4^ù<Q,

Q étant un nombre assignable.
Nous trouverons, en t enan t compte de ( 2 4 ) ^

so

(•>.6) ^p/^==^A,n,, B,=/V^ ¥,</,<.
fi ;= 1

<S. S u p p o s o ri s m a i n t e n a n t q u e f soi t u 11 e fo n c t i o n q u e 1 c o n q u e,
c o n t i n u e su r (S).

D'après le théorème de M. E. Picard, on peut construire u n e s u i t e
de quan t i t é s données à l 'avance

£l, E..^, . . . , Es, . . . ,

tonnant une série conver^'ente, et déterminer une suite de polynômes
en x, y , z p i> pJ i, I. a.) . . . , .1: ^, . . .

tels q u e l 'on a i t
| P.S-!<£..• ( . V - = Ï , 2, . . .),

w

/=-^P, s n r ( S ) ( ' ) .
,•>•.-:, l

Q u a n t à P^A' ̂  ï , 2, ...), on peut les choisir de façon q u ' i l s satis-
fassent a u x mêmes cond i t i ons que la fonction/\lu numéro précédent*

M o y e n n a n t ce théorème et les égali tés (21) et (24)» q u i s ' app l iquen t
i r n m é d i a t c m e n t aux fonc t ions P,y(s' === r , 2, 3, ...), nous démontrerons,
comme dans le n0 26 du Chap i t r e précédent , les théorèmes su ivan t s :

ÏIIÉOÏIEME I. — Si f est une fonction quelconque, continue sur (S),
l'intégrale \ ^f2 ds peut se représenter sous la forme de la série suivante :

fç/^,/., = ̂  A.2, A,=J\fV, ds.
^f^i

TiiKOKÈME II. "- Si f est une fonction continue sur (S\ '\ est une autre

( i ) La sério"y P.? converge uniformétnenL.
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fonction salisfaisant à une seule condition

^^•<Q,

Q élani un nombre assignable; on €iura les développements siumnfs :

r?/'^ ̂  '^]^A,B,, Iî,~ 1 o^ V, cis,

m

(' /4^,s'==^A,(;,, C,-=^ 4-V,^.
A- .== l

Si les fonctions f et ^ sont toutes les deux continues sur (S), on aura

ft'^ ̂ ^ ̂ ^Z Î)J^ l)^ (f^^ ds ( 1 )-

9. Nous pouvons ^cncra l i sor un peu les résul ta ts o b t e n u s .
Soit (/) une courbe fermée, s i t u é e sur (S). Kupposous , pour p l u s

de s imp l i c i t é , qu 'eu t o u t p o i n t de ( / ) i l existe u n e no rma le b i e n
dé te rminée .

Prenons sur la normale en un po in t q u e l c o n q u e / ^ de (/), de l ' u n et
de l'autre côté de/;, deux points/^ et p^ dout la d i s t ance de/^ est é^ale
à une quan t i t é posi t ive $ qu'on peut prendre aussi vois ine de % é r o q u e
l 'on veut.

Le lieu géométr ique des po in t s p i et p^ représentera deux l i gnes
fe rmées (//) et (4)» don t la première se trouve à l ' i n té r i eur , ta seconde
a l 'extérieur de ( / )»

On obt ient ainsi, une zone sur (S), l imi tée par les l ignes (^ )e t (4 )»
que nous désignerons par (cr); la por t ion de (S) qui reste, nous la
désignerons par (So).

Supposons main tenan t que la f o n c t i o n /de x, y , z reste cont inue
en tous les points de (Sy,), mais var ie b rusquement quand le p o i n t a',
y, z traverse la l igue (/).

(r) J'ai exposé la démonstration détaillée do ces théorèmes dans mon Ouvrn^o Lc^
méthodes ^êf ter ale^ pour résoudre/ etc^ déjà cité (édition do la Société mat fiérnatiqïw fit!
KhcirkoW) 1 9 0 1 , p» '25o""%55).
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On peut toujours t rouver une fonc t ion ^, con t inue en tous les po in t s
de la sur lace donnée (S), et telle qu'on ai t

(°-7) ^-=/ sur (So) .

Posons
/'

(28) ^==^B.V,+R^ B,:=r fo^V.ds,

r(^9) ^x^^"1"1^ A^ r?/v^,
.s- ^ 1 J

S,, — y o 1:̂  ds, S;, == // 9 R,2 .̂9.

Les q u a n t i t é s posi t ives S^ et S^ décroissent lorsque l ' i nd ice^ croi t
i n d é f i n i m e n t , ce q u i résu l te i m m é d i a t e m e n t de Pénali té

/• r

(^)i) 1 o/^^AJ+S/,,

a y a n 1 1 i e u q u < k 1 1 e q u e soit la fo n c t i o n / ( < ).
On a, en outre,

1 1 (M S^ =:: 0,
v'-^

d'après le théorème I du numéro précédent.
Quan t à 1̂ , et B' , i l s sat isfont aux équat ions

j 9 R^ V., ds •:= o, j 9 R^ V,. ds == o (.9 = r , a, ..., p ).

J^es égali tés (28) et (29) d o n n e n t

j\^W,ds^f\fï\,d^

( 1 ) Ccilo fonction doit saiisfairô à iinû seule condilion

y/^^^o,
Q étant un nombre fixe.
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d'où, en vertu de (27),

f o/R,, ds = fof R;, ds, 4- /'9 ^ R; A •-= fo/R; ̂  + ^(^ -/) R;, ,/o.,

r/.y,, é l a n t l ' é l émen t superficiel de la por t ion (S^) de (S), <Zcr é t anL l 'élé-
i n e n t superf ic ie l de la zone (0-).

I l s 'ensui t que
(3o) B,==y'Q/R^+ f\(f- W,d^

Désignons par N2 le m a x i m u m de ç(/— ^)2 sur (S), par / la lo t i -
^ueur de la l igne (7) et posons

( (^f^ls-. Q2 , N ^ Q ^ — Q j .

On tire de l'ésalité (3o)

S^Q^S; 4-0,^0,
en remarquant q u e

s/^/ 9/2 ̂ S f ? (/- ^)â ̂  < N2 Afo < N2 /rî.

Or v u ne dépend, pas de p et représente u n e q u a n t i té a rb i t ra i re qu 'on
peut prendre aussi voisine de zéro que l 'on veut.

D'autre part, S^ tend vers %éro lorsque/) croî t i n d é f i n i m e n t .
On a donc, en passant à la l i m i t e ,

JimS^o,
p i^. w

c'est-à-dire

J'9/^^A?.
A'SSi

Les raisonnements resteront les mêmes si nous supposons qu ' i l
existe un nombre fini quelconque de lignes de la d i s c o n t i n u i t é de la
(onct ion/qui peuvent, évidemment , ne pas être fermées.

On peut donc énoncer ce théorème :

Tinïon.ÈME I- — Soit f une fonction, donnée du point x, y , z de /a \ ' u / ' -
face(S).
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Supposons que f reste finie e£ continue sur (S), sauf pour certaines
lignes, où elle varie brusquement lorsque le point x, y, z traverse une de
ces lig'nes. Ces conditions étant remplies, on a toujours

00

y9/^=^AJ, A,==/o/V,^.
.¥===!

Ce théorème entraîne le suivant :
THÉORÈME II. -- Quelles que soient les fonctions/jouissant des propriétés

du théorème précédent et ^ satisfaisant à une seule condition

(\^ds<Q,

Q étant un nombre fixe, on- a toujours

f 9/ ̂  ds •= ̂  A, B,, B, =: f 9 ̂  V, ds,
A := i

f t^^^ï^^ ^^l ^'v^ds'
s = 1

II impor te de rernarquer que les séries

^A.B,, ^A.C..
,y = i ,y =;,: l

convergent ABSOLUMENT.
Pour s'en assurer, il. suffit de tenir compte de cette inégalité évi-

dente
\ab\< ̂ (^4-^2),

ayant lieu quels que soient les nombres a et b.
' R.em.plaçons, par exemplëy a et b par A, et B,.

Nous aurons
A.BJ<~(A|4-B|).

Les séries

2^. 2;, y.B;2

Ann. Êc. Norm., (3), XÏX. — OÉCEMBUE 1902. Qb
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convergent, d'où l'on conclut que la série
00

^;A,B,
.Ïï=l

converge absolument.
Il en est de même de la série

^A.C..
A- = 1

ÎI. — Applications diverses des théorèmes précédents.

10. Considérons les corps matériels agissant les uns sur les autres
par une force d'attraction mutuel le proportionnelle à leurs masses et
à une fonction quelconque de la distance.

Supposons ces corps répandus sur la surface (S) avec une densité ;^,
[̂  étant une fonction de coordonnées Ç, rj, *( de la surface (S),

Prenons un autre point x, y , z, dont la masse est épie à l 'uni té ;
soit r la distance du point x, y , z au poin t variable ^ T|, *( de (S),

La force que la masse y.ds exerce sur la masse ï au point x, y , z est
égale à

^/(r)^.

Supposons que la fonction f(r), ainsi que ses dérivées, restent con-
tinues dans l'espace tout entier , sauf, peut-être, pour le point

,y;=:g, J=YJ, ^.=Ç.

LacomposanteF^ suivantunedirection quelconque/^ de I/attraction
exercée par la couche superficielle, répandue sur (S), sur le points ,
y , z, se représentera sous la forme suivante :

F^== j fV(r) cos(p, r ) ds == f y^ds,

où Fon a posé
^ =•/(/•) ces (?,/•).

On peut considérer F^ comme une dérivée suivant la direction p de
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la fonction potentielle
V = = f ^ U ( r ) ^ ,

OU

U(r)==-y7(r)^1.

On peut donc écrire

(3.) F/,=^.

Quant à ;j., nous supposerons seulement qu'il satisfasse à une seule
condition

(3a) fî^ds<Q,

Q étant une constante donnée*
Supposons que le points , y , z ne se trouve pas sur (S).
Dans ce cas, 4^ U^') s()n^ ^es Actions en ^, r\, Ç vérifiant les con-

di t ions telles qu'il est permis de leur appliquer les théorèmes du
numéro précédent-

Si l'on pose
f(r)=^

on arrive à l'attraction universelle.
Nous considérons ce dernier cas comme le plus important.

IL Appliquons le théorème II du n° 9 à l'intégrale

v=/>.J '•

On trouve le développement suivant :

v^J^v^p^

valable pour tout point a?, y, z, intérieur ou extérieur à (S).
L'égalité précédente donne, en vertu de (20),

(33) ^^Tj
B.ç ^r

Si
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où I/o n a posé
B,. -=. 1 \J. V.s. ^9 ( ,Ç == 1, 2, . . . ).

Ce développement aura l ieu quelle que soit la fonction p., satisfai-
sant à une seule condition (3a).

Désignons par/ la fonction à laquelle se réduit V sur (S).
On peut écrire

fÇ^==/ sur (S),

d/où Fon tire, en tenant compte de (20),

(34) B.,= ̂  A,, A^fç/V, ds ( , - 1 , 2 , . . . ),

ce qui nous donne, en vertu de (33)y
«t

(35) V=P^==^A,V,,.
,V ;-:; 1.

On arrive donc au théorème suivant :

THÉORÈME. — Le poteruiel V de la simple couche, répandue sur la sur-
face (^),jouùscmt des propriétés du n° 1 du Chapitre 1\ aucune denulé [M
salisfaiscifU à une seule condition

f\^ ds < Q,

Q étant un nombre fixe, est dévetoppable, pour tout point extérieur aux
masses agissantes [mtéwurouexiérieur à (S)], en série absolument con-
çergente de la/orme suivante :

(36) ^/^^l^^ A^-f^/V^

fétant la fonction à laquelle se réduit V sur (S).

12. Considérons maintenant la composante F^ (n0 1).
On a

F - rï£°l(.!î rfçfp-j ^ «^
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Le théorème II du n° 9 s'applique évidemment à Fp et conduit au
développement suivant :

^J.f^ys^f'^^^^^^
Mais

(}V, __ ?,, f9V,cos(r , /?)
~àp -4iJ ———rï———a^

On trouve donc, en tenant compte de (34),

r, -VA ̂!</—2Atî-<5/^
,y==:l

pour tout point qui ne se trouve pas sur la surface attirante.
En remplaçant p par x, y , z, nous obtiendrons les développements

des composantes de l'attraction suivant les axes de coordonnées

y âV ^. dV,
x=àî=:liKS•J^Î

b'.=ï
par rapport à y, s,

Nous pouvons donc énoncer les 1 h écrémes suivants :•

ÏÏÏÉOKÈME I. — Les dérivées par rapport à x, y, z de /a séné

î
,*i'si

sont égales à la somme des dérivées de ses termes, pourvu que le point x,
y, z ne se trouve pas sur la surface atlircmte.

THÉORÈME II. — La composante, suivant une direction quelconques
exercée par la simple couche, répandue sur (S), sur un point quelconque
extérieur aux masses agissantes^ est développable en série absolument
convergente

(37) F ÎA .̂
A-.ïïl

Ces théorèmes représentent une généralisation des théorèmes
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connus sur le développement du potentiel de la simple couche en
séries procédant suivant les fonctions sphériques, suivant les fonc-
tions de Lamé, etc., dans le cas de la sphère, de l'ellipsoïde, etc.

13. Les théorèmes précédents nous donnent immédiatement la solu-
tion des problèmes suivants :

PROBLÈME I. — Les valeurs du potentiel^ de la simple couche, répandue
sur (S) avec une densité quelconque (x, étant données en tous les points
de (S), on sait seulement que p. satisfait à l'inégalité

(32i) f^ds<Q,

Q étant un nombre fixe; trouver les valeurs de V en tous les autres points,
intérieurs ou extérieurs à (S).

PROBLÈME II. — Les valeurs du môme potentiel^ étant données sur (S),
trouver la composante, suivant une direction quelconque p, de F attraction
exercée par la simple couche sur un point quelconque,, qui ne se trouve.
pas sur (S)»

Les valeurs de Y étant données sur (S), on peut calculer successi-
vement les constantes

A,= f^fVsck== j V f ' V s d s (.y=j, a, ...).

La valeur de la fonction cherchée V en tout point, extérieur aux
masses agissantes, se représentera sous la forme de la série (36); la
valeur de la composante cÏierchée F^ au même point peut se calculer
à l'aide de là série (37).

14. Désignons parV la somme de p premiers termes de la série (36),
en choisissant le nombre p assez grand pour que le théorème du n° 2 ait
lieu.

Proposons-nous de déterminer une limite supérieure de la diffé-
rence

v-.v^
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Remarquons d'abord qu'on peut toujours construire une fonction^
des variables x, y , -s, ^, Y], Ç, continue dans l'espace tout entier, ainsi
que ses dérivées du premier ordre, se réduisant à \ sur(S) et telle que
l'intégrale

/Yi/rNA2 r^ /^\2 , ,
/ Y ( — \ dr 4- / > — <^T'J Â»à\àx) J ^\àxj

ait un sens bien déterminé.
Supposons, par exemple, que le poin t P(;r, y , z ) soit à l'intérieur

de(S) .
Prenons, pour plus de simplicité, P pour l'origine des coordonnées

et décrivons, du point P comme centre, une sphère (cr) dont le rayon
est égal à la plus pet i te distance du point P de (S), que nous désigne-
rons par S.

On peut prendre pour ^ une fonction satisfaisant aux condi t ions
suivantes : +=;
dans le domaine extérieur à (a);

. f^ == ^ == const.

à l ' intér ieur de (cr).
Il est évident que la fonction ?^, ainsi déterminée, satisfait à toutes

les équations demandées.
Désignons par d^^ l 'élément de volume du domaine (Do), limité par

la surface donnée (S) et par la sphère (o").
On trouve

^•-/s^y-Mâ -/le) -•4*œ)-/2@)'-MT;; ̂ fw -a
Posons ma in tenan t

^=:^C.V.+B,,
s'^l

où,
C^fîlf^ (.ç=J,2, . . . , /? ) .
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On aura
/)

(38) ^S^^-4"^ s u r( s)-

R^ étant la valeur de R^ sur (S).
Reportons-nous à l ' inégalité (23) du n° 7. Conservant les notations

y adoptées, on peut écrire
0 ^ l P
3p^ . . - - ?

/\p^i

d'où

(89) s,=f9Rj;^<--^
J Nr3/^

puisque

^</2(g)'"-/2(g,)'*'<Ï-
À^.n > N^^,

N étant un nombre ne dépendant que de (S),
Cela posé, mult ipl ions l 'équation (38) par ^cis et intégrons ça éten-

dant l ' intégration à/toute la surface (S).
On trouve

P
V =r^A'=^A;V,-+-F.R/, ds,

.¥ = Ï

c'est-à-dire
I V - T | < 1 f^ ̂  < ̂  ̂ /S;,

a étant le ïmnim.um de ç sur (S).
La simple comparaison de cette inégalité à l ' inégali té (39) donne

(4o) , )V^v /|<^4=TJ:7-<

' ^m ^ ^p^ô
II s'ensuit que, en calculant la fonction "V approximativerrj ient à

l'aide d^'un nombre quelconque/^' (assex grand) de premiers termes
de la série

w

2^
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on fait une erreur plus peti te que
k

\/P\/^

k é tant un nombre fixe, ne dépendant que de (S), de la fonc t ion don-
née cp et du nombre donné Q, qui figure dans l ' inégalité (32^.

Les mêmes ra isonnements s 'appl iquent à la série (37).
On peut, sans doute , trouver une l im i t e plus précise de l'erreur

admise, mais nous n'insisterons pas sur ce point .
J 'a joutera i seu lement que l ' inégal i té (/io), an moins pour les sur-

faces adme t t an t la transfonnation de M. Poincaré, peu t être remplacée
par la s u i v a n t e :

IV -VK—— ( 1 ) .vW^
15. Faisons quelques remarques relatives aux problèmes suivants :

PitOîiLÈME I. — On sait. par l'expérience les valeurs de la composante'F ,,
suivant une direction quelconque p, de l'attraction exercée par la simple
couche, répandue sur la sur face donnée (S); en k points quelconques p^
p.^, .. ., p/^ extérieurs a (S).

Trouver la valeur du, potentiel N de cette couche en un point quelconque
.r, y, z qui ne se trouve pas sur (S).

PIU>IÎLÈME II. — On connaît les valeurs de V aux points p^ Do, .., p^,
extérieurs à (S) (ou, plus généralement, extérieurs aux masses agis-
santes'); trouver la valeur de la composante F^ en un point quelconque
,T, y, z ne se trouvant pas sur (S).

Il suffît de considérer un de ces problèmes, par exemple le pro-
blème I.

On a, d'aprèâ le théorème du n° 12,

ry V A <^^=2^"^.î == 1

quel que soit le point x, y , s, extérieur aux masses agissantes.

( 1 ) T^oir mon Ouvrage Les méthodes gônd'rales, etc. Kharkow, 1901, p. a65.
A nu, Éc. Norm., (3), XÏX. — DÉCEMBRE 1902. 6l
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En choisissant le nombre k assez grand, on trouve l 'équation
approchée«•> '-=1^-

s=l

Soit m un autre nombre assez grand, mais plus petit que k.
On peut écrire approximativement

m

(4.2) V=]^A,V,.
.9=1

II ne reste qu'à calculer les constantes A^ pour obteni r la solution
approchée du problème.

Désignons par U^(n== ï , û, . . . ,À ) les valeurs données de F^, par
( r — ) (n == T , a , . . . , k) les valeurs connues de —f aux points /^,,\ u? / ^ P
Pï, " • ? Ph'

L'équation (4 î ) donne le système des équations
, /WA , fà\.\ . /W/A .,
A.^ ( —1 ) -(..,-. A ^ —— ) "+-...+ A.,/, -?• - = U i,,

\àp /i v^ A V^ A

4 /^^^ * /^M A ^^/A rrA.(^^A,^)^...+A.^^=U.

. * . » . . , . . . . . . . » . . . . » » . . . . * . « • * . . • • * • * . * * • * • ;

, /^VA , /WA . /^VAA ..A^ -. ......1. ) -i- Aa -Y-' +.,. 4- A/, •-— = U/-,
\^ /A \^ //. \^ ) k

d'où Fo n tire les valeurs approchées des constantes A.y(.y == 1,2, . . . , k).
En les substituant dans l'équation (4^)? ^ous obtiendrons l'ex-

pression approchée de V en un point quelconque x, y , s, extérieur
aux masses agissantes.

On peut résoudre de la même manière le problème II.
Ici, nous avons la généralisation des idées bien connues de Gauss

et de Riemann (1 ).
La méthode indiquée pour résoudre les problèmes dont il s'agit

( 1 ) GAUSS, Âll^emeluG Théorie der Êrdma^netismus ; GÔttingen, 1867, p. î / l t , o î - c - — -
RIEMANN, Schwere^ Electricitât und Ma^netumus; Hannover, ï38o,p» 357 et 358.
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entraîne une série de questions, à savoir : Comment faut-il disposer
les points/?, , p^ . . . , p^ à l'extérieur de (S)? comment faut-il choisir
les nombres k et m pour calculer V avec une erreur la plus petite pos-
sible? mais ce n'est que dans quelques cas particuliers qu'on peut
donner une réponse suffisante à ces questions.

16. Passons enfin au problème suivant :

PROBLÈME. — Les valeurs du potentiel V étant données sur(SV trouver
ta densité p. des masses attirantes, quand on sait seulement que m satis-
fait à une seule condition

J^<Q,

Q étant un nombre fixe,

Désignons, comme précédemment, par / la succession des valeurs
données de V sur (S),

La fonction/étant donnée, on peut considérer comme connues les
constantes

A.=yV/V,^ (.<?==!, a, ...),

et, par conséquent, les constantes

B,=^V,^ (,=i,2, ...)

[ en vertu de (34)]*
Soit (cr) une portion quelconque de la surface (S), soit (S<,) la

portion de (S) qui reste. Désignons par da l'élément superficiel
de (cr), par cr Faire de cette portion.

Désignons enfin par 0 une fonction jouissant des propriétés sui-
vantes :

0==o sur(So),
0== r sur (cr),

et considérons l'intégrale
f^Ods.
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Les fonctions 0 (1) et p- satisfont aux mêmes conditions que/*et ^
•dans le'théorème II' du n0 9.

Ce théorème s'applique, par conséquent;, à l'intégrale précédente
et donne

oo oo

r/j. dff =:. fpL 0 <-/.<? = ̂  ( p.V, ̂  ^ (p Q V, ̂  = ̂  B, fcp V, ̂ .
.y =-1 .ï == 1

En choisissant l'aire o- de la portion \(j) suffisamment petite, on
trouve, au point de vue de la Physique, la densité cherchée :

"s

[j. == ï- Çy. ih == ̂  ̂  B, / œ V, dy ( 2 ).
.V;"= 1

17. Reprenons ma in t enan t 1/éqiiation (29^) , ayant lieu quelle que
soit la fonct ion/sat isfaisant a une seule condition,

f/^<Q,

Q étant un. nombre fixe,
Supposons la fonc t ion y choisie de telle sorte que la série

i;A.,v,
S^.1

converg'e uniformément sur (S).
Dans ce cas, R^ dans l 'équation (21) représentera une fonct ion con-

t inue sur (Sj, quel que soit le nombre^.
Nous aurons alors

lîm f ç B^ ds =:= f y lirn R^ ds •=•.: o,
p ;::= «S J J p .= 60

c^est-à-dire
!im R^== o,

p ra (»

(r) La fonction 0 a été employée pour la prômièrô fois par M* Liapounoff dans BUS
recherches sur la distribiilioa dô l'élecirleité sur tin ellipsoïde. Voir : Communications
de la Société mathémcU'u{ue de Kfwkow (Extrait des Procès'ver baws y t. Vî, n° (î,
séances des ï3 décembre 1896, %o janvier et 7 mai 1897).

(2) Comparer mon Mémoire Sur les fonctions harmoniques de M. H, Poincciré
(Annales de la Faculté clé Toulouse^ %(' série, t. It, 1900, p. "296).
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ce qui nous donne

/=^A..V, sur (S).
,î==0

Le théorème suivant est donc démontré :

THÉORÈME. — La série

^A.V,, A.^r^/V,^ ( ,ç=r ,^ ...)

représentera la fonction donnée/toutes les fois quelle sera uniformément
convergente (^ ).

Dans ce cas, la série

î -
S = 1

représente une fonction harmonique à Vintérieur et à l'extérieur de (S),
continue dans l'espace tout entier et se réduisant à la/onction donnée J
sur (S), cest-cHlire la solution du problème de Dirichlet.

Il importe de remarquer que tous les résultats de ce Chapitre ne dé-
pendent point de toutes les autres recherches de ce Mémoire et s'ap-
pliquent à toute surface (S) satisfaisant aux conditions générales i°, 2°
et 3° du ff 1 du Chapitre 1 (c'est-à-dire quel que soit le nombre a^i).

III. — Problème de Dirichlet.

18. Faisons maintenant une hypothèse particulière relative à la
surface (S), en prenant dans la condit ion 3° (n° 1, Chap. I) a == i.

A cette cond i t ion on pourra appliquer à (S) tous les résultats éta-
blis dans le Chapitre I.

Rappelons un de ces résultats :
Si la fonction donnée/ continue sur (S), satisfait à une telle con-

(r) Comparer ED. Lis Iloy, Sur l'intcgration des équations de la chaleur1 {Annales
de l'École formelle, t. XV, 1898, p. 67).
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di t ion que le potentiel de la double couche

ff^^s

admette les dérivées normales sur (S), la fonction V, ha rmonique à
l ' intérieur (ou à l'extérieur) de (S) se représente sous la forme sui-
vante (théorème IV, n° 17, Chap. I) :

(43) v=/^^

Or, M. A. LiapounofF, dans son Mémoire Sur certaines questions, etc.,
a prouvé que la fonction

M ff^l.

tend toujours vers/sur (S), pourvu que la fonc t ion f soit continue
sur (S); il a énoncé aussi sans démonstration la proposit ion que
l'intégrale (44) représente une ' f onc t i on harmonique à l ' in té r ieur (ou
à l'extérieur) de (S)»

Nous démontrerons ces propositions importantes en nous appuyant
sur la théorie des fonctions fondamentales.

Il est évident d'abord que le potentiel de la double couche

fV.coso ,J-.̂ ^^

admet les dérivées normales sur (S), quel que^o i t l 'indice s ̂  - 1 ^ 2 , , . . ,
ce qui résulte immédiatement de la formule de G-reen

,r ï fV^cosç , • i rjVç/ ï ,V.,==— / — ^ i c h ^ . - ; —^^/.y
^ r c j r2 ^TîJ an r 9

ayant lieu, puisque chacune des f o n c t i o n s fondamentales admet les
dérivées normales sur (S).

On peut donc écrire, d'après le théorème IV du n° 17 du Chapitre ï,
/* ^n

(45) V^= j ^^J^^ 'à ^teneur (ou à l'extérieur) de (S),
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Supposons maintenant que, dans l'intégrale

w f/^,

le point x, y, z tend vers un point de (S) et passons à la l imite.
Il est aisé de s'assurer que cette expression l imite est une fonct ion

continue sur (S).
Considérons la fonction

i /.. r .à(} ,\u~=.-[ f — / f—cis},
? V J J an )'

en entendant par l ' intégrale du second, membre de cette égalité la
l imi te ment ionnée .

Appl iquons à u le théorème 1 du n° 8 de ce Chapitre.
On trouve

f"•-'••=ï[fv•^-ffs"•)i•]••
d'où, en intervertissant l'ordre des intégrations et en tenant compte
de(43) ,

j (ûï.^dfi-^-Q,

c'est-à-dire
f^ff^ds sur (S).

Donc, la fonction
r.àG ,
f—ds

J J an

se réduit à/sur (S), quelle que sou la fonction f, continue sur (S).

19. Démontrons maintenant que l'intégrale (46) représente une
fonction harmonique à l'intérieur Cou à l'extérieur) de (S).

La fonction (— reste continue sur (S), pourvu que le points, y, s
soit à l'intérieur (ou à l'extérieur) de (S).

Appliquons à l'intégrale (46) le théorème II du n° 8 de ce Chapitre.
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'On aura, en vertu de (45),

f,JG , Y! . /\. àG , y. . ,.
J/^^-i^J^.^^-i^^^^^^(47) .y==l .y-^1

à l'intérieur (ou à l 'extérieur) de (S) .

Il est aisé de prouver que la série

ÎA,V,(48)

représente u n e fonction harmonique à l ' intér ieur (ou à l 'extérieur)
d e < s ) •

Montrons d'abord qu'on peut intégrer cc.lte série comme, une série
uniformément convergente.

Posons, comme précédemment,

/=^A,V,4"'R^

d'où

r.()G , ^ . (\. ad y , f,. àG ^ À v i fi> â(ï i
j f j n ^ ^ Z ^ j V.^^+J I^^^-^^^4-,; R^^V^

.y = 1 A' :,•-= 1

Soit (S,) une surface fermée, située à l ' intérieur (on à l 'extérieur)
de (S); désignons par dsi l 'élément superficiel de (S,).

L'égalité précédente donne
p

fy dsi == ̂  A, FV, dsi -rCï\p \ f ̂  rfJ ds.
s=i

Désignons par K, le maximum de l'intégrale
'àG ,ràG ,

j -àn^
sur(S).

On peut écrire

T == fR, (f.^^) ̂  < ̂  fv S ̂  1 ̂  < N< \/S;,
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N/ étant un nombre fixe ne dépendant que de o et des surfaces (S)
e t ( S , ) . ^

On sait que Sp tend vers zéro lorsqae/? croît indéf in iment .
On peut donc, quel que soit le nombre pos i t i f £, donné à l'avance,

t rouver un nombre n ̂ > p tel qu'on ait

T < £,

q u e l q u e soit le nombre n, plus grand q u e / ^ .
On trouve ainsi

ce q u i démont re la proposi t ion énoncée p lus haut.
Cela nous suffit pour démontrer , par la méthode connue, que la

série (^S) représente u n e f o n c t i o n ha rmonique à l ' intérieur (ou a
l 'extérieur) de (S) < ' ) .

11 en est de même, par conséquent , en vertu de (47)» de l ' intégrale
F .àGF. ̂  ̂

q u e l l e que soit la Ibnct iony, commue sur (S).
En résumé, on peu t énoncer le théorème suivant :

TilÉOliEME. —" La formule
,. r , <)<x ,V =:= / / —— cl sJ ^n

donne toujours la solution du problême de Diriclilet, quelle que soit la
fonction continue f à laquelle doit se réduire sur (S) la/onction harmo-
nique c/ierc/iée, ai la surface (S) satisfait aux conditions 1°, 2° et 3°
(pour a ==• ï) du n0 1 du Chapitre /.

20, Les recherches précédentes conduisent en même temps à une.
méthode pour résoudre le problème de Dirichlet, conformément aux

( 1 ) Voir, par exemple, P. DuHliM, Leçons yur t'Electricité et le Magnétisme, t. I,
p. •2'2'A. Paris, 1 8 9 1 .

Ànn, Éc\ Aww., (3), XIX. — DKCEMBHIÎ 1902. D3
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idées de Lamé, sous la forme de la série procédant s u i v a n t ks solu-
t ions simples de l 'équation de Laplace.

En effet, la série
oo

V=^A,V,
^ = 1

représente une fonction V, harmonique à l ' i n t é r i e u r , e t a l ' e x i é r i e u r
de (S) se réduisant à la f o n c t i o n donnée / su r (S), ce q u i résul lc
immédia tement des recherches des n0818 et 19.

On peut donc énoncer le théorème suivant :

TilÉonÈME. — La série
00

^A,,V,, A,---^/V,(/.S
.ïrr.1

V^(,y =i,2,3,...) étant les fonctions fofidamenudes wrespondani à
la surface donnée (S) ei à la fonction donnée (p, représente unejwclion
harmonique à l'intérieur et à ^extérieur de fS) se réduùant à une fonc-
tion donnée f sur (S), cest-à-dire la solution du problème de Dirichlel, n
la fonction f est continue sur (S) et la surface (S) satisfait aux condi-
tions 1°, 2° et 3° {pour a === i) durt 1 du Chapitre /,


