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SUR LES

PROBLEMES FONDAMENTAUX

DE LA

PHYSIQUE MATHEMATIQUE

(surre ET FIN).

Par M. W. STEKLOFF.

CIAPITRE III.

THEORIE DES FONCIIONS FONDAMENTALES ET LEURS DIVERSES APPLICATIONS.

I. — Existence et propriétés des fonctions fondamentales.

I. Dans une Communication Sur une dquation diférenticlle de la
Physique mathematique, présentée 2 la Société mathématique de
Kharkow le 16 décembre 1895, j'ai étudié le probléme suivant :

Trouver une fonction v, harmonique a [intérieur de la surface
conpexe (S) el satisfaisant a la condition

()(’t

(1) ()—n-:/w—{-f sur (8S),

JSétant une fonction donnée, continue sur (S), k étant un paramétre.

En employant la méthode connue de M. Poincaré, j'ai démontré
que ¢ est une fonction méromorphe de %, n’ayant que des poles
simples, réels et positifs, A, (s=1,2,...), dont les résidus corres-
pondants V, sont des fonctions harmoniques & I'intéricur de (S)
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satisfaisant aux conditions

oV
an

= AsV, sur (S).

Un an aprés, M. H. Poincaré a découvert U'existence de ses fone-
tions remarquables, qu’il a appelées fonctions fondamentales, pour
toute surface (S) admettant une certaine transformation ponctuelle
(transformation de M. Poincaré).

Ce fait important a été démontré, en 1897-1898, par M. Ed. Le Roy,
qui a généralisé¢ le probleme.

Les fonctions fondamentales de M. Ed. Le Roy dépendent d’une
fonction arbitraire ¢, positive et ne s’annulant pas sur (S).

En employant la méme fonction g, jai généralisé mes recherches
mentionnées plus haut; j’ai remplacé la condition (1) par la suivante :

9 . hoy~+of sur(S),
an
e, par la méme méthode de M. Poincaré, j'ac démontreé Uexistence
d’une infinité de nombres positifs

P VR

et de fonctions correspondantes

Vi: Vz, A V.n
harmoniques a Uintéricur de (S) et satisfaisant aux conditions

oV

—-d—ni =XV sur (8) (s=1,2,...),

pourvu que la surface (S) admette la transformation de M. Poincaré.
Jai exposé mon analyse dans une petite Note Sur [’ existence des fonc-

tions fondamentales, insérée aux Comples rendus du 27 mars 1899 (')

(1) Poir aussi ma Note Sur lu théorie des fonctions fondamentales ( Comptes rendus,
17 avril 1899).
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et puis dans mon Ouvrage Les méthodes générales pour résoudre les
problémes fondamentaux de la Physique mathématique, paru récem-
ment en russe.

Enfin, M. S. Zaremba, dans son Mémoire récent, a généralisé de
plus le probleme dont il s’agit.

Il a démontré Iexistence des fonctions V(s =1, 2, ...) satisfaisant
aux conditions

AV +EV,=o0 a 'intérieur de (8),

IV
on

= ko Vs sur(8),

pour toute surface (S) jouissant des proprié¢tés du n° 1 du Chapitre 1
dans le cas particulier de & = 1.

Je pourrais maintenant, en m’appuyant sur les recherches des deux
Chapitres précédents, étendre ma méthode au cas général des surfaces
tout i 'heure mentionnées, mais je n’insisteral pas sur ce point.

Jadopterai dans ce Chapitre les notations les plus simples de
M. Ed. Le Roy et je démontrerai ['existence de ses fonctions, sans
employer aucune lransformalion, pour toule surface (S) salisfaisant
aux trots conditions 1°, 2° et 3°(n° 1, Chap. 1), quel que soit le nombre o,
plus petit ou égal a Cundié.

2. Reprenons la fonction
e—ur

L
(2) Wuﬁ.// - ds

du n® 8 du Chapitre I. ,
Il est aisé de voir que les conditions

AW — p2W =0 & 'intérieur et & extérieur de (S),

QW[ ()VYE =/ sur(S),

on T on
; : A
(3) | W<—/o
[J.
ont lieu, quelle que soit la surface (8), jouissant des propriétés du

n° 1 du Chapitre I.
Ann, Ee. Norm., (3), X1X. — NOVEMBRE 1go2. 58
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Désignons par «T I'élément de volume de P'espace tout entier et

posons
Y AN o . \w orF Jd
I\(l)_’/z.‘(ﬁ;) dT, l\(l,(li),,./‘/.d;)—‘;mfll,

L(F) = /"1’2 T, L(F, &)~ [E@ar,

-

M(F) = / 1 ds, M, @) = T s,

F et ® élant des fonctions quelconques.

Supposons que /, dans 'expression (2), ainst que ses dérivées du
premier ordre, restent continues a Uintérieur de (8).

La transformation de Green nous donne immédiatement

(4 K(W) -+ L(W) =MW, /),
K(W, /) - 22 LW, /) =M (/).

Il est aisé de voir que
M2 (/) < [K(W) - p2LOWO TR C/) 1 p2 O/
d’ol, en vertu de (4),
(3) M2(/) <MW, /YK (/) - p2L ()] < VM (WM LK (/) - @t L))

Mais
M(W) < QM( /),

olt Q désigne le maximum de I'intégrale

L’inégalité (5) devient alors

() < SIKC) + w2 L0
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Suppobonb maintenant que / dépend linéairement de p constantes
arbitraires e (s =1, 2, ..., p),

/: al./.l -+ ‘21./2+' <o ‘7-[:,//:,

fi(s =1,2,..., p) étant des fonctions de méme espece que /.
En choisissant convenablement le nombre p, on peut disposer
les o (s =1,2,..., p)de facon que 'on ait

L)< LK)

|voir, n® 9 du Chapitre I, les inégalités (24) et (25)].
Nous trouverons alors
e <y (i+ 5 K.

Cetle inégalité aura lieu, quel que soit Ie nombre positif p..
Posons

il viendra

L, ¢tant un nombre positif indéfiniment croissant avee 'indice p, ce
qui démontre le théoréme suivant, fondamental dans la théorie des
fonctions fondamentales :

Tneorime. — Soit [ une fonction dépendant de p constantes arbi-
traires o, (s =1,2,...,p),

J i i

Fi(s==1, 2, ..., p) €lant des fonctions continues ayec ses derivées du
premier ordre a Uiniérieur de la surface donnée (S).
On peut toujours disposer les o de fagon que le rapport
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soit plus pelit g’ un nombre
pius p q
(

VL,

C étant un nombre fixe ne dependant que de (S), L, c¢tant un nombre
positif qui depend de (S) et de p el croit indéfiniment avec Uindice p.

3. Cela posé, cherchons, avee M. Le Roy, unc fonction harmo-
nique ¢ satisfaisant & la condition

J0; dve

(6) ()-;—L-——()I;:)(P("‘*—f?f SUI‘(S),

% étant un parametre, / ¢tant une fonction donnée, continue sur (8),
o ¢tant une autre fonction donnée, continue et ne s’annulant pas
sur (8).

Formons la série

(7) [Nl PSS )‘- 551 = ).2 [ I o );/t. Cp-teaa,

¢y étant des fonctions de z, y, =.
On trouve, en tenant compte de (6),

90y, Dy of
dan Jon T
sur (8),

Do pi e

on on

=00
¢’est-ha-dire

(8) Py == ——I—/ 2/ s P (?-‘;’:1 ds (k==1,2,3,...).

r 4

Envisageons de nouveau un cylindre de révolution (C) du n° 6 du
Chapitre I.
Désignons par gy le maximum de

Iy :f:p o3 ds.

Nous trouverons, comme dans le numéro cité, I'inégalité suivante :

sur (S) et posons

Yk

(9) 21 < AVLs + BRgioy,
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R étant le rayon du cylindre (C), A et B étant des constantes positives
ne dépendant que de (S).
1l s’ensuit que

(r0) (1—BRp) P ptgi<A Y py Lo+ BRgp,
k=1t k=1

ol p. désigne le module de A.
Désignons par { le rapport

et choisissons R de facon que l'on ait
1—BRI>o.
L’inégalité (10) nous apprend que le rayon ¢ de convergence de la

série (7) est au moins égal & celui de la série

: VI 4+ VT 4+ 2V o e+
¢'est-a-dire

v

pzl

D’autre part, le rayon de convergence de la série (7) ne peut pas
surpasser celui de la série

f(pugds—&- p.fcpv(,mcls-i—p.“‘[cpv(,v,cls-i—...+;L’”f<pt!ovkci.9+....

Or, il est aisé de voir, en tenant compte de (8), que

(11) /cpvov,fcl.s':/qwswc_sds,

s étant un nombre entier plus petit que £.

Posons
k=2n, s=n.

fﬁo o Von ds = lu- .
On aura de méme

0ns1,i OV, \
f‘P Canty Vo dS "—-‘f‘? 9 Vneiey €S ::f"’n-c-i <____0z_,-;_1_,§ - "‘%) ds=W,, >0

Nous aurons
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en posant dans (171)
h=an—+1, s=n.
Il résulte de Id que g ne peut pas surpasser le rayon de conver-
gence de la série
L+ p2ly—+ pr L= p2 R -
¢’est-i-dire

o
i
~

On a done précisément
p= L.

4. Considérons maintenant I'intégrale

SRAVRAT o dey Oy
,._..../'_ ,,4.‘/.:1.1 ([T ,‘.. ._.__/. — ‘_S_! (/Tl e l/'_
. 2‘ dr O ) = )r dx
On trouve, en s’appuvant sur 'inégalité de Schwarz,

Vi

,.,I../“._ — .} RSN

W, o N
D’autre part, il est évident que

_\v/.'»m — l/.-!l

l A - \V/nr 1
On a done
;[u_ — [l_ o~ lz l/.' l/.jil
(I‘.Z) T\Nr(; . Wl ~ W._! <=l WZ < \VI:-—{I' <o,

quelle que soit la fonction /.
Prenons maintenant dans (6), au lieu de f, la fonction suivante :

Ji= oy [ a0y o 0y Ay )y
et cherchons la fonction harmonique w satisfaisant i la condition
oW,  IW,. _

13 e D bW s S
(13) dn Jn yWofi sur(8)
sous la forme de la série

(14) § gy e "I.w, L O AN 1 1 U

Désignons par I, et W ce que deviennent I, et W, quand on
remplace V, par W,.

"<
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D’aprés le théoréme du numéro précédent, la série (14) converge
absolument et uniformément sur (S) pour

(13) [7\|<11111—S/~lj--

k= Ry

Mais chacune des fonctions Wi(k=o0,71,2,...) dépend linéaire-
ment de p constantes arbitraires a¢(s=o0,1,2,...,p —1).

D’apres le théoréme du n® 2, on peut disposer les o, de facon que
on ail

Or, cetle inégalité entraine Uinégalité

L, ¢

W, Vi,

Il en résulte qu'on peut disposer les «g de facon que 'on ait

lun L e
- \VA VLp

(124)
Mais

Onadone

! < s
ka1 \/Lﬂ

quel que soit 'indice 4.
On voit done, en tonant compte de (15), que la série (14) converge
absolument et uniformément sur (8), pourvu que

\/L/;

(16) <

Or, on peut toujours choisiv le nombre p de telle manitre que le

nombre %~ soit plus grand qu’un nombre A donné & Pavance.
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On peut donc disposer les o de fagon que le rayon de convergence de
la serie (15) soit ausst grand que [’on veul.

5. Il est aisé de montrer ensuite que w se represente sous la forme
d’un potentiel de la simple couche et satisfail, en effet, a la condi-
tion (13).

D’autre part, on s’assure aisément que

W= o = o ey L A Uy,

=

On en conclut que

(17) [ St “ 9

ot P est un potentiel de la simple couche qu’on peut représenter sous
laforme de la série
P == Dy 2P 22 Py DD

absolument et uniformément convergente sur (S), pourvu que A satis-
fasse & I'inégalité (16), D est un polynome entier en A & coeflicients
constants.

Cela nous suffit pour démontrer en toute rigucur le théoreme
suivant :

Tukorime. — I¢ existe, pour toute surface (S) jouissant des proprictes
du n° | du Chapitre I, un potentiel ¢ de la simple couche vérifiant
Uéquation

dv; e,

(18) ’(')','l"'—'(‘)“*,z' :)\’fl"‘}“ '.'{/‘/,

o g et [sont les fonctions données, continues sur (S), dont la premiére
reste positive et ne s annule pas sur (S).
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Ce potentiel, considéré comme fonction du paramétre A, est une fonc-
tion meromorphe en A, n’ayant que des poles simples, réels et posilifs,
qut font tous partie d’une suile infinie de nombres positifs

}-11 7"1, RS )-/."

dependant uniquement de la nature de la surface (S).
Les residus relatifs aux poles de la Jonction ¢ représentent une suile de
potentiels des stmples couches

\rtu \Tln ey \'T/.'a
salisfaisant aux conditions

OVui 0V,

on on

=l,oV, sur(8) (n=ua,b, ..., [ ...).

De ce théoreme résulte immédiatement le suivant :

Tutorime. — Toute surface (S), satisfatsant aux conditions du theo-
réme precédent, donne licw @ une infinite de nombres positifs

7 W

ne dépendant que de (S) et indefiniment croissants asec Uindice k, auwax-
quels (:()rr(csp()n(/, terme a terme, une suile de polentiels des stmples
couches

Vi, Vo o, V5
vérifiant les équations

7 . /
(19) N Va5 0y, sur (8),

ou, ce qui revient au méme,

. L & 1
: Vi= 5= | oV,=ds.
(20) k /”TJ Vi
Iexistence des fonctions fondamentales de M. Ed. Le Roy est ainsi
¢tablie, sans employer aucune transformation, pour (oute surface ()
qui satisfait sculement aux conditions générales 1°, 2° et 3° du n 1
du Chapitre 1.

G. Reprenons la fonction ¢ satisfaisant 4 la condition (18).

dnn. Jie. Norm. (3), X1X. — DECEMBRE 1902, 09
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Supposons que [satisfasse & 'équation

fﬁpf’V,JlS:O.

Dans ce cas on trouve, en tenant compte de (18) et (19),

(1 — Z)/cpavk(l.s':o,
ou, eu égard a (17),

hp— A
-%m‘/@l)V/UCI.CZC).

Je dis que Te point & = A, ne pourra pas étre un point eritique de
Ja fonetion ¢. :
Si A avait ¢té un pole de ¢, nous aurions cu

M/(QV‘,{,(IS::() M,

M étant un nombre différent de zéro, ce qui est impossible.
Il est done absurde de supposer que 2z soit un pole de la fonction ¢.
Il en résulte ce théoréme :

Tugonime. — S¢la fonction [ satisfait aux conditions

/.@fvicl.czo, f.vagclszo, ceey /.r.pr,,z/s:_-u,

la fonction ¢ sera holomorphe en A, pourvu que
|2] )

ERA? L

7. Supposons maintenant que la fonction / soit continue dans
I’espace tout entier, ainsi que ses dérivées du premier ordre, et telle

que I'intégrale
LA N AT
JE(GE) e [2(FE)

¢tendue & espace tout entier, ait un sens bien déterminé.

(') La fonction P se réduit & Vi pour A = ).
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Posons
»
(2r1) j':EASVS—i—HI,,
=1
ol

A= [ ofVsds.
[l est évident que R, a les mémes propriétés que / et satisfait, en
outre, aux conditions

/Qn,, Vids=o, /@R,,Vz ds=o, ..., /r,on,,v,, ds =o (1).

herchons la fonetio arr i 6rifid ‘équation
¢l hons la fonetion harmoniqgue ¢ vérifiant |

s Jde, ; \
= W N S SY sur (S).
on on Pr el (5)
D apres le théoréme da numéro précédent, ¢ sera holomorphe en 2,
pourvu que

[2]2

-
’autre part, nous avons vu que le rayon de convergence de la série
T e ey L o R B A1) = SN
représentant la fonction ¢, est égal & (n° 3)

T
tim Y1
bz w’\/l/‘,_b‘,
On peut donce éerire
Jim —‘Q—i: “ e
/‘::wvlk%—i

(1) On sait que
[cp ViV ds = o, si nzom.

On peul poscr encore
/.(?V/?,([S::l (k=1,2,...).
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Mais
I; Tjss
Tis I’
quel que soit 'indice £.
Il s’ensuit que
(22) VL, CYI

VI,

Posons maintenant

IR\, o /IORN\E
= [ 2(5) e S 200
s,,:—;f@n;,ds.

I est aisé d’établir les inégalités suivantes

\/!() - (D — _\Y‘_) < S/’ - ,'l’/,',
W ST S W T g

qui nous donnent, en vertu de (22),

. T, .
23) L T
( S,, = hop e

Formons maintenant ) expression de T,
[2égalite (21) donne

/ (()/ [Z( ())il dt! == 27"" AT,
s 1

g

d’ott on conclut que T, décroit avee p.

Iinégalité (23), ayant licu quel que soit I'indice p, nous apprend
que

(24) im S, = o,
,);f—"ﬁ«
est-a-dir
. 3
- e o
(25) /@‘/2 (/s:}dA‘;.’, Ag= / w [ Vyds.

L3
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Soit Y une autre fonction satisfaisant & une scule condition

f!!ﬂ ds < Q,

Q ¢tant un nombre assignable.

Nous trouverons, en tenant compte de (24),

. ’ N
(26) /go/'v.}) ds :ZA;B” B,= /Q'EJVS ds.

v s=1 *

8. Supposons maintenant que / soit une fonction quelconque,
continue sur (S).

D’apres le théoreme de M. . Picard, on peut construire une suite
de quantités données & I'avance

1y Eay eeey  Egy ey

formant une série convergente, et déterminer une suite de polynomes

ena, v, s
>
Py, Py oo, Py

tels que Pon ait
| Py] < e ($==1,2,...),

]
& .
./"::‘:Z])_c suar (5) (1)
sl
Quant i Py(s ==1,2,...), on peut les choisir de facon qu’ils satis-
fassentaux mémes conditions que la fonction /dunumdéro précédent.
Movennant ce théoréme etles égalités (21) et (24), quisappliquent
immédiatementaux fonctions Py(3 =1, 2, 3, ...), nous démontrerons,
comme dans le n® 26 du Chapitre précédent, les théoremes suivan(s :
Tutonine 1. — Si [ est une fonction quelconque, continue sur (S),
lintégrale / o [* ds peut se représenter sous la forme de la série suivante :
' » * >
N
/q,/zd.vr::ZAf, As:/q/\fsd-f-
¢ sl

Tukoriye 1. — S¢ [ est une fonction continue sur (S), Y est une autre

RN . .
(1) La strio Z P converge uniformément.
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fonction satisfaisant ¢ une seule condition

/«[Jl ds < O,

Q étant un nombre assignable; on aura les dépeloppements swivants :

"

@

‘r.g‘/"-.p s :V,A_\-B_\-, ”x‘-'::/ ob Vids,

~ &=l
f/w =¥ A, (:‘\.:/ GV, ds.

szl

Si les fonctions [ et {/ sont toules les dewx continues sur (S), on aura

/mm»— ALCs _‘Zn B, l)‘\.-«:f/"/'\fﬁ.f/.s- ).

$==1 § =1

9. Nous pouvons généraliser un peu les résultats obtenus.

Soit (/) une courbe fermée, située sur (S). Supposons, pour plus
de simplicité, qu'en tout point de (£) il exislte une normale bien
déterminée.

Prenons sur la normale en un point quelconque p de (£), de 'un et
de Pautre coté de p, deux pmnls pictp, dont la distance de p est égale
hune quantité positive gquon peut prendre aussi voisine de zéro que
["on veut.

Le licu géométrique des points p; et p, veprésentera deux lignes
fermées (4;) et (4,), dontlapremicre se trouve i Uintéricur, la seconde
a Uextérieur de (£). :

On obtient ainsi une zone sur (S), limitée par les lignes (4) et (4,),
(que nous désignerons par (7); la portion de (S) qui reste, nous la
désignerons par (S,).

Supposons maintenant que la fonction fde @, y, 5 reste continue
en tous les points de (S,), mais varie brusquement quand le point ,

, 5 traverse la ligne (/).

(1) Yai cxposé la démonstration détaillée de ces théorémes dans mon Quvrage Les
mdéthodes générales pour résoudre, ete., déji cité (édition de la Sociéte mathématique de
Kharkow, 1901, p. 250-255).
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On peut toujours trouver une fonction Y, continue en tous les points
de la surface donnée (S), et telle qu'on ait

(27) Y=/ sur (S,y).
Poéons
I)
(28) =3BV, + R,  B= /g UV, ds,
Szl “
r .
(29) S=AN AR, A= / o f Vs,
§=1

s,,:—.f@ R2 ds, s;,.—_—_/? R2 ds.

Les quantités positives S, et 8° décroissent lorsque Pindice p eroit
indé¢finiment, ce qui résulte immédiatement de I'égalité

. r
(201) o/t ds =X AI+S,,
' s

avant licu quelle que soit la fonction f(*).
On a, en oulre,

8 =0

lim 8, ==

} ”
i

Fapres le théoreme I du numéro précédent.

Quanta R, el ]{'I,, ils satisfont aux équations

/cg R,V.ds=o, /q‘ R, Vsds=o (s=1,2, ..., p)

3

Les ¢galités (28) et (29) donnent

[ewmyds=[Tosm,

(1) Celte fonetion doit satisfaire & une seule condition

[ras<q,

Q étant un nombre fixe.



72 W. STEKLOTF.

’

—

d’otr, en vertu de (27),

{.c‘)fl{,, ds :fo_/ R, ds, +/<p VR, do :/cp/ R, ds —*l—f’.?('!J — R, dz,

ds, ¢tant I'élémentsuperficiel delaportion (S,) de (8), ds élant I'éle-
ment superficiel de la zone (7).
Il s’ensuit que

(30) s, :] ofR,ds -1—/ o(f— V)R, ds.

Désignons par N2 le maximum de (/' — $)? sur (8), par £ la lon-
gueur de laligne () et posons

/9'/'2 ds = ()2, N2Q#*{ = Q1.

On tire de Uégalité (30)
8, < QVS,+Q/s,
en remarquant que

S,°fosrds,  [ot/=prds <N [dz <N,

Orys ne dépend pas de p et représente une quantité arbitraive qu'on
peat prendre aussi voisine de zéro que 'on veut.

D'autre part, S, tend vers zéro lorsque p croit indéfiniment.

On a done, en passant & la limite,

lim§), = o,

P

fcpf"clx:::iAf;’.

§=1

¢ est-h-dire

Les raisonnements resteront les mémes si nous supposons qu'il
existe un nombre fini quelconque de lignes de la discontinuité de la
fonction /qui peuvent, évidemment, ne pas étre fermées.

On peut done énoncer ce théoréme :

Tuwkoninwe [. — Soit fune fonction donnée du point x, y, s de la sur-

Jace (S).
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Supposons que [ reste finie et continue sur (S), sauf pour certaines
lignes, ou elle varie brusquement lorsque le pownt x, y, = lraverse une de
ces lignes. Ces conditions étant remplies, on a toujours

f(pfi’a’s:EA;?, A&.:flgfvsds.

s==1
Ce théoreme entraine le suivant :

Tutorime Il — Quelles que soient les fonctions [ jouissant des proprictes
du théoréme précédent et | satisfarisant a une seule condition

/¢2d9<Q,

Q ctant un nombre fixe, on-a toujours

/“?fLP 615 ::':Z AS ]zs’ ]}\: CP LlJ Vs CZS,

sz

[f'.}}(ls::EAsCs, :,:f LV, ds.

szl

Il importe de remarquer que les séries

Sam, Fac

=3 §=1
convergent ABSOLUMENT.
Pour s’en assurer, il suffit de tenir compte de cette inégalité évi-
dente

lab| < %(a‘hf— b?),

ayant lieu quels que soient les nombres @ ¢t b.
Remplacons, par exemple, @ et b par A, et B,.
Nous aurons

|AsB,| < - (A-+B).

Les séries

iAg, ing

s=1 §=1

Ann. Ec. Norm., (3), XIX. — DicEMBRE 102,
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convergent, d’olt 'on conclut que la série

Z.OASBS

$=1
converge absolument.
Il en est de méme de la série

iAs Cs-

s=1

II. — Applications diverses des théorémes précédents.

10. Considérons les corps matériels agissant les uns sur les autres
par une force d’attraction mutuelle proportionnelle & leurs masses et
a une fonction quelconque de la distance.

Supposons ces corps répandus sur lasurface (S) avecune densité .,
w étant unc fonction de coordonnées &, 7, { de la surface (S).

Prenons un autre point x, y, 5, dont la masse est égale & P'unité;
soit rla distance du point 2, y, s au point variable £, v, { de (S).

La force que la masse . ds exerce sur la masse 1 au point 2, y, s est
égale &

e f(r) ds.

Supposons que la fonction f(r), ainsi que ses dérivées, restent con-
tinues dans I'espace tout entier, sauf, peut-étre, pour le point

x=E, y=nmn, s=¢.

LacomposanteF, suivantunedirection quelconque p, de 'attraction
exercée par la couche superficielle, répandue sur (S), sur le point ,
¥, &, sc représentera sous la forme suivante :

F,,:::/ I.Lf(r)cos(p,r)d,s':‘/p,«.pc{s,

ol I'on a posé
Y=/(r)cos(p, r).

On peut considérer F, comme une dérivée suivant la direction p de
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la fonction potentielle

On peut donc écrire

(31) FP: (T/)—.

Quant & ¢, nous supposerons seulement qu’il satisfasse a une seule
condition
(32) ‘[(ﬂds<Q,

Q étant une constante donnée.

Supposons que le point 2, y, 5 ne se trouve pas sur (S).

Dans ce cas, §, U(7) sont les fonctions en &, v, { vérifiant les con-
ditions telles qu’il est permis de leur appliquer les théoremes du
numéro précédent.

Si Pon pose

1y ==

on arrive a I'attraction universelle.
Nous considérons ce dernier cas comme fe plus important.

11. Appliquons le théoreme II dun® 9 & I'intégrale

V:fﬁds.
p

On trouve le développement suivant :

V:Z/stdstP,sts

s=1

valable pour tout point 2, y, z, intérieur ou extérieur a (S).
L’6galité précedente donne, en vertu de (20),

] Bs
(33) V:AWZZVS,

s=1
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ou I'on a posé
B..,-:/‘{J.Vrsd.ﬁ' (s=1,2,...).
Ce développement aura lieu quelle que soit la fonction p, satisfai-
santa une seule condition (32).
Désignons par /' la fonction a laquelle se réduit V sur (S).
On peut écrire

f%ds =/  sur(S),

d’ott on tire, en tenant compte de (20),

(34) Be= 7)'4;/\,,-, A‘q:[@f\/’sd&‘ (s==1,2,...),
A .

ce qui nous donne, en vertu de (33),

‘ (B, NA v
(35) Vs Sds =D AV
§ e

On arrive donc au théoréme suivant :

TugoriMe. — Le potentiel V de la sunple couche, répandue sur la sur-
Jace (S), jouissant des propriétés du n® 1 du Chapitre I, avec une densié p.
satsfaisant & une seule condition

/ p2ds << Q,

Q ctant un nombre fize, est developpable, pour tout point cxtéricur aux
masses agissanies | inlerieur ou exicricur a (S)|, en séric absolument con-
vergente de la forme suivante :

(36) v :f%dx -::.2 AV, A ::-‘/‘f_‘o_/'\/ﬁ ds,
sl

S étant la fonction laquelle se réduwit V sur (8).

12. Considérons maintenant la composante ¥, (n° 1).
On a

\ L COS(r, p

By [EE800) g
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Le théoreme II du n° 9 s’applique évidemment & F, et conduit au
développement suivant :

F,,:qu.vsdsf“’"05(_’.;”)"* z;—EB f‘””“(' Ve gy

s=1 s=1

fch cos(l p)l
()p én

On trouve donc, en tenant compte de (34),

M < aV,

s=1

Mais

pour tout point qui ne se trouve pas sur la surface attirante.
En remplacant p par «, y, z, nous obtiendrons les développements
des composantes de Iattraction suivant les axes de coordonnées

~ 0%

AN qu()V‘
g1
par rapport a y, s
Nous pouvons done énoncer les théorémes suivants :

Tutorime I. - Les dérivées par rapport a x, y, = de la séree

sont égales a la somme des dérivées de ses termes, pourvu que le point x,
¥, & ne se trouve pas sur la surface attirante.

Tugorime 1I. — La composante, suivant unc direction quelconque,
exercée par la simple couche, répandue sur (S), sur un point quelconque
exlérieur aux masses agissantes, est développable en série absolument
convergente

<, 0V,
(3’7) FI':Z'A‘-V () .

s=1

Ces théorémes représentent une généralisation des théorémes
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connus sur le développement du potentiel de la simple couche en
séries procédant suivant les fonctions sphériques, suivant les fone-
tions de Lamé, etc., dans le cas de la sphere, de 'ellipsoide, ete.

13. Lesthéoremes précédentsnous donnentimmédiatement lasolu-
tion des problémes suivants :

Prosuine I. — Les valeurs du potentiel V de la simple couche, répandue
sur (S) avec une densite quelconque ., étant données en tous les points
de (S), on sait seulement que . satisfait a U'inégalité

(324) f[ﬁ ds << Q,

Q étant un nombre fize; trouver les valeurs de V en tous les autres points,
intérieurs ou extérieurs a (S).

Proruive 1. — Les valeurs duméme potentiel V étant données sur (S),
trouver la composante, suivant une direction quelconque p, de U’ attraction
exercée par la simple couche sur un point quelconque, qui ne se trouse

pas sur (S).

Les valeurs de V étant données sur (S), on peut caleuler successi-
vement les constantes

As:ff{,fvsds (.‘;::1,2,...).

La valeur de la fonction cherchée V en tout point, extérieur aux
masses agissantes, se représentera sous la forme de la série (36); la
valeur de la composante cherchée F, au méme point peut se calculer
a laide de la série (37).

14. Désignons par V'lasomme de p premiers termes de la séric (36),
en choisissant le nombre p asses grand pour que le théoréme du n® 2 ait
lreu.

Proposons-nous de déterminer unc limite supérieure de la diffé-

rence
V—V.
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Remarquons d’ abord qu’on peut toujours construire une fonction ¥
des variables @, y, =, £, 1, {, continue dans l’eqpacc tout entier, ainsi

que ses dérivées du premier ordre, se réduisant i ; sur(S) et telle que

SR = [2(5) =

ait un sens bien déterminé.

Supposons, par exemple, que le point P(, y, 5) soit & U'intérieur
de (8).

Prenons, pour plus de simplicité, P pour I'origine des coordonnées
et décrivons, du point P comme centre, une sphere () dont le rayon
est égal i la plus petite distance du point P de (S), que nous désigne-

N
rons par o.

On peut prendre pour ¢ une fonction satisfaisant aux conditions

suivantes :

Uintégrale

[

Y=~

’

dans le domaine extérieur & (o);

= const.

Y=

Qo1 =

a lintérieur de ().

Il est évident que la fonction &, ainsi déterminée, satisfait i toutes
les ¢quations demandées.

Désignons par dv, I’élément de volume du domaine (D, ), limité par
la surface donnée (8) ct par la sphére (7).

On trouve
2 1 2

oL P
NTEZA% AN LA ") e iy br,
f24<6r> d‘:—i—/Z(aw) (Z’L",__/Z P dr +f2 e dry< 5
Posons maintenant
= ¥ CsVi+ R,

s=21

,q._.f-————(ls ($==1,2, ..., P)-
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On aura
II

1 I
(38) ;ZE C;Vs+R, sur (8),
s==1
R, étant la valeur de R}, sur (S).
Reportons-nous i I'inégalité (23) du n°7. Conservant les notations
y adoptées, on peut écrire

- T,
r= 7‘1)4—1’
d’ol
(39) s,,:fw;,ds<—i”—_,_,
Nop?
puisque

N NYIA% NI E:
1,,<’[2(55) df**‘,/2<a;> &<
1
7\1)'11 > N[’:x7

N étant un nombre ne dépendant que de (S).
Cela posé, multiplions I'équation (38) par p.ds et intégrons en éten-
dant intégration & toute la surface (S).

On trouve
. r S
:‘/ -l; ds :Z AV -+-‘/ vR, ds,

K-8 |

¢’est-a-dire

]VwV’|<|/IJR,,(/91 \/‘)\/g

« étant le minimum de ¢ sur (S).
La simple comparaison de cette inégalité & U'inégalité (39) donne

C o
(o) Vo< YRl s o
NS V2 3 \/[} \/r)

Il s’ensuit que, en calculant la fonction V approximativement &
Paide d'un nombre quelconque p (assez grand) de premiers termes

de la série
-l
Z AsVs
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on fait une erreur plus petite que

k
Vpys’

% étant un nombre fixe, ne dépendant que de (S), de lafonction don-
née ¢ ¢t du nombre donné Q, qui figure dans I'inégalité (32,).

Les mémes raisonnements s’appliquent & la série (37).

On peut, sans doute, trouver une limite plus précise de Ierreur
admise, mais nous n’insisterons pas sur ce point.

Jajouterai seulement que I'inégalité (40), au moins pour les sur-
faces admettantla transformation de M. Poincaré, peut étre remplacée
par la suivante :

A.
V=V <= ().

15. Faisons quelques remarques relatives aux problémes suivants :

Provvivie 1. — Onsait par Uexpérience les valeurs de la composante ¥,
sutvant une direction quelconque p, de Ualtraction exercée par la simple
couche, répandue sur la surface donnée (S ), en k points quelconques p,,
Par - o os Pro CXLEricurs & (S).

Trouver la valeur du potentiel V de cetie couche en un point quelconque
x,y, 5 qui ne se trouve pas sur (S).

Prosuime I, — On connait les valeurs de V aux points p,, Pas v e Pro
extéricurs a (S) (ou, plus généralement, extérieurs aux masses agis-
santes); trouyer la valeur de la composante ¥, en un point quelconque
ax, y, 5 ne se trouvant pas sur (5).

Il suffit de considérer un de ces problemes, par exemple le pro-
bléme I.
On a, d’aprés le théoreme du n° 12,
NIWAL
F,= Asths

s=1

quel que soit le point z, y, z, extérieur aux masses agissantes.

(%) Poir mon Ouvrage Les methodes géncrales, etc. Kharkow, 1901, p. 265.
dnn, Be. Norm., (3), XIX. — DECEMBRE 1go2. 61
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En choisissant le nombre % assez grand, on trouve l'équation
approchée

.
X oV
(41) Fp=> As ()p‘-

s=1

Soit 7 un autre nombre assez grand, mais plus petit que £.
On peut écrire approximativement

(42) V:E AV,

s=1

11 ne reste qu’a calculer les constantes A, pour obtenir ka solution
approchée du probleme.
Désignons par U,(n=1, 2, ..., %) les valeurs données de F,, par
0V, ‘ oV, .
(n=r1,2,...,k) les valeurs connues de = aux points p,,

ap ap
[)._,, ooy plr‘
L’¢quation (41) donne le systeme des équations

AR JV, AN
A‘(o/) (), e () =0

av, A
(), oo me (), =0

()VI 0V2 ()V/‘ i
A (“;)p >k—1—A2<_0p~ >/:-+—...+A <0[) > = Uy,

d’ottl’on tire les valeurs approchées des constantes A (s=1,2, ..., £).

En les substituant dans I'équation (42), nous obtiendrons I'ex-
pression approchée de V en un point quelconque «, y, =, extérieur
aux masses agissantes.

On peut résoudre de la méme maniere le probleme 11.

Ici nous avons la généralisation des idées bien connues de Gauss
ct de Riemann ().

La méthode indiquée pour résoudre les problemes dont il s’agit

(1) Gauss, dlgemeine Theorie der Erdmagnetismus; Gottingen, 1867, p. 141, ele. —
RieMANN, Schwere, Electricitiit und Magnetismus; Yannover, 1880, p. 357 et 358.
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entraine une série de questions, & savoir : Comment faut-il disposer
les points p,, ps, ..., pr & Uextérieur de (S)? comment faut-il choisir
les nombres % et m pour calculer V avec une erreur la plus petite pos-
sible? mais ce n’est que dans quelques cas particuliers qu'on peut
donner une réponse suffisante a ces questions.

16. Passons enfin au probléme suivant :

Prosuime. — Les valeurs du potentiel V étant données sur (S), trouver
la densite . des masses aitirantes, quand on sait seulement que . satis-

Jait @ une seule condution
f prds < Q,

Désignons, comme précédemment, par f la succession des valeurs
données de V sur (S).

La fonction fétant donnée, on peut considérer comme connues les
constantes

Q étant un nombre fize.

S::fcpfvscls (s=1,2,...),
ef, par (:onséquex‘xt, Ies constantes

B,::fp.V_{ds (s=1,12, ...)

[en vertu de (34)]-

Soit (o) une portion quelconque de la surface (S), soit (S,) la
portion de (8) qui reste. Désignons par ds I'élément superficiel
de (@), par o Iaire de cette portion.

Désignons enfin par 0 une fonction jouissant des propriétés sui-
vantes :

0=—o0 sur(S,),

0=1 sur (=),

¢t considérons I'intégrale
fy.@ ds.
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Les fonctions 0 (*) et p satisfont aux mémes conditions que /et
-dans le théoréme IT du n° 9.

Ce théoreme s’applique, par conséquent, i U'intégrale précédente
et donne

/}J.dc:.f;;O(ls:Z /IJ.V_\.r{.s‘fchV.,.c{.S':E lis/¢'Vcha.
s=1 s==1 i

En choisissant I'aire o de la portion (o) suffisamment petite, on
trouve, au point de vue de la Physique, la densité cherchée :

i "
I T o
== | pdo=-— , o Vsido  (*).
2 Gv[/}dd G_ZBS‘/, P (*)
szl
17. Reprenons maintenant I'équation (29,), ayant licu quelle que
soit la fonction / satisfaisant & une scule condition

/ Srds << Q,
Q ¢tant un nombre fixe.

Supposons la fonction / choisie de telle sorte que la sérice

S,

szl

converge uniformément sur (S).
Dans ce cas, R, dans 'équation (21) représentera une fonction con-
tinue sur (S), quel que soit le nombre p.
Nous aurons alors
lim | 9R2ds= [ ¢limR%ds=o,
pPw p==
¢’est-a-dire
limR,==o,

,) == v

(1) La fonction 0 a été employée pour la premiére fois par M. Liapounoff dans scs
recherches sur la distribution de T'électricité sur un ellipsoide. Voir : Communications
de la Société mathematique de Kharkow (Extrait des Procés-verbaux, t. VI, n° 6,
séances des 13 déecembre 1896, 20 janvier ¢t 7 mai 1897).

(%) Comparer mon Mémoire Sur les fonctions harmoniques de M. H. Poincaré
(Annales de la Faculté de Toulouse, 2° sbrie, t. II, 19goo, p. 296).
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ce qui nous donne

f:}: AV sur (8).

s=0

Le théoréme suivant est done démontré :

Turonive., — La serie

EASVS. 1\5:f@fV$(l.s‘ (s=1,9,...)

LS
représenterala fonction donnée [ toutes les fois qu’elle sera uniformément
convergente (). :
Dans ce cas, la serie
o

DAY,

EE=31
représente une fonction harmonique a Uintérieur et & [’ extérieur de (S),
continue dans Uespace tout entier el se réduisant & la fonction donnée [
sur (8), ¢'est-a~dire la solution du probléme de Dirichlet.

Il importe de remarquer que lous les résultats de ce Chapitre ne dé-
pendent point de toutes les autres recherches de ce Mémoire et s ap-
pliquent @ toute surface (S) satisfaisant auz conditions générales 1°, 2°
et 3° du n® 1 du Chapitre I (¢’est-a-dire quel que soit le nombre «<r).

III. — Probléme de Dirichlet.

18. Faisons maintenant une hypothése particuliere relative & la
surface (S), en prenant dans la condition 3° (n° 1, Chap. I) & =1.

A cette condition on pourra appliquer & (S) tous les résultats éta-
blis dans le Chapitre .

Rappelons un de ces résultats :

Sila fonction donnée f, continue sur (S), satisfait & une telle con-

(1) Comparer Bv. L Rov, Sur Vintcgration des équations de la chaleur (Annales
de U'Zicole Normale, t. XV, 1898, p. 67).
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dition qﬁe le potentiel de la double couche

admette les dérivées normales sur (S), la fonction V, harmonique :
I"intérieur (ou & I'extérieur) de (S) se représente sous la forme sui-
vante (théoreme 1V, n° 17, Chap. 1) :

)G
(43) V:ff%;;a’s.

Or, M. A. Liapounoff, dans son Mémoire Sur certaines questions, ctc.,
a prouvé que la fonction

G

tend toujours vers / sur (8), pourvu que la fonction f/soit continue
sur (S); il a énoncé aussi sans démonstration la proposition que
Pintégrale (44) représente une fonction harmonique a Uintéricur (ou
a lextérieur) de (S).

Nous démontrerons ces propositions importantes en nous appuyant
sur la théorie des fonctions fondamentales.

Il est évident d’abord que le potentiel de la double couche

Vscoso
— s
I.J

admetles dérivées normales sur (S), quel que soitlindice s==1, 2, ...,
ce qui résulte immédiatement de la formule de Green

1 quscp 1 OV 1
Vem gz [ S s L [ S

ayant lieu, puisque chacune des fonctions fondamentales admet les
dérivées normales sur (S).
On peut done écrire, d’aprés le théoreme IV du n° 17 du Chapitre T,

G . .
(45) V,,.—_:f V,,.Z—,-l{ds a I'intéricur (ou & I'extéricur) de (8).



SUR LES PROBLEMES FONDAMENTAUX DE LA PUYSIQUE MATHEMATIOUE. 487

Supposons maintenant que, dans Uintégrale

(46) [r5as

le point z, y, = tend vers un point de (S) et passons & la limite.

Il est aisé de s’assurer que cette expression limite est une fonction
continue sur (S).

Considérons la fonction

=20~ frima),

en entendant par U'intégrale du second membre de cette égalité Ia
limite mentionnée.
Appliquons & u Ie théoréme I du n° 8 de ce Chapitre.

On trouve .
fqozﬁds:E[st< /fi)—(la’s> ]
a1

d’otr, en intervertissant ordre des intégrations et en tenant compte

de </|1‘3>,
/ ouds=o,

= ff»«ds sur (S).

se réduit a [ sur (S), quelle que soit la fonction f, continue sur (S).

¢’est-a-dire

Done, la fonction

19. Démontrons maintenant que ['intégrale (46) représente une
Jonction harmonigue & Uintéricur (ou a Uextérieur) de (S).

La fonction —0555 reste continue sur (S), pourvu que le point @, y, =

soit a Pintérieur (ou & U'extérieur) de (8).
Appliquons 4 l'intégrale (46) le théoreme 11 du n° 8 de ce Chapitre.
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‘On aura, en vertu de (45),

/fz(:'({ _azAcfv.Q_C_'ds_-VAsVs

(47) s==1 s==1

a lintérieur (ou a I'extérieur) de (S)

Il est aisé de prouver que la série
(48) DAY,

représente une fonction harmonique & I'intéricur (ou & Uextérieur)
de (8).

Montrons d’abord qu’or peut intégrer ceite série comme une série
uniformément conyvergente.

Posons, comme précédemment,

/)
/:—:E A V4R,
s
d’out
V.._f/—(«)—&dS‘:EA fvgﬂ‘—'-de—}-/]l,,(-)-‘—'d _-ZA V, 1 /n,,‘“‘

s==1

Soit (S;) une surface fermée, située a U'intéricur (ou i Uextéricur)
de (S); désignons par ds; I'élément superficiel de (S;).
[’ égalité précédente donne

/Vds,_ZAdes +fn,,[ A ]/ls.

Désignons par K; le maximum de I'intégrale

sur (S).
On peut écrire

IfR ds;) ds

‘fcprnpids<w'97,
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N; ¢tant un nombre fixe ne dépendant que de 5 et des surfaces (S)
et (S,).
On sait que S, tend vers zéro lorsque p croit indéfiniment.
On peut done, quel que soit Ie nombre positif ¢, donné i 'avance,
trouver un nombre 7 > p tel qu’on ait

T <,

quel que soit le nombre #, plus grand que p.
On trouve ainsi

)
@ o

/.V ds; = Z AV Vds = 2 A_‘.‘/ Ve dsy,

sl sz

ce qui démontre la proposition énoncée plus haut.

Cela nous suftit pour démontrer, par la méthode connue, que la
série (48) représente une fonction harmonique & Iintéricur (ou i
Pextérieur) de (S) ().

Il en est de méme, par conséquent, en vertu de (47), de intégrale

JdG
. // on s,

quelle que soit la fonction /, continue sur (S).
En résumé, on peut énoncer le théoréme suivant :

Tukorine. — La formule
‘ Lt
V= | fo—ds
. / an

donne toujours la solution du probléme de Dirichlet, quelle que soit la
fonction continue [ & laguelle dott se réduire sur (S) la fonction harmo-
nique cherchée, si la surface (S) satisfait aux condilions 1°, 2° el 3°
(pour o == 1) du n® . du Chapitre I.

20). Les recherches précédentes conduisent en méme temps 4 une
méthode pour résoudre le probleme de Dirichlet, conformément aux

(1) Foir, par exemple, P. Douem, Legons sur U’ Electricité et le Magnétisme. t. 1,
p. 229. Paris, 189g1.
Ann. Fe. Norm., (3), XIX. — DEcEMBRE 1902, 62
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idées de Lamé, sous la forme de la série procédant suivant les solu-
tions simples de I'équation de Laplace.
En effet, la série

w

V= 2 AV
s=1
représente une fonction V, harmonique & intéricur el a I'extéricur
de (S) se réduisant & la fonction donnée [ sur (5), ce qui résulte
immédiatement des recherches des n* 18 et 19.
On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Tugonime. — La serie

o

N b

Y ave A oV,
’:_l o

Vi(s=1,2,3,...) dant les fonctions fondamentales correspondant a
la surface donnée (S) et @ la fonction donnée 9, représenie une fonction
harmonique @ U'intérieur et a I extérieur de (S) se réduisant & une fone-
tion donnce f sur (S), ¢ est-a-dire la solution du probléme de Dirichles, s¢
la fonction [ est continue sur (S) et la surface (S) satisfait aux condi-
tions 1°, 2° et 3° (pour oo = 1) dun® 1 du Chapitre I.

el A e 4 i



