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RECHERCHES NOUVELLES
SL'R LA

DISTRIBUTION DES FRACTIONS RATIONNELLES
A P P R O C H É E S D ' U N E F O N C T Ï O i N ,

PAR M. HENRÏ PADK.

Ce nouveau Mémoire est la suite naturel le de celui qui a paru, il y
a quelque temps déjà, dans ces mêmes Annales (3e. série, t. XVI,
1899, p. 3(}^""42^)» ^O J U S 1^ ^re de Mémoire sur les développements en
fractions continues de la fonction exponentielle pouvant servir d'intro-
duction à la théorie des fractions continues algébriques. Il ne suppose
pas, néanmoins, pour être lu , la connaissance de ce premier Mémoire.

Il con t ien t , par t icul ièrement , le développement d 'une Note pré-
sentée à, l 'Académie des Sciences dans la séance du i5 janvier 1900.

Il se divise en trois Parties.
Dans la première, je reprends d'abord et j 'approfondis, en me pla-

çant au po in t de vue le plus général, la notion de fraction rationnelle
approchée. J'obtiens des caractères concernant l'ordre de l'approxima-
tion donnée par cette f rac t ion et la somme des degrés de ses termes
qui permettent de reconnaître, de la façon la plus simple, les diffé-
rents couples, de nombres entiers positifs ou nuls auxquels elle cor-
respond* La détermination de ces couples était demeurée, dans ma
Thèse de Doctorat, où j'ai exposé pour la première fois toute cette
théorie (Annales, 3e série, t IX, 1892), une des parties les plus
arides; l'usage que je faisais, à cet égard, d^une solution spéciale
d'un système d'équations linéaires, dite solution principale, pouvait

1 Ann. Êc. Aww., (3), XÏX. — AVIUL rgoâ. 1 1 ^0



î54 n. PADÉ.
justement paraître, bien que m'ayant condui t au résultat , assez arti-
ficiel et fort détourné, en même temps que des plus pénibles. Je
crois avoir amené ici la démonstrat ion à un tel degré de simplici té , et
l'avoir conduite par une voie si n a t u r e l l e qu ' i l me semble diiïicile de
désirer en ce point un plus grand progrès.

L'exposition de cette première Part ie est d'ailleurs f a i t e sous une
forme qui permette la général isat ion immédiate; pour cela, il m'a
suffi de considérer, au l ieu d 'une seule série, deux séries qu i inter-
v i ennen t seulement par leur rapport. Cette généralisation présente,
d'ailleurs, certaines diff icultés que, j u squ ' i c i , je n'ai pu vaincre.

J'ai enfin calculé un exemple numér ique étendu où se rencontrent .
de nombreuses f rac t ions ra t ionnel les approchées anormales-

Dans là deuxième Partie, j ' é t ud i e les lois de récurrence qu i l i en t
les termes des f rac t ions rat ionnelles approchées, et la format ion des
fractions cont inues holoÏdes qui en découle immédia tement . La
forme syn thé t ique que j 'adopte donne à l 'exposition une trî:;s grande
simplicité, mais ne condu i t pas aussi loin que l 'analyse plus pén ib le*
par laquelle j 'ai traité la même quest ion dans ma Thèse de Doctoral-
En particulier, je n'établis pas ici les lois de récurrence qui con-
duisent à la méthode des polynômes associés de M.. HermUo.

Cette Partie se termine par des exemples de fractions continues
holoïdes tirés des résultats' numériques obtenus dans la première
Partie.

Enfin, la troisième Partie a pour objet l'étude des rapports qu i
existent entre la théorie des fractions continues holoïdes et la théorie
classique du développement en fraction con t inue d'une série procé-
dant suivant les puissances descendantes de la variable, développe-
ment que j'appelle,'pour abréger, le développement en fract ion con-
tinue canonique de la série.

Ces rapports, qu'au surplus il fallait une fois fixer déf ini t ivement ,
's'aperçoivent très aisément dans le cas de ' f ract ions rationnelles appro-
chées -fou/tes normales. Des détails de discussion m'ont néanmoins
obligé a donner quelque développement à 1 eu r examen* Ces dévelop-
pements préparent d'ailleurs la démonstration du théorème nouveau
qui donne l ' interprétation de la préserïcey1 dans un développement
canonique, d ' u n ' q u o t i e n t incomplet de degrésupérieur à l 'uni té*
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Cette élévation de degré correspond à l 'existence d 'une fraction
rationnelle approchée anormale et est liée d ' une façon remarquable à
la loi de d i s t r i b u t i o n , dans le plan, des fract ions rationnelles appro-
chées.

Cette étude in^a condui t à examiner incidemment comment la
fraction cont inue qui a été l'objet des belles recherches de Stieltjes
se rattache a la théorie des fractions cont inues holoïdes, et à indi-
quer l ' in terpré ta t ion que p rennen t , quand on se place à ce point
de vue, les résultats qu'il a obtenus re la t ivement à la convergence
et à la divergence de cette fract ion. J'ai donné cette interprétat ion
dans une Note présentée à l 'Académie des Sciences dans la séance
du i5 avril 1901.

Je "termine, enf in , par quelques réflexions sur la question de la
généra l i sa t ion des fractions cont inues algébriques et sur les consé-
quences que pourra ien t avoir, dans la Théorie des nombres, les résul-
tats obtenus.

Lille, le 3o avril K)(H.

I. — Existence et distribution des fractions rationnelles approchées.

1. Considérons deux séries entières en x

( S i "= r/o -h r/i .r -h (.h ̂  -4- a 3 ̂  -l-...,
) Sg := ^o + b\x ̂  ^ïxï + b^ ̂  + • • •

dont les termes indépendants de x, c'est-à-dire a^ et Ao, soient diffé-
rents de zéro.

Soient ̂  et p-s deux nombres entiers, posi t i fs ou nuls.
// existe un système de polynômes, X^ X^, non identiquement nuls,

de degrés au plus égaux respectivement à [x, et (J^>, tels que, dans l'ex-
pression

Sj| AI "+- b^ Xâ»

ordonnée suivant les puissances ascendantes dex, tous les termes, jusqu à
celui, inclusivement^ de degré [J^ 4- L^, disparaissent.
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Si l'on regarde, en effet, comme indéterminés les p^ + p-2~+" 2 coef-
ficients des polynômes X^ et X^» la condition qui leur est imposée
s'exprime par p^ + p^-f- i équations l inéaires et homogènes par rap-
port à ces coefficients. Un tel système d'équations admet toujours une
solution où toutes les inconnues n 'obtiennent pas la valeur xéro et
se trouvent déterminées à un facteur constant commun près.

2. Les polynômes Xi et Xa étant ainsi déterminés, on aura

( 2 ) Si X.i «h SA == .̂ r̂ -Kl S,

S désignant une série entière en «r, qui peut être, dans cer ta ins cas,
nulle ident iquement .

11 résulte de cette relation que ni l'an ni U autre des deux poly-
nômes X,, Xa ne peut être ident iquement n u l .

Si, Xa, par exemple, é ta i t i den t i quemen t n u l , i l s 'ensuivrait que X^
devrait être divisible par

^;Al+(/.s-t'-l;

or ceci ne peut avoir lieu, puisque le degré de X< ne dépasse pas p.,
sans que X, soit lui-même ident iquement nu l ; et, par leur dé f in i t i on
même, les deux polynômes ne sont pas simultanément ident iquement
nuls.

3. Soit maintenant X', , X^ un système quelconque de polynômes
satisfaisant aux mêmes conditions que le système X, , X^, en sorte
que l'on ait cette seconde relation, analogue à la relation (2),

Si X'i "4- S^ X^ = /̂ rH^M S7,

où S' désigne une nouvelle série entière en x.
De ces deux relations on déduit

S,(X,X,-X,X,,)=^^+Ï(SX,-S/X.,);

et, puisque S^ a un terme constant différent de zéro, on en conclut
que le polynôme X(X^ -- X^X^ de degré au plus égal à y^ 4" ^g, de-
vant être divisible par cc^'^1, est identiquement nu l ,

Si donc on désigne parYi etY^. les quotients des deux polynômes X^
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el Xa par leur plus grand commun diviseur, on voit que tout système
de deux polynômes satisfaisant aux mêmes conditions que le sys-
tème X ^ , X^ sera formé par les produits obtenus en multipliant les
deux polynômes premiers entre eux, Yi , ¥2, par un même polynôme.
Ce mul t ip l ica teur peut être différent d 'un système à l 'autre.

4. Nous dirons du système de polynômes Y ^ , Y^, déterminés à u n
facteur constant commun près, qu'il correspond au couple de nombres
(;x,, (.x^), ou au point du plan dont les coordonnées rectilignes rectan-
gulaires sont

.'r=-^i, y =^2.

Ce point lui-même pourra recevoir le nom de point représentatif Au
système de polynômes considéré.

Ainsi donc :

A chaque point (p^, (J^) du plan, de coordonnées entières y positives ou
nulles^ correspond, un système unique de polynômes Y^ , Y^ déterminés
à un facteur constant commun prés.

Dès que l'on connaît deux polynômes Xp X^ de degrés au plus égaux
respectivement à y^ et p^, qui fassent disparaître, dans l'expression
S ^ X ^ •4-82X2, tous les termes, j u s ( j u à celui) inclusivement, de degré
j^ + (J4, il suffit de les diviser par leur plus grand commun diviseur pour
obtenir le système de polynômes Y^, Y ̂ .

5. Par exemple, si les séries (i) sont celles qui représentent^
et e^\ on a, en posant

, ;F(^)^(^-a)^(.î-^)P-s

les expressions suivantes des polynômes Yi, Y^ ;

Y! = F'^^11» ( a ) — F^ +^"^ ( a ) x +...+(—;) ̂  iw ( a ) x^,

— Y^ = mw^ ( b ) — F'P-r+î -i) ( b ) x + , . . + (-- i )E^ •pW ( b ) .r̂ ,

Je renverrai, pour leur démonstration, à mon Mémoire sur les déve-
loppements en fractions continues de la fonction exponentielle (Annales
de l'Ecole Normale supérieure, 3e série, t. XV, p. ^oo).

Plus généralementf si les séries, (i) sont celles qui représentent
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(i 4-^)^ et (i + a?)^, on a, en désignant par G(oc, [3, y, <r) le poly-
nôme de degré [a , formé par les | a [ + T premiers termes de la série
hypergéométrique F(a, p, y, x) de Gauss, quand a est un ent ier né-
gatif ou nul,

YI == G (— fJ.i, Wi — ma— fJ.2, — |J.i -— ^2, — ,-r),

— Ya = G (— ^a» ^2 — ̂ i — ^-1 > — P'ï — l^ — ^ )•

Ces formules se dédaisent aisément de celles dont j'ai donné la dé-
monstration dans une Note Sur l'ex'pression générale de Infraction ra-
tionnelle approchée de (ï -4- x^, présentée à l 'Académie des Sciences
dans la séance dn û5 mars 190-1:. Elles comprennent, comme cas par-
ticuliers, celles relatives au cas précédent de deux exponentielles et
comportent des conséquences étendues sur lesquelles je r ev iendra i
dans une autre circonstance.

6. Les propriétés^ que je veux établir, des polynômes Y( et Y^
exigent un, examen plus approfondi des circonstances qui se présen-
tent quand on divise les deux membres de la relation (2), savoir :

S^Xl"4-S2X,â=^<+^-hlS,

par le plus grand commun diviseur des polynômes X» e tX^
Soit A ce plus grand commun diviseur; supposons-le ordonné sui-

vant les puissances1 ascendantes de x^ et soient û) et û les degrés du
premier et du dernier terme, en sorte que l'on a

ô 5 6) i •û.

En divisant X, et Xa par A, leurs degrés se trouvent d iminués
chacun de'û. Si donc1 l'on désigne pa rv , et Vs les degrés des quot ients
Y! et Y^, on a

^Ï^—Û, V^^2—^.

Dans le second membre^ l'exposant ^ + (x^ 4- ï de x est d iminué
de û), et S se trouve remplacé par une nouvelle série S.

On obtient ainsi
Si Y, •+- 82 Yg = .rP-rHArH.."̂  ̂

et l'on voit que le nombre (Xi 4" (J^-h î — oj 'est supérieur non seule"
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ment à v^ -+- v^ somme des degrés des polynômes Y\, Ya, mais même
aux nombres v, -}- (^ et v^-j- p^. C'est une remarque très importante
pour la suite.

Observons ma in t enan t que, si la série S n'est pas identiquement
nulle, elle peut contenir en facteur une certaine puissance de x.
Nous ferons rentrer cette puissance dans le facteur ay^^~^ qui pré-
cède; et alors, en désignant p a r X un nombre entier, positif ou nul,
et par R une série entière où le terme indépendant dex est différent de
zéro, on aura la relation fondamentale
( 3 ) Si Y, -4- 83 Y^ = ̂ w^^ R,

avec les inégalités
. ^i"+- [^ ^

v! 4- Va ^ <^ ^1 -î" ^2 -1- À "+•- î "
"•• ^2+^.1

Si la série S était i den t iquemen t nulle^ il en serait de même de R;
les relations précédentes subsis teraient encore, et l'on pourrait même
y regarder X comme représentant un nombre entier positif aussi
grand que l'on veut.

En tenant compte de celte dernière remarque, on voit que le
nombre

v^-+- Vâ-i- À -h î

est le degré du terme de moindre degré dans l^expression S^ Y, •+- S^Ya,
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x; c'est ce que nous
appellerons Y ordre de l9 approximcuion du point ((^, ^) ou correspon-
dante au couple Y < , Yz de polynômes.

7, Voici dès lors une première propriété des polynômes Y, , Ya :
Deux polynômes, 7^, 7^, premiers entre eux, et de degrés au plus

égaux respectivement à p, et ^, ne peuvent faire disparaître, dans
l'expression S,Z^- S^, tous les termes, jusqu à ûelui, inclusivement,
de degré v, •+- v^ + ̂  sans être les produits de Y, et Ys par une même
quantité constante.

Dans cette hypothèse, en effet, on a

S^^^Ss^^^^^^R^ - .
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IV désignant une série entière en œ; éliminons Sa entre cette relation
et la relation fondamentale (3), il vient

S»(YA- Y^Zi) = ̂ v^i(RZ2- irY,).

Le polynôme Y i Z a — Y a Z i , étant de degré au plus égal an plus
grand des deux nombres v, 4- p.2» ^4- p-o Gt devant être divisible par
une puissance de x dont l'exposant v ^ 4-v^+ À 4- i est supérieur à
ce degré, est identiquement nu l ; et la proposition énoncée en découle
évidemment.

8. Les deux polynômes Y,, et Y^ étant premiers entre eux, l 'un
d'eux au moins renferme un terme indépendan t de oc différent de
zéro. Mais il résulte alors, de la relation (3), que le second polynôme
doit aussi, présenter nécessairement le même caractère. Divisons les
deux membres de cette relation (3) par le produi t S^Y( qui ne s'an-
nule pas pour x = o; on obt ien t celle-ci

Le développement en série procédant suivant les puissances ascen-
dantes'de x, de la fraction rationnelle irréductible

1^
• ""Y;

'Hcoïncide donc avec celui de la fonct ion ^jusqu 'au terme, inclusive-
ment, de degré V i + Vsî-+" "^" ïl ^y à, d'après ce qui précède, a'ucuno
autre fraction rationnelle irréductible, dont les termes soient au plus
de degrés p,i et y^ 'qui donne une approximation aussi grande de la

Sfonction — dans le voisinage de la valeur x^o. C'est cette frac-
. Yt i o n 1 — ~ que j'appelle la fraction rationnelle approchée, au point

S(p.i, [^2), delà fonction — ( x ) ,^^

9. La seconde propriété q u e - j e vais établir du système de poly-
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nomes Yo Ya, se rapporte à. la d is t r ibut ion, dans* le plan, des poin ts
auxquels il correspond.

Reprenons, à cet effet, la relation fondamen ta l e

S.Yi+SâYa^^.-^-^-^R.

et considérons, en premier l ieu, le cas par t icul ier où la série R serait
ident iquement nul le . Je vais faire voir qu'alors le système de poly-
nômes Y , , Y^ correspond à tous les points du plan dont les coordonnées
sont supérieures ou égales respectivement aux nombres v , , v ^ ; il ne cor-
respond <, en outre, quà ces seuls points.

Soient , en effet, ;x,, p-a les coordonnées d'un tel point . Les poly-
nômes Y,, et Y^ ont Jours degrés au plus égaux respectivement à ces
nombres. D 'un au t re côté, l 'ordre de l 'approximation qu'ils d o n n e n t
peut être, en vertu de la remarque faite dans le n° 5, regardée comme
i n f i n i e . Donc, ces polynômes correspondent bien au po in t p^, p-a-
D 'a i l leurs , i l s ne peuvent correspondre évidemment à aucun autre
poin t , pu isque les coordonnées ;.x,, p^ de tout point auquel ils cor-
respondent do iven t être au moins égales respectivement à leurs
degrés v < , Vy

10. Examinons ma in tenan t le cas général , où R n'est pas identi-
quement nu l .

Désignons par h et k deux nombres entiers satisfaisant aux iné-
galités

o ̂ h^ ki L

De la relat ion fondamenta le se dédui t immédia tement celle-ci :

Sp.^ YI -1- S^^ Yâ == .^•(v^+7<)+(v.l+•/•)4"(À-/^•+l .H,

et si. l'on désigne par X, et X^ les deux polynomes-^Y^, ^Ya, par (^
et (X2 les nombres, v, 4-À, v ^ / c ' égaux au moins, respectivement,
aux degrés des polynômes X,, X^, on voit que l'on aura ,

(4) SiXi^SaXâ^^^^1^

ou ïV désigne la série ̂ "^IL Ceci montre que les quotients des poly-
nômes X, etXs, par leur plus grand commun diviseur, c'est-à-dire Vç

Ânn. P.c, Norm,, (3) , XIX. — MAX 190^. 2Î
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et Y^, correspondent au point ( [ JL , , (x,,), c'est-à-dire (v , +- //, v^-+- k ) .
Or les points ( v i -l- A, v^ •+- À), où h et /c p r e n n e n t toutes les va leurs

entières de o à À, sont ceux qui appa r t i ennen t au carré dont les côtés
ont pour équat ions

.2- =:. ̂ i, ,r == -^ 4- ^, ,}'• = ̂ a, J = ̂ 2 + ̂

Donc, fe système de polynômes Y|, Y^ correspond à tous les points du
carré formé par les parallèles aux axes menées par les deux points (y ^ , v.^)
et (v< -h À, Va-h X).

De plus, /6<y mômes polynômes ne peuvent correspondre à aucun, autre
point. Si, en effet, ils correspondent au po in t ([^, [J-a), c'est que l'on
a une relation telle que (4), X, et Xs désignant les p rodui t s , de degrés
au plus égaux à p.,, [j^, de Y, et Y^ par un môme polynôme Z, Or, si
nous mult ipl ions par Z les doux membres de (3)» nous o b t e n o n s

S,. Y, Z "4" S „. Y., Z ̂  ^v.1 '-^ ' A - ' ! Z. 1 \ :

et comme le second membre doit f i tre d iv i s ib le par x^'^ ^f ( ^ e(, q u e ,
dans B, le terme indépendant de x est d i f Ïe ren t de zéro, i l ( au t que lo
degré du terme de Z qu i a le moindre degré, et, par sui te , a fortiori^
le degré même de Z, soient au moins égaux à

ou encore
^ 4, ̂  ,4,,. i ̂  (^ .4. ̂  4. }, -h l ),

(p.1— y ^ ) 4" ( ^ a — ' y a ) — ^ .

Si l 'un des deux nombres (x,, — v^ [x^ — v^ étai t plus grand que A,
si, par exemple, on avait

^—^~"^>0,

alors le degré de Z serait supérieur à [x, — v, et le produit Y(Z , c^esl.-
a-dire Xi, serait de degré supérieur à v ^ + (p-, — v/), c'est-à-dire [x,,
ce qui n'est pas. Donc, on a nécessairement, à la fois,

Pl^î+^ pSi^2"4»À;

comme, d'un autre côté, [Xi et [^ sont au moins égaux respectivement l
à v < et V a , on voit que le point ( y ^ , (Xg^^e^peut être, comme nous
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v o u l i o n s le démontrer, que Fun des points du carré précédemment
obtenu .

11. La f igu re ci-après donne plusieurs exemples de cette loi de
d i s t r i b u t i o n ; elle se rapporte au cas où S^ et 83 sont les deux poly-
nômes

S, == l -i- ,r — 2 ,;r3 -4- '̂;> + -r6,
Sa == r — 3 ,z"3 + x'1' -[- .r1'.

Tous les points du plan dont les coordonnées ne dépassent pas 7
y sont représentés. Chacun des carrés figurés con t i en t les points
représentat ifs qui correspondent à. un même système de polynômes.

,1e donne aussi les expressions explicites de ces différents systèmes
de polynômes; ils sont écrits sous la forme de fractions rationnelles

Y«approchées, — —3 comme je l 'ai expliqué antérieurement (n° 8),
qui se rappor ten t alors à l 'unique f o n c t i o n

, , S, , . î •-i1- .:r — ^.^ -}-- .sr'-i- ^>(i

r^) ::•::: ̂  (,z.) ̂  .,.,,̂ ,_^^^^^^^^ .

Celles de ces (raclions rat ionnel les approchées qu i donnen t une
approximation de môme ordre, N, ont été groupées ensemble. Cha-
cune d'elles est représentée, pour une raison qui apparaîtra bientôt,
pa r l e s coordonnées des points représentatifs qui sont sur la diago-
nale, para l lè le à la droite .r-+-.y==o, du carré correspondant. Par
exemple, la f ract ion qui correspond, aux points du carré (le la figure
formé par les parallèles aux axes menées par les points (o,ï) et (2,3)
est représentée par les no ta t ions (2,1), (1,2), (o,3); l ' o rd re ,de
l 'approximation qu'elle donne est, d'ailleurs, égal à 4*

Exemple de distribution des f/'actions r ci L tonnelle s approcfiées d^ une fonction,

I 4.. ;y —— ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ^
J î — 2^ "h tX^4- .t'"

N = i , (0,0)^1.
ï

N==2, ( ï ,o)= — x
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N^-3, (2,0) =1^^-^'

N=-4, (2, i )==(r ,a)=(o,3)==i -h-a'.

,C D___, . .F

o — ^ - - • - ^ ^ ^ ^ g ^

N = 5, (/,,o) == (3, i ) = Y=:-^-^c^-^

N =. 6, (5,o) == 7r:1i-^•--ï3+^;; '

., ,_ t-i-^r1"'^2.
(.à, 3 ) — — -;-_F.-̂ .2 __ ,-y;>

N=7, (6,o)= 7rr^•^Ï23-^+'i,r••":r^^^

1 "">" a •r

( 5, i ) = 7-^•^-_7y2:^'';?^_-laA•i•~^^^^^^^^^^^ '

(4,3)==-,-^-^;-^ '

(-ï/i ) = ( i ,5) == (o,6) -= ' -t- •A' -1- *•'•
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î -+- «r
N=8, ( 6 , 1 )

î — .r" 4~ ar' — j;-"

ï 4- x — x^
(4,3) =(3,4) i — .z'

( 0,7 ) === î -h- x -4- ,z-4 -4- ^7.

N=9, (8,0).^ (7,i)
î — .a? -h ,r- — .•x-" 4- ̂  — 5i '^ -+- îî .y '

Ï -4- 2^ -h 2,2-2

(6,.) = (:>,3) = ̂ ^,^^^^

^ ^ . _ :r -h^ a .:r̂ h- .•^"— ^" + .r"(,, ,.,)) ._.. —.-.̂ ^ -̂-̂ ,,.̂ .
.2»_- ̂ +.^

^ î t " — - • —

2 .'y -{" X131 + .T4 -i- ,'3?'̂  4~ ..a/'7

( • > 7 ) - î -h .'F

a + 3.2?+ 3^8

N == îo, ( 7,a ) == ...,.,,-.,.--„,..,—.„.,„...-7 ' / ' / 0 -.L-. ^ ».l.- ^a ».̂  ̂  4-. a .y/2 — ^ ̂ ;i — ^.y ̂ . 3 ̂  ̂ . 3 ̂ .7 •'

î •+• ̂  -h ^a -1" .r4
(;,̂  ) =. 7::̂ ^̂ ^̂  '

r -h a x -h 9. A'2 "4- x" -h cX'0
(3,6)--

N--n, (7,3)=

(5,5)-=(/;,6)

î1 -1- ̂  "•l- a!" — .z'"

2 — 3 .y/2 — 6 .z'3

a »....,.„, ^ ̂  — ^;2 — 5„^•!î 4- 3 .z'4 — ,'̂ 5 --î- a .T" -î- .î-"7 '

î ».,,̂  ,.̂  — ,^";t•+ ̂  -h. .r5

j- — ̂  -..̂  .'yi-

jf + :>. .z1 4- a ̂ 2 -4" ^3 -t- ^4 -l- ̂  + ̂ >fi +- •-ly"i<

(3,7) := (^8)=- I -4- .'̂  ~t-" W

I — .^-2 — îi,^3 -h '̂'''
N=^, (7,4)=(fi,5)

:( ̂  a ̂ 3 — 3..̂ ^ + ̂ s' 4" ̂ !î — ^R — ^7

•VT ., / / - N «, ï + ̂  —— ^__3^4. ̂ —— f71

IN = î o, (.^7} — —^"r:"'̂ ^
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II. — Formules de récurrence et fractions continues holoïdes.

12. Nous n'avons é tud ié j u s q u ' i c i que les propriétés d 'un système
Y < , Y a de polynômes considéré isolément. Nous al lons rechercher
maintenant les rapports qu'ont entre eux les différents systèmes q u i
correspondent à un même couple de séries S,, S^.

Voici d'abord quelques déf in i t ions .
Pour que le système Y < , Y^ ne corresponde qu'à un seul point , du

plan , i l faut et il suff î t q u e À = = o ; le système ne correspond alors
qu'au point ( v ^ , V a ) » et l 'ordre de l ' approx imat ion en ce po in t est
^ 4- ̂  -̂ . y . '[JQ (^| systerne est di t normal.

Tout système q u i correspond à p lus ieu r s points du plan est d i t , an
con frai re, anormal.

Considérons les droites (D) du plan qu i oui pour é q u a t i o n géné-
rale x +y == /r, où k désigne un en t i e r pos i t i f ou n u l . Elles cont ien-
nent tous les po in ts du plan dont les coordonnées sont entières posi-
tives ou nulles. Nous donnons à chacune d 'el les , pour n u m é r o
d'ordre, la valeur du nombre k correspondant. Eu tou t p o i n t s i t u é
sur la droite k, auquel correspond un système normal , l 'ordre1 de
l 'approximat ion est Â - + - J I . Considérons , au contraire, un po in t s i tué
sur la môme droite, mais auquel corresponde un système anormal .
So ien t^ , Va lesdegrés des polynômes de ce système, et v, 4- v^ •4-A 4-1
l'ordre de l 'approximation. Cet ordre ne sera égal à ^-4-1 que si

on a
/,=: ^4-. y, 4- y ,

c'est-à-dire que si huiroite estia diagonale, dont l ' équat ion est
! , ^+^=^ï4-^4-^

du carré ou se t r o u v e n t tous les points représentatifs du. système
anormal considéré. Selon que1 k sera plus grand ou plus petit que
cette valeur v, + v,,+ À, en d'autres termes, 'selon que ' la droite con-
sidérée sera, par rapport à l 'origine, au delà ou en deçà'de la diago-
nale du carré, le nombre k+ ;r sera supérieur ou inférieur 'à l'ordre
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de l 'approximation aux différents po in t s de la droi te qui correspon-
dent au système anormal considéré.

Nous wpellerons points représenlali/s principaux d'un système ceux
des po in t s représentat i fs du système qui sont sur la diagonale, paral-
lèle à la droite x-^r-y = o, du carré des points représenta t i f s ; si un
système est normal , son u n i q u e point représentat if est p r inc ipa l . Tous
les po in t s représentatifs p r inc ipaux placés sur u n e même droite (D)
quelconque correspondent à u n e même approximat ion , égale à A'4- i
pour la droite (D) dont le numéro e^t/c. En raison de cette propriété,
nous appellerons les droites (D) droites d^égale approximation.

Nous dirons qu'un système est plu^ avancé qu ' un autre quand l'ap-
proximation, qu'il donne est plus grande; ses p o i n t s représenta t i fs
principaux sont alors sur une droi te d'égale approximation plus éloi-
gnée de l 'origine; nous les dirons aussi plus avancés que les points
représentat ifs pr incipaux de l 'autre système.

Nous dirons de deux points représenlatifs ([^, (Xy) , (^, [^) qu ' i ls
sont configus, lorsque la valeur numér ique des différences p/, ~ (x,,
^ -^ u^ne surpasse pas l ' u n i lé; nous dirons enf in que deux systèmes
y,onk eonligu^ quand ils correspondent à des points représentatifs con-
t igus.

13. Considérons deux systèmes Y ^ , Y^ e tYp Y^. Soient v, et v^ les
degrés respectifs des polynômes du premier système, e t v < 4-^ +X 4-1
l'ordre de l 'approximation qui lu i correspond ; v\, v^ et v\ + v'^ 4- ^/ 4-i
les nombres analogues relatifs au second système. Supposons encore
que ce second système soit plus avancé que le premier, en sorte qu'ils
sont nécessairement dis t incts et que l'on a

^ ̂ .. ̂  4- /. 4. T < i/i 4" ^2 4- V 4- 1 .

Nous nous proposons d 'évaluer les degrés du premier et du der-
n ie r terme du d é t e r m i n a n t

A^YiY,-Y,Y^

supposé ordonné suivant les puissances ascendantes de x.
On a i d e n t i q u e m e n t ! ^ ! , 1 !

ft,A=:S^.Y, - S^.Y^ Y, (S ,Y ,4 - S,Y,) -Y,(S^ 4-S,Y,) ; ,
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comme les parenthèses, dans le dernier membre, sont divisibles res-
pectivement par œ^^1 et ̂ ^\ tandis que S,,, Y, et Y, o n t
chacun un terme constant différent de zéro, on voit que le premier
terme de A est de degré v^ 4- Va + ^ + J •

Quant au dernier terme, son degré est au plus égal au p l u s grand
des deux nombres

Vl4 -V^ ^4-^.

Maintenant , si l'on suppose les deux systèmes cont igus , on a évi-
demment, soit

V\ =: z»i -4- ). -"h ï , ^2 ^ ^2 •+ 1 -I'- î ,

soit
Vi 1= ̂ î + A "h I, ^ == ̂  -+• /. 4- l.

Dans le premier cas, on a
^4-. v^^4" V 2 + Â 4 - .ï, ^+ "^i :-=Vi-+" Va 4-'A 4" l

et, dans le second,
y^ ̂  ^,^ :-:: ̂  .4.. Vg 4.» },,+)(, ^2 -}- ^^ ;.:E Vi •-h Vî -\- A -h î ;

en sorte qu'alors A, qui n'est pas identiquement nul , se rédui t néces-
sairement à un monôme de degré v < 4- Va4- ^ 4- î . Ainsi :

Sï A? .̂r systèmes Y^ Ya ̂  Y,, Y^ ^o/i^ conligus ei inégalement awnw,
le déterminant A = Y^ Y^ — YaY^ ,y^ réduù à la forme

A^/^r^1^84"^1-1,

h désignant une constante différente de zéro, et v ^ -h v^ 4- A 4- î l'ordre
de l'approximation donnée par le moins avance des deux systèmes.

14. Considérons maintenant trois systèmes de polynômes

(5) , , Y/Y.; Y,, Y,; Y^Y;,

dont chacun soit contigu au précédent et plus avancé que
pose

. \ aYi4^y,=Y^
aY24-aY2=Y,,, •

l u i * Si l 'on
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et que l'on résolve par rapport à a et a, on ob t i en t
Y" Y' — Y" Y' Y Y" Y Y77

/y —— 'J L» - l 2 t •I /-/ __ jLlJ-CIL LiAl
' """ 'Y'1 Y' ~ '\ Y7 """" Y Y' Y Y'S 1 I, ^ —— 1 3 1, ^ î. i 1 3 — 1 2 1 l

Dans ces formules, le dénomina teu r n'est autre que l edé te rminan tA
que nous venons de voir être égal à /ix^^'^^"1, v^ -h v^ -+- A -+- r dési-
gnant l 'ordre de l ' approximat ion donnée par le système Y < , ¥3.

Le numéra teur de a est, au signe près, le d é t e r m i n a n t analogue à A,
mais relatif aux deux systèmes Yp Y!» et Y^, Y'^, en sorte qu'il est un
monôme, à coerticient d i f f é r e n t de %éro, de degré v\ 4-v^ +• A'-h1,
en désignant par là l'ordre de l 'approximation donnée par le sys-
tème Y , , Y,.

Donc a est un monôme à coefficient différent de zéro, et dont l'ex-
posant, également d i f f é r e n t de zéro, est égal à la d i f fé rence

^ 4^ v^ -+. À' 4" j — ( Vi 4- ^â -h À "h" r )

des ordres des approximat ions données par les deux premiers des sys-
tèmes (^> ) .

Le numéra t eu r de a est encore un d é t e r m i n a n t A, mais qui n'est
plus re la t i f à deux systèmes contigus et ne se1 rédui t pas, par consé-
quent, nécessairement à u n j n o n o m e ; le terme de moindre degré'est
de degré v < -h v ' z -h X -h :r. Donc a se réduit à u n polynôme ayant un
terme constant différent de zéro.

On obtient a ins i celte proposi t ion :

Si l'on représente par
•Y 'v • Y7 y f * Y'' 'vs 1, ,»,;}, .1, p ,*. g , - î, ^ , n ^

trois systèmes de polynômes tels que chaque groupe soit contigu au pré-
cédent et plus wancé que lui, on ci

aYi-haY^ =Y^
{ / ^^aY,=Y^

où a désigne un monôme à coefficient et exposant différents de zéro^
dont le degré est égal à la différence des ordres des approximations don-
nées par les deux premiers systèmes^ et a un polynôme à term-e constant
différent de séro.

Ânn. Èc, Norm^ ( 3 ) , XIX. 1— MAÏ uyrï. 1 1 1 1 . rifl 1
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15. On peut alors imaginer aisément une succession A, B, C, .. .,
H, K, L, .. . de systèmes de polynômes tels que trois systèmes consé-
cutifs quelconques satisfassent aux condi t ions imposées dans ce théo-
rème; et, alors, les deux polynômes de chaque système, à partir du
troisième, seront rattachés, par u n e suite de relat ions de la forme (6),
aux polynômes des deux premiers systèmes A, B.

Remarquons que rien n'établit que les successions a ins i formées
soient les seules qui donnent l ieu à de telles relat ions de récurrence.
Il en existe d'autres, en effet, dans certains cas très spéciaux; mais je
n'entreprendrai pas ici, leur discussion, et renverrai, pour ce qui les
concerne, à la seconde part ie de rna Thèse de doctorat Sur la repré-
sentation approchée, etc. ÇAnn. se. de l 'Ec . Norrn, sup. y 3e série,
t. IX, 1892),

16. Je n 'approfondirai pas non p lus davantage l 'étude des degrés des
éléments a e t < % des formules (G), dans les d i f f é r en t s cas qui résultent
de la considération des diverses posi t ions relatives que peuvent avoir
les trois systèmes de polynômes qui figurent dans ces formules. Cette
étude conduit , en particulier, lorsque tous les systèmes de polynômes
sont normaux, à la no t ion des successions qui d o n n e n t naissance aux
algorithmes réguliers, c'est-à-dire dc^ successions telles que les élé-
ments a correspondants a ient tous leniôine degré, ainsi que les élé-
ments a. Je renverrai aussi, sur ce sujet, à ma Thèse de doctorat et
à mon Mémoire Sur les développements en /mêlions continues de la
/onction exponentielle (Ann, sa. de UÈc, Norm. nup., 3e série, t. X.VT,
^899).

17. Les formules (6) ont la forme de celles1 par lesquelles 'se cal-
culent les réduites consécutives d'une fraction cont inue où les numé-
rateurs et les dénominateurs partiels seraient désignés respectivement
par les lettres a et a.

Imaginons donc que l'on a i t formé une fraction continue dont les
deux premières réduites, A, B, soient

•Ya • Y,
"'Y7 ^W , 1 1
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et dont les numérateurs et dénomina teurs part iels suivants soient res-
pectivement les quanti tés a et ci des formules (G) qui se rapportent au
calcul des systèmes successifs C, D, . . ., H, K, L, . . . de polynômes :
les réduites de la fraction ainsi formée seront évidemment

Y, Y. Y:
^ . ____„ ___________ ________ y ___________ ___________ , . . . ,

1 1 î 1 Y 1

c'est-à-dire des fractions rat ionnelles approchées (n° <S) de la f o n c t i o n

^'(.•x').&2

Les numéra teurs partiels de la f r ac t ion c o n t i n u e sont donc tous,
abstraction fa i t e des deux premiers, des monômes à coeff ic ient et ex-
posant d i f îerenty de zéro; les dénomina teu r s partiels sont, les deux
premiers exceptés, des polynômes à terme constant dif férent de %éro;
enf in , les rédui tes sont toutes des fractions rat ionnel les approchées
d'une mémo fonction. J'ai. donné aux fract ions cont inues de cette na-
ture le nom de f r ac t ions con t inues holoïdes (Sur les développements
en fractions continues, etc., n°24).

En fa i san t usage de celte dénomina t ion , nous énoncerons le théo-
rème suivant :

Si l'on considère une succession de systèmes de polynômes

•y v • '\" 'V • 'V V " •il, » y , .1,, ^ A g , a j , s ^ , . . •

telle (jue chaque système sou contigu au précédent et plus avancé que lui,
ces systèmes sont les couples de termes des réduites successives d'une frac-
lion continue holoïde.

18. Exemples^ —1 'Reportons-nous au Tableau, d o n n é dans le n0 1:1.,
des systèmes de polynômes approchés re la t i f s aux deux fondions

Si = i -l- .y — 2^ 4- .z"3 4- .'̂ 'S
Sa == i — à A13 -h .2^ + ̂ •(^

Nous les avons précisément écrits 'sons la forme de fractions ration-
nelles approchées de la fonction .unique —(x). 1 1

1 1 1 ' ! °2 ' 1 1 1 1 1 ! ! ! '

î ° Si l'on extrait de ce Tableau les diversesfractions que l'on ren-
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contre en se déplaçant, à part ir de l 'origine, sur la diagonale ' y ^ x ,
on obtient les fractions suivantes :

1 ^- ,,y — .̂.'î f 4- ,-y — .-y/t -4- ̂  + .z-"» î 4- ,y -.- o, .y3 + .''̂ ;i 4- •Ï1'
I, Ï4-.Z, .-.,..,..̂ ^ — - ^—^,.3^.^ î j — 3 .̂ 3 4^ ̂  4_ .̂'i î

Sdont la dernière est la fonct ion ~(.r) elle-même. Ces fractions sont
Ï»2

les réduites successives de la fraction cont inue

x
» .̂1̂ . _,^___„.„,.,..„,-„.„„-...„.„,..,.

1 "̂  "•--11-1-11-1--1--̂
ï "i- .-^.--1-11-,..r'3

ï

Les valeurs de l'ordre N de l'approximation donnée parées fractions
sont

j , /(, 8, i l , ce;

si, négligeant le dernier ternie de cette suite, on retranche chaque
terme du su ivant , on trouve les nombres

'î f. ^0, i.\, Oy

qui sont bien. les degrés des numérateurs part iels do la f ract ion
continue à partir de celui qui in te rv ien t dans le calcul de la troisième
réduite,

2° Considérons pareillement les fractions suivantes, extraites du.
même Tableau, où les points auxquels elles correspondent ont été
désignés par les lettres A, B, C, D, 15, F, G-, H, K :

1 T 1
? X — x '" ' ? 1 — x 4- ̂  — X3 ? I — «a? -h X^ — ̂  -h X^ ?

ï 4- <y . ï 4- 2 x 4- 2 x'1 î — ^y2 — a «r3 4- a.^
î — a^ 4-* «^â — x^ ï 4~ ̂  4- ̂  — /z'^ — x'" î. — x — a .'r31 4- 2.2^ — .z9 4- ^6

, j ̂  ,y — ^ ̂ .'i ̂  ̂  ̂  ̂

i — 2^4- ̂ ^ ^ ?

elles forment également une suite de fractions contiguës et de plus en
plus avancées.. Elles senties rôd'uitcs successives de la fract ion
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continue holoïde que voici :
x

^-————ï
, .yt 1 _ _ ______ ^i ~-— ,.*..' ~r~ ——— 1 ••- •-•—- - — _

A'2

,'T

, 2 .̂
T .._ .̂ /y ___ /y» i 1 __
A <-</ <-4/ 1— ' ' "" '—————————————————————————————""1',-

•z'2

x
J + ̂  — —,.————_,„„——..—,^——.

3 — 3 X 4- .2?2 4- ———'—————
1 -j- X 4- .2"2

Los valeurs successives du nombre N sont, dans ce cas,

i, 2, 4, 5, 6, 8, 9» J 2 » co»

q u i , en ne tenant pas compte du dernier terme, donnent les diffé-
rences successives

î , a, i , r , 2, r , 3;

ce sont les degrés des numérateurs partiels de la fraction continue à
part i r de celui qui concourt à la formation de la troisième réduite.

III» — Les fractions continues canoniques.

19. Une généralisation naturelle des opérations par lesquelles on
convertit , en Ari thmétique, un nombre quelconque en fraction con-
t inue conduit , comme on sait , à la transformation de toute série
ordonnée suivant les puissances descendantes de la variable, en une
fraction, cont inue, unique et parfaitement déterminée, de la forme

w p ^ p ^ p.^ ... dés ignent des polynômes entiers, du premier degré
au moins f et po un polynôme .en t ie r 'qu i peut se réduire à une con-
stante que lconque .

rappellerai cette fraction continue la fraction continue canonique
correspondante à la série donnée. ! 1 , ! . ! ! ! , ! 1 ',
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L'objet de cette troisième part ie est l 'étude des rapports qui existent

entre la théorie des fractions rat ionnel les approchées et des fract ions
cont inues holoÏdes correspondant à une même série, telle q u e nous
l'avons exposée dans ce q u i précède, et la théorie du développement
d'une fonction en fraction continue canonique .

sÉtant donnée une série entière —(;r) que nous désignerons sim-
plement par u(x), savoir:

u ( x ) == CQ -4- Ci x -4- c^ ,z'2 4- en ̂  -i-. • • »

où Co est supposé di f férent de zéro, il lui correspond u n e i n f i n i t é de
fractions rat ionnel les approchées et de fract ions c o n t i n u e s l io lofdes ;
et, dans ce qui précède, nous avons f a i t l ' é tude des relal ions qu 'ont
entre eux ces d i f f é r en t s éléments.

Si, m a i n t e n a n t , nous fa i sons le changernent de variable

la série uÇx) se t ransforme en une série procédant suivant les puis-
sances descendantes, de y

( ï \ C\ C-> C^
U { — == C(» 4- — "+- — -h —r -h ... ;\ y ) y y' y

chaque fraction ra t ionnel le approchée dev i en t , en m u l t i p l i a n t par
une puissance convenable de y, une fraction i r réduc t ib le à termes
entiers enj; chaque fraction con t inue holoïde se change en une frac-
tion continue dont les éléments peuvent être de même rendus entiers
en y. Nous voulons rechercher dans que l les relat ions se t i e n n e n t ces
quantités dépendantes de y , et dans quel rapport elles se trouvent
avec la théorie des fractions con t inues canoniques .

. . 20. J'examinerai d'abord le cas, très simple, ou toutes les fractions
rationnelles approchées de uÇx) sont 'normales.

, II y ' a deux fractions cont inues hololdes qu i ont pour rédui tes les
fractions rationnelles approchées dont les points représentatifs sont
placés sur la bissectrice de Fangle xOy des axes de coordonnées*
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L'étude des degrés des éléments a et a, faite dans la seconde Part ie ,
montre que l 'une de ces fractions cont inues est de la forme

^....... „.„. /'2•z>.
l 4- ^2 ̂  -^ "—-

! ' ' , X

î ~^^,x 4- •-1"1
i 4- ,̂ .ï 4- ———.--—-.^_^^^^^^^

. . . î\^
4- -s'.-; .̂  4- .

où r ^ , ra, r;p . . . désignent des quanti tés constantes toutes d i f férentes
de zéro, et ^2, ,v;p s^ . . . des quant i t és constantes qu i peuvent être
égales à zéro.

Remplaçons «2' par -•; dans celte fraction ; il v ient
•/

y A),.̂  .....^^^^^^^^^^^^ ^r,^ --—--...—.-."-........——.
/ ,'< / 3

» _ y + s + .̂....,,.,-,..»..,,..-,.,...,.......,̂
.v.» y^ t /•/,

,j ̂  „ + ..-....,..„„...,-,„.„.....„. .̂ ..i.-,.,..,,..,..,..,..,...,-...,...,.,,. ,. y 4. ^ + ....„...,,, .,.,.,.,̂ ., ,..„__.....„...
r /•^ J y ̂  .^,4-..

ï.l. ̂ 4. ...„.„„.. '̂L...̂ ,,.̂ ,,.
y «y'."/ î. 4- -f: 4- .y

Cette nouve l le fraction con t inue est c a n o n i q u e ; je dis que c'est la
fraction cont inue canonique de la série u (•-f; ) -

Ses réduites s 'obt iennent» en effet, évidemment , en remplaçante
p a r — d a n s celles de la fraction cont inue holoïde d'où elle provient.
Considérons, alors, la r édu i t e de cette dernière fraction correspon-
dante au po in t ([j^ (x) de la bissectrice, et désignons-la par y—-? en
sorte que IJ(^) et V^r) désignent des polynômes en t ie rs en x d o n t Je
degré est exactement égal à (x, et qu i ont l 'un et l 'autre un terme
constant d i f fé ren t de %éro. On a la relat ion1

^(^) = uit^4-A/^^-•H4WA^^••K4"-/ N ( œ )

où A' est une quant i té constante différente de %éro. Si nous y intro1-1
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(luisons — à la place de se, elle devient

^- l^-u(i)+_A' + A" +
U v ^ n ^ ^ 1 ' ' ' ''W

Si l'on rend entiers les termes de la fraction

•€-)^y

en les mu l t i p l i an t tous deux parj^-, i ls dev iennen t Pun et l 'autre de
degré [^; et, comme, d'après l 'égalité précédente y la d i f î e rence
entre u ( — } et cette fract ion est, par rappor t à " - 1 ? i n f i n i m e n t p e t i t e\ y / i 11 y l

d'ordre 2p + T, il. en résulte q u e la fraction est bien l 'une des rédui tes
de la fraction cont inue canonique relative à la série ^ ( " • • r ^ -1 ' ! ' \.y/

21. Les fractions rationnelles approchées de ^(^) étant toujours
supposées toutes normales, considérons encore l 'une des f rac t ions
continues holoïdes dont les réduites sont les fractions rationnelles
approchées qui, ont leurs points représentatifs sur une parallèle à la
bissectrice de l 'angle x ( ) y . Suit

y — œ = a

l 'équation de cette parallèle, a désignant un entier quelconque que,
pour fixer les idées, je supposerai, d'abord positif, •

La f rac t ion 'dont il s'agit est de la, forme suivante, comme on le
reconnaît toujours en, s'appuyant sur les considérations développées
dans la seconde Partie

»» /y.a-hl
R, ( ̂  ) + ————.^..^•i......————

,4-^-+_______/'^——— ..„_.
/•,. d;2i+,î;),r-)--1———.--.-.A-..,,,............

,. +, ̂  +...-.„,,. Zi^,._.
l 4- A"; IIC -\- , .
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R^(^) désignant un polynôme entier en x de degré a, r>, r^ r,., , . .
des constantes toutes différentes de zéro, et ^, ^3, .^, ... des con-
stantes qui peuvent être nulles.

Remplaçons x p a r — ; une transformation facile conduit à l'expres-
sion que voici :

7-a[^f-')+—————^————,:y j r.»
^ / y + ̂  + ,.„———————L

y •+- ̂  •
7-!~.^+..

La fraction continue placée entre crochets estime fraction continue
canonique. On reconnaîtra aisément que c'est celle qui correspond à
la série

y.^^:::.c,y^a,y^+...+c^y+c^^
\1/ / */ V

D'îibord il est évulent que les réduites de cette fraction se déduisent
de celles de la fraction con t inue holoïde d'où elle provient, par le
changement de x en -^ suivi de la multiplication par le facteur^.

Considérons alors l 'une des réduites de la fraction continue holoïde ;
soient (p., v) les coordonnées de son point représentatif, en sorte que

v —!- p :=: y.,

Si on la représente encore par • ^ ) le polynôme V(.r) sera de degré p-
et l!(x) de degré v ou p- "h- a. On a, dans ce cas,

u(^)^ {]w + A/.r^""4-14- A^^"^-2 -h...,V(.r)

ou la constante A/ est différente de zérOy et l'on en conclut, en intro-
duisante" au lieu de x et mul t ip l iant parj^<•/

^p.+'a (] f 1.. \
^ (l\ - '-'-——U + -AL + _A^
y \ r ) " ~ . v . y ( L \ ^w ^w

\ y }
Ann,. Kc. Nurm., (3) , XIX. — MAI 1902. 23
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Les termes de la première fraction du second membre étant entiers
en y, et le degré du dénominateur étant égal à (x, on conclut encore
de cette égalité que cette fraction est bien l'une des réduites de la
fraction continue canonique correspondant à la série y^u[-\'

22. Nous avons supposé a positif, mais une démonstration toute
semblable s'applique au cas où a serait négatif; il faut seulement,
dans cette hypothèse, observer que la fraction continue holoïde qui
se présente est de la forme

B, (^ ) .
* r""" A ^ tw " ~ 1 ' '"'———— nx^

î 4- s^x 4-
ï-h.^A'-h. .

où Ri(^) est un polynôme entier en x de degré égal à — a , et où
''a» ^îp • • * ? ^a» ^3 v - - - conservent la môme signification que précédem-
ment.

C'est toutefois ici le lieu de faire la remarque suivante.
L'introduction do î- a la place de x dans la fraction continue précé-

v

dente conduit à l'expression

y-a ["_________î_________
J ... / ï \ /•.L^ ï ^——rl

^ y^,^—————,^

y^rs^ y + ̂  4-.^ î

Si Fon supposait, dans la fraction entre crochets, a non. plus négatif,
mais nul, cette fraction cesserait d'être une fraction continue cano-
nique, le premier des quotients Incomplets n'étant pas de degré au
moins1 égal à î par rapport à là variable y. Cette circonstance n'em-
pêche nullement le raisonnement fai t précédemment de pouvoir être
poursuivi, et il, en résulte que les réduites de cotte -fraction continue
non canonique sont les mêmes que les réduites de la fraction con-
tinue canonique relative à la série ^ ( — j - Nous aurions d'ailleurs\ </ /
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rencontré cette fraction non canonique dans le n° 20, si, au lieu
de prendre» pour représenter les fractions rationnelles approchées
de uÇx) dont il est question dans ce numéro, celle des deux fractions
continues holoïdes correspondantes qui est de la forme

y* —L~/ 1 "+" —————

ï •+" s.^ x -4-
I -h .?3 X -h . .

nous avions pris la seconde, qui est de la forme

,.. ..—/'̂^ p. . . . . . ..„.-
l 4- ^2 •^ •+"

I -h -S';} X + .

Nous devrons, dans ce qui suit, tenir compte de cette remarque et
regarder la transformée on y de la dernière fraction continue holoïde
comme une seconde fraction continue canonique pour la série ^ ( - r
Toute série ordonnée suivant les puissances descendantes de la
variable, qui commencera "par un terme constant diffèrent de zéroy sera
donc pour nous susceptible de deux développements en fractions
c o n t i n u e s c a n o n i q u c s.

23. En résumant les résultats obtenus jusqu'ici , et qui se rap-
portent au, cas où toutes les fractions rationnelles approchées de uÇr)
sont normales, on voit que :

Les fractions rationnelles approchées de uÇx} qui ont leurs points
représentatifs sur une même parallèle, y — x == a, à la bissectrice de

V angle xQyy deviennent, quand on y remplace xpar — et que l'on mul-
iji

tiplie par y^, les réduites successives d'une fraction continue canonique,
Cette fraction continue canonique', qui s obtient évidemment en appli-

quant les mêmes transformations à la fraction continue holoïde qui a
pour réduites la succession considérée de fractions rationnelles, est celle
qui correspond à la fonction !

y^ u ( - } *J \ y )
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Les fractions continues holoïdes dont il est ici question sont, en
général, régulières, et constituent la troisième catégorie des fractions
continues régulières (n° 16) correspondant à la fonction uÇx).
MaiSy qu'elles soient régulières ou non, les quotients incomplets p ^ ,
p ^ , ... des fractions continues canoniques correspondantes sont tou-
jours du premier degré. La considération à laquelle nous allons passer
maintenant d'an Tableau de fractions rationnelles approchées qui ne
sont plus toutes normales, va nous amener au cas où cette circon-
stance ne se présente plus et en donner une interprétation intéres-
sante.

24. Supposons donc maintenant les fract ions rationnelles appro-
11 ( x}chées de u(x) normales ou anormales, et soit ——^ l ' une d'elles.y (.T)

Soient p- et v les degrés de son dénominateur et de son numérateur,
( x + v 4 - - X + ï . l'ordre de l 'approximation qui lui correspond; on a
alors

(7) , a {x) =: 0(^ 4- A^M"v+)'H 4- A^^4^ 4"...,v (A')

où A7 est une constante différente de zéro.
Cette fraction correspond à tous les points du carré dont les côtés,

parallèles aux axes, passent par les points (p^ v), ((x 4- À, v "+" 'X).
Soit h un nombre entier satisfaisant aux conditions

o^A^,

en sorte que (;x 4" Ây v) soit l 'un, des points placés sur le côtéy === v
du carré. Remplaçons, dans (7), oc par ̂  puis multiplions les deux
membres pary^^"^; on obtient

yVO/T\

^^u(^-^L + ___A__ __^___ ̂
W ^/.v (^\ y^^^-1 j^^)+w.+î ̂ - • -J \ y )

Le polynôme entier on y , y^yflY étant de degré ^+h, et
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^ -- h étant positif ou nul, cette égalité établit que la fraction

yW^)•/ \ y )
y^^(l\J \yJ

est l 'une des réduites de la fraction continue canonique de la fonction

v~(^)^ (ly
\y }

De plus, l'ordre de l'approximation donnée par cette réduite étant
2([x •+• A) + ̂  — h 4- i ? on en conclut, par les propriétés connues des
fractions continues canoniques, que le degré du dénominateur de la
réduite suivante sera (p- -h- A) 4- A — h 4- î et, enf iny que le quotient
incomplet correspondant à, cotte réduite sera de degré À — h 4" î . Or,
ce nombre "À — À 4- î est précisément le nombre des points du carré,
où figure ' - ' , qui se trouvent sur la droite y — x === v — (p. 4- A).t V(.:z-}

Si, au lieu de rmiltipl.ier l'expression de u{^-\ par yMp"^ on la
mu,ltiplie pary^'^5""^, ce qui donne

yV4"A[J /l^

y(V4-A)-{A,/ fl \ —— '__„„_,..___\Z.L 4, „.„..„...,...„;/~_____ ̂  ____y"___,„ +.J ' \ y J ^ y^(l\ y^^ y^^ " ^
\y/

le même raisonnement établira que la première fraction du second
membre est une des réduites de la fraction continue canonique de la
fonction y^n^^-l), et que le degré du quotient incomplet qui\*/ /
correspond à la réduite suivante est égal au nombre de points du
carréy où figure ' ^ y qui se trouvent sur la droite

j — ^ = = ( v 4 - / 0 — p - ;

Nous obtenons ainsi ce théorèmegénéral î

Si Fan considère la succession des/raclions rationnelles approchées
distinctes relatives à la série u{x}, dont les points représentatifs sont
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'aces sur la droitepli
y — x •== a,

où a désigne un entier quelconque ; ces/raclions, qui sont les réduites
d'une certaine fraction continue holoïde, seront reproduites par la succes-

sion des réduites de la fraction continue canonique de la série y°\ u; ( ~ ) ?

quand, après avoir multipliécelles-ci par y"^, on remplacera y par ~
En outre^ si un quotient incomplet de cette fraction continue canonique

n est pas du premier degré, G est que la réduite qui précède celle à laquelle
correspond ce quotient reproduit une fraction rationnelle approchée
anormale de uÇx); et le degré du quotient incomplet est le nombre même
des points du carré, où figure ceUe fraction anormale, qui se trowent
sur la droite y — x == a.

25. Pour donner quelques exemples de cette proposition, repre-
nons la fonction

, . Si / , ï -+" A* — a x^ -h ̂  -h ̂uw= ̂ ) = -^ .̂.̂ ^^^^^^^

qui nous a déjà servi dans les n08 11 et 18.
i0 Nous avons formé, dans le n° 18, la fraction continue holoïde

qui a pour réduites lesf raclions difïerentes que l'on trouve en se
déplaçant, à partir de l'origine, sur la diagonale y == x.

Ces réduites s'obtiendront simplement en remplaçant y par >î: danscv

la fraction continue canonique de la fonction u ( — } • > savoir :A \J/
l 4- ———ï———

ly -'-—
72- y

Le troisième efc le quatrième des quotients incomplets de, cette
fraction étant du second degré, la deuxième et la, troisième des frac-
tions rationnelles approchées, de u{x) que1 Fon considère seront
anormales, et, pour chacune d'elles, deux points représentatifs
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seront sur la diagonale y == x, ce que l'on vérifie bien sur le Tableau
dunML

2° Considérons, maintenant, la fraction continue canonique de la
fonction

^"G)'
qui se forme aisément par la méthode du plus grand commun divi-
seur. Elle est

y + ^ -+- ——I——^
y3"-1-1- ——"

y-^

Si Fon forme ses réduites, qu'on les multiplie par -5 puis que l'on

remplace y par -» on obtiendra celles des fractions rationnelles
approchées de u(x) qui sont sur la droite y — x = i.

Les degrés, égaux à 3 et à û, du second et du quatrième quotient
incomplet de la fraction continue montrent que la première et la
troisième de ces fractions rationnelles approchées sont anormales et
donnent le nombre de fois que les points représentatifs de chacune
d'elles figurent sur la droite y — x == i.

3° Soit encore la fraction canonique de la fonction

y^.u[

Elle est

r ^ ^
y ̂  ï 4. ^

y-r
y^ y^r

y ^v^-iJ-+-1

Les réduites, multipliées par y, donneront, en remplaçant y par ^
les fractions rationnelles approchées de u{x) placées sur la droite
j—a? = = = — i . Bien que trois de ces fractions rationnelles ap-
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prochées soient anormales, à savoir, la deuxième, la quatrième et
la sixième, aucune d'elles ne se trouve signalée comme telle par
la fraction continue canonique; ce qui t ient à ce que la droite
y — ce ==—i passe chaque fois par un sommet du carré des points
représentatifs de chacune de ces fractions anormales, et ne con-
tient ainsi qu'un seul des points représentatifs relatifs à chacune
d'elles.

26. On sait que la connaissance d'une réduite d 'une fraction con-
tinue canonique entraîne celle de toutes les réduites précédentes, et,
par suite, la connaissance des éléments de la fraction continue jus-
qu'au quot ient incomplet, inclusivement, qui, se rapporte à la réduite
considérée.

Si donc on suppose qu 'une réduite d 'une telle fraction, devienne,
quand on la m u l t i p l i e par une puissance convenable, y'A dej et que
l'on remplace ensuite y par —•> l 'une dos fractions rationnelles appro-un
chées de u ( x ' ) , cette fract ion, cont inue canonique coïncidera néces-
sairement, jusqu'au quo t i en t incomplet inclusivement, qu i se1 .rap-
porte à la réduite considérée, avec la fraction con t inue canon ique do
la fonct ion y^q-1" \ '

. ^^Une fraction cont inue canonique est donc impropre à fourn i r par
ses réduites, en leur appliquant les transformations indiquées, toute
succession de fractions ra t ionnel les approchées de u ( x " ) autre que
l'une de celles dont les points représentatifs sont sur une même
parallèle à. la bissectrice de l'angle x ( ) y .

Et, inversement, les seules fractions cont inues holoïdes de uÇx)
susceptibles d'être, transformées, quand on remplace x par • r - 1 ? puis
que l'on multiplie par une puissance convenable de y, en fraction
continue canonique, sont celles qui se rapportent à ces mêmes suc-
cessions de fractions rationnelles approchées.
. Ainsi, par exemple, les fractions continues régulières de la pre-
mière et de la deuxième catégorie qui, en supposant, pour fixer les
idées, le point représentatif de la première réduite placé sur Qy et
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d'ordonnée égale à v, sont de la forme
,. V.V4-1 „ ,y.\<.+-l

]^(.,.) + — — - - R,(^ . ) 4- ——————^————————
/ •i •* /'.) <£'i +. ——:..——— j -^ ̂  ̂  4. „..—————-l——————

/\ .̂  " /'. xi -"}- —--1.--- i -h.y.j.r + ————^———-
t -h. . •i i -}„ ̂  ̂ . -̂. ,

' ' ? * • •»

R^(;r) désignant un polynôme de degré v et r^, r;,, ... des con-
stantes -=f=. o, donnen t , quand on passe à y , les f rac t ions cont inues
non canoniques,,,,,t̂  _-.. .,,i,,f,)-,-__._

J 4» _.-..,̂ ,..,..̂ ^̂ ^̂  ^ • .. / y +. ,̂  4. „.———__.,J^————_,._

^ 4 ' /\ )'| 4- ....-,....̂ ,̂ !.,..,,..,....,...,... y .4,, ^ ^ ——————__———

.'-.-„'•.-
• T

27. Dans ses belles /{echerohes sur les fractions continues (Annales
de lu Facnlle (les Sclencea de Toulouse, 1894 et 1895), S( ie l ( jes prend
pour point de départ une fraction continue de la tonne

(F) ,,....,,.,...̂ ,.,,_̂ ^
^^4-..--.---....^-.-...^^ .

.̂.;... ..,,.,..„..,.„„..,..„..„..„....„......,,....
a Y 4- -.—,..—.,-.,
•v a,^ ••"i1-. . _

On voit imméd ia t emen t par ce qui précède, qu 'une telle fract ion
correspondra à n u e fraction c o n t i n u e régulière de la première caté-
gorie.

En y remplaçan t y par , et p o n a n t , pour n en t i e r positif ou n u l ,

/^,,^ ̂  ^.-..^—^ avec a^ == i elle devient le p rodu i t p a r a d e la fraction.^ / i r { n ( i
(A.) ——/'—-.-

i i r't:K
,.,- ..Z^,.

1 1 I -(- ̂
f ' ï

fraction continue holoïde régulière dont les réduites ont pour points
Aiw, Èc, Norm., (3) , XIX< — MAI t()w. ^k



l86 H. PADÉ.

représentatifs les points

(0,0), (1,0) ( l , ï ) , ( 2 , ï ) , ( 2 , 2 ) , . . . .

Stieltjes établ i t que, les constantes a étant supposées positives,
si la série Sa est divergente, la fraction (F) est convergente et déf in i t
une fonction analytique de z dans tout le p lan , sauf pour les poin ts de
la partie négative de l'axe réel.

Si, au contraire, la série Sa est convergente, la fraction con t inue
est divergente : la suite des réduites de rang pair est convergente,
ainsi, que celle des réduites de rang impair ; chacune de ces suites
tend vers une fonction m,éromorphe dans tout le p lan ; mais ces fonc-
tions sont différentes l 'une de l 'autre.

Une distinction s'établit donc' ici entre les rédui tes de rang
pair et celles de rang impair . Or i l est aisé do former les fractions
cont inues holoïdes correspondantes a chacune de ces suites de ré-
duites. Elles s 'obtiennent immédia tement par l 'application répétée
de l'identité

a .. aa'

a la fraction (A). On obtient ainsi les fractions cont inues holoïdes

(î^ ^__..^^^^^^^ rî<fv

r ^ r ^ x ' 3 1

ï 4"" r^x — -»-..,-.,.,.--,-----........--.--,..-,-.-..-

•-('•-'••'•'•-.ÏT;,':';^-;^
(,..) —————'__

ï -«L-, r y _ ~____„„-..,..„„....„..„..„.-_.»..,—^ „„..„. .̂ ...... „-*.—..,..„„,._„.„„„„„.-„-.„„,„„„„,„,.,,.„..-,.......-

, + ( ̂  ̂  r, ) ̂  ̂  ^..^^^^^^^
' î4,.(rg...hr,).T;—..^

dont la première a pour réduites kss réduites de rang impair, et la,
seconde les réduites de rang pair de (A).

Ces fractions (B) et (G) sont de celles auxquelles correspondent
des fractions continues 'canomques; celle qu i correspond à (B)^ a
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savoir

y ^r - r3r4r ~"r- / •{ " 1 ' ~ - 1 • — • — — ! —y -h /•4 •+- /', — . .

est une fraction continue exceptionnelle (n° 22) et peut être mise sous
la tonne canonique ordinaire

' i ! " ' " " "
y 4- /"2-4- r;r ^-S Ï ' f .

y+/ \4 -^—, . .
celle qui correspond à (C),

y+/'a~ ...̂ ......--.,....-.--.,,,.,.-,,,,.......,......--̂ .̂
j'-4- /';i4" /^

2' ;î

_ —..-̂ Z't̂ .8..,.-,.,̂
y 4- r;, 4- r,, —. .

est signalée par StieKjes lui-même au début de son Mémoire. Il, faut
remarquer que celle-ci a pour réduites les réduites de rang pa i r de
la fract ion in i t ia le (F), tandis que les réduites de la précédente sont
les r édu i t e s de rang impair de (F) mul t ip l iées parj.

Toutes les rédui tes de la fraction (A) peuvent faire partie d'un
même système de fract ions rat ionnelles approchées, et cette seule
fraction continue holoïde détermine toutes les autres fractions ration-
nelles approchées du système, c'est-à-dire toutes les fractions qui
correspondent aux points ((x, v) autres que ceux auxquels se rap-
portent les réduites elles-m.êmes de la fraction.

A ce point de vue, le Mémoire de Stieltjes apparaît donc comme la
plus profonde tentat ive qui ait été faite jusqu'ici pour obtenir la défi-
nition d'une fonction au moyen d'un système de fractions rationnelles
approchées, défini a priori par l'une de ses fractions continues holoïdes,
et se rattache complètement aux vues que j'ai brièvement indiquées
dans un M.émoire paru, en 1893, dans le Tome XVIII des Actamathe-
matica, et ayant pour titre ; Sur les séries entières convergentes ou diver-
gentes et les fractions continues rationnelles.

Depuis ce Mémoire, des tentatives remarquables ont été faites dans
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d'autres directions pour arriver à une u t i l i s a t i o n , dans le calcul, des
séries divergentes; je demeure néanmoins dans la conv ic t ion qu 'une
nouvelle étude des méthodes de Stieltjesya^ en se plaçant au point
de mie de la théorie des fractions continues holoïdes reste encore la voie
la meilleure à suivre pour parvenir au bu t désiré.

28. J'appellerai, en t e rminan t , l ' a t tent ion sur deux conséquences
de notre étude des f rac t ions con t inues canoniques .

Sans que j ' insiste sur un sujet qu i demanderait des développements
étendus, je ferai remarquer que le rapprochement que nous venons
de faire entre la théorie des f rac t ions continues canoniques et celle des
fractions holoïdes donne des ind ica t ions indispensables pour aborder
l 'étude de la général isa t ion des f rac t ions continues algébriques dans
le cas de séries ordonnées suivant les puissances descendantes de la
variable. Il montre que la simple analogie avec ce qu i se passe dans
le cas de séries ordonnées su ivan t les puissances ascendantes de la
variable serait tout à f a i t t rompeuse; et i l rendrai!, sans doute , compte
des difficultés rencontrées, à ce point de vue, par M', Hermite dans
son Mémoire Sur (a généralisation des fractions continues af^ébrù/ues
(Annali di Matematica p'ura ed applicata, 2e série, t. XXI ).

Enfin, lorsque l'on se reporte à l 'origine du développement en
frac t ion continue canonique d 'une f o n c t i o n , considéré comme \\w
extension du développement d'un nombre en fraction con t inue ari th-
métique, on est na ture l lement condu i t à se poser les questions sui-
vantes :

Puisque l'on a reconnu que, pour épuiser le système des fractions
rationnelles approchées d.e la série u (a î ' ) , il f a u t . avoir recours aux
fractions1 continues canoniques des fonct ions y^u Ç^\ où a prend
toutes les valeurs entières, n'y a-t-il pas dans la théorie des nombres
quelque chose d'analogue? Ne faudrait- i l pas, à chaque nombre jouant

..le rôle de la fonction ^ ( — j > en. adjoindre une ' inf in i té d'autres j ouan t

le rôle des fonctions y^u ( — ) y et considérer l 'ensemble des développe-v »./ /
ments en fractions-continues de tous ces nombres,'pour créer, au moyen
<le leurs réduites, l'analogue du Tableau1 des fractions rationnelles
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approchées d'une fonction? L'existence, dans l'un de ces développe-
ments, d'un quotient incomplet supérieur à l'unité est-il l'indice de
l'existence d'une fraction rationnelle approchée anormale, et une loi
de distribution de ces fractions anormales existerait-elle, qui serait
1 analogue de celle que nous avons obtenue dans la théorie des frac,
tiens rationnelles approchées d'une fonction ̂ Questions probablement
dilhciles, mais dont la solution conduirait sans doute à des résultats
du plus haut intérêt pour la théorie des nombres, et que j'indique
d autant plus volontiers que leur solution établirait le lien entre notre
théorie des fractions rationnelles approchées d'une fonction et les
belles et profondes recherches entreprises par MM. Hurwitz (Mathe-
mausche, Annalm, t. XLIV, î i) et Minkowski {Annales defKcob'
Normale supérieure, 3- série, t. XIII, 1896; Mathemaiùche Annalen,
t - 1 ^ , 1900) sur la représentation approchée d'un nombre au moyen
de fractions rationnelles.


