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RECHERCHES NOUVELLES

SUR LA

DISTRIBUTION DES FRACTIONS RATIONNELLES

APPROCHEES D’UNE FONCTION,

Par M. Hesri PADE.

Ce nouveau Mémoire est la suite naturelle de celui qui a paru, ily
a quelque temps déja, dans ces mémes Arnales (3¢ série, t. XVI,
1899, p. 395-420), sous le titre de Mcmoire sur les developpements en
Jractions continues de la fonction exponentielle pouvant serpir d’tniro-
duction a la théore des fractions continues algébriques. 11 ne suppose
pas, néanmoins, pour étre lu, la connaissance de ce premier Mémoire.

Il contient, particulicrement, le développement d'une Note pré-
sentée & 'Académic des Sciences dans la séance du 15 janvier 1goo.

[l se divise en trois Parties.

Dans la premibre, je reprends d’abord et j'approfondis, en me pla-
cant au point de vue le plus général, la notion de /fraction rationnelle
approchée. ) obtiens des caracteres concernant ordre de 'approxima-
tion donnée par cette fraction et la somme des degrés de ses termes
qui permettent de reconnaitre, de la fagon la plus simple, les diflé-
rents couples de nombres entiers positifs ou nuls auxquels elle cor-
respond. La détermination de ces couples était demeurée, dans ma
These de Doctorat, ol j'ai exposé pour la premiere fois toute cette
théorie (Annales, 3° série, t. 1X, 1892), une des parties les plus
arides ; I'usage que je faisais, & cet égard, d’une solution spéciale
d'un systéme d’équations linéaires, dite solution principale, pouvait
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justement paraitre, bien que m’ayant conduit au résultat, assez arti-
ficiel et fort détourné, en méme temps que des plus pénibles. Je
crois avoir amené ici la démonstration & un tel degré de simplicité, et
I’avoir conduite par une voie si naturelle qu’il me semble difficile de
désirer en ce point un plus grand progres.

L’exposition de cette premibre Partie est d’ailleurs faite sous une
forme qui permette la généralisation immédiate; pour cela, il m’a
suffi de considérer, au licu d’une seule série, deux séries qui inter-
viennent sculement par leur rapport. Celle généralisation présente,
d’ailleurs, certaines difficultés que, jusqu’ici, je n’ai pu vaincre.

Vai enfin calculé un exemple numérique é¢tendu ol se rencontrent
de nombreuses fractions rationnelles approchées anormales.

Dans la deuxiéme Partie, j’¢tudic les lois de récurrence qui lient
les termes des fractions rationnelles approchées, et la formation des
fractions continues holoides qui en découle immédiatement. La
forme synthétique que j'adopte donne & 'exposition une (res grande
simplicité, mais ne conduit pas aussi loin que Panalyse plus pénible
par laquelle jai traité la méme question dans ma These de Doctorat.
En particulier, je n’¢tablis pas ici les lois de récurrence qui con-
duisent & la méthode des polynomes associ¢és de M. Hermite.

Cette Partic se termine par des exemples de fractions continues
holoides tirés des résultats’ numériques obtenus dans la premiére
Partie.

Enfin, la troisicme Partic a pour objet I'¢tude des rapports qui
existent entre la théorie des fractions continues holoides et la théorie
classique du développement en fraction continue d’une séric procé-
dant suivant les puissances descendantes de la variable, développe-
ment que j'appelle, pour abréger, le développement en fraction con-
tinue canonigue de la séric.

Ces rapports, qu’au surplus il fallait une fois fixer définitivement,
s’apercoivent trés aisément dans le cas de fractions rationnelles appro-
chées toutes normales. Des détails de discussion m’ont néanmoins
obligé & donner quelque développement i leur examen. Ces dévelop-
pements préparent d’ailleurs la démonstration du théoréme nouveau
qui donne interprétation de la présence, dans un développement
canonique, d’'un quotient incomplet de degré supéricur i I'unité.
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Cette élévation de_degré correspond a I’existence d'une fraction
rationnelle approchée anormale et est lice d’une facon remarquable i
la loi de distribution, dans le plan, des fractions rationnelles appro-
chées.

Cette étude m’a conduit & examiner incidemment comment la
fraction continue qui a été I'objet des belles recherches de Stieltjes
se rattache & la théorie des fractions continues holoides, et i indi-
quer Pinterprétation que prennent, quand on se place & ce point
de vue, les résultats qu’il a obtenus relativement & la convergence
et & la divergence de cette fraction. J’ai donné cette interprétation
dans une Note présentée a 'Académie des Sciences dans la séance
du 15 avril 1gor.

Je termine, enfin, par quelques réflexions sur la question de la
généralisation des fractions continues algébriques et sur les consé-
quences que pourraient avoir, dans la Thdorie des nombres, les résul-
tats obtenus.

Lille, le 30 avril 1gor.

I. — Existence et distribution des fractions rationnelles approchées.

1. Considérons deux séries entiéres en @

( Sy g+ ay x4 a2 4= dyx’ . . .,
( S, e /)(, e Dy A= Dy - Oy x® . ..

(1)

dont les termes indépendants de @, c’est-d-dire @, et by, soient diffé-
rents de zéro.

Soient ., et ., deux nombres entiers, positifs ou nuls.

11 existe un sysiéme de polynomes, X,, X,, non identiquement nuls,
de degrés au plus égaux respectivement @ |1y el [ry, tels que, dans [ ex-

pression
51 X[ -+ Sg Ny

ordonnée suipant les puissances ascendantes de x, tous les termes, jusqu’a
celut, inclusivement, de degré (., + 1., disparaissent.
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Si 'on regarde, en effet, comme indéterminés les @, + @, + 2 coef-
ficients des polynomes X, et X,, la condition qui leur est imposée
s’exprime par ., + (., -+ 1 équations linéaires et homogenes par rap-
port & ces coefficients. Un tel systéeme d’équations admet toujours une
solution ol toutes les inconnues n’obtiennent pas la valeur zéro et
se trouvent déterminées & un facteur constant commun prés.

2. Les polynomes X, et X, étant ainsi déterminés, on aura
(2) 81 Xl - SQXQ o= .I/'U"_*-l','ﬂ“1 5,

S désignant une série entiere en a, qui peut étre, dans certains cas,
nulle identiquement.

Il résulte de cette relation que ni 'un ni 'autre des deux poly-
nomes X,, X, ne peut étre identiquement nul.

Si X, par exemple, était identiquement nul, il s’ensuivrait que X,
devrait étre divisible par

byt et e
qelht Pt ;

or ceci ne peut avoir lieu, puisque le degré de X, ne dépasse pas p.,
sans que X, soit lui-méme identiquement nul; et, par leur définition
méme, les deux polynomes ne sont pas simultanément identiquement
nuls.

3. Soit maintenant X, X un systeme quelconque de polynomes
satisfaisant aux mémes conditions que le systéme X,, X,, en sorte
que I'on ait cette seconde relation, analogue & la relation (2),

S, X+ 8, X, == apbutlatt §7
olt 8" désigne une nouvelle série entiére en 2.
De ces deux relations on déduit
8,(X, X, — X, X, ) = abwrtett (8K, — 8/X,);

et, puisque S, a un terme constant différent de zéro, on en conclut
que le polynome X, X, — X, X, de degré au plus égal & p, + p.,, de-
vant étre divisible par a#+#*', est identiquement nul.

Sidoncon désigneparY, et 'Y, les quotients des deux polynomes X,
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et X, par leur plus grand commun diviseur, on voit que tout systéme
de deux polynomes satisfaisant aux mémes conditions que le sys-
teme X,, X, sera formé par les produits obtenus en multipliant les
deux polynomes premiers entre eux, Y,, Y,, par un méme polynome.
Ce multiplicateur peut étre différent d’an systéme a autre.

4. Nous dirons du systéeme de polynomes Y,, Y,, déterminés 4 un
facteur constant commun prés, qu’il correspond au couple de nombres
(p4s ), ou au point du plan dont les coordonnées rectilignes rectan-
gulaires sont

& == [Ly, Y= P

Ce point lui-méme pourra recevoir le nom de point représeniatif du
systeme de polynomes considéré.

Ainsi done :

A chaque point (.., (v,) du plan, de coordonnces enticres, positives ou
nulles, correspond un systéme unique de polynomes Y, Y,, déterminés
@ un facteur constant commun pres.

Nes que lon connait deux polynomes X,, X,, de degres au plus égaux
respectivement @& (L, ¢t |hy, qui fassent disparaitre, dans {expression
S X, + 8, Xy, tous les termes, jusqu’a celuc, inclusivement, de degré
ey = gy U suffit de les diviser par leur plus grand commun diviseur pour
obtenir le systéme de polynomes Y, Y,.

5. Par exemple, si les séries (1) sont celles qui représentent e
et ¢, on a, en posant
F(5) 2= (5~ a)P(z-— b)),
les expressions suivantes des polynomes Y, Y, :
Y, == Flbatbatti (@) — P (@)@ 4. . . (— 1) F (@) 2,
— Y2 . F((}.,%—[};:-!—l)(/)) — F&pl,--or‘y.,——l)( ]/)w e (,« 1)[/,,[3((}.,)([,)33”:.
Je renverrai, pour leur démonstration, & mon Mémoire sur les deve-
loppements en fractions continues de la fonction exponenticlle (Annales

de UEcole Normale supérieure, 3¢ série, t. XV, p. 400).
Plus généralement, si les séries (1) sont celles qui représentent
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(1 +2)™ et (1+ a)™, on a, en désignant par G(«, B, v, «) le poly-
nome de degré |a|, formé parles || + 1 premiers termes de la série
hypergéométrique F(e, B, v, x) de Gauss, quand « est un entier né-
gatif ou nul,

Y, =G (— g, my=— mo— [y, — |2y — [hy, — ),

— Yo = G(— prgy Mg— My == [hyy — [hy— Mg, — T ).

Ces formules se déduisent aisément de celles dont j"ai donné la dé-
monstration dans une Note Sur Uexpression géncrale de la fraction ra-
tionnelle approchée de (1 + x)™, présentée h Académie des Sciences
dans la séance dn 25 mars 1gor. Elles comprennent, comme cas par-
ticuliers, celles relatives au cas précédent de deux exponentielles et
comportent des cons¢quences ¢tendues sur lesquelles je reviendrai
dans une autre circonstance.

6. Les propriétés, que je veux établiv, des polynomes Y, et Y,
exigent un examen plas approfondi des circonstances qui se présen-
tent quand on divise les deux membres de la relation (2), savoir :

8y X, - 8y X, =z bttt § )

par le plus grand commun diviseur des polynomes X, et X,.

Soit A ce plus grand commun diviseur; supposons-le ordonné sui-
vant les puissances ascendantes de , et soient » et Q les degrés du
premier et du dernier terme, en sorte que I'on a

0ZmiL.

En divisant X, et X, par A, leurs degrés se trouvent diminués
chacun de Q. Si done I'on désigne par v, et v, les degrés des quotients
Y,etY,, ona

v 5oy — Q, vy Ly — &2

Dans le¢ second membre, I'exposant g, - p, + 1 de @ est diminué
de o, et S sc trouve remplacé par une nouvelle série 2.
On obtient ainsi '
51 Y1 -+ Sng — ‘1.[:,,-»[},,—1—1—-0;2’

etPon voit que le nombre ., -+ p, 41 — © est supéricur non seule-
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ment & v, + v,, somme des degrés des polynomes Y,, Y,, mais méme
aux nombres v, + p, et v, + w,. C’est une remarque trés importante
pour la suite.

Obscrvons maintenant que, si la série £ n’est pas identiquement
nulle, elle peut contenir en facteur une certaine puissance de .
Nous ferons rentrer cette puissance dans le facteur a*~**+'=* qui pré-
céde; et alors, en désignant par A un nombre entier, positif ou nul,
et par R une série entiere oa le terme independant de x est différent de
sero, on aura la relation fondameniale

(3) 8, Y, 4 8, Y,y = a¥ebrst e,
avee les inégalités
LV P
Yy~ v, = l <LV vy A - T
Vo -t 41

Si la série X était identiquement nulle; il en serait de méme de R;
les relations précédentes subsisteraient encore, et on pourrait méme
y regarder A comme représentant un nombre entier positif aussi
grand que 'on veut.

En tenant compte de cette derniére remarque, on voit que le
nombre

Vi~ Vg - A1

est le degré du terme de moindre degré dans 'expression S, Y, + S, Y,,
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x; ¢’est ce que nous
appellerons Vordre de I’ approximation au point (1, p.,) ou correspon-
dante au couple Y, Y, de polynomes.

7. Voici dés lors une premiere propriété des polynomes Y, Y, ¢

Deux polynomes, Z,, %,, premiers entre cuz, el de degrés au plus
égaux respectivement & ., ¢l (h,, ne peuvent faire disparaitre, dans
Uexpression S, L, 4 S,Z,, tous les termes, jusqu’a celui, inclusivement,
de degré v, + v, + h, sans étre les produits de Y, et Y, par une méme
quantité constante.

Dans cette hypothese, en effet, on a

3,7y + 8o 7y = PATeater gl (LN
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R’ désignant une série entiére en «; éliminons S, entre cette relation
et la relation fondamentale (3), il vient

8, (Y, Zy— YoZy) = a¥ st (RZ,— R'Y,).

Le polynome Y, Z,— Y,Z,, étant de degré au plus égal au plus
grand des deux nombres v, + [y, vo + (, ¢t devant étre divisible par
une puissance de 2 dont I'exposant v, 4+ v, -+ A+ 1 est supérieur i
ce degré, est identiquement nul; et la proposition énoncée en découle
évidemment.

8. Les deux polynomes Y, et Y, étant premiers entre cux, 'un
d’eux au moins renferme un terme indépendant de x différent de
zéro. Mais il résulte alors, de la relation (3), que le second polynome
doit aussi présenter nécessairement le méme caractere. Divisons les
deux membres de cette relation (3) par le produit S, Y, qui ne s’an-
nule pas pour 2 = o; on obtient celle-ci

S (_ Y, R
1

) AR AR s
S, Yy

Y,

Le développement en série procédant suivant les puissances ascen-
dantes de x, de la fraction rationnelle irr¢ductible

coincide done avec celui de la fonction * jusqu’au terme, inclusive-
P

ment, de degré v, +v,+ A. Il n’y a, d’apreés ce qui précede, aucune
autre fraction rationnelle irréductible, dont les termes soient au plus
de degrés i1, et .y, qui donne une approximation aussi grande de la

8 . .

fonction ¢* dans Ie voisinage de la valeur @ =o. C’est cette frac-
2

. Y . . . , .

tion — YE que jappelle la fraction rationnelle approchée, au point
1

(P15 o), de la fonction ;’:(m)

9. La seconde propriété que je vais établir du systeme de poly-
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nomes Y,, Y,, se rapporte a la distribution, dans'le plan, des points
auxquels il correspond.
Reprenons, a cet effet, la relation fondamentale

S, Y, + S, Y, = &V iR

el considérons, en premier lieu, le cas particulier ol la série R seraif
identiquement nulle. Je vais faire voir qu’alors le systéme de poly-
nomes Y, Y, correspond a tous les points du plan dont les coordonnées
sont supérieures ou égales respectivement aux nombres v, v,; il ne cor-
respond, en oulre, qu’a ces seuls points.

Soient, en cffet, 1, w, les coordonnées d’un tel point. Les poly-
nomes Y, et Y, ont leurs degrés au plus égaux respectivement i ces
nombres. D'un autre e¢oté, ordre de approximation qu’ils donnent
peut étre, en vertu de la remarque faite dans le n° 5, regardée comme
infinie. Done, ces polynomes correspondent bien au point w, [,.
D’ailleurs, ils ne peuvent correspondre ¢videmment & aucun autre
point, puisque les coordonnées p.,, k., de tout point auquel ils cor-
respondent doivent étre au moins égales respectivement a leurs
degrés vy, vy.

10. Examinons maintenant le cas général, ot R n’est pas identi-
quement nul.
Désignons par £ et £ deux nombres entiers satisfaisant aux iné-
galités
0 hT kT
De la relation fondamentale se déduit immédiatement celle-ci :

Sl-.b'/' Yx - S-.'-"f'/’ y2 e (V) A (0 Iyl )+ 1 “’

el si l'on désigne par X, et X, les deux polynomes 2*Y,, 2*Y,, par p,
et @, les nombres v, -+ A, v, -+ £ égaux au moins, respectivement,
aux degrés des polynomes X,, X,, on voit que I'on aura

(/') Si x]"}‘ SQXZ:.’L’[JH'HJU“'I [{/’
ot R" désigne la série 2*~*R. Ceci montre que les quotients des poly-

nomes X, et X,, par leur plus grand commun diviseur, ¢’est-a-dire Y,
Ann. Fe, Norm., (3), XIX. — Mar 1goz. 21
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et Y,, correspondent au point (., @, ), ¢’est-a-dire (v, + /o, v, + k).

Or les points (v, - 4, v, + £), ot & et & prennent (outes les valeurs
entiéres de o & A, sont ceux qui appartiennent au carré dont les cotés
ont pour équations

& ==V, L=V ok A, ¥ =V, Y=Yy he

Done, le systéme de polynomes X ,, Y, correspond a tous les points du
carré formé par les paralléles aux axes menées parles deux points (v, v,)
et (vi+ h,vo+ R). '

De plus, les mémes polynomes ne peuvent correspondre a aucun autre
point. Si, en effet, ils correspondent au point (., o), ¢’estque Pon
a une relation telle que (4), X, et X, désignant les produits, de degrés
au plus égaux a ., ., de Y, et Y, par un méme polynome Z. Or, si
nous multiplions par Z les deux membres de (3), nous obtenons

SL Y e S, Y e v R

et comme le second membre doit étre divisible par atov=1', ol que,
dans R, le terme indépendant de @ est différent de zéro, il faut que le
degré du terme de Z qui a le moindre degré, e(, par suite, « fortiort,
le degré méme de Z, soient au moins ¢gaux i

O e R e e T e A R D
ou encore

(pa=—=vy) A (py==vy) — L.

Si l'un des deux nombres g, — v,, w, — v, était plus grand que %,
si, par exemple, on avait
Pa—Vy— 2 >0,
alors le degré de Z serait supéricur a p., — v, et le produit Y,Z, ¢’est-
a-dire X, serait de degré supérieur & v, + (@, — v,), ¢’est-a-dire 1,
ce qui n’est pas. Donc, on a nécessairement, i la fois,

Pai Vi 2, Paiva-t 2

comme, d’un autre coté, -, et @, sontau moins égaux respectivement
a v, el vy, on voit que le point (., ®,) ne peut étre, comme nous
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voulions le démontrer, que 'un des points du carré précédemment
obtenu.

1. La figure ci-apres donne plusieurs exemples de cette loi de
distribution; elle se rapporte au cas ot S, et S, sont les deux poly-

nomes
Si=rAa — ot at - o)
Sy =1 — 228 - b 4 b,

Tous les points du plan dont les coordonnées ne dépassent pas 7
y sont représentés. Chacun des carrés figurés contient les points
représentatifs qui correspondent & un méme systéme de polynomes.
Je donne aussi les expressions explicites de ces différents systémes
de polynomes; ils sont écrits sous la forme de fractions rationnelles
approchées, — %> comme je Pai expliqué antéricurement (n° 8),
1

qui se rapportent alors & 'unique fonction

‘ 5, [ oo 8t — g h

.)'(J') o :%l,(,('):‘: .

e g e b

[ — 223 r* e b

Celles de ces fractions rationnelles approchées qui donnent une
approximation de méme ordre, N, ont été groupées ensemble. Cha-
cune d’elles est représentée, pour une raison qui apparaitra bientot,
par les coordonnées des points représentatifs qui sont sur la diago-
nale, paralltle a la droite @ + y = o, du carré correspondant. Par
exemple, la fraction qui correspond aux points du carré de la figure
formé par les paralleles aux axes menées par les points (o,1) et (2,3)
est représentée par les notations (2,1), (1,2), (0,3); lordre de
Papproximation qu’elle donne est, d’ailleurs, égal & 4.

Izwemple de distribution des fractions rationnelles approchées d’une fonction.

| obe == 22 o 2 e
e A R S

N =1, (0,0) ==1.

I
N=—o 1.0 m
=a,  (no)= o
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1

(2,0) = s

(2,1)= (r,2) = (0:3) =0,

oL

[ S ", °

L L]
A B . BPA [.4'
[¢]

(6:0) = (3,1) = ;=2 :

L e LF e

nefm

[
g T T
R ey T L Y 74

(5,0) ==
(3,2) = —ye il

1
§ e 2 e R e B e e

(6,0) = -

(2,4) == (1,D0) == (0,6) == 1~ @ ~} 2",
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N=g,

N =10,

N-=11,

Nz==13,

1T+
B = 3
1 — 2 % —— ¢Z'G

(6,1) =

(4,3) = (3,4) = 22,
(0,7) =14 &+ 2*+ 27.

(8,0) = (9,1) ==

- 9 . " . R4
I — & & — 234 25— 2.8 4 0 27

I 22 - 222
[+ & A 2?— % —

(6,2) = (5,3) =

2

1= 2.7~ 2% — 2% - 25

( 3,5 ) — S

R e o A o e
(17)= 1z

—

o~ 32 -4 3
. " G 2
2~ e 22— g — 2 - J 20— 327

(7)2):—:

I

O R A S A R
Vo o — ?

(3,6 ) ==

2 — Jx*— 62?
- ) ,
e QI e e B e S — 25 0 b - 27

(7,3) = 5

[ o B o 2 28
[ — 2% - @t ? .

(90,5) == (4,6) =

{ - 2 4 2at 4= 2~ 2 - 2 2 .
[ b A a2

(3,7) = (2,8) =

| — 22— 2% -} 2t
I L )
[ e & e 2L A= 22— P b

(7,4) = (6,5) =

/ f gt Bt o P — 2% — 27 )
(4y7) = [ e @} e L2 e O, - 2

. [ e — 22— 3% 4 2P — 27
)= e o @
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II. — Formules de récurrence et fractions continues holoides.

12. Nous n’avons étudié jusqu’ici que les propriétés d'un systéme
Y,, Y, de polynomes considéré isolément. Nous allons rechercher
maintenant les rapports qu'ont entre eux les différents systémes qui
correspondent & un méme couple de séries S,, S,.

Voici d’abord quelques définitions.

Pour que le systeme Y,, Y, ne corresponde qu'a un scul point du
plan, il faut et il suffit que A=o0; le systéme ne correspond alors
qu'au point (v, v,), et Pordre de Papproximation en ce point est
v, + vy 1. Un tel systéme est dit zormal.

Tout systéme qui correspond a plusicurs points du plan est dit, an
contraire, anormal.

Considérons les droites (D) du plan qui ont pour équation géné-
rale @ +y =k, ot £ désigne un entier positif ou nul. Elles contien-
nent tous les points du plan dont les coordonnées sont entivres posi-
tives ou nulles. Nous donnons & chacune d’elles, pour numéro
d’ordre, la valeur du nombre £ correspondant. En toul point situé
sur la droite £, auquel correspond un systéme normal, ordre de
"approximation est £+ 1. Considérons, au contraire, un point situé
sur la méme droite, mais auquel corresponde un systéme anormal.
Soientv,, v, lesdegrés des polynomes de ce systeme, et v, 4 v, A1
Pordre de I'approximation. Cet ordre ne sera égal  £-+1 que si
I'on a

by vy 7,

¢’est-i-dire que si la droite est la diagonale, dont équation est
&by Yy vy -

du carré ol sc trouvent tous les points représentatifs du systéme
anormal considéré. Sclon que £ sera plus grand ou plus petit que
cette valeur v, + v, + 24, en d’autres termes, sclon que la droite con-
sidérée sera, par rapport i Porigine, au dela ou en deci de la diago-
nale du carré, le nombre £ -+ 1 sera supérieur ou inférieur 4 'ordre
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de approximation aux différents points de la droite qui correspon-
dent au systeme anormal considéré.

Nous appellerons points représentatifs principaua d’un systéme ceux
des points représentatifs du systéme qui sont sur la diagonale, paral-
lele & la droite # +y = o, du carré des points représentatifs; si un
systeme est normal, son unique pointreprésentatif est principal. Tous
les points représentatifs principaux placés sur une méme droite (D)
quelconque correspondent a une méme approximation, égale i £+
pour la droite (D) dontle numéro est £ En raison de cette propriété,
nous appellerons les droites (D) droites d’égale approximation.

Nous dirons qu'un systeme est plus avancé qu'un autre quand Uap-
proximation qu’il donne est plus grande; ses points représentatifs
principaux sont alors sur une droite d’égale approximation plus éloi-
gnée de 'origine; nous les dirons aussi plus avances que les points
représentatifs principaux de Pautre systeme.

Nous dirons de deux points représentatifs (g, py), (), 1) qu’ils
sont contigus, lorsque la valeur numérique des différences ., — .,
., — [y ne surpasse pas 'unité; nous dirons enfin que deux systémes
sont contigus quand ils correspondent & des points représentalifs con-
tigus.

13. Considérons deux systémes Y,, Y, et Y|, Y,. Soient v, etv, les
degrés respectifs des polynomes du premier systéme, ¢lv, 4=v, 4+ A -+1
I'ordre de approximation quilui correspond; v, v, et v + v, -+ A 41
les nombres analogues relatifs au sccond systeme. Supposons encore
que ce second systeme soit plus avancé que le premier, en sorte qu’ils
sont nécessairement distinets et que 'on a

T T A L T o el A R B
Nous nous proposons d’évaluer les degrés du premier et du der-
nier terme du déterminant
A=Y, Y, —Y,Y,,
supposé ordonné suivant les puissances ascendantes de 2.
On aidentiquement
S A=8 Y. Y, — S Y. Y, = Yy (S, Y 8. Yy) — Y,y (5, Y, +8.Y,);
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comme les parentheses, dans le dernier membre, sont divisibles res-
pectivement par @’ et 2", tandis que S, Y, et Y, ont
chacun un terme constant différent de zéro, on voit que le premier
terme de A est de degré v, -+ v, + A +1.
Quant au dernier terme, son degré est au plus égal au plus grand
des deux nombres '
vy vy, Ve v,

Maintenant, si 'on suppose les deux systemes contigus, on a évi-
demment, soit

-

Vi =y k41, vy Dy - -,

$0it
s 3 ’ “
Vv k1, V= vy k1.
Dans le premier cas, on a
Vi Yy SV o Yy AT, Yy o= Yy TV e Yy o A e
el, dans le second,

T I R A S N e DT TRV BV Y B N N

en sorte qu’alors A, qui n’est pas identiquement nul, se réduit néees-
sairement & un monome de degré v, + v, -+ A 1. Ainsi:

Si deux systemes Y |, Yo et Y, Y, sont contigus et inégalement apances,
le déterminant A =Y,Y, — Y, Y, se réduit & la forme

e ) AN b Do
A = Jp ViVt

h désignant une constante différente de zéro, et v, v, -+ h +1 {ordre
de I’ approximation donnée par le moins avancé des deuz sysiémes.

14. Considérons maintenant trois systemes de polynomes
(5) Y. Yy Y, Y, YL, Y5,

dont chacun soit contigu au précédent et plus avancé que lui. Sil'on
pose

aY, -« Y'1 = Y”“

aYy+a¥Y, =Y,



SUR LA DISTRIBUTION DES TFRACTIONS RATIONNELLES, ETC. 1

(o2
D

et que I'on résolve par rapport & « et @, on obtient

o == 1”'.) I;::)” Y’! == Y, Y'._—,Lll'
.o \.'1 \,:/2 _ ‘\,’2\,11 > - 'Y'l ‘/_’2 — VY.OXT,]

Dans ces formules, le dénominateur n’est autre que le déterminantA
que nous venons de voir étre égal & Az =y, v, 4+ A 41 dési-
gnant I'ordre de I'approximation donnée par le systeme Y,, Y.

Le numérateur de o est, au signe pres, le déterminant analogue i A,
mais relatif aux deux systemes Y, Y, et Y, Y3, en sorte qu’il est un
monome, & coellicient différent de zéro, de degré v, +v, + 1 +1,
en désignant par lIa Pordre de Papproximation donnée par le sys-
teme Y, Y,.

Done a est un monome a cocfficient différent de zéro, et dont I'ex-
posant, également différent de zéro, est égal & la différence

V) =V, A A o 1 (v = vy = A 1)

des ordres des approximations données par les deux premiers des sys-
temes (5).

Le numérateur de « est encore un déterminant A, mais qui n’est.
plus relatif & deux systémes contigus et ne se réduit pas, par consé-
quent, nécessairement & un monome; le terme de moindre degré est
de degré vy + v, + A-1. Donc @ se réduit & un polynome ayant un
terme constant différent de zéro.

On obtient ainsi celte proposition :

Si l'on représente par
Y, Yy Y, YL Y, Y

trois systémes de polynomes tels que chaque groupe soit conligu au pre-
cédent et plus avance que lui, on a

/

Y, +aY, =Y,

| aYy+aY, =Y,

(6)

ot o désigne un monome & coefficient el exposant dyfférents de séro,
dont le degré est égal & la différence des ordres des approximations don-
nées par les deux premiers systémes, el a un polynome a lerme constant
différent de zéro.

Ann. Fe, Norm., (3), X1X, - Mar rgoa, 22
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15. On peut alors imaginer aisément une succession A, B, C, ...,
H, K, L, ... de systemes de polynomes tels que trois systemes consé-
cutifs quelconques satisfassent aux conditions imposées dans ce théo-
réme; et, alors, les deux polynomes de chaque systeme, a partir du
troisieme, seront rattachés, par une suite de relations de la forme (6),
aux polynomes des deux premiers systemes A, B.

Remarquons que rien n’élablit que les successions ainsi formées
soient les seules qui donnent lieu & de telles relations de récurrence.
Il en existe d’autres, en effet, dans certains cas tres spéciaux; mais je
n’entreprendrai pas ici leur discussion, et renverrai, pour ce qui les
concernc, & la scconde partic de ma These de doctorat Sur la repré-
sentation approchée, ele. (Ann. sc. de [’Ee. Norm. sup., 3¢ série,
t. IN, 1892).

16. Je n’approfondirai pas non plus davantage I'¢lude des degrés des
¢léments « et @ des formules (6), dans les différents cas qui résultent
de la considération des diverses positions relatives que peuvent avoir
les trois systemes de polynomes qui figurent dans ces formules. Cette
¢tude conduit, en particulier, lorsque tous les systemes de polynomes
sont normaux, & la notion des successions qui donnent naissance aux
algorithmes réguliers, ¢’est-a-dire des successions telles que les élé-
ments o correspondants aient tous le méme degré, ainsi que les élé-
ments a. Je renverrai aussi, sur ce sujet, & ma These de doctoral et
a mon Mémoire Swur les déceloppements en fractions continues de la
Jonction exponenticlle (Ann. sc. de U’Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XVI,

1899)-

17. Les formules (6) ont la forme de celles par lesquelles se cal-
culent les réduites consécutives d'une fraction continue oir les numé-
rateurs ct les dénominateurs partiels seraient désignés respectivement
par les lettres o ot .

Imaginons donc que Pon ait formé une fraction continue dont les
deux premitres réduites, A, B, soient

Y, Y,

Y,’ Y-,l- ’
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et dont les numérateurs et dénominateurs partiels suivants soient res-
pectivement les quantités o et « des formules (6) qui se rapportent au
calcul des systémes successifs G, D, ..., H, K, L, . .. de polynomes :
les réduites de la fraction ainsi formée seront évidemment

Y, Y, Y,
1

Y, Yy Ty v
¢'est-d-dire des fractions rationnelles approchées (n° 8) de la fonction

: ().

Les numérateurs partiels de la fraction continue sont donc tous,
abstraction faite des deux premiers, des monomes i coefficient et ex-
posant différents de zéro; les dénominateurs partiels sont, les deux
premiers exceptés, des polynomes a terme constant différent de zéro;
enfin, les réduites sont toutes des fractions rationnelles approchées
d’une méme fonetion. J'ai donné aux fractions continues de cette na-
ture le nom de fractions continues holoides (Sur les développements
en fractions continues, cle., n®24).

En faisant usage de cette dénomination, nous énoncerons le théo-
reme suivant :

St lon considére une succession de systémes de polynomes
Y, Yy Y,Y. YL, ¥
telle que chaque systéme soit contigu au precédent et plus avance que lut,

ces systémes sont les couples de termes des rédwites successives d’une frac-
tion continue holoide.

18. Exemples. — Reportons-nous au Tableau, donné dans le n° 11,
des systémes de polynomes approchés relatifs aux deux fonctions

Sy A& — o2 4= 2%+ &b,

Syt — aat 4= b - 2t
Nous les avons précisément éerits sous la forme de fractions ration-
nelles approchées de la fonction unique * ().

1 Sil'on extrait de ce Tableau les diverses fractions que 'on ren-



172 1II. PADE.

contre en se déplacant, a partic de Porigine, sur la diagonale y =,
on obtient les fractions suivantes :

P — L [ 42— 2+ 2t b Tk == 9 ab - 5 e
1 &y e, . > - g T
’ ’ f—x? | — &8+ z* [ — 22% 4t ab

- [N S — R —— —

. .8 , R : .
dont la derniere est la fonction gt (z) clle-méme. Ces fractions sont

2

les réduites successives de la fraction continue

x
S TP

ax®

Les valeurs de 'ordre N de Papproximation donnée par ces fractions
sont
1, 4, 8, 11, =;

si, négligeant le dernier terme de celte suite, on retranche chaque
terme du suivant, on (rouve les nombres

3, 4, 3,

qui sont bien les degrés des numérateurs particls de la fraction
continue & partiv de celui qui intervient dans le caleul de la (roisi¢me
réduite.

2° Considérons pareillement les fractions suivantes, extraites du
méme Tableau, ol les points auxquels elles correspondent ont été
désignés par les lettres A, B, G, D, B, I, G, H, K :

[ 1 1

1 e ey 1 ..l._. a [E— W S s e )
R —— P — 2t -2 & ot et e LB e P

142 . 1422 -2 [ e L 0

1 — &b 28— 28 Y@+ 2P e 2 A & — 2 & o 22— AP 28
1o L — 22— 2 g
{2 e e b
elles forment également une suite de fractions contigués et de plus en
plus avancées. Elles sont les réduites successives de la fraction
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continue holoide que voici :

€X'
1 + S :
R

It

x
I — & = e
5 2%
I — 2 — 2 5
x*
I—Z -+ -

xz
I~z —

: e
2 —3x + 2+ ——
142~ 2=
Les valeurs successives du nombre N sont, dans ce cas,
1, 2, 4, 5 6, 8, 9, 12, oo,

qui, en ne lenant pas compte du dernier terme, donnent les diffé-
rences suceessives
1, 2, 1, 1, 2, 1, 3;

ce sont les degres des numérateurs partiels de la fraction continue &
partir de celui qui concourt & la formation de la troisiéme réduite.

III. — Les fractions continues canoniques.

19. Une généralisation naturelle des opérations par lesquelles on
convertit, en Arithmétique, un nombre quelconque en fraction con-
tinue conduit, comme on sait, 4 la (ransformation de toute série
ordonnée suivant les puissances descendantes de la variable, en une
fraction continue, unique ct parfaitement déterminée, de la forme

1

po __}.~ [FOSSE—. A_._.—_.l..

OUpy, Pay pyy - .. désignent des polynomes entiers, du premier degre
aw moins, ¢t p, un polynome entier qui peut se réduire & une con-
stante quelconque.

Vappellerai cette fraction continue la fraction continue canonique
correspondante i la série donnée.
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L’objet de cette troisi¢me partie est I'étude des rapports qui existent
entre la théorie des fractions rationnelles approchées et des fractions
continues holoides correspondant & une méme série, telle que nous
I'avons exposée dans ce qui précede, et la théorie du développement
d'une fonction en fraction continue canonique.

o , ;. [ 81 ) T -

Etant donnée unc série entitre o () que nous désignerons sim-

O3
plement par u(x), savoir:

u(x)=co+ ¢, o+ cya®+ cyx’ ...,

ol ¢, est supposé différent de zéro, il lui correspond une infinité de
fractions rationnelles approchées et de fractions continues holoides;
et, dans ce qui précede, nous avons fait I'¢lude des relations qu’ont
entre eux ces dilférents ¢léments.

Si, maintenant, nous faisons le changement de variable

la série «(2) se transforme en une série procédant suivant les puis-
sances descendantes de y

7 <l> =c,+ L. L, + .’i’f? NP

Y yoo) Y

chaque fraction rationnelle approchée devient, en multipliant par
une puissance convenable de y, une fraction irréductible & termes
enliers en y; chaque fraction continue holoide se change en une frac-
tion continue dont les éléments peuvent étre de méme rendus entiers
en y. Nous voulons rechercher dans quelles rvelations se tiennent ces
quantités dépendantes de y, et dans quel rapport clles se trouvent
avec la théorie des fractions continues canoniques.

20. Vexaminerai d’abord le cas, trés simple, ol toutes les fractions
rationnelles approchées de u(z) sont normales.

Il'y a deux fractions continues holoides qui ont pour réduites les
fractions rationnelles approchées dont les points représentatifs sont
placés sur la bissectrice de 'angle 20y des axes de coordonndées.
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L’¢tude des degrés des éléments a et a, faite dans la seconde Partie,
montre que I'une de ces fractions continues est de la forme
Iy
P - 2
14§32 4+ —

ol r,, ry, ry, ... désignent des quantités constantes toutes différentes

de zéro, et sy, sy, 84, ... des quantités constantes qui peuvent étre

¢gales i zéro. :
<

I » - . .
Remplacons x par > dans cette fraction; il vient

s
7'y
Iy - y - = e A e
../.‘ )/ -8 hl.. - S , fi SRS
)t ¢ oz .
1o =2 g o I
L yors
g 2
ML q.?’
1 —f ot e
Ve

Cette nouvelle fraction continue est canoniques je dis que ¢’est la
fraction continue canonique de la série u <;)
Ses réduites s’obtiennent, en effet, (:vi(i(*,mmcnt, en remplacant x
par »)L dans celles de la fraction continue holoide d’ou elle provient.

Considérons, alors, la réduite de cette dernicre fraction correspon-

_ » . _ - . e U(x)
dante au point (., @) de la bissectrice, et désignons-la par Ik en

sorte que U(z) et V(x) désignentdes polynomes entiers en @ dont le
degré est exactement égal @ g, et qui ont I'un et Pautre un terme
constant différent de zéro. On ala relation

U(wx
w(x) == VE'Z% o A A e AT R e

olt A" est unc quantité constante différente de zéro. Sinousy intro-
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duisons ;' a la place de , elle devient

.(3) 07 a

+ e e T

-2z,
'G)
Y
en les multipliant tous deux par y¥, ils deviennent un et lautre de
degré s ct, comme, d'apres I'égalité précédente, la différence
I 3 . I o . -
entre « (—y> et cette fraction est, par rapport i 7’ infiniment petite

d’ordre 2p. 4 1, il enrésulte que la fraction est bien Pune des réduites

. . . A . 1
de la fraction continue canonique relative  la série (y) .
N

21. Les fractions rationnelles approchées de u () ¢tant toujours
supposées toutes normales, considérons encore Pune des fractions
continues holoides dont les réduites sont les (ractions rationnelles
approchées qui ont leurs points représentatifs sur une paralléle i la
bissectrice de 'angle 20y. Soit

Y x =

I’équation de cette paralléle, o désignant un entier quelconque que,
pour fixer les idées, je supposerai d’abord positif.

La fraction dont il s’agit est de la forme suivante, comme on le
reconnait toujours en s’appuyant sur les considérations développées
dans la seconde Partie

7yttt

Ry(z) +
1+ 2 -+
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R,(z) désignant un polynome entier en « de degré o, ry, ry, r,, .
des constantes toutes différentes de zéro, et s,, s,, s,, ... des con-
stantes qui peuvent étre nulles.

I . . e
Remplacons @« par 53 une transformation facile conduit & I’expres-
sion que voici :

—a|ap (L 7'
Y Pd%@>+ v,

Y s+ ]

Yy,
-+ Sy -+ — :
S
La fraction continue placée entre crochets estune fraction continue
canonique. On reconnaitra aisément que ¢’est celle qui correspond &
la série
y*u <l> == ¢y Y% ¢ y’/.~l -+ + Comy ¥ + Cat Corgq - Cotien -
A Ehanulil JE— 0 ... -1 o —— R
Y y r
D’abord il est évident que les réduites de cette fraction se déduisent
de celles de Ta fraction continue holoide d’out elle provient, par le
1 . . . . . a
changement de  en —, suivi de la multiplication par le facteur y*.
: ¥
Considérons alors 'une des réduites dela fraction continue holoide;
soient (., v) les coordonnées de son point représentatif, en sorte que

Vo TS O
Si on la représente encore par w22, le polynome V(x)serade degré
I arep 'nie ¢ ( P« V(."L'), C poly ‘ ) d g [~
et U(z) de degré v ou g -+ . On a, dans ce cas,
U(x) ; 2
1((;1,') s V_(Tj o= A 2Pt g AT 22 .

ou la constante A’ est différente de zéro, et I'on en conclut, en intro-

. 1 . . .
duisant 5 4u lieu de 2 et multipliant par y*,

1
petu
. L Y (7’) A A"
yrul =) = 1 -+ },m—}-x -+ y-_'y,—w +.
b \% <___> .
. %
Ann. Be. Norm., (3), XIX. — Mart 1go2. 23
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Les termes de la premiere fraction du second membre étant entiers
en y, et le degré du dénominateur étant égal & ., on conclut encore
de cette égalité que cette fraction est bien l'une des réduites de la

. . - N ’oe I
fraction continue canonique correspondant & la série y“u<}~,>-

22. Nous avons supposé o positif, mais une démonstration toute
semblable s’applique au cas ol « serait négalif; il faut seulement,
dans cette hypothese, observer que la fraction continue holoide qui
se présente est de la forme

1

Fy =1

Ri(z) -+

I == So & ~= 3
'y
) R Y R U —
1= 8, ~-.
"
olt R,(#) est un polynome entier en & de degré égal & — o, ct ou
Pay Pyy oy Sy Sy, o .. conservent la méme signification que précédem-
ment.
C’est toutefois ici le licu de faire la remarque suivante.

. . o, d . . ‘o
L’introduction de 72 la place de  dans la fraction continue précé-

dente conduit a I'expression

L !

— 1 7'y
L}’ ’(lh(;) - I3
Y Syt

A
Si I’on supposait, dans la fraction entre crochets, a non plus négatif,
mais nul, cette fraction cesserait d’étre une fraction continue cano-
nique, le premier des quotients incomplets n’étant pas de degré au
moins égal & 1 par rapport a la variable y. Cette circonstance n’em-
péche nullement le raisonnement fait précédemment de pouvoir étre
poursuivi, et il en résulte que les réduites de cette fraction continue
non canonique sont les mémes que les réduites de la fraction con-

. . . o ;. 1 . .
tinue canonique relative & la série u(;/—) Nous aurions d’ailleurs
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rencontré cette fraction non canonique dans le n° 20, si, au lieu
de prendre, pour représenter les fractions rationnelles approchées
de u(x) dont il est question dans ce numéro, celle des deux fractions
continues holoides correspondantes qui est de la forme

rox
7y

I+ Sx +

ryaxt
I+ Sy —+.
-

nous avions pris la seconde, qui est de la forme

AR

Iy

1 -+ -
rya
I = 8y

b §y 4.

Nous devrons, dans ce qui suit, tenir compte de cette remarque et
regarder la (ransformée en y de la derniere fraction continue holoide

comme une seconde fraction continue canonique pour la série u(—}—)
Toute séric ordonnée suivant les puissances descendantes de la
variable, qui commencera par un terme constant différent de zcro, sera

donc pour nous susceptible de deux développements en fractions
continues canoniques.

23. Bn résumant les résultats obtenus jusqu’ici, et qui se rap-
portent au cas ol toutes les fractions rationnelles approchées de u ()
sont normales, on voit que :

Les [fractions rationnelles approchées de u(x) qui ont leurs points
représentatifs sur unc méme paralléle, y — x =, a la bissectrice de

. e I »

Uangle 0y, deviennent, quand on y remplace x par 7 et que I’ on mul-
uplie par y*, les réduites successives d’une fraction continue canonique.

Celie [raction conlinue canonique, qui s’ oblient évidemment en appli-
quant les mémes transformations a la [raction continue holoide qui a
pour réduites la succession considérée de fractions rationnelles, est celle
qui correspond & la fonction

I
ay =)
re ()’)
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Les fractions continues holoides dont il est ici question sont, en
genéral, régulieres, et constituentla troisitme catégorie des fractions
continues réguliéres (n° 16) correspondant & la fonction u(x).
Mais, qu’elles soient régulitres ou non, les quotients incomplets p,,
Pss --. des [ractions continues canoniques correspondantes sont tou-
Jours du premier degré. La considération & laquelle nous allons passer
maintenant d’un Tableau de fractions rationnelles approchées qui ne
sont 'plus toutes normales, va nous amener au cas ou cette circon-
stance ne se présente plus ct en donner une interprétation intéres-
sante.

24. Supposons donc maintenant les fractions rationnelles appro-

U(x

UL Pune delles.
V()
Soient p. et v les degrés de son dénominateur ¢t de son numérateur,
B+ v + A1 lordre de Papproximation qui lui correspond; on a
alors

chées de u(2) normales ou anormales, et soit

(7) ”(”)::gégg‘FAf”””+l””“A””””'l”4“~'7

olt A’ est une constante différente de zéro.
Cette fraction correspond a tous les points du carré dont les cotés,
paralleles aux axes, passent par les points (., v), (p -+ %, v -+ A).
Soit & un nombre entier satisfaisant aux conditions

0D,
en sorte que (@ -+ 4, v) soit I'un des points placés sur le cotéy =v
‘ ) 1 . . .
du carré. Remplagons, dans (7), « par 5’ buis multiplions les deux
membres par y*~0*+4; on obtient

I
79(3)
yv—(p.—s-h)u _l — -7 A, - A” i
Sy <_[-> R~ Rt d yHUAAyrI—hot2 T
Y

Le polynome entier c¢n y, y‘**"V(}'->, étant de degré . + A, et
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A — A étant positif ou nul, cette égalité établit que la fraction
v _I_>
o)
DAY _l_
#(3)

est 'une des réduites de lafraction continue canonique de la fonction

),.~/~((J.-+/L) u <__‘_) .
Y

De plus, 'ordre de I'approximation donnée par cette réduite étant
2(p -+ h) 4+ A —/l+1, onenconclut, par les propriétés connues des
fractions continues canoniques, que le degré du dénominateur de la
réduite suivante sera (. +2) -~ A — kA —+1 et, enfin, que le quotient
incomplet correspondant i cette réduite sera de degré A — 2 +1. Or,
ce nombre 7\ — h + 1 est précisément [e nombre des points du carré,

ol h"uro Ulz), qui se¢ trouvent sur la droite y — z=v — (p. + £).

V( x)
Si, au lieu de multiplier I'expression de « <;> par y*~®+" on la

multiplie par y™"-¥, ce qui donne

‘1
Vot ft U (___)
(Yot ) i 1 } — r ‘;Y. . ,A’ -} A”
Y “\y ) Y (' >“ T i T e

le méme raisonnement établira que la premiére fraction du second
membre est une des réduites de la fraction continue canonique de la

) . . 1 , . . .
fonction y“‘""’"“u(;); et que le degré du quotient incomplet qui
correspond & la réduite suivante est égal au nombre de points du

carré, ou figure VE % qui se trouvent sur la droite
y—x=(v-+h)—p.
Nous obtcnons ainsi ce théoréme général :

Si U'on considére la succession des fractions rationnelles approchées
distinctes relatives & la série u(x), dont les points représentalyfs sont
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places sur la droite
y—x=ua,

ot o désigne un entier quelconque; ces fractions, qui sont les réduites
d’une certaine fraction continue holoide, seront reproduites par la succes-

. . . . , . 1
ston des réduites de la fraction continue canonique de la serie y*. u <T> )

o

. <y, . _ ) I
quand, aprés ayoir multiplic celles-ci par y=*, on remplacera y par =

En outre, siun quotient incomplet de cette fraction continue canonique
n’est pas du premier degré, c’est que la réduite qui preeéde celle a laquelle
correspond ce quotient reproduit une fraction rationnelle approchée
anormale de u(x); et le degré du quotient incomplet est le nombre méme
des points du carré, ot figure celle [raction anormale, qui se trouvent
sur la drotte y — x = o.

25. Pour donner quelques exemples de cette proposition, repre-
nons la fonction
S, 12— 22" -+ &b -4 28
W) =g (B = s C g s
qui nous a déja servi dans les n°* 11 et 18.
1° Nous avons formé, dans le n® 18, la fraction continue holoide
qui a pour réduites les fractions différentes que 'on trouve en se
déplacant, & partir de 'origine, sur la diagonale y = .
s . . f
Ces réduites s’obtiendront simplement en remplacant y par - dans

a . . . 3 . 4 .
la fraction continue canonique de la fonction « (-};), savoir :

I

T,
7 Y

Le troisitme et le quatriéme des quotients incomplets de cette
fraction étant du second degré, la deuxiéme et la troisitme des frac-
tions rationnelles approchées de w(x) que 'on considire seront
anormales, et, pour chacune d’elles, deux points représentatifs
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seront sur la diagonale y = «, ce que I'on vérifie bien sur le Tableau
du n° 11.
2° Considérons, maintenant, la fraction continue canonique de la

fonction
()

qui se forme aisément par la méthode du plus grand commun divi-

seur. Elle est

I
Y1+ [
Y = ——

Ve
Si I'on forme ses réduites, qu'on les multiplie par é, puis que I'on
I « . .
remplace y par —» on obtiendra celles des fractions rationnelles

approchées de u(z) qui sont sur la droitey — 2z =1.

Les degrés, égaux 4 3 et & 2, du second et du quatrieme quotient
incomplet de la fraction continue montrent que la premiére et la
troisitme de ces fractions rationnelles approchées sont anormales et
donnent le nombre de fois que les points représentatifs de chacune
d’clles figurent sur la droite y — 2 =1.

3 Soit encore la fraction canonique de la fonction

y“‘.u(i)
Y

Elle est

y =1+
I
Yy +
__J/+

X
I

Yy =1+ —0"

Les réduites, multipliées par y, donneront, en remplagant y par ;—C,

les fractions rationnelles approchées de u(x) placées sur la droite
y—ax=—1. Bien que trois de ces fractions rationnelles ap-
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prochées soient anormales, & savoir, la deuxitme, la quatriéme et
la sixiéme, aucune d'elles ne se trouve signalée comme telle par
la fraction continue canonique; ce qui tient & ce que la droite
y —a =—1 passe chaque fois par un sommet du carré¢ des points
représentatifs de chacune de ces fractions anormales, ¢t ne con-
tient ainsi qu’un seul des points représcntatifs relatifs & chacune
d’elles.

26. On sait que la connaissance d’unce réduite d’'une fraction con-
tinue canonique entraine celle de toutes les réduites précédentes, et,
par suite, la connaissance des ¢léments de la fraction continue jus-
qu’au quotient incomplet, inclusivement, qui se rapporte & la réduite
considérée.

Si donc on suppose qu’une réduite d’une telle fraction devienne,
quand on la multiplic par une puissance convenable, y %, de y et que

' ) . I . . .
Pon remplace ensuite y par —, ["une des fractions rationnelles appro-

chées de u(x), cette fraction continue canonique coincidera néces-
sairement, jusqu’au quoticnt incomplet inclusivement, qui se rap-
porte a la réduite considérée, avee la fraction continue canonique de

, . i
la fonetion y”‘u(—};)-

Une fraction continue canonique est done impropre a fournir par
ses réduites, en leur appliquant les transformations indiquées, toute
succession de fractions rationnelles approchées de w(z) aulre que
P'une de celles dont les points représentatifs sont sur une méme
parallele & la bissectrice de 'angle Q.

Et, inversement, les seules fractions continues holoides de u(z)

. N ’ I .
susceptibles d’¢tre transformées, quand on remplace  par 5 buis
que Pon multiplie par une puissance convenable de y, en fraction
continue canonique, sont celles qui se rapportent i ces mémes suc-
cessions de fractions rationnelles approchées.

Ainsi, par exemple, les fractions continues régulieres de la pre-
mitre et de la deuxieme catégorie qui, en supposant, pour fixer les
idées, le point représentatif de la premiére réduite placé sur Oy et
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d’ordonnée égale & v, sont de la forme

raaxtt

R, (x) -

ryx
I+ 8§ & -

ryx

1 =8y + ————————
1+ 8,2 ~+.

1)

R, (r) désignant un polynome de degré v et r,, r,, ... des con-
stantes =~ o, donnent, quand on passe & y, les fractions continues
non canoniques

¥ [T

27. Dans ses belles Recherches sur les [fractions continues ( Annales
de la Faculte des Sciences de Toulouse, 1894 el 18g5), Stiel(jes prend
pour point de départ une fraction continue de la forme

I

( 4') U

1
(71 y T N - -
' 1
(/:! »{.« PO .
1
T A —
S

On voit immédiatement, par ce qui précede, qu'une telle fraction
correspondra i une fraction continue réguliere de la premiére caté-
gorie.

N [ . e .

En y remplacant v par . el posant, pour n entier positif- ou nul,

I . B 3 .
Py == —5 avee «, = 1 elle devient le produit par 2 de la fraction
(lyty, 1

(A)

fraction continue holoide réguliere dont les réduites ont pour points
Ann. Ee. Norm., (3), XIX, — MAL 1gon. RY
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représentatifs les points
(0,0), (1,0) (1,1), (2,1), (2,2),

Stieltjes établit que, les constantes a élant supposées positives,
si la série Za est divergente, la fraction (F) est convergente et définit
une fonction analytique de = dans tout le plan, sauf pour les points de
la partic négative de I'axe réel.

Si, au contraire, la série Za est convergente, la fraction continue
est divergente : la suite des réduites de rang pair est convergente,
ainsi que celle des réduites de rang impair; chacune de ces suites
tend vers une fonction méromorphe dans tout le plan; mais ces fone-
tions sont différentes 'une de 'autre.

Une distinction s’établit done ici entre les réduites de rang
pair et celles de rang impair. Or il est ais¢ de former les fractions
continues holoides correspondantes & chacune de ces suiles de ré-
duites. Elles s’obtiecnnent immédiatement par application répétée
de I'identité

| _{.. -:.
a

a la fraction (A). On obtient ainsi les fractions continues holoides

r
l ._..}_- - ,'2 '/l" - a1
) I O L, S ———— ",'3 ,-':‘ ‘?f‘_.. it s s i
Toe Iy ryat
R (I U S S
Vo (Pgb 1)~
A
N r

(€) - : :
R e —_

dont la premiére a pour réduiles les réduites de rang impair, et la
seconde les réduites de rang pair de (A).

Ces fractions (B) et (C) sont de celles auxquelles correspondent
des fractions continues canoniques; celle qui correspond a (B), &
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savoir

est une fraction continue exceptionnelle (n® 22) et peut étre mise sous
la forme canonique ordinaire

ryly
Py — L ;
X
Yy -1y A e —— ML AL
Yrntry—.
celle qui correspond 4 (C),
ry
Igly
B i AP vy
'y t Wy

R -

LR

estsignalée par Stiel(jes lui-méme au début de son Mémoire. 11 faul
remarquer que celle-ci a pour réduiles les réduites de rang pair de
la fraction initiale (I), tandis que les réduites de la précédente sont
les réduites de rang impair de (F) multipliées par y.

Toutes les réduites de la fraction (A) peuvent faire partie d’un
méme systeme de fractions rationnelles approchées, et cette seule
fraction continue holoide détermine toules les autres fractions ration-
nelles approchées du systeme, ¢’est-i-dire toutes les fractions qui
correspondent aux points (@, v) autres que ceux auxquels se rap-
portent les réduites elles-mémes de la fraction.

A ce point de vue, le Mémoire de Stieltjes apparait donc comme la
plus profonde tentative qui ait été faite jusqu’ici pour obienir la defi-
nition d’une fonction au moyen d’un systéme de [ractions rationnelles
approchées, défini a priori par l'une de ses fractions continues holoides,
et se rattache complétement aux vues que j’ai brievement indiquées
dans un Mémoire paru, en 1893, dans le Tome XVIII des Acta mathe-
matica, et ayant pour titre : Sur les séries entiéres conyergentes ou diver-
gentes et les [ractions continues rationnelles.

Depuis ce Mémoire, des tentatives remarquables ont été faites dans
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d’autres directions pour arriver & une utilisation, dans Ie calcul, des
séries divergentes; je demeure néanmoins dans la conviction qu’'une
nouvelle étude des méthodes de Stieltjes faite en se plagant au point
de vue de la théorie des fractions continues holoides reste encore la voie
la meilleure & suivre pour parvenir au but désiré.

28. Jappellerai, en terminant, "attention sur deux conséquences
de notre étude des fractions continues canoniques.

Sans que j’insiste sur un sujet qui demanderait des développements
¢tendus, je ferai remarquer que le rapprochement que nous venons
de faire entre lathéorie des fractions continues canoniques ¢t celle des
fractions holoides donne des indications indispensables pour aborder
I'¢tude de la généralisation des fractions continues algébriques dans
le cas de séries ordonnées suivant les puissances descendantes de la
variable. Il montre que la simple analogie avec ce qui se passe dans
le cas de séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de la
variable serait touta fait trompeuse; et il rendrait, sans doute, compte
des difficultés rencontrées, & ce point de vue, par M. Hermite dans
son Mémoire Sur la généralisation des fractions continues algébrigues
(Annali di Matematica pura ed applicata, ¢ série, (. XXI).

Enfin, lorsque Pon se reporte & Porigine du développement en
fraction continue canonique d'une fonction, considéré comme une
extension du développement d’un nombre en fraction continue arith-
métique, on est naturellement conduit & se poser les questions sui-
vantes :

Puisque 'on a reconnu que, pour épuiser le systéme des fractions
rationnelles approchées de la série w(a), il faut avoir recours aux
fractions continues canoniques des fonctions 'y"'u<—:;>, ol o prend
toutes les valeurs enti¢res, n’y a-t-il pas dans la théorie des nombres
quelque chose d’analogue? Ne faudrait-il pas, i chaque nombre jouant

. . 1 - e e 1y .
le role de la fonction « <—;>, en adjoindre une infinité d’autres jouant

le role des fonctions y*u (3) » et considérer 'ensemble des développe-

ments en fractions continues de tous ces nombres, pour créer, au moyen
de leurs réduites, P'analogue du Tableau des fractions rationnelles
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approchées d'ane fonction? L'existence, dans 'un de ces développe-
ments, d’'un quotient incomplet supéricur i I'unité est-il 'indice de
Pexistence d'une fraction rationnelle approchée anormale, et une loi
de distribution de ces fractions anormales existerait-elle, qui serait
l'analogue de celle que nous avons obtenue dans la théorie des frac-
tions rationnelles approchées d’une fonction? Questions prohablement
difficiles, mais dont la solution conduirait sans doute & des résultats
du plus haut intérét pour la théoric des nombres, et que j'indique
("autant plus volontiers que leur solution établivait le lien entre notee
théorie des fractions rationnelles approchées d’une fonction et les
helles et profondes recherches entreprises par MM. Hurwitz (Mathe-
matische Annalen, t. XLIV, 1894) el Minkowski (Annales de U Ecole
Normale supérieure, 3° série, (. XII, 18965 Mathematische Annalen,
L LIV, 1go0) sur fa représentation approchée d’un nombre au moyen
de fractions rationnelles,



