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MEMOIRE

SUR LES

SYSTEMES MODULAIRES DE KRONECKER,

Par M. Harris HANCOCK.

e — —

INTRODUCTION.

Les recherches de Kummer sur les unités complexes et sa décou-
verte des nombres premiers idéaux qui, considérés comme les élé-
ments extrémes de cctte théorie, occupent la méme place que les
nombres premiers dans la théorie générale des nombres rationnels,
furent étendues & la théorie générale des nombres algébriques par
Dedekind d’une part et par Kronecker de I'autre.

Dedekind, en considérant ces quantités simplement comme des
nombres abstraits, a donné leurs propriétés fondamentales et caracté-
ristiques et a établi ainsi une théorie pour ces nombres, comme Iavait
fait Gauss pour les nombres rationnels ordinaires.

Kronecker, en employant ces nombres algébriques comme coeffi-
cients de fonctions d’une ou de plusieurs variables, a inauguré une
théorie qui est la généralisation de la théorie des nombres rationnels
et des nombres algéhriques. Le domaine de rationalité le plus général
n’est plus pour lui celui des nombres rationnels ou algébriques, ¢'est
le domaine qui contient les fonctions rationnelles d’une ou de plu-
sieurs variables i coefficients algébriques, ces coefficients appartenant
% un domaine algébrique donné. Dans ce domaine, ce sont les fonc-
tions de plusieurs variables & coefficients algébriques qui prennent la
place des nombres rationnels dans la théorie ordinaire des nombres.
Dans les domaines de Kronecker ce sont les systémes modulaires pre-
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miers qui-remplacent les entiers rationnels premiers de la théorie
ordinaire les nombres.

[lyabeaucoup de points communs i la théorie de Dedekind et a celle
de Kronecker et qui sont dus, & vrai dire, & ce qu’il y a de commun
aux domaines de rationalité d’olt elles tirent leur origine; et c’est
pour cette raison que dans Ia premiere Partie de cet Ouvrage, apres
avoir donn¢ un historique du développement de la théorie des
nombres algébriques, nous traitons brievement quelques-uns des
points essenticls des domaines algébriques de rationalité, en cher-
chant surtout i mettre en évidence les propriétés caractéristiques qui
sont communes A la fois aux modules et aux idéaux de Dedekind d’une
part et aux systemes modulaires de Kronecker de I'autre. Nous pou-
vons ainsi étendre beaucoup de théorcmes sur les modules et les
idéaux & la théorie des systtmes modulaires. En nous servant des
idéaux premiers, nous pouvons effectuer la réduction des systiémes
modulaires généraux d’une maniere simple et tout a fait analogue & la
réduction déja donnée (Journal de Crelle, (. 119, p. 148) pour les
systemes dans lesquels les coefficients des ¢léments sontexclusivement
des entiers rationnels.

Nous avons jugé qu’il était nécessaire de faire une digression sur
la théorie des équations afin d’acquérir quelques notions sur les sys-
(emes d’équations des différentes espiees (Stufe), auxquels la défini-
tion des systemes modulaires des différentes especes et des diviseurs
des différentes esptees se trouve intimement liée.

Nous pouvons de cette facon avoir une notion plus précise des sys-
temes modulaires premiers.

I’auteur ne veut pas laisser échapper cette occasion d’exprimer &
M. George Frobenius toute sa gratitude pour la courtoisie dont il a
fait preuve en lui permettant de faire un libre usage des legons sur la
Théorie générale des nombres algébrigues qui furent faites i Berlin par
ce distingué professeur et qui lui ont ¢té un guide précicux dans le
présent Ouvrage, tout particulierement dans I'exposition de la théorie
de Dedekind.

Dans la secconde Partie de 'Ouvrage, nous nous oceupons des sys-
temes modulaires dans le domaine algébrique général Q. Ces systemes
sont réduits & leurs formes les plus simples et nous avons pu en donner
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les formes canoniques par des méthodes analogues 4 celle donnée
dans le Journal de Crelle (loc. cit.), ces formes étant de telle nature que,
de quelque fagon que 'on ait effectué la réduction du systeme initial,
la forme finale qui est équivalente & la forme canonique lui est iden-
tique.

Les systemes modulaires premiers ont, vis-a-vis des systemes modu-
laires, les propriétés caractéristiques des nombres premiers dans la
théorie ordinaire des nombres, et ces systemes modulaires premiers
ont aussi, vis-a-vis des domaines de rationalit¢ dans lesquels ils
entrent, des propriétés caractéristiques analogues a celles dont jouis-
sent les entiers rationnels premiers relativement au domaine des
nombres rationnels.

Apres avoir déterminé les systemes premiers dans chaque domaine,
nous en déduisons quelques théoremes, en particulier ceux qui sont les
analogues du théortme donné par Fermat et de celui donné par Wilson
pour la théorie ordinaire des nombres rationnels.

Si M désigne un systeme modulaire premier dont les éléments sont
des fonctions irréductibles des variables «, y, z, ... & coelficients
sntiers appartenant & Q, et sirest une fonction quelconque entiere
des variables x, y, =, ..., 4 coefficients entiers appartenant a Q, le
théoreme de Fermat consiste en ce que, élevée a la puissance p*,
p ¢tant un entier rationnel premier déterminé et & un entier rationnel
fixé d’'une maniere déterminée, la fonction 7 satisfait & la congruence

rP* ==y (mod M).
Si e est le plus petit entier positif tel que
"= r (mod M),

L peut étre appelé la hawtewr de la fonction rrelativement au systeme
modulaire M.
Nous avons le remarquable théoreme suivant :
' — =l —r)=10P (r, 2, y,5,...) (mod M),
olt le premier produit doit étre étendu i un systeme de p* fonetions
incongrues r;(i=1,2, ..., 7"*) suivant le mod M, qui sont de; hau-
teur % ou de hauteur d, d étant un diviseur de &; et ol le second
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produit s’étend & un nombre déterminé de fonctions irréductibles
P(r, «,y, 5, ...) qui sont entiéres en toutes les variables. Ces fonc-
tions sont de degré 2 ou d en r, de degrés déterminés par rapport aux
variables z, y, z, ..., les coefficients des plus hautes puissances de r
dans ces fonctions étant 'unité, tandis que tous les autres coeffi-
cients sont des entiers rationnels qui ont été réduits suivant le mod p.

PREMIERE PARTIE.

HISTORIQUE (1).

Les recherches relatives & la théorie des nomhres n’ont porté,
jusqu’au commencement de ce siecle, que sur les nombres rationnels,
c¢’est-a-dire sur les nombres qui dérivent de l'unité par les opérations
de I'addition, de la soustraction, de la multiplication et de la division,
et qui ont la propriété de se reproduire par ces opérations. L’intro-
duction de nombres algébriques dans de telles recherches est due &
Abel qui, dansI'introduction au Mémoire intitulé Sur la résolution algeé-
brique des équations (OEuvres Sylow-Lie, t. 11, p. 219) se demande :
« D'abord qu’est-ce que cela veut dire que de satisfaire algébriquement
A une équation algébrique? » Comme réponse a cette question, il écrit:
« Lorsqu’il s’agit d’une équation générale, dont tous les coefficients
peuvent, par conséquent, étre regardés comme des variables indépen-
dantes, larésolution d’une telle équation doit consister & exprimer les
racines par des fonctions algébriques des coefficients. Ces fonctions

(1) Donnanl un exposé des recherches faitos sur les nombres algébriques jusqu'a la
publication de I'Ouvrage de KroNtcker : Grundzige einer arithmetischen Theorie der
algebraischen Grossen (Festschrift zu Herrn E.~E. Kummers's funfsigjéhrigen Doctor-
Jubiléum). Berlin, Reimer; 1882.
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pourront, selon la conception vulgaire de ce mot, contenir des quan-
tités constantes quelconques, algébriques ou non. On pourra y ajouter,
si 'on veut, comme condition particulizre, que ces constantes seront
de méme des quantités algébriques : ce qui modifierait un peu le pro-
bleme. En général, il y a deux cas différents selon que les coefficients
seront des quantités variables ou non. » La classe spéciale d’équations
résolubles qu’Abel traite dans son Ouvrage est celle des équations
appelées par Jordan et Kronecker équations abéliennes.

Une quantité £ est appelée nombre algebrique lorsquelle satisfait &
une équation de la forme '

Lt A= eyt A et ¢, =0,

ol les ¢ sont des nombres rationnels; lorsque les ¢ sont des entiers
rationnels, & est un entier algébrique; lorsque les ¢ sont des fonctions
rationnelles d’'un certain nombre de variables w, z, 5/, 27, ..., £ est dit
une fonction algebrigue de ces variables; et lorsque les ¢ sont des poly-
nomes entiers par rapport aux variables qu’ils contiennent, & est un
entier algebrigue fonction de ces variables. Parmi les variables qui
entrent dans les ¢ nous pouvons en regarder au moins une, soit w,
comme indépendante. Qutre ces variables qui entrent dans ’expression
des racines, il peut apparaitre certaines especes de nombres constants
algébriques ou rationnels. Il semble résulter des remarques faites
dans le Mémoire mentionné plus haut (voir aussi KroNecker, Werke,
édité par Hensel, t. I1, la premiere Note de lap. 253) qu’Abel désirait,
dansla solution généralé des équations, considéreraussi des quantités
qui n’étaient pas algébriques, les quantités transcendantes. Les résul-
tats qui ont été obtenus dans I’étude de ces quantités sont, comme
leur définition, de nature négative (*).

(1) Consulter sur ce sujet LiouviLLe, Sur des classes trés étendues de quantités dont
la valeur n’est ni algébrique, ni méme réductible & des irrationnelles algébriques (Jour-
nal de Math., t. XV1; 1851).

Cu. Herwmite, Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus, t. LXXVII, 1873).

LINDEMANN, Uecber die Zahl u(Math. dnn., t. XX).

WEIERSTRASS, Zu Lindemann’s Abhandlung : Ueber die Ludolph’sche Zahl (Sitz. der

Ber. dkad.; 3 décembre 1885).
Voir aussi les OEuvres de HiLserT, Hurwitz et GorpAN dans le 43¢ vol. des Math. Ann.



S.8 HARRIS HANCOCK.

Abel mourut sans avoir faitavancer beaucoup la théorie des nombres
algébriques.

Ce fut Gauss qui, le premier, fit faire un grand pas & cet(c théorie en
« ¢largissant le champ de I’Arithmétique » par I'introduction des quan-
tités algébriques de la forme @ —+ ib (voir Theoria residuorum biqua-
draticorum, commentatio secunda, 1831). Les quantités @ et b sont des
nombres rationnels et i = —1.

Plus tard il considéra les nombres algébriques plus généraux qui
sontcomposés des racines de I'unité. De tels nombres sontspécialement
¢tudiés par Cauchy ('), Jacobi (*) el Eisenstein (*).

Ces mathématiciens rencontrerent bientot ce résultat inattendu que,
dans le domaine d’investigation considéré, deux nombres n’avaient pas
toujours un plus grand commun diviseur et que des produits de facteurs
irréductibles pouvaient étre égaux sans que les facteurs simples
fussent égaux.

Kunmer |Gratulationsschrift des Breslauer Universicat, ete. (Breslau,
1844 )] éerit : « Maxime dolendum videtur, quod haee numerorum realium
virtus, ut in factores primos dissolyl possint qui pro eodem numero semper
wdem sint, non eadem est numerorum complexorum, quae si esscl tola
heee doctrina, que magnis adhue difficultatibus laborat, facde absolet et
ad finem perduct posset. »

Un entier algébrique peut étre décomposé en un produit d’un
nombre fini d’entiers algébriques irréductibles; mais cette décompo-
sition n’est pas unigue et il n’est plus vrai que si un produit est divi-
sible par un nombre irréductible, un de ses facteurs au moins doit
¢tre divisible par ce nombre. Kummer [ Zur Theorie der complexen Zahlen
(Crelle, 35)] imagina un moyen de surmonter cette difficulté par I'in-
troduction d’une nouvelle conception, celle des facteurs premiers
idéaux, et montra que les facteurs premiers rationnels n’étaient pas

(1) Caveny, Mémoire sur la théorie des nombres ( Comptes rendus, 1850). — Trois Noles
dans les Comptes rendus, p. 347, fo7, 11203 180.

(%) Jacosr, OFuores complétes, vol. VI, p. 233, 240, 254, 275.

(3) EisensteIN, Ueber eine neue Gattung Zahlentheoretisher Fonctionen, ¢\ Beweis der
allgemeinsten Reciprocitiusgesetzte zwischen reellen und complexen Zahlen (Ber. der
K. dkad. der Wissen. zu Berlin, 1850) ¢t de nombreux éerits dans le 27° et le 28¢ vol.
du Journal de Crelle.
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5.9
les éléments extrémes (ausserste). Kummer n’appliquait ces principes
qu’aux nombres algébriques qui sont dérivés des racines de 'unité.
Les facteurs idéaux qu’il a introduits ont servi & écarter beaucoup de
dilemmes qui avaient déji été rencontrés par les mathématiciens cités
plus haut, et ont été e point de départ des recherches plus générales
de Kronecker et Dedekind.

Les nombreux écrits de Kummer sur les unités complexes sont
donnés par Lampe dans le Nachruf fir Ernst Eduard Kummer (Iahres-
bericht der Deutsch. math. Vereinigung, t. 111, p. 23); ¢f. aussi Hen-
MItE, Notice sur les travaux de M. Kummer (Comptes rendus, 1893,
p- 1163).

La théorie des fonctions analytiques fut développée par les savants
de I'école francaise. Pendant son s¢jour & Paris, Dirichlet avait pu se
mettre (rés au courant de ce snjcl', et de retour en Allemagne, par ses
lecons sur la théorie des équations aux dérivées partielles, il répandit
dans Décole allemande cetle théorie déja hien connue en France,
grice surtout aux efforts de Fouarier, Poisson, Ampere et Monge.
Riemann Papprit de Dirichlet, et c’est sur cette base qu’il fonda Ia
théorie de Riemann.

Appliquant ses connaissances des méthodes analytiques aux pro-
blemes qui se posent dans I’étude des quantités complexes, Dirichlet
trouva un moyen simple et direct de les résoudre. Sa premiere com-
munication sur ce sujet est une lettre adressée & Liouville et insérée
dans les Comptes rendus de 1840.

Les résultats principaux de ces recherches se trouvent dans les
Monatsberichte de I’Académie de Berlin (octobre 18471, avril 1342 et
mars 1846). Voir aussi les références sur ses ouvrages dans le on-
zieme supplément & la Theéorie des nombres de Dirichlet, par Dede-
kind. .

Kummir | Geddichinissrede awf Lejeune-Dirichlet (Abhandl. der Konigl.
Akad. der Wiss. zu Berlin, 1893, p. 1)] dit que I'application faite par
Dirichlet de 'analyse 4 la (héorie des nombres fait époque dans cette
théorie en créant dans cette branche une nouvelle discipline mathé-
matique comme le fit en Geométrie Papplication de Panalyse par Des-
cartes.

Antérieurement aux ouvrages de Kronecker, nous pouvons citer ici

Ann. de Ukie. Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL. S.2
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Selling, qui [Uecber die idealen Primfactoren welche aus den Wurseln
einer beliebigen irreductiblen Gleichung rational gebildet sind (Schiom.
Zeits., t. X, p. 17)] s'oceupe de la réduction desracinesp,, 0., .... o,
d’une ¢quation algébrique irréductible

Ry=ayr"+a,x2"'+...4-a,=o,

ol les @ sont entiers, en facteurs premiers idéaux et suit une marche
analogue & celle suivie par Kummer dans cette théorie, pour les
nombres formés des racines de 1'unité; Zolotarefl, qui discuta des
questions semblables dans la brochure Sur la théorie des nombres com-
plexes (Journal de Liougille, 3° série, t. VI, p. b1 et p. 129).

Ceux qui s’occuperent de la théorie des congruences supérieures et
dont les recherches semblentavoir ¢té utiles 2 Kronecker sont Schéne-
mann (') et Serret (?).

Apres Gauss le grand maitre dans la théorie des nombres fut Kro-
necker. Il semble qu’il ait voulu en faire la base de toute la Science
mathématique.

Ce fut Kronecker qui généralisa les principes de Kummer et qui
sentit la nécessité de définir les facteurs premiers idéaux pour les
quantités algébhriques les plus géncrales, en comprenant & la fois dans
ces quantités les nombres algébriques et les quantités algébriques
définies & la page 7. Frobenius, dans sa Geddchinissrede auf Leopold
Kronecker (Abhandl. der Konigl. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1893, p. 1),
dit: « Par la maniere dont le génie de Gauss traita les nombres cyclo-
tomiques 'Algebre futredevable 4 PArithmétique, et la force con-
quérante de Jacobi déposa i ses pieds (de PArithmétique) les immenses
trésors de formules de la théorie des fonetions elliptiques et au service
de Dirichlet elle s’introduisit dans les méthodes les plus subtiles de
I'analyse. Ce sera toujours la gloire de Kronecker d’avoir rendu cette
science, qui se suffisait a elle-méme, utile a la fois & ’Algebre et & la

(1) SCHONEMANN, dllgemeine Sittze iber Congruenzen, ete. (Journal de Crelle, t. 19,
p- 231 et p. 289). ’

SCHONEMANN, Grundzige einer allgemeinen Theorie der hiheren Congruenzen, cte.
(Journal de Crelle, 1. 31, p. 269). v

(%) SERRET, Comptes rendus, 1865, p. 913, et Chapilre III de son Cours d’ Algébre
supéricure, t.II, 1866.
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Théorie des fonctions; » et Kronecker, dans ses Aniritisrede i ' Aca-
démie de Berlin, dit : « Die Verknupfung dieser drei Zweige der Mathe-
matik erhiht den Reiz und die Fruchtbarkeit der Untersuchung. »

Les recherches sur les nombres complexes formés des racines des
¢quations abéliennes conduisirent Kronecker au probleme algébrico-
arithmétique de la formation de toutes les ¢quations abéliennes pour
un domaine quelconque de rationalité. Il communiqua la solution de
ce probleme & ’Académie de Berlin en 1853.

Depuis celte ¢poque on attribua & Kronecker une habileté toute
spéciale & traiter les questions d’Algébre & un point de vue arithmé-
tique ct, en s’oceupant de ces problemes, il concut U'idée d’étendre
la notion, due & Gauss, de congruences ayant pour module un entier
a la notion de congruences ayant un systeme arbitraire de modules,
notion dont Schénemann et Serret avaient déja eu tous deux une pre-
micre idée.

Hensel, dans la préface du premier Volume des Kronecker’s Werke,
¢erit, sous le nom &’ Arithmétique générale : « Kronecker étendait 'ap-
plication des conceptions et des méthodes de la théorie des nombres
2 la recherche des fonctions rvationnelles d’un certain nombre de
variables. Ce trés vaste champ de recherches embrasse I'étude des
systemes de nombres entiers, la théorie des nombres dans son entier,
les recherches sur les systemes linéaires, la théorie des déterminants,
les formes bilinéaires et guadratiques et finalement la théorie géné-
ale des nombres algébriques et des fonctions d’une et de plusieurs
variables. » La théorie générale permettant de traiter ces questions fut
présentée par Kronecker sous une forme condensée et excessivement
difficile, & P'occasion du cinquantieme anniversaire du doctorat de
Kummer dans les Grandzige ciner arithmetischen Theorie der algebrai-
schen Giréssen.

Dans cet ouvrage, Kronecker employa systématiquement la méthode
des coefficients indéterminés dans la définition des quantités idéales
ef, en se servant de plusieurs variables dans la mise en formules de
ces fonctions, surmonta les difficultés et évita les imperfections ren-
contrées dans Uemploi d’une seule variable.

Au lieu d’associer des espices plus élevées d’irrationnelles alge-
briques, il élargit la dimension du domaine initial en associant des



S.12 HARRIS HANCOCK.

formes de plusieurs indéterminées et donna surtout de nouveaux points
de vue pour les domaines de rationalité qui contiennent non seulement
des nombres et des fonctions d’une variable mais encore de plusicurs
variables indépendantes. Au moyen d’un nombre fini de quantités algé-
briques entitres il peat exprimer toutes les quantités de cette sorte qui
appartiennent au domaine. Le plus grand commun diviseur de plusicurs
quantités entitres n'est pas la seule chose commune i ces quantites,
¢’est seulement un diviseur commun de premiere espeee (Safe); clles
peuvent avoir aussi des diviseurs communs d’espece supérieure.
Dedekind fit & la méme époque des recherches semblables et indé-
pendantes de celles de Kronecker, qui le conduisirent & une (héorie
générale du caleul desnombres algébriques. Dans ses idéaux premiers
il & trouvé, pour les nombres algébriques généraux, les éléments
extrémes comme Kummer I'a fait dans le cas plus spécial des nombres
algébriques quisont formés avee les racines de unité. Dans le onzidme
Supplément & la Dirichlet’s Zahlentheorie et dans d’autres ouvrages
cités dans ce volume, Dedekind a fondé pour la théorie générale des
nombres algébriques de véritables Disquisitiones arithmetice.

Domaine de rationalité.

Une fonction donnée de degré n
Jxy=aya" 4+ a,x" ' ... 4 a,,

ol g, @y, - .., @, sontdes nombres rationnels, peut toujours étre décom-
posée en n facteurs linéaires, de sorte que 'on ait

S(@)=a,(e—a) (2 — ). (0 - ay),

Koy Tas -0y X, Gtant les nracines de I'équation /() = o.

Cette décomposition en facteurs n’est plus possible si nous assujet-
tissons les coefficients & certaines conditions; par exemple, si nous
voulons que les coefficien(s des facteurs en lesquels la fonction /()
doit étre décomposée soient aussi des nombres réels, /() ne pourra
en général étre décomposée qu’en facteurs du premier et du second
degré puisqu’un trinome du second degré a discriminant négatif
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ne peut pas étre décomposé en deux facteurs linéaires a coefficients
réels.

‘ Nous pouvons aussi nous proposer de décomposer une fonction F(ax)
a coefficients entiers en des facteurs qui aient aussi leurs coefficients
entiers. Nous savons que cela est souvent impossible.

Nous appellerons domaine (') un systeme de nombres ou de quan-
tités en nombre infini; par exemple, nous avons le domaine de tousles
entiers, le domaine de tous les nombres rationnels, qui comprend tous
les entiers et toutes les fractions; ete.

Nous™ avons déja dit que les nombres rationnels fournissent des
nombres rationnels en les faisant entrer dans des opérations ration-
nelles. Ceci est encore vreai pour les nombres algéhriques, c’est-
a-dire qu'une fonction rationnelle d’un certain nombre de nombres
algébriques est un nombre algéhrique. Nous appelons domaine de
rationalité (*) un systeme de quantités tel que toutes les quantités du
systeme aient la propri¢té de se reproduire par des opérations ration-
nelles de sorte que, par exemple, la somme, la différence, le produit
ou le quotient de deux nombres quelconques du systeme soient un
nombre appartenant au systeme.

Soient R, R®, R®, ..., des quantités, ol le terme quanuié doit
étre pris dans le sens arithmétique et algébrique le plus large. Le
domaine de rationalité de ces quantités comprend toutes les fonctions
rationnelles de ces quantités dont les coelficients sont des nombres
rationnels. On peut le désigner parP = (R, R®, R®, ...). Aprésavoir
fixé le domaine de rationalité nous pouvons supposer que les coefti-
cients d’une fonction entiere d’un certain nombre de variables appar-
tiennent (*) 4 ce domaine. Cette fonction est dite décomposable en
facteurs, lorsqu’elle est égale au produitde deux ou plusieurs fonctions
entieres de deux variables dont les coefficients appartiennent au méme
domaine de rationalité; sinon la fonction est dite irréductible.

(1) Je traduis le mot de Kronecker Bereich par le mot domaine, parce (uc ce mol
veille moins Uidée d’espace que lout autre mot (voir KRONEGKER, L. 1, p. 249)-

(2) Ce qui correspond & ce que Dedekind appelle Kdrper won Zahlen ou Zahllorper
et Kronecker, Rationalitiisbereich.

(3) Une quantité appartient & un domaine lorsqu'elle est I'une des quantités qui con-
stituent ce domaine.
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Soit P = (R™,R™, ...) un domaine de rationalité déterminé ('). La
quantité & est dite quantité algébrigue (ou fonction algébrique des
quantités R, R®, ... dérivée du domaine P si & satisfait & une équa-
tion algébrique dont les coefficients appartiennent au domaine P.
Toutes les quantités algébriques qui sont dérivées d’un domaine P
forment elles-mémes un autre domaine de rationali(é.

A chaque quantité algébrique & correspond une équation irréduc-
tible /(£) = o qui estsatisfaite par cette quantité. Si la fonction /(%)
est de degré n, les n — 1 autres racines £, £&) . Ee=Dgong ;’nplwl(:és
racines conjugudes de . Ce n’est done la qu’ane notion relative,
puisqu’elle se rapporte au domaine P. Nous pouvons appeler P le
domaine fondamental (Stammbereich). Nous divons que le domaine P
est le domaine naturel de rationalité lorsque les R sont tous indé-
pendants. Dans ce cas, les fonctions entieres de RO, R®), ..., & coelti-
cients entiers constituent un systéme de quantités qui forment une
partie on un diviseur du domaine P. Le domaine formé par ces quantités
entivres estappelé domaine d’intégrite et est désigné par [RY, R®, ...

Une quantité £ est appelée fonction algébrigue enticre des quantités
R, R, ..., ou quantite algebrique enticre, lorsqu’elle satisfail & une
¢quation dans laquelle le coelficient de la plus haute puissance de la
variable est 'unité tandis que les autres coefficients sont des quantités
appartenanta (R, R®,...). Puisque les fonctions algébriques entieres
des quantités algébriques enticres sont des quantités algébriques
entieres, il en résulte que toutes les quantités algébriques entieres qui
sont dérivées du domaine d’intégrit¢ [R®, R®,...] forment elles-
mémes un autre domaine d’intégrité.

Il existe un domaine de rationalité qui ne comprend que la quantité
xéro. Nous ne considérerons pas ce cas trivial et nous supposerons
toujours que le domaine comprend au moins une quantité a différente
de zéro. Il comprendra done toules les quantités que on déduit de
cette quantité par des opérations rationnelles, et par conséquent la

o . . Py , ep . .
quantite —=1. Par suite tous les entiers positifs et négatifs ainsi que

(1) Nous éerirons domaine au lieu de domaine de rationalité quand il ne pourra pas
en résuller de confusion.
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les fractions appartiennent & ce domaine. L'ensemble de ces nombres
rationnels forme un domaine de rationalité que Kronecker appelle le
domaine absolu de rationalité. Ce domaine est contenu comme diviseur
dans tout autre domaine, saufl dansle domaine trivial que nous venons
de mentionner.

Si, au domaine de rationalité

P= (RO, R, .. .),

nous adjoignons une quantité £ dérivée de ce domaine, nous avons un

nouveau domaine
P(5)=(¢, RV, R, ...).

Toute fonction rationnelle de &, c’est-d-dire de la forme EEQ, peut,
au moyen de Péquation irréductible du ritme degré /(,b) f_o, qui
détermine &, étre transformée en une fonction entiere de £ dont le
degré est, au plus, n — 1 (voir I'Algébre de Weber, t. I, p. 498). Par
suile, nous aurons toutes les quantités appartenant au domaine P(g)
si, dans 'expression

Mg+ 6 + @B+ @y £,

nous prenons pour les @ toutes les quantités du domaine P, et cha-
cune des. quantités de P(E) est obtenue une fois seulement lorsque
I'on substitue ces valeurs dans la forme linéaire.

P(%) peut donc étre appelé un domaine du n*m degré. Si £,
, .y &7V sont les racines LOI]JU“UPGQ de &, P (&), P(E(”)

p(&n ”) sappellent les domaines conjugues de P (%), et le p:odunl,
des domaines P (%), P(EM), ..., P(E#=") s’appelle le norme du
domaine P (%).

Lorsque toutes les quantités appartenant a 'un des domaines se
trouvent aussi dans un autre domaine, on dit que ce dernier domaine
conticnt le premier domaine et le premier est appelé un diviseur du
second. :

Par exemple, le domaine d’intégrité [R™, R®, .. .7] est un diviseur
du domaine (R, R®, ...) et le domaine P(q) contlent le domaine
Jondamental P. Toutes ces quantités algébriques, qui appartiennent
au domaine P (&), forment un genus (Gattung) de quantités algé-

2)

SN
=
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-

briques, et le domaine P (%) peut s’appeler le genus £ lorsqu’on veut
le distinguer d’un autre domaine.

Plus petit commun multiple ou produit de plusieurs domaines.

Soient £,7,¢, ..., des quantités algébriques dérivées du domaine
P = (R", R®, ...)
et qui satisfont, par conséquent, aux équations algébriques
Slo)=o, g(y)y=o, h(z)=—o, R

respectivement de degré a, b, ¢, ..., et dont les coefficients sont des
quantités appartenant au domaine P. Formons les domaines P (%),
P (7)), P(L), .... Leplus petit commun multiple de ces domaines est
un domaine composé du systeme de nombres le plus petit possible qui
contienne tous les nombres appartenant i ces domaines; ¢'est-d=dire
que c’est le domaine qui contient la totalité des fonctions rationnelles
de &, 7, ¢, . ... Nous pouvons done dire que P (%, 7,4, .. ) est e plus
petit commun multiple ou le produit de ces domaines l’(E), P (7),
Py,

Si maintenant il est possible de déduire une quantité o telle que
w soit une fonction rationnelle de toutes les quantités %, », £, ... e,
en méme temps, que chacune des quantités £, 7, {, .. . soit une fone-
tion rationnelle de o, le domaine P (%, 7, ¢, ...) est idenlique au
domaine P (w) = Q.

Pour montrer que Pon peat avoir une fonction telle que o, il suffit
de choisir pour m une fonction rationnelle de &, 1, ¢, .. ., telle que
lesa. b.c. ... valeurs que w prendlorsque nous remplacons .G, ...
par leurs valeurs conjuguées, soient toutes différentes.

Le cas le plus simple d’une telle fonction est I'expression lingaire

w=E+pn-+ql-t+...,
oir, d’apres la méthode de Cantor (Math. Ann., t.V, p. 133), les quan-
tités p, ¢, ... ont ¢été choisies de manitre & remplir les conditions

voulues. La proposition peut étre alors démontrée, par exemple, par
la méthode de Weber (4lg., t. I, p. 500).
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Conception plus précise d'un domaine du rit=c degré.
Domaines algébriques ou finis.

Nous dirons que » quantités &, &,, .. ., &, du domaine P (%) sont
linéairement indépendantes quand il n’est pas possible de trouver
n quanlités a,, a,, ..., @,, du domaine P telles que l’on ait

(ZOEO"*" algl aE i alz—lE/z—iz 0.

Un domaine est dit fini du n®m degré lorsqu’il contient n quantités
linéairement indépendantes, mais que n—+ 1 quantités quelconques du
domaine sont linéairement dépendantes.

Par exemple, les quantités 1, &, €2, 8%, ..., &' du domaine P (&)
sont lin¢éairement indépendantes, mais une autre quantité n du do-
maine P (&) peut étre exprimée par une expression de la forme

N=ay+ & E+ P+ .. a, £,

ol a,, a,, --.,a,_, sontdes nombres du domaine P.

Dans un domaine du n'®m¢ degré, chaque systeme de n quantités
linéairecment indépendantes forme une bdase du domaine. Si ’on mul-
tiplie par tous les nombres rationnels Ies » quantités d’une base d’un
domaine et si I'on ajoute les résultats, on a toutes les quantités du
domaine, ct chacune d’clles n’est obtenue qu’une fois.

Nous pouvons donc ainsi définir le degré d’un domaine & I'aide du
domaine lui-méme sans employer la quantité particuliere & de ce
domaine.

Relativement aux domaines infinis, nous ne pouvons donner que
des résultats négatifs comme, du reste, leur définition, qui doit
s’énoncer d’'une maniere négative.

Un domaine fini peut ne contenir que des nombres algébriques; un
tel domaine sera, en conséquence, appelé un domaine algébrigue. Le
seul domaine du premier degré est le domaine des nombres ration-
nels. Nous le désignerons par P(1)ou P. Ce domaine est contenu dans
tous les autres et peut étre nommé le domaine absolu P.

Si nous adjoignons au domaine P les racines d’une équation irré-
ductible, le domaine qui en résulte est fini, et nous obtenons tous les

4nn.de I’fic. Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL 8.3
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domaines finis possibles si nous adjoignons a P les racines de loutes les
équations irréductibles possibles.

Pour démontrer ce théoreme, il nous suffit de montrer que dqns tout
domaine fini A de degré n il existe une quantité algébrique au moyen
de laquelle le domaine algébrique est complétement déterminé.

Si u est une quantité arbitraire du domaine A, elle satisfait & une
équation irréductible de degré p, par exemple, dont les coefficients
appartiennent au domaine P. Nous pouvons former le nouveau do-
maine P () qui contient les p quantités linéairement indépendantes
I, U, ..., uP~'. Sin>p, le domaine A contient au moins une aulr
quantité «’ qui est linéairement indépendante des quantités 1, u, ...,
u?~'. Nous adjoignons cette quantité au domaine P(«) et nous avons
P(u, w)="P(v), par exemple, ol ¢ satisfait & une équation irréduc-

- tible de degré ¢ <n. Si ¢ <n, nous continuerons & opérer de méme
jusqu’a ce que finalement nous arrivions, par un nombre fini d’opéra-
tions, & un domaine P (z) du r'me degre.

Il peut y avoir plusicurs de ces quantités z, et qui soient diffé-
rentes. Soit y une autre de ces quantilés qui vérific aussi une équation
irréductible du n'®me degré.

On voit par la manitre méme dont ces quantités ont été formées que
a et y peuvent étre exprimées rationnellement en fonetion 'une de
I'autre. De telles quanltités sont appelées quanlll( s primitives dans le
domaine A qu'elles déterminent completement. Le domaine P () est
identique 4 P(y). La méthode suivante, donnée par le professeur Fro-
benius, peut étre employée pour rechercher si la quantité y du domaine
P () est primitive ou non.

. Soient 2™, &®, ..., 2" les quantités conjuguées de x. Soit
y=o(x) ol g désigne une fonction rationnelle, et formons expres-
sion suivante, dans laquelle ¢ est une quantité variable:

[e—9(@)][t—p(2)]...[L—o(a)]=g(L);

g (t) estune fonction entitre de ¢ dont les coefficients appartiennent
au domaine P, puisque les fonctions symétriques élémentaires de «,
&', ... peuvent étre exprimées en fonction des coefficients de I'équa-
tion irréductible a laquelle @ satisfait. En posant

r=eolx), yl=9=), ..., yri=g(erh),
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'équation ci-dessus devient

(=) (=y)... t=yr)y=g(1),

equatlon du nitme degré qui a y pour racine. Si y est une quantité pri-
mitive, elle satlsfalt a une équation irréductible du nime degré; et
dans ce cas les n — 1 fonctions g(a'). . .o(a=") peuvent donner
n — 1 valeurs dilférentes y), ¥, ..., y©~Y, conjuguées de y.

Il est clair que les domaines (a, R, R®, ..), (x, R}", R”, ...)
sont identiques puisque les éléments de I'un des domaines peuvent
s’exprimer rationnellement en fonction des éléments de I'autre et que,
inversecment, les éléments du second domaine peuvent s’exprimer
rationnellement en fonction des ¢léments du premier. De plus, une
fonction rationnelle des ¢léments d’un domaine peut étre adjointe au
domaine sans Paltérer, et, puisqu’un élément d’un domaine de ratio-
nalité peut s’exprimer rationnellement en fonction des autres élé-
ments, on peut 'écarter du domaine.

Diviseurs d'un domaine donné.

Nous pouvons énoncer le lemme suivant :

Loyve. — S J(x) est une fonction enticre irréductible de x dont les
coefficients appartiennent au domaine de rationalité déterminé P, et si
(@) est une autre fonction de x dont les cocfficients appartiennent aussi
a un domaine P, je dis que, si g(x) a avec [(a) une racine commune,

chaque racine de [(x) est une racine de g(x) et, par conséquent, que
rr(ac) est divisible par f(x) st nous négligeons un facteur constant.

N

Il en résultera aussi que : -

1° Une équation irréductible ne peut avoir aucune racine commune
avec une ¢quation de degré inférieur;

2° Une équation irréductible ne peut pas avoir de racines mul-
tiples;

3° Deux équations irréductibles ne peuvent pas avoir de racines
communes;

4° Lorsque le produxt de deux fonctions entidres est divisible par
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une fonction irréductible, un des facteurs est divisible par cette
fonction;

5° Une fonction réductible ne peut étre décomposée en facteurs
irréductibles que d’une seule maniere.

Soit & (=) une équation irréductible de degré ¢ dont les coefficients
appartiennent au domaine fondamental P, et soient s/, 2, ..., z¢""
les quantités conjuguées de z. Formons le genre z,

'=P(s),

et soit x une quantité appartenant a ce dernier domaine, de telle sorte
que, cependant, z soit une fonction rationnelle de z, soit x = ¢ (3),
et formons les expressions

x =0(s),

' =g(s'),

Nous allons maintenant former la fonction

F(t) = (t—z) (£ — &)...(L— xte=),
ou .
F()=[t—o()][t—o(s")]...[¢— p(slcD)],
fonction entiere de degré ¢ dont les coefficients appartiennent au do-

maine P.
Je dis que F(2) est, soit une fonction irréductible, soit une puissance

d’une fonction irréductible.
Car si F (¢) est résoluble, soit /() un de ses facteurs irréductibles
de degré a, qui devient nul pour ¢ =g (s) par exemple; on a
Sle(z)]=o.
Cette équation a donc une racine commune avec I'équation irréduc-
tible 2 (z) == o; par conséquent,
fle(a] =0, [le(s™)]=0, ..., [Sle(s)]=0o,

de sorte que chaque racine de 1’équation F(¢) = o satisfait & I'équation
irréductible f(¢) = o.
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Des lors, en négligeant un facteur constant, on a

Fe(t) = [/ (O]

ol n est un entier positif.
Formons maintenant le genus z,

A=P(2),

ot x satisfait &4 une équation irréductible f(x)=o de degré a, dont
les coefficients appartiennent & P. Puisque x est aussi une quantité
appartenant au domaine I', nous voyons que «x est une fonction ration-
nelle de z, et nous dirons que le domaine A est un diviseur du do-
maine I'. De la relation ¢ = a.n, on déduit que le degré du domaine A
est un diwiseur du degré du domaine T, lorsque A est un diviseur de T
Si =1, la fonction F(z) est irréductible, ct toutes les racines «,
', ..., 2" de F(t)=o sont dillérentes. Des lors, x satisfait a4 une
équation irréductible de degré n, et les quantités 1, z, 2°, ..., 2
sont ¢ quantités indépendantes appartenant au domaine I'. Donc toute
autre quantité = du domaine I" peut étre exprimée rationnellement en
fonction de z, de sorte que 'on a 5 =7y (=), ol y, désigne une fonc-
tion rationnelle. Dans ce cas, les domaines A et I'sont identiques.

Sin=£1, les ¢ quantités ©(z), 9(z'), ..., 0(5€~") peuvent étre dis-
tribuées par groupes, dans chacun desquels il y a n quantités égales,
de sorte que

z  =9(s) =0(5) =¢(5) =...=¢(5),
2 =e(s) =o(s) =9(5) =...=0(5)
zla=1 = g (5(a—1)) =g (s V)= P ) =...= o (s,

les quantités o(s)") désignant les quantités 9 (=), ..., 9(37"), quel
que soit leur ordre.
Formons maintenant la fonction (¢, ) =0 (¢) — x, fonction qui
s'annule pour les n valeurs ¢=13, 5,, .. ., Zp—-
Soit
gt )= (t—3)(3—51)...(¢ —5n1),

le plus grand commun diviseur de la fonction ¢/ (¢, z) etde la fonction
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de degré ¢, k(z), de sorte que, dans le domaine A =P (&), = satisfait

4
i une équation g(¢) de degré n= —-

Nous pouvons montrer que, dans le domaine P (), la fonction g (¢)
est irréductible. En effet, si g(¢) était réductible, supposons que le
facteur irréductible de g(t) qui contient la racine z soit G (¢, ).
Puisque » = 9(z), ona ’

G[s, 9(5)]=o.
Mais, comme les coefficients de cette équation appartiennent au
domaine P, I'équation G = o s’annule aussi pour les autres valeurs
t=13,, ...,t =1z, pourlesquelles g(x) s’annule, et, par conséquent,
hun facteur constant pres, G(z) = g(z), et g(¢) estirréductible dans
le domaine P(z).
Ainst, le degré de 1" relativement au domaine A est --: s’ était ¢ rela-

tivement au domaine P .

Soit y une seconde quantité appartenant au domaine T', et formons
le genus P(y)=B. Supposons qu’il y ait une nouvelle distribution
des quantités ¢ correspondant au domaine I', soit

y o o=0(z) =0(s)  =b(a) = =),
yooo=dE) =(s) =d(s) = d(a,),

Pla=D) 2 (5la=D) == (S == (a1 === (S ).

On peut montrer que y est une fonction rationnelle de 2 dont les
coefficients appartiennent an domaine P. Si, de plus, les quantités y,
Y, .o ¥y sont toutes différentes, 2 estaussi une fonction rationnelle
de y dont les coefficients sont aussi des quantités du domaineP, etles
domaines A et B sont identiques. Nous avons ainsi la notion de I'iden-
wie de deux genera P(x) et P(y) qui tous deux sont diviseurs du
genus P (). o
Nous avons vu que, sile degré @ d’'un domaine diviseur A est plus
petit que le degré ¢ du domaine T, il correspond & ce diviseur une
distribution des ¢ quantités &, 2", ..., 2", en un groupe de » quan-
tités égales. Mais les ¢ ne peuvent ctre dlstmbuos en un systeme de n
parties égales que d’un nombre fini de manitres. Il peut se faire qu’a
plusieurs de ces distributions il ne corresponde aucune division du
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domaine I'; mais & chaque division il correspondra une seule distri-
bution. , ,

Donc un domaine algébrique n’a qu'un nombre fini de divisions
différentes; et 'on peut voir, réciproquement, que, si un domaine n'a
qu’un nombre fini de divisions, il est algébrique (woir, par exemple,
Bscuyany, Math. Ann., t. XVIL, p. 449).

Réduction d’'un domaine de rationalité lorsque, au lieu du domaine fonda-
mental P, on prend pour domaine de rationalité un autre domaine P(y)
dérivé du domaine fondamental.

La quantité @ ¢lant une quantité primitive de P(2) = A satisfait &
une équation irréductible /,(x) = o de degré a. Soit y une quantité
dérivée de P et une quantité primitive du domaine P(y)-—B de
degru b. Soit, de plus,

' F=P(z)xP(y)=D"(s)

de degré ¢ le plus petit commun multiple de A et B.

Dés lors, puisque A est un diviseur de T, @ == 9(z) est une fonction
rationnelle de z etl’on ac=a.n ol est un entier; de méme c = b.m
olt m est un entier.

De plus, puisque P(z) =P (2, y), 5 est une fonction rationnelle
de x ct de y telle que z =7 (2, ), par exemple. -

Si maintenant nous adjoignons y au domaine fondamental, dans le
domaine résultant, en vertu des équations x =¢(z), s=y(x,¥),
& sera unc fonction rationnelle de z et aussi s sera une fonction ration-
nelle de . 11 résulte par suite que, puisque 5 est une fonction primi-

r
tivé du domaine 3> 2 est aussi une quantité primitive de ce domaine et

B
saushut a une équation irréductible de degre que nous avons appeh e

: (!'L.(u, )y=o.
b

Des lors, si P est le domaine de rationalité, le domaine A- est:de
degré a. Mais si P(y) = B est choisi pourdomaine de rationalité, A est
de degré a’ = —b-; et dans ce dcrmer cas A peul étre représenté-par-une

v v-,‘ [



S.24 HARRIS HANCOCK.

expression de la forme
Bo+Bix+...+ Ba—yz®l,

ot les 8 sont les quantités rationnelles du domaine P(y). Si, d’autre
part, A était ajoulé au domaine fondamental P, le degré de B serait

b=

QIO

Deslors, &' et @' sont reliés par larelation ¢ = ab’= ba’. Soit B ="P(y)
un domaine dans lequel y est une quantité primitive, et soit ¥’ une
quantité conjuguée de y. Si F(u, y), G(u, y), sont deux fonctions
telles que F(u, y) soitdivisible par G(«, y), il en résulte que F(w, y')
est divisible par G(u, y").

Nous avons dit plus haut que, dans le domaine P, z satisfait a1'équa-
tion irréductible /() = o, et que, dans le domaine P(y), a satisfait

a I'équation irréductible G.(u, ¥) = o. Il en résulte que /,(u) est divi-
¢
sible par G.(«,y) ct, par conséquent, aussi par G.(«,y"), puisque

JSu(®) reste invariable quand y’ est remplacé par y.

Des lors, chacune des quantités G(u, y), G(u, ¥'), ..., G(u, y© ")
contient au moins une des racines de /(«). Bt puisque les coefficients
du produit de ces fonclions appartiennent au domaine P, il en résulte
que ce produit est ¢gal & une puissance de f(u) el par suite & la puis-
sance g

Plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs domaines.

Soient A et B deux domaines dérivés du domaine fondamental P.
Ces deux domaines ont, en général, en plus des quantités qui appar-
tiennent au domaine P, d’autres quantités en commun. Toutes les
quantités qui sont communes aux deux domaines forment un autre
domaine qu’on appelle le plus grand commun diviseur des deux
domaines. Si A et Bsont des domaines finis, D est aussi fini; et siz est
une quantité primitive de D telle que D = P(¢), ¢ est une fonction
rationnclle de z et y

t=9(2), e=¢()
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Considérons les quatre domaines définis plus haut A, B,T', D de degrés
respectivement égaux h @, b, c et d.
La quantité u = a satisfait & 'équation irréductible f,(«) = o rela-
tivement au domaine P et & I’équation irréductible G.(u, y) = o rela-
b

tivement au domaine P (). Soit maintenant D le domaine de rationalité
donné. Des lors, relativement & ce domaine, « = « satisfait & I’équa-

tion H,(u,t) = o, ol les coefficients appartiennent au domaine D et,
d

puisque D est un diviseur de B, aussi au domaine B. Par suite, « satis-
fait dans B a Iéquation H,(u, ) = o et, comme nous I'avons dit plus
a

haut, « satisfait aussi dans B & I’équation irvéductible G,.(u, y) = o.
;

Des lors H,(u, ¢) considéré comme fonction de u doit étre divisible
a

par G.(u, y) et par conséquent

4

{AY

[SEEN
o

Sous certaines conditions, ed = ab, par exemple dans le cas des
domaines normauz (Galois) (voir C. JoroaN, Math. Ann., t. 1, p. 141,
ou Bacumany, Math. Ann., t. XVIII, p. 460).

Si A est un domaine normal, d’apres la définition d’un tel domaine
les racines ™, 2, ..., x“" de I'équation irréductible /,(«) =o
peuvent s’exprimer rationnellement en fonction de x, quantité primi-
tive & laquelle, dans ce domaine, elles sont conjuguées.

G(u,y), étant un diviseur de f(u), contient quelques-unes des
racines de /'(u), de sorte que, par conséquent,

Glu, y)=(u—z)(e—2")(u—2")....

Les coefficients de G(u, y) appartiennent au domaine B; mais puisque
', x/, ..., sont des fonctions rationnelles de x, ces coelficients appar-
tiennent aussi au domaine A et, par conséquent aussi a D, le plus grand
commun diviseur de A et B. Mais dans D la quantité u = « satisfait &
I’équation irréductible H(u) = o; des lors G est divisible par H et,
puisque, d’apres ce qui précede, H était divisible par G, il en résulte
que G =H ou ab = cd.
Ann. de U'fie. Normale. 3¢ Série. Tome XVIII. 8.4
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Egalité relative de deux domaines.

Supposons que du domaine fondamental P on ait dérivé le domaine
P(x)=A dans lequel la quantité primitive x satisfait & 'équation
irréductible /,(u) == o, de sorte que chaque quantité appartenant au
domaine A peut étre mise sous la forme

R+ Rz +Rox?+. . .+ R, z% !,

les quantités R appartenant au domaine P.

Supposons maintenant que d’un autre domaine fondamental P* on
ait dérivé le domaine P'(w) = A’ dans lequel la quantité primitive »
satisfait & la méme équation irréductible /, () = o, de sorte que les
coefficients de cette équation appartiennent aussi au domaine P'.

Nous dirons que les deux domaines A et A" sont relativement égau.
Les cocfficients de /,(«) = o appartenant aux deux domaines P et P’
appartiennent au plus grand commun diviseur de ces domaines. Des
lors, toutes les quantités du domaine A’ peuvent étre mises sous la

forme
Ry Riwe 4. - RE et

ou les quantités Ry, ... appartiennent au domaine diviseur. Nous pou-
vons maintenant établir comme il suit le théoreme démontré plus
haut.

~

. . T A . ,
Si ¢d = ab, les deux domaines 5 et D sont relativement égaux.

Car dans 37 la quantité @ est une quantité primitive qui satisfait a

’équation irréductible H,(«) = o, et  est aussi une quantité primi-
d

tive du domaine 3 satisfaisant & Iéquation irréductible G.(u, y) = o.
b
De plus, puisque G.(«, y) = H,(u), comme nous 'avons montré
b Vi

. , . r A .
plus haut, il en résulte que les domaines jj ¢l gy sont relativement
équivalents.
Sur les domaines relatifs de rationalité, voir HiLserr, Jahresberiche

der Deuts. Math. Vereinigung, t. 1V, p. 203.
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Extension de la notion de division. Modules et idéaux.

Nous pouvons dire qu’un nombre entier algébrique p. appartenant
an domaine Q est décomposable en facteurs, s’il existe dans Q deux
entiers algébriques ., etx, différents des unités algébriques de Q tels
que

Pr= P [ra-

Cette définition correspond & la définition de la divisibilité des
entiers rationnels.

Car si p. = i, 1u,, si, de plus, nous désignons le norme de w par m,
et si nous écrivons N(p.,) =m,, N(p,) =m,, on a m=mm,, de
sorte que la divisibilité de p. par les deux facteurs w, et iz, correspond
a la décomposition de I'entier rationnel m en deux facteurs qui sont
ici m, ¢t m,; aussi, correspondant au cas ol les normes sont des
nombres premiers, il est clair qu’il existe des entiers algébriques qui
ne sont pas décomposables en facteurs.

Mais ici nous rencontrons une difficulté : La décomposition d’un
nombre algebriqgue en facteurs irréductibles n’est pas unigue. Prenons,
par exemple, le domaine Q =P (0), ol

6% 45 —o.

Dans ce domaine 6 = 2.3 = (1+0) (1 — 0) et, dans les deux cas,
les facteurs sont irréductibles [voir Depexiso ('), p. 451].

Pour surmonter la difficulté, nous ferons usage de la notion de
division généralisée comme il suit par Kummer.

Dans le domaine des nombres rationnels P, nous savons ce que ’on
appelle le plus grand commun digiseur de plusieurs nombres a, b,
¢, .... Ce diviseur d peut étre mis sous la forme

d—=axr—+by+cs5+4+...,

ol @, ¥, 5, ... sont des entiers déterminés.

(1) Nous n’indiquerons que le nom de M. Dedekind lorsque I'on devra se reporter a la
Dirichlet’s Zahlentheorie, par Dedekind, 4¢ édition.
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Nous pourrons dire qu’un nombre rationnel m est divisible parle
complexe a, b, ¢, ..., lorsque nous pourrons déterminer des entiers
x', ¥y, 5, ... tels que

m=—ax'+ by +cz'+....

Mais il est clair que, tant que nous resterons dans le domaine P,
cette conception de la divisibilité sera superflue, puisque tout nombre
divisible par le complexe @, b, ¢, ... est divisible par le plus grand
commun diviseur d des nombres @, b, ¢, ..., et tout nombre qui est
divisible par d est divisible aussi par le complexe a, b, ¢, .... Dés
lors, tant que nous resterons dans le domaine des nombres rationnels,
la notion de divisibilité par le complexe a, b, ¢, ... est identique a
celle de la divisibilité par 4.

L’entier m est divisible par ¢ s’il existe un enticr @ tel que m = dex.

Nous avons encore le théoreme suivant : S le produit de plusicurs
entiers est dipisible par un nombre premuer p, awmoins Uun de ses facteurs
est devistble par p; de la, il vésulte que tout entier est décomposable en
un produit d’un nombre fini de facteurs entiers et cela d’une seule
maniere.

Mais si le domaine Q est un domaine algébrique arbitraire, on dit
encore qu'un nombre algébrique . de ce domaine est divisible par un
entier algébrique ¢ appartenant i Q si Uon peut déterminer dans Q un
entier algébrique £ tel que Ion ait p = ¢%.

On dit de méme que le nombre algébrique p. est divisible parle
complexe formé des nombres algébriques «, 3, v, ... de Q si I'on peut
déterminer dans Q des entiers algébriques £, 0, (, ... tels que

po=ock +fn—+yL+....

Cette conception n’est plus superflue. Car supposons que ¢ soit un
autre nombre algébrique par lequel les nombres algébriques «,B,v, ...
soient divisibles, chaque nombre qui est divisible par le complexe «,
B, 7, ... est aussi divisible par 6. Mais la proposition inverse n’est pas
vraie; tout nombre qui est divisible de ¢ n’est pas forcément divisible
par le complexe , 8, v, ...; car, dans ce cas, ¢ doit avoir la forme

S=af +pn' +y¢'+...,
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o &, 7', ¢, ... sont des entiers algébriques de Q, et, dans cette hypo-
these, ¢ est divisible par chaque diviseur commun aux nombres o, 8,
Y ... et doit étre, par conséquent, le plus grand commun diviseur de
ces nombres dans le sens qu’on lui donne ordinairement dans la
théorie des entiers rationnels.

Mais, dans ce sens, le plus grand commun diviseur des nombres
algébriques «, B, v, ... n’existe que tant que nous restons dans le
domaine infini des entiers algébriques. Si nous ne considérons plus le
domaine Q, il existe quelque chose qui est I'analogue du plus grand
commun diviseur des nombres rationnels. D’autre part, & moins que
nous ne prenions un domaine fini de rationalité déterminée auquel
toutes nos quantités doivent appartenir, il n’existe rien d’analogue au
nombre premier, et la notion de décomposition unique d’un entier en
facteurs premiers n’existe plus. En effet, tant que nous resterons dans
le domaine infini de tous les nombres algébriques, si o est un entier
algébrique, « = o Vo et o est aussi un nombre algébrique. Par con-
séquent tout entier algébrique est décomposable en facteurs ad infi-
num.

Des lors, la notion de divisibilité par le complexe des nombres algé-
briques o, B, v, ... n’est plus superflue lorsque nous nous limitons a
un domaine fini déterminé Q; et nous pouvons, par conséquent, dire
qu’un nombre algebriqgue . est diisible par le complexe o, B, vy, ... s
est possible de déterminer des entiers algébriques £, 1, G ... tels que

p=of+fEn—+y+...,

ol toutes les quantités introduttes appartiennent au domaine Q.

Par cette définition, nous arrivons & la théorie des formes linéaires

of B +yL+...,

ol les variables &, n, ¢, ..., sont des entiers algébriques de Q, tandis
que les coefficients de la forme linéaire o, B, v, ... sont des nombres
entiers ou fractionnaires du domaine Q.

I’ensemble des nombres algébriques qui sont représentés par la

forme linéaire
ax+Py+y5+...,

ol les coefficients sont des nombres de Q et x, y, z, ... des entiers
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rationnels, est appelé par Dedekind (p. 494) module (') et désigné par
[ B, v, ...]=ua, par exemple. Les quantités «, B, v, ... sappellent
les éléments du module.

La définition suivante du module est plus générale et plus abstraite
en ce qu’elle ne fait pas intervernir la conception de la forme linéaire :
Un module est un systéme de nombres ayant la propriélé survante : la dif-
Jeérence de deux nombres quelconques du sysiéme est un nombre qui
appartient au systéme.

Un nombre . est divisible par Ie module [z, B, v, ...], lorsque ’on
peut déterminer des entiers rationnels @, v, =, ..., tels que

p=oax +Py+ys-...;

et le module
b:(ﬁh @29@% ')

est divisible par Ie module
0 (0, 2y Oy ool )y

lorsque B;(i=1, 2,3, ...) est divisible par a, ou, ce qui revient au
méme, lorsque tout nombre divisible par b est aussi divisible par a.
Si tous les nombres divisibles par le module a peuvent étre mis

sous la forme
Gy &y~ Lyt == Ly Ty

ou x,, ,, ..., x, sont des entiers rationnels et les coefficients o, ,
Uy, - .5 @, des nombres divisibles par le module a, Ie module a est
appelé module fini de rang n, etles quantités «, oy, ..., o, s appellent
base de ce module.

Le produit ab de deux modules a ¢t b peut étre défini comme le
complexe de nombres formés en ajoutant de toutes les facons possibles
les produits «f ot 'on doit prendre pour « tout nombre divisible para
et pour {8 tout nombre divisible par b.

(1) Comme le fait Dedekind (p. 541), nous appellerons cet ensemble de nombres un
module pour ne pas confondre avee le mot modulus do (auss. Ces mots ont respective-
ment modules et moduli pour pluriels.
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En particulier le produit de deux modules finis

U= (G Hay ooy Uy ) el b=(81,Bn - s Bm)

est
ub :(‘7‘1181, al@ﬂ: ety aJBIIH a:!@l;az@*l, Ty 72@/11» .. wanﬁhznﬁi’ --wc’-n{jm)-

Le quotient des deux modules a ctb peut se définir comme étant le
complexe k de tous les nombres k, tels que ka >> b ol1, avec Dedekind
(p-495), nous emploierons > comme symbole de la division; de sorte
que ka > b signifie que ka est divisible par b.

. - . b . . b .

Sil’onaka>>b, on a aussi k> - elwice versa : si k> - 0n a aussl
ka > b.

R , . i3 N

Soitb un module et désignons para® le module - Des lors le mo-

dule a® est formé de tous les nombres k qui sont tels que ka > a. 1l
est clair que unité est comprise parmi ces nombres ¢t par conséquent
1> af,

Si maintenant k est un module et si ka>a, on a k>a%; et si

k> a°, 0on aka>a.
Sur le module 4", on peut démontrer les théoremes suivants

10 an? = q,
i}
0 —
2 ()” — “7
B0 ala% == 0,
q0
p— )
‘/l“ LF o= ﬂ‘( .

Un module & qui a les deux propriétés
1° e >¢,
o0 1>¢
est appelé par Kronecker un Art ou Species (Grundsige, p. 15); par

Dedekind (p. 505) un ordre (Ordnung).
Puisque 1 > ¢, on voit que tous les enticrs rationnels sont divisibles

par un spectes.
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Nous pouvons donc appeler a® le species de module a. Ce mo-
dule a° a, pour le module a, les mémes propriétés que I'unité dans le
domaine des nombres rationnels.

Modules de rang n dans un domaine de degré n. — Les modules qui
appartiennent & un domaine Q de degré » peuvent étre soit finis, soit
infinis. Dedekind (p. 497) donne un exemple de module infini. Dans
un domaine de degré » le rang d’un module fini ne peut étre plus
grand que »; sinon le domaine contiendrait plus de n quantités indé-
pendantes. Sidonc a=[o,, o,. ..., ,] est un module dans Q et de
ang n, et si les éléments o, «,, ..., 2, forment une base de ce mo-
dule, tous les nombres qui appartiennentan module peuvent étre mis

sous Ja forme
R S R P A I T T

out les « sont des entiers rationnels ; et tous les nombres appartenant
au domaine Q sont de la forme

Gy Pyt Galy =t ay 'y,

ol les rsont des nornbres rationnels.
Supposons que { soit une quantité arbitraire du domaine Q, telle

que
e A R T

et supposons que Pentier g soit le plus grand commun diviseur des
entiers qui entrent dans les dénominateurs de gy, gy, ..., p,3 0N

of == Gy A a0y ey Py P

Puisque p,¢, pu2, ..., p,p sont des entiers, il est clair que pf est

) }

divisible par le module a. Dés lors, nous avons le théoreme suivant :

Toute quantité appartenant aw domaine Q peut, en la multipliant par
un eniter rationnel, donner une quantiré qui appartienne au module .

Un domaine est un module de rang infini. Tous les entiers algé-
briques qui appartiennenta Q (domaine de degré ») forment un module
Jini de rang n. Dedekind désigne ce module par ¢ (p. 537). Siles



.33
entiers algébriques o, w,, ..., w, forment une base du module ¢, la
forme linéaire
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représente, pour des valeurs entieres et rationnelles des variables x,,-
Xy, - .., x, les entiers algébriques du domaine Q, et tout entier algé-
brique de Q peut étre mis sous la forme

N Xy VaZa—. ..V,

ol &, &, -.., x, sont des entiers rationnels.

Modules entiers. — Nous pouvons maintenant définir un module
entier, un module qui est divisible par le module ¢.

Puisque tout domaine, i 'exception du domaine trivial formé seule-
ment de zéros, contient P'unité, il en résulte que le module ¢ est tel
que

1> ¢

et, par conséquent, il en résulte aussi que les entiers rationnels sont
divisibles par ¢.

Puisque le produit et la somme d’entiers algébriques sont des en-
tiers algébriques, nous avons aussi

() peou P>,
De plus, puisque 1 >¢cete>¢, ona
(h) 0> 0%
et, de (@) et (b), nous déduisons
P = 3,

Des lors, ¢ est un specees.
Puisque, de plus,

o= - =

on voit que ¢ est son propre species.

Nous appellerons, par conséquent, ¢ le species principal. Kronecker
se sert aussi du mot Hauptart (Grundziige, p. 15).

Ann. de I’ Ee, Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL S.

(513
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Entiers algébriques. — Nous pouvons aussi donner une nouvelle et
meilleure définition d’un entier algébrique : St v est un nombre algé-
brique tel qu'il existe un module find a, tel que nja > a, 1 est un enlier
algébrique, et si v est un entier algebrique, il existe un module fini tel
que na > a.

Ktant donnée cette définition des entiers algébriques, on peut éta-
blir les théoremes suivants :

1° St o et B sont des entiers algebriques, la somme, la différence et le
produit de o et 3 sont des endiers algébriques ;

o Si o satisfait a une équation algébrique dans laguelle le coefficient
de la plus haute puissance de la variable est 'unité et les autres cocffi-
cients sont des entiers algébriques, o est un entier algebrique.

Soit @ un domaine algéhrique de degré n et soient i, o, B, v,
des nombres arbitraires appartenant & ce domaine. On dit que . est
divisible par le complexe o, B, v, ... lorsqu’il existe dans Q des
nombres algébriques &, 7, (. ..., 19, qui ont la propriété d’étre des
entiers algéhriques et, 2°, qui sont tels que

o= a; -4~ (‘J'n ~t- ‘/C .

On voit que le systeme des nombres tels que ., qui peuvent élre
représentés par expression ci-dessus, forment un module d’apres la
définition générale du module donnée p. 3o.

De plus, sigw,, w,, ..., w,cst une base du systeme ¢ d’enticrs algé-
briques de Q telle que

EompatV eyl e e, 2l
e O A L S o I N
.............. e
w a la forme
p= aw V- e,V i, 28
A By A= By - 4= B,z

Puisque aw,, aw,, ... sont des nombres appartenant au domaine €,
on voit que p peut étre donnée par une forme linéaire d’un nombre
fini d’entiers rationnels dont les coefficients appartiennent a Q.
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Comme ce nombre est fini, le rang de ce module ne peut étre plus
grand que le degré n de Q ct, de plus, puisque w,, w,, ..., w, sont
indépendants, le rang n’est pas inférieur & n.

Des lors, le module formé de tous ces nombres algébriques p. du
domaine Q, qui peuvent se mettre sous la forme

ol +pfn+yl+.. .,

ou les coefficients o, 8, v, . .. sont des quantités entieres ou fraction-
naires de Q et les nombres &, 7, {, ... des entiers algébriques de Q,
est un module de rang » dans le domaine Q de degré n.

Ce systeme de nombres s’appellera un ideal et sera désigné par
(o, By v, ...). Si, des lors, o, B, vy, ... sont des quantités de Q,
ludéal (a, [5, Yy «..) est formé de tous les nombres contenus dans
l'expression

ol A+ L4y ..,

o, n, C, ... sont des entiers algébriques de Q, tandis que le module
[o, By, .. .| est formé de tous ceux de ces nombres qui sont contenus

dans ['expression
ot 4+ B+ yC+.. .,

ok, 0, C, ... sont des nombres eniters rationnels.
On voit en méme temps (voir DepekiNp, p. 551) que si

a=(2%0,7 ...)
a .
va=a, i it et ausst al = ¢,

De la derniere relation, il résulte que le species d'un idéal est le
species principal. Nous pouvons alors définir les idéaux comme étant
ceux des modules finis dont le species est le species principal.

Le species principal ¢ est lui-méme un idéal, puisque v =9, et cet
idéal ¢ a la méme place dans le domaine Q que I'unité dans le domaine
des nombres rationnels.

Un idéal est entier lorsqu’il ne renferme que des nombres entiers
algébriques. Dans le présent Mémoire, nous n’aurons a considérer que
des idéaux entiers, et la discussion qui va suivre se bornera aux
idéaux de cette sorte.
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Avee Dedekind (rote de la p. 495), nous désignerons le plus grand
commun diviseur de deux modules par le symbole + et par le sym-
bole — le plus petit commun multiple de deux modules.

Deux idéaux a et b sont premiers entre cux lorsque

0 —4b =y,

Un idéal entier a, qui n’est divisible par aucun autre idéal entier,
sauf par a et v, sappelle un idéal premeer; ¢t st a n’a pas cette pro-
priété, on Pappelle un idéal compose.

Systéme modulaire de Kronecker. Congruences supérieures.

Dans les Disquisitiones Arithmetice (Arr. 1), Gauss donne la détini-
tion suivante : Si la différence de deux entiers rationnels @ et & est
divisible par Uentier rationnel m, les entiers @ et b sont dils congruents
relativement & 225 nous appellerons me le modulus et chacun des entiers
a ct b est dit, dans le premier cas, un reside de Pautre; dansle second
s, un non-résidu.

Plus loin (Art. 2), il montre que tous les résidus d'un nombre
entier a, relativement au modulus 7, sont contenus dans la formule
o km,

ol £ est un entier indétermind.

Des lors, tous les entiers qui peuvent étre mis sous la forme

ey @—3m, a—2am, «&-—n, «, @G-, @2 &-4+3m, ...,
seront dils congruents, modulo m, et la série des nombres a -+ km
est completement déterminée par les deux quantités suivantes : le
modulus donné m et un terme quelconque de la série.

Kronecker ( Werke, t. 1I1', p. 148, ou Journal de Crelle, t. 99, p. 330
et suiv.) dit que deux formes linéaires des variables z et 2,

a-+ba, a4 b2

sont équivalentes, si 'une peut se transformer en l'autre par les substi-

tutions entieres
x=oax' -+, =o' x+p.
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Les conditions nécessaires et suffisantes de cette ¢quivalence sont

donc
b==x10, a=a' (mod 0);

de sorte que la conception de la congruence de nombres «=a’ (mod m)
est enticrement identique & la conception de 'équivalence des formes
linéaires « + mx et @’ -+ m'x’ (voir aussi Krnoxecker, t. 1II' p. 114).
Le passage naturel de la notion de congruence & un seul modulus i la
notion plus générale de congruences relatives 2 un systeme de moduli
s'impose immédiatement lorsque, au lieu de formes linéaires & une
variable, nous considérons des formes linéaires d’'un nombre quel-
conque de variables telles que

@~ My Ty = My Ty~ . - 2y,

cl toutes les quantités introduites sont des entiers rationnels; e,
comme plus haut, nous dirons que les deux formes

1= k=
a4 E ny,x, a + E myx),
fo=1 k=1

sont équivalentes, lorsque I'une peut se transformer dans 'autre par
les substitutions entieres
&) Cpp Z Crie X &)= Cro+ Z Crn®n
13 h
(h=1,2, ..., ps hk=1,2,...,v),
dans lesquels les ¢ sont des entiers rationnels.

Dos lors, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
formes '

= fz=v
a -+ E my,xy, et a’ + E .z,
ho==1 k=1

soient équivalentes sont exprimées par les équations

(A) a=a -+ E Clhy M a' = a -+ E Cholil ),
& n
(B) my= E Clp M my= E Chrma .
k h

(h=1,2, .., 3 kh=1,2,...,v).
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Les coefficients entiers ¢ ¢t ¢’ dans les équations (A) et (B) ont des
valeurs particulieres. Donnons-leur toutes les valeurs entieres; comme
dans le cas d'un seul module, I'ensemble des nombres qui peuvent se

mettre sous la forme
/1::[}.

[ }: Cro 12y,
h=1
peut étre caractérisé en disant qu’ils sont congruents 'un a I'autre,
relativement au systeme modulaire [m,, m,, ..., m,]|.
Si nous tenons compte des relations (B), 'ensemble des nombres
qui appartiennent a la forme

o= 13

Wl

a - Cpgn
> ¢
h=1

est le méme que celui des nombres qui appartiennent a la forme
foz==v
- / ’
a - ;\_‘c,m miy,
k=1

de sorte que la notion de I'équivalence des deux systémes modulaives
(g, Mgy ooy my) CL (0, MYy, L, my)

en est une conséquence naturelle. Ces équations (B) sont, par consé-
quent, caractéristiques de I'équivalence

(my, My, ooy mp) o (MY, my, ..., my,).

Des lors, les conditions nécessaires et suftisantes de I’équivalence
des formes linéaires

Jrz= o=y

N ~
a - nmyx ct a - Nl 2,
3 R s t PRI

o= ko=t

sont exprimées par la congruence
@==ay (Mod my, my, .., my,),
en méme temps que équivalence

(g, Mgy ooy my)om (e, my, ..., my).
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En procédant de méme, nous pouvons ¢étendre la notion de systemes
modulaires, dans le cas traité ci-dessus, au cas plus général ot A, M,,
M,, ..., My; A, M, M, ..., M, sont des quantités entieres du do-
maine Q.
Nous définirons I’équivalence des systemes modulaires

(M, May -y My) et (M, M), ..., M),

et la congruence de deux quantités A et A’ relativement & 'un de ces
systemes modulaires par le systeme d’équations

(A) A=A +21»}.0M;,, A=A +Zb,,(,M,,,
k h
al ’ , A
(B) My == 3 U M, M= Y DMy,
& h
(h==u1,2, ..., p; k=1,9,...,v),

dans lesquelles les b et les O sont des quantités entieres de Q.
Ces mémes équations servent aussi a définir I'équivalence des formes

linéaires
b= h=v
A ._]__Z M,X, et A %—2‘ M7 X5
h=1 k=1

puisque, & 'aide des équations (A) et (B), ces formes peuvent déire
transformées 'une dans lautre par des substitutions & coefficients en-
ticrs appartenant & Q; etl’équivalence de ces deux formes linéaires est
caraclérisée par la congruence

A=A (modM,M,, ..., M),
en méme temps que 'équivalence
(My, My, oo M) oo (MG, MY, ..oy M),
Si les p équations (B) sont vérifiées, c’est-a-dire si
My=o(mod M), M}, ..., My)  (R=t,2 . .,p),

on dit que le systeme modulaire (M,, My, ..., M) contient le systeme
(M, M, .... M), et si les deux systemes se contiennent'un et I'autre,
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nous avons I'équivalence (')
(My, My ., My) on (M), MY, ..y M),
Des lors, si nous nous servons de la notion de division déja intro-

duite, et si nous disons qu’une quantité £ est divisible par le systeme

modulaire
(M, M), ..., M)

lorsque
k=o (modM,, M}, ..., M),

nous voyons qu’un systeme modulaire conzient un autre systeme modu-
laire lorsque chaque élément du premier systeme est divisible par Ie
second systeme, ¢’est-d-dire si

(M;, My, ..., M) ==o(mod M}, Mj, ..., My),
ou, en s¢ servant du symbole de la division di 4 Dedekind, si 'on a
(M, M., ..., M) > (M, M, ..., Mj).

De méme si
(M, My, ooy M) = (M, M, ..y M),

nous avons I’¢quivalence
(My, My, + oy M) on (MG, MY, ..., M),

De ce qui précede il résulte qu'un systeme modulaire contient un
autre systeme modulaire lorsqu’il est divisible par ce systeme modu-
laire. Des lors, les deux notions : étre divisible par et étre contenu dans,
qui sont, dans le langage usuel, opposées I'une 4 'autre, sonticiiden-
tiques.

Si, pour abréger, nous désignons le systtme modulaire

(]“1, Mgg, vy N[[J.)
par M, ct si nous posons

(M, M}, ..., M}) =W,

(1) Foir KnoNEekeR, Journal de Crelle, t. 99, p. 432, ou Werke, 111, p. 151, et aussi
Journal de Crelle, t. 92, p. 77, ou Ferke, 11, p. 331.
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nous dirons que le systéme modulaire M est divisible par le systéme mo-
dulaire M’ lorsque toute quantité divisible par M est aussi divisible par M.

Cette définition est en contradiction avec la notion habituelle de
division; carici la partie est divisible par le tout. Elle est aussi en
contradiction avec la notion de divisibilité de deux domaines de ratio-
nalité, mais comme nous n’aurons guére 4 nous occuper des domaines
de rationalité, qui, comme nous I'avons dit ci-dessus, ne sont pas des
modules finis, nous ne risquons pas de faire de confusion.

Si Mest divisible par M’, nous dirons que M’ est un dipiseur de M et
que M est un multiple de M'.

SIM>MetM >M,onaM>M.

Les ¢léments M,, M,, ..., My; M|, M}, ..., M} ont ét¢ définis comme
étant des quantités entieres du domaine Q.

Nous prendrons ‘pour les éléments M,, ..., M,, M|, ..., M, des
fonctions entiéres d'une ou de plusieurs variables dont les coefficients
sont des enticrs algébriques de Q, et nous nous imposerons de plus la
condition que p et vsoient des entiers finis.

Il est évident que tout systeme (M,, M,, ..., M,) peut étre trans-
" formé en un systeme équivalent en ajoutant ou en retranchant de
chaque élément du systeme un ou plusieurs des autres éléments; et
tout ¢lément peut étre ajouté a un systeme modulaire ou en étre en-
levé lorsque cet élément est divisible par les éléments qui restent (la
divisibilité étant prise dans le sens que nous avons employé plus
haut).

Supposons que ,

(D [ps Ji(@), fol®), ooy fulx), ly(a), ha(x), ..., Iy ()]

soit un systeme modulaire dans lequel p est un entier rationnel pre-
mier, [, (2), o (2)s ., fu(2), by (), hy(2), ..., A, (x) des fonctions
entieres en x A cocfficients entiers rationnels, ou, comme nous dirons
pour abréger, des fonctions qui appartiennent au domaine d’intégrité
[1, 2]; les entiers 7 et 2 sont finis. Le domaine général d’intégrité est
ainsi limité au cas tres spécial [1, ], afin de pouvoir démontrer un
théoreme qui éclaircira plusieurs des principes fondamentaux déja
établis.
Ann. de I’Ee. Normale. 3° Série. Tome XVIII. S.6
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Nous dirons (voir aussi p. 29) qu’une fonction f(x) est divisible
par une fonction g(x) relativement au modulus p, lorsque nous pour-
rons trouver dans le domaine d’intégrité [1, ] deux fonctions ¢ (x) et
(), telles que

S(x)=g(x)o(z)+phla),
ou
J(x)=g(x)o(x) (mod p).

Lorsqu'on ne peut pas trouver de telles fonctions on dit que /()
st trréductible (mod p).

Nous allons démontrer le théoreme suivant :

St les m fonctions précédentes h,(x), h,(x), ..., h,(x) dépendent
linéairement des n fonctions linéairement independantes [, (x), [.(x), ...,
Ju () (mod p), le systéme (1) peut étre remplacé par un systéme qui ne
contient que n éléments qui sont lincairement indépendants (mod p).

En effet, si 2,(x) dépend linéairement des fonctions /(x), nous

avons
/ll(l’)/‘ 4 ::‘/(L)’J‘( )+f ()’“)’ l) . 4"//:('”)?/1('1"),
ok(x), v,(x), v, (x), .. ., v,(x) sont des fonctions de [r, = ].

De plus si

xy= g (x) k (x) (mod p),
ol g, (=) est irréductible (mod p), il s’ensuit que
() g1(x) by (@) Ry (2)=11(2) 91 (£) + /2 (%) 92(2) 4. - [u (£) 90 (2)  (mod p),
¢t que toutes les fonctions o, (@), g.(x), . .., 2,(x) ne sont pas divi-
sibles par g, () (modp); sinon g, (a) pourrait étre mis en facteur
dans l'expression (1).

Supposons que g, (x) et o,(x) naient pas de¢ facteur commun
(mod p), de sorte que nous puissions, par conséquent, par l'algo-
vithme du plus grand commun diviseur, déterminer deux facteurs
G,(x) et @, () tels que

gi(2) G (x) + o (x) P (z)==1 (mod p).
En multipliant la congruence (1) par G, (x), nous avons

[r— @ (2) @ (2)] ke(2) ~y(2)
== Gy (@) [f1(2) 91(2) + fo(2) 9 () +. ..+ fu(2) 0a(2)] (mod p),
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ou, si nous posons

() Gi(z) fi(x) — O, () k() by (2)= [ (2),
il s’ensuit que

(2) k(@) hy ()= g,(x) [ (x)
+ G(x) [ fa(x) ou(2) 4+ o= fu(2) 0, ()] (mod p);

De méme, en multipliant (v) par @, (x), nous avons

O, () gi () b (2) () = [i(2)[g:(2) Gy (2) —1]
+ @ ()] folx) 22(2) 4o+ [n(2) 0,(x)] (modp)
ou

(3) Jilr)=g.(2) /" (x) + ®(2) [ /2(2) 92(2) 4+ ..+ [u(2)9,(2)]  (mrod p).

On voit, d’apres la velation (a), que /() peut étre ajouté comme
¢lément au systeme modulaire (1), et d’apres (3) il s’ensuit que,
lorsque cela aura été fait, nous pourrons enlever /, (z) de ce systeme.

Nous remarquerons de plus que /"(«), /. (), /f; (), ..., [, (x)
sontlinéairement indépendants et que les éléments &, (), 2, (x), ...,
h,(x) peuvent s’exprimer linéairement en fonction de ces éléments.

En comparant les relations (1) et (2), on voit que,- dans le pre-
mier eas :

g (x)k,(x)h () peut s’exprimer linéairement en fonction de
Sy, [u(x), ... [,(x), et dans le second cas que £, (x) 4, (x)
peut s'exprimer linéairement en fonction de /W (), /i (%), .... f,(2).

Mais, dans le second cas, nous avons fait disparaitre un des facteurs
irréductibles (mod p) g, (z) de £ ().

In continuant de la sorte, nous pouvons arriver & faire disparaitre,
I’'un apres 'autre, tous les facteurs irréductibles de £(x) et, par con-
séquent, £(x) lui-méme. Nous aurons donc finalement exprimé 2, (z)
par une fonction linéaire de » variables indépendantes qui remplace
fi(2), /[s (%), ..., f[o(x) dans un autre systeme, sans que le systeme
initial cesse de rester équivalent a lui-méme. L'élément 2, () peut
étre supprimé du systeme. Nous pouvons, de la méme maniere, en-
lever tous les éléments 2, (%), ..., &, (x), et nous avons encore un
systeme qui est équivalent au systeme modulaire (I).
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En employant les méthodes qui ont été données ensuile, on peut
démontrer ce méme théoreme pour les systemes modulaires qui ont
pour éléments des fonctions entigres de plusicurs variables dont les
coefticients sont des entiers algébriques de Q.

Plus petit commun multiple de deux systémes modulaires.

I. ;—;:(L“ L._“ PR ]a}.),
M= (M, M, ...,M,),
N=(N, Ny, ..., N,

sont trois systemes modulaires dans lesquels les ¢léments sont des
fonctions entieres d’un nombre quelconque de variables et dont les
coefficients sont des entiers algébriques de Q et si, de plus,

L>M ec¢t L>N,

L. est un multiple de M et de N.

Toutes les quantités qui sont divisibles par L sontdivisibles i la fois
par M et par N. Il peut y avoir d’autres quantités qui sont divisibles &
la fois par M et par N et qui ne le sont pas par L, et il peuat s¢ fairve
encore qu'il n’y ait aucune quantité divisible a la fois par M et N.-

Des lors, s'il existe un plus petit commun multiple L des deux sys-
temes M et N, il jouit des propriétés suivantes :

1° Il est divisible & la fois par M et par N3

2° Un autre multiple commun & M ¢t N est divisible par L.

Avec Dedekind (note de la p. 495), nous écrirons

L=M-N=N-— M.

Il s’ensuit immédiatement que, si M, N et P sont trois systemes mo-
dulaires qui ont un plus petit commun multiple,

(M—N)—P=M—(N—P)=(M—P)—N.
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Plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs systémes
modulaires.

Soient
D =D, D, ..., Dz),
M= (M, M,, ..., M),
N = (Nl’ N'Z’ MR N‘I)y

trois systemes modulaires et supposons que 1’on ait
M>D et N>D.

D sera alors un diviseur commun & la fois 4 M et N.

Si D estle plus grand commun diviseur de ces deux systemes, il a
les deux caractéristiques suivantes :

l()

M>D ¢t N>D;

2° Un autre diviseur commun K & M et & N est un diviseur de D.
En employant la notation de Dedekind, nous écrirons

D=M-+N.

On voit immédiatement que

-l) = (Mn M‘l’ RS ] M[Jn Nl’ N2’ Ty NV):
car 1°
(My, My, ..., My, N, Ny, ..., Ny)
est un diviseur des deux systemes M et N;
Et 2° si K est un diviseur de M et N, de sorte que 1’on ait

M>K et N>K,

on a
(M, My, oo, My, Ny Ny, ..., Ny) > K.

Dans le domaine des nombres rationnels, deux entiers sont dits
premiers enire cux lorsque leur plus grand commun diviseur est
I'unité.

Dans le méme domaine, deux systemes modulaires M et N sont dits
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premiers entre eux lorsque M + N =1, ¢’est-a-dire lorsque
(}\Il, I\r]g, ey TL\{[P’ Nl! Ng, ey N‘/) = I.

Lorsque cette condition est remplie on voit que 'unité est un élément
(qui peut étre adjoint au systeme

(Mly Iui’.: MR ] l\lp,, le N-z, v NV)‘

Par exemple, les systemes (2,2*), (2, 1+ a) sont premiers entre
eux. Car on a

(yxt 1+ 2y [, —2(1+2), 1+ x]on (2, —x, 0 2) A (2, — T, 1) 1.

Dans le cas général, ¢’est-d-dire lorsque deux systémes modulaires
o W
appartenant & un domaine quelconque d’intégrité sont premiers entre
eux, votr pages 36 et 55.

Digression sur la théorie des équations.

Nous avons d¢ji considéré des domaines de rationalité d’un certain
degré, des modules d’un certain rang; nous allons maintenant intro-
duire la notion de Uespéce d’un systeme modulaire [Stufe ('), voir
Kronecker's Grundzige, p. 705 ou Werke, t. 11, p. 326].

Dans la théorie des équations, nous pouvons avoir 7z équations con-
tenant » quantités 2, z,, ..., x, ol m=n; par exemple, les m équa-
tions peuvent étre mises sous la forme de

e (ry—ay) ey (o= tty) .o Cpy (X ay) -y =0,

2

Coy (ry—ay) A Cop (Ly @y) A= oot Copy (X = Q) ~=Yp =0,

(1)

ol les ¢ sont des constantes déterminées etvy,, 7., ..., /. des séries
en

Xy== Uy, Ly Uy wu.y Ly Uy,

(1) Dans le Quarierly Journal, vol. XXV, p. 163, je traduis le mot Stefe par 1o mot
anglais Kind.
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dans lesquelles chaque terme est de dimension (') plusgrande que un.
Les quantités ¢, a,, ..., @, forment un systeme déterminé de valeurs
des variables qui satisfait aux m équations.

St maintenant un des déterminants, soit

Ciis Cray  oivy Cyy
Cayy Cayy ceey Copy

9
Conts Cinzs LR ] Crm

est différent de zéro, nous pouvons écrire

. —_— p ) o W . .
S0 2O (J"m—H_auz—H)"I"(qz (-Lm+2""'am+‘2) +.. '_i"('l,n—m (‘I /l'—(‘/l)+/.l ’
. —— oy ! " W .,
Ay TR0y, ('I m+l“—a/n+i)+022 ('lnl-ﬁ——ﬂ'—"a/n-l—ﬁ) -+ -"'!_(12,11-;;1 (_-Tn—'an)"‘l"/,g,

......................................................................

oy e b' .' J -' - !
= Q== Cppyy ( LT ((/n+‘l) + Comy (‘l m—+27" am+2) IR ot Ill,/l'-ln(x/L—_ all)'('/,nl’

ot les ¢’ sont des constantes déterminées.
A Taide de ces équations, nous pouvons exprimer

Ly lyy  Lyg—yy ooy Xyp— Ay,

a laide de n — m différences restantes.
Le procédé régulier de développement de la série est le suivant :
Nous posons

- R »'——-— o.’.—
1= 0, La== 0, ey Lm=— 0,

etnous avons Pour &, — @, &y — @y, ..., L, — @, des expressions qui
sont les premieres valeurs approchées. Nous substituons ces premieres
valeurs approchées dans ', %, --,, 7, €t négligeant les termes de
dimension supérieure ou égale a la troisieme, nous obtenons les se-
condes valeurs approchées. En continuant ainsi, nous pouvons obtenir
les séries cherchées.

Weierstrass dit que les équations (I) contenant les 2 quantités x,,
Xy, ..., Ty, définissent une structure ou configuration (analytisches

(1) On appelle dimension d’un terme la somme des exposants des variables qui y
entrent et dimension d’une fonction la dimension du {erme qui a la plus grande dimen-
sion.
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Gebilde) de (n— m)®me espece (Stufe) dans le domaine des n quan-
tités x,, x,, ..., T,

Nous pouvons dire que le systeme des équations (I) est un systeme
d’équations de mi¢me espece dans le domaine des quantités x,, x., ...,
Xy

En particulier, sim =n, un systeme d’équations de ni™¢ esptce
définit une structure analytique d’espece o dans le domaine des quan-
Lités @,, Xoy « .oy Lye

Supposons maintenant que

( ./1 (."l"'lv Koy ey ."l"/,) =0,

) Jo (egy @y, ooy 2y) =0,

" x oy b :()
o ?
//n('l'h-lﬂ----"ln)

(11)

soient m équations algébriques entieres par rapport aux variables a-,
@y - .. X, les coeflicients étant des entiers de £ respectivement de
dimensions d,, d,, ..., d,,.

Nous ferons d’abord, dans les équations (IT), les substitutions

ATy Sy Ay Syt o= Sy,

[ e A R e (B I I T
HpT= Qpy Syt Wy Sy~ oo o= Uy Sy
ol nous pouvons choisir les enticrs algébriques a;;, de telle sorte
1° Que l'on ait ‘
A=|a;| #o;

2° Que, dans les équations obtenues,

r’vrl (311 S, 7“/1) 0,

l”) & (51, 52y 1~‘n) o,
' .................... ,

5’/;1(:17"27 s Sp) T O,

le degré en chacune des variables soit égal & la dimensiondelafonction.
Nous évitons ainsi les difficultés que V'on rencontrerait autre-
ment dans les résultants, telles que introduction de valeurs infinies
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parmi les racines. c’est-a-dire les systemes de quantités telles que

(&1, &, + -, &) qui, substituées aux variables dans (II1), rendent simul-

tanément nulles ces équations; et de méme, en donnant les valeurs

&, &y, ..., Eaey aux n — 1 variables z,, a,, ..., z,_,, il ne pourra y

avoir ici un nombre infini de valeurs &, pour «,. De plus, un facteur

de 'une quelconque des équations (II) contient toutes les variables.
Nous pouvons faire maintenant la transformation de Liouville

5= Uy By UsSy + o o~ Uy Ty,

ol 4, Uy, ..., u, sont des quantités entieres indéterminées de Q.
Multiplions chacune des équations (IIT) par &% (i =1, 2,...,m) et
dans ces équations écrivons & la place de u, =z, 'expression

8 — UyBy— UgSyg— . . —Up.qBp_q.
Les résultats de ces transformations seront désignés par les quantités
(IV) K ( By Bay ooy Bpmygy Upy Uy ooy Up) =0 ({==1,2,...,m)

qui sont des polynomes entiers de degré &; (i=71,2,...,m) en
chacune des lettres z,, 5,, ..., 5,y, 5 et homogenes et de ce degré
par rapport aux lettres u,, u,, ..., u,, z.

Soit d’abord m = n, de sorte que dans (IV) il y aitautant d’équations
que d’inconnues.

Soit R(z) le résultat de I’élimination des variables =, 5., ..., 5,_,
entre ces m équations.

Si R(s) ne s’annule pas identiquement, les racines dusystéeme (1V)
forment une variété (Mannigfaltigkeit) de dimension o, et le systeme
d’équations est de ni¢™ espece.

Si R(z) s’annule identiquement, ¢’est-a-dire s'il y a un nombre
infini de systemes de valeurs qui satisfont aux équations (IV), tous les
coefficients de R(z) sont nuls quelles que soient les valeurs des u.
Dés lors, nous avons aussi R(z,) = o et nous pouvons par conséquent
donner & z, une valeur arbitraire et déterminer un systeme de valeurs
qui lui soit associé et qui satisfasse au systeme d’équations (1V).

Nous pouvons donc laisser 5, indéterminé et écrire

B = w5+ UsSy . oo Uy Tpg.
Ann. de I'kc. Normale. 3¢ Série. Tome XVIIL S.7
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A laplace de u,_, z,_, nous écrirons

s — 5 — Uy By— . —Up 3 Zp—n

dans chacune des ¢quations (IV).
Entre n — 1 de ces équations nous éliminerons z,, %, +.., 2,_,, €t
nous pourrons en déduire les n résultants

R(1)(:(1)’ :ll)) 1‘(2)('3(1)7 zll)’ R R(")(z(i)’ zfl-)’

dans lesquels nous pouvons donner & z, une valeur arbitraire.

Si l'un de ces résultants R@ (=", 5,) ne s’annule pasidentiquement,
les racines du systeme (IV) forment une variété de dimension 1, et
le systeme est dit d’espéce n — 1.

A T'aide de la solution relative a 5 de I'équation

RO (M, 5,) =0,

nous pouvons déterminer toutes les racines du systeme (IV).

Si RU(=%, z,) ne contient pas de facteur indépendant de z,, les
racines de (IV) sont toutes des fonctions de z,, ct le systeme d’équa-
tions (IV) s’appelle un systéme pur de (m — 1)iéme espce.

Si, cependant, R (sV, z,) contient des facteurs indépendants de z,,
les racines du systeme (IV) correspondant aux valeurs de s, qui sont
obtenues en égalant ces facteurs 2 o, forment une variété de dimension
zéro. Dans ce cas, le systeme (IV) est dit syscéme mizte d’espece m — 1,
car il est mélé & un systeme de mi™® espece.

Si les n résultants

R (5(”’ sn): R® (3“)’ Zn)y e, R(")<5(U> 5n)
sont identiquement nuls, il est vrai aussi que
R(V)(zn-—hzn):o (0:1,2"-':”)'

Nous pouvons, par suite, laisser z,_, et z, indéterminés dans le
systeme (IV), et nous ferons alors la substitution

S wy B A Uy Byt Upyg By,
k4 s, M kD) ’ .
¢’est-d-dire qu’a la place de w,_, 5., nous écrirons

8 e U 5 — Uy Bg— e — Uy g By g
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dans les équations (IV) et, a I'aide de = — 2 de ces équations, nous
éliminerons les variables z,, z,, ..., 5,_,.

n(n—r)

Nous pourrons ainsi former les k= résultants

2

R“)(z(g)’ Bt 3n), R(2)(z(2), Bpn—t1y5n)s  --es Rk(z(ﬂ))zn—hzn)'

Sil'un de ces éléments n’est pas identiquement nul, les racines des
équations (IV) forment une variété de dimension 2, et le systeme
d’équations (IV) est un systeme de (n — 2)i¥™¢ espice, qui peut étre
pur ou mélé a des systemes de (n — 1)¥™¢ ou de ni*™® espece selon que
le résultant n’a pas de facteur indépendant des deux parametres z,_,,
5,, 0u a un facteur qui contient un de ces paramétres, ou enfin a un
facteur indépendant des deux parametres.

Si tous les résultants ci-dessus s’annulent identiquement, nous pou-
vons continuer comme précédemment et déterminer les systemes de
troisieme espece et ainsi de suite (Cf. Krosecker, Grundzige, § 21,
ou Algeébre de Netto, t. 11, p. 95).

Systémes modulaires de différentes espéces.

En vertu de la congruence
(5N, 5, ..., 5,q) =0 (mod iy, koy . .-y ku),

ol k&,, ks, .., &, sont les fonctions qui se trouvent dans le membre de
gauche dusysteme d’équations (1V), nous voyons que G(z', 5, ..., 5,,)
peut s’exprimer par une forme linéaire des éléments £,, £, ..., £, dans
laquelle les coefficients sont aussi des fonctions entiéres de 2, 5, . . .,
z,_, 4 coefficients constants appartenant & un domaine d’intégrité
donné, de sorte que

G=rll + kyly—+...+ k,Z,,

ouZ,, 2, ..., Z, sont des fonctions entieres des z a coefficients entiers. '
En vertu de cette équation, la dimension de la variété du systeme

d’équations

(LV") ky=o, ky=o, ey k,=o0 (n=m)
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est diminuée d’une unité et, d’apres les notions données plus haut,
nous pouvons dire que ’espece est augmentée d’une unité.

Dés lors, sile systeme d’équations (IV) est de n®™e espéce, nous pouyons
dire quele systéme modulaire, relativement aux fonctions linéaires formees
avec ses €léments, est un systéme de (r -+ 1)%*™ espece.

Donc, si le domaine d’intégrité est [¢,, z,, 5,, ..., z,] nous pouvons
y trouver des systemes modulaires de premiere, deuxieme, ...,
(n + 1)ieme espece, les systemes de premiere espece ne contenant que
des entiers algébriques, ceux de seconde espece des fonctions entieres
d’une variable, etc.

Revenons au systeme d’équations (IV).

Supposons que R,(z,, 55, ..., 5,04, 55 Uy, Uy, - .., 1,) soit le plus
grand commun diviseur des fonctions £;,(i =1, 2, ..., m) et posons

/‘.i(slr Bay vovy Bp—qy T35 Uyy Uyy o v oy ult)
= Rl(shz‘z; ceey Bpny B3 Uygy Uygy oeey "IL)Li(zlyzm sy By S5 Uygy Uy, oy ”n)

({=1,9,...,m).
En négligeant la multiplicité des racines, on voit que ce systeme

des solutions de

Li(81, 50 oo oy Spmgy 55 Upy Uy, ooy lly) =0 (E=1,2, ..., m)
est le méme que le systeme des solutions de
(IV) Ki(B1y B0y « vy Bpmty B3 Ugy Usy oy Up) =0 (i{==1,2,...,m),
si nous ajoutons aussi les solutions de

Ri(24, 8oy ooy Bpmygy 85 Uy Ugy ooy Uy) == O

A T'aide des coefficients indéterminés U,, U,, ..., U,; V,,V,, ..., V,
formons les deux fonctions

‘=Z U[Lg et lszm V[ L,'
=1 i=1

et formons le résultant de ces fonctions relativement 2 z,_,. Ordonnons
ce résultant suivant les puissances de Uet Vet représentons les coeffi-
cients par S,, S,, S,, .
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Le systeme des solutions des équations
S,=o, S,=o, S;=o,
est le méme que le systeme des solutions des équations

Ll‘:O, L2: o, ey Lm-.:o.
Deés lors si
5, =R,H,, Se=R.H,, S;= R, H,,

et si nous négligeons la multiplicité des racines, le systeme des solu-
tions des équations (IV) est le méme que le systeme des solutions de

H,=o, H,=o, H,=o, .

si nous ajoutons les solutions de R,.R, = o.
En continuant & opérer de méme, nous formerons I'éguation résol-

vante
R‘-B-). . -RMIO

du systeme d’équations (1V).

Lorsque nous posons R, = o, on voit que z, est par 12 méme exprimé
a ’aide d’une fonction algébrique de =, z, ..., 5,_,, de sorte que les
racines de (IV) qui proviennent de R,= o forment une variété de
dimension n — 1.

Les racines de (IV) qui proviennent de R, = o forment une variété
de dimension n — 2, puisque dans ce cas z,, 5,_, sont des fonctions
algébriques des autres variables, et ainsi de suite.

En considérant R, comme un diviseur des éléments du systeme

modulaire
[kh /‘321 ey km]:K,

puisque ce diviseur contient toutes les variables 2, 5, z,, ..., 20y,
¢’est une structure analytique de n¥™ espéce.

Nous pouvons dire que R, est un diviseur de premiere espece du
systeme modulaire K, R, étant un diviseur de seconde espece, etc.

Cf. Mok, Sur une Notion qui comprend, etc., Chap. IV, §2 (dct.
Math., vol. V1), et BoreL et Dracu, Introduction a U'étude de la Théorie

des nombres, etc., p. 218.



S.54 HARRIS HANCOCK.

Multiplication ou composition de deux systémes modulaires
M:(MU M‘Z’ ) My.), N:(Nh N‘l’ ey Nv)

La composition de deux formes linéaires
M1X1+M2X2+'~-'+ M[JXP, N1Y1—|—N«2Yﬂ+...+ NVY‘/,

ol les X et les Y sont comme les M et les N des fonctions entieres
d’une ou de plusieurs variables & coefficients entiers appartenant au
domaine Q, se fait par multiplication directe et, comme la multiplica-
tion de deux systemes modulaires M et N, produit un nouveau systeme
modulaire T dont les éléments sont constitués par les pv produits
MNu(h=1,2,...,m;k=1,2,...,9¢).

Lorsque T peuts’exprimer par une forme linéaire de ces pv produits,
il est évident que la forme linéaire du produit de deux systemes modu-
laires est le produit des formes linéaires des systemes initiaux.

Les systemes M et N peuvent étre appelés les facteurs du systéme T.

Le systeme modulaire

(M.M/, My, My, ..., M)
est le produit des deux systemes
(M, M, My, ..., M) et (M, M, M, ..., M),
si(M, M)
Par exemple
(21, My, My) on (7, My, M) (3, My, Ma).
Nous dirons que le systeme
(MM, My, My, ..., M)
est formé par la composition de deux systemes

(M: MU M'b LR Mp-) et (M/’ Mu Mm “ ey M{L)'

Un systeme qui n’est pas équivalent & un systeme qui peut étre
formé par la composition de deux autres systémes est appelé systéme
wrréductible (dans le sens de I’ équivalence).
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Par exemple, le systeme (z*+ p, p?), ou p est un entier pre-
mier, est un systeme irréductible. Mais ce systeme contient le sys-
teme (x, p), puisque chacun de ses éléments x*+ p, p* peut étre
exprimé par une fonction linéaire des éléments de («, p), dont les
coefficients appartiennent au domaine d’intégrité |1, 2].

Ces systemes modulaires irréductibles, qui ne contiennent pas
d’autres systemes modulaires de la méme espéce, sont appelés par
Kronecker (Werke, t. 111, p. 158), systémes modulaires premuers.

Ces systemes modulaires premiers ont, dans la théorie des systemes
modulaires, les propriétés caractéristiques qui appartiennent aux
nombres premicrs dans la théorie ordinaire des nombres. Par exemple,
si le produit de deux systemes modulaires est divisible par un systeme
modulaire premier, 'un des facteurs est divisible par ce systeme modu-
laire.

Nous montrerons dans la suite que ces systémes modulaires premiers
ont aussi les mémes propriétés caractéristiques dans les domaines
d’intégrité dans lesquels ils entrent, que les entiers premiers ration-
nels dans le domaine d’intégrité rationnel.

SECONDE PARTIE.

REDUCTION DES SYSTEMES MODULAIRES DANS LESQUELS LES COEFFICIENTS
DES ELEMENTS SONT DES ENTIERS ALGEBRIQUES DU DOMAINE Q.

Systémes modulaires de premiére espéce.

Dans le domaine des nombres rationnels, le systeme
(6,15) e (6,156 —2.6)n(6,3) s (3).

En général, le plus grand commun diviseur & des entiers «,,
a, - .., a, peut étre mis sous la forme

d=a, &+ A Zy+. ..+ AnZy,
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ol &,, Xy, ..., @, sont des entiers déterminés. Des lors nous pouvons
ajouter ’élément d au systeme modulaire [a,, a,, ..., a,], qui devient
alors [d, a,, a., ..., a,]; et puisque a,, a,, ..., a, sont tous des
multiples de d, ces éléments peuvent étre supprimés du systeme mo-
dulaire, et il reste

(@, @ay « .. ay) o (d).
Considérons maintenant le systeme modulaire

(‘xn ai)

olt a,, o, sont des entiers algébriques du domaine Q, c’est-a-dire des
quantités appartenant au domaine d’intégrité [v|, puisque tous les
entiers de Q sont divisibles par v.

Puisque l'on peut ajouter un élément quelconque au systeme mo-
dulaire pourvu que cet élément soit divisible par les ¢léments de ce
systeme, on voit que

(o1, 0t9) o (aty, atyy Eyotyy Encta),

ol £, et &, sont des entiers quelconques de Q.
De méme
(dn 0(2) (/1(] Glyy Loy, ¥ Oy, (’0!2),
¢ étant I'idéal principal qui contient tous les entiers algébriques de €.
De plus, puisque 1 > ¢, il en résulte que

(org; o) n (Wety,y ety ).

Un idéal ¢ peut étre décomposé en facteurs premiers d’unc seule ma-
niére. Soit
po=pipy...,

ol Py, Ps» -.. sont des idéaux premiers.
Si deux idéaux ¢B, et ¢f, sont premiers entre eux, leur plus grand
commun diviseur (voir p. 36) est ¢, de sorte que

9B+ vBya= v,

.

On voit immédiatement, d’apres ce qui précede, que le systeme
(va,, va,) est équivalent au systeme (p*.¢‘...), ol le produit des
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idéaux p*, 4° t < d idéaux ; car si I’
1deaux p, 4%, ... est commun aux deux idéaux ee,, va,; car sl 'ona

voy=pkql. .. my

et
pos=prql. .. n,,

ol n, et m, sont des idéaux premiers entre eux

(9o, vaa)om (phgl .oy, phal oo ouy, pFgle g+ pFgl. i my)

(Pl gl g, Pl o) or (Bl o) s (Blgll )
Il en résulte immédiatement que le systeme modulaire
(ctyy %oy «vvy Op),y
ou les éléments o,, oy, ..., «, sont des quantités entieres du do-
maine [¢], est équivalent au systeme
(Pl ..o
olt A,, hysontdes entiers rationnels et ou les idéaux premiers p,, p., ...
entrent avec ces puissances dans chacun des éléments
POy, POy weey Oy,
En particulier, s’il n’y a pas d’idéal commun & tous les éléments

POyy POy, o ouy VCCR, on a
(c‘l’ Olay "'1“”)(/)(")'

La propriété analogue dans le domaine des nombres rationnels est

que
(otys gy o v oy Oy ) O (1),

53

$'il I’y a pas de diviseur commun & tous les entiers o, «,, ..
autre que l'unité.

Systémes modulaires de seconde espéce.
[.es quantités entieres qui apparaissent comme éléments dans ces
systemes sont de la forme
Oy~ oy P AL Oy,

ol oy, %, ..., &, sont des entiers algébriques du domaine Q; nous
Ann. de 0 fie. Normale. 3¢ Série. Tome XVIII. S.8



S.38 HARRIS HANCOCK,

pouvons donc dire que ces quantités appartiennent au domaine d’in-
tégrité [v, x|,
Considérons d’abord, dans le domaine d’intégrité [1, ] le systeme

modulaire
(ax*+cx +e, bx +d),

ou a, c, e, b, d sont des entiers rationnels.

S’il y avait un factear commun & ax*+ cx + e et bx + d, ce fac-
teur pourrait étre supprimé comme facteur du systeme modulaire.
Nous pouvons donc supposer que les deux éléments ax® +cx -+ ¢ et
bx + d n’ont pas de facteur commun.

En vertu de la relation identique

(ax+cx+e)bi=(abx 4-bc—ad)(bx +d) + b*e— bed + ad?,

on voit que 'entier positif ou négatif

peut étre ajouté comme un élément au systéme
(ax®+cax ¢, b + d)

sans qu’il cesse d’étre équivalent & lui-méme.

Considérons maintenant le méme systeme dans le domaine [, 2|,
de sorte que maintenant @, ¢, e, b, d sont des entiers algébriques de Q.
Si, comme ci-dessus, nous supposons que les ¢éléments ax® + cx + ¢,
bx + dn’ont pas de facteur commun dans ce domaine, Pentier algé-
brique

p=20b%—becd -+ ad?
est différent de zéro.

Puisque, d’autre part,

p=o(modax?+tcz-+e, be+d),

on voit que . peat étre ajouté comme un élément au systeme modu-
laire donné, qui devient alors

(12 ax*4-cx e, b+ d).

De plus, puisque le systeme reste ¢quivalent & lui-méme Torsque
nous multiplions chaque élément par ¢, on voit que nous pouvons con-
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sidérer les coefficients des éléments soit comme étant les nombres
entiers a, ¢, e, b, d, soit comme étant les entiers idéaux va, vc, ve,
b, vd puisque (voir DEpexiN, t. IIT, p. 542) la divisibilité du nombre
entier % par Uenticr algébrique w est identique & la divisibilité de
Iidéal ¢ par I'idéal ..

Supposons que l'idéal g soit un facteur commun des idéaux va, ¢b,
vc, de sorte que

vaxri+ecx +vc=q(va'x*+vc' z+ve');

on peut montrer que, si g n’estpas un diviseur de I'idéal vp. (diviseur
qui soit un facteur de ¢p. dans le sens employé lorsqu’on a affaire au
domaine des nombres rationnels), I’élément g(va'x®+ oc’z + vc')
peut étee remplacé dans le systeme modulaire par I'élément
S(va'x*+yc'x +0c’), ol 5 est un idéal déterminé diviseur de op
et que, par ce changement des éléments, le systeme reste équivalent
2 lui-méme. Pour le prouver, soit ¢ un idéal qui soit le plus grand
commun diviseur des idéaux q et vy, de sorte que

S=q -~ ¢

Le systeme :
[op, a(va'zt+vc'x +ve'), ba + d]

est, en raison de la présence de I'élément ¢, équivalent a
[eps,a(va’ @i+ vz +ve), vp(va' 2+ vc'z +ve'), bz + d]
o (v g)(va 2+ vela +ve'), (+vp)(va' xt+ oz 4 ve'), bx + d]
o (op,q(va @’z +ve'), d(va' 22+ vc'x +ve'), bz + d],
el ce systeme, puisque g est multiple de ¢, est équivalent &
[vp,0(a'@*+c'z+€), bx+d].
Dans le systeme modulaire
(vt @&+ cx ¢, bz + d)
supposons que ¢p. =7p,.p,, ol p, et p, soient des idéaux premiers
entre eux; et, pour abréger, posons

Silz)=azx’+ bx+e,
Ja(z)= bx +d.
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Nous dirons que le systéme
["’[‘Lafl(‘r)sfé('x)]

est équivalent au produit des deux systemes

[p, [i(2), fo(2)] et [py, fi(2), [2(2)],

car le produit de ces deux systemes est

[piss o Si(@), 0o fi (), pofol @), 02 S (), f1(2)2, o ()2, [i(2). fu(x)].

En raison de la présence des deux éléments p, /,(z) et p, [, (2),
nous pouvons ajouter (p, + p,) fi(x) ou ¢ f,(x) au systeme. Comme
o/, (x) =/, (x), nous pouvons ajouter /,(x) et, de méme, /,(x), au
systeme, qui se réduit alors immédiatement a

[p192, f1(2), Sa(z)].

Nous pouvons donc considérer au lieu du systeme modulaire
[‘]{-"9 ./1 (=, /‘:: ()]

des systemes de la forme
[v, [i(z), fo(2)],

olt p est un idéal premicr ou une puissance d'an idéal premier.

Ce qui vient d’étre démontré pour les valeurs spéciales données &
Ji(x) et [.(x) peul encore étee dans le cas plus général ol I'on
prend pour f,(x) et /,(2) des fonctions entieres quelconques de 2 &
cocfficients entiers appartenant au domaine €.

Si nous supposons qu’il n’y a pas de facteur commun a ces deux
fonctions (puisqu’un tel facteur peut étre immédiatement supprimé
comme facteur du systeme modulaire ), nous pouvons, par la méthode
ordinaire du plus grand commun diviseur, déterminer un entier algé-
brique p appartenant au domaine Q qui puisse étre ajouté au systeme
en le laissant équivalent & lui-méme.

En général, si nous supposons que, dans le systéme modulaire

[S1(@), fa(®)s ooy fu(2)]

les éléments sont des fonctions enticres en x dont les coefficients appar-
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ttennent au domaine [ ¢] et, de plus, qu’iln’y a pas de diviseur commun a
tous les éléments, la méthode ordinaire du plus grand commun digiseur
nous permet de déterminer un entier algébrique appartenant aussi a[v],
qui peut se meltre sous la forme d’une fonction linéaire des éléments du
systéme modulaire et qui peut, par conséquent, éire ajouté comme élément
au systéme modulaire en le laissant équivalent a lui-méme.

Le systeme devient alors

Les Si(x), fa(2), - ooy fu(2)]
De méme, comme dans le cas particulier considéré plus haut, si
O =P P L.,

ou P, P, ... sont des idéaux premiers et e,, ¢,, ... des entiers ration-
nels, nous pouvons considérer, au lieu du systeme donné au début,
les systemes

Lot fi(2), (@) ooy Su(@)], [9% f1(2), foa(2), ooy Jul2)]s -y

dont le produit est équivalent au systeme initial.
Considérons le systeme

Loy Si(2), fu(z)s - oo Ju(@)]-

Si les coelficients de 'un quelconque des éléments, par exemple
/i(x), ont un facteur commun, puisque I'élément peut étre remplacé
par un autre dans lequel le facteur est un diviseur de pj', on voit que
le systeme modulaire doit étre de la forme

(%, P'{‘érl (), Pf{gé’?(w)’ ey Pl gn(2)],

ot les nombres d,, da, ..., d, sont ou zéro ou desdiviseurs de ¢,, sans
en excepter 'unité. Nous pouvons, de plus, supposer que les coeffi-
cients d’aucun des éléments g;(x)(i=1,2,...,n) n'ont de facteur
commun.

Dedekind (p. 636) démontre le théoreme suivant : St p est un entier
rationnel premier et si l'on a

ke s I
op==pir.ple. L.yl

OUPys Pas -+ s Pr SO0t des vdéaux premiers; si, de plus, un des entiers k,,
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ky, ..., k, est plus grand que l'unité, le discriminant D de Q ( DEpEKIND,
p- 538) est towjours dipisible par p.

Le théoreme suivant est également vrai : Si vp contient un idéal
premier p & la k™ puissance, D contient le facteur premier p a la
(k — 1)%me puissance, excepié dans le cas oi k est divisible par p; dans ce
cas, D contient p au moins & la k" puissance.

Soit m le plus petit entier divisible par ¢p. et supposons d’abord que
D ne soit divisible par aucun des facteurs de m, de sorte qu’aucun des
exposants e,, €,, ... de 'élément constant

PPl pe. .o,

qui entre dans le systeme modulaire ci-dessus, ne puisse étre plus grand
que 'unité.
Ce systeme peut alors prendre la forme

[P, gl('x)’ 5’2(1“)’ L] é’n(ﬁ)l
Considérons maintenant la forme plus simple
[P, éﬁ(x), 5’2(%‘)],

gi(x) =gz +oayat .oy,
g(z)=Bo2"+ L@ 4. .+ P,

nzm.
Nous pouvons supposer qu’aucun des coefficients
0(0, oy, LIS &ps ﬁo; 61; ey @m

n’est divisible par p, puisque, dans ce cas, les termes contenant un tel
coefficient peuventétre supprimésdelafonction, etle systeme modulaire
reste équivalent & lui-méme.

Dans le domaine des nombres rationnels, les entiers

0, 1, 2, ..., p—1I

forment un systeme de résidus incongrus (modp) et, par conséquent,
tous les entiers du domaine peuvent étre distribués en classes ol
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chaque entier appartenant 4 une classe donnée est congru (modp) &
un, et 4 un seulement, des entiers

0, 1, 2, ..., p—I.

De méme, les entiers de () peuvent étre distribués en (v, p) classes
(DepEKIND, P. 509). Désignons ce nombre de classes par %, de sorte
que £=(¢,p). Un entier quelconque d’une classe peut étre choisi
comme representatif de cette classe. Des lors, si nous choisissons un
entier de chacune des £ = (v, p) classes, nous avons un systeme d’en-
tiers qui peut étre appelé le systéme représentatif des entiers du do-
maine () relativement au module p. Chaque entier de Q est congru
(modp) & un des entiers relatifs & ces % classes.

Le systéme représentatif est donce caractérisé par les trois propriétés
suivantes :

1° Les nombres représentatifs du systeme sont tous divisibles
par v;

2¢ La différence de deux représentatifs est divisible par p;

3° Tout entier algébrique de Q est congru (modyp) 4 un des repré-
sentatifs.

I’entier 1, étant un des entiers de ), appartient & une des £ classes
et nous le prendrons comme représentatit de la classe a laquelle il ap-
partient, et comme représentatif des £ —1 autres classes, nous pren-
drons les entiers dont les normes sont inférieurs au norme de p.

Ces représentatifs seront désignés par

Pl:l, sz ey pk.

Puisque le norme d’un idéal m (Deorixp, p. 564 ) est égal & (v, m),

on voit que
N(p)=(v,p) = k.

Par conséquent, les entiers rationnels N(p,), N(p,), N(p;) sont tous
moindres que 4.

Si maintenant une fonction /(z) entiere en  dont les coefficients
sont des entiers de (2, est multipliée successivement par tous les en-
tiers de Q, les différentes fonctions qui en résultent peuvent a leur
tour étre classées, relativement au modulus p, en £ = (v,p) différents
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groupes et les £ représentatifs qui en résultent sont obtenus en multi-
pliant la fonction /(«) par les £ entiers algébriques qui constituent
les représentatifs des £ classes.

De plus, chacune des fonctions représentatives peut étre employée
a la place dela fonction /(x), comme il est évident qu'une telle fone-
‘tion, multipliée 4 son tour par chacun des £ entiers algébriques qui
constituent ce systeme représentatif donnera le systeme de fonctions
représentatives que nous avons déja trouvé plus haut.

Si donc
gi(z) =y’ 4+ a4 ey,

il est certain que 'un des systemes représentatifs des entiers algé-
briques, soit, par exemple, p;, est tel que

pioy=1(modyp).

Dés lors, nous pouvons remplacer la fonction g, () dans le systeme
modulaire
[ps 51 (2)s g2 ()]
par ’élément

G (z) =pig ()= a"+ G e Gy 2P e L g, (Od ),
olt @y, &y, ..., x, sont des entiers algébriques que Pon trouve parmi
les entiers py, pu, .-y P
Nous appellerons G, (z) Uélément réduit de g, ().
Soit G, (a) I'élément réduit de g, (2). On voit que

Ly, g1(2), g2 ()] [p, Gi(2), Ga(@)]-
Puisque le degré de G,(x) en x est égal ou inférieur au degré
de G, (x), nous avons par division

Gy ()

G‘;(x) = Qu(@) 4+ 55>

ou les coefficients de Q, () et de R, () sont des entiers algébriques
de Q et ot le degré de R, (2) en ' est moindre que le degré de G, ()

et de G, ().
De la relation qui précede il résulte que

Gy (2) = Qy(2) Gy () + Ry (),
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et, par conséquent, puisque
Ri(xr)=o[modG,(2), G,(x)],

et
G, (@) = o[mod G,(.x), R, ()],

nous voyons que nous pouvons adjoindre I'élément R, () au systeme
[p, Gi(2), Ga(2)]

et en retrancher (¢, () sans qu’il cesse d’étre équivalent & lui-méme,
c’est-da-dire de telle facon que I'on ait

[¥, Gi(), Ge ()] [y, Gu(x), Ry ()]

Soit Hy () Uélément réduit de R, (), et comme plus haut écrivons
Farelation ‘
Golr) = Qu(e) I, (2) - R, ().
Adjoignons R, (2) au systeme, et supprimons-en G,(2). Le systeme
que nous avons a considérer est

[¥, Ri(2), Ry(2)] =

Comme les degrés des nouveaux éléments qui sont adjoints au sys-
teme vont continuellement en décroissant et ne peuvent pas devenir
négatifs, on voit que si nous continuons & procéder de la méme facon
nous devrons finalement avoir

. [y, oy (), o (2) ]
et ici, ou bien H,_, (x) est divisible par H,(x) (modp) ou bien H,(x)
est un entier algébrique premier avec p. Dansle premier cas le systeme
modulaire [p, H,_, (), H,(x)] est équivalent & [p, H,(x)]; dans le
second cas il est équivalent a [¢], et cela n’est plus d’aucun intérét.

Exactement de la méme maniere le systeme modulaire le plus géné-
ral écrit plus haut

(v, gu(x), g2(2), &5(2) 50 5 50 (2)]

se réduit ou au systeme de la forme
[P, ]“('1")]7

[e]-

Ann. de I'Fe. Normale, 3* Série. Tome XVHL S.9
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Ce dernier cas étant sans intérét, nous étudierons maintenant de
plus pres le systeme
[v, F(2)],
olt 'élément F(2) peul étre mis sous la forme

I (L) L ?ll.r—l - ./Z.,.r—-:’ T

Ol Yy Youe -, Yesont prises parmiles quantités g, gay-v s 2k
Supposons que par quelque autre méthode le systeme modulaire
initial [p, g, (2), g.(x),. .., g, ()] ait ¢té réduit i la forme

O

[, Fi(2)],

ot I'élément F, () est un ¢lément réduit (modyp), ¢’est-d-dire un élé-
ment dans lequel le coelficient de la plus haute puissance de 2 est
I'unité, tandis queles autres coefficients sont pris parmiles nombres g,
&1+, p5- Nous allons voir maintenant que I, (x) est identique & F (.:c)

9
2

En vertu de I’équivalence
[po, () on [py, Fi(2)],
nous avons d’une part
(1) V(z)=pll () +F (2)¥ (),
et d’autre part
(2) Fy(r) = pll(2) + F () F(r),

ol les quantités I, (z ), Il (=), I', (), F(x ) sont des l'nnctions entivres

en 2 dont les coefficients sont des entiers algéhriques de (2, ou, comme

nous dirons pour abréger, des quantités appartenantau domaine [ ¢, |.
Les relations (1) et (2) peuvent s’écrire :

(1") F (z)=F (x) F{(z) (modyp),

(=) Fi(z)=F (z) ¥ (z) (mody).

Multiplions ces congruences membre & membre, nous avons

F(2) P (2) =T (z)F (2) ¥, (r)F(r) (modp).
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Puisque ni F(2) ni F,(2) ne sont divisibles parp, il s’ensuit que
1= F,(2) F(2) (mody),

ctcomme F, (@) et F(a) sont des quantités de[ v, 2], cette congruence
peut sculement avoir lieu si F, (2) et F(z)sont des unités de Q.
Des lors de (17) nous tirons

F(x)=F,(x) (modyp),

et puisque F(a) et I, («) sont tous deux réduits (modyp), il s’ensuit
que F () doit étre égal & F, ().

Le systeme [p, F (2)] est ce que j'ai appelé une_forme canonique (voir
le Journal de Crelle, t. 119, p. 148) du systeme modulaire

¥, g1(2), gale),. .oy &0 ()]
C’est ainsi que, quelle que soit la réduction du systeme
[P’ 51 (‘1')’ ér:z(‘l“): ey &n (1)]

que P'on ait opérée, la forme finale, qui est équivalente i la forme cano-
nique, lui est identique.
Dans le systeme [p, F (2)] lafonction F () est de la forme

F(r)=a"+ &% 4 122" .. .47,

ol les y peuvent prendre des valears py, py, .., gs-
Des lors les résidus (quantités incongrues) du systeme modulaire
ci-dessus ont la forme

Rx)y=py+ 1z FLra®+...+ Proya™},

olt les  peuvent prendre des valeurs g, ..., g

Le nombre des fonctions de cette forme est donc par conséquent 47,
et puisque 'une de ces fonctions est divisible par le systéeme modu-
laire, le nombre total des résidus du systeme modulaire est p.=4*— 1.

On peut voir comme il suit que ces p. résidus Ry, R,, ..., R, sont
incongrus [modyp, ¥ (a)] : supposons que R;(x) et R,(x) sont deux
des résidus dont nous venons de parler et supposons qu’ils soient
congrus [modp, F (x)].
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La différence de ces résidus peut s’écrire

Ri(a) — R ()

=R =B (B = B 2 (B — YY) et (B — B ) e

olt les B et les B™ sont pris parmi les entiers ., ..., %-
Puisque B,—(\x) R,(x) est divisible par le systeme modulaire
[p, F(2)], il s’ensuit que

() Ri(2) — Ry (2) = My + F' (&) F (2),

o Il et F' (&) sont des quantités de {¢, z]. De plus, puisque I () est
de degré= en « et est de la forme

o) =at+y, 2% .4 Y,

et puisque le degré de R, () — R, (=) estau plus < - x, il en vésulte
que F'(a) doit étre divisible par p afin que la relation (@) soit vraic,
et par conséquent nous devons avoir

R, () — Ry () == My,

ott I est une quantité enticre de Q.

Mais puisque les différences R N < N L
ne sont divisibles par p que si B, P=B0 B0 =080 B =8, la
relation (@) ne peut avoir licu que si R;(x) = R, (x).

On voit aussi que les produits

R:Ry, Ry ReRy, oo, RGRy, (=1, 2,005 1),
sont incongrus [modyp I (x)].
Nous aurons par conséquent
k=p ke
[] (2 — Ry R/,)._ll(r— Ri) [modp, F(2)]  (i=1,2,...,p),
k=l

¢t aussi
k= k=

(2) [Iaro=T]re (moa, (2],
" k=1 kot
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u
' k=1 k=
Ry r_[ R,= II R, [modyp, F(x)] (i=1,2,..., ).
k=1 h=1
hk=uw.
Puisque, de plus, | | Re n’est pas divisible par le systeme modulaire
k=1

), F(x)] il s’ensuit que
RY%==1 [modp, I ()] (f==1,2,...,u),

¢ qui est une forme genérale du théoréme de Fermal.
En remplacant p. par sa valeur £*— 1, on voit que

RY =R,[mod p, F(x)] (=12, ..., 1),

et par conséquent aussi

28— p = F(x) o(x) (mod p),

ot ¢(x) est une quantité de [¢, x[; dés lors (mod p) lu fonction
¢ — @ est dwisible par la fonction F (a) (voir Sereer, Cours d’Algébre
supérieure, t. 11, Chap. [T, p. 1315 1866).

Avec Serret nous dirons que la fonction F(a) est décomposable en
es facteurs o (), Y (2) (mod p), qui appartiennent a [¢, 2| s’il est
yossible de déterminer une fonction y (a) appartenant aussi a [, |
't telle que

o(x)z(x)=F(x)+py(r);
lans le cas contraire, la fonction F(x) peut étre appelée irréductible
‘mod p). Les résullats trouvés ci-dessus sont vrais, que F(x) soit ou
ae soit pas irréductible (mod p).

Prenons pour exemple, dans le domaine des nombres rationnels, le
systeme modulaire

: 13, (2 —1) (2 —2)];
on a 'équivalence

(5, 2*—3x+2) L (H, 2:~4- 22+ 2).

Multiplions chacun des résidus (mod 5) de #*+ 22 +2 par le ré-
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sidu & + 1, par exemple; nous avons

omultiplié par x + 1= o, 2x -+ 3mulliplié¢ pav.z -+ 1=

Ao —+1,

1 » » 2.2 + 4 » » ==3a ,

o) » » 3. » y ==3.0 41,

3 » » S +1 » » == 9 )

_/|, » » 2 2 » » = r -4,

r » » 3o +4-3 » » o= 3,

£ » » == 1, 3x+4+4 » » ==,

2+ 2 » » =4 , 4o » » ==ha 45

x4+ 3 » y =324, ha + 1 » » == 32 0,

a4 » y ==ax -+ 3, b -2 » » 20 1,

2.0 » » =max-4, hLax-+3 » » = ,

o - 1 » » = &5, Qo » T 4
2.0 -t 2 » » o= 2,

[mod 3, 22+ a2z -+ 2],
De T il résulte que
(z-+1)*=1[mod J, 2*+ 22 4.

Revenons au systeme
[v, ¥ (2)],
et Sllp[’)OSOHS qll()
I(x)=9q(x)b(x)+py(x),
de sorte
' [v, F(z)] e [p, 9 (x).y(2)].

Supposons de plus que ¢(z) et ¢ (2) n'aient pas de facteur com-
mun (mod p).
Nous pouvons écrire alors

(v, F(z)] o [p, o(2)] [p, $(2)),
sar le produit que nous venons d’éerire est ¢quivalent i
L% vy (), po(2), ¢(z).b(z)].

Mais puisque ¢(x) et ¢ (x) sont premiers entre eux, leur plus
grand commun diviseur est ¢ et peut s’écrire

0= () + ¢ (2).
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Dis lors nous avons les équivalences

[¥% p (), 9o (), () ()] o [3% 2 (2),p0(2), pU(2) + p o (2), 9 (2) Y ()]

oL pd(z), po(2), p, 9 (@)Y (&) [p, ¢ (2) b ()]
Nous pouvons donc considérer maintenant un systeme de la forme

Lp, 9 ()],

olt g(a) est une fonction irréductible (mod p).

Ce systéme correspond & ce que nous avons appelé un sysiéme
modulaire premier (p. 55).

Supposons que g () ait la forme

o)== ah-4 R L S R

Ol Y15 Yas - -+ Yo 8000 pris parmi les quantités oy, 24, ..., g

Il 'y a, par conséquent, m = —1 résidus du systeme [p, ¢ (x)
(que nous désignerons parry, 7y, ..., 7,

Nous aurons done, comme plus haut,

’

=g [mod p, o ()] (E==1,2,...,m).
Lenye. — Sirdésigne un quelconque des résidus dont nous venons de

parler et st
G(r)y = Agrm—=Agrm-te-. A, =0 [ mod p, o(x)],
oAy, Ay, ..., A, sont des fonctions enticres en x dont les coeffficients

appartiennent aw domaine [¢] et Ay==0 [mod p, 9(x)], la congruence
precédente ne peul avoir plus de m racines.

Nous démontrerons d’abord ce lemme pour le cas particulier de
m == 1. Considérons la congruence

Agr—-Ay=0o  [modyp, o(2)],

olt Ay==0 [modp,¢(2)], et supposons que r, etr, soient deux racines
de cette congruence, de sorte que 'on ait, par suite,

Agri+Ai =0 [mod p, o ()],
et
Ayry+A =0 [mod p, ¢(x)].
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Par soustraction nous avons

Ay(ri—ry)=o [mod p, o ()],
et puisque A, n’est pas divisible par le systeme modulaire premi
| p, z(2)], il s’ensuit que
ryE=ETy [mod p, ¢(2)].

Donc une congruence du premier degré peut avoir au plus une
cine incongrue [ mod p, o (x)]. .
Revenons au cas général ct supposons que r; est une des racines
de la congruence
G(ry=so [mod p, o ()],
de sorte que, par suite,
G(ry—G(ri)yss(r—r)G(r)y=so [mod p, o(a)],

olt G, (r) est une fonction de méme nature que G(r) et est au plus de
degré m 1.

Des lors, par induction, en supposant le lemme démontré pour le
degré m — 1, de sorte que G,(r)- =o|mod p, a(x)| ne peut avoir
plus de m — 1 racines, comme, d’aprts ce qui précede, r—r;o 0
[ mod p, o(x)| ne peut pas avoir plus d’une racine, le théoreme est
démontré dans le cas général.

Supposons maintenant que la congruence

G(ry=o [mod p, o(.r)]

ait exactement m racines incongrues [mod p, 2(x)|, et soient r,,
Tyy - .-y Iy CCS TACINES; POSONS CDCOTE

G(ry= A/ Ay rm=tp . A,
et formons la congruence

Agrma=Ayrm=te Ny — Ay (r—r ) (5 —ry) — (1 — rp)EE0
[mod p, o(x)].

Cette congruence est au plus du (m — 1)i“me degré, puisque les d
termes A, se détruisent. Klle a pourtant plus de m — 1 raci
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congruentes [mod p, o(x)], puisqu’elle est satisfaite par les m racines
iy Tay « oy Ty Des lors tous les coefficients de cette congruence doi-
vent étre divisibles par le systeme modulaire [p, ¢(2)].

Il s’ensuit que la congruence

Apgrmt = Ayrm=t e A — A (r—r)(r—ry) .. (r—rp)=o0
[mod p, ¢ (x)]

doit étre satisfaite identiquement, et nous devons avoir

— A=y o1y, [modp, o(x)],

el 7Y T A L Uy Y O [modyp, o(x)],

(— )N =ryrery.. .y, [mody, ¢ (z)].

Si donc la congruence de degré m
G(ry=o [mody, ¢ ()]

a exactement m racines r,, Iy, ..., 'y, nous avons identiquement la

congruence

i=m

Gry=a[fe—r0  [mods, o)

i=1
Revenant maintenant a la congruence
rit=t—1=0  [modp, ¢(2)],
on a vu que cette congruence a m = k* — 1 racines r, ry, ..., I'y, ces
racines étant les résidus du systeme [p, ¢(x)], dans lequel I'élément
¢ () a la forme
o(&) = &+ y 2P A P @b e
Les résidus sont, par conséquent, de la forme
8,2t o By M L+ By,

olt 8,, 8,, -.., &5 peuvent prendre des valeurs quelconques parmi les

valeurs p,, py» ..., px de la page 63.
Des lors on voit que

POt f = H [r— (0,2 + 8,22 4. ..+ &)] [mody, 9 (=)],

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVILL. S.10
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ou le produit s’étend & la totalité des fonctions que nous avions obte-
nues en prenant successivement pour chacun des ¢ les £ valeurs g,
Pas ..., P €xcepté le seul cas particulier ot chacun des ¢ est remplacé
par la quantité p, qui est =0 [mod p, g(x)].

Egalant les coelficients des mémes puissances de 7 dans les deux
membres de la congruence ci-dessus, on a la forme trés génerale du
théoréme de Wilson

—1= I ' (0221 - Oy 2h2 .. .+ 3)),

ot le produit s’étend & la totalité des fonctions dans lesquelles les ¢
ont les valeurs que nous venons d’indiquer.

Nous avonspos¢ m =4 — 1,00 £ = (v, p) =N (p) = p/, ol p est le
plus petit entier divisible par p et ol Pentier positif / est le degré
(Dedekind, p. 565) de I'idéal premier p.

Déslors m=pM —1, et la congruence ci-dessus peut s’écrire

reM=t =g [modp, ¢ (2)].
Considérons la série de fonctions
[Y(2)1 [P ()]s [ )], ...,

ot Y () est une fonction entitre et arbitraire de « dont les coefficients
sont des entiers de Q.

Dans cette série, nous devons finalement avoir la fonction [ ()]
qui est congrue & [¢()]?"[mod p, o(x)]; car, si cela n’arrive pas avant,
cela est certainement vrai pour s = A/.

Nous appellerons mureur (Dedekind, p. 571) de la fonction ¢()
le plus petit entier rationnel 4, différent de zéro, qui satisfait & la con-
gruence

[b(2)]" = y(x) [modp, ¢(x)].

En élevant les deux membres de la congruence précédente a la puis-

sance p*, nous avons

[d(2)]" " = [(2) = 4(z)  [modp, g(2)],
et, par conséquent, aussi

[(2)P =[g(2))»*  [mod»p, ¢ (z)]-
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Sidonc t=s(mod#4), ona
[b@)]rr=[¥(x)]”* [modyp, ¢o(2)];
et, réciproquement, si I’on a

(b)) =[d(z)]* [mody, o(2)],

on a aussi
t=s (mod #).

Nous avons aussi démontré les théoremes suivants d’'une maniere
indirecte :
I Sis est incongru a t(mod A), [Y(x)]|”" est aussi incongru a
[ (2)]7 [ mod p, ¢(x)].
I, Si[b(2)|” est incongru a | Y(x)|, s est incongru ¢ t(mod £).
Considérons maintenant la série de fonctions en nombre illimité
[b()], [e(2)]?, [d(2)]7?, [d(=)]e, ...,

relatives au systeme modulaire [p, ¢ (2)].

Les 2 premitres de ces fonctions, 4 étant la hauteur de la fonction
(), sont incongrues (mod p, 9 (x)]. Les £ suivantes sont les % pre-
mitres répétées dans le méme ordre; par conséquent, nous pouvons
(Cf. Dedekind, p. 871) appeler les A fonctions

L)1 ()]s [d(@)]”, o [d(e)]"
la période de la fonction ¢ () relative au systeme modulaire [p, o(2)].
Il est clair que la période d’une queleconque des fonctions [4 (a2 )]#,
ol ¢ est un entier rationnel, contient les mémes fonctions relativement
au systeme modulaire [ p, ¢(x)], comme la période de la fonction ¢ ().
Supposons maintenant que dans la congruence
[$(2z)]P" —1==0 [mod p, o ()],
on ait /=1, et considérons la congruence
[V(x)]Pr= (@) [mod p, ¢ (x)].
Prenons d’abord dans le domaine des nombres rationnels le systeme

modulaire
[p1 (1)(1,)],
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dans lequel p est I'entier rationnel premier qui est divisible par p;
® (x) est de la forme

O(z)=2r+ g2t g 22 ... 9,

ol g, gas - --» & peuvent prendre tous les valeurs, o, 1, 2, ..., p —1.
Il y a, par conséquent, p* — 1 résidus du'systeme modulaire [ p, ®(x)].
Des lors, sig(x)estune fonction quelconque de « dont les coefficients
solent des entiers rationnels, nous avons

[U(z)]P = (=) (mod p, ®(2)].
Posons de plus, comme plus haut,

o(x) =2+ y, 2" P2t ALy

Supposons que
&1=171 (mod p),

ga=7a (mod p),

EX= 7 (mod p);

c’est-a-dire que les quantités g, ety,, g, et y,, ..., g et vy soient des
entiers algébriques appartenant respectivement aux meémes classes
dans la distribution que nous avons faite & la page 63.

1l s’ensuit immédiatement que le systeme modulaire [p, ® (x)] est
divisible par le systeme modulaire [p, ¢ ()], et que, par conséquent,

[d(2)]Pr=Y(2) [mod p, ¢ ()]

De la il résulte que route fonction enticre en x a coefficients entiers a,
relativement au sysiéme modulaire [p, ()], une hauteur égale au degré
de la fonction ¢(x).

Nous allons montrer maintenant que toute fonction de hauteur A
relativement au systéme modulaire [p, ¢(x)] est congrue [mod p, o(x)]
@ une fonction entiére de x, de degré inférieur ou égala h— 1 et dont
les coefficiénts sont des entiers rationnels.

Conformément au théoreme précédent, la congruence

P — r=o [mody, ¢(z)]



SUR LES SYSTEMES MODULAIRES DE KRONECKER. S.77

est satisfaite par les p* fonctions
gl gy d gy,

ou les g prennent les valeurs o, 1, 2, ..., p — 1 et de plus ces p* fonc-
tions sont toutes incongrues [mod p, o(x)].
Des lors, la congruence

ret— p=o [mod p, o (x)]

a un nombre de racines incongrues [modyp, 9 (x)] égal au degré
d = p* de la fonction, et, par conséquent, d’apres le théoreme donné
page 73.si 7,1y, ..., I'ymy, Ty = 0 sontles racines de cette congruence,
nous avons la congruence identique

rP—r=r(r—r))(r—ry).. . (r—rq4)=o [modyp, o(2x)].

Si maintenant 7y () est une fonction de hauteur A relativement au
systeme modulaire [p, ¢(2)], nous devons avoir

[2(2))"—y(z)=0  [modp, ¢(x)];
e¢t, par conséquent,
() [y (2) —rdly(2) —red. .. [y(®) —ra]J=0  [mody, ¢ (z)]
[l résulte de ceci que I'on a
x(z)=r  [modyp, ¢(z)],

ot rest une des fonctions entieres r,, 7y, ..., ru_,, ry =o, dontle
degré en x est inférieur ou égal & A —1 et dont les coefficients sont
des entiers rationnels mod p.

Réciproquement, si y () est congru [modp, o(x)] a r, rétant une
fonction entiere en x dont les coefficients sont des entiers rationnels,

de sorte que
y(z)y=r [modyp,o(z)],
on a aussi ,
[x(2)]P" = rrt [modp, ¢(2)].
Mais puisque
rPr=r [mod p, ¢ (2)],



S.78 HARRIS HANCOCK.
il s’ensuit que
t [x (@)= r [modp, ¢ (2)]
e
(u(2)P*=y(2)  [modp,o(x)].

Nous avons donc le théoreme suivant :

Toute fonction enticre en x dont les coefficients appartiennent a Q

qut est congrue [mod p, o (x)] & une fonction enticre en x dont les
coefficients sont des entiers rationnels, a pour hauteur '\ relativement au

systéme modulaire [p, o(x)]; et toute ‘/onqtz'on enticre en x dont les
coefficients appartiennent & Q, qui a pour hauteur A relativement aw sys-
téme modulaire [p, o (x)], est congrue, relativement a ce systéme, & une
Jonction entiére en x de degre inferieur ou égal a h — 1, et & coefficients
entiers et rationnels réduits mod p.

Nous savons que, si R(a, B, v, ...)=/{lo"+[,a"'B +... est unc
fonction entiére par rapport aux quantités «, B, v, ... etsil, /, ...
sont des entiers rationnels, on a

[R(e, B,y,...0r=R(ar, B2, 97, ...) (mod p),
ol p est un entier premier. Des lors, si p est divisible par idéal pre-
mier p, nous avons

[Ra, Byy, .o )P==Rar, g7, 97, ...) (mod p).

Supposons maintenant que $(x), fonction quelconque du do-
maine [(v, x)], soit de hauteur £ et formons la fonction symétrique

\

O':S[['\WI)]’ [!P(x)]p, {k{}(.’L’)}/’u, [,.p(:l;);’,,h-,J,

de sorte que, par conséquent, o est une fonction entiere en x dont les
coefficients sont des entiers de Q.
On voit que

r=§(W@) e, W@, )
= S(tetn: W, @, ., v1)
= S(ts@r, @, @, - fr@1)  (mody),

ou
oP=g (mod p),
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puisque
M=cl=c (mod p),
il s’ensuit aussi que
ort=g [mod p, o (x)].

Il résulte de la que, puisque la hauteur de la fonction o relative-
ment au systeme modulaire [p, ¢ ()] est A, la fonction o est congrue
[(modp, o(x)] & une fonction entiere enz de degré inférieur ou égal
a A — 1, dont les coefficients sont des entiersrationnels réduits mod p.

De la méme maniere, on peut prouver que loule fonction entiére
symétrigue des h fonctions

()], [Y(@le, W), .. (@)

est congrue | mod p, z(x)| @ une fonction enticre de x de degré inferieur
ou égal & hN—r1 et dont les coefficients sont des entiers rationnels re-
duits (mod p).

Formons maintenant le produit

[r—d ()] fr = [p(a)]eq-fr — [$(2)P o fr— [$(2)]"7,

que nous désignerons par P(r, x).
En développant ce produit suivant les puissances de r, nous avons

P(r,z)=rtac rt=t4cyrh-24- .. . +¢,,
ol ¢, ¢y, ..., ¢, sont des fonctions enticres symétriques des fonctions
(), [P()]r, [$(2)]” ..., [$(x)]"

La fonction P (r, z) est donc congrue [(mod p, ¢ (x)] & une fonction
enticre de degré h en r, dont les coefficients sont des fonctions entieres
en x de degré inferieur ou égal a h — 1, et les coefficients de ces jfonc-
tions de x sont des entiers rationnels réduits (mod p).

La fonction P(r, ) peut étre appelée une fonction premiére (Dede-
kind, p. 571); car on peut prouver aisément qu’il n’est pas possible
de déterminer deux fonctions f(r, x), g(r, ) entieres en ret en ,
telles que

P(roz)=f(r,z)g(r, z) [mody, ¢(x)].
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Revenons a la congruence
[$(2)]=¢(2)  [modyp,¢(2)];

nous voyons que si % est la hauteur de la fonction ¢ (x) relativement
au systeme modulaire [ p, ¢ (2)], on a

[(2)'=d(2)  [modp, o(x)].
Des lors il s’ensuit que
[Y(2)'=[¢(=)]*  [mody, ¢()]-

De cette congruence (woir p. 75), nous pouvons aussi déduire la

congruence
hA=2rf (modhr),

et par conséquent A/ doit étre divisible par 4. Nous avons ainsi le
théoreme suivant : La hauteur d’une fonction quelconque relativement
au systéme modulaire [p, ¢ (x)] est un diviseur de '\ [ o [est le degré de p,
et \ le degré de la fonction ¢(x) en x. |

Nous allons montrer maintenant que, si 4 est un diviseur de \[f, il
existe des fonctions de hauteur h relativement au systéme modulaire
[p, ¢(2)]. - | .

S'il existe de telles fonctions, par exemple (), il en existe évidem-
ment A, savoir

$(@), (Y@, W@, .., [P

Des lors en supposant qu’il existe des fonctions de hauteur 4 rela-
tivement au systeme modulaire [p, ¢ (2)], on voit que I'on peut par-
tager toutes ces fonctions en groupés, et qu’il y aura 4 fonctions dans
chaque groupe.

Désignonsle nombre de groupes par v, et par conséquentle nombre
des fonctions incongrues de hauteur 4 relativement du systeme modu-
laire [p, ¢(x)] par Ay,.

Puisque A f est divisible par A, nous pouvons poser

Af=hg,

ol g est un entier rationnel.
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Or, puisque
» puIsq oM 1

_pT—_I_ :]+p/£+ pih_‘_. . -+p(5'~1)h,

Mo—1 . s ep e7 9 .
de sorte que‘%,,—:—l est un entier positif, il s’ensuit que

[Y(@)1P " —x
[Y(2)]'—1—1

ot G(x) est une fonction entiere en z de degré p —p” a coefficients
entiers appartenant au domaine Q.
Des lors,

=6(x),

[Y(2)]PY —Y(2) = |{[$(2) )" — Y(2)]|6(z)=0o [mod p, o (2)].

Puisque )
[$(@)]P —g(z)=0  [modp,9(z)]

a p*/ racines incongrues [mod p, ¢(2)], et puisque @ () ne peut pas
avoir plus de p* — p” racines incongrues, il s’ensuit que

[$(2)]" —d(z) =0  [modp,p(z)]

doit avoir au moins p* de ces racines. Puisque cette congruence ne
peut pas avoir un nombre plus grand de racines incongrues

[mod p, o(2)],
il en résulte que la congruence
()" —d(z)=0  [modyp, ¢(2)]

a p" racines incongrues [mod p, ¢ (x)].
Si maintenant nous avons une fonction w(«) de hauteur 4 relative-
ment au systeme modulaire [p, ¢(x)], elle satisfait & la congruence

(1) [w(2)]"=o(z) [mod yp, o ()],

et réciproquement, si la fonction @ () satisfait & la congruence (1)
elle est de hauteur A ou de hauteur &, 4 étant un diviseur de 4.
Dées lors, nous voyons que chacune des racines incongrues

[mod p, 9(2)],
Ann. de U'Fe, Normale. 3¢ Série. Tome X VIIL S.1t
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qui satisfait & la congruence (1), est ou de hauteur 4 ou de hauteur 4,

d étant un diviseur de A.
Si d estun diviseur de 4, le nombre des fonctions incongrues de

hauteur 4 relativement au systeme modulaire [p, ¢(z)] est, en em-
ployant la notation précédente, égal & dy,,.

Il en résulte donc que le nombre des fonctions incongrues de hau-
teur £ ou de hauteur d, d étant un diviseur de % relativement au sys-
teme modulaire [p, o ()], est

3 dy gy
ol la sommation s’étend & tousles diviseursde 4, y compris 4. Puisque
ce nombre est aussi égal a p?, il s’ensuit que

2 dya= p".
Nous avons vu p. 73 que
(I) P —r=M(r—r;) [(modyp,p(x)],
ot le produit doit étre étendu & un systeme de p* fonctions incongrues
de hauteur 4 ou de hauteur d,  étant un diviseur de 2, relativement

au systeme modulaire [p, o(z)].
Si une des racines, ry, par exemple, de la congruence précédente est

de hauteur /4 relativement au systeme modulaire [ p, ¢ («)], le produit
(r—re)(r—rp)(r—re*y ... (r—r"")

entre comme facteur dans (I).

Nous pouvons écrire, au lieu de ce produit, Ia fonction P(r, z) qui
est entiere en r et x, de degré A en r et en x, de degré inférieur ou
égal a A — 1 et dont ces coefficients sont des entiers rationnels réduits
(mod p).

De la méme maniere, si d est un diviseur de 4, il entre comme fac-
teur, dans (I), le produit

(r= ) (r =) (r= ) o (r = ),

oury estune fonction de hauteur & relativement au systeme modulaire.

Nous pouvons donc remplacer le produit par une autre fonction
premiere entiére en r et z, de degré d en r et en x, de degré inférieur
ou égal &4 A —1, dont les coefficients sont des entiers rationnels
réduits (mod p).
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Il est ainsi évident que 'on a
rot— r=1P(r, x) [mod p, o (2)],

o le produit doit étre étendu i un certain nombre de fonctions
premieres. ' '

De telles fonctions, dans lesquelles les coefficients des plus hautes
puissances de r sont l'unité, sont dites fonctions premicres primaires.

Je ne calculerai pas le nombre de ces fonctions qui sont de degré 4
en r ou qui ont pour degré un diviseur de 4.

Si nous désignons par w, le nombre des fonctions premieres pri-
maires de hauteur % relativement au systeme modulaire [p, ¢ ()], on

peut montrer que
2dwg= Zdy,=p*.

Par conséquent, le produit précédent doit s’étendre a toutes les fonc-
tions premicres primaires P (r, 2) possibles dont le degré en r est I ou un
digiseur de h et, en x, est inférieur a ). — 1 et dont les coefficients sont
des entiers rationnels réduits mod p.

Ce théoreme a été démontré par Dedekind (p. 571 et 572) pour le cas
simple des entiers algébriques relatifs & un idéal premier. Dans ses
Legons, le professeur Frobenius a complété les résultats de Dedekind,
ct, en suivant ses méthodes, je suis arrivé aux résultats précédents
pour les fonctions algébriques en [¢, ] relativement au systeme
modulaire [p, ¢(2)]-

Comme aucune des fonctions premieres n’est répétée dans le pro-
duit ci-dessus, nous pouvons écrire I'équivalence suivante

[v, ¢(2), r2"—r]wm Iy, 9(2), P(r, 2)],

ol le produit doitétre étendu & tous les systemes modulaires possibles
de la forme [p, ¢(x), P(r, z)] dans lesquels nous écrirons pour la
fonction premiere P(r, z) toutes les fonctions premieres possibles
dont le degré en r est £ ou un diviseur de 4 et dont le degré en « est
inférieur ou égal & A — 1. Car, si nous nous bornons aux coefficients
rationnels et entiers dans ces fonctions premieres, il est évident,
puisque deux quelconques de ces fonctions P, (7, ) et P,(r, z) n’ong
pas de diviseur commun enr, que nous pouvons trouver deux fonctions
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P, (r,2) et P,(r, ) entieres en r et « a coefficients entiers, de telle
sorte qu _
P, (7,2) Py(r, z) + Pu(r, 2) Pu(r, z) =K(),

ou £(z)n’a pas de diviseur commun avec () (mod p).

On voit aussi que le plus grand commun diviseur de K(x) et o(x )
(mod p) est un entier « de [¢], et que, finalement, le plus grand
commun diviseur de « et p est ¢.

Dés lors le produit

(II) [», (P(.’)S‘), P, (r, x)] [P: (p(.Z‘), P,(r, x)]
o [p% pe(2), pPu(r, %), 9(2)% ¢ (2) Pulr, z),
P (r, 2), c?(x)l)lzx("’ z), Pu(r,z). Py(r,z)].

Avec les éléments p?, po(x), pP.(7, ), pP,.(r, z), nous formons
le systéme
[PQ’ P‘P(x)’ pP"(l‘, ), pPu(r, ‘7‘)]
o[y, o(x), Pu(r,z),)Pu(r,x)]vopv] oy,

et, comme nous pouvons maintenant adjoindre p au systeme (1), nous
formons, avec les éléments po(x) [qui peut aussi étre adjoint aun
systeme ()], [¢(@)]?, ¢(2) P (r,z) et o(x) P, (r, x), le systeme
o(z)p o(2), Pu(r,z), Pp(r,z)] o o(z)[v]wng(z).
Des lors, le second membre de ’équivalence (I) est équivalent a
[», o(z), Pu(r, ) P,(r, z)],

ce qui démontre le théoreme.

Réduction des systémes modulaires de seconde espéce lorsque la seconde
puissance ou des puissances plus hautes de l'idéal premier p entrent
comme éléments.

Dans le systeme modulaire de la p. 62,
[ves fi(2), fa(2), - ., Su(2)],

nous supposions que m était le plus petit entier rationnel qui fat
divisible par vy, et nous supposions qu’aucun des facteurs de 7 n’était
contenu comme facteur dans le discriminant de Q.
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Nous allons maintenant nous débarrasser de cette restriction et nous
allons avoir, par conséquent, a discuter les systemes dans lesquels
les secondes ou plus hautes puissances de 'idéal premier p entrent
comme éléments.

Si cet idéal entre & la seconde puissance, la forme du systeme
modulaire que nous avons & considérer est (voir p. 61)

(1) [P pgi(), pga(@)s ooy pgm(2), fi(2), fo(2), <., fu(2)],

ou tous les éléments qui entrent appartiennent an domaine [¢, .
Pour abréger, nous désignerons le systeme des éléments f, (x),
v=n
So(@), ..., [u(x) par N [ /+(x)] et nous pourrons, par conséquent,
v=1

écrire le systeme sous la forme

(I P vuﬁllg ]/N"L/v z)]

Grace a la présence des éléments N [/o(2)] dans ce systeme, nous
: vl
v=a

pouvons adjoindre les éléments p N [/4(2), sans que le systeme cesse
V==l

d’étre équivalent & lui-méme; il devient alors

Pe==m v=un v=n ]

w0 N Law@lr N Al N s

m=1 V=1 vt

Ve=n

Avec les éléments p*, p N [ /,(x)], nous construisons le systeme

g,,z, va"[fv(w)]}W{p,vﬁz[ﬂ(x)] ;

11 resulte de ce qui a été dit p. 65 ‘que

v=n

(@) M\ [fv(x)]%w (v, F(a) ]
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De ce systeme (@), que nous appelons systéme modulaire auxiliaire,
nous tirons, d’'une part,

Yy=n

() F(x) =pr(a) + D (@) Fo(@),
ot w(x), f,(2), [o(), ..,, f.(x) sont des quantités déterminées de
[¢, z] et, d’autre part,

(2) S@)=pm(2)+F(z)F(2) (v=1,2,...,n),

oun,(x), Fy(x) (v=r1, 2, ..., n) sont aussi des quantités de [¢, z].
Si nous posons

F(z)=F(2)—pr(x),
il résulte de (1) que

V=

F(z)= Y fu(2) ] ().

Des lors, puisque F(«) peut s’exprimer par une forme linéaire en
fonction des éléments f,(x), [fy(x), ..., fo(x) dont les coefficients
sont des quantités de [¢, 2], on voit que nous pouvons ajouter I'(x)
au systeme (1) sans qu’il cesse d’étre équivalent 4 lui-méme.

De la seconde des relations ci-dessus il résulte que

So(z)=ypm, (z) + F(z) By (2) + pr(z) Fy(x) (v=1,2,...,n),
et si, pour abréger, nous posons
my(x) +m(x) By (2) =10, (2),
nous avons
S(z)=pll,(x)+F(x)Fy(x) (v=1,2,...,n).

Nous pouvons donc écrire le systeme (I) sous la forme

P- =m

{pz, » N Lsu(@, N 1L @) (@) Fy @), F(x)}-
pe=1 v

=1

systeme qui, a cause de la présence de F(«), devient

[Lr—'ﬂl V=n
() f #» [\ [gu(2)], »  [L(2)], F(2) }
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u:lﬂ V=n
;pz, PN se@1 e N [H«m)]%
=1 v=1

p,uﬂm[mxn, vN"[n.,m]E,
p=t V=1

qui (voir p. 65) est équivalent &
Ly, G(2)].
Des lors le systeme (I") peut s’écrire
(I0) [#%9G (2), F (2)].

Nous pouvons adjoindre a ce systeme I’élément pF (x) et considérer
alors le systeme

Le systeme

est équivalent &

p

[#% p G (2),pF (z), F (2)];
avec les éléments p?, pG (), p¥ («) nous formons le systeme
[#% pG (2),pF (z)] o p [, G (@), F (2)].
Le systeme [p, G (), F(x)] est, ou bien équivalent 2
[ 0(2)],

ol 0 () est le plus grand commun diviseur (modp) de G (z) et de F (x)
ou hien 2 ‘

Led,
lorsque les deux éléments G (z) et F(x) n’ont pas de diviseur
commun (modp). Dans le dernier cas puisque
[¥% pG (@), pF (2)] o [2],
le systeme (1I) prend la forme |
[» F(2)],
et peut étre étudié d’aprés les méthodes déja employées dans les

recherches précédentes.
En considérant le cas de

(a) [y, G (2), F (2)] & [, 6 (2)],
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on voit que I'on a d’une part
8(x)=pK(2)+ G (x) G,(z) + F(z)F(x).
ou K(x), G,(x) et F,(x) sont des quantités déterminées de [¢, 2], et
par conséquent
P (2) = K (2) +pG (2) Gi(2) +pF (2) Fi(2),
de sorte que '
pé(v)=o0  [mody* pG(2), F(x)],

et par conséquent cette quantité peut étre ajoutée au systeme (II).
Nous déduirons aussi du systeme (a)

G(z)=ypl(z)+0(2)G (),

olt /() et G () sont des quantités déterminées de [¢, 2]
Des lors
pG () =2l (a)+p0(x) G(x)

et par conséquent, lorsque p0 (x)a été adjointau systeme (1), on peut

y sapprimer pG (x).
La valeur suivante de F () dérive immédiatement de (a) :

F(az)=p¢(x)-+0(x)iM(2)

ot g () et ' («) sont des quantités déterminées de [¢, 2.
~ Nous pouvons, par suite de ce qui a été dit plus haut, mettre le sys-
teme modulaire (I1) sous la forme

(1) [¥% 90 (2)s po (@) + 0 (2) 60 (2)].

A cause de la présence de p*, p0 (2) dans le systeme (II") nous pou-
vons supposer que les éléments ont été réduits de telle sorte que le
coefficient de la plus haute puissance de z dans 0 () soit I'unité, ct
que le degré de ¢ () soit inférieur au degré 0 (2) par rapport i .

Nous pouvons, de plus supposer dans le systeme (1I'), que

1° En vertu de la congruence (a), 0 (x) estde laforme

g (%) = oV + 71“""“1 -+ ‘/zx+_2+ cee = Yo

Ol Y45 Y25 « -5 Yp SONE pris parmi les entiers déterminés p,, p,, . ., g4
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20 (0 (a) est de la forme
O () = 2+ 0, &V~ + G2V~ 4. . .- 0,
ou les ¢ sont aussi pris parmi les p.
3° ¢ () est de la forme
o(x) =gpxrT+e 2™ 4-g2™ 2. |+ &g,
ol les € sont aussi pris parmi les p, et olt @< p.
Supposons que par une autre méthode le systeme modulaire ini-
tial (T) ait été réduit a une forme
Lp? 801 (@), poi(@) + 0, () 08 (2)],
ot les éléments correspondants remplissent les trois conditions que

nous venons d’indiquer. . :
Nous avons alors

(0) 1w p0(2), 20 (2) +0(2) 00 ()] on [9% p0:(2), po1(2) + 01 (2) 61V (2)]
et nous pouvons montrer que

0(z)="0:(x),  ¢(x)=0i(x)
et
6 () = 0 ().
En effet, il résulte de (&) que

poi(2) + 0i(2) 04 ()
=pl(2) f(2) -+ [po () + 0 (x) 0V ()] g(2) [modp?),

ot/ (x) et g (x) sont des quantités du domaine [¢, 2 ].

Pour éviter des répétitions, toutes les quantités qui sont introduites
peuvent, une fois pour toutes, étre considérées comme appartenant au
domaine [¢, 2], et pour abréger nous nous servirons{du signe fonc-
tionnel pour la fonction de .

D’apres la congruence précédente nous avons

(1) 0,0 =060 g (modp).
De méme il résulte aussi de (&) que

po -+ 000 =0, f -+ (po+ 0,0") g4 (modyp?),
Ann. de i’ Ee. Normale. 3° Série. Tome XVIIIL. S.12



S.qo IIARRIS HANCOCK.
ou
(2) 60 = 0,6 g, (modyp).
En multipliant (1) et (2) membre & membre nous avons
066,60 = 000,60 gg,  (modp),

et par conséquent, puisque le produit 00¢70,0{" n’est pas divisible par p,

il s’ensuit que
1= g8 (modyp)

et par conséquent g et g, sont des unités algébriques du domaine [¢].
Deés lors en vertu de (1) ou (2) nous avons

06t = 6,0V (modyp) ... (&).
De plus, nous tirons de ()
phi==p0.A - (000 ~4-po)B (modp?),

et de celte expression il résulte que 00'B doit étre divisible par p.

Comme 0 et 0% ont été réduits tous deux relativement au module p, le

facteur B doit étre divisible par p. Nous pouvons donc poser B = B, p.
Par conséquent de la congruence précédente nous tirons

;== 0A -~ (60 + po) B, (modyp),
ou
(3) U= 0(A -+ B, 0) (modyp).
De la méme fagon on peut montrer que

(4) 0=0,(AM + BP o) (mody),

et par conséquent
69, =60,(A -+ B, 00)) (AW 4+ BWODY  (modyp).

Dés lors, en raisonnant comme plus haut, A -+~ B, 6 et A"+ B{"0\"
doivent étre des unités algébriques, et alors de (3) ou (4) nous dédui-

sons
6=6, (modp).
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Mais comme les coefficients de 0 et 0, ont été réduits (modyp), il s’en-
suit que
. 0=10,...(i)
¢t par conséquent de (2)
0 = 0 . .. (4id)
En revenant & I'équivalence (&) on voit que
(3% 00, po - 09D ) o (3%, 90y, p0 + 0,010, po + 661,
ou, puisque 0 = 0, et 0= 0",
(7 90,09+ 09) o [3% 90, po - 0010, 3 (9 — 91)]-
De celle équation nous tirons

p(p— o) =piC+ (po-+090)D  (modyp*)

et par conséquent DOOM doit étre divisible par p, desorte que D = D, p.
Nous pouvons donc écrire la congruence '

o —o;=0(C+ Do) (modp).

Puisque le degré de 0 ena est plus grand que le degré de g oude ¢,,
nous devons avoir
C+D,0M=0  (modp),
et, par conséquent, ‘
o — 9=0 (modyp)
ou .
P=¢s--- (V)

Nous pouvons donc regarder (p2,p0, po + 001) comme une JSorme
canonique de la représentation unique du systeme modulaire (1).
Dans le systeme

Po=m v=n \
(D 3?’:43 N (5w ()], N [fo(m)]§
=1 v=1

nous avons supposé la présence des éléments

p=m

N Lsu(=)
pe=1
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On voit toutefois que, sans employer ces éléments, nous avons
introduit, i 'aide des éléments /, (), fo(z), ..., [,(2), les éléments

p Vﬁl o, (=)

v=1
dans le systeme (1) de la page 86, ol
,(z)=mn(z) 4+ n(z)F,(z) (v=1,2,...,n).

Des lors, & moins que les n quantités ne soient congrues a o

pe=rm

[modp, F(x)], et méme lorsque les éléments p N [ gu(2)| manquent
v=1

dans le systeme initial, le systeme modulaire réduit est

(A) [P2> PG(%‘), F(‘T)']'
o=

D’autre part, lorsque les éléments p N [Gu(2)] manquent dans le
o . . p=t
systeme initial et si ’on a aussi
Iy(x)=0 [modyp, F(x)] (Vve=a, 9, ooy ),

le systeme réduit est de la forme

(B) L% I (2)]-
Considérons le systeme
(A) L¥% » G (@), F(2)],

et supposons que F(z) admette les deux facteurs F, (), F,(«) rela-
tivement aux modules p*, pG(x), c’est-a-dire que 'on a

(1) F(z)=F,(2) Fo(@) +p G(2)§(2) + 2y (2),

olt ¢(x) ety (z) sont des fonctions de [¢, z].
De plus, supposons que F,(x) et Fy(x) n’aient pas de facteur
commun relativement aux modules p*, pG (), et formons le produit

(M) [9% pG(2), Fo(2)] [% 2G(2), Fy(2)]

m[ﬂ", PG(z), p?Fy(z), pG(2)?, pG(2)F,(2),
PR (2), pG(z)Fi(2), Fy(2)Fy ()
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Les quatre ¢léments p', p*G (), p*F,(2), p*F, () peuvent étre pris
dans le systeme

P[0 0 G (2), Fi(2), Fa(2)] onp2(0) 92,
de sorte que le produit (M) est équivalent a
(N) v pG(2)F, (2), pG(2)Fo(2), Fy(2)Fa(2)].
Maintenant si F, () et F,(«) n’ont pas de facteur commun (modp),
le systeme (N) se réduit a
(¥ pG(2), F(2)]-

Des lors, afin de mettre le systeme (A) sous la forme d’un produit
des deux systemes donnés plus haut, la fonction F(a) doit avoir la
forme (1) et les fonctions F, (x) et F, () doiventn’avoir aucun facteur
commun (modp).

Dans le systéme

[»% pg(2), f(2)]

supposons d’abord que f(x) est irréductible (mod p). Nous avons
alors la congruence

[v% pg(2), f(2)] o [v pg (%), ./ (2), /()]
w3 !p[p,g(m),f(x)],f(x)i o[y, f(2)],
a moins que g(«) ne soit un multiple de /() (mod p); si G(x)
(mod p) est un multiple de /(x), on a
[, pg(2), f(2) o ¥ f(2)]

et le systéme est de la forme (B).

Dans le systeme [p*, pg(@),/(«)*] supposons que f(x) soit une
fonction irréductible (mod p). Nous avons alors

tp[p, g(2), f(2)], f(z) 1 eny, f(2)]s

2 moins que g(z) ne soit un multiple de /().
Si ce multiple est plus grand que 1, on a

(% pg(2), S(2) ] [9% f(2)];
et si ce multiple est égal & 1, on a

o2 v (), [(2) ] [t v/ (2), [(e)* ]
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Supposons maintenant que f(x)=/, (x) f.(x) (mod p) et, de plus,
supposons f, (z) et f;(x) irréductibles (mod p), on a

[v% vs(2), f(2)] o [p, f(2)],
lorsque f(x) et g(«) n’ont pas de facteur commun (mod p), et
(¥ pg(2), f(2)] o [9% p/1(2), [(2)]

lorsque g est divisible par /; (mod p), mais non par f, (mod p).
En mettant le systeme [p*, pG(x), F(x)] sous la forme canonique

(A) [¥% 20(2), po(z) + 0(2) 00 (2)],
on voit que ce systeme contient le systeme
[» d(2)],
ol d(x) est un diviseur quelconque (mod p) du produit 0(x)0¢ (x).
De plus, le systeme (B) peut s’éerire
(B) [v% pH(2) + £ (2)],
et, par conséquent, il contient le systeme
[v, 8(2)],

ol 6() est un diviseur (mod p) de £(=).
Les systemes (A) et (B) ne sont donc pas des systémes premiers
(¢f. Kronecker, Grundsige, p. 83, ou Werke, t. 11, p. 341).

Réduction des systémes modulaires dans lesquels la troisiéme puissance
de l'idéal premier p entre comme élément.

Ces systemes sont de la forme

V=n p=m =t
M gv% » Nigo@l» N ut@l N [ha.(xn},
v=t po=t1

h=1

ou tous les éléments quiy entrent sont des quantités du domaine [¢, 2z |.
Nous pouvons adjoindre & ce systeme les éléments

p=m A=

# N u@)] et »N_l[/wn,
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et, d I'aide de ces éléments et de 'élément p*, nous construisons le
systeme

‘ v=m h=t pe=m h=l \
;vs, P N p N [/u.(x)]%mp;;gz p N Lt N o) 5‘
po=1 h=1 p=t he=1

Nous déduisons du systeme modulaire auxiliaire

Yes=m =1 )
(A) %, plﬁl [.ﬁu(r)]’ J.Sl[hl(m)] Em‘-pz’ ;JF(Z‘),H(Z’)J,
d’une part
Po==m he=l
(1) H(2)=pm(2) -+ X folut Xl
p==t he=

ott nous employons le signe fonctionnel pour la fonction de x; et
d’autre part

(2) /1;,(x)r:pzm.+pFFx+ﬁH; (A=1,2,...,0).

En posant H(x) = H(x) — p*=, on voit que de (1) on tire

po=m h=t
W(2)=p X fulut 2 Mol
p=1 D=1

et, par conséquent, H(z) peut étre ajouté au systeme (I) sans qu’il
cesse d’étre équivalent & lui-méme.
Nous avons, de plus, en vertu de (2),
hy(z) =pm+p F+~BH 4+, (A=1,2,...,1),
ou

hy(z) =p M+ pFR~+HH  (A=1,2,...,0),

o1, pour abréger, II, est mis pour m+ =l (A=1,2,..., ).
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Nous pouvons done écrire le systeme (I) sous la forme

\

p=m 7\={
vt N Lse)], Ple mwﬁ [1h(2) +»FF ], ng

v=1

v=n p=rm h=t
"’("g #p N @1 N i@ N 0 +FF>.]§,H<-Z~>]
V=1 p=1 L=t

@ | p[p% pG(2), F(2)], H(2)].

V=n

Nous voyons donc que le systeme (I) est équivalent au systeme
(In) [ p2 G (2), pF(2), H(x)].

Nous formerons le systeme modulaire auxiliaire
(6) [P 9G(@), F(z), H(2)] o [¥% 90(2), po(2) + 0(2)00 (2)],

olt les éléments 0(x), ¢ (x) et 0'(x) satisfont aux conditions des
pages 88 et 89.
De (b) nous dirons
pO(x) = -+ p GG 4- pFFW - [T

ou
() = p* L+ P GG+ p2 FI O - pH W 5

et, par suite,
pO0(z) = o[, p*G, pF, I ].

Nous pouvons donc adjoindre p20 au systeme (II), et, par une mé-
thode analogue, on voit que I'élément p*o + p0O0® peut aussi étre
adjoint & ce systeme.

Ceci fait, on voit que les ¢léments p*G et pF, 4 cause de I'équiva-
lence (), peuvent étre supprimés du systeme (II).

Finalement, si nous donnons & H(x) la valeur tirée de (4)

H(z) == p*d + p00® + (po + 06(0) o1,
on voit que nous pouvons écrire (1) sous la forme
(Ir) [#% 920, P20+ pB 00, p2d 4 p00®) 4 po o) 4 G0M gV ],

Grice & la présence de p®, p*0, p*o -+ pO0™, nous pouvons supposer
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que le coefficient initial de o) est I'unité, et nous pouvons supposer :
1° Que les coefficients initiaux de 0, 0" et (" sont 'unité;

2° Que les degrés en « de ¢ et ¢ sont inférieurs au degré de 0;

3° Que 0™ est de degré inférieur au degré de 0;

4° Que les coefficients de toutes les fonctions qui entrent comme
éléments dans le systeme sont pris parmi les entiers déterminés ¢,,
Oas «ves Do

On peut prouver par une méthode tout a fait analogue a celle donnée
dans le Journal de Crelle, t. 119, p. 161, que le systeme (II') est une
Jorme canonique de la représentation unique du systéme (1).

En général, les formes canoniques des systemes modulaires de
Kronccker de seconde espece, ou la premitre, ou une plus haute puis-
sance de I'idéal premicr p entre comme ¢lément, peuvent s’écrire
(voir le Journal de Crelle, t. 119, p. 164) :

(v 0);
(590, p0 -+ 00),
(97 $20, P20 - p 00, p* - p00©) - pog) - 061 o)),
P, 930, pPo - p2 00, p3d 4 p200(2) 4 p2oott) 4= p OOt M),
(pzx+p2 09(3)+P2<P<P(2)+P2¢4J“)+¥’60“)<P(2)+P99(2)‘[‘“’+P(Pme'M”—*'@@“”(P“)kP“)>’

......................................................................

Posons

M, =0,

M,=po -+ 06(1),

M,==p2{ —+ pOO®) 4 poolt) 4 GO o),

M, =pio - p206 )~ p2o o) p2d ) 4-phh1) o) 4-pffiD Y) 4-ppo (1) 400 LM,

de sorte que

M,=0,

M, =po-+M,; 00,

M;=p*¢ + pM, 0 4 Myo®,

M, =Py = p* M 0 -+ p M, 0 - NP D),

M, == pt o+ p* M, 0% - p2 My 4 p M, U2+ M, (D,

Mg=po7 A4 p* M, 0) - pP My ) - p? M3 4 p M, 5 )+ M0,

.......................................................

Ann. de UEc. Normale. 3° Séric. Tome X VIII. S.13
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Nous pouvons donc écrire les formules canoniques

(p1, My),

(pas PMy, M),

(% p* My, p My, My),

(p*, p*My, p*M,, p*M,,M,),

(95, p*My, p*M,, p> My, pM,, M),

ol M est exprimé linéairement en fonction de M,, M,, M., M, par la
formule donnée ci-dessus, etc.

Réduction des systémes modulaires de troisiéme espéce.

Considérons d’abord le systeme de la forme

) (I) [[J'la Hz; .. -71—‘%:7 é’x(x'), ér:!('x)’ RS ] é’m(m)y
fd“5y)uﬁ(xn7%---nﬁxa5)ﬁL

Ol [k, Ua, - .., lxSONE des entiers algébriques de Q; g, (%), g.(x) ....
gn(x) sont des fonctions entieres en a dont les coefficients sont des
entiers algébriques de Q, et f,(x,y), fo(2,y), ..., fu(2x,y) sont des
fonctions entieres en x et y dont les coefficients sont des entiers algé-
briques de Q. Nous pouvons donc dire, pour abréger, que tous les
éléments du systéme modulaire sont des quantités appartenant au
domaine d’intégrité [¢, z, y], et, en employant la notation que nous
avons adoptée précédemment, nous pouvons écrire le systeme ci-
dessus

T=m V=n 2

A=k
(1) f N @ N tg=(20), N Uiz 2]
A=t m=1

v=1
Des résultats obtenus dans la réduction des systemes de premiére
espece, il résulte que ce systeme peut étre remplacé sans qu’il cesse
de rester équivalent & lui-méme par le systeme

(4) | iu,wﬁn[gux)],ﬁ” L)) }

y=1
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ou I'idéal w est le plus grand commun diviseur des éléments w,,
ooy vuey Mg

En procédant comme nous I'avons fait pour la réduction des sys-
temes de la seconde espéce, on peut montrer que, si un entier algé-
brique entre comme facteur dans I'un des éléments g, (2), g. (@),
gm(2)s fi(2,5), fo(@,)), - oy [u(2, ¥), cet élément peut, sans que
le systeme modulaire cesse d’étre équivalent & lui-méme, étre rem-
placé par un élément dans lequel le facteur est un diviseur de p..

Nous avons vu, de plus, dans la réduction des systemes modulaires
de seconde espéce, que nous pouvions remplacer le systeme (A) par un
produit de syst‘emes de la forme

T=m V=n

an o Nigtan N LAte il
v=1 )
olt @ est un entier rationnel positif.

En prenant les différentes puissances de p, nous en avons déduit la
forme canonique de la représentation unique du systeme modulaire
correspondant.

En particulier, lorsque @ =1, on a va que le systeme (IT) était équi-
valent au systeme

(B) | 3 5, N Litay) }
V=1
olt g(«) estle plus grand commun diviseur (modyp) des éléments g, (@),

g:(%), - gn(@):
Supposons que I'un des éléments f, (%, y), fo(®,))s -y [u(2,))
par exemple f,(x,y), admette comme facteur 4, (2) (modp), de sorte

que _
Ji(z, y) =l (z) fi(z,y) +yo(z,¥),

ol ¢(z,y) est unc quantité appartenant au domaine [v, 2, y]. et con-
sidérons le systeme

(a) b, &(2), () fi(z y)]-

De plus, soit d(x) le plus grand commun diviseur (modyp) de g()
etde A, ().
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Nous pouvons écrire (a) sous la forme

[0, 8 (@), §(2) (25 7)s hi(2) Fi(%, 7)] N
o [P,é’(x), g(x)ﬁ(fc;}’)a ﬁl(»ﬂf:(-%”,)’):d(x)f:(xyj’)]
=[p, &(x), d(.w)fl(x:y)]'

Dées lors il est évident que tous ceux des éléments f, (z,v),
So(z,y), ooy [o(2,y) qui admettent comme facteur commun (modp)
une fonction de z seul peuvent étre remplacés dans le systeme (B) par
des éléments dans lesquels de telles fonctions de x sont des diviseurs
(modp) de I'él6ment g(z).

De plus, si

g(@)=g(2)g(z)  (mody),

et si g,(x), g.(x) n’ont pas de facteur commun (modp), le systeme
que nous venons d’écrire peut étre remplacé par le produit des sys-
temes

v=un

N wx,yn}.

Nous avons donc a considérer des systemes de la forme

j%g’—l(‘r)a N [fv(-l'y.}’)] ;7 IP:;’:(x):

(1) {v;g(x), N [/v(2: y)] 2,

ou g(«) est une fonction irréductible (modp) ou une puissance d’une
telle fonction.

St d’abord g(z) entre 4 la premiere puissance dans (IIT), il résulte
de ce que nous avons dit plus haut qu’'aucun des éléments f, (#,y),
f:(2,¥), ..., [,(@, ) n’a un facteur (modyp) en x seulement.

L’élément g(x) développé est de la forme

§(x) =2+ 1 " Yy &7 e

ou les entiers y,, ¥,, ..., Y: sont pris parmi les quantités déterminées
Pis P2s -+ -, pxs et les fonctions / (2, y) peuvent s’écrire

f(zy)=ay(2)y*+ ay () y* '+ ag(2) y*—* +. . .+ ax(x).
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@y (&) = @go @Fo+ @y 5T tagy TFT2 4L L agg,,
ay (&) = ayo ZFr—4 ay 2t +ap, 2P L ayg,

ap () = @po &Fr4 ap TF A BT L gy,

expressions dans lesquelles toutes les quantités a,; sont des entiers
algébriques de Q et qui, prises relativementau module p, sont congrues
respectivement chacune i chacune aux quantités déterminées p,,
Esr - -+, px t peuvent par conséquent étre remplacées par ces quantités.

La fonction a,(«) est, ou divisible (modp) par la fonction irréduc-
tibles (modp) g(), ou n’a aucun facteur commun avec cette fonction.

Dans le premier cas on peut la supprimer comme n’apportant rien
de nouveau au systéme et nous pouvons opérer de méme avec les fone-
tions a,(x), a,(x), ..., jusqu’a ce que nous en trouvions une qui ne
soit pas divisible par g(«) (modp).

Supposons maintenant que a,(«) n’a pas de facteur (modp) en
commun avec g(a). Par une méthode analogue & la méthode ordi-
naire qui permet de trouver le plus grand commun diviseur de deux
fonctions, nous pouvons déterminer deux fonctions a,(%) et g(«)
appartenant a [¢, 2] et telles que

ay () ay () + g(z) g(z) =c,

ol ¢ est un entier algébrique dans Q qui n’est pas divisible par I'idéal
premier p.
Par conséquent, le plus grand commun diviseur de p et cv est ¢, de

sorte que
ptcy=v.

Puisque I'unité est divisible par ¢, il existe dans Q (voir DebExIND,
p- 559) un entier algébrique = divisible par p et un entier algé-
brique ¢, divisible par ¢ et tel que

Tt cC;=—1I,

ou
ccy=1 (modp).

Des lors on a aussi

ay()cray(#) + g(z)cig(@) =1  (modyp).
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De Ia il résulte que si nous multiplions /() par ¢, a,(z) et si nous

ajoutons au résultat g(«)c, g,(«) nous aurons une fonction F (z,y),
par exemple, qui développée prend la forme

F(a,y)=y"+ A (2)y™ 1+ Ay (2)y™2+...+Ar(2)  (mody),

ot A, (@), Ay(@), ..., Az(2) sont des fonctions entitres en  dont les

coefficients sont pris parmi les entiers délerminés p,, g, - .., px, €t au

moyen de la fonction g («) nous pouvons réduire chacune de ces fone-

tions de fagon que les degrés des fonctions obtenus A, (%), A, (=), ...,

A () soient tous moindres que 7, © étant le degré de g (=), fonction

dont les coefficients sont pris parmi les entiers déterminés p,, p,, .« . ., P4
Nous pourrons donc écrire

Flz, )=y "+ A(2)y™ + Ay (2) y™ 2+, . .-+ Ayp(@) [modyp, g(2)]-

Soient F,(x,y), Fo(x,y), ..., F,(2,y) les éléments réduits de
Ji(e,y), [o(2,y)s - oy [, (2, y) relativement aux modules [p. g(x)].

Nous pouvons considérer maintenant au licu du systeme (III), le
systeme

(1) 391 g(x), N [Fu(-%}’)],

Supposons ensuite que I'on ait

Fi(z,y) =yF+ A (@) o=t 4 Ay () yr2 - L+ Mg (),
Fo(z,y) =y + By(z)y' = +By(z) y2 +... 4+ B,/ (=x),
etk21l.
Par une division nous aurons

Fi(z,y) =Qi(x,y)Fa(x, ) + Ry(2, )

ou Q,(x,y) et R, (x,y) sontdes quantités appartenant a ¢, z, y].

On voit que le degré de R, (x,y) en y est moindre que le degré en y
deF, (2,y) et de Fy(x,y); il est clair aussi que R,(«,y) peut étre
adjoint au systeme (III') et, ceci étant fait, F, (2, y) peut en étre sup-
primé sans qu’il cesse d’étre équivalent a lui-méme.

Soit @, (z, y) I'élément réduit de R, (2, y), et formons l'expression

Fo(z, ) = Qu(, y) Oy (2, y) + Ry (2, y).
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Soit @, (x,y) I'élément réduit de R,(«, y) que nous supposons avoir
été ajouté au systeme (I1I") et supposons qu’ensuite on y ait supprimé

F,(x,y)-
En continuant ainsi nous avons

........................................

O, (z,y)= Qi(2,y)Vis (2, 7) + Ri (2, ).

Puisque les degrés des fonctions R,, R,, ..., en y sont continuel-
lement décroissants sans devenir négatifs, nous devons finalement
avoir

Dy _o(2,y)= Qu_z(x, .)f)d,v—l(xv Y+ Rv-—-z(“'a)’)’
Dyy (2, y) = Qv (2, )P, (2, y),

ot @, (x,y) est 'élément réduit [modyp, g(@)] de Ro_, (2, y).

Nous pouvons ainsi remplacer les deux éléments F(x,y) et F,(2,y)
dans le systeme modulaire (III") par leur plus grand commun diviseur
[modp, ¢(x)], 'élément @, (2, y).

Si cette fonction ®,(a, y) se trouvait étre congrue a o [modp, g(x)|,
on voit que les éléments initiaux F, (z, y) et F,(2, y) n’ajoutent rien
au systeme; tandis que, si

(I)v(w’y) = k(‘%)a

ot £(x) est une fonction entiere en « seul, nous pouvons, comme plus
haut, déterminer une fonction £(«) appartenant a [v, 2], telle que

k(z).k(z)=1  [mody, g(x)]-

Le systeme est donc un systéme unité et estsans intérét dans la dis-
cussion actuelle.

Si nous continuons comme plus haut, on voit que, si le systeme
modulaire considéré au début (III) n’est pas un systeme unité, nous
pouvons remplacer

(1I) gpyé’(“’), N LA (z,)]
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par le systeme modulaire équivalent
[v, g(x), 7(%9’)]-

ot f(z, y) est le plus grand commun diviseur [modp, g(z)] des élé-

ments
fl(xy,:y)’ fi(wpy): ce vy fn(x,}’)-

L’élément /(x,y), développé suivant les puissances décroissantes
de y, est de la forme

7(»’1’,_}’):}’0"‘ by(2) yot+ by(2) y* 2 +. . .+ bs(x),

ol b, (), by(x), ..., b;(x) ont tous été réduits [modp, g(x)].

Puisque les degrés de b,(x), b,(x), ..., b,(x) ne peuvent pas étre
plus grands que = — 1, ol 7 est le degré de g(x), et puisque le coeffi-
cient de chaque puissance de « dans ces fonctions peut prendre ['une
des £ valeurs p,, ¢,, ..., ps, on voit que le nombre de fonctions de la
forme f(z,y) est (£7)° = k.

Nous pouvons dire que le nombre de fonctions v = £ — 1, diflé-
rentes de f(a, y), forme un systéme complet de résidus incongrus
[modp, g(@), /(@ y)]-

* Ce systeme de résidus a les trois propriétés caractéristiques sui-
vantes :

1° Ces résidus sont des quantités de [v, z, v];

2° Chacun d’eux est incongru des autres [modp, g(x),f"(a:,y)];

3° Toute fonction appartenant au domaine d’intégrité [¢, z, y] est
congru & un et & un seul des représentatifs du systeme

[mody, g(x), f (z, )]

Si maintenant w(x, y) est une fonction quelconque appartenant au
domaine [¢,x, y], nous avons le théoréme de Fermat :

(A) [o(2, 7)) =w(2,y)  [mody, g(=), F(z,7)]-
Considérons maintenant le systeme modulaire
(v, £(2), 7 (2, 3]

et supposons que l’on ait

F(@y)=Ffilz,y).falz,y) [mody, g(2)],
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et que f,(@,y) et /, (@, y) n’aient pas de facteur commun
[modsp, g(x)].

Nous pouvons facilement démontrer que

[Py g(z), 7(1',]')] “ [P, &(=x), }‘7(3&‘, }’)] [P, g(x), 72(%9’)]-
Nous pouvons donc considérer le systeme
(1v) v, g (2), /(2 ¥)],

ou f(«,y) est une fonction irréductible [modyp, g(=)].
Le systeme (IV) est un systeme modulaire premier (voir p. 55).
Supposons que, développé, f(x, y) soit de la forme

S(@,y) = P+ o)yt (@ P e (),

de sorte qu’il y a
(Y —1==m

résidus incongrus relativement au systeme (1V). Désignons alors ces
m résidus pacry, 7o, ooy T
Alors, comme & la page 71, on peut démontrer que si r est L'un des
résidus ci-dessus et st
G(ry=Ayrm+ Arm=t+... .+ Ay=o[mody, g(=), f(=, ¥)]
ot Ay, Ay, ..., A, sont des fonctions du domaine [¢, x, y], et
Ay=o [mody, g(2), f(z, y)];

cette congruence ne peut avoir plus de 7 racines incongrues

[mody, g(2), (=, ¥)];
et si
G(r)=o[modyp, g(2), f(z,7)]
a exaclement m racines InCOnRgrues Iy, Ts, ..., I, par exemple, nous
avons la congruence identique

i=m

G(r)=Ao | | ( — o) [modp, g (), /(2 3)]-

=1

Ann. de VEc. Normale. 3¢ Série. Tome X VIIL. S.14
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Deés lors, puisque
rm—i1=o0  [mody,g(z), f(z,y)]
a les m racines incongrues [modyp, g(x), f(2,¥)], 7's a5 «+ s Ty, ON
voit que ‘
rm— =1 r —[7,(2) ="+ 72 (2) P2+ + o (2)]]
[modyp, g(z), f(z, )],

le produit devant s’étendre & m = & — 1 résidus du systeme
[p g (2), [z, )]s
chacun d’eux étant de la forme
71 (&) PPt gy L (@),
olt v, (), v2(x), ..., 7n(x) sont des fonctions entieres en x de degré
au plus égal a v — 1, dont les coefficients sont pris parmi les entiers

P’, PQ’ ey Pk.
En particulier, si nous égalons les coefticients des puissances égales

de x de chacun des membres de la congruence identique, nous avons
le théoréme de Wilson pour le systeme modulaire [p, g(x), /(2,v)],
savoir

—1=1[y (2) P+ () Y24 ..+ 2)] [mody, g(x), f(, )],

olt le produit est étendu comme plus haut.

Fonctions premiéres primaires qui sont liées a4 la considération
du systéme modulaire premier [y, g(x), f (=, y)].

Puisque £ =p/, il s’ensuit que le nombre des résidus incongrus
relativement au systeme modulaire [p, g(x), /(z,y)] est m = p**/ — 1
et que [voir la formule (A), p. ro4] toute fonction ¢ (x,y) appar-
tenant au domaine d’intégrité [v, x, y] satisfait & la congruence

[Y(2 )1 =d(z,y)  [modp, g(2), [(, 3)].

Si % est la hauteur de la fonction ¢ (x, y) relativement au systeme

modulaire [p, g(x), f(x,y)], on a
[¢(~%,y)]”"5¢(“‘,y) [mody, g (=), f (2, ¥)]
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et chacune des 2 fonctions constituant la période de la fonction Y(x,y)
relativement au systéme modulaire [p, g(z), f(#, ¥)]

[6(z, )1 (W) [z, 0] s [, )

est de hauteur Z.
De plus, sis est un entier positif tel que Uon ait
Yz, y )= d(z,y) [mody, g(z), [(z, y)],
s est un multiple de Z; et aussi A est un diviscur de A</, ol fest le
degré de U'idéal premier p, 7 est le degré de g (x) ena et Xestle degré
de f(x,y)eny.

Si une fonction & (z,y) appartenant au domaine |v,y, 5| a une hau-
teur h = At prise relativement au systéme modulaire [p, g(x), f(2,y)],
w(x,y) est congru [modyp, g(x), [(x, y)| @ une fonction enticre en
x, y dont le degré est inférieur ou égal a ~ — 1 en x et a h—1eny
et dont les coefficients sont des entiers rationnels qui peuyent étre consi-
dérés comme réduits (modp), p étant I'entier premier qui est divisible par
Iidéal premier p, et vice versa toute fonction qui est congrue

[mody, g(2), f(2, )]

a une fonction dont le degré est inferieur ou égal a ©—1 en x el
a h— 1 en y a coefficients rationnels réduits (modp), est de haweur
h=1r.

De 14 il résulte que si w(a, ) est de hauteur %, toute fonction sy-
métrique enticre des 4 fonctions

[w(a, y)]”":.[w(x, )7, [o(, ¥)1#: o [w(x, y)]e !

est congrue [mod p, g(x), f(x,y)] a une fonction entiere en , y
dont le degré est inférieur & 7— 1 en 2 el & A —1 eny et dont les
coefficients sont réduits, mod p. '

Des lors il s’ensuit que

lr—wle, yl{ |r—[o(z, y)P|1r—[w(z, ). ..|r —[o(2, y)]»""|
=P(r,2,y) [modyg(x), f(2, 1]
olt P(r, z, y) est une fonction irréductible en r, x, y de degré 2 enr,

d’un degré inférieur ou égal a7 — 1 en o et a A —1 en y et dont les
coefficients sont des entiers rationnels réduits (mod p).
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Finalement nous avons

Pt —r=1;(r—r;)=0P(r, z, y) [mod p, g (), f (2, ¥)]
ol r est une fonction quelconque de r, @, y qui est de hauteur 4.
Le premier produit doit étre étendu 2 un systeme de p* fonctions in-
congrues r; [mod p, g(x). /(x, y)] qui sont de hauteur 4 ou de hau-
teur d, o d est un diviseur de 4. Le second produit doit étre étendu
a toutes les fonctions premicres primaires P(r, z,y) dans lesquelles le
coefficient de la plus haute puissance de r est I'unité, le degré enr
étant 4 ou d, ol d est un diviseur de 4, en x le degré étant inférieur
ou égal A T — r et A A — 1 en y et tous les coefficients constants étant
des entiers rationnels qui ont été réduits (mod p).

Puisque ces fonctions premitres primaires ne sont pas répétées

dans le produit précédent, on voit que nous avons I'équivalence

v, g (@), /(2 )y 17— r oy, g(2), f(2, y), P(r, 2, 7)),
olt le produit doit étre étendu i tous les systemes modulaires ot il ap-
parait comme élément une fonction premiere primaire différente, dont
le degré en rest A ou d, d étant un diviseur de 4, le degré en « élant
inférieur ou égal & ©* — 1 et en y & A — 1 et dont les coefficients sont
des entiers rationnels réduits (mod p).

Réduction des systémes modulaires de troisiéme espéce dans lesquels
la seconde puissance ou une puissange plus élevée de la fonction
irréductible g(x)(modyp) entre comme élément.

Les systémes sont de la forme

Vz=n p.,—:m
gp, gt g2 N L 01 N Do, 9] }
v=1 Pez=t
qui, par lintroduction des systemes auxiliaires, est immédiatement
réduite & la forme canonique

[» g(2)* g(2)0(2, ¥), g(@)9(z, ¥) + 0(2, )0V (2, ¥)],

dans laquelle, lorsqu’elle est développée suivant les puissances dé-
croissantes de y :
10
O(x, y) =%+ Ag(2)y*1+. ..+ Ar(2),



'SUR LES SYSTEMES MODULAIRES DE KRONECKER. S.109

les degrés de A (), ..., Ay(x) étant au plus égaux a = — 1, ol v est
le degré de g(x);

2° Le coefficient de la plus haute puissance de y dans 6" est 'unité
et les autres ont été réduits [mod g(z)];

3° Le degré de o(«, y) eny est inférieur au degré de 0(x, y) en y;

4° Tous les coefficients constants sont pris parmi les entiers déter-
minés oy, o, « .-, Pie

Lorsque g (x) entre a la troisiéme puissance, la forme du systeme mo-
dulaire est

gl g o Lo 91l #0) N EAESO! Nu,u,»n g

v =1 h=1
qui est équivalente a la forme canonique

p, g(2), @) 0, ))"-v(l)""("'vy)“{'.%"("')0(‘[’,)')0"”(‘1',.)'%

L)y (e, y) -+ g(2)0(x, y)I®(z, y) +g(2)9(z, y) 9 (2, y)
-+ 0(2:', Y) o (=, .)”)?(l)(‘ri _;V)

Dans cette forme canonique nous observons que, lorsqu’elle est dé-
veloppée suivant les puissances décroissantes de y :

1° Le premier coefficient de 0(a, y), de 01 (x, ¥) et de o (x, y)
est Punité et les autres coefficients ont été réduits [mod g()];

20 o(x, y) et Y (=, y) sont, en y, de degré inférieur au degré de
0(x, y) et leurs coefficients ont tous été réduits [mod g(x)];

30 0&)(z, y) est en y de degré inférieur au degré de 0)(x, y) et ses
cocfficients ont été réduits [mod g(2)];

4° Les coefficients constants qui entrent dans tous les éléments sont
pris parmi les entiers déterminés p,, s, « -+, Pz .

Des formes analogues peuvent étre déterminées pour les systemes
dans lesquels la quatrieme puissance ou des puissances plus élevées
de g(z) entrent comme élément.

Considérons maintenant le systeme

v=n p=m
(M ipz, g(@),» N 21 N L, )] }
vl P=1
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et supposons que g(2)=g,(x)g.(x) (mod p) et que g, (x) et g,(x)
soient irréductibles (mod p).
Du systeme auxiliaire
w=m \

(@) ; P 8 (#), ﬁl (7. (2, y)] ;

1
p=m p=m

N [z y)] } { P, ga(2), N [hp.(2, 3)] ;
=1 =1

o [y, gi(x), Bi(z, ¥)1[p &:(2), Ha(z, ¥)]
o [p, g(@x), gi(z)Hy (2, y), g2(x)H (2, 3), By (2, y) s (2, y)]

(/)5 P g1($),
(

nous tirons, d’une part,
(l) /lp‘(x,)")::Pﬂp"l'g}lu—*‘é’il{gap,’l’é’gl]lﬁy+Ilillzoﬁy_ (H:],Z, ceey ”l),

ou nous employons le signe fonctionnel pour les fonctions de x, y et
ol toutes les quantités introduites appartiennent au domaine [¢, z, y[;
d’autre part, nous tirons

po=m
gi(@)Ha (@, y) =y A+ gBi+ X b,
Po==1
p=m
(2) < 82 (x)H1($'7J’):PA2+6’B2+Z S b2,
p=1
. P=m
H, (2, y) Hy (@, y) = pAs+ gBs+ 3, hubie.
p=1

On voit, d’apres (2), que nous pouvons ajouter les éléments
Si=  gu(x)Hay(x, y) —rAy,
8, = é’z(x)Hl(x’y)"'PAzy
Sa :Hl (.Z', }’)Hz(w; .}’) - pAS’
au systeme (I) sans qu’il cesse d’étre équivalent & lui-méme.
De plus, d’apres (1), on voit que
/lu(x, y) — P(Tfp,+ A1 8P~+ Ag @y,—f" Agap) -+ 5’}’;;.—‘:— Si ap, -+ Sgﬁp+ S:;OC‘L

(p=1,2y ..., m),
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ou
hy(z, y)=vpky (mod g, Sy, S,, S;)

(p=1,2, ..., m),
ol pour abréger j’ai posé
hp=my 4 Aoy A B+ Asay (r=1, 2, ..., m).

Le systeme (I) est équivalent &
p=m
(1) { g (z), pN[f, (z,0)]; » N [hu (2, 7)1, 8, 85, 8y }

Avec les éléments

v=m !J.'_'"l
" pg(a), N[fv n ) v N ez
p=1

nous formerons le systeme

[ =] Po=m
»;p N[fm )l N ka2, 7))
Poz=m Pe=m

wp%p,g’,(x),le[fv(x, N [/c% Z,¥) NP:@:(”%N[/I (7)1, N[/u z, ¥)] :

V’P[P,A’"i(-’”) (T )’)H)’, (7‘), l‘ (IC )’)]
[y g(a), g(2)Fa(2, y), g2(2)Fi (2, y), Fl(Jf,)’)Fﬁ(x’.)’)]'

On déduit de Ia que le systeme (IT) est équivalent au systeme

gv“, g(x), »|gi(x)Fy(z,7), g1(2)Hy (2, y) —pA; |
(- ga(z)Fi(2, y), Sa(2) Uy (2, y) — A, ).

( !41(‘7"!.}’)] 2(17V ’ Hl(L’ )’}nz(l':}) '—'Pf\;; g
Puisque

plgi(@) (e, y) —pAi] =pgi(z)Ha (2, ) (mod p?),
on voit que nous pouvons ajouter au systeme (I1T) les éléments

P!,’i(x)"z(w,y), Pé’z(x)ﬂx(x’y), P]']l(x’,)")nﬂ(wv,y),
pgi () Ag(2, ), pga(z)A(2, ).
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Des systemes

(1) #(p g FiFy HUH,) o5 p(p, g1, F, Fy, HiH) (9, g5, Fu 1o, HHG)
w (P, .5’”1, Iul) (P, 5’27 M1>V>P(P, é’, é’ll\lIZ: g‘.’.lﬂia Ml {\12),

(2) (PPg, pg182 P81y, p21AL P8 H,, g M,)
D PG (P, G2 Fay Hay Ao, My) onp g1 (9, 15 L),

(3) }’gﬂ(P’glvFl)I{l, Anl\L)V)Pg-z(P;é’uLx),
on déduit que le systeme (III) devient

( v g, v &by, g H—pA
(I]l’) g‘lLl’ 6’2111 - pAﬁ ’y
2 MM, HH,— A, |

dans lequel g, H,, g.H,, H,H,, A, et A, peuvent étre exprimés par
des formes linéaires des éléments L,, L,, M,M. et p par le moyen
des formules (1), (2) et (3).

Corollaire. — Le systeme modulaire

V==n
v

P==m
gp’, pgi(x), & (x), vN [/ (25 )]s N [y, J’)]%
ou ,~1 o
g(z) =g (x)g2(2)  (mod p),

et ot g,(z) et g, () sont irréductibles (mod p), est équivalent &
[p* pg1(2), v0(2, ¥), 81 (2)9 (2, 7))

Lorsque les fonctions sont développées suivant les puissances dé-
croissantes de y, nous remarquons que :

1° Le coefficient de la plus haute puissance de 0(«, y) est I'unité
et que les autres coefficients ont été réduits [mod p, g, (x)];

2° Le coefficient de la plus haute puissance de ¢(a,y) est 'unité et
que les autres ont été réduits [mod p, g,(x)].

Si g(2)=g.(2)g:(x) g, (@) (mod p) et si g,(2), g:(x), 8:(@)
sont des fonctions irréductibles (mod p), la méthode de réduction est
tout a fait la méme que celle que nous venons de donner.
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Finalement le systeme

p=m A=

w5 @h e N LA ) 2@ N (@, ) p8 (@)
v=1 p=1 X

T=t

memN%mmw

olt g(x) est irréductible (mod p) est équivalent & un systeme de la
forme

[ g(@), vg(2)0(2, y), v d (2, ), px (2, ) +M(2,¥), g (2)A(z, ) +pK(z, »)].

Le systeme

v=n p=m =1
{P% g(z), p* N [(folz, )], N [hp(x’ .7)]7N [on(z, ¥)] 2?
v=1 p=1 A=1

ot g (z) est irréductible (mod p) est équivalent au systeme
[v, g(z), sz.('“"; ¥), »H(z, y), ®(=, y1.
Lorsque g(x)=g,(x)g.(x) (mod p) la méthode de réduction

est la méme que celle qui a déjh été donnée.
Les réductions précédentes ont toutes été faites pour des systemes

, de la forme - B
{NmeummL
A T=1

=1

v=n

Az, )] l

v=

Nous avons donc supposé la présence d’'un entier algébrique et d’une
fonction entitre d’une variable & coefficients entiers et algébriques
parmi les éléments.

Si le systeme donné est de la forme

ﬁﬁmeﬂ,

puisque les fonctions f,(z,y), f.(2,y) ..., f,(2,y) n’ont pas toutes

un diviseur commun (un tel diviseur peut étre enlevé comme facteur

du systeme), il est, en général, possible de trouver des fonctions
Ann. de U’ Ec. Normale. 3° Série. Tome X VI S.15
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SA@, )5 Jo(@,%)s s (@), telles que |
(O filz, Y Fil@p) +Fal @ 7) ol @y )+ ..+ fo(@, 7)) P (2, y) = g (@),

- vinm,

ot g(x) est une fonction entiere en = & coefficients entiers apparte-
nant a Q.
Cela est toujours vrai lorsque les équations

f](.Z‘,)’)ZO, fg(m‘,_}’):O, cees fn(-z'y}’):O

ont un nombre fini de solutions communes 3 deux quelconques d’entre
elles.

S'il n’y a pas de solution commune & certaines des équations pré-
cédentes, par l'algorithme du plus grand commun diviseur nous
pouvons déterminer les fonctions 7, (z,y), fi(2,¥), --., [,(2,y) de
telle facon que

(2) Sz, ) filz, )+ filz, y) fo(@, ) oo fol 2, ) fo (2, ) =
. v>1,

ol w est un entier algébrique de Q.

Dés lors, dans nos hypotheses, nous avons supposé tout au plus
existence de 'élément . ou de I’élément g ().

En choisissant différents éléments f,(x, ), fo(®,y), ..., [,(2,¥),
nous pouvons, en général, former deux formes linéaires telles que (1)
dans lesquelles les fonctions d’une variable g(x) et g,(x), par
exemple, n’ont pas de valeur commune qui les fasse s’évanouir simul-
tanément.

Nous pouvons alors trouver deux fonctions g(«) et g,(x) telles
que

5(2)g(2) + g (2) gi(2) = p,

ol p est un entier algébrique de Q qui peut étre adjoint comme élé-
ment au systeme modulaire.
Si le systeme est de la forme

:gw), N [fv(w,yjl:,
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nous pouvons encore effectuer les réductions précédentes, si nous
changeons le domaine d’intégrité dans lequel nous admettons que, &
codté des entiers algébriques, nous considérions aussi, dans la dis-
cussion, des fractions algébriques de Q (voir DepExivD, p. 537), tandis
que, pour obtenir les réductions précédentes dans les systemes tels
que

s VNH [fv(x’)’)]}a

V=1

nous devons laisser entrer les fonctions rationnelles aussi bien que
les fonctions entieres de l'une des variables dans le domaine donné.
La réduction des systemes de la forme

p=m
gp’ g(x), f(2,7), N [;’u(x':y’z)];, '
;

== 1

ol g(x)est irréductible (modp) et f(x,y) irréductible [mod p, g (2)],
et aussi des systemes danslesquelsil entre comme éléments des puis-
sances de ces fonctions, peut étre obtenue de la méme maniere que
les réductions précédentes. Un Mémoire qui touche brievement ce
sujet, mais seulement pour le domaine des entiers rationnels, paraitra
dans le Journal de Crelle. Eu égard a ce Travail et aux résultats déja
obtenus dans le présent Mémoire, il ne semble pas nécessaire d’entrer
“ici dans une discussion détaillée des systemes modulaires de qua-
trieme espeéce et d’espece supérieure.



