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S U R LA.

DES

PA,R M. W. ANISSIMOFF.

1. On peu t rechercher les courbes géodésiques des surfaces par la
m é t h o d e qui est exposée d 'une manière si c la i re et si ins t ruct ive clans
un Ouvrage capi ta l de M.. Darhoux ÇLeçons sur la théorie générale des
surfaces, t. 11, Liv. Y, Chap. V, et t. JII, Liv. VI, Chap. I, II, IV).

On y procède comme il suit. L'élément linéaire de la surface étant
d o n n é par l 'expression

( i ) A'2 =: C die -h à ̂  du d^ 4- (Ï d\^y

on forme Féquation d i f fé ren t ie l le du premier ordre aux dérivées par-
tielles

^V ^^^^JW, ()QY ^^ w , àe^(. ^.2^ .̂ ̂  \
" \ ôa. ou ùv \à^ 1(,) AQ = ^—————:——.;———~— = i.

»./() —— cJ1"'

On cherche ensui te pour l 'équation (2) une solution quelconque
0(^ î^ a), renfermant une constante arbi t ra i re a dif férente de la con-
stante addit ive, qui entre toujours dans l'expression de la fonction 0.
Pour l 'équation des lignes géodésiques de la surface (i), son intégrale
générale sera donnée par la formule

^
avec deux constantes arbitraires distinctes a et p. De même, si pour
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l 'équation des lignes géodésiques de la surface ( r )

(,/0 ^-3)."=+( C^+^-.^-Ï)
' / ' < / \ à^ ou au.)

(^(K, ,,()^ ^f ^()q\ ,
-h 3J —— -h <1 -r- -— 2^ ,- — 2<L' —'• ( î ;

\ àv ou ou ()u /
f^ôq , . ( ) ( i ^à^ ^()^\ ,,

~(3^^^~2^?^'^^/2

^(cff^^^^}^
\ <' ait ()^ u à^ )

où nous avons désigne (•/ == f—"> ^= f~:,iii^ nous connaissons une de ses
intégrales premières

(5) ^=/(^,a),

rintégrale générale, d'après un théorème de Jacobi, sera donnée par
la quadrature r '".-'•''̂( 6 ) / ^^——^^^^^^ ( ̂  - (•/ du ) =. 6.

/ \/(C -hajt^-h ({^'^f

Comme on le voit , tout est c o n d u i t à la dé te rmina t ion de la fonc-
tion 0 en (3) ou bien aussi à la recherche de l 'intégrale première (5),
dont la connaissance nous donne aussi l'expression de la fonct ion
demandée 0. Mais la solut ion de ces doux problèmes pour une surjaae
donnée nous reste inconnue . C'est pour cela qu'on marche sur une
voie détournée, n'en considérant que d'hypothèses particulières. On
choisit préalablement des liaisons

^(^•)-".
et l'on détermine les surfaces admettant de telles l iaisons. Pour achever
la solution du problème, on calcule y-? . au moyen de (a) et (7) et

l'on détermine ensuite1 0 p a r l a quadrature 0 = = = 1 ^ ( ( du -r —dv \ ;
l 'intégrale générale ^ des géodésiques se trouvera par la fo rmule (3).
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On b ien , vu les relat ions

àO 0-4-^ àO ^4- Q^
au ^^1-^^--^^^ ^^—^^^^^^,

on se sert du théorème de Jacobi, en appl iquant la formule (6). Pour
les fonctions auxi l ia i res A, 0, en (7)5 on choisit des fonct ions homo-

à9 àQgènes par rapport à -y-? y^ et, en premier l ieu , des fonct ions algé-
briques rat ionnelles, entières et fractionnaires. Beaucoup de géomètres
éminents ont t ravai l lé dans la direct ion i n d i q u é e ; nous ne ci tons que
Bour, M. Bonnet , M. Maurice Léw, M. Darboux, M. Kœnigs, et nous
ont donné des résul ta ts fort impor tants et très intéressants.

Mais examinons les choses un peu plus a t t en t ivement . Toute la
ques t ion est transportée au choix de la forme de la fonct ion auxi-
l ia i re A, 0, qui n'est liée qu'à la manière même d'intégrer l 'équation (4)
des géodésiques et pas aux autres propriétés essentielles de cette
équation. C'est a insi que la manière d'intégrer l 'équation (4) et peut -
être la poss ib i l i t é de conduire tous les calculs jusqu 'au bou t , j o u e n t ,
dans la résolut ion du problème, un rôle prépondérant. Or, si l'on agi t
a in s i , i l peut se faire,. et i l se f a i t effectivement, que les surfaces, tout
à fa i t d i f f é r e n t e s par rapport aux propriétés essentielles de leurs géo-
désiques, se réunissent dans une même catégorie au p o i n t de vue de
la fonct ion aux i l i a i r e A/J employée pour l ' in tégra t ion . Et, au con-
t ra i re , les surfaces, o rgan iquement liées les unes aux autres par la
c o m m u n a u t é de leurs propriétés géodésiques, peuvent entrer dans
des catégories différentes .

Je propose, dans le présent article, d'autres fondements pour la
recherche des lignes géodésiques et je regarde cette question à un
poin t de vue un peu différent . C'est ce po in t do vue sur les questions,
liées à l ' in tégrat ion des équations différentielles, qui étai t i n d i q u é
dans une lettre^ adressée à feu M. Hermite ÇMaiém. Sbornik, t. XXI,
p. 62, Moscou), dont tout le monde mathématique déplore la perte
récente, à propos du problème concernant la forme des intégrales des
équations différentiel les à coefficients périodiques.

Les propriétés essentielles des lignes géodésiques dépendent pr in-
cipalement de la manière dont la constante arbitraire a entre dans
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l 'expression ( .Ï) (le F in tégra le première . D'autre part, dans l'équa-
t i o n (4), d i f fé ren t i e l l e des géodésiques, v" a toujours la forme carac-
t é r i s t i que
(8) ( 1 '=P4-Q^-4-R( ' / 2 - l -Sp /• \

( l ' u n polynôme (lu /rouie/ne degré par rapport à (/, P, Q, R, S é tan t des
fonc t ions de u et P seulement , et cette forme de l ' équa t ion (8) est un
invariant, comme on s'en assure a i s é m e n t par le c a l c u l direct , p o u r
tou te s les t r a n s f o r m a t i o n s possibles u ==:^(^, ^ i ) , v === ^(^, , (-^). Le
problème des géodésiques se r é d u i t donc à la r é s o l u t i o n des deux
ques t ions su ivan te s :

i" lîechercJier de quelle manière la constante arbitraire a doit entrer
dans l'expression de l^ intégrale première (5) de l'équation générale (8).

En supposant que la question posée est résolue, il ne reste, pour la
solut ion complète du problème des géodésiquos, que :

2° Rechercher de quelle manière les coefficients de l'intégrale trouçée ( " ) )
doivent dépendre de u et de v dans la cas où U é(f nation ^énércile (8) se
confond a réc/uaiion (4) des fféodésu/ues d/ une surface donné:ï,

C'est la voie nouve l l e , esquissée a u x grands t ra i ts , qu^on peut suivre
dans la résolution du problème des géodésiques. Dans le cas ou la
solution de, deux ques t ions posées ne réussit pas, les ques t ions étant
prises dans t o u t e leur généralité, on peut se contenter de la considé-
ra t ion des cas par t icul iers- Mais c'est toujours la forme de l ' inlé""
^ra le(5) par rappor ta la constante arbitraire a, qu i doi t être placée
au premier plan.

Je n'ai pas encore de résultats bien nouveaux, se rattachant à
l'ordre d' idées i n d i q u é , et je me1 contente en ce moment de présenter
la solut ion directe du problème de M* Bonnet, q u i se trouve aussi,
d é d u i t e par des procédés différents, dans l'Ouvrage cité de M. Dar-
boux (1). C'est le cas des surfaces à rintégrale première des géodé-
siques de la forme

A4_Ba
0""4, f)"^"" , .

"•

f 1 ) G. DARBÔUX, Lûçom'suf la théorie relier aie des surface1!, l, llf, p. 66-73, Pans, 31894.
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Néanmoins, notre solution de ce problème anc ien n'est pas sans
intérêt assez important , car elle nous donne des conclusions nouvelles
et bien ina t tendues dans une ques t ion , qui paraissait déjà p l e i n e m e n t
épuisée.

Le n° 2 du présent travail cont ient la réduct ion du problème à
l ' intégrat ion d ' u n e équa t ion d'Euler-Laplace aux dérivées par t ie l les
du deux ième ordre. Cette intégrat ion, étant accompl ie dans les n0^,
4, 6 en tous les cas possibles, nous donne toutes les surfaces cher-
chées aussi b ien que les intégrales générales de l eu r s géodésiqucs.
Le n° 7 est consacré à l 'étude des propriétés essent ie l les des géodé-
siques sur les surfaces trouvées.

Enf in , le n° 5 renferme les considérat ions générales re la t ives à l ' in-
tégrale première des l ignes géodésiques d 'une sur face q u e l c o n q u e en
coordonnées symétr iques , d'où il découle une classification nouvelle
de toutes les surfaces réelles en deux classes.

Une surlace réello est di te de la première classe, quand une intégrale
première de ses géodésiques en coordonnées symétriques (imagi-
nai res) ne nous donne que l ' intégrale première en coordonnées quel -
conques réelles. Vintégraie générale des géodésiqucs sur une telle
surface s ' ob t i en t au moyen des quadratures.

Si, au contraire , une in tégra le première en coordonnées symé-
t r i q u e s nous donne deux intégrales premières d i s t i n c t e s ( i n d é p e n -
dantes) en coordonnées réelles, nous aurons une surface de la deuxième
classe. L'intégrale générale de ses géodésiques s 'ob t ien t sans aucune
quadrature.

La classification précédente et tes considérations qui s'y ra t tachent
f o n t un c o m p l é m e n t essentiel au beau théorème de lacobi , re la t i f aux
lignes géodésiques. Leur a p p l i c a t i o n (des cons idé ra t ions ) au cas par-
t i cu l i e r des surfaces, qu i admet ten t , on coordonnées symétr iques ,
pour ses lignes géodésiques une intégrale première do la forme (9),
nous i n d i q u e le vrai sens d 'une singulari té , qu i a frappé M. Darhoux ,
mais q u i est restée chez l u i sans expl icat ion.

2. Tout d'abord marquons, que l 'une des formes les p lus simples de
l ' intégrale première de l 'équation générale (8) est la forme (9). En
effet, la d i f lercnt ia t ion de (9) et l ' é l imina t ion de a nous donnen t
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l ' équa t ion du type (8) avec des coeff icients

(lu) /

Pr=

Q=

K =

S —

^RA — — 1() i i
A

/ <m
l̂ -

IB-^-^ Ov

p <)T>
^ ~

}tv
/}//

n^)+
^' /

^(
^

M'-V à (t.
A

^1)^
< <}('

A

c

A

<W \
^)4-

àl)\
^)4-(

^1) <}Av^-
/P^I)(^ ^— ^.

\ ou

, , ( ) i } \- A. --.--
0 ^ 1

-i)^)àa )

A = AI.) -- 13C.

?

Bccherchons les surfaces a d m e t t a n t polir ses géodésiques une inté-
grale prerniere de la forme (9); c'est le prohierne, auque l nous don-
nons le nom de M. Bonne t . Pour le résoudre i l f a u d r a i t i den t i f i e r les
coef f ic ien ts (10) aux coe f f i c i en t s correspondants de l 'équation (4) et
d i s c u t e r e n s u i t e le système a ins i obtenu de qua t re é q u a t i o n s . Mais
cela serait une voie ( res longue et très pénible. On s i m p l i f i e beaucoup
la s o l u t i o n d u problème, si l'on passe aux coordonnées symétriques.
Car, x =2 îp(^, v) -+• i'^Çii, ^), y s= (f(u, (-?) — i^Çu, v) é t î in t les for-
mules de t ransformat ion, i l ^ensu i t nêcessaire'fne'nl

( ï ' )

/^ .^A f(h _ .^\ ,
7)7(. ~"l' Ju ) ̂  \ 1)Ï l (^ ) p A, + 'B i ̂

^^^^^
, ou Ou \ ùv (h'

Ai , B(, C i y D^ ne renfermiânt que x et y , de sorte qu'en coordonnées
symétr iques nous aurons une intégrale (n) de la même forme, que
rintégrale proposée (9), Maisto réciproque ri est pas vraie, et (îomme
nous le verrons p lus tard, l ' intégrale première (:n) en coordonnées
symétr iques ne nous donne pas toujours l'intégrale (9) de la même
forme en coordonnées réelles. Quoi qu'il en soit, la résolution du
problème se trouve rédui te à la recherche des surfaces qui possèdent,
en coordonnées symétriques, une au moins l'intégrale (n) et à la
discussion des solut ions obtenues sur cette voie*
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La surface étant rapportée aux coordonnées symétriques, Félé-
ment linéaire (i) se transforme en
(12) ds^^. ̂ clx dy,

l 'équation différentielle (4) de ses géodésiques prend la forme

W y-^y- l̂y.,

et son intégrale générale, d'après la formule (6), se représente par la
quadrature

y étant prise de (11). Identifions les coefficients (10), en y posant
u == oc, ^==y, A === A.,,, B === Bi C = = C i , D = = D ^ aux coefficients cor-
respondants de (i3). Il s'en viendra le système de quatre équations,
dont les deux nous donneront

A,=B^(y), C,-î)^(x);

les autres deux, si l'on y f a i t — ^ y.(x,y), s'écriront comme il su i t :

(i5)

( ^J0.̂  ̂  ï̂ fLlrî ^2L? ^+ ÉH Î.}i,
JA' <p (\r) — ^ (7) ^x

à '^ë^ ^ ^^zL^liyl ^^ rjLlo,̂ ,,^_-., ^^_^^^.- ^
de sorte que l'intégrale (n) deviendra

(x6) y^^^Ltl^.
' / J i a + 9(^1)

Or, les équations (i5) nous donnent une relation évidente

à logpi à losp- __ ^J!0^ __ î I0^
"àx àx <^ '̂ ^y

qui, après les réductions faciles, devient

<)(\/¥)^(^^^^
ày ~ <)^

Ann. de VÈc. Normale^ 3° Série. Tome XVIII. •— OCTOBRE 1901. 48
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Il s 'ensuit d'ici, que
/r- ^ . y1 ^^Àpl =: — , i / - == —,• <te V ^ ^y

ainsi que
^

. s . à'Ç à'Ç ~àx(17) ) , , ^ ^ " , ^^ ^
àx ày ()ç

7)y

la fonction ^ vérifiant une équat ion différent ie l le aux dérivées par t ie l les
du deuxième ordre

08) W.)-^^-^ f-+ ̂  ?-o.LT \ / r \^ /.i ^^, ̂  ^ ^ ^ ^

C^est ainsi que nous obtenons, comme M. Darboux, les surfaces

09) ^-4^|^^^

ayan t pour l ' intégrale première de leurs géodésiques

iK ..
(,o) v/^i^^:!,v i / 7 ' (K ^ +9

^

et, en vertu de la formule,,(i4)? pour l ' intégrale générale

/ ^ ^ \
/ \ /* ° """ ^ ( ^^ / ^x J \ D( 2 î ) | ——:-:::::;'~^̂ ^ \ ———âfy— ».——-— clx f -^ p,

J v / (a+y) (^4 -^ ) \^4-^ t/ a -4-9 / i

La forme de l'expression (;i,2) de l 'élément l inéaire ne change pas
par toutes les transformations x == cp(^), y — II faut et il
suffî t donc, pour avoir la solution complète du problème de Bonnet ,
de discuter trois cas différents :

( î ) y(.r) =const., ^(7)= COI^St>
( a ) y (^ )==consL, ^{y)-=.y,
(3) y( .y)==^, 4;(y)=y,

que nous traiterons successivement.
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3. L'hypothèse cp(o?) •== const., ^(j) ==const. est la plus simple,
L'équation (18) devient

^!L=oàx ày ?

d'où il su i t ^ ^
— —— ,/Y, . —— l .
^ c)j

On parvient aux surfaces
d^^^XV dxdy,

pour lesquelles l ' intégrale première et l ' intégrale générale de leurs
géûdésiques sont données par les formules

y'^a^ J(YJy-^X^)=p.

Passons par les formules x =- u "+- ^, y ^'^ ^ •-- ^ aux coordonnées
réelles isothermes^ et soient

(^)
X = / ( ^ + ^ ) = M + ^ N ,
Y =: / (a—nQ=:M - .^N,

Bî et N étant des nombres réels. Nous aurons fouies les surfaces réelles,
correspondantes à l 'hypothèse considérée

( a3 ) d^ = 4 ( M:2 + N2 ) ( di^ -+- cl^ ),

•avec l'intégrale première de leurs géodôsiques
, ,, , M — N aw ^r^^
q u i est de h/orme (9). Quant à l'intégrale générale, la formule (21)
nous donnera
('25) af(îidu + M ch) -h (3/,(M du - N dv} == x,

les signes de quadratures se rapportant aux différentielles totales, car
on a, des formules (22),

àm_(m ^M^_C WL
'au <)p> "5^ 5^
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Nous ne nous arrêtons pas à la discussion plus détaillée des surfaces
obtenues.

4. Dans l'hypothèse (p(.r) ==const. == &, ^(y) ̂  y nous murons à
intégrer l'équation transformée (18)

â^ i ^ _( ^ - y ) ^ y - - ^ ^~~~of

qui nous donne, pour 7^ et pi,

, X^X-j^Y) ^X^-.y)2
^ -...̂ _^ , ^ ̂  .— .̂̂ ^

Prenons dans ces formules, ainsi que dans les fbrrnules (12) et( i6) ,
pour les coordonnées nouvelles x et y, les expressions X et ."x—
Nous aurons les surfaces avec Félément linéaire
( a 6 ) d.^ ::=:.:: a ( x •+• Y ) dx dy,

<lon t les géodésiques sont définies par l ' inlégrale pï*ernièrc

(^7) y 2 (y 4" %).....̂ ,.̂ ..,y,..,.

Les surfaces (26), comme l'a montré M. Darboux (1), ne sont pas
réelles, que si l 'on a

Y.:.y, J : . . 1 .
vy

cl, à propos de ces surfaces, il écrit (/oc. ciL^ t, IIÏ, p. 33) ;
« Remarquons-le, d'ailleurs, alors même que réiément l inéaire

déf in i par la formule (21) appart ient à une surface réelle, la valeur
correspondante (23) de la solution Ô demeure imagina i re . . .» »

Mais, en se contentant de cette remarquCy l'illustre géomètre met
hors de vue une propriété bien remarquable de l'intégrale première (27)

( { ) G. D.uuiOlîx, l.oc, cit., t. ÏII, p. 3%, M, Darboux considère l'élément linéaire sous la
forme d^^ ^(^r-r-Yi) dxdy^ d'où, on parvient aisément à,la forme (26), on prônant Y
pour y .
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en coordonnées symétriques des lignes géodésiques tracées sur les
surfaces considérées.

Si l'on pose, dans ( 26) et (27),
Y =— j, x == u -4- ̂ , y •==. u — ù\

et a -- i^ à la place de a, on obtient une surface réelle

( a8 ) <^2 == 4 u ( ̂ 2 -4- û^2 ) ?

dont les lignes géodésiques possèdent une intégrale première

i — i^ {a 4- u) — î(|3 4- (Q
I -h .̂/ ^

Cette intégrale en coordonnées symétriques, par la séparation des
nombres réels des imaginaires, nous donne deux intégrales distinctes
( indépendantes) en coordonnées réelles

(,9)
a ̂  (3 4- ^

de l'équation différentielle du deuxième ordre

2 ̂ 4- ^4"- ^^"-O

des lignes géodésiques, tracées sur la surface (28). L'intégrale géné-
rale s'obtiendra sans aucune quadrature, par réiimination de p', et sera

(a-^)^-^^)2 ,
(30) ———^r—~^^^^^^^^^

Tout de même, en faisant dans (26) et (27),

Y :--= -I- ? ^ = u + ^?? y = u -~ i^
vy

et en mettant a 4- ̂  à la place de a, nous trouvons une autre surface
aussi réelle
(31) d^^^i^+^^î^du^d^),
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pour laquelle l 'équation (27) devient

l — iv' _ ( u^ —• (^ 4- o: ) -— i( 2 ^(7 — (3 )
l 4- «/ fz2 -4- ̂  4- ï

On reçoit d'ici, comme dans le cas précédent, deux intégrales pre-
mières distinctes, en coordonnées réelles»

I _ _ ( / 2 ^2 ,„„... (/2^^

(32)
J 4- (̂  ^4- ^4- ï

2P7 _ 2 MP — (3

I 4- ç^3 """'" ^-h ^2 -1-j

de l 'équation différentiel le du deuxième ordre

(^2^ p2^- ï) (^4- (^ /p / •— r) (ï 4- (/2) = o

des lignes géodésîques sur la surface (3ï), L'intégrale générale

( 33 ) ( a ̂  + ï 4- a) (2 i'2 4- ï — a) = ( 2 ̂  — 62)

se déduira des équalions (32) sans aucune quadrature,
lieinarquons, d 'ai l leurs , qu 'aucune des intégrales premières (29)

et (Sa ) n'est pas, par rapport à la constante arbitraire de la forme (9)?,
qui, était la base de nos recherches.

5. Le procédé indiqué , dont nous nous sommes servi pour la déter-
mina t ion des lignes géodésiques sur les surfaces (28) et (3i), est,
dans la théorie de ces lignes, d'une application tout à (ait générale.

Considérons, en effet, une surface réelfe avec l 'élément l inéaire (î 2),
pour laquelle l'une des intégrales premières de ses lignes géodésiques
est donnée par la formule

(34) ' y==j^,j,^

Substituons x -= u 4- Wy y "-= u — 19 et a 4- i^- à la place de a, les
coordonnées ic, ç et les constantes arbitraires a, p étant réelles; nous
aurons de (34) une équation transformée

(35) .̂̂  = ^(^ ̂  ̂  a ̂  i^ ^ ̂  ^3) =^^ ̂
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^î ^t ^2 étant des fonc t ions réelles de u, ^, a, p. Il existe toujours la
relat ion des modules
(36) ^+^==i,

et l 'équation (35), par la séparation des nombres réels et imaginaires,
se décompose en deux su ivan tes :

(in^^
j + Ç / 2 -^

(37) /
j 0 ri'f 2 Ï — i{rT-^-—^

Nous aurons à d i scu te r deux hypothèses suivantes bien différentes.
La relat ion (36) est vérifiée par une l i a i son de la f o r m e < D ( a , p )==o.

En ce cas les équat ions (37) ne sont pas au f o n d que les expressions
dis t inctes (Vune même intégrale première. La déterminat ion de Vinté-
grale générale s 'accompli t au moyen de quadraiures par l 'application
du théorème de JacobL Les surfaces correspondantes, comme nous le
proposons, seront d i t e s de la première classe.

Si, au con t ra i r e , la re la t ion (36) nesl vérifiée par aucune liaison de
la fo rme ^(a, (3) == o, la relat ion (36) elle-même sera l ' intégrale géné-
rale de l 'équation dif férent ie l le des lignes géodésiques sur la surface
correspondante- En effet, dans ce cas, les équations (37) nous pré-
sentent deux intégrales premières distinctes et l 'é l iminat ion de ^ nous
amené à l'équation (36). Viniégrale générale s 'obtient par conséquent
sans aucune quadrature. Nous donnerons aux surfaces correspondantes
le nom de surfaces de la deuxième classe.

Appl iquons cet te classification nouvelle à nos surfaces déterminées
dans les n^ 3 et 4.

Toutes les surfaces du n° 3 sont celles de ^première classe. Comme
on le voi t a isément d'après la formule (^5), les deux intégrales pre-
mières de leurs l ignes géodésiques sont de la forme (9).

Quant aux surfaces (réelles) da n° 4, elles sont toutes les deux de
VA deuxième classe. Aucune des intégrales premières, comme nous le
montrent les formules (29) et (32), n'est déjà de la forme (9).

(3. Enfin, considérons l'hypothèse dernière 9(0?)== ;r, ^(y) ==y.
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L'équation (18) à intégrer devient alors

(38) ( . - ^ ^ S i f + l Ç - ^ o ;' ' ' " ' àx ày 2 àx a ày

l 'intégrale générale de cette équation est donnée par Poisson, et nous
récrirons sous la forme

(^\ r- /^pl^+Cy-^]^ , r^[x+{y-ai)t\\^L{i^^\/^(3,) ç^ ^rrT)—^ -—^^^^^^^^^

Pour la détermination des surfaces correspondantes, a insi que de
leurs lignes géodésiques, nous aurons les formules (19)» (20), (21),
où l'on doit poser îp(rr) == oc, ^ ( y ) ̂ y.

Avant d'aborder et de discuter le cas général, où la fonct ion Ç se
trouve déterminée par la formule (3()), étudions quelques cas parti-
culiers, assez simples, comme les suivants : (x^"^(^) ou Â===j ' (^) ,
z étant s == x — y . Nous en recevrons de beaux exemples pour réclair-
cissement des considérations ultérieures, relatives au cas général de
la formule (3f)).

Soit [x^^^); l'équation correspondante
^

( 4o ) y. —. (^ ̂  S ( s ), z -: x - y,

^y
nous fait voir que la fonction *( doit être de la forme

(40 Ç=:^), ^^4-y-+-?(^),

et, en portant cette valeur de ^ dans la formule (38), nous trouvons
deux équations

TO ^(-)-^ï)_
4?(<) - -j^iï^Y--•a' .

pour la détermination de deux fonctions inconnues y(a) et i^)-
Dans ces dernières formules a est une constante quelconque. La fonc-
tion ^(/) se détermine sans difficulté

i j /(f)=èe^
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quant à la fonction 9(^), sa déterminat ion exige l'intégration d'une
équation de Riccati. Posons

^)=ï-r(s)
®(s)==-log[C/(a)];

a f{s) • ^ ' ~ a

nous parvenons à l 'équation différentielle linéaire du deuxième ordre

(42) /'/(•s)+::/^)-</'(5)==0.

Elle s'intègre aisément d'après la théorie de M. Fuchs, et son intégrale
générale se représente par l'expression

(43) ^=C,/,-4-C,/,,

où nous avons

• , ÎKÎ \A-
/^J^A w/, :

i . 9... . k

(44) A-=^^ë^^)+A,

, ^ /'a<tstY
A=^^-^-) ,

X X J
7 4~ -+...-+- 7
ï 2 /C

(1 .2 . . . / f ) 2 ^0 == 0,

c étant une constante quelconque. Les séries/< et/a sont convergentes
pour toutes les valeurs finies de s et ne contiennent que des puis-
sances paires de z. On calcule sans peine

^ == 4/(^[ï + 9^)] = C ̂ ^^r)[a/(^) -h/^)],

^^^(^[r-y'^^^C^^^Ea^^)-/7^)],

et l'on parvient à la surface
( 45 ) d^ == Co ̂ ^r) ( ̂ /2 - //2 ) dx dy,

avec l 'intégrale preffîiîère des géodésiques

(4.6) ^~^b^?L±Z.' / </ "~ ^/—/ / ^-+-^
^wj^, de rÉc^ Normale. 39 Sérié. Tome XVIÏI. — NOVEMBRE 1901 . 49
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Dans le cas part icul ier a == o les formules trouvées (45) et (46) .ne
sont plus applicables qu'en m o y e n n a n t le passage à l i m a = = o . Du
reste, ce cas peu t être t r a i t é d i rectement et nous obtenons une surface

(47) ^= 4C2 f i -^\dx d y ,
\ -* • ' /

avec l ' intégrale première des géodésiques
-: -.4-. /» y -4- y

(f.Q\ y / — — :LJ___ ___L-Z..
vlô) J """"' ^ — / / a+^

L'hypothèse

(49) ^^:|J=^^). ^-^-^

paral lèle à la disculée (x === rî(^), nous d o n n e p o u r ^

Ç=C(.:r+j)-4-?(^), ^(^)=(^.

Par conséquent nous aurons
, ,,.»/ ^^ ^"+-^^^v^^ ^=^.-^

c'est-à-dire les formules (47) et (4^) précédentes. Discutons les for-
mules (4 />) et (4? )» ^n che rchan t des surfaces réelles correspondantes.
Si l'on fa i t dan s (45) la t r ans format ion ,r== ^4- ù\ y ===///—i^^^rr:— i ,
les autres constantes Co, C,, C^ a étant réelles, la fonc t ion /donnera
un nombre réel, tandis que sa dérivée sera purement imagina i re

, af^M,, /̂ N,,

toutes les deux ne renfermant que la variable p. La formule (45) nous
donnera une surface réelle
(5o) cî^= (^^(M.'j + Nî ) (A^4- d^),

appar tenan t au genre de celles que M. Maurice Lévy a nommées les
surfaces spirales. D'après notre classification, c'est ^ u n e surface de la
première classe y car l 'équation (46),

î — i^ _ Mi -h l'Ui (^ -4" u)j- l^
i j^ i^ |̂̂  ̂  ̂ ^ .̂ -^ u) +• i^
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nous fait voir que la relation (36) se vérif ie iden t iquement pour toutes
les valeurs réelles de a, et cette équat ion (46) ne nous donne qu 'une
intégrale première
r^ ^-^r:^^^!
v / ~M,(a+^)4-Ni^ : '

qui est de là forme (9). L' intégrale générale, d'après la fo rmule (21),
est représentée par la quadra tu re

/ n^ltl { [ - ^/•l r (If 1 )
(52) -̂ -..-̂ —-̂ ^ \du^ h^-2a(a+«)/ \c(v == ?,

^/[(a+//,)2+(^]^|, ^J L dv S \

où la fonction /(^), en vertu de la formule (4^)» quand on y
pose z == .z? — y == 12^, vérifie l ' équa t ion

^y i ^/1 / ,.Z +„.. ^ 4 -4^y^^^
f/ç^ <• civ *

La t ransformat ion ,r =^= /"^ 4- (?, y == ̂  — ^, si l 'on remplace a par <a ,
ne nous donne que la surface ident ique à la précédente (5o).

Passons m a i n t e n a n t à la discussion de la formule (4'7)< La transfor-
mat ion .T == ^-+-n^, y === il — iv nous amène à une surface de la
première classe

( ̂  ) ds^ = C2 ( i + T^ ) ( À^2 -+- d^ ),

avec l ' intégrale première pour ses géodésiques

,.^ , / > ( a + ^ ) + 2 ^( 54 ) t'P' === •"•"•>-1-,1—-—-,——/— i
' " / . 2 ( 0 ( 4 - ^ ) — ^

qui conserve là forme (9). L'intégrale générale se trouve sans peine

(55) ^]^=^s / 2 (a 4- / / ) — b '

Mais, en faisant dans les mêmes formules (47) et (48) ^=^+^s
y== iu — p et en remplaçant a par a •+- ̂ , on parvient à une surface
d e la deuxième classe

(56) AS=C2('^-"tN)(^2+A;2),
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avec l'intégrale générale des géodésiques

' (57 ) ' ' f^±^Y'(a^-p)2^•?-^ = iv / / \ 2 V — ô j (a4- ( ï ) â - ^ - (54-^ ) î s ?

car l 'équation (48) se décompose en deux intégrales premières distinctes
f^ _ 4 (,2 __ ^

^2^^,2(/2 — — l /^

^^i^ ^-~6^-4--4^ - r^- P»

de l 'équation différentielle du deuxième ordre
, bUi^^)

{ ) " -4-. ———______'^, — ftç ^ r(^-4^)w o ?

pour les lignes géodésiques tracées sur la surface (56). I l faut remar-
quer q u ^ i c i , comme dans les au t res cas, a u c u n e des intégrales pre-
mières n'est de la forme (9).

Après avoir é lucidé par des exemples par t icu l ie rs les circonstances
qui peuvent se présenter dans le cas actuel , passons à examiner les
conséquences, qui se déduisent de la considéra t ion de la solution
complète pour *(, donnée par la formule générale (3<))*

Tout d'abord, notons que la fonction *€ ne change pas sa valeur^ si
l'on échange les arguments x e t j l 'un et l'autre. Il suff i t , pour s'en
convaincre, après avoir substi tué x et y l 'une à la place de l 'autre,
introduire la nouvelle variable d intégration ^— x — t. Or de l ' identi té
(58) Ç(^7)=ÎO^)

il suit nécessairement qu 'on obtiendra la valeur^- de —v en v échan-1 ôy ûx v

géant les arguments x et y

^ _ ^-"•^•"^IH1
àx

On s'en assure aussi par le calcul directe en prenant les dérivées —?

•WL de 'Cen (3())et en se servant ensuite de la transformation / ^ r— t.
Les propriétés précédentes de la fonction '( étant établies, voici une

conclusion générale qui en découle*
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Les coefficients de la fonction ^ étant des nombres réels, posons
x == u -f- î(\ y = u — iv, et soit

ôç=M.+lîî,àx

où M et N sont des nombres réels; en vertu de la propriété (5g) i l y
ci lira aussi

^=M^N.ày
On obtient une surface réelle de la première classe

(60) d^= ^ (M2-!- N2) (^4- d^),

car l 'équation (20) ne nous donne qu 'une intégrale première des
lignes géodésiques sur noire surface

(61) ^
Mt-' -- N(a -+- u)
M(a -4- ^) 4- N^

l ' intégrale douée de la forme (9). L'intégrale générale, au moyen de
la formule ( '2ï), s'exprimera par la quadrature

- Ç^ [M^ - N(a -^)] ̂ - r^(^±Ji}Jl̂ L^ = 6
J ~ • - — ^

Mais la so lut ion générale (39), comme nous l'avons déjà vu sur un
exemple particulier de la surface (4?)» P<îut aussi nous donner des
surfaces de la deuxième classe. Arrêtons-nous, en ce moment, sur des
hypothèses assez générales. En prenant les variables nouvelles

x=x^y,

y=^—j.
supposons, que la fonction Ç soit développable dans une série ordonnée
suivant des puissances entières de x ' ety; i l en sera de même pour
^£ et 4^ Distr ibuons tous les termes de -^ en deux groupes : l'un
()x ày ^
d'eux M(x\ y) ne contient que des puissances paires dey, et l'autre
N(,3/, y), des puissances impaires de y. Si l'on échange x et y, la
variable^ ne change nî de valeur ni de signe, tandis que Fautrely
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ne change qae de signe. Il s 'ensuit, en vertu de la relation existant
à'1' à^entre — et —? queô.ï' uy l

(^==M(,^y)+N( , r ' ,7 ' ) ,
î (/«x.»

(63)

(^=M(,^,y ' ) -N(,^ ,y) .

La transformation x = u + iv, y == u — iv, quand on a x'= a / / ,
y== 2îp, nous donne

H - M + < N , ^-M-,N;

c'est le cas déjà traité des surfaces de ^première classe.
Mais supposons, on outre, que nos groupes M^y) et N(^y)

ne con t iennen t , tous les deux, que des puissances de x ' paires ou /m-
paires. En se servant de la t ransformat ion

.y, =: n^ 4" ̂  ^ == n/. — ^

nous aurons
^=M-,-N, ^-.,,-N

dans le cas dos puissances de x^ paires, et

I I^(M^N), | i=.(M-N) •

dans le cas des puissances impaires. Dans les deux cas considérés nous
parvenons à des surfaces réellea de la deuxième classe

W) d^=± 4 (M2- N^) (^ +• d^\

avec l'intégrale générale (les lignes géodésiques

(65) ' /Mj ;NY(a+/Q^( |3~^
^M'—'IN/ (ïTï)2'^1''^^

et l'on s'assure aisément qu'aucune des; intégrales premières corres-
pondantes n'est de la forme (9).
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7. Dans les numéros précédents nous avons déterminé toutes les
surfaces qui, en coordonnées orthogonales et isothermes, admettent ,
pour leurs lignes géodésiques, au moins une intégrale première de la
forme (9). Ce sont les surfaces (23) et (60), appar tenant toutes à la
première classe. Il se présente ici une ques t ion impor tante : y a-t-il
d 'autres surfaces qui , en coordonnées réelles quelconques, admet ten t
une intégrale première de nature i nd iquée? Nous devons y répondre
négativement. En effet, une intégrale première, en coordonnées réelles
quelconques, étant de la forme (9)

/_Aj+Jja
ç? — C + D a '

toutes les t ransformations réelles quelconques

U-=l(f{u^ f i )^ (^^(//i, Ï'i)

ne nous donneront que
AH-'B,^
^i(?1""" I^+Dia5

car, vu les formules de t ransformat ion , on a toujours

Èi .A-
,_ au, '~ô^ \
çm .^1+^ç/ '

oui (}^i 1

Par conséquent, ayan t trouvé, en coordonnées isothermes, toutes les
surfaces à l'intégrale (9), nous sommes bien rassurés d'avoir obtenu
toutes les solutions de la question posée.

La déterminat ion des surfaces cherchées étant accomplie, examinons
de plus près les propriétés de leurs lignes géodésiques.

Soient y et ^ les angles d 'une courbe quelconque aux lignes des
coordonnées p == consL et u == const.; on a

^J^{\ ^ p </E(, — ̂
tang? = ̂ ^—, tang^ = ....̂ -.,̂ ^ -̂., .

En appliquant ces formules aux lignes gôodésiques tracées sur les
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surfaces (23) et (60), nous trouvons

(66) tangy=^, tang^ =-~p

la quant i té / étant donnée successivement par les formules (^4)
et (61). Nommons L chacun des déterminants de ces deux expres-
sions (24) et(6i)

M — N M c ' - N ^ — N
'"^ N M ' "~ M ^ + N c M 9

et étudions les variat ions de tango? et Hng'^ dans les domaines des
points P(^, ^), où l'on a L =^= o. Nous donnerons à de tels points le
nom de points ordinaires de la surface. La surface étant définie par là
formule (s3), nous obtenons

(îlîjmgcp _ M^t-N2
^— _ — -̂̂ ^^p ;•

quand le paramètre a varie en croissant de —co à 4" so, tangy est la
fonction décroissante de a, qui prend toutes valeurs possibles entre
— a? et -+- OD.

Pour la surface (60) on calcule

^^W^ (^(M^-N2)
(^ "^"^ ̂ ^-3^

tangy est une fonction décroissante ou croissante de a selon que l'on
a ̂  o. La courbe L(), courbe de limite,

(67) ^=o,

sépare les points de la surface, ou tangy croît de ces points où la
même fonction devient une fonction décroissante.

Excluons les points de nos surfaces, où l'on a IMP-hN^ o. Ce sont»
îfil y a de tels points effectivement, les points isolés de nos surfaces,
car l'élément l inéaire (l) nous d o n n a n t (1s1 = o, toutes tes courbes
passant par ces points ont la longueur nulle.

Cette exclusion étant faite, tous les points d 'une surface (a3) sont
des points ordinaires qui appartiennent à une région fermée, finie ou
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non, avec le même signe de la variation de tangç. Au contraire, une
surface quelconque (60) consiste, en général, en deux régions dis-
tinctes séparées l 'une de l 'autre par la courbe de l imi te Lo; les points
de ces deux régions, étant tous ordinaires, sont caractérisés par les
signes opposés de la variation de tang^.

En chaque point P d'une surface (23) les lignes géodésiques sont
bien déterminées par les valeurs du paramètre a, et quand ce para-
mètre varie de — co à -+-co, les lignes géodésiques passant par P se
déplacent autour de P, toujours au sens négatif, prenant toutes les
directions possibles. Considérons les domaines de deux pomtsPo(^,, 9^)
e t P ^ ( ^ , ^ , ) . Supposons que ces domaines soient appliqués l 'un sur
l'autre de telle manière que, les points P,, ï\ et les plans tangents
correspondants étant confondus, les lignes des coordonnées v = const
ont une même direction- L'équation lang(po=== tangy, ou

îr .̂- MÏZL^^
No "4- Mu a ̂  JNT-l- M7^ '

après les réduct ions faciles, devient
(M'oN^M.NoKi+^.^o,

et n'a pas, en général, des racines réelles, outre le cas
Mo Ni-Mi No =o,

ou elle se vérifie ident iquement . Par conséquent, les tangentes aux
géodésiques de deux domaines appliqués^ correspondantes à une
même valeur de a, ne se confondent jamais, excepté les points de
la courbe

(68) ^=const.,,

le long de laquelle toutes les tangentes, correspondantes à une même
valeur de a, après l 'applicat ion mentionnée, ont la même di rec t ion .

En passant aux surfaces (60), nous voyons tout de suite que dans
le cas actuel le sens du mouvement des géodésiques peut être négatif
ou positif selon le signe de v. L'équationlangîpo== tang^ ou

(^^^"^l^0^^ "'}'".ffQa, — (M.if^— Nĵ il̂ ^
("'Mo UQ -+• No^o ) 4- M o cf. """ ( MI ̂ i -i- N i (^1 ) •+" MI a?

Ânn. de l'Éc. Normale'y 38 Sériô. Tome XVIII. — ]NOVI;MBBE 1901. 5o
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qui, est du second degré par rapport à a, a pour son discriminant
l 'expression

A ^ 4 < - o ^ i ( M ^ 4 - N S ) ( M ? + N t )
- [(MoMi + No Ni ) (ro+ ^ i ) 4- ( M o N , - M , N o ) ( u,- ^)]2.

Si les po in t s donnés appar t i ennen t à deux régions dijfférenles^ nous
aurons ç'o^ <^ o, A <; o, et les domaines des poin ts 1\ et î\ é t a n t a p p l i -
qués, il y aura cer ta inement deux tangentes dis t inctes confondues .
Cela est bien évident , parce que sous la cond i t i on <^^ •< o le mouve-
ment des tangentes s 'accomplit d a n s deux sens opposés.

Si, au contra i re , les poin ts P() et P^ sont de la même région, quand,
on a ç^(^^>o, i l , y aura deux ou zéro tangentes c o n f o n d u e s ; en parti-
culier, il y aura deux tangentes communes toutes les fois quel\ et P,
appar t iennent à la courbe définie par réqual ion (68).

Comme points singuliers de nos sur faces (23) et (60), nous si-
gnalerons tous ceux où l 'on a L == o. Pour les surfaces (23) les
po in t s à L == o coïncident à, des po in t s , déjà exclus, ou l'on a
M2-h" N2 :=:(•>. 11 ne n o u s reste qu'à é tud i e r pour les surfaces (60) la
marche de leurs l ignes géodésiques le long de la courbe* de l i m i t e L(>,
en supposan t toujours ^(M2-!- N ^ ) "̂  o pour ç == o, d 'où i l su i t néces-
sa i rement , aussi pour v == o, M^ == o, N(-7 == o. Les f o r m u l e s (66) nous
donnen t

, N , Mtangy^^:::::-^, tan^^- ^

pour toutes les valeurs de a, excepté la valeur a == — u, a u a n d les
valeurs tangcp et tang^ restent complè tement indéterminées . Repre-
nons les hypothèses assez générales sur lesquelles sont basées les for-
mules (63). Vu les condi t ions précédentes M p = = o ^ N ( ^ = 0 , nous

aurons, en général, M 7^0, N = o pour ^ = = 0 , quel que soit u. On
obtient a ins i pour les géodésiques le long de la courbe de l imi te L^
sous les conditions indiquées,

tango ';-::• o, ta 11^^""= oo.

11 s 'ensuit que toutes les lignes géodésiquesy excepté peut-être l 'une,
parlant d 'un point quelconque do la courbe de limite L(, lui sont tan-
gentes-
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Donc, dans le cas considéré, 1a courbe de l imi te Lo j o u i t , par rapport
aux lignes géodésiques des surfaces (60), de la même propriété que la
dro i t e à l ' i n f i n i d'un p lan par rappor t à ses droi tes f in ies .

Et l'on aura l ' a f f i rmat ion de la conclus ion précédente si l'on discute
l 'enveloppe des l ignes géodésiques, issues d'un point que lconque
ord ina i re d ' u n e surface (60). En effet , vu la formule (62), l 'équation
des géodésiques, par tant d 'un p o i n t Po(^cp ^ o ) » es^ représentée par
l ' intégrale

r^^ f M ^ — N r a + / / ) 1 ^ ~ - r M f a + / n + N ^ ^
(69) I V L-....-..--..--——- - • ^. - , : ^ : _ _ = r = — — — — — — = 0.

4.,..,,) ^(a+^^J3

Pour avoir l ' enveloppe cherchée, il f a u t , en par tant de l 'équa-
t i o n (69), l u i j o ind re une équa t ion qui en sera dédui te par une cliffé-
rent ia t ion par rapport à a; il v i endra

f^^ Pr/n^Orh
(70) ^ (1) -^_:::._^^^^^^^^^^^

J(^.,, v/l^-h/^^h^J-

où nous avons désigné

P ̂  a N ( a + ^y2— Saiî^^ 4- a) — Ne2 ,
Q = a M ( a 4- ^ Y -h 3 N ^ ( y. -h // ) — M ̂ .

1/enveloppe est donc représentée par le système des équat ions (69)
et (70). Il est b i e n visible que, sous les conditions déjà mentionnées,
la courbe de l i m i t e Lo in t e rv i en t comme l 'élément commun de toutes
ces enveloppes*

Q u a n t a la surface (a3), l 'enveloppe des lignes géodésiques, partant
d'un point Po(^ ^o). en vertu de la fo rmule (24) de leur intégrale
généralcy sera donnée par le système des équations

/ ,(«,(/) ^ l / / ,C)

(71) \ ( ,N du + M dv ) = o, j ( M du. — N ̂ .' ) = o.
^(^^i ^//»,<' , ))

I/enveloppe varie d'un point Pô àTautre, et ne contient , en général,
que des points discrets, isolés*


