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SUR LA
THEORIE DES COURBES GEODESIQUES,

Par M. W. ANISSIMOFF.

- — e e

L. On peut rechercher les courbes géodésiques des surfaces par la
méthode qui est exposée d’une maniére si clairve et si instructive dans
un Oavrage capital de M. Darboux (Legons sur la théorie génerale des
surfaces, t. 11, Liv. V, Chap. V, et t. III, Liv. VI, Chap. I, IT, IV).

Ony procede comme il suit. L’élément linéaire de la surface étant
donné par I'expression

(1) dst == dut =25 du dy + ( ?,

on forme I'équation différentielle du premier ordre aux dérivées par-

tielles
(,(()0 )2 =00 39 <00‘>2
Pl ) — 2 s o
T\ du du Jdv de
2 A) = —= :
( )) {("1 . ;sz

On cherche ensuite pour I'équation (2) une solution quelconque
0(u, ¢, @), renfermant une constante arbitraire « différente de la con-
stante additive, qui entre toujours dans I'expression de la fonction 0.
Pour I'équation des lignes géodésiques de la surface (1), son intégrale
générale scra donnée par la formule

)
(3) gézg,

avec deux constantes arbitraires distinctes o et 3. De méme, si pour
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I’équation des lignes géodésiques de la surface (r)

, & - Q& Q7
‘/ 9 (\(:_J{ ‘,”: c '.—:______2(-’_7__
(1) (&6 ) - ( Y ov du : ()u>
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—_— Jo R L 9 A, 7] 3
( VI T g0 B ()v> ’
\ e, dy d*yp
oll nous avons désigné ¢’ = - -» ¢"= - > nous connaissons une de ses

intégrales premieres
(5) ‘}I:' ([(’ ")a)’

Pintégrale générale, d’apres un théoreme de Jacobi, sera donnée par
la quadrature
: v’

& . ").
' )5 Jda

(6) S —— (dv — ¢ du) =
. \/(L/ }4) )‘ ! i—(]'"u)’

‘omme on le voit, tout est conduit & la détermination de la fonc-
tion 0 en (3) ou bien aussi & la recherche de Uintégrale premivre (5),
dont la connaissance nous donne aussi I'expression de la fonction
demandée 0. Mais la solution de ces deux problémes pour wune surface
donnée nous reste inconnue. Cest pour cela qu’on marche sur une
voie détournée, n’en considérant que d'hypotheses particulicres. On
choisit préalablement des liaisons

() 20=5,(%, ) =a

Ju’ v
etl'on détermine les surfaces admettant de telles liaisons. Pour achever

. \ 0
la solution du probleme, on calcule —:;—(? 00; au moyen de (2) et (7) et

Js
, . . 9,0
'on détermine ensuite 0 par la quadrature O_f ()0 du ~+ %r/v);

Pintégrale générale des géodésiques se trouvera par la formule (3).
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Ou bien, vu les relations

29 E4 Tl a9 4G
-, — - '""'—N"_-—_—’_‘“, - - —— - —_—
. \EqaFe - Gor 0¥ \Eqrage 4 Gen

on se sert du théoreme de Jacobi, en appliquant la formule (G). Pour

les fonctions auxiliaires A, 0, en (7), on choisit des fonctions homo-
genes par rapport i 97, 99 et, en premier lieu, des fonctions algé-

du Jv o
briques rationnelles, entieres et fractionnaires. Beaucoup de géombtres
éminents ont travaillé dans la direction indiquée; nous ne citons que
Bour, M. Bonnet, M. Maurice Lévy, M. Darboux, M. Keenigs, et nous
ont donné des résultats fort importants et tres intéressants.

Mais examinons les choses un peu plus attentivement. Toute la
question est transportée au choix de la forme de la fonction auxi-
liaire A, 0, quin’estliée qu’a la manitre méme d’intégrer 'équation (4)
des géodésiques et pas aux autres propriétés essentielles de cette
équation. CG'est ainsi que la maniere d’intégrer I'équation (4) et peut-
étre la possibilité de conduire tous les calculs jusqu’aa bout, jouent,
dans la résolution du probleme, un role prépondérant. Or, si 'on agit
ainsi, il peut se faire, ctil se fait effectivement, que les surfaces, tout
a fait différentes par rapport aux propriétés essentielles de leurs géo-
désiques, se réunissent dans une méme catégoric au point de vue de
la fonction auxiliaire A,0 employée pour Iintégration. Et, au con-
traire, les surfaces, organiquement liées les unes aux autres par la
communauté de leurs propriétés géodésiques, peuvent entrer dans
des catégories différentes.

Je propose, dans le présent article, d’autres fondements pour la
recherche des lignes géodésiques et je regarde cette question a un
point de vue un peu différent. C'est ce point de vue sur les questions,
lices & I'intégration des équations différenticlles, qui était indiqué
dans une lettre, adressée a feu M. Hermite (Matém. Sbornik, t. XXI,
p- 62, Moscou), dont tout le monde mathématique déplore la perte
récente, i propos du probleme concernant la forme des intégrales des
équations différentielles i coefficients périodiques.

Les propriétés essentielles des lignes géodésiques dépendent prin-
cipalement de la maniere dont la constante arbitraire « entre dans
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Uexpression (5) de Uintégrale premitre. D’autre part, dans ['équa-
tion (4), dilférentielle des géodésiques, ¢ a toujours la forme carac-
teristique

(%) ¢ =P 4 Qv+ Re'24 S¢",

d'un polynome du troisicmne degré par rapport av', P, Q, R, S ¢tant des
fonctions de w et v seulement, et cette forme de I’équation (8) est un
ineartant, comme on s’en assure aisément par le caleul direct, pour
toutes les transformations possibles « =o(u,,¢,), v =Y (u,,v,). Le
probleme des geodésiques se réduit done a la résolution des deux
questions suivantes : '

1° Rechercher de quelle manicre la constante arbitraire o doit entrer
dans Uexpression de Uintégrale premicre (5) de Iéquation genérale (8 ).

En supposant que la question posée est résolue, il ne reste, pour la
solution complete du probleme des géodésiques, que :

2° Rechercher de quelle manicre les cocfficients de Uintégrale trougée ()
dotvent dépendre de wet de v dans le cas ot [équation générale (8) se
confond a U'équation (4) des geoddsiques d’une surface donnée.

(est lavoie nouvelle, esquissée aux grands (raits, qu’on peut suivre
dans la résolution du probleme des géodésiques. Dans le cas ol la
solution de deux questions posées ne réussit pas, les questions ¢lant
priscs dans toute leur généralité, on peut se contenter de la considé-
ration des cas particuliers. Mais ¢’est toujours la forme de l'inté-
grale (5) par rapport & la constante arbitraire a, qui doit étre placée
au premier plan.

Je n’ai pas encore de résultats bien nouveaux, se rattachant i
Pordre d'idées indiqué, et je me contente en ce moment de présenter
la solution directe du probleme de M. Bonnet, qui se trouve aussi,
déduite par des procédés différents, dans 'Ouvrage cité de M. Dar-
boux (*). C'est le cas des surfaces i I'intégrale premiere des géodé-
siques de la forme

A+ Ba

(9) ":C“_m;‘a

-

(1) G. Dsrpous, Lecons sur la théorie générale des surfaces, . 1, p. 66-73, Paris, 1894.
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Néanmoins, notre solution de ce probleme ancien n’est pas sans
intérét assez important, car elle nous donne des conclusions nouvelles
et bien inattendues dans une question, qui paraissait déja pleinement
épuisée.

Le n° 2 du présent travail contient la réduction du probleme A
Iintégration d’une équation d’Euler-Laplace aux dérivées partielles
du deuxitme ordre. Cette intégration, étant accomplie dans les n°s 3,
4, 6 en tous les cas possibles, nous donne toutes les surfaces cher-
chées aussi bien que les intégrales générales de leurs géodésiques.
Le n° 7 est consacré i I'étude des propriétés essentielles des géodé-
siques sur les surfaces trouvées. _

Enfin, le n® 5 renferme les considérations générales relatives & I'in-
tégrale premicre des lignes géodésiques d'une surface quelconque en
coordonnées symétriques, d'olt il découle une classification noupelle
de toutes les surfaces réelles en deux classes.

Une surface réelle est dite de la premicre classe, quand une intégrale
premicre de ses géodésiques en coordonnées symétriques (imagi-
naires) ne nous donne que I'intégrale premitre en coordonnées quel-
conques réelles. L'intégrale génerale des géodésiques sur une telle
surfuce s’obtient aw moyen des quadratures.

Si, au contraire, unc intégrale premicre en coordonnées symé-
triques nous donne deux intégrales premitres distinctes (indépen-
dantes) en coordonnées réelles, nous aurons une surface de la deuxicme
classe. 1'intégrale générale de ses géodésiques s'oblient sans aucune
quadrature.

La classification précédente et les considérations qui s’y rattachent
font un complément essentiel au beau théortme de Jacobi, relatif aux
lignes géodésiques. Leur application (des considérations) au cas par-
ticulier des surfaces, qui admettent, en coordonnées symétriques,
pour ses lignes géodésiques une intégrale premitre de la forme (g ),
nous indique le vrai sens d’une singularité, qui a frappé M. Darbousx,
mais qui est restée chez lui sans explication.

2. Tout d’abord marquons, que 'unc des formes les plus simples de
Vintégrale premitre de I'équation générale (8) est la forme (9). En
effet, la différentiation de (9) et 'élimination de o nous donnent
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I’équation du type (8) avec des coefficients

! 0B oA
AGe B ou
p — '——‘“"?‘*.——-‘7
OB oA oC 0B ( oA oD
oo ('\ os TP a> - (” i “;)7>+ Do =A%)
(10) ’f T A ’ = AD— BC.
/I OB ( oA ah LoD ()l}>
P _ KB a-‘—’ —_ (,a *()‘j> —+- \l) ()“* '—A. ';)~“'> - <(,—(m —— l) ()((
v — 2
A
i 00
S O _ b o,
7= A

Recherchons les surfaces admettant pour ses géodésiques une inté-
grale premiere de la forme (g); c’est le probleme, auquel nous don-
nons le nom de M. Bonnet. Pour le résoudre il faudrait identifier les
coelficients (10) aux cocflicients correspondants de I'équation (1) et
discuter cnsuite le systeme ainsi obtenu de quatre équations. Mais
cela serait une voie (ris longue et tres pénible. On simplifie heaucoup
la solution du probleme, si 'on passe aux coordonnées symétriques.
Car, & =9(u,¢)+iY(u,9), y=29(u,¢0)—ib(u,¢) étant les for-
mules de transformation, il s’ensuit nécessairement

(0220 (%2 _ 0%,
Jdu Ju de T ov) A--Bia

(11) =y '-

T - e ,
((),a - {.r)g)_*_<(),' -;‘.[L)f)p/ G+ Do

Jdut du Jdy oy

Ay, By, G, Dy ne renfermant que « et y, de sorte qu’en coordonnées
symétriques nous aurons une intégrale (11) de la méme forme, que
Vintégrale proposée (). Mais la réeqproque n’est pas vraie, et comme
nous le verrons plus tard, Iintégrale premiere (11) en coordonnées
symétriques ne nous donne pas toujours U'intégrale () de la méme
forme en coordonnées réelles. Quoi qu’il en soit, la résolution du
probleme se trouve réduite a la recherche des surfaces qui possedent,
en coordonnées symétriques, une au moins I'intégrale (11) et & la
discussion des solutions obtenues sur cette voie.



SUR LA THEORIE DES COURBES GEODESIQUES. 377

La surface étant rapportée aux coordonnées symétriques, I'élé-
ment linéaire (1) se transforme en

(12) ds*== L) dx dy,
I'équation différentielle (4) de ses géodésiques prend la forme

dlogh dlogh
I I ]
(13) Y = Or Y dy

et son intégrale générale, d’apres la formule (6), se représente par la
quadrature

(14) f\/y1 gi%y (dy — y' dz)=p,

Y’ étant prise de (11). Identifions les coefficients (10), en y posant
u=uxz, v=y, A=A,, B=B, C=C,, D=D, aux coefficients cor-
respondants de (13). Il s’en viendra le systbme de quatre équations,
dont les deux nous donneront

Ay =B (y), Ci=Dyo(x);

12
’

les autres deux, si on y fait JI == w(@, ), s’éeriront comme il suit :
‘ dlog  ¢'(z)— pd/(y) — ()1007\
(15) Jx e(z)—d(y) — o=
dlogy | ()= pl/(y) __ dlogh,
dy  ple(e)— ()] ay

de sorte que I'intégrale (1r1) deviendra
(16) .}" e
Or, les équations (15) nous donnent une relation évidente

ox Jdz ~  Jdz = dy

Jlogp p dlogp _ dlogh ()log)l’

qui, apres les réductions faciles, devient

0(\/7%'-) (\/)>

Ann, de U'Kc. Normale, 3° Série. ’lome X VIII. — OcToBRE 190I. 48
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Il s’ensuit d’ici, que

ainsi que

L =92
(17) A= dz 0y’ p= i)_"{’
dy

la fonction ¢ vérifiant une équation différenticlle aux dérivées particlles
du deuxieme ordre

Yiy) 9 9'(#x) 08
2 dx 2 dy

T

(18) [@(@—Mﬁ]ww

C’est ainsi que nous obtenons, comme M. Darboux, Ies surfaces

] __/—~~~ le dy
(19) oy L

(‘20) }/’:g: ". BRI ¢ ,

et, en vertu de la formule (14), pourUintégrale générale

U Jg°e o
(2r1) [P L Hb ( % dy — dx (l.z:) = (.
V(o) (o4 by \a--b o+ 9

La forme de I'expression (12) de I'¢lément linéaire ne change pas
par toutes les transformations x == ¢ (x,), y - ¢(y,). Il faut et il
suffit done, pour avoir la solution complete du probleme de Bonnet,
de discuter trois cas différents :

(1) ¢ (@) == const., d(y)=const.,
(2) o(x) = consl., V() =2,
() ¢(%) =2z, Y(y) =7,

que nous traiterons successivement.
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3. L’hypothése ¢(a) = const., ¢(y) = const. est la plus simple.
L’équation (18) devient

dxdy — 7
d’ou il suit
% _x, X_y.

'J;.———x, E‘/.—

On parvient aux surfaces

ds*= (XY dx dy,
pour lesquelles Dintégrale premiere et U'intégrale générale de leurs
géodésiques sont données par les formules

,

y’-::-a%—, f(Ydy-—-aX(lw)::{B.

Passons par les formules @ == u +iv, y == u - iv aux coordonnées
réelles isothermes, et soient
S X=f(u-+ivy=M- (N,

(23) | Y = /(i) = M — 0N,

M et N étant des nombres réels. Nous aurons toutes les surfaces reelles,
correspondantes i I'hypothese considérée
(23) ds* = 4(M* 4~ N?) (duw® +- dv?),

’

avee intégrale premitre de leurs géodésiques

A S e

qui est de la forme (9). Quant i U'intégrale générale, la formule (21)
nous donnera :

(25) o [(Ndu-+Mdy) +p [(Mdu—Ndy) =1,

les signes de quadratures se rapportant aux différentielles totales, car
on a, des formules (22),

oM _oN oM _ ON

=% 9= du
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Nous ne nous arrétons pas i la discussion plus détaillée des surfaces
obtenues.

4. Dans 'hypothese ¢(a) = const. = b, $(y) =y nous aurons 2
intégrer I'équation transformée (18)

RS
L O P A P
qui nous donne, pour A et i,

XX +Y) . 2X'(b —y)*
T a(b—y) ’ TTTUTX Y

X +Y
Prenons dans ces formules, ainsi que dans les formules (12) et (16),
I
by

pour les coordonnées nouvelles « ct y, les expressions X ot

Nous aurons les surfaces avec I'¢lément linéaire
(26) ds?==2(x -+ Y)dxdy,
dont les géodésiques sont définies par U'intégrale premitre

g2y e
(27) VLY

Les surfaces (26), comme I'a montré M. Darboux ('), ne sont pas

réelles, que sil’on a
Y =Y Y == ,.'_ s
Vy

et, & propos de ces surfaces, il éerit (loc. cit., t. 111, p. 33) :

« Remarquons-le, d’ailleurs, alors méme que 1'¢lément linéaire
défint par la formule (21) appartient & une surface réelle, la valeur
correspondante (23) de la solution O demeure imaginaire. ... »

Mais, en se contentant de cette remarque, l'illustre géometre met
hors de vue une propriété bien remarquable de I'intégrale premicre (27)

(1) G. Dsnsoux, loc. cit., L. III, p. 32. M. Darboux considére 1'élément lindaire sous la
forme ds?= {(«Y'-+ Y1) dx dy, ol on parvient aisément a la forme (26), ¢n prenant Y
pour y.



SUR LA THEORIE DES COURBES GEODESIQUES. 381

en coordonnées symétriques des lignes géodésiques tracées sur les
surfaces considérées.
Sil’on pose, dans (26) et (27),

Y=y, == u v, Y =u—ip,
et « — ¢f & la place de «, on obtient une surface réelle
(28) ds*=fhu(du+ dv*),
dont les lignes géodésiques possédent une intégrale premitre

1— 00 (a4-u)—i(B+ )
1o T u

Cette intégrale en coordonnées symétriques, par la séparation des
nombres réels des imaginaires, nous donne deux intégrales distinctes
(indépendantes) en coordonnées réelles

[ —eitd o - U
oo TIT - )
) 1 e g2 17
(29
a9 B
et U000 ’
1~ 2 u

de I'équation différentielle du deuxieme ordre

2up’ o' =m0

i

des lignes gtodésiques, tracées sur la surface (28). L'intégrale gene-
rale s’obtiendra sans aucune quadrature, par I’élimination de ¢', et sera

(30) (ac+u)*—{j(f)+p)2 -,

u?
Tout de méme, en faisant dans (26) et (27),

1 . ,
Yoz Z == u -, Y=L,

Y

et en mettant a -+ B & la place de «, nous trouvons une autre surface
aussi reelle

(31) ds* =z 4 (1 + 9* +1) (du? + do?),
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pour laquelle I'équation (27) devient

(—i (= ia)—i(2u-—B)
1o T W ¢t x

On recoit d’ici, comme dans le cas précédent, deux intégrales pre-
micres distinctes, en coordonnées réelles,

1—¢ -t

[ L A S

!

(32)

29’ 2up — 3
I R R SR

de I’équation différentielle du deuxieme ordre
(W02 1) 0" (' — ) (1 -+ ¢'*) =0
des lignes géodésiques sur la surface (31). L'intégrale géncrale
(33) (2?14 o) (291 — a) == (2uy — 0%)
se déduira des équations (32) sans aucune quadrature.
Remarquons, d'ailleurs, qu'aucune des intégrales premitres (29)

et (32) n’est pas, par rapport & la constante arbitraive de la forme (g),
qui était la base de nos recherches.

5. Le procédé indiqué, dont nous nous sommes servi pour la déter-
mination des lignes géodésiques sur les surfaces (28) et (31), est,
dans la théorie de ces lignes, d’une application tout & fait générale.

Considérons, en effet, une surface réelle avec I'élément lincaire (12),
pour laquelle I'une des intégrales premicres de ses lignes géodésiques
1st donnée par la formule

(34) J"-’:j(@",}’,d)-

Substituons o = u 4+ v, y==u —iv et a + i & la place de «, les
coordonnées u, ¢ et les constantes arbitraires «, § étant réelles; nous
aurons de (34) une équation transformée

(35) s = (U A 0y u—Ey, o 4 B) =&y + iy,
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. et 7, étant des fonctions réelles de u, ¢, o, B. Il existe toujours la
relation des modules

(36) F2 45 =1,

et 'équation (35), par la séparation des nombres réels et imaginaires,
se décompose en deux suivantes :

I—-(’

_—e)‘l,

(37)

S
=

l;-

Nous aurons & discuter deux hypotheses suivantes bien différentes.

La relation (36) est vérifice par une liaison de la forme @ (e, ) =o.
En ce cas les équations (37) ne sont pas au fond que les expressions
distinctes d'une méme intégrale premicre. La détermination de ineé-
grale générale s’accomplit aw moyen de quadratures par application
(Iu théoreme de Jacobi. Les surfaces correspondantes, comme nous le
proposons, seront dites de la prem[("r(’ classe.

Si, au contraire, la relation (36) »’est vérifice par aucune liaison de
la forme @ (o, p) == o, larelation (36) elle-méme sera Pintégrale géné-
ale de I'équation différentielle des lignes géodésiques sur la surface
correspondante. En ellet, dans ce cas, les équations (37) nous pré-
sentent deux intégrales premicres distinctes et I’élimination de ¢" nous
amene i I'équation (36). L'intégrale générale s’obtient par conséquent
sans aucune quadrature. Nous donnerons aux surfaces correspondantes
le nom de surfaces de la deuzicme classe.

Appliquons cette classification nouvelle & nos surfaces déterminées
dans les n* 3 et 4.

Toutes les surfaces du n° 3 sont celles de la premicre classe. Comme
on le voit aistment d’apres la formule (25), les deux intégrales pre-
mitres de leurs lignes géodésiques sont de la forme (9).

Quant aux surfaces (réelles) dun° 4, elles sont toutes les deux de
la deuxicme classe. Aucune des intégrales premieres, comme nous le
montrent les formules (29) et (32), n’est déja de la forme (9).

6. Enfin, considérons I'hypothése derniere ¢(x) ==, $(y)=y-
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L’équation (18) a intégrer devient alors

Pr 1oL 1 It
(38) (F =) gy "a0x Troy T
'intégrale générale de cette équation est donnée par Poisson, et nous
I'écrirons sous la forme

ol (y—a)t]de "Wl (y —a2) logi(i—oy (y—w)|de
co o= =S Jeti= 1

Pour la détermination des surfaces correspondantes, ainsi que de
leurs lignes géodésiques, nous aurons les formules (19), (20), (21),
ot 'on doit poser ¢(x) =z, ¢(y) == y.

Avant d’aborder et de discuter le cas général, olt la fonction € se
trouve déterminée par la formule (3¢), étudions quelques cas parti-
culiers, assez simples, comme les suivants : p. == 5(5) ou A= 5(s),
z étant 5 = a — y. Nous en recevrons de beaux exemples pour I'éclair-
cissement des considérations ultéricures, relatives au cas général de
la formule (39).

Soit p. = §(5); Iéquation correspondante

J8
)x

(40) P -(o;: = ,’j"’(:; ), s=mg -y,
dy

nous fait voir que la fonction € doit étre de la forme
(41) E=d(¢), t=az-+y-+9¢(s),

et, en portant cette valeur de { dans la formule (38), nous trouvons
deux équations

Lpll(t) qoll(z) + (Pz(:z:)

Y(e) T 1—9(s)
pour la détermination de deux fonctions inconnues ¢(z) et ¢(¢).

Dans ces dernieres formules @ est une constante quelconque. La fone-
tion $(¢) se détermine sans difficulté

= a,

() =be;
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quant & la fonction ¢(z), sa détermination exige I'intégration d'une
équation de Riccati. Posons

L, e =1l0g[C/(s)];

a

¢'(s) =

Q=

nous parvenons a 'équation différentielle linéaire du deuxieme ordre
] o
(42) S'(5)+ 2 f(5) = a*f(s)=o.

Elle s’intégre aisément d’apres la théorie de M. Fuchs, et son intégrale
générale se représente par I'expression

(43) f=2C, fi-+ Cy fo,

ol nous avons

®
; NI atz?\% ]
f, — my, N My = ————, my=—1
! 2& 74 1.2.. .k 0"
]

Gh) { o= /ilog(e2) + /i,

1 1
@0 — —_— —
_ atz?\ % _ rhs T .
fs_Z”” 4 ) i = (t.2...k)y® =0
0

¢ étant une constante quelconque. Les séries f, et f3 sont convergentes
pour toutes les valeurs finies de =z et ne contiennent que des puis-
sances paires de z. On calcule sans peine

;(){,% = () [1+¢'(5)]= Cge"(”*'y)[af(z) + (=),
l/
% =4 (O [i—9'(2)]= Cée“‘“ﬂ [af(z) —f ()],

et I’on parvient a la surface
(45) ds*= C,e**@+y)(a f* — f'*) dx dy,

avec l'intégrale premiere des géodésiques

(46) y_af+fa+ v
y= af —fa+x
Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X VIII. -~ NovEMBRE IQOI. 49
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Dans le cas particulier @ = o les formules trouvées (45) et (46) ne
sont plus applicables qu’en moyennant le passage a lima =o. Du
reste, cc cas peut étre traité directement ct nous obtenons une surface

(47) dst =4 (2 (I —_ ;) dzxdy,

avec U'intégrale premiere des géodésiques

(48) y'=
L’hypothese

(49) )“:0—.5_()7:'}(;)’ 5= X =Y,

parallele & ladiscutée p. = 5(=), nous donne pour

Gl
E=Cle+y)+o(s),  o(3)m=

~
-~

Par conséquent nous aurons

R 0 5 -
P ()"'(1-——:%;), p“::_i;:s

¢’est-a-dire les formules (47) et (48) précédentes. Discutons les for-

mules (45) et (47), en cherchant des surfaces réelles correspondantes.

Sil’on fait dans (45) latransformation @ == w10, y = u—1ip, ¢* =1,

les autres constantes C,, C,, C,, @ ¢tant réclles, la fonction / donnera

un nombre réel, tandis que sa dérivée sera purement imaginaire
af=M,, S =Ny,

toutes les deux ne renfermant que la variable ¢. La formule (45) nous

donnera une surface réelle

(5o) ds? == C et (M? - N1) (du? -+ dv?),

appartenant au genre de celles que M. Maurice Lévy a nommées les

surfaces spirales. D’apres notre classification, ¢’est une surface de la

premicre classe, car I'équation (46),

y—i¢" M+ iN (o4 u) —ip
Lo My~ iN; (o4 ) +iv
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nous fait voir que la relation (36) se vérifie identiquement pour toutes
les valeurs réelles de o, et cette équation (46) ne nous donne gu'une
intégrale premiere
(51) ’,:MM'—N‘(a—’r—vu)’

M;(z + «) + N, ¢

qui est de la forme (9). L’intégrale générale, dapres la formule (21),
est représentée par la quadrature

pedan - d dJ
(52) [ T _,_‘lzacf + (o =+ 1) »fl] du [v—‘[ — 2a(a -+ u)f] dy ’» =B,
J VI u)yr ot dy v 5
ou la fonction f(¢), en vertu de la formule (42), quand on y
pose 5 =x — y = aip, vérific 'équation
dAf v df .
CL L =,
de* ¢ dy +ha/
La transformation x == (u +¢, y =rtu — ¢, si I'on remplace « par (a,
ne nous donne que la surface identique & la précédente (50).
Passons maintenant i la discussion de la formule (47). La transfor-
mation 2 =wu-+1¢, y=uw— iy nous amene & une surface de la
premicre classe

(93) ds* = C? <x -~ —[,—)—> (du® + do?),
s

0
avee intégrale premicre pour ses géodésiques

U(o -+ 1) 20
(5/}) ol —= .3( ) )

s(o+u)—0b
qui conserve la forme (g). L'intégrale générale se trouve sans peine

55 Vig+ap+v

(55) 2(ot+u)—0b =p-

Mais, en faisant dans les mémes formules (47) et (48) x =iu—+v,
y =1iu — ¢ ¢t en remplacant o par o + i3, on parvient & une surface
de la deuzizme classe

2
(56) ds?= (2 (?l%* —_ r> (du® +dy?),
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avec l'intégrale générale des géodésiques

(20-’,—1)\)2 (o — 02+ (B +u)

(57) 20 —0) (a4 )+ (F+w)i  ?

car I'équation (48) se décompose en deux intégrales premicres distinctes

b — [ o2 . 200
ST = 1— =
b f ot b

0ol (D2 — 4 o?)

gt =8

de I'équation différentielle du deuxieme ordre

D3 o'ty
g0 b)) T

4 0’
pour les lignes géodésiques tracées sur la surface (56). Il faut remar-
quer qu’ici, comme dans les autres cas, aucune des intégrales pre-
mieres n'est de la forme (g).

Apres avoir élucidé par des exemples particuliers les circonstances
qui peuvent se présenter dans le cas actuel, passons i examiner les
conséquences, qui se déduisent de la considération de la solution
compléte pour ¢, donnée par la formule générale (39g).

Tout d’abord, notons que la fonction { ne change pas sa valeur, si
I'on échange les arguments x et y I'un et Pautre. Il suffit, pour s’en
convaincre, apres avoir substitué a et y 'une & la place de lautre,
introduire la nouvelle variable d'intégration ¢ == 1 — ¢. Or de l'identité
(58) U, y) =Ly x)

Jg le 4

il suit nécessairement qu’on obtiendra la valeurgy de 52> en y échan-

geant les arguments o et y

()t _ RN ()C

5 w2 o
(59) Jy Py

, . Lo TP .4
On s’en assure aussi par le calcul direct, en prenant les dérivées =,

) . . ‘ .
5;—, de Cen (39) et en se servant ensuite de la transformation ¢/ =1 — ¢.

Les propriétés précédentes de la fonction ¢ étant établies, voici une
conclusion générale qui en découle.
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Les coefficients de la fonction { étant des nombres réels, posons
r=u-+1v, y=u-—1Iy, ct soit

.
% M4V,
Jx
olt M ¢t N sont des nombres réels; en vertu de la propriété (59) il y
aura aussi

J¢

— — IN
Jy M — N,

On obtient une surtace réelle de la premicre classe
(60) ds? = [ (M*+ N?) (du®+ dp?),
ar I'équation (20) ne nous donne qu'une intégrale premiere des
lignes géodésiques sur nolre surface
Mo —N(a-+unu
(61) o = Mo — N(a + ) )
M(e 4 «)+ N
I'intégrale douée de la forme (9). L’intégrale générale, au moyen de
la formule (21), s’exprimera par la quadrature

(62) /\(,[M(’ — N(a+w)]du — [M(ot + ) +Ne]de — .

Vite+ )i+ o]

Mais la solution générale (39), comme nous I’avons déja vu sur-un
excmple particulier de la surface (47), peut aussi nous donner des
surfaces de la deuxiéme classe. Arrétons-nous, en ce moment, sur des
hypothéses assez générales. En prenant les variables nouvelles

r=xz+y,

y=x—y,

supposons, que la fonction T soit développable dans une série ordonnée
suivant des puissances entieres de ' ct y’; il en sera de méme pour
% et fo Distribuons tous les termes de g—i en deux groupes : I'un
d’eux M(a’, ') ne contient que des puissances paires de y’, et I'autre
N(a', ¥'), des puissances impaires de y’. Si I'on échange x et y, la
variable 2/ ne change ni de valeur ni de signe, tandis que 'autre] y’
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ne change que de signe. Il s’ensuit, en vertu de la relation existant
¢

entre == et % que
"oz dy’ !

ox

z;_ - J N ! !
()}’ .._]\I(l 9.}/) 1\(2 » Y )'

g % = M(a', ) + N o),
(63) (

La transformation x =w +, y=u— 1w, quand on a z'= 2,
y' = 21y, nous donne

0%
Jdx

. J i
—M -+ (N, »—C—.—:M——-u’;
dy
c’est le cas déja traité des surfaces de la premicre classe.
Mais supposons, cn outre, que nos groupes M(«', ') et N(a/, ")
ne contiennent, lous les dewx, que des puissances de x' paires ou im-
paires. Bn se servant de la transformation

2=l -9, y=lu—y,
nous aurons
1) : JZ . .
. g—r:M-»l—-N, ~2 M —N
dx dy

dans le cas des puissances de 2’ paires, ct

% . ! i . ,
S =M+ N), -J%:::L(M——]\)

dans le cas des puissances impaires. Dans les deux cas considérés nous
parvenons i des surfaces réelles de la deuxieme classe

(64) dst=z=t {(M?*— N?) (du?+ dv)?,

avec Uintégrale générale des lignes géodésiques

SRR SR JN———— o I |
(% =t 1) 4= (B~ ¢)? ’

a0\ M - N2 (ot 1) 4 (f— )2
SO (‘M '“:'N> ;

et 'on s’assure aisément qu’aucune des intégrales premieres corres-
pondantes n’est de la forme ().
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7. Dans les numéros précédents nous avons déterminé toutes les
surfaces qui, en coordonnées orthogonales ¢t isothermes, admettent,
pour leurs lignes géodésiques, au moins une intégrale premiere de la
forme (9). Ce sont les surfaces (23) et (60), appartenant toutes  la
premicre classe. 11 se présente ici une question importante : y a-t-il
d’autres surfaces qui, en coordonnées réelles quelconques, admettent
une intégrale premiere de nature indiquée? Nous devons y répondre
négativement. En effet, une intégrale premicre, en coordonnées réclles
quelconques, ¢tant de la forme (9)

_A+Ba
—C¥ba’

¢
toutes les transformations réelles quelconques
w=0(uy, ), p==Y(uy, 0)

ne nous donneront que

P

2

(‘:1 ~t= 1)1 %

car, vu les formules de transformation, on a (oujours

o I,
g du o
= G

du, + I P1

Par conséquent, ayant trouvé, en coordonnées isothermes, toutes les
surfaces & 'intégrale (9), nous sommes bien rassurés d’avoir obtenu
toutes les solutions de la question poséc.

La détermination des surfaces cherchées étantaccomplie, examinons
de plus pres les proprictés de leurs lignes géodésiques.

Soient g et ¢ les angles d’une courbe quelconque aux lignes des
coordonnées ¢ = const. et u = const.; on a

¢'VEG —F?
DR

_ VEG=T*

langy = tangd = “F‘#i:(}b"’

En appliquant ces formules aux lignes géodésiques tracées sur les
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surfaces (23) et (60), nous trouvons

(66) tango = ¢/, tangy = ‘%,

la quantité ¢ étant donnée successivement par les formules (24)
et (61). Nommons L chacun des déterminants de ces deux expres-
sions (24) et (61)

M —N
N M

L= s = ,

Mu-~+ No M

’ M¢ —N«u —N

et étudions les variations de tango ct tangy dans les domaines des
points P(u, ¢), ot 'on a L 55 0. Nous donnerons & de tels points le
nom de points ordinaires de la surface. La surface étant définie par la
formule (23), nous obtenons

dange M4+ N?2
da  — (N+Ma)’

quand le parametre a varie en croissant de — o0 & + 20, tangs est la
fonction décroissante de o, qui prend toutes valeurs possibles entre
— o et oo,

Pour la surface (60) on calcule

dtange ¢(M? - N?) .
doo. — [M(a+a)-+N¢J?’

tangp est une fonction décroissante ou croissante de a selon que 'on
avZo. Lacourbe L,, courbe de limite,

(67) v =o0,

sépare les points de la surface, ol tangp croit de ces points o la
méme fonction devient une fonction décroissante.

Excluons les points de nos surfaces, ott I'on a M* 4+ N* = o. Ce sont,
8’il y a de tels points effectivement, les points isolés de nos surfaces,
car I'élément linéaire (1) nous donnant /s* = o, toutes les courbes
passant par ces points ont la longueur nulle.

Cette exclusion étant faite, tous les points d’une surface (23) sont
des points ordinaires qui appartiennent & une région fermée, finie ou
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non, avec le méme signe de la variation de tango. Au contraire, une
surface quelconque (60) consiste, en général, en deux régions dis-
tinctes séparées 'une de I'autre par la courbe de limite L,; les points
de ces deux régions, étant tous ordinaires, sont caractérisés par les
signes opposés de la variation de tangy.

En chaque point P d’une surface (23) les lignes géodésiques sont
bien déterminées par les valeurs du parametre «, et quand ce para-
meétre varie de — oo & + oo, les lignes géodésiques passant par P se
déplacent autour de P, toujours au sens négatif, prenant toutes les
directions possibles. Considérons les domaines de deux points P, (z,, ¢,)
et P,(u,,9,). Supposons que ces domaines soient appliqués I'un sur
Pautre de telle maniere que, les points P,, P, et les plans tangents
correspondants étant confondus, les lignes des coordonnées v = const.
ont une méme direction. L’équation tango, = tanggp, ou

M,— N,z M,—N,a
Ny-+-Myz — N,--M,«’

apres les réductions faciles, devient
(MyN,— M, Ny) (1 + &?) = o,
et n’a pas, en général, des racines réelles, outre le cas
M,N,— M,N,= o,

ol elle se vérifie identiquement. Par conséquent, les tangentes aux

géodesiques de deux domaines appliqués, correspondantes & une

méme valeur de o, ne se confondent jamais, excepté les points de

la courbe

(68) —I\NE = consl.,

le long de laquelle toutes les tangentes, correspondantes & une méme

valeur de «, aprés application mentionnée, ont la méme direction.
En passant aux surfaces (60), nous voyons tout de suite que dans

le cas actuel le sens du mouvement des géodésiques peut étre négatif

ou positif selon le signe de ¢. L’¢quation tangg, = tangg, ou

(Myoo— Notty) 4= Noar (M — Nyw) — Ni‘x,
(Moug—+ Novo) + Mo ™ (Myu; -+ Nyog) + M
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qui est du second degré par rapport & «, a pour son discriminant
'expression
= oo (MG =N ) (M3 -+ NY)
— [(MoM,; -+ NyNy) (004 ¢4) - (MN, — M Ny) (¢g— w )2,

’

Si les points donnés appartiennent A deux régions différentes, nous
aurons ¢,¢, < 0, A < o, etles domaines des points P, et P, étantappli-
qués, il y aura certaincment deux tangentes distinctes confondues.
Cela est bien évident, parce que sous la condition ¢,¢, <7 o le mouve-
ment des tangentes s’accomplit dans deux sens opposés.

Si, au contraire, les points Py et P, sont de la méme région, quand
ona ¢,0, > o, il y aura deux ou zéro tangentes confondues; en parti-
culier, il y aura deux tangentes communes toutes les fois que Py et P,
appartiennent i la courbe définie par 'équation (68).

Comme points singuliers de nos surfaces (23) et (60), nous si-
gnalerons tous ceux olt Uon a L=o. Pour les surfaces (23) les
points & L==o0 coincident a des points, déja exclus, ot 'on a
M?-4- N* == o. Il ne nous reste qu'a ¢tudier pour les surfaces (Go) la
marche de leurs lignes géodésiques e Tong de la courbe de limite L,
en supposant toujours ¢(M? +- N*) == o pour ¢ = o, d’oli il suit néces-
sairement, aussi pour ¢ = o, My == 0, N¢ == o. Les formules (66) nous
donnent

engo == ¢l o e s tangy == — M
64 M 8 N
pour toutes les valeurs de =, excepté la valeur o == -- u, quand les

raleurs tangy et tangy restent complétement indéterminées. Repre-
nons les hypotheses assez générales sur lesquelles sont basées les for-
mules (63). Vu les conditions précédentes My = o, No = 0, nous
aurons, en général, M =~ o0, N= o pour ¢ = o, quel que soit «. On
obtient ainsi pour les géodésiques le long de la courbe de limite L,
sous les conditions indiquées,

lango = o, tang b= co.

Il s’ensuit que toutes leslignes géodésiques, excepté peut-étre 'une,
partant d’un point quelconque de la courbe de limite L, lui sont tan-
gentes.
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Done, dans le cas considéré, la courbe de limite L, jouit, pav rapport
aux lignes géodésiques des surfaces (60), delaméme propriété que la
droite 4 Pinfini d’un plan par rapport & ses droites finies.

Et on aura Uaffirmation de la conclusion précédente si Pon discute
Fenveloppe des lignes géodésiques, issues d'un point quelconque
ordinaire d’une surface (Go). En effet, vu la formule (62), 'équation
des géodésiques, partant d'un point Py(u,, ¢,), est veprésentée par
intégrale

MU Mo —N(a+ w)] die —[M(a -+ )+ Nl do
(69) f P - — =o.
(14, 40 ) \/I(C‘/. -+ u ): =7 ,l“

Pour avoir I'enveloppe cherchée, il faut, en partant de I'é¢qua-
tion (69), lui joindre une équation qui en sera déduite par une diffé-
rentiation par rapport i a; il viendra

o) Pdu—- Qo

(70) Vi e M e =0,
Yy, vy) \/I( <o Il)-—t_- ‘Jﬂ.]o

ol nous avons désigné

P omoN(e -+ u)—3Me (o + «) — N2,
Qm=aM(a -+ u)-+3No(x -+ u)— M

[’enveloppe est done représentée par le systeme des équations (6g )
et (70). Il est bien visible que, sous les conditions déjh mentionnées,
la courbe de limite I, intervient comme ’¢lément commun de toutes
ces enveloppes.

Quant & la surface (23), 'enveloppe des lignes géodésiques, partant
d’un point P,(u,, ¢,), en vertu de la formule (24) de leur intégrale
générale, sera donnée par le systeme des équations

(1e, ) o, o)
(71) f (Ndu+Mdv)=o, f (Mdu—Ndy) =o.
{2ty o) (g, 47)

L’enveloppe varie d'un point P, i I'autre, et ne contient, en général,
que des points discrets, isolés.



