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CONTRIBUTION

A

[’ETUDE DES FONCTIONS MEROMORPHES,

Par M. EniLe BOREL.

S o 1Y P

Soit
(1) J(s)==cy+ 13- 5% ..,

un développement définissant une fonction méromorphe; on peut
metire /(z) sous la forme du quotient de deux fonctions entieres,
¢’est-h-dire que Pon a

oy = 0(%)
(').) /‘(z)—-- FZ}_),
les développements
(3) F(s)=A;+A5-+A32+...,
(h) G(s) =B+ B;s+Byz2+...

étant convergents dans tout le plan. Chacune de ces fonctions entieres
peut étre décomposée en facteurs primaires; si, pour abréger I'écri-
ture, on suppose que leurs zéros sont tous simples, on pourra écrire :

(5) F (3) = &Py, <a>
(6) (}(z)-:e“x‘“II.P,m<£;>:

en désignant par F,(z) et G, (=) des fonctions entieres et par Py(«)
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le facteur primaire de genre £ défini par la relation

nwoout ek
e ok

Pr(u)=(1—u)el = " F,
Si, comme nous le supposerons dans ce Mémoire, les fonctions entieres
F(z) et G(z)sont de genre fini p, on peut prendre, quel que soit 7,

/‘./z = h,= s

F,(3) et G, (s)sont deslors des polynomes de degré au plus égal a p.
La fonction méromorphe /(=) peut encore s’éerire

L
3

. . \ ~ 1 1 S Shn
i ) ==l (35) -~ o — e e e e e e
(7) J(z) = 1(=) -+ 2 "\z-—a, l y ‘ @l } ! hn H) ’
H(s) désignant une fonction entiere etles A, ¢tantdes entiers conve-
nablement choisis.
Le développement (7) est un cas particulier du suivant
.. . ‘ 5, (3)
8 s)==K(z) - Z S
(() ‘/( ) ) "”(_)7

K(z) ¢tant une fonction entiere, Q,(z) et R, (5) des polynomes.

Une théorie complete des fonctions méromorphes devrait com-
prendre tout d’abord Pétude des relations qui existent entre les divers
développements (1), (3), (4), (5), (6), (7), (8); il y aurait licu
ensuite de rechercher comment se modifient ces divers développements
lorsqu’on effectue des opérations simples portant sur une ou plusicurs
fonctions méromorphes.

Ce programme est (res vaste; nous n’en aborderons ici que quelques
points.

Dans la premiere partic de ce Mémoire, j’étends aux fonctions
méromorphes la fonction de Vordre que j'ai introduite dans la théorie
des fonctions enticres; il en résulte diverses propositions relatives aux
développements (5) et (6), ¢’est-a-dire & la décomposition en facteurs
primaires du numérateur ct du dénominateur de /(z).Si l'on pose

N Mj(z)-+ N
(9) &(s =M () + N’

M, N, M, N’ étant des constantes ou des polynomes, il existe des rela-
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tions simples entre les développements (5) et (6) relatifsa f(=) d'une
partet i g(=) d’autre part.

Ces divers résultats ont une grande analogie avec des propriétés
connues des fonctions entieres; aussi est-il inutile d’y insister longue-
ment. Dans la seconde partie, jaborde un ordre de recherchés tout
différent : 'étude des relations qui existent entre les expressions (2)
et (7) de la méme fonction méromorphe f(z). Cette étude m’amene a
introduire une notion nouvelle que je crois appelée & jouer un role
important dans bien des questions relatives aux fonctions entieres :
la distribution des zéros d'une telle fonction peut étre ordinaire ou
extraordinaire. Je donne de ces expressions une définition précise; leur
choix me parait justific par le fait que la distribution des zéros est
ordinaire pour toutes les fonctions entitres étudiées jusqu’ici (1).

Lordre de G(z) et de F(z) ¢tant supposé fini, si de plus la distri-
bution des zéros de F(=) est ordinaire, on peut mettre /(z) sous la
forme () en prenant pour W(z) une fonction d'ordre fini. 11 peut ne
pas en élee de méme lorsque la distribution des zéros de F(z) est
extraovdinaire; dans ce cas il y a lieu d’employer & la place du déve-
loppement (7) certains développements particuliers de la forme (8),
que jétudie avee quelque détail.

Enfin, dans une breve conclusion, j’ai cherché i indiquer, parmi les
nombreux sujels de recherches pouvant étre suggérés par la lecture
de ce Mémoire, ceux qui me paraissent devoir étre abordés les pre-
miers, c¢’est-i-dire semblent étre les plus faciles ou les plus impor-
tants.

PREMIERE PARTIE.

Ktant donnée une fonction entiere F(z), en désignant par M(r) le
: . . ,
module maximum de F(s) pour |z|=r, on sait que I'on appelle ordre

(1) Poir p. 234.
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de la fonction entiere la plus grande des limites de I'expression

log logM(r)

2
logr

lorsque r augmente indéfiniment (*). Le nombre p ainsi défini est
essentiellement positif; il peut étre nul ou infini. Nous nous bornerons
a considérer les fonctions d’ordre fini.

Si l’on désigne par a, le ni™¢ zéro de F(s) (les zéros étant rangés
par ordre de modules non décroissants), la série

21
Iaﬂ,,ﬂ—a
est convergente, quelque petit que soit le nombre positif €. Au con-

traire, la série
Z '
A

est divergente (%), a moins que l'on ne se trouye dans le cas d’exception
de M. Picard.

L'ordre p peut donc généralement étre défini de deux manieres
dilférentes, soit a I'aide de la fonction M(7), soit & P'aide de la suite
des a,.

Dans le cas d’exception de M. Picard, ces deux définitions fournis-
sent deux nombres dilférents; le premier est dit Vordre apparent ct le
second, toujours inférieur au premier, 'ordre réel. Dans le cas ou
'ordre apparent n’est pas entier, le cas d’exception ne peut pas se
présenter; il n’y a alors aucun inconvénient a parler simplement de
Vordre.

Ces définitions étant rappelées, soit

o G(3)
(8) JG) =5

(1) Voir mes Legons sur les fonctions entiéres, p. 108. On lrouvera dans cet Ouvrage
des renseignements bibliographiques sur la théorie des fonctions entitres; lorsque j'y
renverrai dans la suite, je le désignerai simplement par Zegors.

(%) Le nombre p défini par cette double condition s’appelle exposant de conpergence
de la suite |, |, |asl, .., laal, ....
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une fonction méromorphe donnée comme le quotient de deux fonctions
entieres ('); par définition, l'ordre de f (=) sera égal au plus grand
des ordres de ¥ (z) et de G(=). Soient p cet ordre et M, N, M’, N’ des
Jonctions enticres d’ordre inférieur & ¢; en particulier, ce peuvent étre
des polynomes ou des constantes; si ’on pose
(0) g(s)= gt

: M+ N
Pordre de g(=) sera encore p.

On suppose, bien entendu, que MN' — M'N est différent de zéro.

On peut dire, pour abréger le langage, que la fonction g(s), définie
par la relation (g), dans laquelle M, N, M, N’ satisfont aux condi-
tions ¢énoncées & Pinstant, est une transformée homographique
de /(=). L’ensemble des (ransformées homographiques d’une méme
fonction /(=) conslitue une classe, laquelle est completement définie
par un quelconque de ses individus.

Ces définitions permettent de donner une forme triss simple & un
théoreme bien connu de M. Picard ¢t, en méme temps, de le généra-
liser. Ce théoréme consiste en ce qu’il existe au plus deux valeurs e et
O (Pinfini non exclu), que /(=) ne prend pas une infinité de fois; en
d’autres termes, si les trois équations différentes

S(5) =4,
JS(z)=10,
S(z)=c¢

n"admettaient qu’un nombre limité de racines, on serait certain que
la fonction méromorphe /(=) est une fraction rationnelle.

Nous ferons dériver ce théoreme et sa généralisation deI’étude de la
classe des transformées homographiques de /(z); nous distinguerons
trois cas.

(1) On suppose, bien entendu, que les deux équations
F(z)=o,
G (3) == 0

n’ont pas de racines communes ol, de plus, que 'on ne peut pas abaisser I'ordre de F(z)
ot de ((5) en les multipliant par un méme facteur exponentiel.
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PREMIER CAS = Aucune des transformées g(z) n'est une fonction entiere.
— Ce cas doit étre regardé comme le plus général. On pewt alors
affirmer que ['équation

Nl
J(E) =—5p

dans laquelle N' et M sont des fonctions enticres quelconques d’ordre
inférieur a p, non seulement a une infinité de ractnes, mais admet p cormme
exposant de convergence de la suite des modules de ces racines (*). Cela
revient & dire que la fonction enticre

M'G(z) - N'F(z)
est d’ordre réel o.
En effet, si 'ordre réel de cette fonction enticre était inférieur i p,
on pourrait trouver une fonction entiere M, d’ordre inféricur a o et
ayant les mémes zéros.

Si, (]éS lOPS, on pOS(!
(r( ~) o I‘/(:)_
AR M,/_/‘(S) |- N’,

¢'est-d-dire
poy e MG
SV NG (5) - N (5)

la fonction g(z) est visiblement une fonction entitre, contrairement
a I'hypothese.
DEUXIEME €AS @ Parmi les transformées g(z), il y a des fonctions en-

tiéres, maus ces fonctions enticres sont toutes d’ordre réel p. — Désignons
par y(z) 'une des fonctions entieres transformées de /(z); soit

7(5) = G .
paf () v
U, ¥, i, vy, 6tant des fonctions entieres d’ordre inférieur i g, telles
que pv, — vy, ne soit pas nul.
Par hypothese v(z) est d’ordre réel égal & p; et 'on suppose qu’il

(1) Lecons, p. 26.
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en est de méme de toutes les fonctions
y1(5)=My(s5)+ N,

M et N étant deux fonctions entiéres d’ordre inférieur 4 o, dont la pre-
miere n’est pas nulle.
Cela posé, soit
oy ML) £ N
M, f(5) -+ N;
une transformée quelconque de /(=); on a visiblement

My(s)+ N

Si M n’est pas nul, le numérateur est d’ordre réel égal & p; d’autre
part, les racines communes au numérateur et au dénominateur véri-
fient Ia relation

MN, — MN, = o,

dont le premier membre est d’ordre inféricur i p. Donc Uexposant de
convergence de la suite des modules des racines de I’ équation

g(z)=o0
est égala p, a moins que ['on n’ait
M =o.
Or cette derniere relation peut s’éerire

Mv - Np,=o.
Done, I'équation

N
(10) J(5)= M
qui peut s’écrire

v (3) = M/(z) +N

5\%) = -0,

admet g comme exposant de convergence de la suite des modules de ses

racines, a moins que [on n’ait
N v

M7
dnn. de U Fic. Normale. 3° Série. Tome XVHI — Jux 1g901. 28



218 EM. BOREL.

Telle est la généralisation du théoreme de M. Picard; nous sommes
ici dans le cas ot il y a une équation exceptionnelle parmi Pensemble
des équations telles que (10), dans laquelle M et N désignent deux fonc-
tions entieres d’ordre inférieur a p.

TroISME cAs : Parmi les transformées g(z) il y a des fonctions enticres
d’ordre réel inferieur @ p. — Soit y(z) 'une de ces fonctions entitres;
ovdre apparent de y (=) est forcément égal & p, puisque 'ensemble des
transformées de y(z) coincide avec I'ensemble des transformées de
J(5). Le nombre pest donc nécessairement entier, et la fonction v(z)

est de la forme
v(z)= M=),

P(z) étant un polynome de degré o et M unc fonction entiere d’ordre
.y ) P
inférieur & p. La fonction

vi(5) = —-———((N;) =l @

est visiblement une transformée de /(z); le troisiéme cas est done carac-
(érisé parle fail que (=) est la transformée &’ une fonction de la forme ",
cest-a-dire que U'on a

el & ey

/(3) =

PR IE
[*1 /1

%V, kg, v, satisfaisant aux conditions déjh indiquées.
L’équation

(10) J(5) + =0

est alors équivalente & la suivante

(Mp 4= Npy) e®@ =My - Ny,
M(pye '+ vy)

junsi §}

I

et U'on voit aisément que 'exposant de convergence de la suite des
modules de ses racines est égal & p, & moins que 'on n’ait, soit

My + Npy==o,
soit
My <4 Nv, = o.
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Ilyadoncici, parmiles équations(10), deux équations exceptionnelles
(et deux seulement)

Ssy=L1
1

et
J(3)= 5

Le théoreme de M. Picard, généralisé, se trouve ainsi completement
démontré, puisque nous avons épuisé tous les cas possibles. On peut
I’énoncer comme il suit :

TutoriMe. — Etant donnée une fonction méromorphe f(s) d’ordre g,

parmi les équations de la forme

J(3)=9(3)
dans lesquelles ¢(z) désigne une fonction méromorphe d’ordre inférieur
ap, ily en a au plus deux quisont exceptionnelles, ¢’ est-a-dire telles que
I'exposant de convergence de la suite des modules de leurs racines
soit inférieur & p.

Dans le cas olt il y a une équation exceptionnelle, on peut, par une
transformation homographique, supposer que la fonction ¢ (s) corres-
pondante est I'infini; dansle cas oltily en a deuz ('), on peut supposer
que les valeurs de ¢ (=) sont I'infini et séro; on obtientainsiles formes
déja étudiées.

Nous conviendrons de dire que la fonction méromorphe /(s) est
Qordee réelp, lorsque 'infinin’est pasune valeur exceptionnelle, ¢’est-a-
dire lorsqu’il n’existe pas de fonction méromorphe ayant les mémes
poles, et dont ordre soitinférieur & p.

Le théoreme de M. Picard généralisé peut alors s’énoncer ainsi :
Parmi les transformées homographiques de f(z), il y en a au plus deux
linéairement distinctes dont Uordre réel soit infeérieur a p. Nous ne con-
sidérons pas comme linéairement distinctes deux fonctions méro-
morphes /(s) et /,(z) liées entre elles par une relation de la forme

Mf(z)+M.fi(5) +N=o,

M, M,, N étant des fonctions entieres d’ordre inférieur & p.

(1) Ce dernier cas ne peut se présenter que lorsque p est entier.
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En terminant cette premiere Partie, ajoutons qu’il serait possible
d’étendre aux fonctions méromorphes la notion de croissance régu-
liere que j’ai introduite dans la théorie des fonctions entieres (*).

SECONDE PARTIE.

Nousallons maintenant étudier la décomposition de lafonction méro-
morphe f(z) en élements simples, c’est-a-dire en fractions rationnelles
n’ayantqu’un scul pole. Nous poserons, comme tout & I’heure,

G(3)
2 5) = e
(2) S =505y

el nous désignerons para,, @,, . . -, @, - - ., les zéros de F(z) que nous
supposerons simples, pour abréger les écritures. Nous supposons que
J(z) est d’ovdre reel o, ¢’est-i-dire que la série

2
] ty |PE

est convergente, tandis que la série

e
K
est divergente, quelque petit que soite. On a, de plus, & partiv d’une
certaine valeurde r=/|z|,
|G(s)[<er™,

[F(a) ]| <er™

(11)

Le résidu de F(z) relativement au pole s = «, est, comme on sait,

G(an)

F7(a,,)'

(1) Legons, Note II.
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L’inégalité (11) nous fait connaitre une limite supérieure du numé-
rateur; mais, pour avoir une limite supérieure du résidu, il faudrait
connaitre aussi une limite inférieure du dénominateur; or il est aisé
de se rendre compte que les hypotheses faites jusqu’ici n’entrainent
aucune conséquence a ce sujet; nous allons y adjoindre une nouvelle
hypothese : nous supposerons que la distribution des zéros de F () est
ordinaire.

Par définition, on entend par la que, r, désignant le module de a, et o
lordre de ¥ (z), on a

(12) [F7 ()| > et

quelque petit que soit le nombre positif e, @ partir du moins d’une certaine
valeur de n (*).

Dans le cas ol il n’en est pas ainsi, la distribution des zéros sera dite
extraordinatre; nous y reviendrons plus loin (?).

Iétude particuliere que nous allons faire du cas ol la distribution
des zéros de ¥ (=) est ordinaire est justifice par le fait que cette hypo-
thise est vérifiée pour les fonctions entieres usuelles : sinz, oz, ete.;
nous étudierons, d’atlleurs, i la fin de cette seconde Partie, la nature
précise de cette hypothese. Pour le moment, nous allons nous préoc-
cuper uniquement de ses conséquences relativement aux fonctions
méromorphes /(z), d’ordre p, dans lesquelles F(z) figure en dénomi-
nateur. Nous supposerons, non seulement que F(z) est d'ordre g,
mais que sa croissance cst régulicre, c’est-d-dire que, en désignant
par M(7) le module maximum de F(z) pour (2) =r, on a, non seule-
ment

e

M(r) < e,

(1) Nous supposons toujours les zéros simples; dans le cas ol «, aurait £ comme
ordre de multiplicité, il suffirait de remplacer, dans celle inégalité, F'(a,) par FUI (a,).

(*) Nous employons & desscin des expressions d'une nature imprécise, n'ayant pas la
prétention de donner ici une terminologie définitive. Avant d’en adopter une, il sera néces-
sairo, en cffel, d’approfondir plusieurs questions suggérées naturellement par cetle étude.
Par exemple, on pourrait donner un nom spéeial aux fonctions méromorphes f(z) lelles que
F'(ay)
G(an)
dans l¢ cas ol eotte indgalilé (12) n'est pas vérifiée, il peut arriver qu’elle le soit en rem-
plagant p par un nombre fixe py > p; il scrait intéressant de distinguer ce cas de celui ot
il n’existe pas un tel nombre p;.

- D’autre part,

linégalité (12) n'est pas vérifiée par | F'(a,) |, mais le serait par
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mais encore
M(r)y>e*",
quel que soit le nombre positif ¢ donné d’avance, pourvu que r soit
assez grand.
Dans ces conditions, on sait (*) que, sil’on désigne par r, le module
du rm¢ zéro a, de F(z), r, est aussi une fonction de » & croissance
réguliere; il en résulte que 'on a, non seulement

1

g

—t
r, << nf

mais encore
1

ry>nf o,

quel que soit ¢ positif, pourvu que r soit assez grand.
Ces résultats étant rappelés, reprenons la fonction méromorphe

5y = 0(2)
f(“’)""“ F(J)

ct désignons par A, son résidu relatif au pole z = a,,;

Il résulte de ce qui précede que 'on a
’ g
(13) [An|<<en,

quel que soit le nombre positif ¢ donné d’avance, au moins a partir
d’une certaine valeur de 7.
En effet, G(z) étant au plus d’ordre g, on a, pour n assez grand,

|G () | < et
et, d'autre part, on a supposé que I'inégalité

1 F'(ﬂn) I > C’——'.g'“

(1) Legons, Note 1I.
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est vérifice & partir d’une certaine valeur de n. On a done
o+t +e
I A, l < ezll;‘+ < er’g‘ ,
le nombre positif ¢ étant arbitraive, puisque ¢ est arbitraire.

Il n’est pas inutile d’observer que, si I'on ne fait pas sur G(z)
d’autre. hypothese que de supposer son ordre égal & p; en d’autres
termes, s’il n’y a pas de relations particulieres entre G(z) et F(z), on
ne peut obtenir, par des hypotheses portant sur ¥ (z), une inégalité plus
avantageuse que l'inégalité (r3). Il n’y aurait aucun avantage, en
laissant G (=) indéterminé, & remplacer I'hypothese faite sur les F'(a,)
par une hypothese plus restrictive; il résultera de ce qui suit qu’on
obtiendrait des résultats moins simples-avec une hypotheése moins
restrictive : ces remarques rendent assez naturel le choix que nous
avons fait.

Nous pouvons toujours poser
et

‘ A, | == eln
g, ¢lant une fonction de r; d’apres ce qui précede, quelque petit que
soit le nombre p'ositif'a, Pinégalité

sera vérifice & partir d’une certaine valeur de 2.
D’autre part, nous pouvons éerire

1

= P,

et lon a, d’apres nos hypotheses,

lim =0, =o.

" w

Posons
e

1= 0,.
|

Le nombre 0, pourra, ainsi que ¢,, prendre de grandes valeurs
négatives; mais on aura strement, i partir d’une certaine valeur de n,
0,19,

quelque petit que soit le nombre positif 0 donné d'avance.
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Ceci posé, définissons un nombre 1, satisfaisant aux conditions
suivantes : c’est le plus petit nombre vérifiant a la jfois les deux inéga-
lités

’ 2 ’
Pz = ' P = 26,.

Il résulte de la définition de p., et des propriétés de 0, que 'on a &
la fois
lim p;,=o,

n=—ow

I
!/ /]
[J'/; - sz > /i *

Posons maintenant

"‘7'" — en"”"ﬂ
en désignant par p, le plus petit nombre supérieur & ), et tel que A,
soit entier; les p, vérifient visiblement les mémes conditions que
les .. Ces relations définissent les nombres 4,; nous allons étudicr

la série )
ALY A (:; n
e(s)= N - "

Sty \

On peut appeler une telle série : série canonique de fractions simples.
Occupons-nous d’abord de la série

A,
Il

gtey
WOt " ha
I Anl — M = pnietnn — on ,

Nous avons posé

- hp,
rhn = gn''tn,

On a donc
ni* e =7, logr,,

lli”"ou —_— ILOH-"' Pn -/.n l()g Iyy

. 0, u. PR
I A,L l — el hy o T ,.;;un " l',

et la série que nous étudions peut s’écrire

21 7 hn
71k )
n
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Les nombres A, sont des entiers positifs; ils sont visiblement crois-
sants ('); prenons la racine A%™ du terme général, nous obtenons

r r
e < ]
W s V"
puisque l'on a
[
Pn— 0> ;"

La série est donc convergente, puisque r, augmente indéfiniment
avec n; de plus, considérée comme fonction de r, cette fonction entiere
est d’ordre égal & la limite de

logh,
dans le cas ol la limite existe, ce qui est ici le cas. On a en effel,
d’apres la définition de X,
Anlogr, = nitba
logh,= (1 -+ pm,) logn — log logr,,
et autre part

logr,= logn.

p+MNa
I7ordre est donc égal a p.
Reprenons maintenant la série

20 =3 A (2)"

et donnons a z une valeur telle que I’on ait, quel que soit ~,

1
[z——an]>~;;-

Le point z est ainsi assujetti & étre extérieur 4 une infinité de cercles
¢, dont la surface totale est
I
"2

elle est finie si I’on suppose 25 > p; nous ferons cette hypothese.

(1) Tout au moins, on peul affirmer qu’ils ne décroissent pas; le nombre des n con-
séeutifs qui peuvent étre égaux n'est pas asscz grand pour modifier nos conclusions.
Ann.de ’Ec. Normale. 3* Série. Tome XVIII. — Jum 1go1, 29



2206 EM. BOREL.

An "
5y < 3 r)n'jj

en désignant parr le module de z; la présence du nombre constant s
ne modifie en rien les calculs précédents et 'on en conclut que I'on a,
au moins pour r assez grand,

lo(s)] <e,

On a, deslors,

quelque petit que soit le nombre positif e.
[l en résulte que le produit

o(s)F(=)

est une fonction entiere d’ordre au -plus égal & p. En effet, c’est une
fonction entiere, puisque F(z) admet pour zéros les poles de o (z);
de plus I'inégalité
ke

. I’P(S)F(S)I/‘:e"{

est vérifiée quel que soit &, au moins pour r==|z| assez grand, sauf
peut-étre lorsque z est intéricur @ certains cercles d’ctendue totale finte; on
montre aisément que le fait que le produit ¢ (z) F(5) est une fonction
entiere permet de supprimer cette derniere restriction; la fonction en-
ticre est donc d’ordre p.

Posons maintenant

Il est clair que H(z) est une fonction entiere; car cette fonction mé-
romorphe ne pourrait devenir infinie qu’aux points 5 = « ct, d’apres
la maniere méme dont a été construite lasérieo(z), H(z) est finie en
chacun de ces points.

On a d’ailleurs

La fonction enticre H(z) est donc, d’aprés ce qui précede, le quotient
de deux fonctions entieres, telles que 'ordre de chacune d’elles soit
au plus égal & p; elle est donc elle-méme au plus d’ordre p; tel est le ré-
sultat fondamental que nous voulions obtenir.
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On peut done énoncer le théoréme suivant :

Tucortve. — Soient F(z) une jfonction entiére i croissance régulicre,
d’ordre p, dont la distribution des zcros est supposée ordinaire, et G(z)
une fonction entiére dont on suppose seulement qu’elle est d’ordre au plus
égal a p. On peut écrire
G(s)

F——):C?(Z)-*-H(G),

©(2) étant une serie canonique de fractions simples de la forme

pls)= 3 Ae_ ( >=Z ( L N I >

5= d, \Q, S—ap, an a; ap

et H(z) une fonction enticre d’ordre au plus égal a p.

Il est clair que sil’on remplace, dans ¢(s), certains des nombres,
par des nombres plus petits, on retranche de ¢ (z) une fonction entiere
qui est au plus d’ordre p, comme on le voit aisément d’aprés ce qui
précede. 11 en résulte qu'el suffic pour obtenir le developpement précédent
de choisir les '\, de manicre que la série 9 (z) converge quel que soit = (*).
On obtient ainsi naturellement, pour la décomposition en éléments
simples de forme canonique, une fonction entiere d’ordre p comme
terme complémentaire.

Nous allons voir que les choses se présentent d’'une maniére tout &
fait différente lorsqu’on ne fait aucune hypothese sur la distribution
des zéros (*) de F(z) : cette fonction est seulement supposée d’ordre p
et & croissance réguliére.

On sait qu’il est possible de trouver une infinité de cercles C,,
Cy,..., C,,..., de rayons croissants et tels que sur chacun d’eux I’on

ait ]
|F(3)]> e,

r désignant le module de = sur le cercle considéré. SoientR,, Ry, ...,

() 1l faut, bien entendu, ne pas prendre les X, beaucoup plus grands qu’il ne serait
nécessaire pour ce but; le sens exact de cette expression résulte clairement des calculs de
la pago 224.

(2) Nous supposerons cependant ces zéros simples; cette hypothese simplifiera I'écri-
ture et les calculs : elle n’est pas essentielle.
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R,, ..., les rayons des cercles C,, C,,..., C,,.:.. On peut toujours
supposer que ces rayons ne croissent pas rapidement en fonction de
'indice n; d’'une maniere précise, que I'on a (') :

“Rn—r <R,< ﬁRn—u

« et § étant deux nombres quelconques, tels que 1 << a <f3.

Désignons par I, le contour d’intégration formé par le cercle C, par-
couru dans le sens direct et par le cercle C,_, parcouru dans le sens
rétrograde (le contour I'; se compose du cercle C,), et envisageons
I'expression

o . _aMG(5)ds
() H(z)= 20T 4 ~/I: ¥ (5) (5 — )
=1 n

Nous allons prouver d’abord que I’on peut choisir les exposants A,
de maniere que la série H(«) converge, quel que soit  (non situé sur
les contours d’intégration ); nous montrerons ensuite que H(x) est
une fonction entiere de ¢t nous chercherons son ordre.

Désignons d’ailleurs par Q"(( )) la fraction rationnelle (*) qui admet

comme poles les poles de 1,(( )) intérreursa I', (¢’est-a-dire situés entre
Cp—, et G, ) avec les mémes résidus; I’égalité (1) peut s’écrire

_G(@) N {Q(®) _ [Qle)
H(z) = 172) - 2:‘13 1{,,(2) o [Bn(:)]xn %’

en désignant d’'une maniere générale par

[Q(x)]
R(z) |
le polynome de degré A — r, formé par les A premiers termes du déve-

Q(2)

R(z) suivant les puissances crois-

‘loppement de la fraction rationnelle

santes de x.

(1) Voir Legons, p. 8o.
(%) Le degré du numérateur est supposé inférieur 3 celui du dénominateur.
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On a ainsi ’expression de la fonction méromorphe donnée, sous la
forme

G(z) Qu(z)  [Qu(a)] |
Fla) = H<x%+zsalh(z>_'[RAz)LlV

Tout revient donc, comme nous I’avons dit :

1° A déterminer les A, de maniere que la série (1) soit conver-
gente; ‘

2° A calculer 'ordre de la fonction entiere H(x).

Désignons par M, le maximum du module de I;E ;sur I,, cest-
a-dire sur C,_, et C,; on peut écrire, d’apreés la maniere méme dont
ces cercles ont été choisis,

l Mn. l < eY-?,'H"’
e, tendant vers zéro lorsque » augmente indéfiniment. Nous avions

posé
_ % 2 G(z)ds
H(z)= m 1f1,"2%7 F(z)(z—.'z,').

n=

On en conclut immédiatement

ey < 3 Yo (12 Lol

n=1

en désignant par 8, le minimum de |z — 2| lorsque = décrit I',.
[l suffit donc de choisir les A, de maniere que la série

popa bl
RA—t
soit convergente quel que soit ; nous pouvons supposer que ’on a
1
Rn-—l > "2' l{n.

1l suffit évidemment de prendre

L, = REFM,
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7, est supérieur i g, ; nous supposerons que 1, est supérieur au plus

2 . .
— et tel que A, soit entier.
yao o A

Pour mettre en évidence le fait que H(«) est une fonction entiere,
il suffit de remarquer que, le contour I, se composant du contour C,

décrit dans le sens direct et C,_, dans le sens rétrograde, on peut

écrire
. I = ‘.Z‘ln J/)nw (1( )do
= 3 [ (F-5) e

=1

grand des deux nombres 2¢, et

Il est manifeste que chaque terme de cette série est un polynome
en x; la série H(«) étant une série de polynomes uniformément con-
vergente sur une infinité de cercles de rayons aussi grands que 'on
veut, converge uniformément dans tout le plan et représente, par suite,
une fonction entiere.

Il nous reste & déterminer 'ordre de cette fonction entiére; pour
cela nous supposerons que I'on a

g Ry < R,<<oR, -4,

et nous donnerons &  une valeur telle que

(2) || == EL'_Z*'?_R n=t,

On a alors

R R TIESTET I P PR S
) f

on a de plus, évidemment, pour p =~ n,

8, > . R,.

4
Il en résulte

3) [H(2)| < Z gLl

HOh

Il est aisé d’évaluer ’ordre du second membre considéré comme
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fonction entiere de |x|; il suffit de prendre la racine A,#m¢ du terme
général; on obtient
LRV AR
R, VE,
Oron a
I -
Np — Ep > —=; R",< 'I’."I{I;

n
cette expression peut donc s’écrire

22

B.,,‘ (l -+ 0!2)9

0, tendant vers zéro lorsque » augmente indéfiniment; nous devons
pour avoir I'ordre de la fonction considérée prendre la limite du
rapport

log2,

logTt,”

cetle limite est égale i p; le second membre de (3) considéré comme
fonction entiere de || est done d’ordre p; or, U'inégalité (3) est véri-
fiée pour toutes les valeurs de @ de la forme (2), ¢’est-a-dire sur une
infinité de cercles dont les rayons croissent indéfiniment, et croissent
moins vite (') que les termes d’une progression géométrique de
raison (2); il en résulte que H(z) est aussi d’ordre ¢.

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

Tutorime. — Les fonctions enticres G(z) et F(z) élant d’ordre ¢, on
peut éerire

H (=) dtant une fonction entiére d’ordre p, Q,(z) et R,(z) des polynomes
tels que le second soit de degre supérieur au premier et | [, désignant
les N, premiers termes du développement de [ suivant les puissances crois-

(1) Une restrietion de co genre est indispensable; une fonetion & crodssance irrégu-
litre peut ttre d’ordre supéricur 4 p, quoique inférieure 4 une fonction d'ordrep sur une
infinité de cercles de rayons croissant indéfiniment (voir Legons, Note IIT).
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santes de 5. De plus, on peut supposer que la fonction N, croit mowns vite
que RE™, R, désignant un nombre tel que les zéros de R,(z) sotent
compris entre R, et 1R, et ¢ un nombre positif arbitrairement petit.

On peut écrire

et 'on a évidemment

4 -
Pn ~h

Qﬂ(‘:) [Qn(:')-' Y\ Arz P "
Rﬂ(;) l{”(z)_‘)‘”_z S — Qp,p (l,,, »

p=1
On peut donc écrire
0 Pn A
G (5) Y Y A 5)‘u
< frnend [I 5 .+- __._’.LP__ -
K (:) ( ) z Z Z—dnyp (62“ P
n=1 p=1

Cette formule ressemble beaucoup & celle que nous avons obtenue;
elle s’en distingue cependant en un point important : nous ne sommes
pas assurés que la série du second membre convergerait si I’on supprimait
les parenthéses ; il est méme aisé de voir, par des exemples, que la série
ainsi obtenue peut fort bien étre divergente, le terme général ne ten-
dant pas vers zéro; on s’en rend compte aisément si I’on remarque que
A, ., par exemple, peut étre une fonction de » & croissance aussi rapide
que 'on veut.

On peut cependant obtenir une série convergente de fractions
simples; voici comment on peut procéder : Considérons la série

I'n - N
33 (2,
n=1p=2 P Snp

dans laquelle chaque terme des parentheses doit étre considéré, indi-
viduellement, comme un terme de la série; on sait que 'on peut
choisir les exposants A, , assez grands pour que cette série converge

absolument pour toute valeur de z, sauf aux poles a,,; la série
OB

n=1 p=2

tnp “'n P

5 — au,p (t""’}’

peut donc étre supposée convergente.
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Mais on a évidemment

'n

~

Q.(s) [Qn 5 J N Auvp i_’ — A P,(3)
R, (5) = "'“, S T

Il

P,(z) étant un polynome; la série
2 Avy P (—)~
3 —dy, e

converge d’ailleurs absolument quel que soit 5, comme on le voit
lmmcdntement en se servant de 1l'égalité précédente. On a done,

finalement,
- I'n N
Gz ~ A . [ A Shap
_J.ﬁ_._:,) == [ (:) = \ :M..._L".‘_]__. —_ [)" (;) - (_.“ﬁ‘./'__ _.._L' ,
(.y) ! Sy 4 5= y,p ((;-‘u-ll’/
ne=1 L pe=2 N

la série du second membre restant maintenant absolument conver-
gente lorsque 'on considere individuellement toutes les fractions
simples. Mais ce développement diflere essentiellement de celui que
nous avons obtenu pour le cas ot la distribution des zéros de F(z) est
ordinaire : le polynome P,(z) n’est pas en relation simple avec la fraction
A”’1 . o i - e \ L
T on sait seulement que ses A, premiers termes coincident
avec les A, premiers termes du développement en série de cette
fraction. Des lors, le fait que H(z)est d’ordre p n’est plus ici d’aucun
intérét; on sait, en effet, que 'on peut toujours écrire

@

08—+ 3 [ —raa),

n==0

en désignant par «, les zéros de F(s), par P,(=) des polynomes
convenablement choisis et par H(z ) une fonction entiere; posons

©

H(s) = 2 3",

n=:10

Q. (5) =Pa(z) —cns”, ‘
Ann.de UEe. Normale. 3° Série. Tome XVIII. — Juiy 1gox. 30



234 EM. BOREL.

on aura
G(=) [ A i
Loy [~—— _ Q,,m}

S—a,

formule dans laquelle la fonetion entiére se trouve avoir disparu;
seulement chaque polynome Q,(z) n’est plus lié par une loi simple &
la fraction rationnelle correspondante.

Done, dans le cas ol la distribution des zéros de F(z) est extra-
ordinaire, il y a lieu de s’en tenir a4 la formule donnée dans le
théoreme de la page 231, sans chercher & décomposer en éléments
simples les fractions rationnelles quiy figurent.

Quelques exemples éclairciront la distinction entre les deux cas (').

Remarquons d’abord que, pour les fonctions entieres usuelles, la
distribution des zéros est ordinaire. Ce point est évident pour les
fonctions simplement périodiques ou pour les dénominateurs des
fonctions doublement périodiques; un caleul simple montre qu’il en

A ) . I

est de méme pour la fonction e

Il est cependant (res aisé de former des fonctions simples, pour
lesquelles la distribution des zéros soit extraordinairve; il suffit qu’il
y ait une infinité de paires de zéros indéfiniment rapprochés a I'infini.
Posons, par exemple,

F(z) =sinmssinars,

« étant une constante que nous déterminerons ultéricurement; cette
fonction s’annule pour z ==, et 'on a

SUppOSODS que I'on ait
an == —4-g,

m étant un entier et ¢ un nombre inféricur & & en valeur absolue; il

vient
F'(n)y=(—1)"rsinem,

(1) Comme nous I'avons déja dit, une étude plus approfondic conduirait & une classifi-
cation plus compléte : chacun de nos deux cas, principalement le sccond, se subdivi-
serait en plusicurs autres.
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¢'est-a-dire
[F(n)| <]l nn
Or, il est aisé de choisir le nombre incommensurable « de telle
manitre que, pour une infinité de valeurs de 2, on ait

IEI<—‘“"‘?$

quelque rapidement que croisse la fonction o(n); éerivons o sous
forme de fraction continue

O T () e e

P T —
Uyt . I

‘o P eme o 1o . "
et désignons par o lapieneréduites il suffit de supposer

I
(21141 > (P(‘\)/z)y
et 'on a
o Lo L« !
i Q/: Q/) Q/H—l Q/) @(Q[l)
Il suffit de prendre
m=D,,
no=Qp,
pour obtenir
| o = m [ == e| << S
9(Qy)  o(n)

Ainsi, par un choix convenable de la constante o, les expressions
1 " oo \ ) v N
() beuvent étre supéricures en module & une fonction 4(n) &
croissance aussi rapide que 'on veut. C'est la un exemple nouveau
d'un fait que j’ai déja signalé & diverses reprises (') : Lintroduction de
constantes o d’une nature arithmélique inconnue peut amener des com-
plications transcendantes inddéfinies (et méme transtinies).

On ne peut éviter ces complications que si I'on connait lu nature
arithmétique des constantes introduites; par exemple, sile nombre «

(1) FPoir notamment, Comptes rendus, t. CXXI, p. 933 (16 décembre 18¢5), ot t. CXXVIII,
p. 490 (20 [6yricr 1899).
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est un nombre algébrique dans le domaine naturel de rationalité, ou
méme dans le domaine obtenu en adjoignant le nombre e ('), on peut
étre assuré que la distribution des zéros de F(z) est ordinaire (*).

Mais, pour qu’une théorie d’ensemble soit cohérente, il faudrait
détre assuré que les nombres qui s’introduisent naturellement par les
opérations analytiques (périodes d’intégrales définies, constantes
définies par des équations différentielles, etc.) ne présentent pas ces
singularités dans leur approximation par des nombres commensu-
rables (ou au moyen d’autres constantes précédemment définies).
Mais c’est Ia un sujet difticile, sur lequel il est bien probable que I'on
sera longtemps avant d’acquérir de nombreux résultats (*); il n’est
done pas possible, dans I’état actuel de I’Analyse, d’exclure systémati-
quement les fonctions pour lesquelles la distribution des zéros est
extraordinaire; nous allons étudier d’un peu plus pres, sur Uexemple
donné plus haut, le mécanisme de leur décomposition en éléments
simples. Nous allons définir Ie nombre « par un développement en
fraction décimale et non en fraction continue (*); désignons par m,,
m,, ..., m,...des entiers croissants ¢t prenons

J— T I 1
= Yo oy e T
On a évidemment
I+

1oty e == Ayt 107y =1y
A, étant un nombre entier et ¢, un nombre inférieur & I'unité.
Nous supposerons que 'on a

m
LOM gy == I()Hll,i(l”lp“) P

" N -
¢’est-a-dire

4 mn .

Mgy =y == I, pompto™es

(') Foir, pour ce dernier point, ma Nole Sur la nature arithmétique du nombre ¢
(Comptes rendus, t. CXXXVIIL, p. 596; 6 mars 1899).

(2) 1l en est de méme pour la fonction Fi(z) =sinzzsinBz...sinkz, ol %, B, ..., A,
sont des nombres satisfaisant aux mémes conditions.

(*) Foir ma Note du 20 février 18gq eitée tout & I'heare.

(*) Ces développements singuliers en fraction décimale paraissent avoir 616 éludics
Q’abord par Liouville; woir mes Legons sur la théoric des fonctions, Chap. 1.
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les nombres m, sont ainsi complétement définissi 'on donne 7,3 pour
fixer les idées nous prendrons

my=r.

Cela étant, si l'on pose
10Mp==n,

AI,—_—. n,
on a
1 ¢
NOL ~ Nl == ey
L1

¢ étant inféricur i 'unité.
Considérons maintenant la fonction entiere

F(z)=sinmwssinans

et cherchons 4 décomposer en éléments simples la fonction méro-

morphe
S L
S(5) = F(s)  sinmssinars

Si la valeur de z est de la forme 10™s, le résidu A, correspondant est

A . 1 (___ ,)m "/1"
= wm— == - = —
F'(n . om(t+¢ (14 ¢
( ) T SN ""(",'l",‘, u’""‘)‘ ( &)

¢ élant, ainsi que ¢, inférieur a 1.
Si donc on veut que Ja série

LY
2
soit convergente, il sera nécessaire-de prendre
m, > n",

sinon la série renfermerait une infinité de termes supéricurs i

Posons maintenant
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nous aurons
a(n—mn)=m,
¢’est-a-dire
sinaw(n —n)=o.

Done = =n — 7 est un zéro de F(s); le résidu correspondant de F(z)
est
I 1 . (___ ,)H-M

A’

= = T - 7 ?
n ]_*'(/l———E’) ras]nﬂ(l[———-&’) T SINTT

¢’est-a-dire
(——I)”'Hdll"" (___ [)n»H”/J"

A= =
n m2o (1 ¢&") (1~ &") ’

-~

¢’ étant ainsi que e inférieur A 1; d’ailleurs ¢ et ¢” different d’autant

moins de € que 2 est plus grand; on voit que A, est de signe contraire

a A, leur rapport differe d’autant moins de — 1 que 7 est plus grand.
Considérons les deux fractions simples

(1) — —+ —

leur somme est
(2) At (Ap-- Ay n)
(s -n)y(s—~—n-+mn)

et 'on voit aisément d’apres ce qui précede, sans qu’il soit nécessaire
d’entrer dans le détail du caleul, que les coefficients du numérateur,
considérés comme fonction de n, sont d’un ordre d’infinitude moins
élevé que A, et A

Des lors, pour rendre convergente la série des fractions telles
que (2), il suffit de retrancher bien moins de termes du développement
suivant les puissances croissantes de =z qu’il ne serait nécessaire si
l'on considérait séparément les fractions (1). On voit ici nettement le
mécanisme d’apres lequel les zéros de F(z), dont la distribution est
extraordinaire, s’accouplent pourainsi dire naturellement deux & deux;
il y ala un phénomene analogue & celui que jai ¢tudié ailleurs ('),
pour d’autres séries de fractions rationnelles.

(V) dceta mathematica, t. XXIV, p. 329.
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Conclusion.

Parmi les sujets de recherches suggérés naturellement par ce qui
précede, il en est un sur lequel je n’insisterai pas, malgré sa grande
importance, 4 cause de sa difficulté : la distribution des zéros est-elle
ordinaire pour le produit de fonctions usuclles, par exemple pour le
produit de deux fonctions o correspondant toutes deux i des invariants
&» et gy qui soient des nombres rationnels ou algébriques?

D’autres questions ne sont pas essentiellement distinetes de celles
que 'on peut se poser sur les fonctions entieres; j'insiste i nouveau
ici sur 'importance particuliere que présente I'étude des fonctions a
croissance régulicre, i la fois plus intéressantes et plus aisées a étudier
que les autres.

Mais le point qui appellerait le plus de recherches est sans doute
Iétude des séries de fractions rationnelles que 'on peut appeler cano-
niques, ¢t qui s’obtiennent en retranchant d’une fraction rationnelle,
dans laquelle le degré du numérateur est inférieur & celui du dénomi-
nateur, un certain nombre des premiers termes de son développement
suivant les puissances ascendantes de la variable. C’est la forme sous
laquelle se présente naturellement la dérivée logarithmique d'une
fonction entitre décomposée en facteurs primaires. Cette forme cano-
nique a, de plus, I'avantage précicux d’étre nettement définic et 'on
sait que c’est seulement a cette condition que I'étude de séries de
fractions rationnelles et de polynomes peut étre profitable.



