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CONTRIBUTION
A

L'ÉTUDE DES FONCTIONS MÉROMORPHES,
PAR M. E M I L E BOREL.

Soit
( l ) / (5) :-.= CQ-1-Ci S-1--(;2 S2-+-. . .

ni» développement définissant une fonction rnéromorphe; on peut
rneticc /'(-s) sous la forme du qootient de deux fonctions entières,
c'est-à-dire que l'on a :

n.\ -G ( 5 )
(,) ^^-F^T

les développements

( 3 ) F (s) =A„-^-Al .3- | -A2s î+. . . ,
((^ ( ; ( 3 )==B„4-Bl5+B23 ^ + . . .

étant convergents dans tout le plan. Chacune décès fonctions entières
peut être décomposée en facteurs primaires; si, pour abréger l'écri-
ture, on suppose que leurs zéros sont tous simples, on pourra écrire :

(.) F(.)=:^-np/,(^),

«» (.(^^-'np/,^),

en désignant par F. (z) et G. (s) des fonctions entières et par \\(u)
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le facteur pr imaire de genre k déf in i par la relation

" îil i1!
P/.(")=(I-^)^T4"T '""+T

Si, comme nous le supposerons dans ce Mémoire , les fonctions entières
F(s) et G ( z ) sont de g'enre fimp, on peut prendre, quel que soit /?,

A-,,=: //„=: /?;

F, (s) et G, (^) sont dès lors des polynômes de degré au p lus égal à //.
La fonct ion méromorphe /(^) peu t encore s'écrire

(7) /(.) .:. 1I(.) + ̂  a, f^-. 4- ̂  + ̂  4-. . .+ ̂ ) ,
•"•" \ '-' M/?, (•lv/(. i:'('/^ t••<"//, /

H(s) désignant une fonct ion e n t i è r e e l les A^ é l a n t d e s entiers conve-
n a b l e m e n t cl'ïoisis.

Le développement ( j ) est un cas p a r t i c u l i e r du. s u i v a n t

(s) /(^-^^-^^iir
K(-s) é tan t une f o n c t i o n ent ière , Q// ,(^) et B^(^) (les polynômes.

Ï ,J ne 111 é o r i e c o m p 1 e I, e d es fo n c t i o n s m é r o m o r (") 11 ( k s d c v rai t c o m "
prendre tout d'abord l 'étude des re la t ions qui existent entre les divers
développements (i), (3), ( / i)y (^ (G), (7), (8); il y a u r a i t l i e u
ensui te de rechercher comment se m o d i f i e n t ces divers développements
lorsqu'on effectue des opérations simples portant sur une ou p lus ieurs
fo n cti o n s m é ro m orp lies.

Ce programme est très vaste; nous n'en aborderons ici que quelques
points.

Dans la première part ie de ce Mémoire, j 'étends aux fonctions
méromorphes la fonc t ion de Vordre que j 'ai in t rodui te dans la théorie
des fonctions entières; il. en résulte diverses propositions relatives aux
développements (5) et (6), c'est-à-dire à la décomposition en facteurs
primaires du 1 numéra teur et du dénominateur de,/'(^). Siron pose

-̂M"̂ -

M'/N/M7, N^étant des constantes ou des polynômes, il existe des rela-
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lions simples entre les développements (5) et (6) relatifs à /(-s) d'une
part et à ^(s) d'autre pari".

Ces divers résultats ont une grande analogie avec des propriétés
connues des fonct ions ent ières ; aussi est-il i n u t i l e d'y insister longue-
ment . Dans la seconde par t ie , j 'aborde un ordre de recherchés tout
différent : l 'étude des relat ions qui existent entre les expressions (a)
et (7) de la même fonc t ion méromorphe /'(^). Celte étude m'amène a
in t rodui re u n e not ion n o u v e l l e que je crois appelée à jouer un, rôle
i m p o r t a n t dans bien des questions relatives aux fonc t ions entières :
la d i s t r i b u t i o n des zéros d ' u n e telle f o n c t i o n peut être ordinaire ou
extraordincure. Je donne de ces expressions une défini t ion précise; leur
choix me para i t j u s t i f i é par le fa i t que la d i s t r ibu t io .n des zéros est
ordinaire pour toutes les fonc t ions entières é tudiées jusqu' ici . (1).

L'ordre de G("s) et de F(s) é tan t supposé f i n i , si de plus la distri-
bu t ion des zéros de F(^) est o rd ina i r e , on peut mettre/1^) sous la
forme (7) en prenant pour li(^) une fo fie lion d'ordre fini. Il peut no
pas en être de même lorsque la d i s t r i b u t i o n des zéros de F(^) est
ex t r ao rd ina i r e ; dans ce cas il y a l i eu d'employer à la place du déve-
loppement (7) certains développements par t icul iers de la forme (8),
que j ' é t u d i e avec que lque détail.

Enf in , dans une brève conclusion, j 'a i cherché à indiquer , parmi, les
nombreux sujets de recherches pouvant être suggérés par la lecture
de ce Mémoire, ceux qui me paraissent devoir être abordés les pre-
miers, c'est-à-dire semblent être les plus faciles ou les plus impor-
tants,

PREMIÈRE PARTIE.

Étant donnée une fonction entière F(s), en désignant par M'(r) le
m o d u l e maximum de F(^) pour H == r, on sait que l'on appelle ordre

( i ) Fuir p, 284.
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de la fonction entière la plus grande des l imites de l 'expression

loglog'M'(r)
logr

lorsque r augmente i n d é f i n i m e n t (1). Le nombre p ainsi déf in i est
essentiellement positif; il peut être nul ou, in f in i . Nous nous bornerons
à considérer les fonctions d'ordre f in i .

Si l'on désigne par a,, le ^u>"ae zéro de F(^) (les zéros é tant rangés
par ordre de modules non décroissants), la série

y_
^ k/JJ^|^,JP^

est convergente, quelque petit que soit le nombre pos i t i f s . Au con-
traire, la série

V_L»
^\Cln\^

est divergente (2), à moins que Von ne se trouve clans le cas d'exception
de M\ Picard.

L'ordre p peut donc généra lement être d é f i n i de deux manières
différentes, soit à l 'a ide de la fonction M(r), soit à l'aide de la suite
des a,^.

Dans le cas d'exception de M. Picard, ces deux déf in i t ions fournis-
sent deux nombres différents; le premier est di t l'ordre apparent et le
second, toujours inférieur au premier, l'ordre réel. Dans le cas où
l'ordre apparent n'est pas entier, le cas d'exception ne peut pas se
présenter; il n'y a alors aucun inconvénient à parler s implement de
l'ordre.

Ces définitions étant rappelées, soit

w f^-^
(r) Voir mes Leçons sur les fonctions entière,^ p» 108. Où trouvera dans cet Ouvrago

des renseignements bibliographiques sur la théorie des fonctions entières; lorsque j 'y
renverrai dans la suite, je le désignerai simplement par Leçon.11!.

( 2 ) Le nombre p défini par cette double condition s'appelle Y exposant de • convergence
de la suite K|, \a^ /.., la,,], ....
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une fonction méromorphe donnée comme le quot ient de deux fonctions
entières ( 1 ) ; par déf in i t ion. , l'ordre clé /"(^) sera égal au plus grand
des ordres de V ( z ) et de G(^) . Soient p cet ordre et M, N, AF, N' des
fonctions entières d'ordre inférieur à p ; en par t icul ier , ce peuvent être
des polynômes on des cons tan tes ; si l 'on pose

/ , ' , , MY-i-N
( (\ \ fi,' f ^ \ —-- •'^) ^^^•^f^rw9

l 'ordre de g{z) sera encore p.
On suppose, bien en tendu , que M N' — M/N est différent de zéro.
On peut dire, pour abréger le langage, que la fonct ion g ' ( z ) , dé f in ie

par la relat ion (9), dans laquel le M, N, M.\ N' satisfont aux condi-
t ions énoncées à l ' ins tant , est une transformée liomographique
de/*(,£). [/ensemble des transformées liornographiques d'une même
(onction/"(.s) consti tue uncc/a.9^ laque l l e est complètement: définie
par un q u e l c o n q u e de ses i n d i v i d u s .

Ces d é f i n i t i o n s pe rmet t en t de donner u n e forme très simple à un
théorème bien connu, de M. Picard et, on même temps, de le généra-
liser . Ce théorème consiste en ce qu'il existe au plus deux valeurs a et
h ( P i n l î n i non exclu), que f(s) ne prend pas une i n f i n i t é de fois; en
d 'au t res termes, si les trois équat ions différentes

/(r,)^,
j\z)=b,
f(z)=c

r é a d m e t t a i e n t qu 'un nombre l imité de racines, on serait certain que
la fonction méromorphe/^) est une fraction rationnelle.

Nous ferons dériver ce théorème et sa généralisation de l 'étude de la
classe des transformées homographiques d(î/(^); nous distinguerons
froissas.

(') On suppose, bien entendu, que les deux équations
F(3 )^0 ,

G ( 3 ) = = 0 1 ^ 1 '

n'ont pas (,îe racines commîmes et, de plus, que l'on ne peut pas abaisser l'ordre de F(s)
et de G-(^) en les multipliant par un même facteur exponentiel.
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PREMIER CAS : Aucune des transformer g'(-s) nest âne fonction entière.
-- Ce cas doit être regardé comme le plus général. On peut alors
affirmer que F équation

f(-\-^'/(-)- ^

dans laquelle N' et W sont des fonctions entières quelconques d'ordre
inférieur à p, non seulement a une infinité de racines^ mais admet p comme
exposant de convergence de la suite des modules de ces racines ( { ) . ( ici a
revient à dire que la fonct ion entière

M^iC^+NT^)
est d'ordre réel p.

En effet , si l 'ordre réel de cette fonction entière é ta i t i n fé r i eu r à p,
on pourrait trouver une fonct ion ent ière M, d\mlre i n f é r i e u r à p et
ayant les mêmes zéros.

Si, dès lors, on pose
.^- Mi),^)=- My(^,-N/

c'est-à-dire
M G ( ^ )

^^'^M'^^T^TTNT^

la fonction g Ç z ' ) est vis iblement une fonction entière, contTâiremcnl
à l 'hypothèse.

DEUXIÈME CAS : Parmi les transformées g ( ^ ) ) I I y ci des fondions en-
tières, mais ces fonctions entières sont toutes (V ordre réel p. — Désignons
p a r y Ç ^ ) l'une des fonctions entières transformées de/(^); soit

..^^ fV(^)+^ .^,)^^^^

p., v, p-,, Vp étant des fonctions entières d^ordre in fé r i eur à p, telles
que pi — vp^ ne soit pas nul .

Par hypothèse y^) est d'ordre réel égal à p; et l'on suppose qu ' i l

( 1 ) Leçon,^ p. %6.
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en est de même de toutes les fonctions
y , ( , . ) = = M 7 ( ^ ) + N ,

M et N étant deux fonctions entières d'ordre inférieur à p, dont la pre-
mière n'est pas nulle.

Cela posé, soit
^^ ^^±21
^/ Mj-^)+N,

une transformée quelconque de/(^); on a vis iblement

^^ My(. . )+N_
ô ^ — M^"(^)4-N,

Si M n'est pas n u l , le nurnérateur est d'ordre réel égal à p; d'autre
part, les racines communes au numérateur et au dénominateur véri-
fient la relat ion

M N i - M W i = = o ,

dont le premier membre est d'ordre inférieur à p . Donc l'exposant de
convergence de la suite clés modules des racines de V équation

^(,5)=0

est égala p, à moins que F on n'ait

M^o.

Or cette dernière relation peut s'écrire

Mvi— N^i=:o.
Donc, V équation

( t0 ) /(^)=- ,,,
N
M 3

qui peut s'écrire
_ M / ( ^ ) 4 - N _^)_ ——^....-— _o,

admet p comme eûcposant de convergence de la suite des modules de nés
racines y à moins que F on nUait

N _ v,
M ~" ̂

/ln/i. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XVÏÏI. — Juis ïyoi» 9^



218 ÉM. BOKEL.

Telle est la généralisation du théorème de M. Picard; nous sommes
ici dans le cas où il y a une équation exceptionnelle parmi Pensemble
des équations telles que( io) , dans laquelle M etN désignent deux fonc-
tions entières d'ordre inférieur à p.

TROISIÈME CAS : Parmi les transformées g Çz) il y a des fonctions entières
d'ordre réel inférieur à p. — Soit y(^) l 'une de ces fonctions entières ;
l'ordre apparent de -y(^) est forcément égal à p, puisque l 'ensemble des
transformées de y(^) coïncide avec l 'ensemble des transformées de
/(^). Le nombre pes t donc nécessairement entier, et la fonction v(^)
est de la forme

.Y^^M^

P ( z ) étant un polynôme de degré p et M une fonct ion entière d'ordre
infér ieur à p. La fonction

^ f " \ — lî J. _ /^(s)flM- M ^e

est vis iblement une- t ransformée de/*^); le troisième cas est clone carac-
térisé parlefait quef(z) est la transformée d'une fonction de la forme (^ ( î ! l ,
c est-à-dire que l'on a

-n^^^^Z^
y ( ' )~^^ ( ^ )+Vl

(A, V y [JL^ v < satisfaisant aux condi t ions déjà i nd iquées ,
L'équation

( î 0 ) • /^)+^o

est alors équivalente à la suivante
( M ̂ ±^ ̂ ) € i s ) tM v l^Lz1 —MT^e^^'v'rr'" " "" '""^09

et l'on voit aisément que l'exposant de convergence de la sui te dos
modules de ses racines est égal à .p, à moins que l'on n 'a i ty soit

soit
M^ 4-ÎN^=o,

Mv -+- Nvi == o.
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11 y a donc ici , parmi les équations (10), deux équations exceptionnelles
(et deux seulement) ^'^
et /(-)—

Le théorème de M. Picard, généralisé, se trouve ainsi complètement
démontré, puisque nous avons épuisé tous les cas possibles. On peut
l'énoncer comme il suit :

THÉORÈME. — Étant donnée une fonction méromorphe /(^) d'ordre p,
parmi les équations de la forme

/(^)=?(-0
dans lesquelles ç(-s) désigne une fonction méromorphe d'ordre inférieur
à p, il y en a au plus deux qui sont exceptionnelles, c'est-à-dire telles que
l'exposant de convergence de la suite des modules de leurs racines
soit -inférieur à p.

Dans le cas où, il y a une équation exceptionnelle, on peut, par une
transformation homographique, supposer que la fonction cp(^) corres-
pondante est Vin/un; dans le cas où il y en a deux ( { ) , on peut supposer
que les valeurs de ^ ( ^ ) sont V infini et zéro ; on ob t i en ta ins i les formes
déjà étudiées.

Nous conviendrons de dire que la fonct ion méromorphe f(z) est
d'ordre réelp, lorsque l'm/mui'cst pas une valeur exceptionnelle, c'est-à-
dire lorsqu ' i l n'existe pas de fonction méromorphe ayant les mêmes
pôles, et dont l'ordre soit inférieur à p.

Le théorème de M.'- Picard généralisé peut alors s'énoncer ainsi :
Parmi les transformées homo graphiques defÇz), il y en a au plus deux
linéairement distinctes dont tordre réel soit inférieur à p. Nous ne con-
sidérons pas comme l inéai rement distinctes deux fonctions méro-
morphes/(5) e t / { 5 } liées entre elles par une relation de la forme

M/(^ )~hM, / î ( ^ )~hN==0 ,

M, Mi, N étant des fonctions entières d'ordre inférieur à p.

(1; Cô dernior cas ne peut se présenter qufô lorsque p est entier.
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En terminant cette première Partie, ajoutons qu'il serait possible
d 'é tendre aux fonctions méromorphes la notion de croissance régu-
lière que j 'ai in t rodui te dans la théorie des fonctions entières ( < ) .

SECONDE PARTIE.

Nous allons ma in tenan t é tudier la décomposition de la fonct ion rnéro-
morphe /'(s) en éléments simples^ c'est-à-dire en fractions rat ionnelles
n'ayant.qu^un seul pôle. Nous poserons, comme tout à l 'heure,

^-m
et nous désignerons para;,, a^, .. .,a,i, . . ., lcsx( ' i rosdeF(s)que nous
supposerons simples, pour abréger les écritures. Nous supposons (im1

/"(a) est d'ordre réel p , c'est-a-diro que la série

y...,..,.1...,,^ i ff/t IF-̂
est convergente, tandis que la série

y._....',,...^|a,,|p-<
est divergente, quelque petit que soit e. On a, de plus, à partir d 'une
certaine valeur de r== z [ ,

f t (^ ) l<^ ,
;ii)

|F(s)|«^".

Le résidu de F(s) relativement au pôle -s = cin est, comme on sai t ,
G (a,,)
F'(a,)

( » ) Leçon,';, Note II.
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L'inégalité (i i) nous fait connaître une limite supérieure du numé-
rateur; mais, pour avoir une l i m i t e supérieure du résidu, i l faudrait
connaître aussi une l imi te inférieure du dénomina teur ; or il est aisé
de se rendre compte que les hypothèses faites jusqu' ici n 'entraînent
aucune conséquence à ce sujet ; nous allons y adjoindre une nouvelle
hypothèse : nous supposerons que la distribution des zéros de TÇz) est
ordinaire.

Par défini tion, on entend par là que, r^ désignant le module de an et p
F ordre de F(;s), on a
(12) V!{a„}\>e-r^\

quelque petit que soit le nombre positif s, à partir du moins d'une certaine
valeur de n ( { ) .

Dans le cas où il n'en est pas a ins i , la d i s t r ibu t ion des zéros sera d i te
extraordinaire; nous y reviendrons plus loin (2).

L'élude par t icul ière que nous a l l ons faire du cas où la d i s t r i bu t ion
des zéros de F(/s) est ordinaire est jus t i f iée par le fait que cette hypo-
thèse est vérifiée pour les fonct ions.ent ières usuelles ; sins, az, etc.;
nous étudierons, d ' a i l l eurs , à la fin de cette seconde Partie, la na ture
précise de cette hypothèse. Pour le moment , nous allons nous préoc-
cuper un iquemen t de ses conséquences re la t ivement aux fonctions
méromorphcs/(s), d'ordre p, dans lesquelles F (s) figure en dénomi-
nateur . Nous supposerons, non seulement que F(^) est d'ordre p,
mais que sa croissance est régulière, c'est-à-dire que, en désignant
par M(r) le module maximum de F(>) pour 0) === r, on a, non seule-
ment

M.(r)<e^\

( 1 ) Nous supposons toujours les zéros simples; dans le cas où an aurait /^ comme
ordre de multiplicité, il suf'Orait do remplacer, dans cette inégalité, F\a/,) par F^^).

( 2 ) Nous employons à dessein des expressions (.rime nature imprécise, n'ayant pas la
prétention de donner ici une terminologie définitive. Avant d'en adopter une, il sera néces-
saire, en effet, (l'approfondir plusieurs questions suggérées naturellement par cette étude.
Par exemple, on pourrait donner un nom spécial aux fonctions méromorphes/(s) telles que
l'inégalité (12) n'est pas vérifiée par ] r(^) i, mais le serait par |̂  - Vautre part,
dans le cas où cette inégalité ( 1 1 ' ) n'est pas vérifiée, il peut arriver qu'elle le soit en rem^
pîaçant p par un nombre fixe pi> p ; il serait intéressant de distinguer ce cas de celui où
il n'existe pas un tel nombre pi.
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mais encore
M{r)>e^'\

quel que soit le nombre positif e donné cFavance, pourvu que r soit
assez grand.

Dans ces conditions, on sait (1) que, si l'on désigne par r^ le module
du n^^ zéro a^ de F(-s), r^ est aussi une fonction de n à croissance
régulière; il en résulte que l'on a, non seulement

i
/•/,,< nV^\

mais encore
i

rn> nS^

quel que soit £ posit if , pourvu que r soit assez grand.
Ces résultats étant rappelés, reprenons la fonct ion méromorphe

w=^r [ ^ )

et désignons par A^ son résidu relatif au pôle s = a^;

4 ^^^1.
"--F-C^)

II résulte de ce qui précède que l'on a

03) |A,|<e^

quel que soit le nombre positif s donné d'avance, au moins à partir
d'une certaine valeur de n.

En effet, GÇs) étant au. plus d'ordre p, on a, pour n assez grand,

C(^)|<^

et, d'autre part, on a supposé que rinégalité

\Vf(an}\>€^

( 1 ) Leçons y Note IÏ.
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est vérifiée à partir d 'une certaine valeur de 72. On a donc

| A,J < e21^ < e^\

le nombre pos i t i f s / é tant arbi t raire , pu i sque £ est arbitraire.
Il n'est pas i n u t i l e d'observer que, si l'on ne fa i t pas sur G(z "}

d'autre, hypothèse que de supposer son ordre égal à p; en d'autres
termes, s'il n'y a pas de relations particulières entre G(^) et F(-s), on
nepeu t obtenir , par des hypothèses portant surT(z), une inégal i té plus
avantageuse que l ' inégali té (i3). Il n'y aurai t aucun avantage, en
laissant G ( z ) indéterminé, à remplacer l 'hypothèse f a i t e sur les P^)
par une hypothèse plus restr ict ive; il résultera de ce qui suit qu'on
obt iendrai t des résultats moins s imples -avec une hypothèse moins
res t r ic t ive : ces remarques r enden t assez na ture l le choix que nous
avons fait .

Nous pouvons toujours poser

e^ étant une (onc t ion de n; d'après ce qui précède, q u e l q u e pet i t que
soit le nombre posi t i f &, l ' inégal i té

£„ < £

sera vérifiée à par t i r d 'une certaine valeur de n.
D'autre part, nous pouvons écrire

i
r,,=/iP^S

et l'on a, d'après nos hypothèses,
H in rï^^z o.

Posons
M::^^^.
p -4- rhi

Le nombre Ô^ pour ra , ainsi que £„, prendre de grandes valeurs
négatives; mais on aura sûrement, à partir d 'une certaine valeur de n,

Qn<0.
quelque pet i t que soit le nombre positif 0 d o n n é d 'avance.
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Ceci posé, définissons un nombre p^ satisfaisant aux condit ions
suivantes : c'est le plus petit nombre vérifiant à la fois les deux inéga-
lités

^>^ lA>^Qn'

II résulte de la défini t ion de [̂  et des propriétés de 0,, que l'on a à
la fois

lim ^,=0,
n^ °o

^-^>^
Posons maintenant

r^ = er^•\

en désignant par p^ le plus peti t nombre supérieur à [̂  et tel que ̂
soit entier; les [̂  vérifient visiblement les mêmes condi t ions que
les (^. Ces relat ions définissent les nombres \; nous allons é tud ie r
la série -A.- / - .y-" .?(--)-2-^j«nM ^ •"-s— a,, \anJ

On peut appeler une telle série : série canonique de/raclions simples,
Occupons-nous d'abord de la série

<|A,, r^
/•)

^n|A,,,|r^
^ rÇ~'

Nous avons posé
?+&»

| A/, | == cT6'1 = e^^ == e'

r^ =z ^^Ï+1A^

i -»• o..

On a donc
, , n^-^^î.^'io^rn,

n^^r^^nl^^r^

| A./, | = e^ ̂  ' ̂  ' ̂ n = r^ n'f^v•ft,

et la série que nous étudions peut s'écrire
^ ,-À»

^.l..ii ^^n^^^(it-n^rV-n)
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Les nombres ̂  sont des entiers positifs; ils sont visiblement crois-
sants ( 1 ) ; prenons la racine ^œe du terme général, nous obtenons

< ,„///-5
^.l—n"»"^ ^—yn

puisque l'on a
^-Qn>^

La série est donc convergente, puisque r^ augmente indéfiniment
avec n; de plus, considérée comme fonction der, cette fonction entière
est d'ordre égal à la limite de

«^J0^?7'̂ ^^
i•og(^^)î

dans le cas où la limite existe, ce qui est ici le cas. On a en effet,
d'après la définition de \^

Uo^==n14-^
;logX^= (x 4- ̂ ) lû^ — log logr,,,

e'td'autre part
^ër^-^-^sn.

I/ordre est donc 'égal à p.
Reprenons maintenant la série

ç(.)=V^_f±)\T v / ^à z— a,\a^j

et donnons à z une valeur telle que l'on ait, quel que soit n,

.( z — a^ 1 > -7./ /»

Le point ^ est ainsi assujetti à être extérieur à une infinité de cercles
c^ dont la surface totale est

"s^
elle est finie si roo suppose a^> p; nous ferons cette hypothèse.

( l ) Tout au moins, on peut affirmer qu'ils ne décroissent pas; le nombre des )^ con~
sécutifs qui peuvent être égaux n'est pas assez grand pour modifier nos conclusions.

Aitn.dc t'Eu. Normale. 3" Série, Tome XVI1Î. — JCÏN 1901. ^9
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On a, dès lors,

l̂ Ki;̂ '
/2.

en désignant pa r / le module de-s; la présence du nombre cons tan t ,y
ne modifie en rien les calculs précédents et l'on en conclut que l'on a,
au moins pour r assez grand,

|?(^)1<^\

quelque petit que soit le nombre positif £.
Il en résulte que le produi t

y(^)F(^)

est une fonction entière d'ordre a u - p l u s égal à p. En effet, c'est une
fonction entière, puisque F(s) admet pour zéros les pôles de c & ( s ) ;
de plus l ' inégal i té

[9(,,)F(^)1<^

est vérifiée quel que soit £, au moins pour r:= \z\ assez ^rand, sauf
peut-être lorsque z est intérieur à certains cercles (rétendue totale finie; on
montre a isément que le fa i t que le p rodu i t ç(:?)F(-s) est une fonction
entière permet de suppr imer cette dernière restriction; la fonct ion en-
tière est donc d'ordre p.

Posons m a i n t e n a n t
H(^=.(î(i2-y(^.

' / F(^) " /

II est clair que l l ( z ) est une fonction entière; car cette fonction rné"
romorphe ne pourrait devenir infinie qu'aux points s = a e t» d'après
la manière même dont a été construite lasér iey^) , H(^) est f in ie en
chacun de ces points.

On a d'ailleurs
Hr,)-^)-^^^^^^^^

- /—— F(5)

La fonction entière H(^)es t donc, d'après ce qui précède, le quotient
de deux fonctions entières, telles que Fordre de chacune (Felles soit
au plus égal à p ; elle est donc elle-même au plus d'ordre p ; tel est le ré-
sultat fondamental que nous voulions obtenir.
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On peut donc énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME. — Soient F(,s) une fonction entière à croissance régulière,

d'ordre p, dont la distribution des zéros est supposée ordinaire, et G (s)
une fonction entière dont on suppose seulement quelle est d'ordre au plus
égal à p. On peut écrire

^^(.O+II^),1 \^ )
ç(-s) étant une série canonique de ^raclions simples de la /orme

Q(.)= y -A"-^-?^ vf——-^-^ -....+ ̂ )
. v ' ^à z — a,, \a,J ^ \z — a,, a,, ^ a^ j

et H ( z ) M/ztô fonction entière d'ordre au plus égal à p.
I l est clair que si l'on remplace, dans ç(-s), certains des nombres)^

par des nombres plus petits, on retranche de ç(^) une fonction entière
qui est au plus d'ordre p, comme on le voit aisément d'après ce qui
précède. Il en résulte qu^7 suffit pour obtenir le développement précédent
de choisir les X^ de manière que la série y(^) converge quelque soit z ( ^ ).
On obtient ainsi naturellement, pour la décomposition en éléments
simples de forme canonique, une fonction entière d'ordre p comme
terme complémentaire.

Nous allons voir que les choses se présentent d'une manière tout à
fait différente lorsqu'on ne fait aucune hypothèse sur la distribution
des zéros ( 2 ) deF(^) : cette fonction est seulement supposée d'ordre p
et à croissance régulière.

On sait qu'il est possible de trouver une infinité de cercles C^
Co , . . . , C , . , . , de rayons croissants et tels que sur chacun d'eux l'on
ait

\¥{z)\>e-^'\

r désignant le module de z sur le cercle considéré. Soient R < , Ra , . . . ,

(1) II faut, bien entendu, no pas prendre les X/, beaucoup plus grands qu'il ne serait
nécessaire pour ce but; le sens exact de cette expression résulte clairement des calculs de
la page aa4- ! ! ! ! ! .

(2) Nous supposerons cependant ces zéros simples; cette hypothèse simplifiera 1 écri-
ture et les calculs ; elle n'est pas essentielle.
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R^, . . . , les rayons des cercles C,, Ç a , . . . , C,,,. ;.. On peut toujours
supposer que ces rayons ne croissent pas rapidement en fonction de
l'indice n; d'une manière précise, que l'on a ( ^ ) :

aR^<R^<(3R,,_i,

a et ? étant deux nombres quelconques, tels que i<<a<;p .
Désignons par 1̂  le contour d'intégration formé par le cercle C^ par-

couru dans le sens direct et par le cercle C^_i parcouru dans le sens
rétrograde (le contour I\ se compose du cercle C<) , et envisageons
l'expression

d) Hf^- î V f - x\.G(z)dz-{ ) "^^aTï^JF ^¥(z)(s~^}
/ï==i "

Nous allons prouver d'abord que l'on peut choisir les exposants À^
de manière que la série H(.r) converge, quel que soit x (non s i tué sur
les contours d'intégration); nous montrerons ensuite que ïïÇoc) esl
une fonction entière de oc et nous chercherons son ordre.

Désignons d'ailleurs par •^l^i la fraction rationnelle (2) qui admet
^n^^)

(^ f ̂  \
comme pôles les pôles de j^— intérieurs à I\ (c'est-à-dire situés entre
C^-i et C^) avec les mêmes résidus; l'égalité ( î) peut s'écrire

H^.G(^) V Qn.W rQnW]{ ) ̂  n^) ̂  ̂  BnT )̂ ̂  LÎU^)J>. ?
n==l

en désignant d^une manière générale par

[0(^)1
LK(^)JX

le polynôme de degré \ — r , formé par les À premiers termes du déve-
loppement de la fraction rationnelle ^^ suivant les puissances crois-
santes de .r.

(r) Voir Leçons/ p. 80.
( 2 ) Le degré du numérateur est supposé inférieur à celui du dénominateur.
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On a ainsi l'expression de la fonction méromorphe donnée, sous la
forme

^^-rn^+V Qtl(x) f^^l i.F^-11^)4-^ ïu^)~"LS7(^)J).(
n r=l

Tout revient donc, comme nous l'avons dit :
i° A déterminer les \ de manière que la série (i) soit conver-

gente ;
2° A calculer l'ordre de la fonction entière H(.r).

c^ ( " \
Désignons par M^ le maximum du module de TT~ sur 1̂ , c'est-

à-dire sur C,̂  et C,/; on peut écrire, d'après la manière même dont
ces cercles ont été choisis^

|M.i<^r»,
£^ tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment . Nous avions
posé

ï ^ r A G(s)dzï ï / x ï V F x n G<
H(^=^^J,^F(-i)2^^tjp A F(5)(5-,r)

n == 1 - »

On en conclut immédiatement

M,./ M^n M^1 TT / \ 1 ^ ̂  Ml"l l [ I(^)l<2iT" Ĵ "-1 Rfc1.

en désignant par §„ le minimum de [ z — .27. [ lorsque z décrit r^.
Il suffî t donc de choisir les ̂  de manière que la série

e^" [ œ \^2̂ K^-î1

soit convergente quel que soit se; nous pouvons supposer que l'on a

B^_, > l- R«.
3

II suffit évidemment de prendre

^=Br^
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Y]^ est supérieur à E^ ; nous supposerons que Y]/; est supérieur au plus
grand des deux nombres û£^ et -^= et tel que ^ soit entier.

\fn
Pour mettre en évidence le fait que H(^) est une fonction entière,

il suffit de remarquer que, le contour Tn s^ composant du contour C^
décrit dans le sens direct et C/,^ dans le sens rétrograde, on peut
écrire

Hr^-- ï V Ç (^n ^n+î} G^)^r1^- i7ï2^J, ^^^^JF^^TI:-2Z7T ̂  J \A A ^ / F ( ^ ) ( ^ — ^ )^=1 vn

II est manifeste que chaque terme de cette série est un polynôme
en x; la série H(^) étant une série de polynômes uniformément con-
vergente sur une infinité de cercles de rayons aussi grands que l'on
veut, converge uniformément dans tout le plan et représente, par suite,
une fonction entière.

Il nous reste à déterminer l'ordre de cette fonction entière; pour
cela nous supposerons que l'on a

^R^i <IL<aIL^

et nous donnerons à x une va leur telle que

(2) ^a^}^^^^^

On a alors

^ ̂  R, -^ | oo | ̂  1 x \ - I ,̂, = ̂ .r-!̂ .-! > L R^, > J B,;
•» 2 L(,

on a de plus, évidemment, pour^p =^ /z,

^>^1V , , .
Il en résulte

(3) '"(^^i3.?^-'A^ K^/ i i^y^
/l ss; 1 ——"- 1 •——• ï. 4 \ a /

II est aisé d'évaluer Vordre du second membre considéré comme
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fonction entière de \x\ ; il suffit de prendre la racine "^ième du terme
général; on obtient

^ e^r^ H~]L
B. V S-V

Or on a

• / ] / , — £ / , > — — R / , < 2 ^ R i ;
\/n

cette expression peut donc s'écrire

^(14-^ix/r,

0^ tendant vers zéro lorsque n augmente i n d é f i n i m e n t ; nous devons
pour avoir l 'ordre de la fonction considérée prendre la l imi te du
rapport

Io^
logR,/

celte l i m i t e est égale à p ; le second membre de (3) considéré comme
fonction entière dû \x\ est donc d'ordre p ; or, l 'inégalité (3) est véri-
fiée pour toutes les valeurs de x de la forme (a), c'est-à-dire sur une
in f in i t é de cercles dont les rayons croissent indéfiniment, et croissent
moins vite (1) que les termes d 'une progression géométr ique d e -
raison (2); il en résulte que H(^) est aussi d^ordre p.

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

THÉORÈME. — Les fondions entières G (-s) ^F(z) étant d'ordre p, <m
peul écrire

IKil - n^ ̂  V i M2). ̂  rOlLi)'=H(^)-^l^^""^^ • ^ (R,(.) |JU^)JA
fl -s 1

îï(z)éian£ une fonction entière d'ordre ̂  (L(-s) et R^(^) des polynômes
tels que le second soit de degré supérieur au premier et [y]},^ désignant
les 7^ premiers termes du développement de fsuivant les puissances croù-

( ï ) Une restrietion do ce genre ost indispensable; une fonction à croissance irrégu-
lière peut être d'ordre supérieur à p, quoique inférieure à une fonction d'ordre p sur une
infmît tSde cercles de rayons croissant indéfiniment (voir Leçons, Note Itl).
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santés de z. De plus, on peut supposer que la fonction À^ croît moins vite
que B.̂ '% B.̂  désignant un nombre tel que les zéros de B^(s;) soient
compris entre B.̂  et ^R^ et £ un nombre positif arbitrairement petit.

On peut écrire
LM^) _ V A^
R^)~-Z^-a,,/
Q.(^)_V A,
R,(.3)~-Z^-.

/7=i
et l'on a évidemment

Q.(^) _ rQ^)1 ^ ̂  ^p ^_
Rn^) L^(^)J>. ^^-a^a^,p^i

On peut donc écrire
ao / pu \

f t ( ^ ) Ï Î / ^ ^ , Y / ^ ^^ ':îx/l \

^ "'-'̂ l1'"^^/
Cette formule ressemble beaucoup à celle que nous avons obtenue;

elle s'en distingue cependant en un po in t important : nous ne sommes
pas assurés que la série du second membre convergerait si l'on supprimait
les parenthèses ; il est même aisé devoir , par des exemples, que la série
ainsi obtenue peut fort bien être divergente, le terme général ne ten-
dant pas vers zéro; on s'en rend compte aisément si l'on remarque que
Â/^i, par exemple^ peut être une fonction de n à croissance aussi rapide
que l'on veut.

On peut cependant obtenir une série convergente de fractions
simples; voici comment on peut procéder : Considérons là série

A^,p ^-«^22 'a1^ ^xyi=l p^ï ^ '^'/ /

dans laquelle chaque terme des parenthèses doit être considéré, indi-
viduellement, comme un terme de la série; on sait que l'on peut
choisir les exposants \^p assez grands pour que cette série converge
absolument pour toute valeur de ^, sauf aux pôles a^p; la série

p»
22
/l=l ;»=s2

_A»,^___ ^^p
— ^/»,p a^r

peut donc être supposée convergente.
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Mais on a évidemment

il] —v -J^ /_ î^ ̂  _^i_ _ p / \1 1 { z ) ]^ :~ z ~ atî^J aï^ " ^ -" ^^i "
Q î) _ ['CMiTI _V „
B,̂ ) LlU )̂k. ^ ^"

in ̂ j _'V _i*^ /;_ fti/' _ A/. . . 1 . ^ —-. — -. —

Ï\(.c) étant un polynôme; la série

v r A/? '1 s-> (^[^=7^~ill('
n = •I

converge d'ailleurs absolument quel que soit z, comme on le voit
immédia tement en se servant de l 'égalité précédente. On a donc,
f ina lement ,

^) ̂  H: (,) ̂  ̂  | A__ ^ p ^ ̂  /^A^_ ̂ Y]
1- (.) ^ |̂  - a^ ^ [^ ̂  a/,, al^)\

la série du second membre restant main tenant absolument conver-
gente lorsque Pon considère ind iv idue l l emen t toutes les f rac t ions
simples. Mais ce développement dif fère essentiellement de celui que
n o u s avons obtenu pour le cas où la dis t r ibut ion des zéros de F(^) est
o r d i n a i r e : le polynôme I\(-s) n est pas en relation simple avec la fraction
,—'bl—,^ 00 ggi^ seulement que ses "X^ premiers termes coïncidentz — a,/,,i
avec les \^ premiers termes du développement en série de cette
fract ion. Des lors, le f a i t que H(-s)est d'ordre p n'est plus ici d 'aucun
intérêt ; on sait, en effet, que l'on peut toujours écrire

^:=H(.)4-2f^-P,,(4r { ^ ) "̂•tf \^2 — a^ j
/(==()

en désignant par On les zéros de F(-s), par P,;(^) des polynômes
convenablement choisis et parH(^) une fonction entière; posons

00

H(^) ==^c^",
TOS^O

Q,.(a)==P/,(s)-c,^",
Ànn.tîe l'&c. Normale, î' Série. Tome XI'III.— Jum 1901. 3o
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^^ „ V r—^— — 0 Mlr^-2^-^ ^^J-
// ==. o

formule dans l aque l l e la fonct ion entière se trouve avoir d i sparu ;
seulement chaque polynôme Qn(z) n'est plus l ié par une loi s imple à
la fract ion rat ionnelle correspondante.

Donc, dans le cas où la d i s t r i b u t i o n des zéros de F(s) est ex t r a -
ordinaire, il y a lieu de s'en tenir à la formule donnée dans le
théorème de la page 231, sans chercher à décomposer en é léments
simples les f ract ions ra t ionne l les qui y f i gu ren t .

Quelques exemples éclairciront la d i s t inc t ion entre les deux cas( 1 ) .
Remarquons d'abord que, pour les fonctions entières usuelles, la

d i s t r i bu t i on des zéros est ordinaire. Ce p o i n t est évident pour les
fonctions s implement pér iodiques ou pour les dénomina teurs des
fonct ions doublement pér iodiques ; un calcul s i m p l e mont re qu ' i l en
est de même pour la fonct ion -p-"—? . • • •

11 est cependant très aisé de fo rmer des fonct ions simples, pour
lesquelles la d i s t r i b u t i o n des zéros soit ex t raord ina i re ; il . su f f i t qu ' i l
y a i t une inf ini té de paires de zéros i n d é f i n i m e n t rapprochés à l ' i n f i n i .
Posons, par exemple,

F ( z ) •:= s in TT 3 si n arr z,

a étant une constante que nous déterminerons ul tér ieurement ; cette
fonction s 'annule pour z == /z, et l'on a

V {n) =: 7; sinaTr// .

Supposons que l'on a i t
an "-'= m 4- £,

m étant un entier et s un nombre infér ieur à ^ en valeur absolue; i l
vient

• V^n) = ( — i ) ' " 7 r s i n Ê 7 T ,

( 1 ) Gomme nous Pavons déjà dît, une élude plus approfondie conduirait à une classifi-
cation plus complète : chacun de nos deux cas; principalement le second, se subdivi-
serait en plusieurs autres.
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c'est-à-dire
\ F { n ) Osl^.

Or, il est aisé de choisir le nombre incommensurab le a de telle
manière que, pour une i n f i n i t é de valeurs de /?, on ait

\£\<~———,
' ' ? (^ )

quelque rap idement que croisse la fonction o (/?.); écrivons a sous
forme de fraction c o n t i n u e

et désignons par ̂  b/^ rédui te ; i l suff i t de supposer— la/^111^ iî / )
Q/.H>?(O^

et l'on a
P,, ^ _i _ ^ ^ »

" Q ^ --Q^Q^^Q^^y^

I I s u f f i t de prendre

pour ob tenir

m == ?„,
n r-: Q^,

/y __ /-n | —1...— j ?•> [ ^»» *̂ »̂.».»

' " ^l1-1-1-1-^!-^^-^^^

Ains i , par un choix convenable de la constante a, les expressions
, peuvent être supérieures en module à une fonc t ion ç(^) à

croissance aussi rapide que l'on veut. C'est là u n , exemple nouveau.
d'un fa i t que j 'ai déjà signalé à diverses reprises (1) : l'introduction de
constantes a (F une nature arithmétique inconnue peut amener des com-
plications transcendantes indéfinies (et même transimies).

On ne peut éviter ces complications que si. l 'on conna î t la rature
ar i thmét ique des constantes in t rodui tes ; par exemple, si le nombre a

(1!) Toir notamment, Comptes re/idav^ t. CXXI, p. 933 (iC décembre 1895), et fc. CXXVni,
p. 490 (w février 1899).
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est un nombre algébrique dans le domaine na ture l de r a t iona l i t é , ou
même dans le domaine obtenu en adjo ignant le nombre e ( 1 ) , on peut
être assuré que la d i s t r i b u t i o n des zéros de F(s) est o rd ina i re (2) .

Mais, pour q u ' u n e théorie d^ensemble soit cohérente, il faudra i t
être assuré q u e les nombres qui s ' i n t rodu i sen t na tu re l l ement par les
opérations ana ly t iques (périodes d ' intégrales définies, constantes
déf in ies par des équat ions d i f fé rent ie l les , etc.) ne présentent pas ces
singular i tés dans leur approximat ion par des nombres cornmensu-
rables (ou au moyen d'autres constantes précédemment définies) .
Mais c'est là un sujet diff ic i le , sur lequel il est bien probable que l'on
sera longtemps avant d 'acquérir de nombreux résul tats ( : { ) ; il n'est
donc pas possible, clans l 'é ta t actuel de l'Analyse, d'exclure systémati-
q u e m e n t les fonct ions pour lesquel les la d i s t r i b u t i o n des zéros est
extraordinaire ; nous allons é tudier d 'un peu plus près, sur l 'exemple
donné plus hau t , le mécanisme de leur décomposi t ion en éléments
s imples . Nous allons d é f i n i r le nombre a par un développement en
f r a c t i o n décimale et non en fraction c o n t i n u e ( / (); désignons p a r m ^
m.^ . . . , m^ ... des ent iers croissants et prenons

T Ï î
y. :.::r "-—- 4- —— -1--. . . 4- ——..:..,-. 4-.. .,

lO^i JO^ Î O " 1 ! '

On a é v i d e m m e n t
1 a " 1 ! , a = A n -h- ~i-Ï̂ ..-.-,/ io^ir"^/

A^ é t a n t un nombre entier et £^ un nombre in fé r i eur à l ' u n i t é .
Nous supposerons que l'on a

ic'VH-V^ïoV0^10^
c'est-à-dire

/n/H. î =: m^ 4- w/, ï ()m^>i{)mï) ;

( 1 ) Voir., poiiT co dernier point, mu Note Sur Ut nature eirit/imétique du nombre e
(Comptes rendus-, X. CX.X.XVIIl, p. ôgG: 0 mars 1899).

( 2 ) 11 en est de même pour la fonction F i ( ^ ) == smass inp-3 . . . s înX^ ou a, fd, . . . , )^
sont dos nombres sati&faisant aux mêmes conditions.

( ; î ) roir ma Noie du w février 1899 citée tout à l'heure.
( ' • ) Ces développementâ singuliers en fraction déeimaîe paraissent avoir été étudiés

d'abord par Liouville; voir mes Leçons sur la théorie des fonction^ Chai). IL
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les nombres mp sont a ins i complètement déf in is si l 'on donne m,; pour
fixer les idées nous prendrons

Cela é tan t , si l'on pose
IC^/'rr: / / ,

A^= m,
on a

n a, — m
•ï -4- £
"7 '̂

£ étant i n f é r i e u r à l 'un i té .
Considérons m a i n t e n a n t la fonction entière

'y ( ^, ) ::= si fi TT ̂  s i n a-n: z

et cherchons à décomposer en éléments s imples la fonc t ion méro-
rnorphe

./•(=) -^-^ '¥ ( 5 ) '""" s i n TT z s i 11 a7T .s

Si la valeur de/^ est de la forme ïo7^, le résidu A^ correspondant est

_ s_ _ _ (— ï ) " 1 _ ^ ^tfl^A^_ ^ ^ ^ .̂  ,_ ^
^^""^:~

s^ étant, a ins i que £, inférieur à j *
Si donc on veut que la série

V ^1/?.
^ f^n

soit convergente, il sera nécessaire'de prendre

m^n11,

sinon la série renfermerait une in f in i t é de termes supérieurs à

Ï

27r

Posons main tenan t
Tj ="•:

I + 5 ^
n^1 ;
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nous aurons

c'est-à-dire
a(n —ri) -=: //z,

sma7r(/^ — rj) rr o.

Donc ^ =/z — T] est un zéro de F(^); le résidu correspondant de F ( z }
est

c'est-à-dire

^ ^ r ^ ____i__.__ _ izzjl^l..
F' ( /À —- e' ) 7:0 si n TT ( /z — s / ) —" Tra siîi TT^ '

4 / __ (—T)^4"^^"" {Zll)^"1 //-// '*A,^ ̂ ^^^^ :̂  ̂ ^^^,

c" é tant a ins i que £ inférieur à î ; d 'a i l leurs ^ et C ' d i f f é r e n t d ' au tan t
m o i n s de £ que n est p lus grand ; on voi t que A^ est de si^ne con t ra i re
à A,^; leur rappor t difïere d ' a u t a n t inoins de — r que n est p l u s ^rand.

Considérons les deux f rac t ions s imples

(i) -A^.^_.,.A^
z — //- s — //. 4- 'n

l e u r sonn'nc est

( 9. ) ^.IL^lS^L^.v)( z "1 " • // )A^j^A,/4- A ^ ) f s -. / / )
(^ - 1 - /^) (^ — //, -"•1- yj)

et l 'on voit a isément d'âpres ce qui précède, sans q u ' i l soi t nécessaire
d 'entrer dans le détai l du calcul, que les coefficients du numérateur ,
considérés comme fonction, de n, sont d 'un ordre d ' i n f i n i t u d e moins
élevé que A,, et A^.

Dès lors, pour rendre convergente la série des fract ions telles
que (a), il sufBt de retrancher bien moins de termes du développement
suivant les puissances croissantes de s qu ' i l ne serait nécessaire si
l'on considérait séparément les f rac t ions (ï). On voit ici ne t tement le
mécanisme d'après lequel les zéros de ' F ( s ) , dont la distr ibution est
extraordinaire, s 'accouplent pour ainsi dire naturel lement deux à deux;
i l y a là un phénomène analogue à celui que j 'ai étudié ail leurs ( 1 ) ,
pour d'autres séries de fractions rationnelles.

f 1 ) .Acta mathematica, t. XXIV, p. 3^9.
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Conclusion.

Parmi les sujets de recherches suggérés na tu re l l ement par ce qui
précède, i l en est un sur lequel je n ' ins i s t e ra i pas, malgré sa grande
importance, à cause de sa d i f f i c u l t é : la d i s t r i b u t i o n des zéros est-elle
ord ina i re p o u r le p rodu i t de fonc t ions usuelles, par exemple pour le
p r o d u i t de deux fonct ions cr correspondant toutes deux à des inva r i an t s
^ et ^3 q u i soient des nombres rationnels ou a lgébr iques?

D'autres ques t ions ne sont pas essent ie l lement distinctes de celles
que l 'on peut se poser sur les fonct ions entières; j ' ins i s te à nouveau,
ici sur l ' i m p o r t a n c e par t icu l iè re que présente l ' é tude adjonctions à
croissance régulière, a la fois p l u s intéressantes et p lus aisées à é tud ie r
que les au t r e s»

Mais le po in t qu i appel le ra i t le p lus de recherches est sans doute
l ' é tude des séries de f rac t ions ra t ionnel les que l'on peut appeler cano-
niques, et q u i s ' o b t i e n n e n t en retranchant d 'une jfraction ra t ionne l l e ,
dans l a q u e l l e Je degré du numéra teu r est in fé r ieur à ce lu i du dénomi-
n a t e u r , u n certain nombre des premiers termes de son développement
su ivan t les puissances ascendantes de la variable. C'est la forme sous
laque l le se présente nature l lement la dérivée loga r i thmique d 'une
f o n c t i o n ent ière décomposée en facteurs pr imaires- Cette forme cano-
n i q u e a, de plus, l 'avantage précieux d'être net tement déf in ie et l'on
sait que c'est seulement à cette condit ion que l 'étude de séries de
fractions ra t ionnel les et de polynômes peut être profitable.


