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SUR

L'EQUILIBRE D'UNE ENVELOPPE ELLIPSOIDALE

SOUMISE

A UNE PRESSION INTERIEURE UNIFORME (1),

Par M. L. LECORNU.

Vai é¢tudié en 1880 (Journal de I Ecole Polyiechnique) les conditions
d"équilibre des surfaces flexibles et inextensibles sollicitées par des
forces quelconques. 1l résulte de celte étude que les tensions éprouvées
par de pareilles surfaces sont définics au moyen d’un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre, dont Pintégration in-
troduit nécessairement des fonctions arbitraires. Si I'on considere
seulement une portion de surface dont e contour se trouve maintenu
fixe d’une maniere quelconque, il est impossible de déterminer com-
pletement ces fonctions arbitraives : 'état d’équilibre présente alors
ane indétermination analogue 4 celle qu’on rencontre en cherchant les
réactions éprouvées par un solide invariable appuyé en plus de trois
points. Mais, quand il s’agit d’une surface fermée, telle qu'une sphere
ou un ellipsoide, il semble probable @ priori que la connaissance des
forces directement appliquées doit déterminer I'état d’équilibre. S'il
en est ainsi, que deviennent les fonctions arbitraires? Dans le travail
précité, J'ai examiné & ce point de vue I'équilibre d’un ellipsoide de
révolution, soumis & une pression intérieure uniforme, et montré que
les fonctions arbitraires se trouvent, dans ce cas, déterminées par la
condition de ne rencontrer nulle part des forces de tension tnfinies. 11

(1) L’Académie des Sciences a voté, en 1898, Uinsertion du présent Travail dans les
Mémoires présentés par divers Savants @ I dcadémie (Recuedl des Savants étrangers ).
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m’a semblé intéressant de rechercher s’il en est de méme dans le cas,
beaucoup plus compliqué, de Uellipsoide & trois axes inégaux, et ¢’est
ce que nous vérifierons dans le présent travail. Javais encore un autre
motif pour développer jusqu’au bout les caleuls relatifs & ce genre de
surface. On sait que, sur toute surface en équilibre, il existe un réseau
de lignes orthogonales dont chaque élément est soumis i une tension
normale & sa direction : ce sont les lignes de tension principales ou
LIGNES TS0STATIQUES. Pour une surface de révolution fermée, soumise i
unc pression constante, les lignes isostatiques coincident avee les méri-
diens et les paralleles, ¢’est-d-dire avee les lignes de courbure : des
considérations de symdétrie le montrent immeédiatement. On pourrait
étre tenté de croire que les lignes isostatiques d’une surface fermee
quelconque, soumise & une pression constante, sont encore les lignes
de courbure. Mais un peu de réflexion montre qu’il n’en saurait étre
ainsi, car la moindre altération d’une partie quelconque de la surface
doit changer, sur toute la surface, la configuration des lignes isosta-
tiques, tandis que les lignes de courbure restent les mémes dans toutes
los parties de Ta surlace qui ne sont pas modifiées. Jai reconnu effee-
tivement que les lignes isostatiques de Pellipsoide i trois axes inégaux
ne coincident pas avee les lignes de courbure, abstraction faite des
sections principales. Nous verrons que la détermination des lignes iso-
statiques se rameéne & une scule quadrature, opération qui peut étre
effectuée explicitement pour certaines valeurs relatives des axes prin-
cipaux. Il'y a un cas particalicr remarquable, dans lequel les lignes
isostatiques sont formées par les sections de Pellipsoide perpendicu-
laires au petitaxe et par leurs trajectoires orthogonales. D'une manitre
géncérale, les lignes isostatiques, malgre leur définition mécanique,
ont un caractere plutot géomdétrique, en ce sens qu’elles dépen-
dent de la figure de la surface, ¢t nullement de la grandeur des pres-
sions. Sur l'ellipsoide & trois axes inégaux, leur disposition est analogue
a celle des lignes de courbure; mais les quatre ombilics réels sont
remplacés par quatre autres points situés tantot dans le plan perpen-
diculaire au grand axe, tantot dans le plan perpendiculaire o I'axe
moyen; de plus, le systeme n’est pas isotherme.

Dans le cas particulier auquel je faisais allusion tout & heure, les
ombilics sont au nombre de dewux sculement et placés aux extrémités
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du petit axe. Il va sans dire que, si Uellipsoide devient de révolution
autour du grand axe ou du petit axe, les ombilics se réduisent encore
a deux, placés aux extrémités de I'axe de révolution.

Au point de vue de la mécanique pratique, les recherches que je
vais exposer paraissent présenter un certain intérét. Si, par exemple,
I’on avait besoin de construire un aérostat ellipsoidal, elles feraient
connaitre avec précision les efforts développés en chaque point de
’enveloppe, pourvu que celle-ci pat étre regardée comme infiniment
mince.

CHAPITRE 1. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE L'EQUILIBRE.

Nous désignerons constamment par 2a, 26, 2¢ le grand axe, axe
moyen ¢t le petit axe de Pellipsoide; par w ete les coordonnées ellipti-
ques d’un pointde sa surface; par z, y, s les coordonnées cartésiennes
rapportées aux trois plans principaux. On a alors les formules connues

2

I s

a?(a®— w) (a*— ¢)
(e*— 0*) (a*— ¢*) ’
DDE— ) (b2 — )
(O*— ¢*) (U*— u?)
o = u) (=)
T (et =) (P — D) )

2

Kn posant, pour n])r(&gcr,

on peut éerire

On sait que les coordonnées elliptiques sont comprises, 'une entre
a* ot b*, lautre entre 62 et ¢*. Nous supposerons que l'on a

ar>u> 02> 0> ¢t
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Le care¢ de U'élément linéaire ds correspondant & un déplace-
ment du, do a pour expression

ho (@ —u)(b*—u)(c*— u) T (=) (BP0 (P =y

. au—e [ wdu o de? ]
st == .
Iin posant

(1 Vi du
[ o) == — . §
' (@ =) ("= u) (¢*—u)

on peut éerire
ds* == (. — ¢) (d)? - dpt).

Quand I'¢lément lincaire est exprimé par la formule générale

s = L2} 4 M* clp?

, PR I I . . .
les courbures géodésiques — et — des lignes de coordonnées carvi-
° i P ”

lignes ont pour expression

i i
Ao 9 A0
PR fa .M

En remplacant ici L et M par leur valeur commune Vi - ¢, on (rouve
plag | \! ’

oo du
1 dp. 1 ).
v 4 0, 3
el G 1 e g ) o2 o (1 — )*

Un caleul facile montre que Pangle do de deux normales i la surface,
aux extrémités de Pélément da considéré sur la ligne .

== consl., a
pour expression

. athtet .

eyt = e (e ¢)di?.

, . . . 1
On en déduit, pour la courbure principale correspondante i
1
1 dw  abe
R, 7 s T T

(gt
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De méme, pour I'autre courbure principale,

1 abe
R, ~ 1&°
2 u®
L.a courbure totale est
L atbre?
RyRy 7 w2

" 1 1 I
On peut s’assurer que les valeurs de L, M, —, :

-— > o verifient
. i X P1 Pz, Bl, R,
identiquement les équations connues

d -
LA HRL AN (1 S S PR,
Coa t ol TR T
I
Ry
M dp e\ Ry l{1> = 05
d-l L
1 P I P2 1 :

M dp L d o}

Les ¢quations générales d’équilibre, établies d la page 22 de mon
Mémoire de 1880, sont

1 dny, 1l B i 2l
L dh M dp. 0a oY
1 odn, 1odt ny—n, 2t r
M dp. L oda 0 Py

n I 2l

B T T L

R, TRTT

T désigne le rayon de torsion géodésique des lignes coordonnées; cette
grandeur est infinie dans le cas des lignes de courbure. Comme nous
employons ici les coordonnées elliptiques, les lignes de coordonnées
C ;i; ==
D’autre part, F,, F,, ® sont les composantes, relativement aux tan-
gentes aux lignes de coordonnées et alanormale, de la force extérieure
agissant sur I’¢lément superficiel, cette force étant rapportée a I'unité
de surface.
A

Ann. de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome XVII. — NoVEMBRE 1900, 64

sont des lignes de courbure de la surface : il faut done fair
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Il faut donc faire F, == F, = o et supposer ® égal & une constante,
que nous appellerons II : ce sera la pression par unité de surface. Les
quantités n,, n, sont les tensions superficielles, rapportées a l'unité
de longueur, qui s’exercent normalement aux éléments Ldh, Mdu;
zest la tension, rapportée a 'unité de longucur, qui s’exerce sur ces
¢léments suivant leur propre direction et qui a, on le sait, méme
valeur pour tous les deux; n,, n,, ¢ sont les trois inconnues du pro-
bleme. On voit qu'elles doivent vérifier les trois équations aux dérivées
partielles

1 dny 1 dt L ny 2l o
L da M dp. Pa e
1 dn, 1ode | ony— 4 2 _
M dp L dhr ' o T
ny  n

=N N

R, TR,

Si nous remplacons L, M, p,, g., Ry, R, par leurs valeurs, ces équa-
tions prennent la forme

‘ n., o
2(w- ) ({[”: o )'--’ (lu (Ry-ny) ko L0,

7 Il[J 7 v }/11. ’
- [dn, di oy : du
(*) (e “““)(zzpi =) () o,

2 ' . ( );
Nyl A= Ry s e (1040 )%,
! : abe

Il est évident que nous ne diminuerons en rien la généralité du pro-
: , m TR
bleme en supposant provisoirement la constante . égale & Punité :
[£ H
il suffira ensuite, quand nous voudrons nous affranchir de cette hypo-
- T 1 , e g
these, de multiplier par - les valeurs (rouvées pour ny, n, et 2. La
troisicme équation devient, dans ces conditions,

3
(2 bis) Nt gy = (1 )*.

Nous allons maintenant effectuer une transformation qui revient, au
fond, a prendre pour nouvelles lignes de coordonnées les génératrices
rectilignes (imaginaires) de Uellipsoide
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Introduisons les quantités ¢,, ¢, définies par les deux équations

, —
(3) } 71111—122(f+tzzt\/z¢t::2cp,,

( Nl — Ny ¢ — 2it\/z¢c*:202.

Au moyen des équations (2 bis) et (3), on exprime aisément 7,, n,

et ¢ en fonction de o, et 9,5, et 'on trouve
/
2N U = (zw)2 + @y -+ Qo

(4) 2n50 ——(uv)2——ol — 0,
2it\ue =g, — g,
d’olt, en différentiant et se rappelant que « dépend uniquement de 2,
et ¢ uniquement p.,

dny 3 4 Ydv  do,  do,
au de. """ 2 Zl[ + c_/(; B ‘(Z(I’
odny 3 phdu  doy  doy
dh 2 dN T dR T dn’

. dt 1 clu 1 [de, d%)
Dl e DT e e— e —== |
clh 2u \/lw (41— ) \/(Uy < )
.ot dy 1 [do, do,’
P A U — .____.._._._. 0, — B i A

dp- 2¢\ up (0 = %) 7 dp. \/uv <d£L d.“)

La substitution dans les deux premieres équations (1) donne

/: ot Z;t e (2’31 + %‘z - ﬁﬁ(% — 92) ZH 2\/‘;“’ <1‘P—‘ ‘dl_fj)
i L 5 [5/&5(5——«)) . uz-:av (0 + %)} Z% B :“;(‘&L—_—;S( o -Z—;; )

:7' ui o ({f{% - ﬂ’l“ <{’l;{il " (Cjzcl)j) “ 4 u \/l:(; %) % 2 \/[up (C:IJ;: - ‘:;P)Q>
T e e A aee e o Lk

e T .y , . )
Eliminons @, ¢n multipliant la premiere equatlon par —=, la se-

Va

. - dyy
conde par -- \/I_ et ajoutant. Les dérivées —s> dlsparalssent en
(¢4
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méme temps que o9,, et il reste simplement

i do, 1 do, .o~ du
_— . —ie-=)o
o\/u . w\v dp. . v ([A) il
du - (l&*)

’Zj\.-_\u(—l-—[J.

On peut, par un procédé semblable, former une ¢quation analogue
renfermant la scule inconnue g, : les inconnues se trouvent done sé-
parées. Si nous posons maintenant

o= @ - o

RV AV

/l[‘j *{/7\ = L *({I'J‘::’
\/“ \,/‘v

nous avons, en appelant ¢ 'une quelconque des fonctions ¢, 2.,

dy 1 (’/lq) . f{@ dy i (//fg dy®

dn \/,, o (/ﬁ.)’ dp. /e dz r/&;)’
¢t, de méme,

{ll(. o (rlu _ f//l \ du . [ ((/1( du

dr Vu du " dp)’ dp. T Vo dadp

de o fde de” v (o da

@ v ) w Nz (,/a ~ )

Les équations en ¢, 4, prennent ainsi la forme

/ du oy du oy
dy ot ¢ do. do N o

A e SR it TN [T ],
« ¢ u ¢

dot alu “(5) ‘

(5) .
du oy du ly
dyg, vy df sy, ”’.; sl odp B
P J - A [NOIS ORI i Dy 1x (4% - USSR MV I
bodp ot 0y \ « o ) P u ¢

Ce sont deux équations linéaires, renfermant chacune une seule
inconnue et une seule variable, autre variable devant étre traitée,
pour Iintégration, comme un parametre constant.
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CHAPITRE II. -—— INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

L’intégration des équations (5) s’effectuc immédiatement, et donne

[ oo - e ],

! b= -_-j—;_l‘f(la»«(’)((’g—g i})fﬁ)-’;—r(a)‘l

(6)

F, et I, désignant des fonctions arbitraires.

Il ne reste plus qu'a exéeuter les deux opérations de quadrature qui
sont manifestement identiques & part le nom de la variable.

La premiere méthode qui se présente a Uesprit est la suivante :

Considérons, par exemple, la quadratare qui figure dans expres-
sion de ¢, et éerivons-la simplement

/n(u — ) (v du — u dv),

en n’oubliant pas que « et ¢ sont ici des fonctions de la seule va-
riable o, 'autre variable indépendante, 8, devant rester constante.
I’équation différentielle des lignes asymptotiques rapportées aux
lignes de courbure est, comme 'on sait,

l“rl) M ([[J

. g —o,

Ii, I(
ce qui donne ici
)2 { dp?

~ =0 ou de dfp =0
w“ v

Les lignes o == const., 8= const. sont donc les génératrices recti-
lignes de I’ ellipsoide. Mms, si un point mobile M decrlt I'une de ces
génératrices, G, de paramitre 3, et si S désigne sa distance & un point
fixe de G, les coordonnées cartésiennes (I( M sont des fonctions
linéaires de S, qui lui-méme est fonction de .

En outre, les coordonnées elliptiques w, ¢ sont les deux racines de
Péquation du second degré en w,
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ce qui donne, avec une notation évidente,

u-+o0=23(a* — %),
wp = 2b*c* — T(D*+ c?) a2,

u + v et up sont donc des fonctions entieres de z, y, 5 et, par suite,

de S. Posons
w—+o—=E, up=F.

Nous avons identiquement

(u—-9)(vdu— udy)=2F dE — E dF.

Cette expression est donc la dilférentielle d’une fonction entiere
de S, et la quadrature est des lors immédiate.

Jusqu’ici, aucune difficulté; malheurcusement, quand on veut,
aprées avoir obtenu ainsi ¢, et g, en fonction de « et 3, revenir aux
coordonnées réelles w et ¢, on se heurte & des caleuls presque inextri-
cables. Une autre méthode, moins naturelle au premier abord, m’a
conduit bien plus rapidement au but.

Gette nouvelle méthode nécessite 'emploi des fonctions elliptiques,
mais disons ds maintenant que ces fonctions disparaissent entiere-
ment & la fin du caleul.

Il s’agit, en somme, d’effectuer la quadrature

J = /"'(,,} ) (v du -~ wdp)

-

dans I'hypothese
dh ; dp.
Va e
Si nous posons pour abréger

f Vet —u)(b*—u)(ct—~u) = U,
| V(a? =) (=) (" =) =V,

(7)
les équations (1) nous donnent

i Ve . 1o
dh = ; 3/— du, {dp = ; \/V dy,
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de telle sorte que u et ¢ sont liés ici par la condition

du  dv
TV
Posant
Ver—u =in, dol  wu=c+ o2
nous avons |
du du - Zdy
U @) —a)(F—a) @@= —wt) (0 — ¢ — at)

[Faisons encore

b2 —c
""T""" — .: /l.Q
a*-—c?
Il vient
du
i

Introduisant enfin la notation

v do
@ = =

d’on
wozamge el sinw==sno,

nous avons

. . . . . de .
Un caleul identique effectué sur 'expression 3 nous donnerait

Gquivaut i cette autre

¢ — b= const.,
les nouvelles variables ¢ et ¢ étant liées aux premiéres par les équa-
tions

(8) = ¢ 4 (Dt — c?) sn?g, ¢ =+ (02— ¢*) sn*.
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Revenons & I'intégrale J, que nous pouvons écrire
A . o o
(9) J:/(u—«v)(o—c du—u—c d() 2([(—!—’)2.

En laissant provisoirement de coté le dernier terme, nous avons a
considérer I'expression

(10) n :/((c—« v) b du—t—c clv>
Mais
u—c*=(b*—c*)sn*o, ¢ —¢rm= (b*— %) sn?
d’ou
du=a(*~c)sngcenpdnody,  do=2(b*—c*)snycend doddy,
u—p == (b~ c*)(sne —sn*d).

Par suite, en faisant dyp = d{,
H=a(b*— c“)"'/"(sn?cp —sn*¢)snosnd(snd enedng —sng end dnd) do.

Soit
o —d=ap, PRNVESEYA

do - dl = dy.
On a d'ailleurs
snengdng 7= sng ('nv{; dny

PrECI (G -—0) = —8n2
1 R snte sty =sn(y-—9) snap,

puis

asnpeng dng ashg enp dnp

sno =zsndo= - i il 8 S0g - s == 7enpenp.
1— k¥ sn*psnty’ - k*sntp sn I/

ol

hsnpenpdnp < sngengdng

2 «n? ) — '
(1) sng sutg = (1 k*sn®psntq)?

2 — 9 -
(12) hsngsnd= (sn*penty dn’y —sn*gen’pdnip) 4(snqg —snip)
(1 k*sn*p sutq)? 1 —ktsntpsnty

Il vient ainsi

' g / snpenpdnp sng eng dng(sn? ‘g —su'p) [ el sn*g —snfp \*
(1 —Kk?sn*psniy)” “\r—/ktsntpsnty

snap dy.
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Posons maintenant
o t=1—k*sn’psniq;
ou
1— ¢ —K2sntp dt
e

-—=—2k?sn*>psnqgcngdng,

sn?g —snp—= — o~ [ —
7 £ k*snp dq

et nous avons

— 1B , {enpdnpsnap /1 —t—Fksntp (1—t—/A%sn*p)?
H =4 (b*— c2)® _(1—t—Fksn*p)?
[ 1 (b c*) f /2 L:;Snzp ez Sng[) 1 i su‘p — > dt,

asnpcnp dnp

ou bien, comme sn2p =
P 1— k%sntp

(b)Y sn*ap(1— [*sntp) (1 —¢—k2sntp) (1—k2sntp — 2l 4 42)
oo 2 e . dt.
sntp &

Sous cette forme, I'intégration est immédiate. On a

(r—=t—k*sn'p) (1— Kk sntp — 2l + )
/,";

(= R2sntp)* 3(r—A%sntp) 3 —Ksntp x
. % - i - 6 A

d’ou

2( b2 sn*ap (1 — k*sntp)? [ (1 — k2sntp)? 1— sn*p 3 —AKsntp 1
4 - -+ 9 :
i Gt & YE ¢

bsn®p -

2

c
~z7 ous pouvons

l{’ » ‘lA %3 [ o ar 1 » t /2 bﬂ_
in remplagant sn2p par sa valeur et £* par - ;
encore éerire

3 — P RY (_52,2/7 dn®p [ (1 — k*sn*p)* I k2 sntp S—K*snip — i—
(13) II_B(CL c*) snip Lt I -+ o 2 i )

expression & laquelle s’ajoute une fonction arbitraire de p. Comment
choisir cette derniere?

CHAPITRE III. — DETERMINATION DES FONGTIONS ARBITRAIRES.

Nous admettrons qu’en aucun point de la surface de I'ellipsoide il
ne peut se produire des tensions infinies. Cette hypothese ne serait
nullement nécessaire si 'on entendait se tenir dans le domaine de la

Ann. de ULe. Normale, 3° Série. Tome XVII. — Novexsre 1goo. 65
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pure abstraction. Mais elle s’impose du moment ot I'on veut que les
résultats fournis par la Mécanique rationnelle concordent, au moins
approximativement, avec ceux que pourrait donner ’expérience. Nous
avons considéré la surface comme inextensible et dénuée d’élasticité.
En réalité, ainsi que je I’ai fait remarquer en 1880, les conditions
d’équilibre sont les mémes pour une surface extensible et élastique :
car, du moment ot I’équilibre est atteint, on peut, par la pensée, sans
troubler cet équilibre, supprimer 'extensibilité et I’élasticité; cela
revient simplement & introduire de nouvelles liaisons. Si une enve-
loppe ellipsoidale extensible et élastique est brusquement soumise &
une pression intérieure, elle commence par se déformer et atteint
bientot son état d’équilibre. A ce moment, la figure differe de celle
d’un ellipsoide; mais clle en differe d’autant moins que 'extensibilité
est plus faible. Si donc la membrane considérée est (res peu exten-
sible, et si la pression n’est pas trop grande, on peut, sans erreur
sensible, admettre que la forme définitive est encore ellipsoidale. Dans
ces conditions, les calculs qui nous occupent s’appliquent sans modi-
fication. Mais alors, les tensions sont partout finies, sans quoi 'enve-
loppe se déchirerait immédiatement. On voit bien par 1a quel est
Iintérét de traiter le probléme abstrait en excluant toute valeur infinie
des tensions.

Les équations (3) et (4) montrent que, si les tensions ny, n,, ¢
demeurent finies sur toute la surface de P'ellipsoide, il en est de méme
des fonctions g,, 9,, ¢t réciproquement. Les équations (6), (9) et (10)
indiquent que, pour cela, la fonction H et celle qui s’en déduit par
la permutation de p avec ¢ doivent rester partout finies, et, de plus,
tendre vers zéro en méme temps que la différence u — v, ¢’est-d-dire
quand le point considéré s’approche d’un ombilic de la surface. Or,
en vertu des équations (8) et (11), I'on a

snpenp dnp X sngengdng

[ 0= ()2 2 in2o — snil) = b2 02y 20 S i ,
w—=(b c?) (sn*o —sn?) =4(b c?) (i — J* §np snig)?

ce que nous pouvons écrire

(r—/FK2sn®p) (1 — k2 sn*q)
(1— k*sn*psntq)?

(14) iw—p=(b*—c?)sn2psnzq x

[l faut done d’abord que la valeur (13) de H, augmentée d’une cer-
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taine fonction p, tende verszéro en méme temps que snp. Pour réaliser
cette condition, développons I'expression

- Y (r— k*sn*p)? 1 — k?snt 3 — k?sn* t
.]*J = cn- d 2 -_ P - d
panp [ G 0 REYE t]’

suivant les puissances croissantes de sn*p. En posant, pour abréger,

sn?p =§, sntg = Qo t=1— k%n,
I'on a
. oo 1 — Lk2E2)2 — JRE2 3 f2f2 -
Y2 [P 0 L s S T
GO —FkEn) (1 —FREn)® " 2(1—£A%n) 1 —k2a |
d’ailleurs
1
..... — — 27 SRy 16 35 o B
R =14 Kn~ KB 4 kSEnt4-. ..,

SN k2 - ShvE2n? (6308 4.
(Th ) + 3k n + GRS~ 10k 0P +. . .,

I p
T e, olvitnt (6533 4 L
G faenys + 4 k250 - 10 k4 0t - 20 K583 n® +
Nous supposons ici modA*Zy <1, ce qui a toujours lieu pour les
valeurs assez petites de & : car on verra bientot que, si g est infiniment
petit, » differe infiniment peu de 'unité.
A l'aide de ces formules, on trouve sans peine
L=—3(—§)(1—£k%) + ¢

en désignant par¢* I’ensemble des termes qui sont au moins de degré 4
par rapport a £, et conséquemment de degré 8 par rapport a snp.
Nous sommes ainsi conduits & mettre H sous la forme

2 (at— c*)?

H = . [(x—sn?p) (1 — A2sn?p) +sn®p f(p, )] -+ T (p),

dans laquelle £ (p, ¢) est une fonction qui est de méme finie quand snp
tend vers zéro. Des lors, pour que -S—[%—) soit fini quand snp tend vers
zéro, il suffit que la fonction arbitraire F(p) soit prise égale &

2__ »2)3
2(a... (‘_)_ (1 —sn*p) (1 — Ak*sn®p).
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En résumé, nous sommes conduits & ajouter & Iexpression (13)
de H la quantité

a(a®— c?)? .
UL ) enrpdne,
snfp

ee qui donne

. —_ - cnipdn®p 4 G— 2k?sn'p
(15) H=»s(a*—c*)? sn®p [ 1— A%sn*psniqg +_(l—/."2 snpsng)?
G—Fsntp) (1—/K*snip)

(1 — k*sn*/isn?q)? 3 (1 —Psnipsnq)t |’

La quantité qui figure entre crochets au second membre est Ie carré de

I'expression
2 1— Arsntp

3 rpian T T
1— A*sn*psntqg o (1— ktsnipsnig)?

qui peut elle-méme s’éerire

I2sntp(h*sntg —1)
(1 — k¥ sn2psniy)?

On a donc
sn*pentpdntp (1 — /zsn"(/)

- "I
e A SR L LY (1— k¥sn®psntq)*

ou bhien

(16) 't g (a*— ¢®) (0P —c*)? sn‘z)p(lw/zsn"/') (l-——/.‘sn 7).
i (1~ k*sn?psny)t

On en déduit, en vertu de I'équation (14),

(19) o (a? ) (O — ) snap (1 k2snbp) (1 — A% snty)
7 e e SN TR .

w9 2 snag (r—A*sn*psniq)*

Nous devons maintenant faire remarquer que, pour les poinls reels
de la surface, les variables imaginaires p et ¢ ne sont pas indépen-
dantes. Les équations (8) montrent en effet que sn?g estréel et compris

I . , .
entre 1 et 5 tandis que sn®g est réel et compris entre o et 1. Donc g

estréel et ¢ est de la forme (2m +1)w ik, olt £ désigne une quan-
tité réelle, et 4o la période du sinus amplitude. On tire de Ta

ap==@-— b= —(2m--1)n — A,

2= @+ b= 0~ (2m 1) oy = L
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Soit p' I'imaginaire conjuguée de p. On a

2p =0 —(2m—+1)w—+ A
d’ott
2(q—p)=(bm+2)o, g—p' =(2m—+1)n

et par suite
sn2g =—-—sn2p’, sng ===cnp’.

Yoo snap , . .,
Dans ces conditions, le rapport gﬁ;i} a un module égal & 'unité, et

en oulre, si snp est infini, sng est infini de méme ordre. D’autre part,
la différence 1 — £*sn*psn®q n’est jamais nulle : car, sng et sni
n’étant jamais infinis, la relation 1 — £2sn®p sn*q = o entrainerait, en
vertu de (12), I'égalité de sn*p ct sn*g. On aurait alors

. I
sntg === -,

d’ou

eng = \/x o /l et dng =1 /.

Mais, d’autre part, nous avons trouvé

asnpcng dng
sng —snb — ——-——-~>L— .
: 4 1 — k%sn*p snq

Cette différence serait infinie, ce qui, nous venons de le dire, est
impossible.

. , ] ap s T _ H
Gela posé, on reconnait immédiatement gque la valeur de prat

=
telle que la donne Péquation (r7), est finie sur toute la surface de
Tellipsoide.

Remarquons encore que, si 'on appelle, pour abréger, trangle po-
sitif, Vaire triangulaire déterminée sur Uellipsoide par I'ensemble des
points dont les trois coordonnées cartésiennes sont positives, & une
valeur arbitrairement choisie de snp correspond toujours un point récl
de ce triangle, ot un seul. Soit, en effet, p, =« + (p 'une des valeurs
de p répondant & la valeur que ’on attribue & snp. En négligeant les
multiples des périodes, qui ne jouent ici aucun role, les valeurs de p
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pour lesquelles snp est le méme sont

Po=c +ip,

p=2n—a—1Iip.
Les valeurs correspondantes de ¢ sont, comme on vient de le dire,

Go= O+ a— P,
g=3w — o+ ip.

De I, pour ¢ les deux valeurs

Oy=pPo+ o= o+ 20,
o= p 4+ g =hw—aca,

et pour Y les deux valeurs

Yo==qo—py=0 ~- 20,

b=qg —p=0—aif.

Par conséquent sng, = sng et sn, = sn. Les fonctions sno, sni
sont donc compleétement déterminées, et il en est de méme, en vertu
de (8), de w et v : ce qui démontre la proposition.

A chaque valeur de snp correspond également une valeur unique
de sn*q¢, savoir en®p’, et par conséquent, en vertu de I’équation (16),
une seule valeur de H. Les équations (6), (9) et (10) montrent
d’ailleurs que la fonction désignée dans le Chapitre précédent par g,
est liée a H par I'équation

) e

@

uy [ c* .
’:/__ 5 ‘—;(11. — )2 o "J .

Le radical yue, qui ne s’annule jamais, a un signe bien déterminé.
La fonction g, aussi bien que «, ¢, H, est done completement déter-
minée des que snp est connu.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir que Dexpression
trouvée pour H est la seule qui réponde aux conditions du probleme.
Supposons, en effet, qu’il existe une autre solution H' : elle s’obtiendra,
comme nous le savons, en ajoutant & H une certaine fonction de p, que
nous pouvons écrire F(snp). Cette fonction, pour chaque valeur
de snp, n’est susceptible que d’une seule valeur; car, quel que soit
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I'état d’équilibre réalisé sur Pellipsoide, les tensions n,, 7,, £ ont en
chaque point de la surface des valeurs déterminées. En vertu de la
premitre équation (3) il en est de méme de g,, et par suite de H.

D’autre part, nous savons que chaque valeur de snp détermine un
point, et unscul, du triangle positif. Donc la différence H' — H ne peut
prendre qu’une seule valeur pour chaque valeur de snp, autrement
dit, F(snp) est une fonction uniforme de snp. En outre, cette fonction
ne devient jamais infinie, et elle s’annule, ainsi que H et H', aux om-
bilies de I'ellipsoide.

La théorie générale des fonctions nous permet de conclure que
F(snp) est identiquement nulle.

En résumé, la valeur de H donnée par I'équation (16) est la seule
qui remplisse toutes les conditions du probleme, et nous avons

oot N, (@@=t (BP—c*) —snap (1 —L*sntp) (1 — k*sntg)
17 (00— Ve 2 Ve snag (r — k®sn*psnig)?

La permutation de p avec ¢ fait connaitre ¢,. On peut écrire plus
simplement, en tenant compte de I'équation (14),

M(u—w’)\/m , @t c?
g%w 9 Tt ntag )

(18)

( P2 g"y"_:_:_ii_&/_lf"’ <c'—’+ T"C)

sn?ap

CHAPITRE 1V. — CALcuL DES TENSIONS.

En remplacant, dans I’équation

__snocnydny —sndcnodno
snap == sn(e — )= 1— k%?snosnd ’

d : - w— c? v —¢?
les fonctions elliptiques sng, sn par leurs valeurs \/b‘l— = \/bﬁ__ 3
, . b — ¢?
mettant a la place de £ son équivalent \/21_2:_2? et tenant compte des
notations (77), on trouve aisément
iJai—=¢? (e2—u)V —(ct—¢)U
V(e —c?)(v—c?) (0*— c*)(a*—c*) — (u—c?)(v—c?)

snap =
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et de méme

snag = l\/;l7~:ﬁ (¢*—u)V-+(2—¢)U i
M == o) (B ) (@— ) — (= ) (v — )
Par conséquent,
1 1 a(u—c) (vt \ N (o (¢*- ) Vig- (c*— )22
sn?ap - sn*ag - at—c* [0 ) (@ et = (= e (v = ) [(c? ——u)"\” —(ct—0)2U?]
mais

(= u)P V= (= 0P V== (u— ) (¢ — ) (= ) [(D*— ) (a*— ¢*) — (1w —c*) (¢ —c*)],
d’ont

S S up(u9) = fup (@t +0*) — 20 (W + 0*) - 2w+ 0) ea b — fa* b ¢*
snfap  sn*ag (@*—c*)(u— o)

Posons pour abréger
Sat=P, Yarh?==0(), atlhet o R,
et les équations (18) nous conduisent i ce résultat :

Vuy

Opok gy = r'—;[uv(u ) e aPugA-2Q (w4 0) — 2R
Nous voyons ici renailre la symétric par rapport aux trois lettres a,
b, ¢, symétrie qui avait disparu au moment ol nous avions introduit

les fonctions elliptiques. (’est une wrlhcatmn de Pexactitude des
calculs. D’autre part,

( [ /;liV
snfop  snfaq (@ c*)(u— ~ )2’
d’ols
2\ up
@y ggz= Y X UV
= ’

expression également symétrique par rapport aux axes de I'ellipsoide.
Portant enfin ces valeurs de ¢, + ¢, et ¢, —g, dans les équa-
tions (4), remplacant U et V par leurs valeurs (7) et rétablissant le
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. II
facteur constant e’ nous avons

I e
m= - H?{—’i—‘—) [we—Puv+ Q(u+¢) - R,
I wo .
(19) ,12:_c.zifcW-l\z/t-v—)sz?~Pzw+Q(u+o)' -R],
I [
P/ ep— ——

a7 < l"---_:—(-)\/(a“:-— w)(u—0)(u—c*)\/(a*— ) (b*— ) (v —c*).

En tenant compte des équations (1), on peut s’assurer directement
que ces valeurs des tensions satisfont aux équations différentielles (2).
On peut aussi, en supposant b* égal soit & a®, soit a ¢?, retrouver les
formules relatives & Uellipsoide de révolution, formules qu'il est aisé
d’établir sans aucune intégration. On remarque enfin que la tension
tangentielle ¢ est nulle pour chacune des sections principales et que,
par suite, celles-ci sont bien, comme la symétrie 'exige, des lignes
isostatiques.

On constate d’ailleurs que ¢ s’annule uniquement pour = = a?,
w==b0% 0=10% ¢ =c* cest-d-dire qu'en dehors des sections princi-
pales, les lignes de courbure ne coincident jamais avec les lignes isos-
tatiques, et méme ne leur sont nulle part tangentes.

Voyons comment varient les tensions normales 7z, et n, le long de
chaque section principale.

Plan des axes b et c. — Pour annuler la coordonnée cartésienne x,
il faut faire « = a*, ce qui donne

g ng= 5}%[75“1202%_ ac? — b2c?)\/o,
I, s 1 @b+ @t — b
( ny= 7 (a Vo — EASS e ‘>
La variable ¢, qui figure seule dans ces formules, a une signification
géométrique tres simple : elle est égale au produit des deux rayons
vecteurs focaux dans le plan de la section considérée. La tension 2, est
perpendiculaire & I'élément linéaire pour lequel u varie seul, c’est-
a-dire, ici, i I'élément orthogonal & la section principale. La tension 7,
Ann. de I'Ee. Normale. 3% Série. Tome XVII. — NovVEMBRE 100, 66

(»o0)
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est perpendiculaire  la section principale et, par cons¢quent, clle est
parallele au grand axe de Uellipsoide. 2, mesure done I'effort d’arra-
chement exercé sur le contour de la section principale. On voil que cet
effort n’est pas constant. Maximum & Uextrémité du petit axe, c’est-
a-dire pour ¢ = 42, ce qui donne

il devient minimum i Vextrémité de I'axe moyen, ¢’est-i-dire pour
p==c*, ce qui donne
Watd < 1 1 )
Ny == e | = == o ~)-

2 a* bH* c*

\ . ) . 1 I I et
Il est & remarquer que si l'expression =+ 73 — 7 st négative, la

tension 7, est négative a 'extrémité de 'axe moyen, et alors, malgré
Pexistence d’une pression intérieure, 'enveloppe tend & s’¢eraser en
ce point. Sil'on désigne par do 'élément linéaire de la seetion princi-
pale ¢t si 'on calcule l’irl(,é;_;l'nlc//z2 dz ¢rendue i tout le contour, on

trouve, comme cela devait étre,
mwhe < 1.

Pour des valeurs données de b et de ¢, la valeur moyenne de n, sur
le contour dépend uniquement de 115 mais la distribution des tensions
dépend essenticllement de @. Si, laissant b et ¢ constants ainsi que 11,
on fait croitre indéfiniment «, la valeur absolue des tensions extrémes
augmente indéfiniment, de telle fagon qu'un aérostat de forme indéfi-
niment allongée finirait toujours par se rompre suivant sa section
moyenne, méme sous action de pression intérieare tres faible, 4 moins
que b et ¢ ne fussent rigoureusement égaux. On voit & quelles erreurs
énormes on s’exposerait en considérant les efforts comme uniformé-
ment répartis sur le pourtour de la section.

Plan des axes a et b. — 1l faut annuler la coordonnée 5 et faire par
conséquent ¢ = c¢*. En permutant, dans les formules précédentes,
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a avec ¢, u avec ¢, n, avec n,, on a immédiatement
1 — 1 b2c2 2.2 272
ny = —- (:‘3\/u~—~ +ai @b ’
ab 2 Ve

I —
' O ;;(—bﬁ(b?ci’%— atct— b )/ u.
\ (

(1)

La discussion se fait de la méme maniere: mais, comme les deux
1

IR 1 1 r I . .. .
EXPressions —; + — — 55 et &+ — g sont toujours positives, il ne

peut jamais y avoir de tendance i I'écrasement.
Plan des axes a et c. — Pour obtenir la totalité de la section princi-

pale comprise dans ce plan, il faut faire successivement « = b* (¢ va-
riant de b* & ¢*) et ¢ = b* (w variant de b* i a*). Pour u = 0%, on a

2ab*c

I ~ @b D2 — ac?
(112:;;(—. b2/p — @b+ brc >

2/
Ces formules conviennent aux parties de la section principale com-
prise entre les extrémités du grand axe et les ombilics; 7, est la ten-
sion dirigée dans le plan de la section et r, est la tension normale

g n, = L — (> D*=4- D2 et — azcz)\/}—’,
(22)

A celte section. Pour ¢ = 0%, on a de méme
1 - @b b2 e — ale?
Iy == P /,‘z\/,‘ ¢ 2 >.‘
(23) ,.,] Vi
re= g (U S — @)V,

formules qui conviennent au reste de la section. Ici, ¢’est n, qui
désigne la tension dirigée dans le plan de la section et n,, la tension
normale & la section. Au passage d’un ombilic, n, se permute avec n,,
mais cette discontinuité n’est qu’apparente; elle tient aux singularités
que présentent, aux ombilics, les coordonnées elliptiques. En réalité,
la tension normale & la scction est représentée, en tous les points de
cette section, par la formule

I —
e (2 D2 be?— a?c? W
"= Salbie ( Wer,
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dans laquelle w désigne le produit des rayons vecteurs focaux. La
seconde tension principale varie également d’une maniere continue.
Au point de vue des tensions, les ombilics géométriques ne jouent
donc aucun role particulier.

Ombilics mécaniques. — Cherchons maintenant s’il existe des ombi-
lics mécaniques, c’est-i-dire des points pour lesquels les tensions
principales soient égales entre elles. On sait qu’en pareil cas la com-
posante tangenticlle ¢ de la tension est nulle quelle que soit la direc-
tion de I'élément linéaire tracé sur la surface, et que, pour deux
directions rectangulaires quelconques, les tensions normales sont
égales. Les formules (1g9) doivent donc donner ¢ = o, et 'on en con-
clut que les ombilics mécaniques, s’ils existent, ne peuvent se trouver
que sur I'une des sections principales: autrement dit, en un pareil
point, I'une des coordonnées u, ¢ doit atteindre 'une de ses limites.
Examinons successivement les diverses hypotheses possibles.

1° u=a* -- Les tensions normales sont données par les for-
mules (20), et, en ¢erivant qu’elles sont égales, on obtient I'équation

2ab ¢ - (0 4= ac* —- 0*¢*) (¢ - a?) == o.

Faisons successivement dans le premier membre ¢ = 4%, ¢ =¢*. La
substitution ¢ = 6* donne

(a®b? - cta? ¢ b*) (a* -~ b?).

Le signe est celui de a*b* — a*c¢* — b*¢*. La substitution ¢ == ¢* donne
(a?c*— a?b* — b2 e*)(a* —¢*) ou bien - [a@*(b2— ¢?) -+ b2 (@ —¢?),

résultat négatif. D’apres cela:

Il'y a quatre ombilics mécaniques dans la section perpendiculaire
au grand axe si la quantité a*b* — a*c* — b*c* est positive; il n’y en a
pas dans le cas contraire.

On remarque que, dans le cas limite a®* = &* (ellipsoide de révolu-
tion aplati) on aurait deux ombilies pour ¢ = 0%, c’est-a-dire pour

= o (extrémité de ['axe de révolution).

2° u = b* — On doit recourir aux formules (22) qui ne different
des formules (20) que par la permutation de @ avec b. L’équation a
vérifier est

20ty — (a0 + b2c? — a?c?) (9 + b2 )=o.
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La substitution ¢ = ¢? donne
(03¢ — a2 b? — a2c?) (b2 — c2),
quantité négative, car
b2c?— a?b®— a*c? =— b2 (a? — ) — a2c*.
La substitution ¢ = 4* donne
—20%(a® — b%) (b2 — c?),

quantité également négative. Exclusion faite des ellipsoides de révo-
lution, il n’y a donc pas d’ombilics mécaniques répondant i cette
hypothese.

3% ¢ =b*. -~ Les formules (23), qui conviennent & ce cas, se dé-
duisent des formules (20) par la permutation de @ avec b, de u avec ¢,
de n, avec n,. L’¢quation & vérifier est alors

2b*u — (a*b? + b2c?— ac?) (u + b*) =o.
Les substitutions v = a* et u = b* donnent respectivement
(a® — b)) (a?c? + D2 — a?b?) et — 20 (a*— b*)(a®—c?).

La seconde est négative. La premiere alesigne de a®c® + b* c* — a?b>.

Done, pour que 'hypothese ¢ = b* fournisse des ombilics méca-
niques, il faut et il suffit que I'expression a®b* — a®c® — b*c* soit né-
gative.

Les ombilics mécaniques ainsi obtenus sont compris entre les deux
ombilics géométriques etles extrémités du petit axe. On voit en méme
temps que, pour un ellipsoide & trois axes inégaux, les ombilics méca-
niques ne peuvent coincider avecles ombilics géométriques.

4° ¢ =c*. — 1l faut recourir aux formules (21), et I'on obtient

I’équation
2¢"— (b2e?—-atc*— a?b?) (¢*+u) =o.

Les substitutions u = @*, « = 0* donnent respectivement

(22— c?) (a?b? + b%c? — a’c?) el (b*— c*)(a?b* 4+ a’c*— b*c?).
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Toutes les deux sont positives; il n’y a donc jamais d’ombilics méca-
niques dans le plan perpendiculaive au petit axe (exclusion faite de
I'hypothese b* = ¢*).

En résumé :

1l existe toujours quatre ombilics mécaniques, symeétriques par rapport
aux plans principavx. Ces ombilics sont dans le plan perpendiculaire au
grand axe, ou dans le plan perpendiculaire & ’axe moy-en suivant que
Uexpression a*b* — a*c* — b*c* est positive ow négative. Dans ce dernier
cas, les ombilics micaniques sont situes entre les ombilics géometriques et
les extrémites du petit axe.

Dans le cas particulier ot a*b* = ¢*(a® + b*) les ombilics se rédui-
sent a deux, places aua extrémaulds du petit axe.

CHAPITRE V. — LIGNES 1SOSTATIQUES.

Les lignes de tension principales, ou lignes isostatiques, jouent, au
point de vue mécanique, un role analogue i celui des lignes de cour-
bure au point de vue géométrique; elles sont définies par la condition
d’étre partout tangentes aux divections principales de tension.

Soit e I'angle sous lequel une ligne isostatique croise la ligne de
courbure ¢ = const. En procédant comme pour la recherche des direc-
tions principales d’une conique, on (rouve sans peine

kY —2iUV up
I,;“'lg:)‘ A T e R —E e e
Ry ny o 22Ut Do (0 ) A= Q (= 0) = R (- 0)

) Ldy , ., . .
D’autre part, si ~— est la dérivée de ¢ par vapport & w pour un dépla-

cement effectué suivant la ligne isostatique, on a, en vertu des équa-
tions (1) et (7),

g U Vodo
tangoe == 7V \/& m ’
d’olr
langaa = — 2i ‘UV Vuww du dy .
: V2w du®+ Uty do?
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La comparaison de ces deux valeurs de tang2a donne
(24)  Viudu*+ Uode?
—dudy[2020* —Pup (u+90)+ Q(u4+9¢)2—R(u+0)]=o.
Posant pour abréger
uy—s:, U4+ =I,

on trouve

wdt —ds —_ -+ d
du — —_— dy — _M,
uw—y9 uw—

V2u du?+ Uty do* = -~—i—r7
(e—v)?

V24 U = Re(B—3s) —2Qs(tt— 25) + Ps?t— a6,
V3 U2 =R (&~ 25) —2Qst 4+ 2Ps?— 52,
Vi 4 U0 =Rt —4Qs +Pst — s(2— 2s),

(V2 020t ) d2—a (V2 w2+ U20?)ds di+ (V2 + U ¢) ds],

ol ¢n substituant dans ’équation (24), et supprimant le facteur
commun £* —4s,
Rde(tde—ds)y— Q(sdi*~+ tedsdt — ds*) +~Psdsdt — s ds? = o,
ou bien
(25) (Re—Qs)dt* —(R-+ Q¢ —Ps)dsde + (Q—s)ds*=o.

Telle est 'équation différentielle des lignes isostatiques. On vérifie
immédiatement qu’elle admet trois solutions particulieres de la forme

k étant 'une des racines de Péquation
R—20k+PR—/=o,
ou, ce qui revient au méme,
(a*— k)(0*— k) (e*— k) + o

SiI’on prend, par exemple, £ =a*, ona

$ . N
t:a"ﬁ—?ﬁ ou hien (a® —u)(a*—¢)=o,
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d’olt = a*, ce qui donne 'une des sections principales. Les trois ra-

cines a?, 0%, ¢® correspondent ainsi aux trois sections principales.
[’équation (25), résolue par rapport a s, donne

ds
o k—-Q di <t d.s')
ST fds\* | ds —da)
() —ra-e

(Vest une équation de la forme

¢ — Lo ds™ e ds®

== (u) ¥ c/t)’

¢’est-a-dire une équation de Clairaut. On pourrait Iintégrer par la
méthode connue ; mais on simplifie les caleuls en procédant de la ma-
niere suivante :

Posons
:i; == 0 el §— t0==0),
d’ol
(26) L ((/((", S== 1 0 (:f))
L’équation devient
do 6) 0/(0)

: . o R-Q0
a7 T T <O [’" )= pavg )

L'intégrale générale de cette équation lincaive est, avee une con-
stante arbitraire &,

. »dY ]
w=¢J 0=/ 0 [ k + / —09/:}0()0) /:_J 0=70) ¢4y l )

1 . 02— P00+ Q
0—/(0)  GFP—POP4+2Q6—R"

mais

Ln se reportant & la définition de P, Q, R, on constate que les ra-
cines du dénominateur sont @*, b2, ¢*, et 'on peut écrire

I A B G

Ty T AT Ittty T a

?
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A, B, Csont trois constantes définies par les équations

A+B+C=1,
(27) A(/)ﬁ-i—c?)+B(c'3+a2)+C(a"—b2):P,
A b2e? “+ Bc2a? + Ca?d? =
Alors
_ab ‘
0=F0 = (§ — a?)A (6 — b2)B (6 — c*)C.
D’ailleurs
Or0) _ 6(R—Q0)
0—7(0) 7 (0—a)(6—0")(0 —c*)
Donc

. ; —Q b
(28) o = (0 —a®)A (0 — b2)* (G— )¢ \(/r -+ f(@-—-—a‘-’)“*o’(([;—— b;)?‘lil(JO—cﬁ)UH] .

Cette valeur de w, portée dans les équations (26), fait connaitre s
et ¢ en fonction de la constante arbitraire % et du paramétre auxi-
liaire 0. On calcule ensuite les coordonnées elliptiques par les for-

mules
upy — s, v ==¢.

En résumé, la détermination des lignes isostatiques dépend d’une
seule quadrature, qui pourra méme é&tre effectuée explicitement pour
certaines valeurs des constantes A, B, C. Ces constantes sont déter-
minées au moyen des ¢quations (27). Sil’on se rappelle que

P = a4 D* 4~ ¢? et 2Q =a?b?+ b2c*+ ct @2,

on trouve sans peine

brer— a*(b*+ c?)
(@@= 0% (a*=¢c%)’
c2al— {)2(02+ a?)
(=) (L —a?)’
@bt — c?(a?+ b?)
(¢ = a?) (c*— b?)

SR

B=

2=

ol

4 == .

N | =

Un cas particulierement remarquable est celui dans lequel on a

. 1 1 1
ath?— c*(a+ D) =o ou bien A= TR
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Nous savons déja que les ombilics sont alors placés aux extrémités
du petit axe. La constante G est nulle, et

2 2
b B—=_%__, A+B=1.

A=—G— P

Cherchons ce que devient I'intégrale

_ (R — ()0)419
I f(O a2)A+1(0 )B-}l(O )(+1

On a

atph

R=a?b?c?—= ——e
at4 b’

2Q = a? b+ ¢* (@t b*) = 24202,
d’ol
R a2h? .
— = c?,
Q /z‘-ir- R

Le facteur 0 — ¢* peut alors étre supprimé au numérateur et au déno-
minateur, et comme C = o, il reste

[""'—-(21 0(/0 o a? bt ’ Z““ ,)2 Att 0(10
- o (0—-oc A!l({j___[,:)lnl e "'/ (}:'_‘(;-z) (0‘:‘_“{)2):,'
Posant

0-—((‘ .

T T
d’olr

PR X _
g @AV (@

N =7 (r=7)*
il vient
_ atb? (a? —-—//))(// ah b Wb
== at—b*)? f g A - \(a" /J‘)"(' i (1—A)(a*— /,z)z/

ce qu’on peut écrire
[— f ““,’ 0 — b* 0 — a*\®
T oar— 0| 0-a3> 0-—-/;)

On trouve ensuite

— \ . ! (b —ab)0 — a2 b* (bt — a?)
w=(0— a*)* (0 — b2)P [/‘ RI7 =y R {3 Yy L

= k(0 —a*)d (0 — b2)b - a? b2 — (a? + b2) 0,
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et par conséquent

dw at+ b2— 0
(= — = a? 2 A s
77 a*—+ b2 +/(9——a‘-’)“(0-—b‘2)“
ab?
S‘_&J—-0—70—:ab+/l 5 )“(O—b’)"

En combinant ces équations, on obtient

l—a*—0* _ a*+0*—0 _ t—9

s—arbr T a?b? -5’
0 — g2 — bﬂ(a"—l—-s——a“) 6 zz_a“(b"'-{-s—b’t)
s — atb? - s — ab? ’

d’olr
At b (ab s — @) (O + s — DA = ka b2,

ce qui revient a écrire

[wp — a*(u+ ¢) -+ a*]* [up — b*(u + ¢) + b2]~** = const.,

ou
(v — a*) (¢ — a®)®
(u—b*) (v — b2)*"

= const.,

ou enfin
2% — m_y”’”,

m désignant une constante arbitraire. On reconnait dans cette équation
celle des trajectoires orthogonales, dans le plan «Oy, des ellipses
homothétiques représentées par I'équation

x? y’

—5 ~+ 75 =const.

Par conséquent, en convenant de placer verticalement le petit axe,
on peut dire que :

L'un des systémes de lignes isostatiques est constitue par les lignes de
plus grande pente de Uellipsoide.

[ aulre systeme est nécessairement formé par les lignes de niveau;
mais il n’est pas fourni par l'intégrale générale. Cela vient de ce que,

. ‘s ds
en prenant comme variable la quantité 0 = —, nous avons exclu le
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cas ol cette dérivée est constante. Or les lignes de niveau ont pour

équation
(u— ¢*) (v — ¢?) = const.,

ou bien
s —¢*¢t = const.,
d’olr
ds _ .
dt

Pour faire apparaitre les lignes de niveau, il faut se reporter a
’équation primitive (25). Si 'on effectuc la substitution s = &¢ + 4,
k et A désignant deux constantes, on trouve

L(R—2Qk +Phte I3) = /1(Q — Pk 4 £*) + k(R — QF).
Pour que ceci soit une identité, on doit d’abord avoi;
R—2Qk+4-Pi2— [P0,
Prenons pour £ 'une des trois racines de cette équation, alors

QO P e R QA
/‘.
et la seconde constante % doit, par suite, vérifier la condition
(R — Q) </.- + é) =o.

En général, R — QZ% est différent de zéro, et alors

h=— k2, d’olt § ==kt — k2,
ou bien
$
== 7{" ~t- /\"2’

ce qui fournit, comme nous 'avons dit précédemment, les trois sections
principales. Mais, lorsque R — Q#% est nul, 4 est indéterminé, et 'on
obtient alors le systeme de lignes s — £¢ = A dans lequel 4 devient une
constante arbitraire. Or

R—Qh=0a?0?c?— Lk(a®b*+ D2c*+ cta?).
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Suivant que l'on fait k égal & a2, & 5% ou & ¢2, il vient

©|

(0*c*— a*b®*— a?c?)

ou

9

b2
)?(Cza‘.’_ b2e? — bga?)

ou
C‘Z
Py (a?b?— cra®— c*b?).

De ces trois expressions, nous savons déja que la derniere seule peut
étre nulle, et c’est justement le cas particulier dont nous nous occupons.
On retrouve bien ainsi le systeme s — ¢*¢ = const., qui constitue les
lignes de niveau de 'cllipsoide.

En résumé :

Quand Uinyerse du carré du petit axe (place verticalement) est égal
a la somme des inverses du carré des autres axes, les lignes isostatiques
sont les lignes de niveau et de plus grande pente.

Revenant au cas général, cherchons a préciser la nature des lignes
isostatiques. Nous emploierons i cet effet une représentation auxiliaire,
en faisant correspondre, dans un plan, & chaque point du triangle
positif de I'ellipsoide le point dont les coordonnées cartésiennes ortho-
gonales sont s ¢t ¢. Les trois sections principales, qui limitent le
triangle positif, sont figurées par les trois droites

s=a*t — a*, s= bt — b, s=c*t— ch

Il est aisé de voir que les points du triangle positif sont figurés par des
points situés & U'intéricur du triangle ABC formé par ces trois droites
et que les deux triangles se correspondent point par point.

Pour chaque point (s,¢) du triangle rectiligne, I’équation (25), mise
sous la forme
(29) Bt—Qs—(R+Q¢t—Ps)0+(Q—s)0>=0o0 (9:%>;
donne deux valeurs de 0. Le lieu des points (s, z) pour lesquels 0 a
une valeur donnée est une droite, tangente a la conique

(R4+Q¢t —Ps)2—4(Rt—Qs)(Q—s)=o0.
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Le discriminant de cette conique est
(PQ —aR)*— Q*(P?—4Q) ou 4(Q'— PQR + R?).

Un calcul facile montre que ce discriminant se décompose en trois
facteurs, et que sa valeur est

4[0%c2— a* (D>~ )] [cra? — b2 (c*+ a?)] [@® b — c*(a® + 6*)].
De ces trois facteurs, les deux premiers sont négatifs. La conique est
donc une ellipse ou une hyperbole suivant que I'expression
atb*— c*(a*~+ 0%)

est négative ou positive. Nous retrouvons ici en présence les deux
hypotheses que nous avons déja cu & examiner.

Supposons d’abord que a®b* — ¢*(a* + *) soit une (uantité posi-
tive. Les ombilics mécaniques sont alors dans le plan perpendiculaire
au grand axe. Ils sont figurés par un point O du coté BC (/fig. 1).

Iig. 1.

C

Appelons premier systeme de lignes isostatiques celui qui comprend
la section principale représentée par AB, et deuxieme systeme, celui
qui comprend la section principale figurée par AC. Alors OC apparticnt
au premier systeme, tandis que OB appartient au second. Les courbes
figuratives du premier systeme passent par un déplacement continu
de la position initiale AB & la position finale OC. L’une quelconque
d’entre elles, MN, est comprise entre un point M situé sur AC et un
point N situé sur OB. Au point M, 'une des valeurs de 0 est égale au
coefficient angulaire 62, de la droite AC. La seconde valeur 0,, qui
appartient & MN, est, en vertu de 'équation (29),
0= Ri—Qs L.
Q—s b?



SUR L’EQUILIBRE 1'UNE ENVELOPPE ELLIPSOIDALE, ETC. 535
Mais, le point M étant sur AC, on a pour ce point s=5&*¢— b*. D’ailleurs
R = a*b*c®. On trouve ainsi

Q — a2 - at et — 1)"((12-— 02)2
s HQ—=s)0

6, =

Quand M va de A en C, svarie de 4°¢c* A b*a?, et 0, varie, toujours
dans le méme sens, de ¢* & a®. Mais une variable a deux manieres de
passer de ¢* & a® (¢*<<a*). Elle peut le faire en restant comprise
dans cet intervalle, ou bien, au contraire, en décroissant de ¢ 4 — o
pour revenir de —+ o 2 a®. Il est aisé de voir que 0, se trouve dans le

second cas. En effet, s passe contintiment, et en restant fini, de b%¢* &
b*a® (b*c* < b*a*), mais Q est compris entre b2c? et b%a?, car

-

Q—0bc2=1[b*(a*—c*)+a*c?] >0
et
Q—atb*="1[c*(a*+ b*) —a*b*] <o (par hypothése).
Iy a donc une position de M pour laquelle Q — s = o, et & ce moment
0, est infini.
Par un raisonnement analogue, on verra que, quand le point final N
décrit le segment de droite BO, la valeur correspondante, 0,, de la

dérivée g% varic encore de ¢* & a® en passant par I'infini.

Remarquons cncore que, pour aucun point de MN, O ne peut at-
teindre 'une des valeurs a® ou ¢*. En effet, en vertu de I'équation (29),
le lieu des points pour lesquels 0 = a® se compose exclusivement de
la droite BC, et le lieu des points pour lesquels 0 = c* est la droite AB.
Done, pour avoir la totalité de I'arc MN, il faudra faire varier 6 entre
deux valeurs extérieures 2 lintervalle (a?, ¢?), en passant par I'in-
fini. On procédera de la maniere suivante. Soients,, ¢, les coordonnées
du point M, choisi a volonté sur AB. L’équation (29) fait connaitre la
valeur initiale, 0,, de 0, et ’équation s, — £,0, = », donne la valeur
initiale, »,, de w. L’équation (28), dans laquelle I'intégrale indéfinie
doit étre prise égale & zéro pour cette position initiale, donne

(g

(0, — a®)A (6, — b’)“(ﬁl——cz)c'

k=

L’état initial étant ainsi connu, on fera varier 0 progressivement
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depuis 0, jusqu’a +oo (si0,>a*) et depuis 0, jusqu'a —oo (si0,<c?),
puis on reviendra de — oo vers ¢* ou de oo vers a*. Pour chaque va-
leur de 0,, on connait w par la formule (28), dans laquelle I'intégration
est faite de 0, 2 0, et I'on obtient ensuite s et £ par les formules (26).
On s’arrétera quand le point figuratif aura atteint la droite BC, ¢’est-a-
dire quand les variables s, ¢ vérifieront la relation s = a*¢ — a”.

Pour une ligne isostatique du second systeme, il faut partic d’un
point M’ intermédiaire entre A et B, et aboutir & un point N’ intermé-
diaire entre O et C. En raisonnant d’'une manitre analogue, on trouve
quen M’, comme en N, 0 est compris entre a® et b*. Ici, le passage de
la valeur initiale a la valeur finale s’effectue & I'intérieur de I'inter-
valle (a?, 0*).

Supposons maintenant que a*b* — ¢*(a* + b*) soit une quantité né-
gative. Les ombilics mécaniques se trouvent dans le plan perpendicu-
laire & I’axe moyen. Ils sont figurés par un point O du coté AC (fig. 2).

L'un des systemes de lignes figuratives passe, par une déformation
progressive, de la position AB 4 la position OC; I'autre passe de méme
de la position BC & la position AO. Pour le premier systeme, 0 reste
constamment compris entre ¢® et 6*; pour le second, il reste compris
entre b* et @*. On détermine d’ailleurs, comme dans le cas précédent,
la constante £, ainsi que les valeurs initiale et finale de 0 afférentes i
chaque ligne.

En résumé, on voit qu’en dehors des trois sections principales on
n’a jamais & envisager, dans I'emploi de ’équation (28), les valeurs
a*, b*, ¢* de 0; il est donc inutile d’examiner les singularités qui pour-
raient résulter pour o de I'emploi de ces valeurs.

La discussion précédente montre que la disposition des lignes iso-
statiques est tout & fait analogue & celle des lignes de courbure, les
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ombilics mécaniques étant simplement substitués aux ombilics géo-
métriques.

Les lignes isostatiques jouissent-elles, comme les lignes de courbure,
de la propriété de former sur I'ellipsoide un systeme isotherme? La vé-
rification directe serait fort laborieuse; mais on peut. sans U'entre-
prendre, répondre négativement. Ily a, en effet, nous 1’avons vu, un
cas particulier dans lequel les lignes isostatiques sont constituées par
les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente; or on s’assure
sans peine qu’un pareil systeme n’est pas isotherme.

Nous avons dit que le lieu des points pour lesquels 0 a une valeur
donnée est représenté, dans le plan, parla droite (29) tangente i la
conique

(R4+=Qt—Ps)?—4(Rte—Qs)(Q —s)=o0.

Yar chaque point du plan passent deux tangentes & cetle conique.
Chacune d’elles coupe sous un angle constant les courbes figuratives
de P'un des systemes de lignes isostatiques. Plagons-nous, pour fixer
les idées, dans le cas ol 'expression a®b® — c*(a® + b?) est négative.
La conique enveloppe est alors une ellipse, et une discussion hien
simple montre que la disposition générale est celle de la fig. 3 : le

Fig. 3.

triangle ABC est circonscrit extérieurement a Uellipse; le point de
contact du coté AC est le point O déja envisagé, qui correspond Al’om-
bilic. Les deux autres cotés la touchent en des points A’, B’ situés sur
leurs prolongements. Une tangente telle que PQ, dont le point de con-
tact est entre O et A’, rencontre sous un méme angle les lignes figu-
atives du systeme qui comprend AO et BC. Une tangente dont le
point de contact serait entre O et B’ rencontrerait sous un méme angle
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les lignes figuratives de 'autre systeme, qui comprend BC et OC. On
peut déduire de Ia que la connaissance d’une seule ligne figurative,
autre que les cotés du triangle, permet de construire facilement les
autres lignes du méme systeme. On arrive au méme résultat par le
calcul suivant.

Dans I’équation (28), qui détermine w, la limite inféricure de I'in-
tégrale peut, sans inconvénient, étre regardée comme fixe, car on peut
comprendre dans la constante arbitraire £ la portion de cette intégrale
qui est prise entre la valeur initiale de 0, précédemment calculée, et
la limite fixe que nous voulons maintenant adopter. Dans ces condi-
tions, on a une expression de la forme

wm=M-+ kN,

dans laquelle M et N sont des fonctions de 0, indépendantes de £. Ceci
pos¢, et en appelant M’, N' les dérivées de M et N, les formules (26)

donnent
{=—M'— kN, s==M-—M0- k(N —N'D).

Considérons une autre ligne isostatique du méme systeme. Soit £

) 1
la nouvelle valeur de £. Soient ¢,, s, les valeurs de ¢ ets correspondant
A la méme valeur de 0. On a

Lizm—M'— I N', 5= M — M0 A4 ke (N — N'6);
d’ ol
b t=(k — kN,  sy—s=(ky— k) (N—N0),
mais
N = (0 — a2)A (0 — b2)B (0 — )€,

Donc, a chaque point de la premiere ligne £ on peut, sans aucune inté-
gration, faire correspondre un point de la ligne £,. (Cest ce que nous
voulions établir.

¥ ——§

. A B . ‘
On voit en méme temps que le rapport — est indépendant des pa-
=
rametres £ et £, : il dépend uniquement de 0. C’est-a-dire que le lieu
des points, pris sur les isostatiques d’'un méme systeme, pour lesquels
6 a la méme valeur, est une ligne droite : résultat déja obtenu d’une
autrec maniere,
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Sp—
La valeur du rapport z’—~—z est
—

N
N2
mais
N A B c_
N ~—_9-——(12_1—6‘—1)2 i =&
$) S

T est donc une fonction rationnelle de 0.
-

Sil’on considere une troisieme ligne, définie par la valeur £, du pa-
-ametre, et, si 'on appelle s,, ¢, les coordonnées du point correspon-
dant c¢ncore & la méme valeur de 0, on a

Nous pouvons donc, en terminant, énoncer ce théoreme :

Les lignes isostatiques d’un méme systéme sont figurces dans le plan
par des courbes qui interceptent sur les tangentes a la conique de base des
segments proportionnels.



