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SUR

L'ÉQUILIBRE D'UNE ENVELOPPE ELLIPSOÏDALE
SOUMISE

A UNE PRESSION INTÉRIEURE UNIFORME ( 1 ) ,

PAR M. L. LECORNU.

J 'ai é tudié en 1880 Çlournalde F Ecole Polytechnique^ les condi t ions
d ' é q u i l i b r e des surfaces flexibles et inextens ib les soll icitées par des
forces quelconques. Il résulte de cette étude que les tensions éprouvées
par de pareilles surfaces sont définies au moyen d'un système d'équa-
t ions au^ dérivées partielles du premier ordre, dont l ' in tégra t ion in-
t r o d u i t nécessairement des f o n c t i o n s arbi traires . Si l'on considère
seu lement u n e por t ion de sur face dont le con tou r se trouve m a i n t e n u
fixe d ' u n e manière que lconque , i l est impossible de dé te rminer com-
plè tement ces fonct ions arbi t ra i res : l 'état d 'équi l ibre présente alors
une indé te rmina t ion analogue à celle qu'on rencontre en cherchant les
réactions éprouvées par un sol ide invar iable appuyé en plus de trois
points . Mais, quand il s 'agit d 'une surface fermée, t e l l e qu 'une sphère
ou un ellipsoïde, il semble probable a priori que la connaissance des
forces d i rec tement appliquées d o i t dé te rminer l'état d 'équil ibre. S'il
en est a ins i , que deviennent les fonct ions a rb i t ra i res? Dans le t ravai l
précité, j 'a i examiné à ce p o i n t de vue l 'équi l ibre d 'un ellipsoïde de
révolut ion, soumis à une pression intér ieure uni forme, et montré que
les fonct ions arbitraires se t rouvent , dans ce cas, déterminées par la
condi t ion de ne rencontrer nulle part des forces de tension inf inies . Il

( 1 ) L'Académie (les Sciences a volé, en 1898, l'insertion du présent Travail dans les
Mémoire présentés par âwen SwanU à V Académie {Recueil des Savants étrangers).
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m'a semblé intéressant de rechercher s'il en est. de même dans le cas,
beaucoup p l u s compliqué, de l ' e l l i p s o ï d e a [rois axes inégaux , et c'est
ce que nous vérif ierons d a n s le présent t r ava i l . Favais encore un autre
mot i f pour développer j u squ ' au bout les calculs re la t i f s à ce genre de
surface. On sait q u e , sur toute surface en é q u i l i b r e , i l existe un réseau
de l ignes orthogonales d o n t chaque é lément est s o u m i s à u n e tension
n o r m a l e à sa d i rec t ion : ce sont les lignes de tension principales ou
LIGNES ÏSOSTATIQUES. Pour une surface de révo lu t ion fermée, soumise a
une pression, cons tante , les l ignes i sos îa t iqucs c o ï n c i d e n t avec les mér i -
diens et les parallèles, c'est-à-dire avec les l ignes de cou rbure : des
considérat ions de symétr ie le mont ren t i m m é d i a t e m e n t . On p o u r r a i t
être tenté de croire que les l ignes i sos îa t iqucs d ' u n e surface fe rmée
quelconque, soumise à une pression constante , sont encore les l ignes
de courbure. M a i s un peu de réf lexion mont re q u ' i l n'en saura i t être
a i n s i , car la mo ind re a l t é r a t i o n d 'une par t ie quelconque de la surface
doi t changer, sur tou te la surface, la c o n f i g u r a t i o n des l ignes isosîa-
t iqucs , t a n d i s que les l ignes de c o u r b u r e rcsSent les mêmes dans tou te s
les par t i es de la su r face q u i no sont pas m o d i f i é e s » J 'a i reconnu cfleo
t i v c m e n t q u e les lignes i so s t a l i ques de l ' e l l i p so ïde h trois axes inégaux
ne co ïnc iden t pas avec les l ignes de courbure , abs t rac t ion f a i t e des
sections p r inc ipa l e s . Nous verrons que la. d é t e r m i n a t i o n des l ignes iso-
s ta t iques se ramène à u n e seule q u a d r a t u r e , opérat ion qu i peut être
effectuée exp l i c i t emen t pour certaines valeurs re la t ives des axes prin-
c ipaux. Il y a un cas p a r t i c u l i e r remarquable , dans lequel les l ignes
isos ta t iques sont formées par les sections de l ' e l l ipsoïde perpendicu-
laires au pe t i t axe et par leurs t ra jectoi res orthogonales. D 'une maniè re
générale, les l ignes isostat iqi ies , malgré l e u r d é f i n i t i o n m é c a n i q u e ,
on t un caractère p l u t ô t géomét r ique , en ce sens qu'elles dépen-
dent de la, f igure de la surface» et n u l l e m e n t de la grandeur des pres-
sions. Sur l 'e l l ipsoïde à trois axes inégaux, leur disposition est ana logue
a, celle des l ignes de cou rbu re ; mais les qua t re omb i l i c s réels sont
remplacés par quatre autres points i - l tués t a ' n î ô l d a n s le plan perpen-
diculaire au grand axe, t a n t ô t dans le plan pe rpend icu la i r e à l'axe
moyen; de plus, le système n'est pas isotherme.

Dans le cas p a r t i c u l i e r auquel je faisais a l l u s i o n tout à rheure, les
ombilics sont au nombre de deux s eu l emen t et placés aux extrémités
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du pet i t axe. Il va sans dire que, si l'ellipsoïde devient de révolut ion
autour du grand axe ou du petit axe, les ombilics se réduisent encore
à deux, placés aux extrémités de l'axe de révolut ion.

Au p o i n t de vue de la mécan ique prat ique, les recherches que je
vais exposer paraissent présenter un certain in térê t . Si, par exemple,
l'on avait besoin de construi re un aérostat e l l ipsoïda l , elles feraient
connaître avec précision les efforts développés en chaque poin t de
l 'enveloppe, pourvu que celle-ci, pût être regardée comme inf in iment
mince.

CHAPITRE I. — EQUATIOINS DIFFÉEENTIELLES DE L'É(ïlJîL]IinE.

Nous désignerons cons t ammen t par 20, 2&, 2.0 le grand axe, l'axe
moyen et le pe t i t axe de l 'el l ipsoïde; par u e t p les coordonnées e l l i p t i -
ques d ' u n p o i n t de sa sur face ; par x, y , z les coordonnées cartésiennes
reportées aux t rois plans p r inc ipaux . On a alors les formules connues

a^(^— u.) (a2— <Q^ ̂ , ̂ ^^^^^^ ,

2,- ̂ (Î Jilî ^
•> ' ̂  ( ffi _ ^ ) (7/2 — cr ) ?

^ ^^rJ^ l̂r:̂
^— •( Jî':L a1 )T? — ^) "

En posan t , pour abréger,
^^(a—y)(beî-cci)(^-cï),

on peut écrire
•^z^jr^.a y ir — (:. i-—:,———r--;—y———.

,r := ->J—^—— V/( c^ — u ) ( a1 -- r},

h\l'"(F^~a1
^=^^^(^=:^^^^^^

(^^"zrj^c. •^ ^Y^^—^^c^'uY^^).

On sa i t que les coordonnées e l l ip t iques sont comprises, l ' une entre
ci1 et I r , l 'autre entre b2 et c2. Nous supposerons que l'on a

aî>u>b2>^>c\
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Le carré de l 'élément l inéa i re cJs correspondant à un déplace-
ment du, dv a pour expression

'•> _ // — r r // c^aî () ^^2 i
,,<̂  ^______ ĵ ^^^^^^^ », ̂ .̂ ^^^^^ .̂̂ ^^^^ .

En posant

/. __ ___ _^du — • / — _ „, ^ „ yW^
^ """ a ̂ (T^^"^"^^^^^ ' ^1 ̂  "" ^ ̂ ("rt2"1^^^ 5

on peu t écrire
cl^^ ( / / — p ) [(T^^d^Y

Quand 1/éléinent linéaire est exprimé par la formule générale

d^ ̂  l^€l^-+- M2 d^

les eolAî^ures fféodésiaues •— ï î l — ( l ( îs lilnies de < loordonnées cnrvi-^ • 1 lil 1 1 1 s • 1 ' p^ 1 1 • ^ 1 1 & • ! ! ! ! - 1 1 - ! • • • -
lignes ont pour expression

()L dM
1 <)[J. Ï ^/.

pi """" LM ' Fa ' 1 1 ' ' Uï

En rerrï|)laçant ici L et M par leur valeur commune \!u — f, on trouve

d^ ( / { f
î ^ d[J. T ^ /Â

P! / î ! ^-> / ly1 ' -»( // — f;" • "• 9. {n, — r ) ^

Un calcul faci le montre que l^angle r/ojdedeux normales à la sur fac ïs
aux extrémités de l'élément rfÀ considéré sur la li^ne a==const., a
pour expression

^ (A^î^V:-, ̂ J^.^^.^
(i^ c • /

On en déduit, pour la courbure principale correspondante —?

î , df,) abc,
IÏ :::1"" ITs == T11'1-!. '// 'î t 7 1
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De même, pour l'autre courbure principale,

La courbure totale est

i abc
R "~~ ~T~i'
H2 u2 ̂

ï a2^2

RjR^ ^t'2

On peut s'assurer que les valeurs de L, M, -1--? -1-? ~? — vérif ient
. , / , Pi Pâ ï-<l ^2
iden t iquement les équa t ions connues

cl -,—- ,
î I:<2, ï _L f T „ I \ „L '"^r " ' p, \,/t^ R'ay ~"05

r ^R. . / r « \
M '1'14^ "" "pi\.Ra ~"R;y TOOÏ

, r (
a "•-•--• <;/ —

ï pi 1 P2 s _ ï -- ^^ .....̂ .. ̂  ^ ...̂ ^ ̂  .̂  .„ ^ ̂  ^^j^-^

Los équat ions générales d 'équi l ibre , établies à la page 22 de mon
Mémoire de 1880, sont

ï dît a ï <"// ^ i — n ^ '2 / .,
L r̂ "" M î/^ + "-p;"1111'"""+ -^ ::::-:̂ l?
r dfi.\ r ^ /? .2—/? i a / _ ^^ ̂  _ ^ ̂  4.» .̂ ^ .....„..-- ^ ̂  ̂ j.^

/^ î /!2 _ a ^ — < î >
R., tl II; T ~~ '"

T désigne le rayon de torsion géodésique des lignes coordonnées; cette
grandeur est i n f i n i e dans le cas des lignes de courbure. Comme nous
employons ici les coordonnées el l ipt iques, les ligoes de coordonnées
sont des lignes de courbure de la surface : il faut donc faire ^ === o-.
D'autre part, F,, F^ <I> sont les composantes, relativement aux tan-
gentes aux lignes de coordonnées et à la normale, de la force extérieure
agissant sur l 'élément,superficiel , cette force étant rapportée à l 'un i té
de Surface.

Ann, de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVn .— NOVEMBRE 1900, 6..1
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Il faut donc faire F^ --= Fa == o et supposer <I)1 égal à une constante ,
que nous appellerons II : ce sera la pression par u n i t é de surface. Les
quant i tés n,, n^ sont les tensions superficielles, rapportées à l 'un i té
de longueur, qui s'exercent n o r m a l e m e n t aux éléments Lr/X, Md[j.;
lest la t ens ion , rapportée à l ' u n i t é de longueur , qui s'exerce sur ces
éléments su ivan t leur propre direct ion et qui a^ on le sait, même
valeur pour tous les d e u x ; n^ n^ t sont les trois i nconnues du pro-
blème. On voit qu'elles doivent vérifier les trois équat ions aux dérivées
partielles

i dn^ l di H i — n ^ , 'u ,„
L d'h M d[j. p3 pi "

.î dfi] î di n^—'n^ a / ' „_ .,
M d[j. L d'k pi pi

^1 '^h TV

Bs + 17 """

Si nous remplaçons L, M, p , , p^ , B, , Ra par leurs valeurs, ces équa-
tions p rennen t la forme

. (dii^ dt\ du . . dv
^{u — P) — — -, '— --^ (n\ — /^, ) -h- "î ,-1 ' t 1 1 — o,/ \ dk d[jJ dh dy.

. fdn, dh \ dv , du ,(,) . ,(^^p)(^..^^^...^(^^

f II ît

1 n^it -h /^p '^ '"7""""'; ( ^ t l " ) a -

I I est év ident que nous ne d i m i n u e r o n s en rien la généra l i té du pro-
blème en supposant provisoirement la constante •7, égale a l ' u n i t é :
il suffira ensuite , quand nous voudrons nous aÛranch i r de cette hypo-
thèse,-de multiplier par -j^ tes valeurs trouvées pour /^ , n^ et /. La
troisième équa t ion devient, dans ces condit ions1 ,

;î,
( 2 bis) ni f/ -4- n^ v =: ( ny )s^

Nous al lons main tenant elîectuer une t ransfbrînat ion qui revient, au
fond, à prendre pour nouvelles lignes de coordonnées les génératrices
rectilignes ( imaginaires) de l 'ellipsoïde
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Introduisons les quantités 9,, ç^ définies par les deux équations

^\ \ niu —" nîv -+- 'ïit\/UV-^ 20i,
(, °,) '. _ '

( n i ^ — /z, p — 2 ̂  ̂ A< v •==. 2 92.

Au moyen des équations (2 bis) et (3), on exprime aisément n^ n^
et <? en fonction de (f^ et cpa, et l'on trouve

(4)

/ 3
2 /^ M = ( ̂ P)2 -h Cpi -f~ 93,

-?.
a/À^ =: (^( ; )2"—c?i —• 92,
2^'yaP =r (pi — Œ>3,

d'où, en différentiant et se rappelant que u dépend un iquement de A,
et v un iquemen t (x,

cin^ 3 .:1. •1. c/v c/Œ»i c/cpo
à // —1 -:: - a^ (̂  — -^ —t1 -4- - - t 2 î

C^ 2 C Ĵ. €Ï.[J, d[J.

.////^ _ ^ i - t ̂  ^9i ^yi
cÛ" ~a <a " ̂ --^>

. dt ï A^ r /W©.i ^Ç2\a( ^ l:=- -̂7^ (CP1- ̂ ) ̂  + ̂  br - ̂ -;'

. dh \ dv ï /c/9i cl^î\^ ^ ̂  ̂  ̂ .^ (9^9,)^ + ̂  ̂  - ̂ ).

La substitution dans les deux premières équations (ï) donne

3 , 1 ^ ï fd<^ d^\ i dv l /^i d^\^ , ̂ .^^^+^^^^(9^9,)^+^^

ï I \liw(u— (J) a -I- P / , 1 du i . .chî.4,« ,..-...„„.,.,.-,„„..„„..-_,,.̂  Y....._,̂ l.._.-..,.__̂  — ———- ( o < 4- 0% M ~-,-r "•̂ ' —————— (^i—^2) ~r~ ::— <•>»
2 ( ̂  — 9 ) [ 2 2 UV ' ( 1 1 2 / J d\ 2 ( </ — V) ̂ ï i 2 ] dp.

3 1. •1-<:^ ï /^9i ^coA ^ <;' r^ '̂ /<:/9i cl^X
l u v d^ + ̂  ̂  + ̂ ; " ̂ 7^ (91 "' ?2) ̂  + ̂ ^ l ̂  ' ̂  ̂

+ ..,,....,..1..,.._ [^(^^ «. ̂ .̂  ( 9, + y,)1 ^1 ̂  .— -̂. (9, - 9,) du == o.^ ( ^ — ^ ) L 9- <2^ t ; J ̂  ^ C ^ — ^ ) a?l

Éliminons ç^ en mult ipl iant la première équation par —? la se-

conde par — — et ajoutant. Les dérivées^ ̂  disparaissent en
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même temps que y , , et i l reste s implement

1 (7Cpi J aq?i (( -+- V / /-- (î^ . i- dll \i ^cpi
^-fi i - ̂  -s, -1- ̂ î;,. _-;, (l/" î. - •t/" aï) -_±-. d^

v \Ja
, /- ̂  /- ^A

•4- l l/C
/. /- du r

^ V/<î ^T - \ 1 - d[j^d\

On peut, par un procédé semblable, former u n e équat ion analogue
renfermant la seule inconnue ç^ : les inconnues se t rouvent donc sé-
parées. Si nous posons m a i n t e n a n t

, rû . du.dw. =.-„.,. ̂ f—,
\ j a \1^

,„ rÛ\ . du.
c ^ ^ ^ . ^ i ^ .

\/u Vc

nous avons, en appelant y l 'une quelconque des fonct ions ^, Çy,

d^ \ ( d^ r/ç " > d^ l / d^ d^\
du. ' i/^, \d^ da )dÏ :=^ \da " " } " " ^/p/

et, de même,

m ---^^v^'"'"^;5

dv î fdv dv'^
" e n . T " " " 0 ̂ ^ [ d a ^ ^ )

ffh^ dn^
'\d.y. ̂  Ïp/

Les-équations en 'p^, ^y prennent ainsi la forme

du i f du. di.(\
^^"0;1'::"1: ^,\r/a : i l l i i " r/p;

^7(» /' f d^ d(i\
dy. ' ^A^ "- ^,

rfy,
r/«

rf?i
dp

-h

.. i,..,.

^ .4..

^('^":

^ 4»,
a ( u —

c
"('')

»•

"(')

/ ^//^
V^r "
/ f/M

r/s
\"« - -

(/i' \
r/«. ,^j

dv, \
^- •<, y 9a ̂

a. -'s,^ ̂

•I l 1
rr i.̂  1

/ //M

7lv.
\:i"U"' "

/ du.
7^

Vu ~

d^
da
r

dv« il̂
Ce sont deux équat ions l inéai res , renfermant chacune une seule

inconnue et une seule var iable , Fautre var iab le devant être traitée,
pour l ' intégrat ion, comme un paramètre constant.
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CHAPITRE I[. — INTÉGRATION DES ÉQUATIONS l)tl'T''ÉRENTIELLES.

L'intégration des équations (5) s'effectue immédiatement, et donne

(6)
j',,=^[/(.-.)(.^-«^).^I,(p)|,

(,_^^.-.)(^-^).^r^)],

ï\ et P\ dés ignant des fondions arbitraires.
H ne reste p lu s qu'à exécuter les deux opéra t ions de quadrature qui

sont m a n i f e s t e m e n t i den t i ques à part le nom de la var iable .
La première méthode qu i se présente à l'esprit est la suivante :
Considérons, par exemple, la quadra ture qu i fleure dans l'expres-

sion de ç^, et écrivons-la s implemen t

i Çu — (,? ) ( î.» du — u dv ),

en n ' oub l i an t pas que u et v sont ici des fonctions de la seule va-
riable a, l'autre var iab le indépendante , ?, devant rester constante.
L'équat ion d i f f é r e n t i e l l e des lignes a sympto t i ques rapportées aux
lignes de courbure est, comme l'on sa i t ,

L2 cû^ W d^ _
^wr 'h n^~m of

ce qui donne ici
dV d\^ . ^
——- -i- —'-- :r= o Ol'l d-OL ap "-"•:: o.

u. v

Les lignes a^cons t . , [3==const . sont donc les génératrices recti-
l ignes de l 'ellipsoïde. Mais , si un p o i n t mobi le M décrit l 'une de ces
génératrices, G, de paramètre p, et si S désigne sa distance à un point
fixe de G, les coordonnées cartésiennes de M sont des. fonct ions
l inéa i re s de S, qui. lu i -même est fonc t ion de a.

En outre, les coordonnées e l l i p t i q u e s u, p son t les deux racines de
I n é q u a t i o n du second degré en w,

^ . yi ^ (^ Y2 ^ ^ \
^=7p '4'"" y^ 4"" ^1111-^ "::: 1: \^ +^ 'lli~ ̂  '= 7 î
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ce qui donne, avec une notat ion évidente,

u^- p=2 (a2 —^ 2 ) ,
^ =: 2 Z^c2 — 2( b^ -4- c2) .y2,

^ -4- (; et w sont donc des fonctions entières de x, y , s et, par su i te ,
de S. Posons

if, + ̂  rrr E, UV = F.

xNous avons ident iquement

( u — v ) ( ̂  clu - u ch ) :=- 2 F JE — E rfF.

Cette expression est donc la d i f férent ie l le d 'une fonc t ion entière
de S, et la quadrature est dès lors immédiate.

Jusqu'ici, aucune difficulté; malheureusement, quand on veut,
après avoir obtenu ainsi cp^ el ç^ en fonction de a et p, revenir aux
coordonnées réelles u et v, on se heurte à des calculs presque inextr i -
cables. Une autre méthode, moins nature l le au premier abord, m'a
c o n d u i t bien plus rapidement au. but.

Cette nouvelle méthode nécessite l 'emploi des fonctions e l l ip t iques ,
mais disons dès ma in tenan t que ces fonctions disparaissent entière-
ment à la fin du, calcul*

11 s'agit, en somme, d'efÏectucïr la quadrature

J == i ( //. »•- v ) ( v du — a cl^ )

dans l'hypothèse
£Û . du^..-^ — < ,-..L .
\/u ^

Si. nous posons pour abréger

(7)
.̂̂ ..̂ .̂̂ ^̂ ^̂  ^ ̂ r^ :,„: (j ^

^(ff^ZT-J-^ï:^^^^ ^ •y^

les équations (i) nous donnent

^ i' v^ y < / s- \1^ idk == ^ .y du, t clfJt. :::•: - •'—• dv,
/i I..J 'l'Ï V
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de telle sorte que u et v sont liés ici par la condition
du dv
-U-^V"

Posant
\/C8 — U ==. l^y d'OÙ M. -rr C2 -h ûû2,

nous avons
du _ __ du^______ _ î"</r,) -
ij ' ' ^^,-_--^ -- ^^2-z:-" r̂r̂ y(̂  '

Faisons encore
//—c2 ,, , r,)
» rrrÂ^ Cl —=^==== •=:Sin?îJ.
a^-c2 v /^—c2

1 1 vient
^/^ / dm
U v^2"— c2 ̂  ̂ ^IÂ:2"ïmi:CT

In t roduisant enf in la notation

/^_ d^ _
,/^ ^.^-^^^.^^

d^ou
CT-:--.: a m y et sin :̂:'-::: sny,

nous avons
du . dcD
U ^ ^ ^•^-^ •

[Jn ca l cu l i den t ique effectué sur l 'expression -^r nous donnera i t

dv . cAp
V "'""" ^^-_;"^

On voit a insi que la relation
du dvir=: T

équ ivau t à cette autre
ç» — '̂  =: cou s t.,

les nouvelles variables ç et ^ étant liées aux premières par les équa-
t ions
( 8 ) u = c2 + ( y — c2 ) su2 9, P r= c8 4- ( <^2 - c2 ) sn2 4/.
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Revenons à l ' intégrale J, que nous pouvons écrire

(9) S-=- (u — (?) (^ — c du — u — c ck) -4- — (a — P)2.

En laissant provisoirement de côté le dernier terme, nous avons à
considérer l'expression

/ /—-„..„. ,..2 ....-,...-.——. 2 ,,
(10) M == (u— P) lj' — c du •— u — c d v j ,

Mais
ii — c'2 = ( y — <?2 ) sn2 9, ^ — ^ = ( ̂  — c2 ) sn2 ̂

d^où

du = 2 ( //; — c2 ) sn c en y dn 9 (:fy, dv = 2 ( ̂ 2 •— c2 ) sn ̂  en ̂  un ̂  dû>,
u — v = ( y — ê} ( sn2 ç — sn2 ̂  ).

Par suite, en faisant d^ = d^

H = 2 ( 62 -— c2)3 / ( su2 ç '-•- sn2^ ) sn 9 sn ̂  ( sn 4' cn ? ̂ n 9 """"'sn Q cû ̂  ̂ n ̂  )c^'

Soit
9-^=â/>, 9"-h^:-:2^

l'intégration doit être faite dans l/hypôthèse^ = const», d'où

d^ ^11:11,:: d^ :^ df/.
On a d'ailleurs

m ̂  en ® drî © — sn © cri ̂  (IIEI ti , ,.̂.I_.r.,... I — i r „,,„„,, r = ̂ n ^^ ç ) — ̂  ̂ o ^ //,
i — À'2 sn2^ sn^ t

puis
, % sn /^ en q (1 n r/ , a s il (i en p (I î i psn 9 ::= sn ̂  :^ ----.-.-../... -..,.,..,/-....,--..̂ ...., si] (p 4- sn d/ r::: —— /--...,,,..,,7 ;1 " i1 ~ /c2 sn2^ sn2// • T i — A 2 sn2^ sn^/

d'où
/ , « ,, 4 s n p en/) (1 n /> x s n n c n q cl n <y:i i sn2 9 su2 ̂  = --'—•'--.-^ ./ T T ( î—/c^n^^sn 2^) 3

( î 9 \ /, ',n ̂  sr» iL - /1 ( S02/; crr2 y dn2/7 ~ sn^/ cn2^ dn2//) - 4 ( s^2<y w tsnï!^)
v ' / T f ' "' ( ï - ̂  sn^ sn2 y )8 " " " " '" """"1" "" Y^-I^sn^^n^ '

1 1 vient ainsi

il •::-:- W^^aY f^.^^^^^^ iV^/^ ^n^-^n^ Y' ^,^1 , ll f J 1 (i-A^n^sn^)^ • '1 '1 ' "~1 i/ A Vr-I^sn^^^^^ , ̂ ! /
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Posons maintenant
t =1 — /r2 sn^p sn2^;

d'où
ï „_ /• —— /-2 g^4.» .̂

sn^y - sn^ =r= — — ^ - ^ ^ / - - et . == - 2/c2 sn2? sn^ cnry dnç,

et nous avons

H-/,W-~61^ fEL^^Jl/^^ (i-^A'W^)^
n-^ 6 ^ J A^3sn^ \ y ^ s n ^ — — 7 [ """^"^ - ̂  Y '

ou bien, comme sn^ == ̂ n^cn^A ï—Â^sn 4 ' / ?

ir _,_ i(^-"- c2}! sn2^/^! — ^s^/?) r (i — h — //-2 sn^) (i —À:2 sn^ - az' 4- r2)
II , ....——„„>< ~ " " - — • — • — . - . - . 1 - - . . , - ^ B •—————————————————————————————————_———————————————————————————.———- ftl/v

1^ S!18^ J ^

Sous cette forme, 1/i.ntégration est immédiate. On a

( î — /- — F2 rn'^p) ( i: — /^ sn4/? — a /• + ̂  )».,,_.,.......,.-,...^.^^^^^^^

- ( l rî lE1 !̂2 _ llî̂ rJl81^ 3-~^2JmJ? _ 1.
^ "• ^.4 •+' • ^3 ^ 5

d/où

iï - ^i^r:^)3^1^^^"'^114^ r^"^^ — irî l80^ 3J=LÂlin4£ _ 1',^- . . . .^^^» .- . ^ - ^ ., ^ + ^^ _ ^

^,2 _ /.2

En reniplaçant sna/^ par sa valeur et P par --3-—y nous pouvons' <'x"1 ~~~ c
encore écrire

( .3) il = 8(a-^ y. ̂ -̂  f('=44»W -. ir̂ !-5^ + g-^^-ll,
' / sn'^ L ^ ^ 2 ^ ^ J

expression à laquelle s'ajoute une fonction arbitraire de p . Comment
choisir cette dernière?

CHAPÏÏIIË III. — DÉTERMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES.

Nous admettrons qu'en aucun point de la surface de l'ellipsoïde il
ne peut se produire des tensions infinies. Cette hypothèse ne serait
nul lement nécessaire si l'on entendait se tenir dans le domaine de la
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pure abstraction. Mais elle s'impose du moment on l'on veut que les
résultats fournis par la Mécanique rationnelle concordent, au moins
approximativement, avec ceux que pourrait donner l'expérience. Nous
avons considéré la surface comme inextensible et dénuée d'élasticité.
En réalité, ainsi que je l'ai fait remarquer en x88o, les condit ions
d'équilibre sont les mêmes pour une surface extensible et élast ique :
car, du moment où l 'équilibre est at teint , on peut, par la pensée, sans
troubler cet équilibre, supprimer l 'extensibil i té et l 'élasticité; cela
revient s implement à introduire de nouvelles l iaisons. Si une enve-
loppe ell ipsoïdale extensible et élastique est brusquement soumise à
une pression intérieure, elle commence par se déformer et a t t e in t
bien tôt son état d'équilibre. A ce moment, la figure diffère de celle
d'un ellipsoïde; mais elle en diffère d'autant moins que l 'extensibilité
est plus faible. Si donc la membrane considérée est très peu exten-
sible, et si la pression n'est pas trop grande, on peut, sans erreur
sensible, admettre que la forme déf in i t ive est encore ell ipsoïdale. Dans
ces condi t ions , les calculs q u i nous occupent s 'appliquent sans modi-
f ica t ion . Mais alors, lès- tensions sont pa r tou t f inies, sans quoi l 'enve-
loppe se déchirerai t i m m é d i a t e m e n t . On voil bien par là quel est
l'intérêt dû traiter le problème abstrait en exc luant toute valeur i n f i n i e
des tensions.

Les équations (3) et (4) montrent que, si les tensions n^ /^, i
demeurent finies sur toute la surface de l 'ellipsoïde, il en est de même
des fonctions ç ^ , rpa, et réciproquement- Les équations (6), (9) et (10)
ind iquen t que, pour cela, la fonction H et celle qui. s'en dédui t par
la permutat ion de p avec q doivent rester partout finies, et, dép lus ,
tendre vers zéro en même temps que la différence u— ^, c'est-à-dire
quand le point considéré s'approche d'un ombilic de la surface. Or,
en vertu des équations (8) et (ï ï) , l'ôîï a

n - .^- c'-) (sr^ - sn^) = ̂  - <-) .̂ ^^^^^

ce que nous pouvons écrire
/ ,, • / / . g, ( ï — /c2 sn2/?) ( ï — lêm^a)( 14 ) u — y = ( (^ — c2 ) sn ̂ p m à q x ————Â^—, _ J J .. / ' •/ ( i — /^sn-^sn2^)2

II f au t donc d'abord que la valeur (r3) de H, augmentée d'une cer"
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taine fonction p , tende vers zéro en même temps que sn^y. Pour réaliser
cette condit ion, développons Pexpression

-p „ i 9 r( r — Â'2 sn4/^)2 i — À-2 sn4/? 3 — À-2 sn^ [ 1
E-cn^dn^[———47——————î—— -h ——^—— - ̂

suivant les puissances croissantes de sn'^. En posant, pour abréger,

sn2/? == ^, sn3 / 7==^ d'où ^==1—/^i^,
l'on a
P - f r _ ^ f r - /- •-} f -l1^ ^J2 )2 _ ̂ -'^ , 3 - Â:2^ i 1.l,-_^ ç^i A ^^^j_/^^y. (I—-Â•2£-n)3~^ '2(I—/c2^)2 i^l^y

d'ailleurs
__-.î :̂ 1 4- Â.2 ̂  + Â-^2 -û2 + /(<G ̂  -^ -l- . . .,
i — /r^'n

^^ "= r + a A-2 ̂  -+• 3 Â:^2 ri2 + 4 ̂ 'T "̂  -^. • •,

^..J——^ == i + S/c2^ + G^^^Y]2^ lo/r^3^3 +-...,
( ï — ^~^})

—.-.-.I^^^^^^^^^ ^ i + 4Â-2^ ̂  lOÂ-^^^h 20 ̂ ^rï3 4-. . ..
( ï — Â'^rO'

Nous supposons ici modP^< i , ce qui a toujours l ieu pour les
valeurs assez petites de ^ : car on verra bientôt que, si Ç est i n f i n i m e n t
petit , T) diffère inf iniment peu de l 'unité.

A l'aide de ces formules, on trouve sans peine

E——K^)^-"^)-^
en désignant par ^ l 'ensemble des termes qui sont au moins de degré 4
par rapport à Ç, et conséquemment de degré 8 par rapport à snp.
Nous sommes ainsi conduits à mettre H sous la forme

H = - 2(a^^l^.);î [(i ~ sn2^) (i - A2 sa2/?) 4- sn8/?/^, ^)] -+- î\p),

dans laquelle/^, <y) est une fonction qui est de même finie quand snp
tend vers zéro. Dès lors, pour que — soit fini quand sn/? tend vers

o II jTy

zéro, il suffit que la fonction arbitraire F(p) soit prise égale à
^ / /y î t___/ •»2 \3

lift _±± (i - sn2/? ) (ï — A-2 sn2^)-
sn°p
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En résumé, nou's sommes condui ts à ajouter à l'expression (i3)
de H la q u a n t i t é

^ ( ^ — c 2 ) 3 „ , ,———;:——- en2/? cm2/?,sn^p
ce qui d o n n e
, , , „ , . , , ...cn^dn^r /i 6—-s/^s.n4/;»
( \ ̂ \ Pi — r) ( n^ -— f^ \^ - ~-___— \ l _ ______-____ 4— __________'--™.—.v ; '~" v / wp L ï — />2 sn2// sn2 y ( î — À-2 sn2^ sn2 7 )2

_ ^(LrlA!SI^^„ ^^ ^Lrî î!}̂ ^
( î —"'A^sn^in2^)3 ""1 (T'-^^i^Asn^TyJ'

La quan t i t é qu i f igure entre crochets au second membre est le carré de
l'expression

^ ï — h ' ' 1 sn4?, _ _________ ^j, __.,„,.,__^_.„„_•i__,.„.......„
î — /î'2 s ' û ' ^ p sn2^/ (î. — /»-2 sn2^ sn2^/).2

qui peut elle-même s^écrire
À'2 sn'"p(/^ sn^/ — .ï)
7 '̂Â':y'ïni77sr^^

On a donc
H - o (^ ^ ̂ v^sn2^cn'^ ̂ P ̂  ""/1' si l4/y)ï
it..^^a - c ) A .-.,.-..,,....̂

ou bien

(,6) II ̂  (a2- ̂ ^.-l^ .n^y,(' =....^s.n;^s.('.^^^^^' 1 9, 1 1 •1/' ( I—/.•2sn t 2 / ,^n^/) l^

On en d é d u i t , en vertu do I n é q u a t i o n ( ï 4 )^
1:1 „ — (a2'"" c^ (^2"~C2) sn't/? ( î """ ^^/ÛS^' ^l^^Û^ ' ;/r-~p ' L l " " ' 1 ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ! " 1 1 1 1 1 • • 1 • 1 " • 1 • 1 • • 1 • 1 ^ 1 1 1 1 1 1 • • 1 1 • • • • • • • • • - 1 • " 1 • • 1 1 1 1 • - •— ^'^ «- - . - . -^ . .^^^^^ .

Nous devons m a i n t e n a n t faire remarquer que, paurles points réels
de la surface, les variables imaginaires p et ff ne sont pas indépen-
dantes. Les équat ions (8) mont ren t en effet que sn2^? est réel et compris
entre i el .? tandis que sn2^ est réel et compris entre o et :r. Donc ç
est réel et ^ est de la forme (^m 4- î)co •+•" ih^ où h désigne u n e quan-
t i té réelle, et t\w la période du s inus ampl i t ude . On tire de la

2.p —z ç — ^ r"̂  ç — ( a m -l- ï ). fù — ih,
%y — ç + ̂  === (p -r- ( 2 /?î •4"" l ) Vf -4" ^//-
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Soit p ' l ' imaginaire conjuguée de p. On a

2?' = (P — ( 2 m + 1 ) 0.) -1- ik

d/où
2 ( q — p' ) == ( 4 w -h 2 ) û), </ — y?' == ( 2 m -+- i ) G}

et par su i te
snay^ r—sna / . / , snq =.± en//»

Dans ces condit ions, le rapport s r }-2^ a un module égal a l 'uni té , et
en outre, si snj? est i n f i n i , sny est in f in i de même ordre. D'autre part,
la différence i ~- /r sn^sn2^ n'est jamais n u l l e : car, sncp et sn'^
notant jamais inf inis , la relation i — Psn^sn12^ = o en t ra înera i t , en
vertu de (12), l 'égal i té de sn2/? et sn2^. On au ra i t alors

sn2^/ =± j - ,
h

d'où

en r/ == i/ î q": -^ et (in <7 = /i q= /*'•

Mais, d 'au t re part , nous avons trouvé

asnp cn^ dn^/•sn o — sn ^ == -——.-—-——— "• • T i —/t^sn^sn^

Cette différence serait inf inie- , ce q u i , nous venons de le dire, est
impossible .

HCela posé, on reconnaî t immédia tement que la valeur de ^^,
telle que la donne l 'équation (17), est f in i e sur toute la surface de
"l 'ellipsoïde.

Remarquons encore que, si l'on appelle^ pour abréger, triangle po-
dlif, l 'aire t r iangulaire déterminée sur l 'ell ipsoïde par l'ensemble des
points dont les trois coordonnées cartésiennes sont positives, à une
valeur arbitrairement choisie de snp correspond toujours un point réel
de ce tr iangle, et un seul. Soit, en effet, p, === a + i^ l 'une des valeurs
de p répondant à la valeur que l'on attribue à snp. En négligeant les
mult ip les des périodes, qui ne jouent ici aucun rôle, les valeurs de p
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pour lesquelles snp esl le même sont
/?o=: a -t-^'p,

)̂ ==: 2 co — a — i p.

Les valeurs correspondantes de y sont, comme on vient de le dire,
r/Q^z co -4- a — /(3,
^•= 3&.) — a 4- ^"j3.

De là, pour cp les deux valeurs
©^ == ̂ 0 + y,, == G) -+-20,

ç =: p + <y :=: 5 c*) — a a,

et pour 'sp les deux valeurs
^o == ^ç — /^ =: r.) — a /'p,
^•=. r.jf — p == <,.) — 2 z(3.

Par conséquent snyo== sny et sn^,== sn'sp. Les fonctions- sny, sn^
sont donc complètement déterminées, et il en est do même, en vertu
de (8), de u et v : ce q u i démontre la proposit ion.

A chaque valeur de snp correspond également une valeur un ique
de sn2^ savoir en2//, et par conséquent, en vertu de l'équation (ï6),
une seule valeur de H* Les équations (6), (9) et (10) montrent
d'ailleurs que la fonct ion désignée dans le Chapitre précédent par ̂
est liée à H par l'équation

,,^^J^(^,).^H1
U — V \ 2 ' J

Le radical \/^» <pi ne s 'annule jamais, a un signe bien déterminé.
La fonction ç^, aussi bien que u, p, lï, est donc complètement déter-'
minée dès que snp est connu*

Nous sommes maintenant en mesure d'établir que l'expression
trouvée pour H est la seule qui réponde aux conditions du problème.
Supposons, en effet, qu'il existe une autre solut ion H' : elle s'obtiendra,
comme nous le savons, en ajoutant à H une certaine fonction de/^, que
nous pouvons écrire F(sn/?), Cette fonction, pour chaque valeur
de sn/^, n'est susceptible que d'une seule valeur; car, quel que soit
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l'état d 'équilibre réalisé sur l'ellipsoïde, les tensions n^ n^ t ont en
chaque point de la surface des valeurs déterminées. En vertu de la
première équation (3) il en est de même de < p i , et par suite de H.

D'autre part, nous savons que chaque valeur de snp détermine un
point, et un seul, du triangle positif. Donc la différence H' — H ne peut
prendre qu 'une seule valeur pour chaque valeur de snp, autrement
d i t , F(sn/?) est une fonction uniforme de snp. En outre, cette fonction
ne devient jamais infinie, et elle s'annule, ainsi que H et H', aux om-
bilics de l 'ellipsoïde.

La théorie générale des fonctions nous permet de conclure que
F(sn^) est ident iquement nul le .

En résumé, la valeur de ïï donnée par l 'équation (16) est la seule
qui remplisse toutes les conditions du problème, et nous avons

c2 , , " - (^—c2)^2"--^12) /—sn2^ (i —/^sn^d ~- /^sn'^/)
Cl = — ( ( t — (')\/^ -h ——~——^——————/- \/W———7- "———;————r^—————T—————'' a ' " a • sn<i(/ (r — À'2 sn2? sn2^)2

La permuta t ion de p avec q fait connaî tre 92. On peut écrire p lus
s implement , en tenant compte de l 'équation (i4)»

[̂ iri.tllv^̂  £!4 :.«..; ————————— u" -f ——5——•2 \ sn"2/7
08)

j (u — ^]\/w(^V^^ / .» asi — c2
Q, =. -~————/-v~"- C2 4- -——,———' * • 9. \ sn'ap ^

1 ^B .————. „;„„„.„..,...„...,———————————L———....

CHAPITRE IV. — CALCUL DES TENSIONS.

En remplaçant , dans l 'équat ion
sn9cn^dn4 1 —sn^CAïQdno )

sn2p=-sn(y-4')=———F-^sn^sn^———Lî

/7^ c2' /"^ _ i '̂les fonctions elliptiques sn y, sn^ par leurs valeurs i/^"^-^î i/ ^ _ ̂  ->
7^2 î

mettant à la place de /^ son équivalent i /^_^ et tenant compte des
notations (7), on trouve aisément

_ ^^^__ (^^^)V^(^-P)U .
sn^^^^^^^
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et de même

sn^=-=J^E^^ ___^'Z^lll^^^^ ^
V^--^)^-^2! (^-c^^-^)^,^^)!^^

Par conséquent,

—— + —— =- 'î f̂ ^-îi2) r(^^^^-.-.~^)-f^^Vi- c^p ( c 2"1"u ) î V2+ ̂ "" P)'2[J'2sn2^ sii^y a^c2 u' 6 A a ^ ^ ^^ "^J F-̂ ^yT=^^7)nrq

mais

(c— ^^^ V— (c2- ^21?=:- (u - ̂ XP - c2)^ - ̂ )[(^- ̂ )(^- c2) - (u - c2 1 ) ( ( . • - c^)],

à\ni

_L,, ̂  „_!_ _ ̂ ^ + ̂  - ̂ (^±^ + ̂  ) + s (/./- + ̂ ) e^ f^ ~ 4a2 ̂ :! c2

sn2 9.p sn2 a /7 ~ " "w"""" ' (^ ̂ ^ _ ^̂ ,̂..,.,...,,,..-.̂  ,„,.._,„.

Posons pour abrégeî*

2 ̂  = P, ï a2 62 r= 2 Q, ^ ̂  ̂  „,„ î  ^

et les équations (î8) nous conduiscmt à ce résullaf :

^ + y,, = ̂ ^ [ uv ( u + P) - 9, p ̂  v 4- à Q ( //- 4- ^ ) - 2 II ].

Nous voyons ici renaître la symétrie par rapport aux trois lettres a,
b, c, symétrie qui avait disparu au moment où nous avions introduit
les fondions elliptiques. C'est une vérification, de l'exactitude des
calculs. D'autre part,

_ ï___ i_^ ^.liV1

sn^/? sn^ q "~ " {(^'Z^(u''—'^?

d^où
^\luv .,,,,.9r---92=-^^^^^^^^ X (JV,

expression également symétrique par rapport aux axes de l'ellipsoïde*
1 1 Portant enfin ces valeurs de ç,4-y, et ^—y, 1 dans les équa-
tions (4), remplaçant1 U et1 V par leurs .valeurs (7) et rétablissant le
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facteur constant —7-? nous avonsabc

'lA~= ^c ̂ -^-Pu.+Q^. + .) - R],

TT /"—
(19) ^ _ „, v^_ [>p2 — P uv +0(^4- P ) — R 1,

j (2^C V ^ I I — V ) 1 - ^ v / J?

^="" abc x u^ V/^^^y^1^'^^"1^ - ̂  (î.7 :rï2).

En tenant compte des équat ions ( i ) , on peut s'assurer directement
que ces valeurs des tensions satisfont aux équations différentielles (2).
On peut aussi, en supposant b2 égal soit à a2, soit a c2, retrouver les
formules relatives à l 'e l l ipsoïde de révolut ion , formules qu'il est aisé
d'établir sans aucune intégration. On remarque enfin que la tension
tangent ie l le t est nulle pour chacune des sections principales et que,
par sui te , celles-ci sont bien, comme la symétrie l'exige, des lignes
isostatiques.

On constate d'ailleurs que t s 'annule uniquement pour u=a2,
^ r r & 2 , v == l^y 9 ='c*2, c'est-à-dire qu'en dehors des sections princi-
pales, les l ignes de courbure ne coïncident jamais avec les lignes isos-
tat iques, et même ne leur sont nul le part tangentes.

Voyons comment va r i en t les tensions normales /^ et n^ le long de
chaque section principale.

Plan des axes b etc. — Pour annuler la coordonnée cartésiennes,
i l faut fa i re u == a2, ce qu i donne

(20)

n. := .-n--. ( a2 y 4- a2 c2 — &2 c" ) \/v,
2 a" bc

\ II ( , r- T a^+^c2- b^c^
\ /u== — l a^v— - -—————7=.————\ ï bc\ " 2 ^

La variable ^, qui figure seule dans ces formules, a une signification
géométrique très simple : elle est égale au p r o d u i t des deux rayons
vecteurs focaux dans le plan de la section considérée. La tension n^ est
perpendicula i re à l 'élément linéaire pour lequel u varie seul, c'est-
à-dire, ici, à l 'élément orthogonal à la section principale. La tension n^
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est perpendicula i re à la section pr incipale et, par conséquent, el le est
parallèle au grand axe de l 'ellipsoïde, n^ mesure donc V effort d'arra-
chement exercé sur le contour de la section principale. On voit que cet
effort n'est pas constant . Maximum à l 'extrémité du peti t axe, c^est-
à-dire pour ^ == &2, ce qu i donne

îîc^c f i l i \
/Z», r-Z —————— —— -|~ -, -— — î

a \c2 a2 f^ )

i l devient m i n i m u m à l 'extrémité de l'axe moyen, c'est-à-dire pour
ç == c\ ce qu i donne

_ II a2 b ( \ r i \^__^,..^+ ̂ . „„„..... ̂ .

II est à remarquer que si, l 'expression -^ -+" — -- -y est négat ive, la
tension n^ est négative à l 'extrémité do l'axe moyen, et alors, malgré
l 'existence d'une pression in té r ieure , l^nvdoppe tend à s'écraser en
ce po in t . Si, l'on désigne par r /or l ' é lément l i n é a i r e de la section princi-
pale el si l'on ca lcu le l ' in tégrale n^ch é t e n d u e à tout le contour , on
trouve, comme cela devait être,

^bc x IL

Pour des valeurs données de b et de c, la va leur moyenne de n^ sur
le contour dépend u n i q u e m e n t do II; mais la dùlribtuioa des tensions
dépend essent ie l lement de a. Si, laissant b et c constants a ins i que II,
on (a i t croître i n d é f i n i m e n t a, la va leur absolue des t ens ions extrêmes
augmente i ndé f in imen t , de teHe façon qu 'un aérostat de forme indéfi-
n imen t allongée f i n i r a i t toujours par se rompre su ivan t sa section
moyenne, même sous l 'action de pression in tér ieure très fa ib le , à moins
que b et c ne ' fu s sen t r igoureusement égaux. On voit à quel les erreurs
énormes on s'exposerait en considérant les efïbrts coaijme uniformé-
ment répartis sur le pour tour de la section.

Plan des aoces a et b. — II faut annuler la coordonnée s et faire par
conséquent ^== c^. En permutant, dans ies formules précédentes,
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a avec c, ^ avec (?, /î, avec ^2» o^ ^ immédia tement

ï y-C2-}- ^C 2—^ 2^jn
ab c^^u •

^( 2 1 )
11

: ( /y2c2+a ^c2—a2&"2) \^.
2 ̂ C'2

La discussion se fai t de la même manière; mais, comme les deux
expressions ~\ + -^ — — et ^ -+- — — -\ sont toujours positives, il1 ne
peut jamais y avoir de tendance à l 'écrasement.

Plein des axes a et c. — Pour obten i r la totali té de la section princi-
pale comprise dans ce p lan , i l f au t faire successivement a== 62 Çv va-
r i a n t de 62 à e2) et v •=== Ir Çu var ian t de îr à a2). Pour u •= & 2 , on a

(22)

ÎÏ
^ab^c
II /

(^h^-y^—a^c2)^,

a^b^ b^c^—a^c^
b^v

2\/P

Ces formules c o n v i e n n e n t aux parties de la section principale com-
prise entre les extrémités du grand axe et les ombi l i cs ; /^ est la ten-
sion dirigée dans le, p lan de la section et n^ est la tension normale
à cette section. Pour v ̂  A2 , on a de même

(^3)
n^

a^b^-^ / /26 t 2—a2c2 '
i\/ u ^

^=lf^/
ac \

n:̂  ( ce b^ 4- b^ c2 — a2 c2 ) y^,
a cib^c

formules qu i conv i ennen t au reste de la section. Ici, c'est n^ qui
dés i f foe la tension dirigée dans le plan de la section et /%a, la tension
normale à la section. Au passage d^un ombi l ic , /^ se permute avec ^2»
mais cette d i s c o n t i n u i t é n'est qu 'apparente; elle t ien t aux singularités
que présentent, aux ombilics, les coordonnées elliptiques. En réalité,
la tension normale à la section est représentée, en tous les points de
cette section, par la fo rmule

II— ( ce 1^ -4- &2 c2 - a2 c2 ) \/w,
^aô'^c
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dans laquelle w désigne le p rodui t des rayons vecteurs focaux. La
seconde tension pr incipale varie également d 'une manière cont inue.
Au point de vue des tensions, les ombil ics géométriques ne jouen t
donc aucun rôle particulier.

Ombilics mécaniques. -— Cherchons m a i n t e n a n t s'il existe des ombi-
lics mécaniques, c^est-à-dire des points pour lesquels les tensions
principales soient égales entre elles. On sait qu'en pareil cas la com-
posante langentielle / de la tension est n u l l e quelle que soit la direc-
tion de l 'élément l inéaire tracé sur la surface, et que , pour deux
direct ions rectangulaires quelconques, les tensions normales sont
égales. Les formules (19) doivent donc donner t = o, et l'on en con-
clut que les ombilics mécaniques , s^ils existent, ne peuvent se trouver
que sur l'une des sections pr incipales: au t rement di t , en un pareil
point , l 'une des coordonnées u, v doit a t te indre l 'une de ses l imi tes .
Examinons successivement les diverses hypothèses possibles.

i° u^==a2. — Les tensions normales sont données par les for-
mules (20), et, en écrivant qu'elles sont égales, on ob t i en t l ' équat ion

2 a> ̂  — ( a2 (^ 4- a2 c2 — //2 c2 ) ( ^ -h ci2' ) = o.

Faisons successivement dans le premier membre ^ == î)\ 9 =^2. La
subs t i tu t ion v == h2 donne

( ^ y — c ^ ^ — c ^ ^ ) (^— ^).

Le signe est celui de a^'l)1 — a^c^ -"- b^c^ La s u b s t i t u t i o n ^ = adonne
( ̂  c2 — ce y — y (^ ) ( ce — c2 ) o i.i Ï) i e n — [ c^ ( b^ ~ c2 ) -h. b2 c2 ] ( a2 — c2 ),

résultat négatif. D'après cela :
,11 y a quatre ombi l i c s mécaniques dans la section perpendiculaire

au grand axe si la quan t i t é a2^2 — a1^1 — b^c2 est posit ive; i l n'y en a
pas dans le cas contraire.

On remarque que, dans le cas l i m i t e a2 = h11 (ellipsoïde de révolu-
tion aplati) on aura i t deux ombi l i c s pour ^ = = & 2 , c'est-à-dire pour
y === o (extrémité de l'axe de révolut ion) .

. 2° u = &2, — On doit recourir aux formules (22) qui ne différent
des formules (20) que par la permutation de a avec "b. L'équation à
vérifier est .

9,/y^,-« ( ̂  ̂ -h ̂  e2 — ̂  c2 ) ( ̂ -t-1 &2 ) == o.
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La substitution p == c2 donne

(Z^c2 — a2 b2 — a^2) (62 — c2),

quantité négative, car

^c2- a2^ — a'-c2 =— y-(a2 - c2) ~ a'c2.

La substitution v = A2 donne

— ^(a2--^2)^2--.^),

quant i té également négative. Exclusion faite des ellipsoïdes de révo-
lu t ion , il n'y a donc pas d'ombilics mécaniques répondant à cette
hypothèse.

3° p = & 2 . — Les formules (23), qu i conviennent à ce cas, se dé-
duisent des formules (20) par la permuta t ion de a avec b, de u avec ^,
(ÏQn^ avec n^. L'équation à vérifier est alors

2 b^u — (a2^2 •+- b^c^— a^c^Ç u 4- b2) = o.

Les substitutions u =. a2 et u == b2 donnent respectivement

(c^— ^)(a2câ4- ^c 2 —^ 2 ^ 2 ) et — ^(a2-"- ^^(a2—^2).

La seconde est négative. La première a le signe de a^c2 -+- 62 c2 — a2^2.
Donc, pour que l'hypothèse ç == b2 fournisse des ombilics méca-

niques , i l faut et il suffit que l'expression a^b2 ~~~ a^c2 — b^c2 soit né-
gative.

Les ombi l ics mécaniques ainsi obtenus sont compris entre les deux
ombil ics géométriques et les extrémités du peti t axe. On voit en même
temps que, pour un el l ipsoïde à trois axes inégaux, les ombil ics méca-
niques ne peuvent coïncider avec les ombil ics géométriques.

4° v=c\ " II faut recourir aux formules (21), et l'on obtient
l 'équation

2^_ ( fea^+^c 2 -— a^b2) (c2+^)=o.

Les subs t i tu t ions u == a2, u = b2 donnent respectivement

(^2_ c2) {cêy -+• ^c2 — a2^) et (62"- c2)^'2^ -4- ^c2— ^c2).
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Toutes les deux sont positives; il n'y a donc jamais d'ombilics méca-
n iques dans le plan perpendiculaire au petit axe (exclusion faite de
rhypothèse^^c2) .

En résumé :

II existe toujours quatre ombilics mécaniques, symétriques par rapport
aux plans principaux. Ces ombilics sont dans le plan perpendiculaire au
grand axe, ou dans le plan perpendiculaire à l'axe moyen suivant que
l'expression a2 Ir — crc^ — Ire1 est positwe ou négative. Dam ce dernier
cas, les ombilics mécanùfues sont situés entre les ombilics géométriques et
les extrémités du petit axe,

Dans le cas particulier où a^lr === ^(a'2-}- //2) les ombilics se rédui-
sent à deux, placés aux extrémités du petit axe.

CHAPITRE V. — .LIGNES ÏSOSTATÎQÏJES.

Les lignes de tens ion pr incipales , ou l ignes isostatiques, jouen t , au
point de vue mécan ique , un rôle analogue à celui , dos lignes de cour-
hure au poin t de vue géomé t r ique ; elles sont déf inies par la c o n d i t i o n
d'être partout tangentes aux d i rec t ions principales de tension.

Soit a l 'angle sous lequel une ligne isostatique croise la ligne de
courbure P == consL En procédant comme pour la recherche des direc-
tions principales d'une conique , on trouve sans peine

2t »- ÎUÎÎV \/"UÏi î) n 019 cy "̂̂  ».»-»-,_,.,,...-.-̂ , — k....,,.»»».̂ .-..__„,.,.»«.«„_»....,,.,̂ ,..».,».,.,̂ _,_̂ ,,..,,...,̂ ...,.........,.,...,.,.',,..̂ _»,_»„..-.„.„„....,.,.,....„.....„..„,..-.-„.—...„,......,._̂ ,.,..™. »
" 1 " b ' ' "" n^ — n^ " îu/.2^3— P u^{u -h F) -h Q(^ + t..')2 "4" h(a -h ^)

D'autre part , si — est la dérivée de 9 par rapport à u pour un dépla-
cement effectué suivant la l igne isostatique, on a, en vertu des équa-
tions ( i ) e t ( 7 ) ,

U ^ d^tan^==_ y———,i y \/ u du
d'où

UV \/ uv du dçlîinîracîî == — 31 y^,——/—s——«TI—r*s •'b V ts«<fW+ Wvd^
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La comparaison clé ces deux valeurs de tang2a donne
(2^;) V^^-h UW^2

— du dv [2 ^2 p2 — P uv {u + P) -4- Q ( ̂ , + î^)2 ~ R (^ + (^)] = o.

Posant pour abréger
uv ==s, ^ -4- v = ̂ ,

on trouve
il dt — ds •— v dt + dçaa == —————, ^-^: ———————

u — p a — (^

V2 u di^ + Vî v d^ = ——^ [(V2 ̂ 3 + U21^ ) ̂ 2— à (V2 a2 + U2 p2 ) ds dt + (V^ u + U2 c,') ̂ 2 -|,

V2^^- U2^===^U(r-—3.y) — 2Q.s-(^— 2.S-) 4- Ps^— 2A4,
V2 M2 -i- U' ̂  == R ( ̂  -- 2.?) — 2 Q u + 2 P s^ — ,s-2 ̂
V2 a H" U2 ̂  = R ̂  — 4 Q .ç + P .s-z' — ,s- ( ̂  — 2 ,s- ),

d'où, en subst i tuant dans l 'équation (24), et suppr imant le facteur
commun //2 — 4"^

1{ ^( ^ dt — ds) — Q (,y ̂ â -h ^ <:& ̂  — ̂ 2) 4- PÀ- dsdt — .s- ^>2 = o,

ou bien

(25 ) (R t — Qs) d^ — (B + Q t — P,v) ds dt + ( Q — .s") ds1 == o.

Telle est l 'équation dif férent ie l le des lignes isostatiques. On vérifie
immédia tement qu'elle admet trois solut ions particulières de la forme

k étant l 'une des racines de l 'équation
R^(U+PA-2.-/ '3=0,

ou, ce qui revient au même,
(^^K//——Â')(C2"--A) + 0.

Si l'on prend, par exemple, k == a2, on a

^== a2 +- -^ ou, bien (a2 — u){a^— P ) ==0,
Ct
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d'où ^ = a2, ce qui donne l 'une des sections principales. Les trois ra-
cines a2, &2 , c2 correspondent ainsi aux trois sections principales.

L'équation (2,5), résolue par rapport à s, donne

R - Q ^ , ,._ ^ _ <^ / €^^ .̂̂  ^.^
\dt l^+ u

C'est une équation de la forme
fd{;\ , /cl^

K-=.t^ — +^( .1 V/^/ ' V c / ^

c'est-à-dire une équation de Cla i rau t . On pourrait l ' intégrer par 1^ ^rer par la
méthode connue; mais on simplifie les calculs en procédant, de la ma-
nière suivante :

Posons
^0 el .~^=^

d'où

/ /» . , dd) dff}
(.6) / : : : :r l•• l l- l^? ^.)-^^-

L'équation devient
A) ̂  -^ ̂ . j/( ̂  - o r/- r ̂  - B " i ' " Q ° '
^ 6 ~/(Ô) ""• ^ "'"/('i) - 0 [1^ ̂  ̂ —p'^Q^

L'intégrale générale de cette équat ion l inéaire est, avec une con-
stante a rb i t ra i re k,

C J7?^ r n f( n\ t //0 1,)=^O^U, ^f^0)^^^

mat s
ï _, e^po^Q

Q—f(Q) -" ^^Yôï^'^QQ'^

En se reportant à la défini t ion de P, Q, R, on constate que les ra-
cines du dénominateur sont a2, ̂  c\ et l'on peut écrire

• ï A B C^^^ ,,„,, .^.^ ^ .^^ ^ ̂ ,_^ ^
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A, B, C sont trois constantes définies par les équations

A 4 - B + C = i ,
( ^ P ) A^+c^^ -B^+^+CÇa 2 —^)^? ,

A^c 2 •+-Bc2^ +Ca 2^ =Q.
Alors

f d^

eJ O^T^ =:(0 — a 2 ) ^ ^ — ^ ) B ( 0 _ c 2 ) C ,

D'ailleurs
J?/(_^_ _ 0 ( R ^ Q 0 )
0 — /(Q) ( 0 — a2) (0 — ^a) (0 — c'2 )

Donc

(,8) ,,,=(»-,.).(,-,.).(S_.,)c [̂ J-̂ Î̂ H^ ,̂}

Cette valeur de ûû, portée dans les équa t ions (26), fait connaître .9
et t en fonction de la constante arbi traire k et du paramètre auxi-
l i a i r e 0. On calcule ensuite les coordonnées el l ipt iques par les for-
mules

UV =r s\ U 4- (; == t.

En résumé, la détermination des lignes isostatiques dépend d 'une
seule quadrature, qui pourra même être effectuée explicitement pour
certaines valeurs des constantes A, B, G. Ces constantes sont déter-
minées au moyen des équations (27). Si l'on se rappelle que

P = ci3- + y + c2 et 2 Q = a2 ̂  -4- b^ c2 + c^ ̂ ,

on trouve sans peine
A -1 ^c!r:Ja!-̂ 2±„c2-)^ î .̂̂ ^^^-__ .̂̂  ̂ ,

î> _ i ^^r" z/2(câ4"Ja2^11 ̂  ^ ̂ .̂ ^^ _ ^^,
_ i a2 y — c2 ( a2^ b^ )

(.. _ ^ .̂.̂ ^ -̂̂  _ ..̂ .

Un cas particulièrement remarquable est celui dans lequel on a

asibî—c'î(aî•+•bî')=o ou bien -^ =.-\ + — •
C d 0

Ànn, de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome X.VÏL — NOVEMBRE 1900. 67
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Nous savons déjà que les ombilics sont alors placés aux extrémités
du petit axe. La constante C est nulle, et

A — bî TR — a2 TR —"—"""a 1 2—^' ^—^r-^ A- l - i î—i .

Cherchons ce que devient l 'intégrale

r __ Jî{i\— Q 0) d0
—j ^•_ ^yAîrp^^2')iHT^^ •

On a
an^R^c^^c2^ , ,,

a"-+ h2'
2 Q == a2 Z^2 + C1 ( a2 + l^ ) == 2 a2 h\

(Ïoù
R _ a^3 _ ^
Q " ̂ ï̂ r7;i — a '

Le facteur 0 —c 2 peut alors être supprimé au naniérateur et au déno-
minateur, et comme C = o, il reste

I ̂  ̂ b- f.....̂ -.--.,-..̂ .̂ ^ . , - -^^ f^ " ̂ Y1 1 1 odo
" ( ,) (^-;aa)A+ï(^-6î?{^ " "J ^:r^y (^"r:"^')1^

Posant
0 ̂  r.ê..^^ — ̂

d^ù

il vient

o^^ï!^ ^^-J^^^^^^^^^^^^^
^-X 1 ( ï -x ) 2

ï^^^^^f^rx^^
, ( a^ — //^ )^ J 7^4-1 -"• A ( a2 — /^ )2 x 1 ( i — A ) ( a2 "~ 1162 ̂  z ?

ce qu'on peut écrire
' , . . .ï r , fo—^Y ,, fo — ^v'1'j —— »»-. _______ t /y^ ( ^___ l __ /»4 f . ___ ^ 1
- aï „ ̂  [a [ o - a^} u \0- h2 )

On trouve ensuite

,,,̂ _«,̂ -.,̂  ̂  ̂ « ;̂̂ -̂)]
,== A-(0 — a2)'^ (0 — ^y-t- a2 &2— (f^ + bî)Q,
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et par conséquent
<^&) , ,, , a2 -+- 62 — Q

f =:———==: a2 -4- 62 -4- k •dO ~~~ " ( 0 _ a 2 ) I i ( Q — ^ 2 ) A

/-, c/a) „ . _ , a2 b'2
s == G.) — y — r= a- ô2 -4- k •

clQ ~~ ' " (0 — a2)^ — 62)^

En combinant ces équations, on obtient

t _ et1 — ^2 __ a2 •+• b2 — Q _ £ — Q
"TIT^T"' — o 2 " ^ 2 " " ' s ?

d'où

n 2^ ^(^-h.ç—a2^ , „__ ^(^4,.ç-^^)y ̂  a ^ ——^-^——-, y - ̂ _ — — T T ^ T ^ ^

a^ ^l2B ( a4 4" s — a2 ^ )»( ̂  + ^ — 62 ̂ A == /CŒ2 ô'2,

ce qui revient à écrire
[" m, ̂  ^s( u 4" (î ) "l- a4]^ [ uv — ^^ M -4- v) 4- ô2]"^3 == COïlSt. 9

OU

(^-^ïlIlr^T'̂ ""rî ^̂  -const.,
ou enf in

.-y^1^: ZT%J^\

w désignant une constante arbitraire. On reconnaît dans cette équation
celle des trajectoires orthogonales, dans le plan xQy, des ellipses
homothétiques représentées par réquation

.y2 y2
-,- 4- ̂  == const.
a2 62

Par conséquent, en convenant de placer verticalement le petit axe^
on peut dire que :

L'un des systèmes de lignes isoslatiques est constitué par les lignes de
plus grande pente de l'ellipsoïde.

L'autre système est nécessairement formé par les lignes de niveau;
mais il n'est pas fourni par l'intégrale générale. Cela vient de ce que,
en prenant comme variable la quantité 9== , ' , nous avons exclu le
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cas où cette dérivée est constante. Or les lignes de niveau ont pour
équation

(u— c2) (?-- c2) =const.,

ou bien

d'où
. y — ^ t == const.,

ds
~dt c\

Pour faire apparaître les lignes de niveau, i l faut se reporter à
l'équation primitive (2.5). Si. l'on effectue la substitution s=kt-^h,
k et À désignant deux constantes, on trouve

t[R - 2(U 4- PÀ-2- A-3) = A ( Q - P / c + A-2) 4- A- (R - OA-) .

Pour que ceci. soit une identité, on doit d'abord avoir

B . — 2 Q Â - 4 - P ^ " ^—o.

Prenons pour k l 'une des trois racines de cette équation, alors

R {\ /,.
Q fï /,. , /..g _ 1 — Y Â

————— j;'/^ ^ A^=: — — — — — — — — ^ . . . ^ y

et la seconde constante A doit, par suite, vérifier la condition

. (K.-Q^^-h^^o.

En général, R — Q/c est différent de zéro, et alors
h == — /c2, < l 'o ù s = ht — A'12,

ou bien
^4-/-,

ce qui fournit, comme nous l'avons dit précédemment, les trois sections
principales. Mais, lorsque II — Q/c est nul, h est indéterminé, et l'on
obtient,alors le système de lignes s — kt === h dans lequel À devient une
constante arbitraire. Or

B — Q k = a2 ̂  c2 — i. A- ( a2 &2 4" ̂  c2 + c2 a2 ).
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Suivant que l'on fait h égal à a2, à b2 ou à c2, il vient

—(^2_ c^y—a^c2)

ou
^(c^'i—^c^-^a2)
s

ou
— (a2^__ç2^2__^^2 \
2

De ces trois expressions, nous savons déjà que la dernière seule peut
être nulle , et c'est justement le cas particulier dont nous nous occupons.
On retrouve bien ainsi, le système s—c^t^ const, qui constitue les
lignes de niveau de l'ellipsoïde.

En résumé :
Quand Vlwerse du carré du petit axe (placé verticalement) est égal

à la somme des iwerses du carré des autres axes, les lignes isostatiques
sont les lignes de niveau et de plus grande pente.

Revenant au cas général, cherchons à préciser la nature des lignes
isostatiques. Nous emploierons à cet effet une représentation auxiliaire,
en faisant correspondre, dans un plan, à chaque point du triangle
positif de l 'ellipsoïde le point dont les coordonnées cartésiennes ortho-
gonales sont s et t. Les trois sections principales, qui limitent le
triangle positif, sont figurées par les trois droites

s = ce t — ci\ s ̂  ̂  t — b\ s = c^t — c4.

Il est .aisé de voir que les points du triangle positif sont figurés par des
points situés à l 'intérieur du triangle ABC formé par ces trois droites
et que les deux triangles se correspondent point par point.

Pour chaque point (s, t} du triangle rectiligne, l'équation (25), mise
sous la forme
( 29) R l - Qs- (R + Q t — PS) 6 -i-(Q - s)0^ o ( ô == ̂

donne deux valeurs de 0. Le lieu des points (.?, t) pour lesquels Ô a
une valeur donnée est une droite, tangente à la conique

(R + Q^_- p.ç)2- 4(tU -- Q.î) (Q - s) = o.
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Le discriminant de cette conique est
(PQ -2R) 2 ~-Q 2 (P 2 - -4 .Q) ou 4 ( Q 3 — P Q R - ^ R , 2 ) -

Un calcul facile montre que ce discriminant se décompose en trois
facteurs, et que sa valeur est

4[ /^ç2_^2(^2^^) ] [c2^— ^(c^h-a2)] [^2—c2(a ï i+ ^2)].

De ces trois facteurs, les deux premiers sont négatifs. La conique est
donc une ellipse ou une hyperbole suivant que l'expression

^^—c < 2(^+ b^)

est négative ou positive. Nous retrouvons ici en présence les deux,
hypothèses que nous avons déjà eu à examiner.

Supposons d'abord que a2 b2 — c2 Ça2 + h2) soit une quanti té posi-
tive- Les ombilics mécaniques sont alors dans le plan perpendiculaire
au grand axe. Ils sont figurés par un point 0 du côté BC Çfîg' ï).

Appelons premier système de lignes isostat iques celui, q u i comprend
la section pr incipale représentée par AB, et deuxième système, celui
qui comprend, la section principale figurée par AC. Alors OC appart ient
au premier système, tandis que OB appartient au second. Les courbes
figuratives du premier système passent par un déplacement con t inu
de la position in i t ia le AB à la position finale OC. L'une quelconque
d'entre elles, 1MN, est comprise entre un point M situé sur AC et un
point N situé sur OB. Au point M, l 'une des valeurs de 0 est égale au
coefficient angulaire &\ de, la droite AC. La seconde valeur 0^ q u i
appartient à MN,, est, en vertu de l'équation (29),

n. .J-U-Q.ç ï^ . ,̂,,,̂ ^ .̂̂ .
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Mais, le point M étant sur AC, on a pour ce point s = b21 — 54. D'ailleurs
R == a2 frc2. On trouve ainsi

9 == Q^--^2 _ a^c4— ^(^~c2)s
l~ ^ h 4 ( Q — ^ ) ^ 2

Quand M va de A en G, s varie de b^c2 à ^a2, el 9, varie, toujours
dans le même sens, de c2 à a2. Mais une variable a deux manières de.
passer de c2 à a2 (c2 <^a^. Elle peut le faire en restant comprise
dans cet intervalle, ou bien, au contraire, en décroissant de c2 à — oo
pour revenir de -+- co à a2. Il est aisé de voir que 0^ se trouve dans le
second cas. En effet, s passe continûment, et en restant f ini , de b^c2 à
^^(Pc^^a2), mais Q est compris entre b^c2 et Ira2, car

et
Q -- ̂ c2^: ̂ [^(a2-- c2) -h a^2] > o

Q _ a^ y ==..} [ c2 ( a8 + 62 ) ~ a2 &2] < o ( par hypothèse).

11 y a donc une position de M pour laquelle Q — s = o, et à ce moment
0, est inf in i .

Par un raisonnement analogue, on verra que, quand le point final N
décrit le segment de droite BO, la valeur correspondantCy 62, de la
dérivée .: varie encore de c2 à a2 en passant par l'infini.

Remarquons encore que, pour aucun point de MN, 8 ne peut at-
teindre l 'une des valeursa2 ou c2. En effet, en vertu clé l 'équation (^9),
le lieu des points pour lesquels û = a2 se compose exclusivement de
la droite BC, et le lieu des points pour lesquels ô == c2 est la droite AB.
Donc, pour avoir la totalité de l'arc MN, il faudra faire varier 9 entre
deux valeurs extérieures à l 'intervalle (a\ c2), en passant par l'in-
fini . On procédera de la manière suivante. Soient s^ (^ les coordonnées
du point M, choisi à volonté sur AB. L'équation (29) fait connaître la
valeur in i t ia le» 0 ^ , de 0, et l 'équation ^ — ^ O i = œ^ donne la valeur
initiale, o^, de oj. L'équation (28), dans laquelle l'intégrale indéfinie
doit être prise égale à zéro pour cette position initiale, donne

! /.^________ÏL?________.
/l w ( ^—a â ) A ( ^—^ 2 ) B ( ^—c 2 ) c

L'état initial étant ainsi connu, on fera varier 0 progressivement
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depuis 0^ jusqu'à d-ûo(s i0^ >a2) et depuis 0^ jusqu'à —oo (si 0^<<c 2 ^
puis on reviendra de —co vers c2 ou de 4-œ vers a2. Pour chaque va-
leur d e ô i , on connaît co par la formule (28), dans laquelle l'intégration
est faite de 6^ à 0, et l'on obtient ensuite s et t par les formules (26)»
On s'arrêtera quand le point f igurat if aura atteint la droite BC, c'est-à-
dire quand les variables .9, t vérifieront la relation .?= ci^t — a\

Pour une ligne isostatique du second système, il faut partir d'un
point M'intermédiaire entre A et B, et aboutir à un point N' intermé-
diaire entre 0 et C. En raisonnant d 'une manière analogue, on trouve
qu'en M', comme en N\ 0 est compris entre a2 et &2. Ici, le passage de
la valeur initiale à la valeur finale s'effectue à l ' intérieur de l 'inter-
valle (a2, &2).

Supposons maintenant que a^f/2 — ^(a2 "h b2) so-itune quan t i t é né-
gative. Les ombilics mécaniques se trouvent dans le plan perpendicu-
laire à l'axe moyen. Ils sont figurés par un point 0 du côté AC (y?^\ 2).

Hg. a.

L'un des systèmes de lignes figuratives passe, par une déformation
progressive, de la position A,B à la position OC; l 'autre passe de même
de la position BC à la position AO. Pow le premier système, 0 reste
constamment compris entre c2 et 62; pour le seconde il reste compris
entre V et a2. On détermine d'ailleurs, comme dans le cas précédent,
la constante k, ainsi que les valeurs ini t ia le et finale de 0 afférentes à
chaque ligne.

En résumé, on voit qu'en dehors deg trois sections principales on
n'a jamais à envisager, dans l'emploi, de l'équation (28), les valeurs
a2, Ï)\ c2 de 0; il est donc inuti le d'examiner les singularités qui pour-
raient résulter pour a> de l'emploi, de ces valeurs,

La discussion précédente montre que là disposition des lignes iso-
statiques est tout à fa i t analogue à celle des lignes de, courbure, les



SUK L'ÉQUILIBRE D'UNE ENVELOPPE ELLIPSOÏDALE, ETC. 53^

ombilics mécaniques étant simplement substitués aux ombilics géo-
métriques.

Les lignes isostatiques jouissent-elles, comme les lignes de courbure,
de la propriété de former sur l'ellipsoïde un système isotherme? La vé-
rification directe serait fort laborieuse; mais on peut, sans l'entre-
prendre, répondre négativement. Il y a, en effet, nous l 'avons vu, un
cas particulier dans lequel les lignes isostatiques sont constituées par
les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente ; or on s'assure
sans peine qu 'un pareil système n'est pas isotherme.

Nous avons di t que le l ieu des points pour lesquels 0 a une valeur
donnée est représenté, dans le p l an , par la droite (29) tangente à la
conique

( H + Q ^ — p . ç ) 2 — 4 ( R < î _ . Q 5 ) ( Q — . ç ) = : o .

Par chaque p o i n t du plan passent deux tangentes à cette conique.
Chacune d'elles coupe sous un angle constant les courbes figuratives
de l 'un des systèmes de lignes isostatiques. Plaçons-nous, pour fixer
les idées, dans le cas où l'expression a 2 ^ 2 — ^(a3^ b'2) est négative.
La conique enveloppe est alors une el l ipse, et une discussion bien
simple montre q u e la disposi t ion générale est celle de la fîg.3 : le

Fig. 3.

t r i ang le ABC est circonscrit extérieurement à l 'e l l ipse; le point de
contact du côté AC est le point 0 déjà envisagé, q u i correspond à l'om-
bi l ic . Les deux autres côtés la touchent en des points A\ B7 situés sur
leurs prolongements. Une tangente telle que PQ, dont le po in t de con-
tact est entre 0 et A', rencontre sons un même angle les lignes figu-
ratives du système q u i comprend AO et BC. Une tangente dont le
point de contact serait entre 0 et B' rencontrerait sous un même angle

Ann. de l'Êc. Normale, 3<» Série. Tome XVÏ l . — HÉCEMBRE 1900. 68
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les lignes figuratives de l'autre système, qui comprend BC et OC. On
peut déduire de là que la connaissance d'une seule ligne figurative,
autre que les côtés du triangle, permet de construire fac i lement les
autres lignes du mêmesys tème. On arrive au même résul ta t par le
calcul suivant.

Dans l 'équat ion (28), qu i détermine oj, la l i m i t e i n fé r i eu re de l ' in-
tégrale peut, sans inconvén ien t , être regardée comme fixe, car on peut
comprendre dans la constante arbitraire k la port ion de cette intégrale
qui est prise entre la valeur i n i t i a l e de 0, précédemment calculée, et
la l imite fixe que nous voulons m a i n t e n a n t adopter. Dans ces condi-
tions, on a une expression de la forme

r^M+A-N,

dans laquelle M et N sont des fonct ions de 0, indépendantes de k. Ceci
posé, et en appelant M7, N' les dérivées de M. et N, les formules (^6)
donnent

t = _ •w _ Â-N^ -y =-: M: - M/ 0 + /.( N ~ N7 0).

Considérons une au t re ligne isostat ique du môme système. Soit k^
la nouvelle valeur de k. Soient / i , ^ les valeurs de l eAs correspondant:
à la même valeur de 0. On a

^=— M'— Â-iN^ .yi= M: — WQ + /^(N — N^û) ;
d'où

t, — h ̂  (/r — /^)N7, s, — s = (Â-i— k) (N — N'0),

mais N =: (Q — a2)^ — yy^o — c2)^
Donc, à chaque point de la première l igne k on peut , sans aucune inté-
gration, faire correspondre un point de la ligne k^. C'est ce que nous
voulions établir.

On voit en même temps que le rapport-1—-est indépendant des pa-
ramètres ^ e t / C i : il dépend uniquement de 0. C'est-à-dire que le l ieu
des points^ pris sur les isostatiques d'un même système, pour lesquels
0 a la Tïiêrne valeur, est une ligne droite1; résul ta t déjà obtenu d-'une
autre manière.
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La valeur du rapport 'J11^'9 est

N ,
W ~ ° -

mais
]V __ A B C
N — 0 —. c^ ^~ 6 — b2 4- Q — c2 "

^—^~ est donc une fonction rationnelle de 0.
Si l'on considère une troisième ligne, définie par la valeur / C a d u pa-

ramètre, et, si l'on appelles, ^ les coordonnées du point correspon-
dant encore à la même valeur de 0, on a

,s'<, — •<? .s1, — s

Nous pouvons donc, en t e rminan t , énoncer ce théorème :

Les lignes isosUtliques d'un même système sont figurées dans le plan
par des courbes qui interceptent sur les tangentes à la conique de base des
serments proportionnels.


