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SUR LES
SYSTEMES ARTICULES GAUCHES,

Par M. Ermxse DELASSUS,

CHARGE DE COURS A L'UNIVERSITE DE TOULOUSE.

PREMIERE PARTIE.

I

Les polygones articulés.

La transmission de mouvement entre deux corps solides par contact
direct peut se faire de plusieurs facons : soit par contact ponctuel,
comme dans les engrenages a roulement ou la vis sans fin, soit par
contact linéaire, comme dans les engrenages ordinaires, soit enfin par
contact superficiel, ce qui veut dire que deux surfaces identiques tra-
cées dans les deux corps sont assujelties & rester toujours en coinci-
dence.

Nous dirons dans ce cas que les deux corps solides sont aruculés,
généralisant un peu de cette facon la définition ordinaire qui ne con-
sidere pas la vis comme unc articulation.

La surface de jonction des deux corps doit posséder la propriété de
pouvoir se déplacer d’une fagon continue sans cesser de coincider
avee elle-mémes elle ne peut étre qu'un hélicoide, une surface de ré-
volution, un cylindre ou un prisme. Mais il y a une distinction & faire
suivant le nombre de parametres dont dépend le mouvement de glis-

sement de la surface sur elle-méme.
Les hélicoides, les surfaces de révolution autres que le cylindre, les
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cylindres non de révolution et, en particulier, les prismes n’ont qu’un
mouvement i un paramétre; ils donnent ce que nous appellerons les
articulations simples, & savoir :

1° La vis;

2° Le rotoide ('), formé par une surface de révolution autre qu'un
cylindre et qui peut avantageusement étre considéré comme une vis
dont le pas serait nul;

30 La glissiére rectiligne, ou tout simplement glissiére, formée par
un cylindre non de révolution ou par un prisme. Nous considérerons
souvent cette glissitre comme une vis de pas arbitraire et dont I'axe
est rejeté i 'infini dans un plan perpendiculaire & la direction de cette
glissitre, ou méme quelquefois.comme une vis de pas infini dont I'axe
est indéterminé parallelement & cette direction.

Le cylindre de révolution possede un mouvement & deux parametres ;
ce sera une articulation double que nous appellerons verrou.

Enfin, la sphere et le plan ont des mouvements & trois parametres,
ils donnent des articulations triples, i savoir :

1° Le genow dans le cas de la sphere;

2° La glissiére plane dans le cas du plan.

Nous dirons que deux articulations joignant deux corps sont équi-
galentes si elles permettent les mémes mouvements relatifs de ces deux
corps, comme, par exemple, deux surfaces de révolution ayant méme
axe. Nous ne les considérerons pas comme distinctes.

Une articulation simple étant une surface invariable restant en
coincidence avec elle-méme par un mouvement & un paramétre, sa po-
suton géomdtrique dépend de 6 — 1, ¢’est-a-dire 5 paramdétres.

De méme, une articulation double dépendra de 4 paramétres et une
articulation triple de 3 paramétres.

Supposons qu’une articulation d’ordre p se déplace et dépende de
g parametres (pS3, gS6 — p) et qu'un corps puisse jouer librement
sur cette articulation pendant qu’elle se déplace, je dis que la position
du corps dépendra de p + ¢ parametres. Il est d’abord évident que ce
nombre ne peut étre supérieur a4 p -+ ¢, ensuite il ne peut étre infé—

(1) Ce terme est emprunté a Reuleaux, Cinématique.
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rieur, car en fixant U'articulation on introduirait ¢ relations distinctes
entre les paramelres, et il en resterait moins de p pour le mouvement
du corps autour de cette articulation.

Réciproquement, si le corps dépendant de » parametres peut jouer
librement sur une articulation d’ordre p, c’est que cette articulation
dépend de » — p paramétres.

Il est inutile de définir ce que nous devons entendre par polygone
articulé ou, en employant le langage de Reuleaux, par chaine simple ou-
verte ou fermée. Les chaines gauches présentent avec les chaines
planes une différence essentielle; dans ces dernieres, toutes les arti-
culations sont des rotoides paralleles et le nombre de paramétres dont
dépend la déformation de la chaine est une fonction tres simple et bien
connue du nombre des articulations, tandis que dans les systemes
gauches ce nombre de paramttres dépend aussi de la disposition des
articulations; par exemple pour les hexagones fermés, nous trouverons
0,1, 2,93 l')m':n‘ni:u'os suivant les cas.

Le but que je me propose ici étant I’étude rigourcuse de la défor-
mation des chaines articulées, il est nécessaire de faire certaines re-
marques permettant de simplifier les discussions.

Soient deux corps S, S’ réunis parune articulation double, un verrou
dont I'axe est une ligne L tracée dans S. Imaginons un corps S”li¢ & S
par un rotoide ayant L pour axe etlié 4 S’ par une glissicre parallele
a L. On voit immdédiatement que S, lié & S par U'intermédiaire de S”,
sera dans les mémes conditions que lié directement & S par le verrou.
On pourrait, d’'une fagon plus générale, remplacer le verrou par deux
vis de méme axe, mais ayant des pas différents, la solution précédente
correspondant au cas ol les deux pas seraient o etoo.

Si les deux corps sont liés par un genou ayant O pour centre, nous
introduirons deux corps intermédiaires S” et S”, S et S” étant liés par
un rotoide dont I'axe passe par O, S” et S” liés également par un ro-
toide d’axe passant par O, et enfin 8” et 8" élant aussi liés par un troi-
sieme rotoide dont I’axe passe encore par O.

Si les deux corps sont liés par une glissiere plane, on introduira
encore deux corps intermédiaires avec trois rotoides perpendiculaires
a la glissiere, ou deux rotoides perpendiculaires ¢t une glissiere
rectiligne paralléle, ou enfin un rotoide perpendiculaire et deux glis-
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sieres paralltles & la glissiere plane, mais non paralltles entre elles.

Nous voyons ainsi que, par 'adjonction de membres nouveaux et
sans changer en quoi que ce soit le mouvement relatif des membres
qui appartenaient a I’ancienne chaine, toute chaine possédant des ar-
ticulations multiples peut se remplacer par une chaine 4 articulations
simples.

il en résulte cette conséquence que, pour I'étude théorique des
chaines articulées, nous pouvons sans restreindre la généralité nous
borner aux chaines dont toutes les articulations sont simples.

En outre, il faut dans une chaine & articulations multiples distin-
guer le nombre apparent et le nombre réel de membres, le premier
s’évaluant au moyen du nombre des articulations et le second au
moyen du nombre de ces articulations calculé en tenant compte de
leur degré de multiplicité. Ainsi, le joint Clémens, qui possede une ar-
ticulation sphérique, est un pentagone apparent, tandis qu’en réalité
¢’est un heptagone s'il est disposé non symétriquement et un hexagone
s’il y a symétric.

Dans la pratique, c’est souvent opération inverse qui se fait : on
remplace plusicurs articulations consécutives et convenablement dis-
postes par une articulation multiple; de cette fagon il y a réduction
apparente du nombre des membres, ce qui est souvent un avantage.

Par opposition & ces réductions apparentes, il y a les réductions
effectives.

Considérons une chaine 4 articulations simples et ouverte ou fermée,
supposons que trois corps consécutifs S, 8%, S” soient liés de telle fagon
que les deux articulations soient équivalentes dans le corps intermé-
diaire S'. Il est évident que le corps S” est exactement dans les mémes
conditions que s’il était reli¢ directement & S par I'articulation quiy
réunit 8'; lecorps S’ est donc un membre surabondant qu’on peut sup-
primer sans introduire d’articulations multiples, ¢’est-d-dire sans que
la chaine cesse d’étre complite ct, en outre, sans changer en aucune
facon les mouvements relatifs de tous les autres membres. Ces membres
surabondants ne doivent pas étre comptés. On en trouve un exemple
bien simple dans la réalisation pratique de la charnitre, qui est une
chaine & deux membres réunis par un rotoide ct possede générale-
ment trois membres et deux rotoides avant méme axe.
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Nous supposerons toujours que les deux articulations d’un méme
membre de la chaine ne sont jamais équivalentes, c’est-a-dire ne sont
jamais deux vis de méme axe et de méme pas, et, comme cas particu-
lier, ne sont jamais deux rotoides de méme axe ou deux glissieres pa-
ralleles.

Il y a un autre cas de réduction beaucoup plus important, mais qui
n’existe que dans les chaines fermées.

Soiente,, &y, ..., g, les parametres qui définissent les mouvements
relatifs des corps consécutifs autour des articulations qui les lient. 11
est évident que si la chaine est ouverte les ¢ peuvent varier arbitrai-
rement et indépendamment les uns des autres; il n’en est plus de
méme si la chaine se ferme. Coupons cette chaine par un de ses
membres, de faconh obtenir une chaine ouverte dontles deux membres
extrémes seront les deux portions d’un méme corps. Fixons le premier
membre de la chaine ouverte, le dernier membre a une position va-
riable dépendant effectivement des e; pour retrouver la chaine fermée,
il faut le fixer de facon qu’il constitue avee le premier, qui est déjia
fix¢, un meéme corps solides; on établit done entre les e des relations
effectives. Tl peut alors arriver que, de ces relations, résulte que Pun
des € a une valeur constante, ce qui veut dire que, dans toutes les dé-
formations possibles de notre chaine fermée, les deux corps conséeu-
tifs correspondants seront toujours en repos relatif; on pourra les
souder ensemble sans changer la déformation de la chaine et alors ces
deux membres n’en formeront, en réalité, qu'un scul. Clest Particu-
lation qui ne joue pas et qu’on supprime; & cause de cela, nous dirons
que cette articulation est surabondante. La recherche de ces articula-
tions ¢tant en rapport intime avec ’autres questions et exigeant des
préliminaires assez considérables, sera faite ultérieurement.

I1.

FEtude de certains mouvements 4 plusieurs parameétres d'un corps solide.

Supposons un corps solide S dont la position dépend de p para-
mitres (p < 6). Tragons dans ce corps une articulation simple, ¢’est-
a-dire un hélicoide, une surface de révolution ou une surface prisma-

; . . 3
Ann, de 'Ec. Normale. 3° Série. Tome XVIL. — Oc108RE 1900. 27
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tique; on concoit tres bien que, dans le déplacement & p parametres,
cette articulation ne dépende que de p — 1 parametres : il suffit pour
le concevoir de supposer que Particulation dépende de p — 1 para-
mutres et que le corps puisse librement jouer sur elle; il faut remar-
quer que toutes les articulations équivalentes & la précédente et
tracées dans le corps S dépendront aussi de p — 1 paramétres. Nous
allons nous proposer alors le probléme suivant :

Un corps a p paramelres peut-il posscder deux articulations non ¢qui-
valentes ne dependant chacune que de p — ¥ paramctres ?

Désignons, pour abréger, par A et A’ ces deux articulations, par o
et o/ les mouvements autour de ces articulations, ¢t enfin par «,,
a,, ..., a,, les p parametres da corps S.

A dépend de p — 1 paramétres qui sont des fonctions distinctes de
@y Ay, oe.n @y sinous fixons A, nous introduisons p — 1 relations dis-
tinctes entre @, @y, .., @, de sorte que la position du corps dépend
encore d'un paramelre, ce qui indique, puisque A est fixe, que le
corps peut librement prendree Te mouvement ot il peut de méme
prendre librement le mouvement o',

Au lieu de counsidérer le corps solide comme ayant un mouvement i
p paramelres, considérons Pensemble X de toutes les positions que
prend ce corps quand on fait varier d’une fagon arbitraire ces para-
metres, par-. Pensemble de toutes les positions de A et par A/ 'en-
semble de toutes les positions de A'.

Partons d’une position initiale S,, Ay, A, donnons au corps (ous
les mouvements diL autour de Ay, toutes les positions obtenues appar-
ticndront & X et Ay prendra une infinité de positions appartenanti -1
Prenons toutes ces positions S et donnons & chacune d’elles tous les
mouvements ML autour de A’. Prenons toutes ces nouvelles positions
de S et donnons i chacune d’elles tous les mouvements 9¢ autour de A,
et ainsi de suite, indéfiniment, en alternant les mouvements JiC et oL’

Nous obtiendrons ainsi un ensemble de positions de S appartenant
toutes & Z, cet ensemble est X ou est une partie de 2. S'il dépend de
moins de p parametres, ¢’est que X sera constitué par une suite infinie
de tels systemes.
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Nous sommes ainst amenés a étudier les mouvements spéciauz d’un
corps solide définis comme il suit :

Un corps solide @ un mouvement spécial & p paramétres si, en partant
d’une position initiale et lui donnant indéfiniment et alternativement les
mouvements N el W d’ amnplitudes arbitraires autour de ses articulations
Aet Ay on obiient toules les positions qi’il peut prendre en vertu de ses
p paramélres ct rien qu’elles.

Pour la commodité dulangage, convenons de représenter de la facon
suivante, en indiquant leurs amplitudes, les mouvements successifs o
et o qui font passer de la position initiale S, & une autre position

INC | [ [

S e
. LY 2 s [22

Considérons alors deux positions qui different seulement par la
valeur de . On voit facilement de proche en proche que P'une se dé-
duit de Pautre par un mouvement oie autour de A, et d’amplitude égale
a la différence des ., d’oft résulte immédiatement que 'ensemble X
des positions occupées par le corps S ne change pas par un mouve-
ment oL d’amplitude arbitraive autour de A,.

Considérons la position S indiquée plus haut, on peut I"écrire

DI -0 2 P

-
¢

N/ ” 1) Iz -3 5

de sorte qu'elle fait partic des positions qu’on peut obtenir en partant
de S,, mais commencant par un mouvement o', Réciproquement,
toute position obtenue de cette fagon

‘ I | v, vy
> o |
c Yo V2 i
peut s’¢erire
a | o v, vy
8 ~ ;
o ) Vo Ve

et, par conséquent, peut étre considérée comme obtenue en partant
de S, et commencgant par un mouvement J.
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Il'ya doncidentité entre Ies deux systemes obtenus en partant de S,
et donnant les mouvements alternatifs en commencant par J1T ou
par o, et de Ia résulte que le systeme X reste invariable par un mou-
vement o’ d’amplitude arbitraire autour de Aj.

On peut aller plus loin.

Considérons une position quelconque S, du systeme X

N | v, vy
Bloy Yy v,

92
-

et une autre position arbitraire
T Sy .
S . j )
AN | oy 2

S, étant indiquée en prenant A, pour point de départ et S cn pre-
nant A’
Partons de S, et appliquons au corps la suite des mouvements

NL { —_ vy —Y 4 [

]

Bl I — v, — Yy N Mg

les quatu' premicrs font passer de S, 2 S et les suivants de S, @ S,
ce qui montre que toute position S peut étre obtenue par des mouve-
ments alternatifs o et o' en partant de S,. Réciproquement, consi-
dérons une position S quelconque obtenue de cette facon en partant
de S,,

AT J 1 3 2%

B

o’ | P s
il est évident que je puis I'obtenir en partant de S, par la suceession
de mouvements

Il ' v, vy o 3 Vs

I’ I Vy vy Mo i

puisque les quatre premiers font passer de S, a S, et les suivants de
S, a S, d’our cette conclusion que le systeme X s’engendre de la méme
fagon par des mouvements alternatifs 5w et o en prenant comme po-
sition initiale du corps une quelconque de ses positions, et il en
résulte :

Quand un corps a un mouvement spécial, U’ensemble E de toules les
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positions de ce corps, U'ensemb’e A de toutes les positions de son articula-
tion A et lensemble ' de toutes les positions de son articulation A’
restent ingariables par tout mouvement M. autour d’une quelconque des

positions de A et par tout mouvement 3 autour d’une quelconque des po-
sitions de A'.

Cest cette propriété fondamentale des systemes spéeiaux qui va
nous permettre de les déterminer. Mais, pour ne pas interrompre la
_discussion, nous commencerons par établir la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux mouvements heli-
coidaux infiniment petits, dont on donne les axes et les pas, fournissent
par leur composition un mouvement hélicoidal de pas constant quelles que
sotent leurs amplitudes, est que leurs pas soient égaux el leurs axes con-
courants ou paralléles.

La condition d’¢égalité des pas est évidente, puisque, suivant que ['un
ou 'autre des deux mouvements simultanés a une amplitude nulle,
on obtient 'un ou lautre pas.

Sapposons done deux vis de méme pas

(XYZ, L M N,

v [ 0oo, hXhY N,
v (| X'Y'zZ, L' M N,

| 000, AX'AY L.

Soient A un facteur indiquant I'amplitude du premicr mouvement
¢t A un autre pour le second mouvement, le mouvement résultant aura
pour coordonnées

X=X AWK, L =ML+ WL+ AQX VX,

N =AY -+ 2Y/, M =AM+ NM + h(AY +2'Y"),

% =AW WL, 96 =AN 4 WN 4+ h(MZ + L),
¢t 'on doit avoir, quels que soient A et A/,

LN 4 MY 4 ok

- = A,
N2 = N2 4 o

égalité qui se réduit &

OX 4+ WX (AL 4+ VL) + (Y + 1Y) OM+2'M')
4+ (ML + N2 (ON + NN =o.
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Les coefficients de A* et A’ sont nuls en vertu d’identités bien con-
nues, et il reste & annuler le coefticient de 24" qui est précisément le
moment des deux segments NYZLMN et X'Y'Z'L'M'N’, et cela exprime
que les lignes d’action de ces deux segments, c’est-a-dire les axes
de nos deux mouvements hélicoidaux, doivent étre dans un méme
plan.

Dans la recherche des mouvements spéciaux, nous allons distinguer
plusicurs cas.

Previen cas. — L'une des deux articulations, A par exemple, est une
vis ou un rotoide dépendant de p — v paramétres et dont Uaxe est une
drotie dépendant aussi de p — 1 parametres.

Le corps S, dépendant de p parametres a,, a,, ..., a,, possede des
déplacements infiniment petits & partie d'une position quelconque et
qui dépendent de da,, da,, ..., da,. Ces déplacements infiniment pe-
tits sont des mouvements hélicoidaux qui se font sur des vis dépen-
dant linéairement de p — 1 parametres, les rapports de p—1 des
differentielles da i la derniere. Mais, d’autre part, nous connaissous
a priord les déplacements infintment petits constitués par des mouve-
ments ot autour des différentes positions de AL Ces vis ayant un
axe dépendant de p — 1 paramétres dépendent également de p —
paramétres, de sorte qu'il doity avoir identité entre ces deux séries
de vis. Plus rigoureusement, on peat raisonner de la facon suivante :

Soient w,, uy, ooy 4,y les rapports de p — 1 des da au dernier, le
mouvement instantané se fait sur une vis dont les coordonnées sont
des fonctions linéaires des w et dontle pas est une fonction rationnelle
du second degré de ces parametres. Or, parmi ces vis dépendant de
p — 1 parametres, nous en connaissons qui dépendent également de
p — 1 paramelres e, par conséquent, pour lesquelles les w sont arbi-
traires et dont le pas a une valeur constante £; la fraction rationnelle
qui exprime le pas est donc indépendante des «, de sorte que tout mou-
vement infinunent petit du corps solide est un mouvernent helicoidal
de pas h.

Considérons alors deux positions quelconques Ay et A, de A, deux
mouvements 9 infiniment petits et d’amplitudes arbitraires effectués
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autour de A, et A, seront des déplacements infiniment petits du
corps. En composant ces deux mouvements hélicoidaux de méme
pas &, on aura encore un déplacement infiniment petit du corps solide
et, par conséquent, un mouvement hélicoidal qui devra avoir le pas 4,
de sorte que, par Papplication du lemme, lesaxes de A, et A, devront
étre concourants ou paralleles; ce qui nous montre déja que, dans le
déplacement & p paramttres du corps solide, 'axe de 'articulation A
passe par un point fixe, reste dans un plan fixe ou garde une direction
fixe. Comme, par hypothese, cet axe dépend rigoureusement de p —
paramétres, on voit que on ne pourra jamais avoir que

P

in outre, les mouvements 2L’ sont aussi des mouvements infini-
ment petits du corps, de sorte qu’ils doivent avoir 2 comme pas el
que lear combinaison avee tout mouvement 91w doit aussi avoir /4
comme pas. De L résulte que les A’ sont des vis de méme pas que
les A et dont les axes passentpar le méme point fixe que ceux des A,
sont dans le méme plan fixe ou sont paralleles & la méme direction fixe
et, comme cas limite, les A sont des glissieres dont les directions sont
perpendiculaires i tous les axes des A, ce qui ne peut arriver que
pour les deux dernitres dispositions de ces axes.

Ltudions d’abord le cas oit les axes de tous les A et A’ passent par
un point fixe O. Nous remarquerons qu’une droite subissant un mou-
vement hélicoidal dont le pas n’est pas nul ne peut jamais passer par
un point fixe i distance finic. Prenons deux positions quelconques A,
et A, de Darticulation A, leurs axes passant par O, et donnons & A,
un mouvement o arbitraire autour de A,. Nous obtiendrons une nou-
velle position de A qui appartiendra encore & 'ensemble o, mais dont
axe cessera de passer par O i moins que 'on n'ait o= o.

Ainsi le corps a un point fixe et les deux articulations doivent étre
des rotoides dont les axes passent par ce point.

Sip =3, le corps a un mouvement arbitraire autour d’un point fixe,
et tout rotoide dont 'axe passe par ce point dépend bien de deux pa-
Ametres.

Peut-on avoir p = 2? Les arliculations A auraient des axes formant
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un cone qui devrait étre de révolution autour de chacune de ses géné-
ratrices, ce qui est impossible.

On ne peut également avoir p =1, car les deux rotoides non équi-
valents A et A’ seraient fixes, ce qui est absurde, puisque le rotoide A
peut tourner autour de A’ et ne reste pas fixe dans ce mouvement.

Le cas o tous les axes des A seraient dans un méme plan fixe ne
peut jamais se présenter, car prenant A, et A, quelconques et dont les
axes sont dans ce plan, en donnant & A, un mouvement oL quelconque
autour de A,, on obtiendrait encore une articulation de Uensemble .,
mais dont I'axe sortirait du plan considéré, et cela quelle que soit la
valeur finie de 4. Ce cas ne peut donc se présenter.

Il ne nous reste & étudier alors que celui ot tous les A et Tes A" ont
leurs axes paralleles 4 une divection fixe. Le méme raisonnement que
précédemment nous montre que le seul cas possible est celuidep=13.
Pour voir nettement le mouvement du corps, il nous faut tracer dans
ce corps un plan P perpendicalaive & la direction fixe eCune droite D
dans ce plan; le corps se déplace de telle facon que ce plan reste pa-
allele a lui-méme et que la droite tourne "un angle proportionnel au
déplacement de ce plan. Soit 4 le déplacement pour lequel la droite
tourne de 360°. Toute vis de pas £ et d'axe perpendiculaire au plan de-
pendreade deux paramitres, ¢t il en sera de méme pour toute glissiere
parallele & ce plan.

Comme cas particulier, nous avons celui de & = o; le corpsa un plan
fixe et les articulations dépendant de deux paramétres sont les ro-
toides perpendiculaires & ce plan et les glissieres qui lui sont paral-
leles.

Il est & remarquer que le cas de p =1 avec les axes de A el A’ con-
fondus ne peut jamais se présenter, car A et A seraient deux articula-
tions équivalentes.

Supposons maintenant, pour continuer la discussion générale,
qu'aucune des deux articulations ne soit une vis ou un rotoide & p — 1
parametres, et dont 'axe dépende aussi de p — 1 parametres.

Lin premier lieu, nous allons admettre que 'une des deux articula-
tions, A, par exemple, est une vis ouw un rotoide pouvant glisser sur son
axe de facon que cet axe ne dépende que de p — 2 paramétres, autre
articulation étant une vis ou un rotoide dans les mémes conditions,
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ou bien une glissiere. L'axe de A dépend de p — 2 parametres et le
corps S peut prendre une translation arbitraire le long de cet axe en
méme temps qu’une rotation arbitraire autour de lui. L'axe de A est
donc pour le corps S un verrou & p — 2 paramatres autour duquel il
peut librement jouer; pour cela, nous le désignerons par'W. Len-
semble des droites W restera invariable par tout mouvement de verrou
autour d’une quelconque d’entre elles.

Supposons que les droites W ne soient pas toutes paralleles & une
méme direction, je vais montrer qu’il existe forcément une droite W
coincidant avec une droite D donnée & 'avance.

Nous pouvons, en effet, trouver deux droites W, soient W, et W,
non paralltles entre elles et non paralleles & D; si ces deux droites ne
sont pas concourantes, donnons & W, un mouvement de rotation arbi-
traire autour de W,, ce qui donnera W, non parallele 3 W, puis faisons
glisser Wy parallelement & W, jusqu’a ce qu’elle rencontre W, ce qui
est possible, car W, va décrire un plan parallele & W,, et comme le¢
plan mené par W, parallelement & W, a une position arbitraire autour
de W,, on peut le choisir de fagon qu’il ne soit pas parallele & W,.
Nous arrivons ainsi 4 deux droites W, et W, qui sont concourantes en
un certain point O. Nous savons u'en faisant tourner alternativement
et arbitrairement ces deux droites 'une autour de I'autre, nous obte-
nons toutes les droites issues de O, lesquelles sont ainsi des droites W ;
en particulicr, considérons une droite D’ menée par O parallelement
a D et une droite D” passant par O et rencontrant D; D" et D” sont des
droites W, et comme on passe de D" a D par une translation parallele &
D7, il en résulte que D est aussi une droite W.

Les droites W dépendraient donc de quatre parametres, de sorte
qu’on aurait p = 6 : ¢’est le cas banal que nous écartons toujours.

Puisque les droites W doivent rester paralleles a une direction fixe,
clles dépendent au plus de deux parametres, et I'on a

b

Quant au corps, 11 a un mouvement dans lequel une deses droites D
conserve une direction fixe, et si la seconde articulation est une vis ou
un rotoide, son axe doit étre parallele 2 D, car les droites W subissant

dnn.de UFe. Normeale. 3* Série. Tome XVII. — OcToBrE 1900. 58
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un mouvement de verrou autour d’une droite non parallele & D ne res-
teraient plus paralleles & cette direction.

Examinons d’abord le cas le plus général, p = 4, le corps est soumis
a4 'unique condition que la droite D garde une direction constante.
Toute vis ou rotoide dépendant de trois parametres devra étre paral-
lele & D qui est la seule dirvection fixe du corps, et la réciproque est
vraie, car tout mouvement autour d’'une telle articulation ne change
pas la direction de D et, par suite, est un mouvement possible du
corps. On voit, en outre, qu’il en est de méme pour une glissiere
quelconque.

Supposons en second lien p = 3. Les droites W déeriront un cy-
lindre quidoitrester invariable par un mouvement de verrou arbitraire
autour d’une quelconque de ses génératrices W. Cest impossible.

Enfin, voyons le cas de p = 2. La droite W est fixe. La scconde
articulation doit donc donner un mouvement qui n’altere pas la posi-
tion de cette droite, elle doit done étre une vis ou un rotoide ayant
également W pour axe, ou encore une glissicre parallele & W le
corps a alors une droite fixe, les articulations dépendant d’un para-
metree sont les vis el roloides admettant cet axe et les glissicres qui
Iui sont paralleles.

Le seul cas qui nous reste maintenant & ¢tudier est celui olt A
et A seraient deux glissicres que nous ne devons pas supposer paral-
[eles, sans quoi elles seraient équivalentes. Tous les mouvements o
et o étant des translations, on voit que le corps se déplace en gar-
dant une orientation invariable et qu’on a, par conséquent,

)

yd o,

Si p=3, il est évident que toute glissicre dépend de deux para-
metres, car le corps peut, sans changer son orientation, glisser sur
elle.

Sip =2, le corps se déplace parallelement a lui-méme de facon
qu’un plan P parallele aux deux glissieres A, A’ reste fixe ct, vécipro-
quement, toute glissiere parallele & ce plan ne dépendra que d’un
paramutre, car le corps pourra librement glisser sur elle, toute autre
glissitre déplacerait le plan P, done dépendrait de deux paramitres.

Enfin, le cas de p =1 ne peut pas se présenter, car deux translations
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arbitraires suivant des directions distinctes donnent toujours un mou-
vement & deux parametres.

Pour récapituler commodément les résultats obtenus nous repré-
senterons le solide S par un triedre trirectangle Oxyz dont nous défi-
nirons la position par rapport & un triedre fixe OXYZ (position parti-
culiere et fixe de Ozyz) an moyen des coordonnées &, v, Lde O et des
trois angles d’Buler 0, 2, ).

Nous ferons, d’ailleurs, remarquer que, s'il y a deux articulations
distinctes dépendant de p — 1 parameétres, il y en a forcément une
infinité, leur nombre ne peut étre que o, 1 ou =.

Nous obtenons alors le Tableau suivant :

TasLeav 1.

Mowvements spéciaur @ p paramétres possédant une infinité d'articulations simples distinctes
& p—1 paramétres.

Nombre - .
Désignation . . ) ‘ .
do o Nature du mouvement. Articulations & p —1 paramitres.
O conveubionnelie,
parametres.
Toules les V paralléles & O z.
L x] h=o0, b=o Tous les R paralléles 2 Oz.
Toules les G.
ol 0 h Toutes les V de pas 2 paralitles & 0 5.
- V=0, 9=0 L=t | qoutes los G parallelesa 20y
5l . \ \
, 4 i 0 | Tous les R paralléles & Oz.
3 tas [lh“i':'“ fer | b=o0, p=0, L=0, Toutes les G paralléles a 20 y.
de 31
BF t=o0, =0, {=o | Tousles R donl laxe passc par 0.
ot =0, g=0, b=0 Toutes les G.
. Toutes les V ayant Oz pour axe.
b3 =5 ," =0 Le R ayant Oz pour axe.
2 a— — . .
=0, y=0 Toutes les G paralleles 4 0 z.
2
2 E=o0 Toutes les G paralleles & w0
4 0=o0, 9=0, =0
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Ayant déterminé ainsi zous les mouvements spéciaux, il est facile
d’obtenir tous les mouvements & p parametres qui possedent plusicurs
articulations simples 2 p — 1 paramétres.

Prenons le triedre de référence OXYZ et, au lieu de le considérer
comme fixe, donnons-lui un mouvement quelconque a ¢ parametres ;
si le tricdre Ozys avait un mouvement spécial & p parametres il aura
maintenant un mouvement absolu & p + ¢ parametres et ses articula-
tions dépendront de p -+ g — 1 parametres.

Par exemple, pour obtenir tous les mouvements & quatre para-
metres, on pourra prendre X, avec OXYZ fixe ou bien un X, avec le
triecdre OXYZ ayant un mouvement i un parametre, ou, enfin, un X,
avec un mouvement & deux parametres de OXYZ.

Réciproquement, on reconnaitra si un mouvement non spécial &
p parametres possede des articulations & p — r paramétres si on peut
¢tablir entre ces paramutres des relations

Silay, ayy ooy ay) = oy,

telles que tout mouvement i p — ¢ parametres, correspondanta des va-
leurs constantes des «, soit un mouvement spécial ou encore, i un point
de vue plus géométrique, si Uon peut trouver un triede mebile tel que
le mouvement relatif du corps solide par rapport & ce triddre soitun
mouvement spécial.

ses nouveaux mouvements étant composés avec des mouvements
spéciaux, nous les appellerons des mouvements spéciaux complexes.

II.

Etude de certains mouvements & plusieurs paramétres
avec des articulations multiples.

1. Mouvements speciauz pour une articulation simple et une articula-
twon multiple. — Nous nous proposons de rechercher si un corps solide
4 p paramétres peut posséder une articulation simple & p — 1 para-
metres et une articulation d’ordre £ 4 p — i paramétres.

Le corps peut alors jouer librement autour de articulation A’, de
sorte que nous avons des mouvements M dépendant de ¢ paramétres.
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Nous pouvons répéter, sans en changer un mot, tout ce que nous
avons dit dans le Chapitre précédent a propos de la réduction aux sys-
temes spéciaux, de la formation et des propriétés d’invariance de ces
systemes par tous les mouvements ore et o,

Considérons d’abord le cas d’un verrou W.

Le cas ou l'articulation A aurait un axe dépendant de p — 1 para-
metres ne peut se présenter, puisque tous les mouvements instantanés
devraient avoir méme pas et que les o’ peuvent avoir des pas quel-
conques.

Dans les autres cas, le corps aura deux droites & p — 2 parametres
ou une droite & p — 2 parametres avec une glissiere & p —1 para-
métres; nous avons fait completement leur étude dans le Chapitre
précédent et nous tombons sur les systemes X} et £}, le premier admet-
tant tgus les verrous paralleles 4 Oz, et le second 'unique verrou
ayant Oz pour axe.

Supposons maintenant que A’ soit une articulation triple, ¢’est-
a-dire un genou I' ou une glissiere plane P. Sil'axe de A dépend de
p—1 parametres, nous avons vu que A est un rotoide dont’axe passe
par un point fixe O ¢t que 'on a p=3, ou que A est une vis ou un ro-
toide dont Paxe reste parallele i une direction fixe avee p< 3. A’ étant
un genou, ¢’est le premier cas seal qui peut se présenter avee p = 3 et
le genou fixe ayant O pour centre : ¢’est le systeme 2.

A’ étant une glissiere plane, le second cas seul peut se présenter
avee p = 3, cette glissivre étant perpendiculaire a la direction fixe et
le pas de A étant o, car tous les mouvements 91’ sont des rotations
perpendiculaives 4 P : ¢’est le systeme o,

Si A étant une vis ou un rotoide, son axe dépend de p —2 para-
mbtres, nous savons que, ou bien p =2, alors cetaxe est fixe, ce quiest
incompatible avee I'existence des mouvements 9’ & trois parametres,
ou bien cet axe doit rester parallele 4 une direction fixe et p=4. Celte
hypothese est incompatible avec I'existence d’un genou & p — 3 para-
mitres, mais est compatible avec celle d’une glissiére plane perpen-
diculaire & I'axe de A; il faudra forcément p = 4, et nous obtiendrons
le systeme X;.

Enfin, si A est une glissitre et A’ un genou, par suite des mouve-
ments o, le corps posséderait des mouvements de translation dans
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des directions arbitraires qui, combinés avec les mouvements o', lui
donneraient une position- absolument arbitraire. On constale égale-
ment ce fait en donnant alternativement au corps des mouvements Ji
et . Ce cas ne peut donc se présenter.

La glissiere plane peut exister en méme temps que la glissiere rec-
tiligne, les mouvements alternatifs oL et 5" montrent alors que la
normale 4 P conserve une dircction constante et que toute position du
corps satisfaisant & cette condition peut élre atleinte @ ¢’est le sys-

teme E; qui admet toutes les glissieres planes perpendiculaires 3 Oz.

Il'y a exception si la glissicre G est parallele & P, car on voit alors
que dans les mouvements alternatifs o et o’ fe plan P reste fixe :

cest le systeme ay.
Nous pouvons résumer ces résultats par le Tableau suivant :

Tasrusv 1L

Mouvements spéclaux & P parametres ayant des articulations simples @ p—1 paramétres
et des articulations d’ordre §a p - paramétres.

Nombre | Désignation Articulations Arliculations Ariiculations
de conyen- simples doubles Iriples
paramétres. | tonnelle. i g —1 paramétbres. i p o paramdlres | aop - 3 paramébres.,
Toutes les V paralleles & Oz,
o o Tous les W paral- | I perpendiculaire
4 1 Tous les R paralléles a Oz, lles 4 O pari I,[()”" rdiculaire
Toutes Jes G. e ave
. Tous les R paralleles & 0. P perpendiculaice
o} m ) 1
i Toutes les G paralléles & 2Oy, a Oz
3
o2 o - G ayant O pour
22 Tous les R donl 'axe passe par 0.
centre.
Toutes les V ayant Oz pour axe.
- _ y 'l ‘ W ayant Oz pour
2 ) Lo R ayant Oz pour axe. <o,
7 \ o b axe.
Toutes les G parallcles & Oz. ¢

Les mouvements complexes formés avec ces systemes posséderont
¢videmment les mémes propriétés.
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2. Mousements mixtes. — Nous dirons qu’un corps a un mouvement
mixte quand, dépendant de p parametres, il possede une articulation
simple & p — 1 parametres et une articulation multiple d’ordre ¢ dont
le nombre des parambtres est supérieur d p — et inférieur a p, de
sorte que le corps puisse prendre un certain mouvement 9 autour de
cette articulation, sans que ce mouvement soit le plus général cor-
respondant.

Les rvaisonnements faits dans le Chapitre précédent ne sont plus
applicables, car la nature du mouvement 91U est maintenant variable
avee la position du corps..

Le probleme que nous nous proposons est indispensable pour la
suile, car nous aurons constamment a chercher de combien de para-
motres dépend une droite, un point ou un plan d’un corps qui joue
librement autour d’une articulation simple variable. On pourrait
eroire a priore qu’en considérant la droite comme un verrou, le point
comme un genou, et le'plan comme une glissiere plane, puis rempla-
¢ant Particulation multiple” par plusieurs articulations simples, on
arriverait, par Papplication des vésultats du premier Chapitre, a faire
étude complite de Ta question actuelle. I1 est facile de voir qu'il y a
[h un cerele vicicux. Prenons, par exemple, le cas d’un verrou &
p — 1 paramelres.

Imaginons 8’ li¢ & S par ce verrou et pouvantlibrement jouer autour
de Tui; la condition néceessaire et suffisante pour que W dépende de
p —1 parametres est que S’ ne dépende que de p 4 1 paramétres.

Soit D la ligne de S qui est 'axe de W, imaginons un corps inter-
médiaire 87 1ié 4 S par un rotoide R ayant D pour axe, et a 8" par
une glissicre ( paralléle & D. La liaison de S 4 S par intermé-
diaire de 87 sera identique & la liaison dirvecte par le verrou. En outre,
comme S devait jouer librement autour du verrou, S” peut tourner
librement autour du rotoide R et S glisser librement le long de la
glissiere G. Nous avons donc une chaine ouverte

S S” SI
A R G

le premier membre dépendant de p parametres et le dernier de p —+1.
Supposons que ni S ni §” n'aient des mougements spéciawr simples
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ou complexes, A dépendant de p — 1 parameétres et S de p, R dépendra
forcément de p paramétres, et S” de p +1; donc G dépendra de p + 1
parametres et 8’ de p + 2. Il faut donc que S ou S” aient uu mouve-
ment spécial. Les cas ol ce serait S qui aurait un tel mouvement
s’étudieraient sans aucune difficulté d’apres ce qui a été dit dans le
premier Chapitre. Mais il n’en est plus de méme du second cas;
alors S” doit avoir un mouvement spécial formé avec X; ou X, et pour
reconnaitre un tel mouvement de S”, il faut savoir de combien de pa-
rametres dépend I'axe de R dans le mouvement de S, de sorte qu’on
est ramené au probleme proposé.

Mais on peut se demander si, parmi tous les procédés qui permettent
de remplacer une articulation double par deux simples, il n’en existe
pas toujours un, tel que ce soit le premier corps de la chaine, ¢’est-
a-dire S, qui ait un mouvement spécial.

Soient A, A” et A’ les trois articulations conséeutives v, m”, m' les
mouvements correspondants. On obtient tous les mouvements autour
duverrou W e¢n combinant un mouvement 7" d’amplitude quelconque
avec un mouvement 72 d’amplitude également quelconque; en parti-
culier, les mouvements m” peuvent étre considérés comme des
mouvements 4 un paraméetre autour du verrou W. Mais S, dans son
mouvement, peut prendre librement le mouvement m” qui est alors
précisément le mouvement oV, de sorte que tous les mouvements o
infiniment petits auraient un pas constant, et il en résulterait que le
mouvement O’ fini serait un mouvement hélicoidal de pas inva-
riable.

Réciproquement, supposons que le mouvement oIV satisfasse tou-
jours & cette condition, soit 2’ son pas; considérons une vis V' tracée
dans le corps S, ayant méme axe que le verrou et ayant 2’ pour pas. Le
mouvement U étant précisément le mouvement autour de cette vis,
le corps S aura un mouvement spécial pour les deux articulations
simples A et V.

Enfin, considérons un mouvement spécial quelconque relatif & deux
articulations simples A et A, I'axe de A’ dépend de p — 1 parametres
etilen est de méme du verrou défini par cet axe.

Nous avons écarté le cas ol la premitre articulation du verrou serait
équivalente 4 A, ¢’est-a-dire ol I’axe de A serait aussi celui du verrou;
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il y a identité entre le mouvement o et le mouvement o/, et le
mouvement du corps est composé avec le mouvement hélicoidal & un
parametre.

Nous arrivons & cette conclusion : Les résultats du premier Chapitre
nous fournissent tous les mouvements mixtes relatifs au verrou pour les-
quels le mouvement O est toujours heélicoidal et de pas constant, et is ne
peuvent fournir que ces mouvements.

Pour montrer I'utilité de la discussion un peu pénible qui va suivre,
et sans attendre les résultats auxquels elle conduira, il suffit de donner
un exemple de mouvement mixte ne satisfaisant pas aux counditions
précédentes.

Considérons le mouvement suivant i trois parametres

h=o, '}J:-“O, C:F([ﬁ,‘ﬂ);

le mouvement & = const., 7 = const. est une rotation autour de Oz,
de sorte que le rotoide ayant Oz pour axe dépend de deux parametres.
Toute droite parallele & Oz conserve une direction invariable, donc
dépend de deux paramétres. Nous avons bien un mouvement mixte
pour le rotoide ayant Oz pour axe et pour les verrous paralltles & Oz.
Or prenons le corps dans une quelconque de ses positions et un
verrou W parallele & Oz. Dans le mouvement on’ le point O décrira
Vintersection de la surface { =F (&, n) avec un cylindre de révolution
ayant méme axe que W si la surface est choisie arbitrairement, cette
courbe ne sera pas une hélice, donc le mouvement o1V ne sera méme
pas hélicoidal, les mouvements o' infiniment petits n’auront pas un
pas constant.

[l est done indispensable de faire une étude directe de la question,
et cette étude nous conduira forcément a retrouver tous les systemes
spéciaux du premier Chapitre et & en introduire de nouveaux.

On pourrait développer des remarques analogues & propos des mou-
vements mixtes relatifs i une articulation triple, mais nous ne le ferons
pas, les considérant comme inutiles apreés ce qui vient d’étre dit.

3. Généralités sur la recherche des mouvements mixtes pour le verrou,

— Considérons un corps solide ayant un mouvement & p parametres
Ann, de UBe. Normale, 3¢ Série. Tome XVIL. — Ocrongi 1900, 59
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a,, as, ..., a, et les diflérents mouvements instantanés qu’il peut
prendre a partir d’'une de ses positions.

A la variation de chacun des parametres correspondra un mouve-
ment hélicoidal p.; ayant pour coordonnées

(1) Ny N Zi Ly O, 9T,
et tout mouvement instantané du corps aura pour coordonnées
ZIhdog, 2N 2B, Eh L, IAO, 200
Pour abréger, nous dirons que c’est le mouvement
274{1-[,

et il est impossible de trouver les A non tous nuls, de fagon que ce
mouvement soit nul, car le corps n’aurait alors que p — 1 mouvements
distincts, et, par suite, ne dépendrait effectivement que de p — 1 para-
metres.

Ceci posé, considérons un corps solide ayant un mouvement héli-
coidal par rapport & un triedre fixe T et une droite D de ce corps dont
la perpendiculaire commune et l'angle avee 'axe du mouvement sont
S et w.

En choisissant convenablement le trivdre fixe T, on verra que les
coordonnées du mouvement hélicoidal seront

(1) 0, 0, r, 0, 0, I

et que les coordonnés d’un mouvement hélicoidal quelconque autour
d’une quelconque des positions de D seront

[ Nos=—-usine sinre, Locmw( GC0Se sinra— tasinm cosra) — ¢ sing sin ro,
¥ o= usine cosra, Nl u(—dCoSn COSre — Lo sinm sinre) - ¢sinm cosra,
== wucosn, Vo == ud sine - ¢ Cosm,

o étant le parametre de position de la droite D, et « et ¢ deux para-
metres quelconques.

Cect posé, supposons qu'on donne au triedre T un mouvement
ap —1 parametres dont les déplacements instantanés distincts seront

I‘l'i? {J‘27 R ["-/;—-17

le corps S aura un mouvement résultant qui dépendra au plus de p pa-
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rametres @, @,, ..., @,_, et «, mais qui dans certains cas pourra ne
dépendre que de p — 1 parametres. On reconnaitra ce fait & ce qu'il
existera constamment une relation

Do by oo Dy ppy =0

entre Ies p mouvements instantanés ., @, ..., 1, , qui appartiennent
bien au mouvement du corps solide, et qui, par définition, donnent
sirement, par leur composition, tous les mouvements de ce corps.
Mais si D est un verrou & p — 1 parametres, parmi les déplacements
instantanés du corps, il doit y en avoir qui sont hélicoidaux autour
de D; autrement dit, il doit y avoir un mouvement i résultant de la
combinaison des mouvements u.,, 4, ..., ., ; on pourra done certai-

\

nement déterminer «, ¢, %, A, ..., A, , non tous nuls, de facon que

et cela doit étre vrai, quels que soient les parametres «,, ..., ¢, eta
dont dépend la position du corps solide. En remarquant que les coor-
données de gy, Uy, «.ry Ppry sSont indépendantes de «, et écrivant qu’il
y a identité pour cette variable, nousohtiendrons les conditions néces-
saires et suffisantes que doivent remplir les mouvements instantanés
du triedre mobile, ¢e qui nous permettra de déterminer ce mouvement
qui, combiné avee ., nous donnera finalement le mouvement mixte
cherché du corps solide.

La relation entre (n, (hy, gy +-es Ppy Gquivaut & six équations li-
néaires et homogtnes aux inconnues Ay, Ay, ..., Apy, u, 0. Si Pon
forme le Tableau rectangulaire des coefficients, on obtient

0 Ny Ll N,y —sine sinf 0
o N, v Npe sinm cosp 0
rooy R COSw 0
¢ 0 Ly aen Alpa dcosmsinf — tasinm cosp  —sinw sinf
0 My ... ANy —dcosmcosP —tasinmsinf sine cosf
N [ osinw cos

qui a au plus six colonnes, car les verrous 4 p — 1 parametres n’exis-
tent comme cas de réduction que si p— 1 < 4, et dans lequel, pour
abréger, nous avons mis 3 a la place de re.
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Il nous faut écrive que tous les déterminants d’ordre p + 2 formés
avec ce Tablean sont nuls quel que soit «.
Or considérons les deux Tableaux

{ 0 Ny .. Xy ¢} o
o, v T pet [} o
& r b, vee by ) o
o £y ... Lp—y ~—cosp —sinwsinf
o M,y ... N,y —sinB sinwcosf
[/ YR [ 0 COSw
et
0 Xy ... Xy — sinom sin( 0
o, AU sino cosf o
- r o B oS e 0
o £y ... Ly~ dcosesinp —sinmsinpP
o My ... M,_, —dcosmcosB  sinmcosf
t Ry .. Moy 0 sinm COS 0

On voit que tout déterminant d’ordre p -+ 2 pris dans & sera de la

forme
D= tasinen D'+ D",

D’ et D” étant les deux déterminants analogues pris dans &' et .

Si t =o0, D se réduira 2 D” et comme rn’est pasnul, B est arbitraire;;
donc il faut annuler tous les déterminants D”, quel que soit 8. On voit,
d’ailleurs, qu’on peut alors dans &” supprimer la premitre colonne et
la troisieme ligne et prendre seulement les déterminants d’ordre p -+ 1
de ce nouveau Tableau

Xop e Xepyg — sin o sinp 0
Ky P sinw cospP o

(o Lo e Lo dcoswsinf — sinw sinf
My ... NMpy —dcosmwcosP  sinwsinf
Tor oo Popy d sinm cOoS 0

Si t=o0, w=o0, il faut encore annuler les déterminants D” avec
cette particularité qu’on peut, dans &, supprimer les colonnes de
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rangs 1 et p -+ 2 ainsi que les lignes 3 et 6, et annulerles déterminants
d’ordre p du Tableau ainsi modifié.

On remarque que si 8 = o tous ces déterminants sont nuls, de sorte
que ¢ =0, ® =0, ¢ = o donnent un mouvement mixte, quel que soit
celui du triedre T.

Sit 0, w = o, il suffit encore de considérer les déterminants D”;
mais il y a encore deux cas & considérer. Si r n’est pas nul, on voit
qu’on peut supprimer la derniere colonne et la derniere ligne de &”,
puis la 1™ colonne et la 3¢ ligne. On retombe sur le méme résultat
que précédemment, c’est-a-dire que si w = o, 7540, que ¢ soit ou ne
soit pas nul, il suffit d’annuler les déterminants d’ordre p du Tableau

Ny X, o

- 5. R 0
Lo o0 Lo osinf
Ay .. I, —deosP

ce qui montre, en particulier, que @ =o0, ¢ = o0, r=£ o donnent tou-
jours un mouvement mixte.

Mais si @ étant nul, il en est de méme de r, I'angle B n’est plus va-
riable, il est constamment nul, on doit ¢ncore annuler les détermi-
nants D” en y faisant B = o, ¢t 'on peut supprimer la dernitre colonne
et la derniere ligne, ce qui revient i annuler les déterminants d’ordre
p ~+1 du Tableau &” ainsi modifié; il a alors une premiere colonne
qui ne contient que des zéros; donc @ = o, 7 = o donnent un mouve-
ment mixte, quel que soit le mouvement du triedre T.

Enfin, si ¢w =£ o0, la forme des déterminants D montre qu’ils ne
peuvent étre nuls, quel que soit @, que si D" et D” sont nuls quel que
soit cet angle ou, ce qui revient au méme, quel que soit f. 11 faut donc
annuler identiquement tous les déterminants d’ordre p + 2 des Ta-
bleaux &’ et &”.

Mais sir= o, (5 est constamment nul et il faut faire B = o dans les
Tableaux &’ et &”. On remarque qu’en vertu des hypotheses § = o,
tw = o0 on peut, dans &', supprimer la 1** colonne et la 6¢ ligne, puis
la (p + 1)iéme colonne et la 4° ligne; puis enfin, la (p + 2)=¢ colonne
etla 5¢ligne; de méme, on peut dans & supprimer la 1™ colonne ct
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la 6¢ ligne, puis la (p + 2)®=¢ colonne et la 5¢ ligne ; nous obtenons
pour le cas considéré le Tableau

Ny Xy e Ny
(A F T oo Tp—a
By By ... B,

dont il faut annuler tous les déterminants d’ordre p— 1 et le Tableau

Ny o N, o
- Yy oo Np-1 sinm
[CTO. N
( 5, ... b, coson
el b
Lo o

dont il faut annuler tous les déterminants d’ordre p.

Nous constatons déja 'existence de plusicurs mouvements qui sont
tous ceux pour lesquels w = o, ré=o. On voit que dans cette con-
dition n’entrent pas les différents mouvements du triedre @, etil en ré-
sulte que nous pouvons prendre le plus simple de tous, celui pour
lequel p =1, et dire que tous les autres sont des mouvements mixtes
complexes formés avec lui. Nous avons ainsi des mouvements mixtes
a un parametre :

Xi Mouvement hélicoidal défini par 0 =0, =0, E =0, =0,
L= T/E v admettant comme articulation simple fixe la vis de pas 4

ayant Oz pour axe et comme articulation double fixe le verrou ayant
Oz pour axe;
i Cas particulier du précédent, mouvement de rotation défini par

) =o0,d=0,E=0,71n=0, (=0 admettant comme articulations fixes
le rotoide, ct le verrou ayant Oz pour axe;

X7 Mouvement de translation vectiligne défini par 0 =o, ¢ = o,

=0, £ = 0, 1= o admettant comme articulations fixes la glissiere
lmlallcl(, a Oz et tous les verrous parallelesa Os.

Nous pourrons donc, & partir de ce moment, supposer que, si o est
nul, & ne est pas.

. Mougements mixtes pour le verrou dans le cas de @ = o, re = 0.
— ll nous faut annuler le Tableau ¢” dans la derniere colonne duquel
on a supprimé le facteur 3.
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1° p=1. &" n’a quune colonne, sa derniere, et ne peut étre iden-
tiquement nul.
2° p=2.&" a deux colonnes, et en annulant tous ses déterminants

on trouve
Ny == 0, Y=o, Ly=o, N, = o,

le mouvement du triedre T étant alors constamment un mouvement
hélicoidal autour de Oz, cette droite qui est fixe dans le triedre mo-
bile reste fixe dans espace; le corps S a donc un mouvement 2 deux
parametres dans lequel une droite reste fixe, ¢’est le mouvement X} du
ptemier Chapitre, etil admet comme verrous 3 un paramttre tous ceux
qui sont paralleles & O=.

3° p=23. ¢"” a trois colonnes; cn employant une notation bien évi-
dente, on trouve

AN, ) =0, A, £)=o, AT, £)=o,
A (X, ) = o, A(,oIL) =o.

II en résulte que A(L, o) est aussi nul ou que &, X, ¥,, ¥, sont
nuls.

Dans le premier cas, on voit immédiatement qu’on peut déterminer
A, et A, non nuls tous les deux, de telle fagon que les coordonnées x,

5, £, M du mouvement
Kyt~ R ra

soient nulles. Ce mouvement sera donc hélicoidal autour de Oz.

Soient a, et a, les deux paramétres du triedre T; tout mouvement
infiniment petit de ce tricdre est défini par un systeme de valeurs de
da, et da, qui, en réalité, sontles valeurs deA, et,; les quatre équa-
tions linéaires ¢t homogénes définissent A, et A, & un facteur pres,
¢’est-a-dire définissent leur rapport qui est une fonction de a, et a,.
On a done, pour ce déplacement spécial,

da, .
2‘(‘[‘2‘ = f(a, @s);

s0it
F(ay, ay) = const.,

intégrale générale de cette équation différentielle; tout mouvement
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a un parametre défini par F = const. sera un mouvement hélicoidal du
triedre T autour de son axe des z. Considérons alors le corps S qui dé-
pend de a,, a, et «, tout mouvement défini par F = const. sera tel que
la droite Oz qui est fixe dans ce corps reste fixe dans I’espace; il en
résulte clairement que le mouvement de S sera un mouvement com-
plexe formé avec X}, de sorte que nous n’obtenons rien de nouveau.

L’hypothese x, = o0, &, =0, ¥, =0, J, = o s’étudie plus facile-
ment, car les deux mouvements principaux étant hélicoidaux paralle-
lement & Oz, il en résulte que cette droite Oz gardera une direction
constante pendant toutle mouvement; cette droite ne peut rester fixe,
car S ne dépendrait que de deux parametres; si elle dépendait d’un
parametre, S serait librement mobile autour d’un verrou qui aurait un
mouvement & un parametre, ce qui donnerait un mouvement complexe
formé avec T, ; finalement elle peut dépendre de deux paramétres, ce
qui revient i dive que O décrit une surface autre qu’un cylindre paral-
lele & la direction fixe et & chaque position du point O sur cette surface
correspond une position bien définie du triedre T, et réciproquement
tout mouvement du triedre défini de cette facon satisfait constamment
aux conditions X, = 0, X, = 0, J, = 0, ¥, = 0. Si, sur ce mouvement,
on greffe le mouvement relatif de S par rapport 2 T, on trouve un nou-
veau mouvement & trois parametres X5 qui défini, comme nous I'avons
toujours fait, sera

§=o, Y=o, E=T(tn)+ La. o=0(,, )+ ra,

o étant un parametre variable.
4° p=1/4. 6" a quatre colonnes ct ne donne qu’un déterminant; en
Pannulant identiquement, on obtient

A(X, ¥, L)=o, AN, &, N0) =o.

Supposons d’abord que les trois déterminants

[ SPREA OPS Mg Xy Xz Ny ‘
‘ > > g ”
T s T2 T PR Y

ne soient pas tous nuls, alors on voit qu’on peut déterminer A, Ay, A,
non tous nuls, de fagon que le mouvement

My -+ Ay phg Ay P
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ait ses coordonnées o¢, &, ¢, o nulles, c’est-a-dire se réduise 2 un
mouvement hélicoidal autour de Os.

En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que ce mou-
vement est fourni par

da, _ da, . da,
A (ay, as, a) — Ag(ay, ay, as)  Aj(ay, a,, a3)’

dont I'intégrale générale sera

Fi(ay, as, a3) =const.,
Fy(ay, ay, az) = const.,

et il en résultera que le mouvement considéré du corps solide S est un
mouvement complexe formé avee 2.

Supposons maintenant que ce soit la seconde hypothése qui soit
vérifiée, c’est-a-dire qu’on puisse toujours se donner arbitrairement
deux des A, de fagon que le mouvement

AP+ Ay g =+ Ay g

soit hélicoidal parallelement & Ox.

Ais Ay, Ay sontalors, & un facteur pres, des fonctions connues de «,,
a,, ay et les mouvements instantanés qui ont leur axe paralléle 4 Os
sont définis par une équation

(1) Ai(ay, ay, ag)day -+ Ay (ay, asy as) da, + Ay(ay, ay, as) da; = o.

Je vais montrer que le premier membre admet un facteur intégrant.
Pour cela, je suppose que le mouvement du triedre T soit défini au
moyen dessix parametres d’Buler &, v, ¢, 0, ¢, ¢ qui sont des fonctions
de a, a,, a;, ¢t j'imagine un triedre auxiliaire pour lequel £, 7, {sont
constamment nuls et 0, ¢, ¢ ontles mémes expressions que pour T. De
ce que 0, @, ¢ sont les mémes pour les deux triedres, résulte que leurs
déplacements infiniment petits correspondant & un méme systeme de
valeurs de da,, da,, da, ontles mémes X, ¥, %, de sorte que I'équa-
tion (1) a la méme signification pour T que pour T. Le triedre T” ayant
son origine O' fixe aura pour mouvements principaux p., {,, p, des
rotations passant par O’; si ces trois rotations forment un triedre, il
résulte immédiatement de ce qu'on sait sur la décomposition d’un

Ann.de I’Ec. Normale, 3° Série. Tome XVII..— OCroBre 190o0. 60
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segment suivant trois directions concourantes que, pour avoir un mou-
vement de rotation autour de O's’, il faudra que da,, da,, da, soient
proportionnels & des quantités bien déterminées, ce qui serait en con-
tradiction avec ce qu’indique I'équation (1). Il faut donc que p;, oy,
w;, soient dans un méme plan passant par O's’; tout déplacement infi-
ment petit de T’ sera une rotation arbitraire autour d’une droite arbi-
traire de ce plan; il ne dépendra que de deux arbitraires, donc T" aura
un mouvement & deux parameétres.

Soient &, et b, ces deux parametres fonctions de a,, a,, ay; les
mouvements de T’ se réduisant 2 une rotation autour de O’z" seront
donnés par une relation

F(b,, b,) = const.,

qui, lorsqu’on y remplacera b, et b, en fonction de a,, a,, a,, devra
étre équivalente & (r). Cette équation (1) aux différentielles totales est
donc compléetement intégrable et a pour intégrale

D (ay, a,, a;)=const.

Si donc on considere le corps solide S qui dépend des quatre para-
metres @,, a,, a, et a, on voit que tous les mouvements & trois para-
metres, définis par @ = const., sont précisément les mouvements X}
étudiés dans le cas précédent. Nous obtenons ainsi les mouvements
complexes formés avee le mouvement mixte Xj.

5. Mouvements miztes pour le verrou dans le cas t = o, rw =£o.

1 p=1. Le Tableau &| n’a que ses deux dernieres colonnes, et
comme o 7= o, ses déterminants ne peuvent pas tous étre nuls.

2° p=2. &, a trois colonnes. En annulant tous ses déterminants,
on trouve

Ny =0, 5i=o, Li=o, NV, == o, Moy == 0,

le mouvement instantané est une rotation autour de Oz, de sorte que
T a un mouvement de rotation autour d’une droite fixe qui est son axe
des z, le corps S auraitalors deux mouvements de rotation simultanés
autour de la méme droite fixe, et il ne dépendrait que d’un parametre,
ce qui est contraire & I’hypothese.
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3° p=3. &, a quatre colonnes, il y a cinq déterminants & annuler
identiquement, on trouve

A(X, L)=o0, A(J,M)=o0, A(L, N)=o,
A(X,9) =0, A(Y, K)=o0, AOL, N)=o, A(X,I)+A®,L)=o,
SA (X, J)=o.
SA(Y,L)—sinwcoswA(L, M) =o.

Supposons d’abord que 9%, et 9%, ne soient pas nuls tous deux, les
six premiéres équations montrent que les cing équations linéaires et
homogenes obtenues en égalant 4 o les coordonnées x, 3, £, a, 9% du
mouvement

Aypy + Aoty

se réduisent 2 une seule, alors tous les déterminants A sont nuls et
toutes les équations sont vérifiées. Le triedre T admet dans ce cas une
rotation autour de Oz, et I'on en conclut, par un raisonnement déja
fait et parce que ¢= o, que le solide S ne dépendrait que de deux
parametres, ce qui est contraire & hypotheése.

Il nous faut donc supposer 9%, = 0, 9%, = o, et il ne nous reste que
les cinq équations

AR, L) =0, A(F,O0)=o, A(X, )+ A(F,L)=o,
CA(X,Y)=o0, SA(Y, L) —sinwcosm A(L, ) =o.
Supposons d’abord ¢ = o, on aura
AN, Y)=o.

Considérons alors les quatre équations linéaires obtenues en égalant
a zéro les coordonnées &, 7, £, o du mouvement

Mg Ay e

Si %, et X, ne sont pas toutes deux nulles, ainsi que ¥, et J,, il ré-
sulte de A(x, £) = o0, A(y, ) =o0, A(X, ) =0 que ces quatre
équations se réduisent & une seule.

Si X, et &, sont nuls tous les deux sans qu’il en soit de méme de
7, et 7y,, la premiere des quatre équations linéaires est une identité, et
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les trois dernieres se réduisent & une seule, car A(Zy, o) est nul, et,
en vertu de la troisieme équation de condition, A(Z, £) I'est aussi.

Si &, %, Yy, Y, sont tous nuls, les deux premieres sont des iden-
tités et il ne reste que les deux dernieres qui, en vertu de la derniere

, . .. . . T L1 s
équation de condition, seront distinctes si © = =, et se réduiront &

- ™
une seule si o = =
Les quatre équations linéaires se réduisent 2 une seule si les quatre
quantités &¢,, %¢,, ,, ¥, ne sont pas toutes nulles ou si, I'étant toutes,

, s T , . ..
® n’est pas égal & 5+ Tous les A sont nuls etles équations de condition
vérifiées. Le tricdre T possede un mouvement infiniment petit qui est
une rotation autour de Oz, et I'on retombe sur 'impossibilité qui avait
été constatée quand 9%, et 9%, n’étaient pas tous deux nuls.

T
Il nous faut donc supposer les X et les &y tous nuls avee o = —.

Les coordonnées &, & et 9 des mouvements ., et p, étant nulles, ces
mouvements sont des rotations paralltles 2 Oz. Sil'on y ajoute la ro-
tation de S autour de Oz, on voit que le mouvement infiniment petit
de S se compose de trois rotations perpendiculaires & Oz, lesquelles
laissent fixe le plan 20y qui est attaché & S par suite de 'hypothese
¢t= 0. Ce plan a donc une position fixe dans I'espace, et S a, en réalité,
le mouvement & trois paramétres produit par une glissicre plane fixe;
c¢’est le systeme o) trouvé dans le premier Chapitre admettant comme
verrous 4 deux parametres ceux qui sont paralleles au plan 20 y.

Enfin, il nous faut examiner 'hypothese ¢ = o; il reste les quatre
équations de condition

A(X, Ly==0, A(Y,)==o0, AEN,IN)-+A, L)=0, coswA(s,I)=o.

Si cosw n’étant pas nul, les quatre quantités £, ¢,, 9, M, nesont
pas toutes nulles, on retombe encore sur le cas d’impossibilité qui
correspond aux trois rotations autour de Oz; supposons que g, L.,
M, et o, soient toutes nulles, 1, et p, seront des rotations autour
d’axes passant par O et nous tomberons, pour S, sur le mouvement 22
qui admet tous les verrous passant par O.

. . . ™. .
Si, en dernier lieu, nous supposons w = - il ne reste que les trois
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premieres équations de condition. De I’équation A (X, £) = o, résulte
qu’il existe un déplacement composé d’une rotation R, passant par O,
et située dans le plan des yz et d’'une translation T, suivant Oy; de
méme, au moyen de I’équation A(z, o) = o, on constate I'existence
d’un autre mouvement composé d'une rotation R, passant par O dans
2 0z et d’une translation T, suivant O .

Ces deux déplacements sont distincts, car, s’ils ne I’étaient pas, celui
suivant lequel ils sont confondus aurait ses coordonnées x, 5, £, I,
9% nulles et conduirait & une rotation autour de Oz, cas qui a déja été
écarté. Tout déplacement infiniment petit du triedre T s’obtient donec
par la combinaison des deux mouvements (T, R,) et (T,, R,). En par-
ticulicr, tout déplacement infiniment petit de son origine O s’obtiendra
en composant les deux translations T,, T, de grandeurs arbitraires et
dirigées suivant Oz ¢t Oy.

SiT,= o, T,=olepoint O est fixe; le corps S a le mouvement le
plus général autour d’un point fixe, c’est le systeme =3 qui avait déja
6Lé trouvé pour ¢ = o, quelle que fal la valeur de .

Si T, = o l'origine a un déplacement & un seul parametre, donc dé-
crit une courbe I' dont la tangente est la direction de T,, c’est-
a-dire Oy. Le triedre T dépendant de deux parametres prendra toutes
les positions dans lesquelles son axe des y sera tangent par son origine
3 la courbe T'; en outre, la droite D tourne librement autour de O
dans Oy, il en résulte que la droite D auraun mouvement dans lequel
elle sera uniquement assujettie & rencontrer la courbe I'. Cette droite
dépendra de trois paramétres, de sorte que nous tombons sur une im-
possibilité.

Si T, et T, ne sont pas nuls le point O a un déplacement 3 deux
paramétres, il décrit une surface Z, et Oz et Oy sont deux tangentes.
Comme la droite D tourne librement autour de O dans 0y, plan tan-
genta X en O, la droite D peut venir coincider avec n’importe quelle
tangente 4 £. Or les tangentes d’une surface forment toujours un com-
plexe, de sorte que nous retombons encore sur une impossibilité a
moins que cette surface ne soit un plan, c’est-2-dire que 20y ne reste
fixe, ce qui donne le mouvement o.

En réalité, nous venons de montrer, par un raisonnement géomé-
trique un peu détourné mais tres simple, que les deux mouvements .,
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et w, d’un triedre 2 deux parameétres ne peuvent satisfaire aux cing
conditions

AN, L) =0, A(F,M)=0, A(X,MN)-+A(J,L)=0, I =0, Iy=o,

que si ce triedre a son origine fixe, ou a son plan des zy fixe, ou admet
constamment un mouvement infiniment petit se réduisant & une rota-
tion autour de son axe des z, c¢’est-a-dire & un mouvement com-
plexe formé avec le mouvement de rotation autour d’un axe. Les
relations entre les coordonnées de i, et x, qui nous étaient imposées
ne pouvaient pas nous fournir ces conclusions; il aurait fallu, pour
employer une méthode dirccte, faire intervenir les relations différen-
tielles (*) que doivent remplir ces douze quantités et montrer leur in-
compatibilité (sauf dans les cas mentionnés plus haut) avec les trois
équations de condition. Cette marche aurait été beaucoup plus pénible
que celle que nous avons adoptée.

4° p=4. & a cinq colonnes et ne forme qu’un déterminant. En
I'annulant identiquement, on trouve

) 5A(A:,.f;, M) = o, A, I, D% =0,
{ AN, N, D6 ) 4= A, £,96) == 0;

' SA(X, F, L) ==sinm cosmn A(X, L, ML),
() SA(NX, &, M) == sinw cosm A(Y, £, ML),

Pour étudier ces équations nous ferons une remarque essentielle.

Cette remarque consiste en ce fait que les équations (1) ne dépendent
nide ¢, ni de o, et que sid et cosw sont nuls les cing équations de
condition se réduisent aux trois équations (1). 1l en résulte que nous
devons commeneer par étudicr ce cas particulier, et que c’est parmiles
mouvements particuliers que nous trouverons ainsi, que nous devrons
chercher ceux qui satisfont aux équations (2) quand la droite ne satis-
fera plus aux conditions 8 = o, cos® = o.

Etudions donc ce cas.

Supposons d’abord que le point O dépende d’un seul paramétre,

(1) Voir KoeNies, Legons de Cinématique, Chapitre X.
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¢’est-d-dire décrive une courbe I'; la droite D, qui passe par O, rencon-
trera toujours I', donc décrira un complexe et les équations (1) seront
certainement vérifiées. Nous ne ferons pas figurer ce mouvement dans
nos Tableaux, car ¢’est un mouvement complexe formé avec Z3, et qui
n’est assujetti & aucune restriction.

Si le point O dépend de deux paramétres, c’est-a-dire déerit une
surface, & chaque point M de cette surface correspond une simple infi-
nité de positions du triedre T, positions dont’axe des z est essentielle-
ment variable; le plan 2Oy peut étre amené & passer par n’importe
quelle droite issue de O, et la droite D qui tourne librement autour
de O dans ce plan viendra coincider avec la droite considérée. La
droite D pouvant venir coincider avec toute droite rencontrant la sur-
face licu de O ne décrirait pas un complexe.

[l reste & étudier le cas ol le point O dépend de trois paramétres,
¢’est-d-dire est arbitraire dans 'espace. A chaque position de O cor-
respond une position bien déterminée du plan 0y, et I'ensemble de
toutes les droites issues de O dans le plan 20y doit décrire un com-
plexe.

Supposons d’abord que le plan 20y ne dépende que d’un seul pa-
ametre; soit P une de ses positions : forcément, pour tous les points O
situés dans ce plan, le plan Oy sera précisément le plan P. Les
droites D étant arbitraires dans un plan dépendant d’un seul para-
metre dépendront bien de trois parametres. Mais le mouvement ainsi
obtenu est un mouvement complexe formé avec o,.

Pour aller plus loin, nous remarquerons qu’a chaque position de O
correspondent un ou plusieurs plans Oy et qu’il peut exister des
points formant des courbes ou des surfaces pour lesquelles deux dé-
terminations du plan «Oy viennent se confondre. Imaginons une
région R & trois dimensions qui ne soit traversée par aucune de ces
courbes ou surfaces singulitres, et faisons mouvoir le corps S d’une
facon continue en satisfaisant uniquement 2 la condition que son
point O ne sorte pas de R. Si nous partons d’une position quel-
conque M, de R avec la détermination P, pour le plan 0y, nous gar-
derons toujours cette détermination et nous reviendrons forcément en
M, avee la détermination P,. Ainsi & chaque point M de R correspond
un ct un seul plan P et le corps S partant de la position initiale M, Py,
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quel que soit son mouvement dans R, lorsque O arrivera en M, le
plan Oy viendra en coincidence avec P.

"Soient alors M et M’ deux points de R, P et P’ leurs plans. Suppo-
sons que M’ soit dans le plan P. Partons de la position MP, nous pou-
vons faire tourner S autour de Oz, de facon que la droite D vienne en
coincidence avec MM’, et ensuite donner 2 S le mouvement & un pa-
ramétre qu’il doit siirement posséder autour de D devenue MM'.

Il peut arriver que ce mouvementautour de D soit constamment une
rotation; alors le corps posséderait les deux rotoides Oz et D concou-
rants, rectangulaires et ne dépendant que de trois parametres : ce se-
rait le mouvement complexe formé avec X2. Ecartons-le.

Dans le mouvement de S autour de D, le point M variera sur D et le
plan P tournera autour de D. Il arrivera un moment ou M viendra
en M, et, par suite, P en P’; il en résulte que P’ contient MM’, ¢’est-
a-dire M.

La correspondance du point M et du plan P possede la propriété
caractéristique suivante :

A chaque point M de R correspond un et un seul plan P : si un point M’
est dans le plan P du point M, M est aussi dans le plan P’ du point M'.

Prenons alors un point M et son plan P. Si P ne dépendait que de
deux paramétres, il y aurait dans P une ligne de points M auxquels
correspondrait ce méme plan P. Tout autre point M' du plan P devrait
avoir un plan P" contenant M" et toute cette ligne de points M, ce plan
serait confondu avec P, de sorte que tous les points de ce plan P 'ad-
meltraient comme plan 2Oy. Le plan P dépendrait, en réalité, d’un
seul paramétre et nous retomberions sur un cas déja examiné.

Le plan P doit donc dépendre de trois paramétres. Partons de My, P,
et prenons dans P, deux points M, et M, dont les plans P, et P, soient
distincts de P, et distincts entre eux, ces deux points n’étant, d’ail-
leurs, pas en ligne droite avec M,. Les trois plans P,, P,, P, for-
ment un triedre ayant M, comme sommet. Les deux arétes dans P,
sont MoM, et MyM,; soit A la troisieme aréte, désignons, pour abré-
ger, la droite M, M, par A" ¢t remarquons que, d’aprés les hypotheses
faites, les deux droites A et A’ ne sont pas dans un méme plan. Pre-
nons un point quelconque M sur A, il est dans P, et P,, donc son
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plan P passe par M, et M,, c’est-a-dire par A’. Prenons un point quel-
conque M’ sur A’, il est dans les plans P de tous les points de A, done
son plan P’ contient tous ces points, ¢’est-a-dire la droite A.

Prenons enfin un point quelconque N et considérons les deux plans
NA et NA’ rencontrant A" et A respectivement en M’ et M; N étant
dans NA’ qui est le plan P de M et dans le plan NA qui est le plan P
de M, son plan doit passer par M et M'; c’est le plan NMM'.

Nous voyons qu’au moyen des deux droites A et A’ et uniquement
par leur moyen, nous pouvous définir complétement la correspondance
de P et de M. Mais nous remarquons que le complexe linéaire qui
aurait A et A’ comme droites conjuguées, définirait précisément la
méme correspondance.

Nous pouvons donc affirmer que, dans ce cas, le mouvement de S est
tel que le plan 20y soit constamment le plan polaire du point O relati-
vement & un complexe lincaire non spécial. C’est un nouveau mouve-
ment 27 défini par

cotf sind  cosd
o= = = b
k ] é

k ¢tant une constante qui n’cst ni nulle ni infinie.

En définitive, nous ne trouvons dans le cas de ¢ =0, @ = 79: que
trois sortes de mouvements, & savoir : les mouvements complexes for-
més avee X7, les mouvements complexes formés avece o}, et enfin le
mouvement X%, Il nous faut maintenant voir si ces mouvements sont
acceptables dans le cas ol 'on n’aurait pas a la fois ¢ =o0, o = Z:

Le systéme X2 est un systeme mixte pour les droites ¢ = o; dans ce
cas les droites D dépendent de deux parametres, et en introduisant un
nouveau parametre pour former avec L un mouvement complexe &
quatre parametres, on a des droites D qui dépendent bien de trois pa-
ramitres. Mais si o n’est pas nul, les droites D de X3 forment un com-
plexe, le complexe des tangentes i une sphere de rayon ¢; en introdui-
sant un nouveau parametre, cette sphere, dont le centre décrit alors
une courbe, peut devenir tangente 4 n’importe quelle droite, qui peut
ainsi étre considérée comme une droite D; ces droilesne forment donc
pas un complexe. Ainsi, les systemes complexes formés avec X sont
mixtes pour les droites ¢ = o. Le systéme o, est mixte pour les droites
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perpendiculaires & son plan fixe, c’est-a-dire pour les droites & = o,
que nous ne devons pas considérer actuellement. Il I’est aussi pour les

. T - A
droites w = . il en sera de méme pour tout mouvement complexe

. . L o4 T
formé avec o,. Supposons alors que o soit différent de ;‘, on constate

immédiatement que, dans le mouvement gy, la droite D décrit le com-
plexe des droites qui font ’angle » avec la normale au plan fixe. Si
dans un mouvement complexe formé avec X, la droite D ne dépend
encore que de trois parametres, c’est que le complexe précédent est
indépendant du nouveau parametre que I'on a introduit, et, par con-
séquent, que la direction du plan fixe, direction qui suffit & le définir,
reste invariable. C'est un mouvement complese particulier formé
avec gy, et c’est le mouvement X; que nous avons déja considéré, il est
mixte pour n’importe quelle droite D du corps S.

Il nous reste enfin & étudier le cas du mouvement X; défini par un
complexe linéaire non spécial.

Définissons la position de O par ses coordonnées semi-polaires, ¢, «
et {5 on aura, pour le mouvement du triedre T,

=0, Y=g, O:arcmng%;

et 'on en déduit

. k N .
::\-1 = mi, 0\-2 =0, n\*:; = 0,
;771 =0, :_Y2 e '.&:;::; ” :—73 =0
Vet A
Lqo=1, Loy =o, L3 =0,
N, = o, My=p, My el
Vet +

G, = o, oy == 0, e k

Portons ees valeurs dans les équations de condition (2), les seules
qui restent & vérifier. On trouve que la premiere est identiquement
vérifiee, mais que la seconde se réduit i
okpt ke

et - $IN W COS ) e == 0
(k24 p*)? - cose p* - k? ’
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et ne peut étre identiquement vérifiée que si £ = o ou si ’on a simul-
tanément
d=o, sinw cosw = o,

ce quli n’arrive pas, par hypothese.

6. Mouvements mizxtes pour le verrou dans le casr = o, !0 0. — 1l
faut alors annuler les deux Tableaux &) et @ :

1° p = o. Le Tableau & se réduit & sa derniere colonne et ne peut
pas étre identiquement nul, donc aucun mouvement mixte;

2° p=2. On obtient immédiatement, en annulant les deux Ta-
bleaux, les conditions

sy I 0, 1==o0, Ly=o, L1=0;

le mouvement du triedre se réduit & une translation perpendiculaire
4 Oz. in la combinant avee la translation de S sur Oz on voit que le
corps possede un mouvement de translation plane, ¢’est £} admettant
comme verrous & un parametre tous ceux qui sont paralleles au
plan 20 y.

3° p==3. On obtient immédiatement les conditions

AN, Fy==0, AN, t)=o0, A(Y,%)=o0, A(N,L)=o,
sinm A%, £)—coswA(T, £)=o.

Supposons d’abord que &, et x, ne soient pas tous deux nuls,
les quatre premitres équations de condition montrent que les équations
linéaires et homogtnes obtenues en égalant i zéro les coordonnées .,

5, %, £ du mouvement
)'l (J-1+ )\2[.L2

se réduisent & unc. Alors les déterminants A(%, £) et A(Yy, £) sont
nuls et la dernitre équation de condition est vérifiée. Dans ce cas il
existe un déplacement instantané de T qui se réduit 4 une translation
perpendiculaire & Ox; en le combinantavec la translation suivant Oz,
on voit que S possede une infinité de translations laissant fixe le
plan yOs parallele & D. On obtient alors un mouvement complexe
formé avee X2.

Nous devons maintenant supposer X, =0, &,==o0 ct il ne reste
a vérifier que la troisitme et la cinquieme équation qui montrent
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I'existence d’un mouvement i, réduit 2 une translation et d’un autre
mouvement p, formé par une rotation parallele & D et une translation
parallele & Ox. Ces deux mouvements sont distincls, sans quoi ils
seraicnt confondus en une translation perpendiculaire & Ox et ['on
retomberait sur le mouvement complexe formé avec X3.

Les mouvements w, @, et la translation Oz laissant invariable
la direction de la droite D du corps S, nous pouvons définir le mouve-
ment obtenu en disant que le corps S glisse librement sur une
glissiere G qui posstde un mouvement a deux paramétres, tel qu'une
direction invariablement liée 4 G reste fixe. Nous désignerons ce mou-
vement par X7.

4° p=14. On trouve immdédiatement les deux conditions

AN, N, 2)=o0,
sinw A(N\s, B, L) — cosw A(N, ¥, L) ==o.

Ces équations prouvent Uexistence d'un mouvement ) véduit i une
translation et d’un mouvement ., composé d’une rotation parallele 4 D
et d’une translation perpendiculaire i Oz. Ces deux mouvements sont
distincts ou bien se confondent en une translation perpendiculaire
4 O; en y ajoutant la translation G ¢galement perpendiculaire & O,
le corps S aurait une infinité de (ranslations laissant fixe le plan 20y,
on tomberait dans ce cas sur un mouvement complexe formé avee X3,
Supposons done , et p, distinets, ils laissent inaltérée la direction
de D, il en est de méme par la translation G, de sorte que la direction
de D ne dépend que d’un parametre au plus. Si elle est fixe, le corps S
possede le mouvement X} qui admet tous les verrous paralleles & Oz,
ainsi que toutes les glissivres.

Pour aller plus loin, nous remarquerons que nous pouvons toujours
supposer que le mouvement du corps autour de D) n’est pas constam-
ment une translation, sans quoi le corps posséderait les deux transla-
tions Oz et D perpendiculaires & Oz ot 'on retomberait sur le mouve-
ment complexe formé avee Xj.

Définissons alors le corps 8 au moyen d’un triedre ayant D pour axe
des z et un point O comme origine. Nous pouvons toujours supposer
que le mouvement de ce tricdre est défini par un parametre a, défi-
nissant la direction de Oz, ¢’est-a-dire dont 0 et  sont des fonctions,
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par deux parametres a,, a,, achevant de définir la position géométrique
de la droite Os quand a, est donné, et enfin par un quatrieme para-
metre a, définissant le mouvement de S autour de Oz, ce dernier para-
metre pouvant étre 'angle 9 puisque le mouvement autour de D n’est
pasune translation. Soient ., ph., py, P, les quatre mouvements para-
métriques; p., et ., sont des mouvements hélicoidaux dont la rotation
n’est pas constamment nulle; 1, et @, sont des translations, car, dans
ces deux mouvements, 0, 4, o restent constants.

Considérons le corps S’ qui n’est que S dont on raméne constamment
le point O en une position fixe. S"admet comme mouvements paramé-
triques ceux de S réduits & leurs rotations, il admet donc deux rota-
tions , et ., ; la seconde a lieu autour de la droite D’ fixe dans S’ et
qui décrit un cone G non réduit & une droite. Sil'on considere le mou-
vement sphérique correspondant, on voit qu’on a le mouvement d’une
figure sphérique qui tourne librement autour d’un de ses points D’
pendant que ce point se meut librement sur une courbe sphérique C.
Il y a deux centres de rotation instantanée, d’abord D', puis le centre
de courbure sphérique de G, soit I. Comme la courbe C décrite par D’
n‘est pas un point, les deux points I et D ne sont pas toujours
confondus. Il en résulte que les rotations ) et @, ont des directions
qui ne sont pas constamment confondues, de sorte qu’il est impossible
de trouver A, et A, fonctions des parametres a, telles que le mou-

vement
Ay g [y

se réduise toujours & une translation.
Pour une position arbitrairement choisie de S, les seuls mouvements
instantanés se réduisant a4 des translations seront tous ceux de la

forme
Doy o = gy

et nous savons que ’on pourra trouver des valeurs de A, et A, fonctions
des paramitres a, telles que cette translation soit précisément la

translation G, ainsi
Go==dyphy—+ Ay

Parmi toutes les positions de S, considérons toutes celles pour
lesquelles on a @, = a|; nous n’avons plus qu’un mouvement a trois
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parametres @,, @;, a,. Dans ce mouvement, la droite D reste paralltle
2 une direction fixe et prend toutes les positions paralleles a cette
direction; les mouvements paramétriques sont p,, p., et 1, et I'égalité
précédente ayant lieu quels que soient a,, a,, ,, @, aura licu pour
a, = a’ quels que soient a,, a;, a,; cc qui montre que, dans ce mouave-
ment A trois parametres, le corps, dans chacune de ses positions,
possédera toujours un mouvement instantané se réduisant a une
translation suivant la glissiere G. La droite D et la glissitre G ne
dépendront chacune que de deux parametres, de sorte que le mouve-
ment @, = @) sera un de ceux qui ont ¢té trouvés pour p = 3. Le mou-
vement A quatre parametres de S n’est donc qu’un mouvement com-
plexe formé avec eux.

7. Mouyements miztes pour le verrou dans le cas rtw == o. — 1l faut
annuler € et e :

1° p=1. Un des déterminants de @ se réduit a rsinw et n’est pas
nul, donc aucun mouvement mixte;

2° p =2. En annulant & on trouve

Nz Y =L = =0, = e
et les deux premitres colonnes de & ayant leurs ¢léments proportion-
nels, tous les déterminants de ce Tableau sont nuls. Les égalités pre-
cédentes montrent que le mouvement instantané du tritdre ne serait
pas distinct du mouvement du corps autour de Oz, de sorte que S
n’aurait qu'un mouvementa un paramétre. Il n’y a done aucun mouve-
ment mixte.

3° p=3. Sil'on annule identiquement tous les déterminants de &’
et de ¢”, on trouve, par un calcul un peu long mais ne présentant
aucune difficulté, que si wn’est pas égal & g, en considérant le Tableau

0Ny Ny,
] ;7‘1 ;Yﬂ,
rooLy %y,
o L1 Lo
0 Iy I,
t Doy Dy,
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tous ses déterminants & trois lignes et trois colonnes sont nuls, sauf
ceux qui s’obtiennent en combinant les lignes 1, 2, 3 ou 3, 4, 5. Mais
ceux-ci sont aussi nuls, car ils se réduisent & rA(x, F) et 2A(L, o),
quantités qui sont nulles, car elles sont aussi les valeurs des détermi-
nants, nuls d’apres les conditions obtenues, qui résultent de la com-
binaison de lignes 1, 2, 6 et 3, 4, 5.

Soient . le mouvement de S autour de Oz, u., et ., les deux mouve-
ments paramétriques du triedre; ., 1, et x, peuvent étre considérés
comme les trois mouvements paramétriques de S et, puisque tous les
déterminants du Tableau sont nuls, c’est qu’il existe A, A,, A, non tous

nuls et tels que
A+ Ay = Ay = 0.

Ces trois mouvements ne secraient pas distincts et S ne dépendrait
que de deux parametres.
K3
tions de condition peuvent s’écrire

Il faut donc supposer w = =- Dans ce cas, on trouve que les équa-

AN, rdb —t%)=o,
A(Y, rdb—tb)=o,

() AL, 1% —t8)=o,
AL, 1 — ¢5) = o,
A, F)=o,

(2) AN, £)=o,
A(F, ) =o,

(3) A(X, D)+ A(, £)=o,
OA (s, V) = o,

(4) oL, I

OA(Y, L)=o.

Supposons que les quantités rav, — is, et rob, — %, ne solent pas
toutes deux nulles, les conditions (1) expriment que si I'on considere

le mouvement
Ay Aoy

les valeurs de A, et A, qui annulent la quantité rot — % de ce mouve-
ment annulent aussi ses coordonnées &, %y, £, 9 ; il existe done un
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mouvement instantané satisfaisant aux conditions

o
N

= o, 5’——'0, (i: o, L = o,

c¢’est-a-dire qui est identique au mouvement p.. On retomberait sur la

A . T o , .
méme conclusion que dans le cas de %= ~, S ne dépendrait que de

deux parametres. Il nous faut donc supposer

,\
2 3
=
&I
|
il
H
<

(6)

Supposons alors que &, et ~:, ne soient pas nulles toutes les deux
ainsi que 3y, et y,, les équations (2) montrent qu’il existe un mouve-
ment A, n, + A, .y dont les coordonnées X, 3, £, 9 seront nulless par
suite de I'égalité (6), ce mouvement serait identique a celui de S
autour de Oz et S ne dépendrait encore que de deux paramétres.

Supposons maintenant que les deux coordonnées &, et X, soient
nulles, mais pas ¥, et y,. Tout mouvement A, ., + A, pr, aura son . nul
et la troisieme équation (2) jointe & I'équation (3) montre que 'on
pourra déterminer A, et A, de fagon que ses coordonnées x, £, M
soient nulles. On retombe encore surla méme conclusion.

Il faut donc supposer

(7) A=z 0, 5= o0, ) Ny o,

Les trois mouvements paramétriques (x, p.,, g, du corps S sont trois
mouvements hélicoidaux paralleles & la direction Oz fixe dans le corps
et, en vertu de (5), ils ont méme pas. On retombe sur le systéme X
sans aucune condition supplémentaire, car, d’apres les conditions (7),
les équations (2), (3), (4) sont toutes vérifices. Ce systeme X; admet
tous les verrous paralleles au plan 20 y.

4° p=14. En annulant & ¢t €, on trouve des équations qui, en po-

sant
(ﬂ,':': r )le- t"é,-,
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peuvent s’écrire dans le cas général ot w 3= =
2

AN, L) =o, A(N,E£,90)=o0, A(,L,N)=no,
AN, T, M) =0, A(X,L,D) =o, A(Y,dN,R)=o,

2N

AN, 5, @) =o, AN, DI, @) 4+ A(, £, F) =o.

Si alors on considere les cing équations linéaires et homogenes & trois
inconnues,

Ay ANy 2305 = o,

M R, + 0, =o,

MLy +2Le +0{ =o,

20 Iy 4= 2y DIy = 2, 1L, = o,

M+ 0% +2,2 =o,

on constate par une discussion facile que, si 'on n’a pas
(1) Ny Ny Xy = Y == Y, = Yy = o,

ces cing ¢quations se réduisent 4 deux, de sorte qu’il existe un mou-
vement A,y =+ Ay by ~+ Ay iy dont les X, 2y, £, 910, @ sont nuls, ¢’est-
i-dire qui est identique au mouvement . autour de O=. Le corps S ne
dépendrait alors que de trois paramétres.

Il faut done supposer les conditions (1) réalisées, et alors toutes les
¢quations de condition sont vérifices. Mais, dans ce cas, les mouve-
ments L, [y ety sont hélicoidaux parallelement 4 Oz; de méme
que p., ils n’alterent pas la direction de cette droite, de sorte que nous
retombons sur le systéme X, admettant n’importe quel \cuou.

Il nous reste, en dernier lieu, 4 examiner le cas de w = 5- Les con-

ditions se réduisent ¢t prennent la forme

AN, Y, ®) =o,
(" £ (’D) =0,
() ' AT, ,)rc,fz‘ =o,
LA, O, @)+ AT, £, D) =
DA, Y, L) =o,
(3) A L) =
SA(X, J, M) = o.

Les équations (1) étant les conditions nécessaires et suffisantes si ¢
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est nul et étant nécessaires si ¢ n’est pas nul, nous commencerons par
chercher les mouvements satisfaisant & ces conditions, et, pour étudier
le cas ol ¢ n’est pas nul, nous chercherons parmi eux ceux qui satis-
font aux conditions (2).

Considérons les cing équations linéaires déja écrites pour le cas ol

, LT , . . ,

 n’est pas égal & —- Les équations (1) montrent facilement qu’elles se
réduisent & deux, pourvu que les mineurs de la forme A(x, @) et
A(y, ®) ne soient pas tous nuls. Il existe alors un mouvement

Ay g~ Ao py - Ay ftg,

pour lequel x, 77, £, O, € sont nuls, mouvement qui n’est autre que p.
Supposons donc que tous ces mineurs soient nuls, sans que les ¢
soient tous nuls; il en résulte que tous les mouvements

Ky = Ry pho -+ Ag iy

dont le @ est nul ont aussi leurs & et iy nuls.
Ces mouvements sont déterminés par une équation de la forme

(3) A diyg = Ay day - Ay dey= o,

les A étant des fonctions déterminées des paramétres a. Faisons le
changement de paramétres

by== fi(ay, ty, ay),
by==fa(ay, a5, ay),
by == [y(ay, gy ay);

donnons-nous arbitrairement &, et prenons pour b, ¢t b, deux inté-
grales du systeme

drt, . e, dag

b, by T b, dby T dby 00,
A, b A2 AL Wik | e S W )
Y0y Y oa, A, da, As da, A daty *day

On aura trois nouveaux mouvements paramétriques p.,, p,, gy, et l’on
voit facilement que ) ct p, satisferont & Péquation (3), ¢’est-a-dire
auront leurs X, 5y et € nuls. Si alors, dans le mouvement de S, on laisse
constant le parametre &, S n’a plus qu’un mouvement i trois para-



SUR LES SYSTEMES ARTICULES GAUCHES. 491

métres, les trois mouvements paramétriques w,, w,, w étant hélicoi-
daux de méme pas et paralleles 4 la direction fixe Oz du corps S; c’est
le mouvement %;, de sorte qu’en réalité, nous trouvons le mouvement
complexe formé avec 2.

Si les @ des trois mouvements paramétriques sont nuls, il nous faut
avolr recours aux équations différentielles.

Ne prenons que les dernieres de chaque groupe et écrivons-les sous
la forme

)%, I,
E2o0 T2 A (2, )+ Ay (T, £) = o,

da; da; -
()1’),‘ ()Z‘:j ooy
-()—(;; 9 — A (X, ) =o.

Les @ ¢tant nuls, on a
I'JGL-—-— t,%[: o,

ret ¢ étant des constantes. Si nous multiplions la premiere équation
par r, la seconde par ¢ ct retranchons, nous obtenons

(Biy) LA (X, ) — 7 Ay (%, M) ~+ r Ay (T, L) =o.
Formons les deux combinaisons;
Xog Bgy 4 Xy By + X3 Efp=o,
1 Eaz+ 2 By + 3 Era=o.
Elles se réduisent &
(4) A(X,J,L)=o, A(X, §, M) =o.
Formons de méme les deux combinaisons
L4 By Lo B+ Lo Bp=o,
Iy By + Mo By + NGE, = o.
En vertu de (4), elles se réduisent 2
(5) A(X, £, 9) =0, A(F,L,N)=o.
Les équations (4) et (5) expriment qu’on peut trouver un mouvement

Ay Py =+ Ay ey 4= Ay rg pour lequel %, &, £, 9L seront nuls; comme le ¢
est forcément nul, ce mouvement coinciderait avec (.
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Nous ne trouvons donc qu’une seule sorte de mouvement pour le
cas de & = o, ¢’est le mouvement complexe formé avec X;. Ce mouve-
ment ! donnant une congruence, méme si ¢ n’est pas nul, tout mou-
vement complexe formé avec lui donnera un complexe, méme dans le -
cas ol © ne serait pas nul.

11 est, d’ailleurs, facile de le vérifier directement, car les @ n’étaient
pas tous nuls, et les mineurs A(x, @) et A(y, @) ¢taient tous nuls, de
sorte que tous les mineurs A(a, ) I'étaient forcément, ce qui montre
que les équations (4) étaient vérifiées.

8. La discussion générale qui précede est longue et pénible; elle
semble conduire & un grand nombre de cas distinets. Mais, si Pon
examine successivement ces cas, on constate facilement que la plupart
d’entre eux rentrent dans la catégorie ¢tudiée au § 2 du Chapitre ac-
tuel, ¢’est-b-dire sont tels que le mouvement 9" & un paramétre autour
du verrou D soit, en réalité, un mouvement autour d’une articu-
lation simple contenue dans le verrou ou, comme nous dirons main-
tenant, portée parla droite D, ¢n convenant d’exprimer ainsi que Par-
ticulation est une vis ou un rotoide ayant D pour axe ou une glissiere
parallele & D.

Les résultats peuvent alors se résumer de la fagon suivante :

TABLEAU 1.

Mouvements mixtes pour une articulation simple A et un verrow W ayant 1) pour azxe. (n
suppose que la droite D dépend de plus de p — o paramétres, ¢'est-a-dire que Uon
west pas dans les conditions du Tableaw 11,

PreMisn cas. — Llarticulation A est portée par la droite D.

DEUXIEME €A8. — Le corps @ un mouvement simple ow complexe relatif ¢ 0 articula~
tion A et @& une articulation fictive N’ portée par .

TrotsiEme cAs. ~— p dtant aw moins égal & 3, la direction de la droite D ne dépend
que de p —3 paramétres, cetle droite étant forcément paralléle & l'axe de A i cette ar-
ticulation est une vis ou un rotoide.

QUATRIEME cAS. — A est un rotoide, D rencontre Uaxe de A en un point ) et lui est
perpendiculaire; P étant le plan perpendiculaire & cet axe en O, le rotoide A posséde un
mouvement & trois paramétres tel que P soit toyjours le plan polaire de O dans un com-
plexe lincduire non spécial.
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9. Mouvements mixtes pour les articulations triples. — Pour les arti-
culations triples, il y a deux sortes de mouvements mixtes :

Mouyvement mixte de premiére espéce si le corps dépendant de
p parametres, et poss¢dant déja une articulation simple d p -— 1 para-
metres, a, en oulre, une articulation triple dépendant aussi de p — 1
parametres, et mouvement mixte de seconde espéce si I'articulation
triple ne dépend que de p — 2 parametres.

Il est, d’ailleurs, bien évident qu'un mouvement de premiere espece
exige p<4 et qu'un mouvement de seconde espece exige p < 5.

On pourrait étudier ces mouvements mixtes par une méthode tout &
fait analogue & celle qui nous a servi pour le cas du verrou, mais la
complication du probleme étant infiniment moins grande, nous pou-
vons traiter la question par de simples raisonnements géomeétriques
dont voici I'idée générale :

Jaxe des z d’un trivdre T étant Particulation simple autour de la-
quelle tourne librement le corps S, un point G (articulation triple) de
ce corps déerit par rapport & T une trajectoire relative I' qui est une
hélice, un cercle ou une droite, suivant que Oz est une vis, un rotoide
ou une glissiere; un plan P da corps S enveloppe une surface X qui
est hélicoidale, conique ou rejetée & Pinfini. On donne & T un mouve-
ment & p — 1 paramttres tel que S ait un mouvement & p parametres
et il s’agit de voir ce qu’engendrent la courbe I' ou la développable X
dans ce mouvement.

Il est, en outre, utile de faire la remarque suivante :

Considérons un mouvement mixte de seconde espece a p parametres,
son articulation triple dépend de p — 2 parametres. Imaginons une
relation entre les p parametres, relation définissant un mouvement
particulier, & p — 1 parambétres, du corps S; dans ce mouvement, lar--
ticulation triple dépendra de p — 2 ou p — 3 paramétres et, si la rela-
tion posée n’exprime pas que le paramgtre du mouvement de S autour
de P’articulation simple Oz reste constant, on voit que le mouvement
particulicr de S est un mouvement mixte & p —1 parambttres. Si,
d’autre part, on remarque que tout mouvement complexe formé avec
un mouvement mixte de premiere espece est encore mixte de pre-
mitre espece, et que tout mouvement complexe formé avec un mou-
vement mixte de seconde espece est encore mixte et de seconde
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espece, on voit que les mouvements mixtes de seconde espece a p pa-
rametres peuvent étre considérés d’une infinité de facons comme
mouvement complexe formé avec un mouvement mixte de premiere
espece, car nous laissons évidemment de coté les mouvements com-
plexes ordinaires.

Nous désignerons par ¢ la distance d’un point G 4 I'axe Oz, par @
I’angle d’un plan P avec cet axe, et nous continuerons, comme précé-
demment, & désigner par r et £ lesrotations et translations de S autour
de Oz, constituant le mouvement .

10. Moupements miztes pour le genou dans le cas rts = o. — La
courbe T est alors une véritable hélice.

1° p=1. G décrit I" et dépend de un parametre, donc pas de mou-
vements mixtes;

2° p = 2. Le mouvement du triedre T étant distinct de ., ne laisse
pas I en coincidence avec elle-méme, T déerit une surface, G dépend
de deux parametres et il n’y a aucun mouvement mixte ;

3% p =3. Comme le triedre T ne possede pas p., la position gcome-
trique de I'hélice T dépend effectivement de deux parambétres et ne
peut pas engendrer une surface, done aucun mouvement mixte;

4° p=4. Il ne pourrait exister que des mouvements de seconde
espece, mais ¢’est impossible, car il n’existe pas de mouvements de
premigre espece pour p = 3. En résumé, sirsc n’est pas nul, il n’existe
aucun mouvement mixte.

11. Mouvements mixtes pour le genou dans le cas t = o, &=~ 0. —
I" est alors un véritable cercle.

On voit, comme dans le cas précédent, que p =1 et p =2 ne don-
nent aucun mouvement mixte. Il suffit, par conséquent, d’étudier les
mouvements mixtes de premiere espece dans le cas de p = 3, et ceux
de seconde espéce dans le cas de p = 4.

p étant égal a 3, pour avoir un mouvement mixte de premiecre
cspece, il faut que le cercle T', dont la position géométrique dépend
effectivement de deux paramétres, décrive une surface qui ne peut
étre qu’une sphere ou un plan et 'on trouve ainsi, pour S, soit le mou-
vement X2 soit le mouvement o).
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p étant égal & 4, il ne peut exister comme mouvements mixtes de
seconde espéce que ceux qui sont des mouvements complexes formés
avec des mouvements mixtes de premiere espece du cas p = 3, c’est-
a-dire avec X} ou oy; mais dans ces deux mouvements G décrit une
surface (sphere ou plan), et dans le mouvement complexe, G devrait
encore décrire une surface, de sorte que la surface décrite par G dans
X2 ou g, devrait rester en coincidence avec elle-méme, et S ne possé-
derait qu'un mouvement a trois parametres.

En résumé, nous ne trouvons que deux mouvements mixtes, X; ou
gy, qui sont de premiere espece et qui admettent n’importe quel point
du corps comme genou & deux paramétres.

12. Mouyements mixtes pour le genou dans le cas derc = o. — La
courbe I" est une droite parallele ou confondue avee I'axe Os.

p =1 ne donne évidemment aucun mouvement mixte, de sorte que
p = 2ne peut en donner de seconde espece. Pour avoir, dans ce cas,
un mouvement de premiere espece, il faut et il suffit que le mouve-
ment & un paramétre du tricdre T laisse fixe la droite I'; mais, que 'on
considire ’hypothese r = o ou I'hypothese ¢ = o, cette droite est fixe
dans S, donc S a un mouvement & deux parametres dans lequel une de
ses droites reste fixe, ¢’est-d-dire le mouvement X, qui admet comme
genou i un paramétre tout point de 'axe Oz (notations du Tableau I).

p =3 ne peut donner aucun mouvement de seconde espeéce, car G
devrait déerire une courbe, de sorte que le mouvement complexe
formé avee £} serait tel que 'axe Oz de ce mouvement reste fixe, le
mouvemen( obtenu ne différcrait pas de Z; et ne dépendrait que de
deux parametres.

Pour avoir, dans ce cas, des mouvements de premiere espece autres
que les mouvements complexes formés avec X, il faut que le mouve-
ment i deux paramétres de T, qui fait dépendre la position géomé-
trique de I"de deux parambtres cffectifs, fasse décrire & cette droite
une surface qui, admettant une double infinité de génératrices recti-
lignes, ne pourra étre qu’un plan. .

Nous obtenons ainsi un mouvement assez compliqué et que nous
n’avons pas encore rencontré. Nous 'appellerons Z7 ¢t nous le défini-
rons en disant que ¢’est un mouvement autour d’une articulation simple
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(vis ou rotoide) dépendant de deuz paramétres de telle fagon que son
aze reste dans un plan fize.

Dans le cas de p = 4, les mouvements mixtes de scconde espece ne
peuvent étre que des mouvements complexes formés avec Z, et X.
Dans les deux cas il faut que I' décrive un plan, et nous tombons sur
le mouvement £? qui n’a pas encore été rencontré et qui est défini par
la condition qu'une droite du corps S est assujettic a rester dans un plan
Jize.

13. Mouvements mixtes pour le genow dans le cas t = 0, ¢ = 0. —
I" se réduit alors & un point et G dépend auplus des p —1 parametres
du triedreT, de sorte que tout mouvement du tricdre T fournit certaine-
ment un mouvement mixte qui est au moins de premicre espece. Ces
mouvements sont tous les mouvements complexes formés avee le
simple mouvement de rotation o}.

Il nous reste & chercher, parmi ces mouvements, ceux qui sont
de seconde espece. Pour cela il faut et il suflit que le triedre T ait
un mouvement & p— 1 parametres tel que Ie point G, qui est un point
de I'axe des = de ce tricdre, ne dépende que de p — 2 paramitres. En
réalité, nous ne devons attacher ancune importance aux mouvements
que nous trouvons dans le cas actuel, car, au pointde vue des mouve-
ments qui se produisent dans les chaines cinématiques, le point G
que nous étudions ne doit pas étre considéré comme appartenant
au corps S, mais plutot comme appartenant au corps qui précede S
dans la chaine, puisque le mouvement relatif de S, par rapport a ce
corps, n’a aucun ¢ffet sur le point G. Cest le fait analogue a celui qui
se passe pour la droite dans le cas w == o0, (3 = o.

14. Mouvements mixtes pour la glissicre plane dans le cas

N\
T
rtw (m — ;) # 0.

La surface & enveloppée par le plan P est une véritable surface héli-
coidale. On constate, comme dans le premier cas relatifau genou, soit
par un raisonnement géométrique, soit par un calcul direct du genre
de ceux qui ont ét¢ ulilisés pour I'étude du verrou, qu’il n’existe
aucun mouvement mixte.
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15. Moucements mixtes pour la glissicre plane dans le cas » = o,
r=o. — La surface T est alors un cylindre de révolution qui peut se
réduire & une droite.

Sip=1, P.dépend forcément de un parametre, donc aucun mouve-
ment mixte.

Sip=-=2,iln’y a aucun mouvement de seconde espece et il ne peut
y en avoir de premiere espece que si le mouvement de T laisse le cy-
lindre £ en coincidence avee lui-méme, de sorte que, dans le mouve-
ment total de S, lTa droite Oz reste immobile; ¢'est .

Si p =3, les cylindres X doivent, pour donner un mouvement de
sceconde espece, avoir une seule infinité de plans tangents; donc = de-
vrail rester fixe par le mouvement i deux parametres du triedre T, ce
(qui est impossible, car S ne dépendrait plus que de deux paramutres.
Pour avoir un mouvement mixte de premicre espece il faut que les
eylindres X ne dépendent, en réalité, que d'un parametre, ce qui
donne le mouvement complexe formé avee X), ou aient tous méme
direction, ce qui conduit au mouvement X, mouvement déji rencontré
4 propos du verrou.

Les mouvements de seconde espece dans le cas de p = /4 ne peuvent
étre que des mouvements complexes formés avee ) ou X, Dans le
premier cas, on a une double infinité de cylindres X (ils dépendent
elfectivement de deux parametres, sans quoi on aurait p = 3), leurs
plans tangents ne peuvent dépendre de deux parametres que si ces
cylindres 2 ont leurs axes paralleles & une direction fixe, et I'on
trouve pour S le mouvement X} ; le mouvement XJ fournit tous les
plans paralleles & la direction fixe de Oz; pour qu’un mouvement com-
plexe formé avee X ne fournisse que des plans dépendant de deux pa-
amitres, il faut done que la direction de Oz reste encore fixe dans ce
mouvement complexe, ce qui conduit encore & X},

16. Mougements mixtes pour la glissicre plane dans le cas t = o,
™ J - a , . ’ -~
) (m — ;) = 0. — La surface X est alors un cone de révolution d’axe O z;

p ==1ne donne évidemment aucun mouvement mixte etil en résulte
que p = 2 n’en donne aucun de seconde espece. De ce que le cone ne
reste en coincidence avee lui-méme que par le scul mouvement

Ann, de U'Fe. Normale, 3° Série. Tome X VI, — NOVEMBRE 1900. 63
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autour de Oz résulte qu'il n’en existe pas non plus de premiere espece.
Sip =3, les cones £ dépendent effectivement de deux paramétres; si
Jeurs plans tangents ne dépendent que de deux paramétres, ¢’est qu'ils
seront les plans tangents d'une surface i laquelle seront circonscrits
tous ces cones de révolution égaux, cette surface ne pourra étre qu'une
sphere, de sorte que le corps S aura un point fixe sur 'axe des 5 et
Pon a Ie mouvement X3. Il n’y a évidemment pas de mouvement de
scconde espece puisqu’il n’en existe pas dans le cas de p == 2.

p=1/,ne donne pas de mouvement de scconde espece, car ce serait
un mouvement complese formé avee X et pour n’avoir que des plans
dépendant de deux parametres, le point qui est fixe pour X5 devreait
rester fixe dans le mouvement complexe, de sorte que 'on n’aurait
pas un mouvement distinet de X et, par suile, on n’aurait pas p == 4.

17. Mouyements mixtes pour la glissicre plane dans lecas r-—= o0, 0 /-0
T ,
ourt=o, »=-. — Dans le mouvementy, le plan P se déplace paral-

lelement & lui-méme; dans Pune ou Paulre des deux hypotheses, il y
a une droite avtachée au triedee T et qui reste perpendiculaire au
plan P. Si la direction de cette droite dépend de ¢ parametres,
le plan P dépend forcément de ¢ + 1 paramotres.

. Coe 7
18. Mouyements muxtes pour la glissicre plare dans le cas t =0, o ==

our=o0, w=o0.— Parlec mouvement g, le plan P reste fixe, de sorte
qu'on peut le considérer comme attaché au triedre T.

19. Les résultats de cette nouvelle discussion peuvent se résumer
dans le Tableau suivant, olt nous supposons essenticllement que pour
les mouvements mixtes de seconde espece on ait ¢carté les cas donnés
par le Tableau I, pour lesquels Particulation triple dépendrait
de p — 3 parametres et que, pour les mouvements mix(es de premiere
esptee, on ait cearté les cas limites qui donneraient des mouvements
de seconde espece.
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TasLeav IV.

Mouvements mixtes pour une articulation simple A et une articulation triple,
genow O ou glissicre plane P.

1. Monvements de seconde espéee pour le genou.

1 A est un rotoide qui se déplace de fagon qu’un point marqué sur son axe ne dépende
que de p — o paramétres. O est confondu avec ce point.

2" Ona p=4§. Une droite du corps, confondue avee l'axe de A si A 1'est pas une
glissicre, reste dans un plan fize. O cst situé sur cette droite.

2. Mouvements de premicre espiee pour le genou.

1" A est un rotoide dont Uaxe passe par ().

ot Le corps a we mouvement special simple ow complexe relalif a Iarticulation A et
un rotoide dont l'are passe par ().

3 Une droite du corps, confondue avee Uaxe de N si A n'est pas une glissicre, reste
constemment dans un plan qui ne dépend que de p—3 paramétres. O est sur cette
droite.

3. Mouvements de seeonde espiee pour la glissitre plane.

1" A est un rotoide qui se deplace de fucon qu’un plan perpendiculaire & son axe el
entraine avee lui ne dépende que de p—1x paramétres. P est confondu avee ce plan.

9" N est une glissicre qui se déplace de facon qu’un plan qui lui est paralléle et qui est
entrainé avee elle ne dépende que de p 1 paramétres. P est confondu avee ce plan.

39 Une droite dua corps, con fondue avee Uare de A si A n'est pas une glissicre, a unc
direction qui ne depend que de p — 3 paramétres. P est perpendiculaire @ cette droite.

£ On e p=4§. Une droite du corps, confonduc avec laxe de A si A n’est pas une
glissicre, « une direction fixe. P est quelcongue.

4. Monvemenls de premidre espiee pour la glissiere plane.

1 A est un rotoide perpendiculaire & P ou dne glissicre paralléle a P.

0" L corps @ un mouvement spécial simple ow complexe relatif @ A et @ un rotoide
perpendiculaire @V ou & une glissicre paralléle @ P.

30 Une droite du corps, (:0//_/’0//(1/1(: avee L'axe de A si A n’est pas une glissicre, « une
direction ne dépendant que de p — o paramétres. P est perpendiculaire a cette droite.

4 Une droite du corps, confondue avee Uaxe de A si A n’est pas une glissiére, a une
direction ne dépendant que de p— 3 paraméires. P est paralléle & cette droite.



