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SUR LES

SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES,
PAR M. ÉTIENNE DELASSUS,

C I 1 A R G K D E € O U l t S A L ' L ' N I V K R S I T K DE T O U L O U S E .

PREMIÈRE PARTIE.

1.
Les polygones articulés.

La transmission de mouvement entre deux corps solides par contact
direct peut se faire de plusieurs façons : soit par contact ponctuel ,
comme dans les engrenages à roulement ou la vis sans fin, soit par
contact l inéaire, comme dans les engrenages ordinaires, soit enfin par
contact superficiel, ce qui veut dire que deux surfaces identiques tra-
cées dans les deux corps sont assujetties à rester toujours en coïnci-
dence.

Nous dirons dans ce cas que les deux corps solides sont articulés,
généralisant un peu de cette façon la définit ion ordinaire qui ne con-
sidère pas l a v i s comme une articulation.

La surface de jonct ion des deux corps doit posséder la propriété de
pouvoir se déplacer d 'une façon continue sans cesser de coïncider
avec elle-même; elle ne peut être qu^un hélicoïde, une surface de ré-
volution, un cyl indre ou un prisme. Mais il y a une dis t inc t ion à faire
suivant le nombre de paramètres dont dépend le mouvement de glis-
sement de la surface sur elle-même.

Les hélicoÏdes, les surfaces de révolution autres que le cylindre, les
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cylindres non de r évo lu t ion et, en pa r t i cu l i e r , les prismes n 'ont qu 'un
mouvement à un paramètre; i l s donnent ce que nous appellerons les
articulations simples, à savoir :

i° La vis;
2° Le rotoïde ( ' ), formé par une surface de révolu t ion autre qu 'un

cylindre et qui peut avantageusement être considéré comme une vis
dont \^pas serait n u l ;

3° La glissière rectiligne, ou tout s implement glissière) formée par
un cylindre non de révolution ou par un prisme. Nous considérerons
souvent cette glissière comme une vis de pas arbitraire et dont Faxe
est rejeté à l ' infini dans un plan perpendiculaire à la direct ion de cette
glissière, ou même quelquefois comme une vis de pas in f in i dont l'axe
est indéterminé parallèlement à cette direction.

Le cylindre de révolution possède un mouvement à deux paramètres ;
ce sera une articulation double que nous appellerons verrou.

Enfin, la sphère et le plan ont des mouvements à trois paramètres,
ils donnen t des articulations triples, a savoir :

i° Le genou dans le cas de la sphère;
2° La glissière plane dans le cas dm plan.
Nous dirons que deux ar t icu la t ions jo ignant deux corps sont équi-

valentes ̂ i elles permettent les mêmes mouvements relatifs de ces deux
corps, comme, par 'exemple, (ICUK surfaces de révolut ion ayant mémo
axe. Nous ne les considérerons pas comme dist inctes .

Une articulation simple é tan t une surface invariable restant en
coïncidence avec elle-même par un mouvement à un paramètre, sa po-
sition géométrique dépend de 6 — r , c'est-à-dire 5 paramètres,

De même, une articulation double dépendra de 4 paramètres et une
articulation triple de 3 paramètres,

Supposons qu 'une articulation d'ordre^ se déplace et dépende de
q paramètres (p^3, r / ^ 6 —/>) et qu 'un corps puisse jouer l ibrement
sur cette articulation pendant qu'elle se déplace, je dis que la position
du corps dépendra do p 4" q paramètres^ II est d'abord évident que ce
nombre1 ne peutêtre supérieur à p •+- y, ensuite il nepeutêtre infe-

( 1 ) Ce tonne est emprunté à Rouleaux, Cinématique,
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rieur, car en f ixant l ' a r t icula t ion on in t rodu i ra i t y relations distinctes
entre les paramètres, et i l en resterait moins de p pour le mouvement
du corps autour de cette a r t i cu la t ion^

Réciproquement, si le corps dépendant de r paramètres peut jouer
l ibrement sur une art iculation d'ordre/?, c'est que cette art iculat ion
dépend de r — p paramètres.

Il est inu t i l e de définir ce que nous devons entendre par polygone
articulé ou, en employant le langage de Reuleaux, par chaîne simple ou-
verte ou fermée* Les chaînes gauches présentent avec les chaînes
planes une différence essentielle; dans ces dernières, toutes les arti-
culations sont des rotoïdes parallèles et le nombre de paramètres dont
dépend la déformation de la chaîne est une fonction très simple et bien
connue du nombre des art iculations, t and i s que dans les systèmes
gauches ce nombre de paramètres dépend aussi de la disposit ion des
art iculat ions; par exemple pour les hexagones fermés, nous trouverons
o, ï , 2, 3 paramètres suivant les cas.

Le bu t que je me propose ici étant l 'étude rigoureuse de la défor-
mat ion des chaînes articulées, il est nécessaire de faire certaines re-
marques permet tan t de simplif ier les discussions.

Soient deux corps S, S^ réun i s par une a r t i cu la t ion double , un verrou
dont l'axe est une l igne L tracée dans S. Imaginons un corps S" lié à S
par un rotoÏdo ayant L pour axe et lié à S' par une glissière parallèle
à L. On voit immédia tement que S', lié à S par l ' intermécliaire de S",
sera dans les mêmes condi t ions que lié directement à S par le verrou.
On pourrait , d'une façon plus générale, remplacer le verrou par deux
vis de même axe, mais ayant des pas différents, la solut ion précédente
correspondant au cas où les deux pas seraient o etoo.

Si les deux corps sont liés par un genou ayant 0 pour centre, nous
introduirons deux corps intermédiaires S" et S'", S et S" é tant liés par
un rotoïde dont l'axe passe par 0, S" et S" liés également par un ro-
toïde d'axe passant par 0, et enfin S" et S' étant aussi liés par un troi-
sième rotoïde dont l'axe passe encore par 0.

Si les deux corps sont liés par une glissière plane, on in t rodu i ra
encore deux corps intermédiaires avec trois rotoïdes perpendiculaires
à la glissière, ou deux rotoïdes perpendiculaires et une glissière
rectiligne parallèle, ou enfin un rotoïde perpendiculaire et deux glis-
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sieres parallèles à la glissière plane, mais non parallèles entre elles.
Nous voyons a ins i que, par l ' adjonct ion de membres nouveaux et

sans changer en quoi que ce soit le mouvement relatif des membres
qui appartenaient à l 'ancienne chaîne , toute chaîne possédant des ar-
ticulations mult iples peut se remplacer par une chaîne à art iculations
simples.

î l en résulte cette conséquence que, pour l 'étude théorique des
chaînes articulées, nous pouvons sans res t re indre la généralité nous
borner aux chaînes dont toutes les a r t i cu l a t ions sont s imples .

En outre, il faut dans une chaîne à a r t i cu la t ions mul t ip les dis t in-
guer le nombre apparent et le nombre réel de membres, le premier
s'évaluant au moyen du nombre des a r t i cu la t ions et le second au
moyen du nombre de ces articulations ca lculé en tenant compte de
leur degré de mul t ip l i c i t é . Ainsi, le jo in t Clémens, qui possède une ar-
t iculat ion sphérique, est un pentagone apparent , tandis qu 'en réali té
c'est un heptagone s'il est disposé non symétriquement et un hexagone
s'il y a symétrie.

Dans la p ra t ique , c'est souvent l 'opérat ion inverse qui se f a i t : on
remplace plusieurs a r t i cu l a t i ons consécutives et convenablement dis-
posées par une a r t i cu la t ion m u l t i p l e ; de cette façon il y a réduct ion
apparente du nombre des membres, ce qui est souvent un avantage.

Par opposition à ces réductions apparenteSy il y a les réduct ions
effectives.

Considérons une chaîne à a r t icu la t ions simples et ouverte ou fermée,
supposons que trois corps consécutifs S, S^ S" soient liés de telle façon
que les deux ar t icula t ions soient équivalentes dans le corps intermé-
diaire S'. Il est évident que le corps S" est exactement dans les mêmes
conditions que, s'il était relié directement à S par l ' a r t icula t ion qui. y
réunit S'; le corps S' est donc un membre surabondant qu'on peut sup-
primer sans in t roduire d 'art iculations multiples, c'est-à-dire sans que
la chaîne cesse d'être complète et, en outre, sans changer en aucune
façon les mouvements relatifs de tous les autres membres. Ces.membres
surabondants ne doivent pas être comptés. On en trouve un exemple
bien, simple dans la réalisation pra t ique de la charniwe, qui est une
chaîne, à deux membres réunis par un rotoïde e t 1 possède générale-
ment trois membres'et deux rotoïdes avant même axe. .
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Nous supposerons toujours que les deux ar t iculat ions d'un même
membre de la chaîne ne sont jamais équivalentes, c'est-à-dire ne sont
jamais deux vis de même axe et de même pas, et, comme cas particu-
lier, ne sont j amais deux rotoïdes de même axe ou deux glissières pa-
rallèles.

Il y a un autre cas de réduct ion beaucoup p lus impor tan t , mais qui
n'existe que dans les chaînes fermées.

Soient £ , , E ^ , ..., £^ les paramètres qui définissent les mouvements
re l a t i f s des corps consécu t i f s au tour des a r t i c u l a t i o n s qui les l ient . Il
est évident que si la, cha îne est ouverte les £ peuvent varier arbi trai-
rement et i n d é p e n d a m r n c n t les uns des autres; il n'en est plus de
même si la chaîne se fe rme. Coupons cet te chaîne par un de ses
membres, de façon à o b t e n i r une cha îne ouverte dont les deux membres
extrêmes seront les d e u x por t ions d 'un même corps. Fixons le premier
membre de la c h a î n e ouverte , le de rn ie r membre a une position va-
r iable dépendan t eiïecti ve inent des s; pour retrouver la chaîne fermée,
i l f a u t le f ixer de façon qu ' i l const i tue avec le premier, qui est déjà
f ixé, on même corps s o l i d e ; on é t a b l i t donc entre les £ des re la t ions
effectives. 11 peut alors arr iver que, de ces re la t ions , résulte que Fun
des £ a une valeur constante, ce q u i veut d i re que, dans toutes les dé-
format ions possibles de notre c h a î n e fermée, les deux corps consécu-
t i f s correspondants seront toujours en repos rela t i f ; on pourra les
souder ensemble sans changer la déformat ion de la chaîne et alors ces
deux membres n'en f o r m e r o n t , en réa l i t é , qu 'un seul. C'est l ' a r t i cu-
la t ion q u i ne joue pas et qu'on suppr ime; à cause de cela, nous dirons
que cette ar t iculat ion est surabondante. La recherche de ces art icula-
t ions é tan t en rapport i n t i m e avec d'autres quest ions et exigeant des
pré l imina i res assez considérables, sera fa i te u l té r ieurement .

I I .

Étude de certains mouvements à plusieurs paramètres d'un corps solide.

Supposons u n corps sol ide S dont la posi t ion dépend d(î p para-
mètres ( p < 6). Traçons dans ce corps une ar t iculat ion s imple , c'est-
à-dire un bélicoïde, une surface de révolution ou une surface prisma-

Anit. de /' Ke. îVorma/e. 3* Série. Tome XVU. — Oc'ionïïE 1900. 37
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t ique; on conçoit très bien que, dans le déplacement î\p paramètres,
cette a r t i cu la t ion ne dépende que de p — i paramètres : i l su f f i t pour
le concevoir de supposer que l ' a r t i cu la t ion dépende de p — ï para-
mètres et que le corps puisse l i b r e m e n t jouer sur e l le ; il f a u t remar-
quer que toutes les a r t i c u l a t i o n s équivalentes à la précédente et
tracées dans le corps S dépendront aussi de p— i paramètres. Nous
a l l o n s n o u s proposer alors le problème su ivant :

Un corps à p paramètres peut-il posséder dcuoc articulations non é(fui-
valantes ne dépendant chacune que de p — ï paramètres ?

Désignons, pour abréger, par A et A/ ces deux a r t i c u l a t i o n s , par JIL
et ;)K/ les mouvements au tour de ces a r t i c u l a t i o n s , et enf in par a < ,
a^, ..., d p , les p paramètres du corps S.

A dépend de// — r paramètres q u i sont des (onc t ions d i s t i nc t e s de
a^ a^, .... Op\ si nous f ixons A, nous i n t r o d u i s o n s / » — ï r e l a t i o n s dis-
t inctes entre a^ ci^ ..., Op, de sorle que la pos i t i on du corps dépend
encore d 'un paramètre , ce q u i i n d i q u e , p u i s q u e A est f ixe, q u e le»
corps peu t l i b r e m e n t prendre le m o u v o r n e n t M.; i l peu t do même
prendre l i b r e m e n t le m o u v e m e n t Jll/.

Au l i eu de considérer le corps so l ide comme avan t un m o u v e m e n t a
p paramètres, considérons Fensemble S do toutes les pos i t ions que
prend ce corps q u a n d on f a i t varier d 'une façon a r b i t r a i r e ces para-
mètres, pa r j l» l 'ensemble do f o u l e s les p o s i t i o n s de A et par-."l/ l 'en-
semble de toulî ' îs les pos i t ions de A/.

Partons d ' u n e posi t ion i n i t i a l e S,p A() , A^ , d o n n o n s au corps tous
les mouvemen t s ;)lL a u t o u r de A,^, toutes les p o s i t i o n s o b t e n u e s appar
t i e n d r o n t à S et A^ prendra une i n f i n i t é de posi t ions a p p a r t e n a n t à -ï/.
Prenons toutes ces pos i t ions S et donnons à chacune d 'el les tous les
m o u v e m e n t s ^(V a u t o u r de A', Prenons toutes ces nouvel les p o s i t i o n s
de S et d o n n o n s à chacune<l 'e l les tous les mouvement s ^n- a u t o u r de A,
et a ins i de sui te , i n d é f i n i m e n t , en a l t e r n a n t les mouvements ;X et .)ll/.

Nous ob t i endrons a i n s i un ensemble de pos i t ions de S a p p a r t e n a n t
toutes à S, cet ensemble est S ou est u n e part ie de 2. S'il dépend de
moins d e p paramètres, c'est que S sera cons t i tué pa r /une su i t e i n f i n i e
de tels systèmes.
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Nous sommes ainsi amenés à étudier les mouvements spéciaux d 'un
corps solide définis comme il suit :

Un corps solide a un mowement spécial à p paramètres si, en partant
d'une position initiale et lui donnant indéfiniment et alternativement les
mouvements OÏL et Jîl/ d9 amplitudes arbitraires autour de ses articulations
A et A\ on obtient foules les positions quil peut prendre en vertu de ses
p paramètres et rien qu elles.

Pour la c o m m o d i t é du langage, convenons de représenter de la façon
suivante , co i n d i q u a n t leurs ampl i tudes , les mouvements successifs ^n
et M/ qui font passer de la position i n i t i a l e So à une autre posi t ion

;)ÎL ^o fJ.g p.

.)1V .̂i p.;t p.,

Considérons alors deux positions qui dif fèrent seulement par la
valeur de p^. On voi t fac i lement de proche en proche que l 'une se dé-
d u i t de l 'autre par un mouvement i)\'L au tou r d e A o et d ' amp l i t ude égale
a la d i f l e rencc des p^, d'où résulte i m m é d i a t e m e n i que l 'ensemble S
des pos i t ions occupées par le corps S ne change pas par un mouve-
ment ^IL d ' ampl i tude arbi t ra i re a u t o u r de A,o.

Considérons la pos i t ion S indiquée plus haut , on peut l 'écrire

;)IL ^o P'î l^

;)1V 1 o ^-i l^ ^

de sorte qu'elle fait par t ie des posi t ions qu'on peut obtenir en partant
de So, mais commençant par un mouvement JlV. Réciproquement ,
toute position obtenue de cette façon

^n I v, •̂
S

peut s'écrire
JlV ^o ^ ^4

;)1L | 0 ^1 ^3

ÎV VQ ^2 ^4

et, par conséquent, peut être considérée comme obtenue en partant
de So et commençant par un mouvement OÏL.
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Il y a donc iden t i t é entre les deux systèmes obtenus en pa r t an t de So
et donnan t les mouvement s a l te rna t i f s en commençan t par ^IL ou
parjlV, et de là résulte que le système S reste i n v a r i a b l e par un mou-
vement .x" d 'ampl i tude arbi t ra ire au tour de A^.

On peut aller plus loin .
Considérons une posi t ion q u e l c o n q u e S< du système H

;)1L- | ^ ^3

.D1V ^4

et une autre pos i t i on arbi t raire
;51L

^tV ^

l^i

P'3

\J.,

S< étant indiquée en prenant A() pour point de dépar t et S en pré1

n a n t A ^ .
Partons de S^ et app l iquons au corps la sui te des m o u v e m e n t s

DU/ vy ^i P'2 [^

Î)}V 1 — ^ — vg ^i ^

les quatre premiers f o n t passer de Si a S^ et les su ivan t s de S<» a S,
ce qui montre que toute posi t ion S peut être obtenue par des mouve-
ments a l te rna t i f s DIL et .DR/ en partant de S^. Réciproquement , consi-
dérons une pos i t ions quelconque obtenue de cette f açon en p a r t a n t
deS . ,

niL
;)IV

Fl
^2

^3

P-4

PS,

i l est é v i d e n t que je pu is l ' ob ten i r on par lant de S^ par la succession
de mouvemenis

;)1L

DIV

^i

^2

.̂1

^4

^1

^

.̂3

puisque les quatre premiers f o n t passer de So à S< et les su ivants de
Si à S, d'où cette conclusion que le système S s'engendre de la même
façon par des mouvements a l ternat i fs M/ et jn/ en prenant comme po-
s i t ion 1 initiale du. corps une quelconque de ses positions, et il en
résulte :

Quand un corps a un mouvement spéciale l'ensemble ZS de toutes les
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positions de ce corps, l'ensemb'e ̂  de toutes les positions de son articula-
tf'on A et l ensemble Jl/ de toutes les positions de son articulation A/
restent invariables par tout mouvement Sïi' autour d'une quelconque des
positions de A et par tout mouvement on/ autour d'une quelconque des po-
sitions de A'.

C'est cette propriété fondamenta le des systèmes spéciaux qui. va
nous permettre de les dé te rminer . Mais, pour ne pas in terrompre la
d i scuss ion , nous commencerons par établir la propriété su ivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux mouvements héli-
coïdaux infiniment petits, dont on donne les axes et les pas, fournisse/il
par leur composition un mouvement hélicoïdal de pas constant quelles que
soient leurs amplitudes, est que leurs pas soient égaux et leurs axes con-
courants ou parallèles»

La condi t ion d'égalité des pas est évidente , pu i sque , s u i v a n t que l 'un
ou l 'autre d(ïs deux m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s a une a m p l i t u d e n u l l e ,
on ob t i en t l 'un ou l 'autre pas.

Supposons donc deux vis de môme pas
( XYZ, L M N,
i o o o , A X À Y ^ Z ,
( X'Y^/, I/ M' N7,
j o o o, AX^Y^y.

Soient X un fac teur i n d i q u a n t l 'ampli tude du p remie r mouvement
et 1' un autre pour le second mouvement, le m o u v e m e n t r é s u l t a n t aura
pour coordonnées

X1 = ). X ̂  ̂  X7, ^ =}l L +}/ u + h (À ix 4"v x/ ) '
^ = },Y -h V^\ <Dït = À M + VW + ̂ OY -h V Y 7 ) ,
& =?.% ^W/ .% =ÀN +^N/ + hQJ. +}/Z /),

et l'on doi t avoir, quels que soient À et 7^,

^X±JM;L±LX^ == AW^y^.y — l'

égalité qui se rédui t à
(IX + rX^) (XL + VL1) + OY 4- VT) ().M + VW}

-4- (7 iZ+^7/ ) ( ) -N + 7 / N / ) = = o .
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Les coefficients deP et À'2 sont nuls en vertu d ' ident i tés bien con-
nues, et il reste à a n n u l e r le coeff ic ient de TuV q u i est précisément le
momen t des deux segments X.YZLMN et X/y'Z'I/M'N', et cela exprime
que les l ignes d 'act ion de ces deux serments, c'est-à-dire les axes
de nos deux mouvements hé l i co ïdaux , d o i v e n t être dans un même
plan .

Dans la recherche des m o u v e m e n t s spéc iaux , nous al lons d i s t i n g u e r
p l u s i e u r s cas.

PREMIER CAS. — U une des deux articulai ion s y A par exemple.^ est une
vis ou. un rotoïde dépendant de p — i paramètres et dont l'axe est une
droi/e dépendant aussi de p — i paramêfres.

Le corps S, dépendant de/) pa ramè t re s a,, a^, . . . , dp, possède des
déplacements i n f i n i m e n t pe t i t s a p a r t i r d ' u n e pos i t i on q u e l c o n q u e et
qui d é p e n d e n t de da^ r/a.^ . * . , dcip. Ces d é p l a c e m e n t s i n t i n i m e n t pe-
t i t s sont des mouvei ï îcnl .s h é l i c o ï d a u x q u i se ( o n t sur des vis dépen-
d a n t l i n é a i r e m e n t de p — i paramèt res , les rapports do p — î des
d i f ï c r e n t i e l l e s da à la dernière. Mais , d ' au t re pa r t , nous conna issons
a priori les déplacements i n t i n i m c r i t pe t i t s cons t i tués par des mouve-
men t s ï)ïi a u t o u r des d i f f é r e n t e s pos i t ions de A. Ces vis a y a n t un
axe d é p e n d a n t de p — i paramètres d é p e n d e n t éga lement de p — ï
paramètres, de sorte qu ' i l do i t y avoir i d e n t i t é entre ces deux sérn^s
de vis. P l u s r igoureusement , on p e u t raisonner de la façon s u i v a n t e :

So ien t u^ ^, .... u^^ les rappor t s do p — T des da au dernier, le
m o u v e m e n t i n s t a n t a n é se f a i t sur u n e vis d o n t les coordonnées sont
des fond ions l inéaires des^ et don t le pas est une fonct ion r a t i o n n e l l e
du second degré de ces paramètres. Or, parmi ces vis d é p e n d a n t de
p — î paramètres, nous en connaissons qu i dépenden t également de
p — î paramètres et, par conséquent, pour lesquelles les u sont arbi-
traires et dont le pas a une valeur constante À ; la fraction r a t ionne l l e
qui exprime le pas est donc indépendan te des u, de sorte que tout mou-
vement infiniment petit du corps solide est un mouvement hélicoïdal
de pas h.

Considérons alors deux positions quelconques Ay et A^ de A, deux
mouvements STU i n f i n imen t petits et d^ampli tudes arbitraires effectués
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a u t o u r de Â,o et A^ seront des déplacements i n f i n i m e n t peti ts du
corps. En composant ces deux mouvements hé l i co ïdaux de même
pas À, on aura encore un dép lacement i n f i n i m e n t pet i t du corps so l ide
et, par conséquent , un m o u v e m e n t hélicoïdal q u i devra avoir le pas A,
de sorte que, par l ' appl ica t ion du lemme, les axes de A^ et A, devront
être concourants ou para l lè les ; ce q u i nous montre déjà que, dans le
déplacement à p paramètres du corps sol ide, l'axe de l ' a r t icu la t ion A
passe par un point f ixe, reste dans un p l a n fixe ou garde une d i rec t ion
fixe. Comme, par hypothèse, cet axe dépend r igoureusement dep — ï
paramètres , on voi t que l 'on ne pourra jamais avoir que

En outre , les mouvements DR/ sont aussi dos m o u v e m e n t s i n f i n i -
ment p e t i t s du corps, de sorte q u ' i l s do iven t , avoir A comme pas ci
que leur combina i son avec t o u t m o u v e m e n t DIL do i t aussi avoi r h
comme pas. De là résul te que les A/ sont des vis de même pas que
les A et d o n t les axes passent par le môme p o i n t fixe que ceux des A,
sont dans le même p lan fixe ou sont parallèles à/la rnôme d i r e c t i o n f ixe
et, comme cas l i m i t e , les A/ sont des glissières d o n t les d i r e c t i o n s sont
p e r p e n d i c u l a i r e s à tous les axes des A, ce q u i ne peu t a r r i v e r que
pour les deux dernières d i spos i t i ons décès axes.

E tud ions d'abord le cas où les axes de tous les A et A' passent par
un poin t fixe 0, Nous r emarque rons q u ' u n e d r o i t e s u b i s s a n t un m o u -
vement hé l icoïdal don t le pas n'est pas nu l ne peut j a m a i s passer par
un po in t f ixe à d i s t ance f i n i e . Prenons deux pos i t ions que lconques Ao
et A., de l ' a r t i cu la t ion A, leurs axes passant par 0, et d o n n o n s à Ao
u n mouvemen t ;)iL a rb i t r a i r e au tou r de A,. Nous o b t i e n d r o n s une nou-
velle posi t ion de A q u i appar t i endra encore à l 'ensemble <JL, mais don t
l'axe cessera de passer par 0 à moins que l 'on n ' a i t h = o.

A i n s i le corps a un p o i n t fixe et les deux a r t i c u l a t i o n s d o i v e n t ê t r e
des rotoïdes don t les axes passent par ce point .

Si p == 3, le corps a un mouvement a rb i t ra i re autour d 'un p o i n t f ixe ,
et tout rotoïde d o n t l 'axe passe par ce point dépend bien de deux pa-
ramètres.

Peut-on avoir p = 2? Les a r t i cu l a t i ons A a u r a i e n t des axes formant
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un cône qui devrait être de révolution au tour de chacune de ses géné-
ratrices, ce qui est impossible.

On ne peut également avoir p = i, car les deux rotoïdes non équi-
va len t s A et A' seraient fixes, ce qui est absu rde , puisque le rotoïde A
peut tourner a u t o u r de A" et ne reste pas fixe dans ce mouvement.

Le cas où tous les axes des A seraient dans un même plan fixe ne
peu t j amais se présenter, car p renan t A() et A, que lconques e t d o n t les
axes sont dans ce plan, en d o n n a n t à A() un mouvementr ' ) lL que lconque
a u t o u r de A,, on obt iendra i t encore une a r t i c u l a t i o n de l 'ensemble .jl,y
mais dont l'axe sor t i ra i t du plan considéré, et cela quel le que soit la
valeur f i n i e de A. Ce cas ne peut donc se présenter.

11 ne nous reste à é tud ie r alors que celui où tous les A et les A' ont
leurs axes paral lè les à une d i r e c t i o n fixe. Le même ra i sonnement q u e »
précédemment nous montre que le seul cas possible est ce lu i de/^==3.
Pour voir ne t tement le m o u v e m e n t d u corps, i l nous f a u t tracer dans
ce corps un p lan P p e r p e n d i c u l a i r o à la d i r e c t i o n f ixe et une d ro i t e I)
dans ce p l a n ; le corps se déplace de t e l l e 1 façon q u e ce plan reste pa-
ral lè le à l u i - m ê m e e t q u e la dro i te t o u r ne d ' u n an^'le p ropor t ionne l au
déplacement de ce plan. Soit h le dép lacement pour l e q u e l la dro i te»
t o u r n e de 3()0°. Toute vis do pas h et d'axe p e r p e n d i c u l a i r e au p lan dé-
pendra de deux paramètres, et il en sera de même pour tou te glissière
para l l è le a ce p l a n -

Comme cas pa r t i cu l i e r , nous avons c e l u i de h =" o; le corps a un p l a n
f i x e et les a r t i c u l a t i o n s dépendant de deux, paramètres sont les ro"
toïdcs pe rpend icu la i r e s à ce p lan et les glissières q u i l u i sont para l -
lèles.

I l est a r e m a r q u e r que le cas do p =•== ï avec les axes de A et A/ con-
f o n d u s ne peu t jamais ,se présenter, car A et A' seraient de ux a r t i cu l a -
t ions équivalentes .

Supposons m a i n t e n a n t , pour con t inue r la discussion générale,
qu 'aucune des deux a r t i cu la t ions ne soit une vis ou un rotoïde h p — ï
paramètres, et don t l'axe dépende aussi de p — i paramètres.

En premier l i e u » nous a l lons admet t re que l 'une des deux ar t icu la-
tions, A, par exemple, est une vis ou un rotoïde pouvant glisser sur son
axe de façon que cet axe ne dépende que de p — 2 paramètres, l ' au t re
a r t i cu l a t i on étant une vis ou un rotoïdo dans les mêmes c o n d i t i o n s ,
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ou bien une glissière. L'axe de A dépend de p — 2 paramètres et le
corps S peut prendre une translation arbitraire le long de cet axe en
même temps qu 'une rotation arbitraire au tour de lui . L'axe de A est
donc pour le corps S un verrou ^ p — 2 paramètres autour duquel il
peut l ibrement jouer; pour cela, nous le désignerons par'W. L'en-
semble des droites W restera invariable par tout mouvement de verrou
autour d 'une quelconque d'entre elles.

Supposons que les droites W ne soient pas toutes parallèles à une
même direction, je vais montrer qu'i l existe forcément une droite W
coïncidant avec une droite D donnée à l'avance.

Nous pouvons, en effet, trouver deux droites W, soient Wi e tW^ ,
non parallèles entre elles et non parallèles à D; si ces deux droites ne
sont pas concourantes, donnons à W^ un mouvement de rotation arbi-
traire au tour de W^ ce qui donnera W;t non parallèle à W i , puis faisons
glisser W.^ parallèlement à W^ jusqu'à ce qu'el le rencontre W < , ce qui
est possible, car Wy va décrire un plan parallèle à Wa, et comme le
plan mené par W^ parallèlement à W;, a une position arbitraire autour
deW,, on peut le choisir de façon qu' i l ne soit pas parallèle à W^
Nous arrivons a ins i à deux droites 'W\ et W, qui sont concourantes en
un certain po in t 0. Nous savons qu^en faisant tourner alternativement
et arbi t ra i rement ces deux droites l 'une autour de l'autre, nous obte-
nons toutes les droites issues de 0, lesquelles sont ainsi des droites W;
en particulier, considérons une droite IV menée par 0 parallèlement
à 1) et une droite W passant par 0 et rencontrant D; D' et W sont des
droites W, et comme on passe deIY à D par une translation parallèle à
ir, il en résulte que I) est aussi -une droite W-

Les droites W dépendraient donc de quatre paramètres, de sorte
qu'on aurait/.» = 6 : c'est le cas banal que nous écartons toujours.

Puisque les droites W doivent rester parallèles à une direction fixe,
elles dépendent au plus de deux paramètres, et l'on a

^4.

Quant au corps, il a an mouvement dans lequel une de ses droites D
conserve une direction fixe. et si la seconde articulation est une vis ou
un rotoïde, son axe doit être parallèle à D, car les droites W subissant
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un mouvement de verrou au tou r d 'une dro i te non parallèle à D ne res-
teraient plus paral lèles à cette direct ion.

Examinons d'abord le cas le p lus général , p = 4, le corps est soumis
à l 'un ique condi t ion que la droi te D garde une direct ion constante.
Toute vis ou rotoïde dépendant de trois paramètres devra être paral-
lèle à D qui est la seule d i rec t ion fixe du corps, et la réc iproque est
vraie, car t ou t mouvement au tou r d 'une te l le a r t i cu l a t ion ne change
pas la direction de D et. par sui te , est un m o u v e m e n t possible du
corps. On voit , en ou t re , qu ' i l en est de même pour une gl iss ière
que lconque .

Supposons en second l ieu p == 3. Les droi tes W décr i ront un cy-
l indre q u i doit rester invar iab le par un mouvement de verrou a r b i t r a i r e
autour d'une quelconque de ses génératrices W. C'est impossible.

Enfin, voyons le cas de p === 2. La droi te W est f i xe . La seconde
ar t icu la t ion doit donc d o n n e r un mouvemen t qu i n'altère pas la posi-
tion de cette d ro i t e , elle d o i t donc être une vis ou u n rotoÏdo a y a n t
également W pour axe, ou encore une glissière paral lè le à W; le
corps a alors une d ro i t e fixe, les a r t i c u l a t i o n s dépendan t d 'un para-
mètre sont les vis et roloïdes admet tant cet axe et les glissières qu i
lu i sont p ara Hèles.

Le seul cas q u i nous reste m a i n t e n a n t à é tudier est c e l u i où A
et A' sera ient deux glissières q u e nous ne devons pas supposer paral-
lèles, sans quoi, elles seraient équivalentes . Tous les mouvements ;)IL
et ^Vê tan t des t ranslat ions, on voi t que le corps se déplace en gar-
dant une o r i en ta t ion inva r i ab le et qu'on a, par conséquent,

/^3-

Si p=3, i l est évident que toute glissière dépend de deux para-
mètres, car le corps peut, sans changer son o r i e n t a t i o n , glisser sur
elle.

Si. p == 2, le corps se déplace para l lè lement à lui-même de façon
qu'un plan P paral lè le aux deux glissières A, A' reste fixe et, récipro-
quement , toute glissière parallèle à, ce plan ne dépendra que d 'un
paramètre, car le corps pourra l ib rement glisser s u r e l l c y toute autre
glissière1 déplacerait lo plan P, donc dépendrai t de deux paramètres.

Enfin, le cas dep==== x ne peut pas se présenter, car deux translat ions
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arbitraires suivant des directions dist inctes donnent toujours un mou-
vement à deux paramètres.

Pour récap i tu le r commodément les résultats obtenus nous repré-
senterons le solide S par un trièdre t r i rectangle O.ry.z dont nous défi-
nirons la posit ion par rapport à un trièdre fixe OXYZ (pos i t ion parti-
culière et fixe de Oxyz) au, moyen des coordonnées ^ T], t de 0 et des
trois angles d 'Euler 0, 9, ^.

Nous ferons, d 'a i l leurs , remarquer que, s ' i l y a deux a r t icu la t ions
d i s t inc tes d é p e n d a n t de p — i paramètres , i l y en a forcément une
in f in i t é , leur nombre ne peut être que o, ï ou se.

Nous obtenons alors le Tableau suivant :

TABLEAU I.
Mouvements spéciaux à p paramètres posséda fit une infinité cl'arUciddtIolU simples distinctes

à p — ï paramètres.

N«inbr(1

lanunôtres. convmiijomiello.

I^si^TliUiou
Nature du moimmuint. Ai'tÎL'ulafcion.s à / ;—i paraint'!trus

() — o, ^ — o
Toulcs les V parallèles ;i Or
Tous les R parallèles à Os.
Ton les les Gr.

v 1
,M;j; ; o , Ç = = ^ c p

Toiilcs les V de pas h parallèles à 0;
Ton Les les G- parallèles à ./•()>.

Cas particulier
(lo S.l

0==o, ^==o, Ç = = o ,
Touâ les R parallèles à Os.
TouLes los Gr parallèles à x Ç ) y .

n _ o, ^ = o, Ç == o Tous les R dont l'axe passe par 0.

0 ̂  o, y == o, ^ = o Toutes les G.

n ç == o, r; = o
0 ==s o, ^ ̂  o

Toutes los V ayant Oz pour axe.
Le ïî ayant Os pour axe.
Toutes les G- parallèles ù Oz.

Ç = ô
0 == ô, cp == o, ^ = o

Toutes les G parallèles à .r0./.
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Ayant déterminé a ins i tous les mouvements spéciaux, i l est facile
d'obtenir tous les mouvements \\p paramètres qui possèdent plusieurs
art iculat ions simples a p — i paramètres.

Prenons le trièdre de référence OXYZ et, au lieu de le considérer
comme fixe, donnons-lui un mouvement quelconque à c/ paramètres ;
si le trièdre Qxyz avait un mouvement spécial à p paramètres il aura
maintenant un mouvement absolu ^p-^r-q paramètres et ses articula-
tions dépendront d e p -)- y — i paramètres.

Par exemple, pour obteni r tous les mouvements à quatre para-
mètres, on pourra prendre S, avec OXYZ fixe ou bien un S, avec le
trièdre OXYZ ayant un mouvement à un paramètre, ou, enfin, un S.,
avec un mouvement à deux paramètres de OXYZ.

Réciproquement, on reconnaîtra si un mouvement non spécial à
p paramètres possède des articulations snp~ i paramètres a; l'on peut
établir entre ces paramètres des relations

/I ((-((, «2, . . ., CT/,) .-=•«!,

//(wi, ftî, ..., a/,) —.0.,,

telles que tout mouvement ;i p — < paramètres, correspondant a des va-
leurs constantes des a, soit un mouvement spécial ou encore, à un point
de vue plus géométrique, si l'on peut trouver un trièdc mobile loi que
le mouvement relatif du corps solide par rapport à ce trièdre soit un
mouvement spécial.

Ces nouveaux mouvements étant composés avec des mouvements
spéciaux, nous les appellerons des mouvements spéciaux complexes.

m.
Étude de certains mouvements à plusieurs paramètres

avec des articulations multiples.

1. Mouvements spéciaux pour une articulation simple et une articula-
tion multiple. - Nous nous proposons de rechercher si un corps solide
a p paramètres peut posséder une articulation simple à p — i para-
mètres et une articulation d'ordre i à p — ; paramètres.

Le corps peut alors jouer librement autour de l'articulation A' de
sorte que nous avons des mouvements M' dépendant de ^-paramètres.'
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Nous pouvons répéter, sans en changer un mot, tout ce que nous
avons dit dans le Chapitre précèdent à propos de la réduction aux sys-
tèmes spéciaux, de la formation et des propriétés d ' invariance de ces
systèmes par tous les mouvements OÏL et 01V.

Considérons d'abord le cas d 'un verrou W.
Le cas où l 'articulation A aurait un axe dépendant de p — i para-

mètres ne peut se présenter, puisque tous les mouvements instantanés
devraient avoir même pas et que les OÏL' peuvent avoir des pas quel-
conques.

Dans les autres cas, le corps aura deux droites à? — 2 paramètres
ou une droite à p — 2 paramètres avec une glissière à p — i para-
mètres; nous avons fait complètement leur étude dans le Chapitre
précédent et nous tombons sur les systèmes Z^ et 2^, le premier admet-
tant t^us les verrous parallèles à 0^, et le second l 'un ique verrou.
ayant Os pour axe.

Supposons ma in t enan t que A' soit une ar t iculat ion triple, c'est-
à-dire un genou P ou une glissière plane P. Si l'axe de A dépend de
p— i paramètres, nous avons va que A est un rotoïde dont l'axe passe
par un, po in t fixe 0 et que l'on a ^^3, ou que A est une vis ou un ro-
toide d o n t Faxo reste parallèle à une direct ion fixe avecpï3. A/ étant
un genou, c'est le premier cas seul qui peut se présenter avec/? = 3 et
le genou fixe ayant 0 pour centre ; c'est le système S^.

A' étant une glissière plane, le second cas seul peut se présenter
avec/? = 3, cette glissière étant perpendicu la i re à la direction fixe et
le pas de A étant o, car tous les mouvements ^l/ sont des rotations
perpendiculaires à P : c'est le système o^.

Si A étant une vis ou un rotoïde, son axe dépend de p — i para-
mètres, nous savons que, ou bien p === 2, alors cet axe est fixe, ce qui est
incompatible avec l'existence des mouvements OtV à trois paramètres,
ou bien cet axe doitrestcr parallèle à une direction fixe et /?^4- Cette
hypothèse est incompatible avec l'existence d'un genou à p — 3 para-
mètres, mais est compatible avec celle d'une glissière plane perpen-
dicula i re à l'axe de A; il faudra forcément^ == 4 » ^t nous obt iendrons
le système 5^,

Enf in , si A. est une glissière et A' un genou, par suite des mouve-
ments M/, le corps posséderait des mouvements de t rans la t ion dans
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des directions arbitraires qu i , combinés avec les mouvements x', lui
donneraient une pos i t ion ' absolument arbitraire. On constate égale-
ment ce fait en d o n n a n t al ternat ivement au corps des mouvements .x
et x/. Ce cas ne peut donc se présenter.

La glissière plane peut exister en même temps que la glissière rec-
t i l igne, les mouvements a l t e r n a t i f s ^\t et .x'7 mont ren t alors que la
normale à P conserve u n e direction constante et que toute pos i t ion du
corps sa t i s fa isant à cette cond i t ion peut être a t t e i n t e : c'est le sys-

.terne 2^ q u i admet toutes les glissières p lanes p e r p e n d i c u l a i r e s à O.s.
Il y a exception si la glissière G est paral lè le à F, car on voit alors

que dans les mouvement s a l t e rna t i f s ôll et .DîV le p lan P reste fixe :
c'est le système o"^ •

Nous pouvons résumer ces résultais par le Tableau su ivan t :

TABU-J.VU IL

Mouvements fpéciau^ à p paramètres ayant dw articulations sinipfe.^ à p ""- i pardiuètrea
et C/CÎA' articulatio/ts d'ordre l à p •-•"•• l parafui'ir'c,',.

Noitihro
de

purîunôti'ôfï,

4

3

2

Désignation
c'oiivnti"

fc'onruilki.

^

'Ti

si

^

Art icula l ionH
H'im^i.tw

à p — :i. \r&Yiïiw:\iîw.

Ton les les V parallèles i\. Qz.
Tousio.s R i)a'railèlos à Os.
Toutes îes G.

Tous les îî parallèles h Os.
Toi.ilos les (j parullèlos à x0y.

Tous les B doni l'axe pasBe par 0.

Toutes les V îiyant, ()z l îouraxo*
Lo 1{ ayani ()z pour axe.
Toutes les G parallèles à Oz.

AriK'tilatk'iïs
douhh'.H

à p "•••••••" '' punutK'Ul'cs

Tous les W |)î:u'al"
lèlcs à Os.

'W ayatil 0 z pour
axe.

Ar.iciil.'il.ions
i l ' îp l l 'S

u p --•'•• .'î pu rai net, l'es.

i* î ) c r{ )c j i ( l i c i i l< i î r ( ;
à Os.

P perpcmdicul îuro
a 0:;.

(i ayaîi l () pour
ftenire.

Les mouvements complexes formés avec ces systèmes posséderont
évidemment les' mêmes propriétés.
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2. Mouvements mixtes. — Nous dirons qu'un corps a un mouvement
m i x t e q u a n d , dépendan t dep paramètres, H possède une art iculat ion
s imple à p — i paramètres et une ar t iculat ion mul t ip le d'ordre ? d o n t
le nombre des paramètres est supér ieur à p — i et infér ieur à p , de
sorte que le corps puisse prendre un certain mouvement ^)K/ au tour de
cet te a r t i cu la t ion , sans que ce mouvement soit le plus général cor-
respondant .

Les r a i sonnemen t s fai ts dans le Chapitre précédent ne sont plus
appl icables , car la n a t u r e du mouvement ^iV est m a i n t e n a n t var iable
avec la posi t ion du corps..

Le problème que nous nous proposons est ind ispensab le pour la
s u i t e , car nous a u r o n s c o n s t a m m e n t à chercher de combien de para-
mètres dépend une droi te , un p o i n t ou un plan d ' u n corps q u i joue
l i b r e m e n t a u t o u r d ' u n e a r t i c u l a t i o n s i m p l e var iab le . On p o u r r a i t
croire a priori qu/en considérant la droite comme un verrou, le p o i n t
comme un ^onou, et l e ' p l an comme une glissière p lane , puis rempla-
çan t l ' a r t i cu la t ion m u l t i p l e " par plusieurs a r t i cu la t ions simples,, on
a r r i v e r a i t , par l 'appl icat ion des ' résul ta is du premier Chapitre, à fa i re
l ' é tude complète de la ques t ion actuelle. I l est fac i le de voir qu ' i l y a
là un ccn'cio vicieux. PrenonSy par exemple, le cas d'un verrou à
p ^ — i paramètres.

Imag inons S'lié à S par ce verrou et pouvant l ibrement jouer au tour
de l u i ; la c o n d i t i o n nécessaire et suffisante pour que W dépende de
p -•"-1 paramètres est que S' ne dépende que dep -h i paramètres.

SoitI) la l igne de S qui, est l'axe de W, imaginons un corps inter-
média i re S" lié à S par un rotoÏde R ayant D pour axe, et à S' par
u n e glissière. G paral lèle à :D. La liaison de S' à S par l'intermé-
diaire de S" sera iden t ique à la, l iaison directe par le verrou. En outre,
comme S devai t Jouer l i b r e m e n t au tour du verrou, S" peut tourner
l ib rement au tour du rotoÏde R et S' glisser l ib rement le long de la
gl iss ière G. Nous avons donc une chaîne ouverte

S S" S7

A K G

le p remier membre dépendant dep paramètres et 1e1 dernier de p + i .
Supposons que ni S ni S" n'aient des mouvements spéciaux simples
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ou complexes, A dépendant de/? — T paramètres et S de/?, R dépendra
forcément de p paramètres, et S" de p +i ; donc G dépendra de p -h i
paramètres et S' de p -+- 2. Il faut donc que S oa S" a i en t uu mouve-
ment spécial. Les cas où ce serait S qui aurait un tel mouvement
s 'étudieraient sans a u c u n e d i f f i cu l t é d'après ce qui a été d i t dans le
premier Chapitre. Mais il n'en est plus de même du second cas;
alors S" doit avoir un mouvement spécial formé avec S!, ou S^ et pour
reconnaître un tel mouvement de S", il faut savoir de combien de pa-
ramètres dépend l'axe de R dans le mouvement de S, de sorte qu'on
est ramené au problème proposé.

Mais on peut se demander si, parmi tous les procédés qui, permettent
de remplacer une articulation double par deux simples, il n'en existe
pas toujours un, tel que ce soit le premier corps de la chaîne, c'est-
à-dire S, qui ait un mouvemcînt spécial.

Soient A, A^ et A' les trois art iculat ions consécutives M/, m\ m' les
mouvements correspondants. On obtient tous les mouvements au tour
du, verrou W en combinan t un mouvement rrf d ' ampl i tude quelconque
avec un mouvement rn! d 'ampl i tude également quelconque; en par t i -
culier, les mouvements 'rr^ peuvent être considérés comme des
mouvements à un paramètre autour du verrou W1. Mais S, dans son
mouvement, peut prendre l ibrement le mouvement rn" qui est alors
précisément le mouvement M/, de sorte que tous les inoavements x/
infiniment petits auraient un pas constant, et il en résulterait que le
mouvement JR/ fini serait un mouvement hélicoïdal de pas inva-
riable.

Réciproquement, supposons que le mouvement JlV satisfasse tou-
jours à cette condi t ion , soit À' son pas; considérons une vis V tracée
dans le corps S, ayant même axe que le verrou et ayant h' pour pas. Le
mouvement X/ étant précisément le mouvement autour de cette vis,
le corps S aura un mouvement spécial pour les deux art iculations
simples A et V.

Enfin, considérons un mouvement spécial quelconque relatif à deux
articulations simples A et A\ l'axe de h! dépend de p "— i paramètres
et il en est de même du verrou défini par cet axe.

Nous avons écarté le cas ou la première articulation du verrou serait
équivalente à A, c'est-à-dire où l'axe de A serait aussi1 celui du verrou ;



SUR LES SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES. 465

il y a Identité entre le mouvement OTL et le mouvement ôtV, et le
mouvement du corps est composé avec le mouvement hélicoïdal à un
paramètre.

Nous arrivons à cette conclusion : Les résultats du premier Chapitre
nous fournissent tous les mouvements mixtes relatifs au verrou pour les-
quels le mouvement ^X/ est toujours hélicoïdal et de pas constant, et ils ne
peuvent fournir que ces mouvements.

Pour montrer l 'ut i l i té de la discussion un peu pénible qui va suivre,
et sans attendre les résultats auxquels elle conduira, il suffît de donner
un exemple de mouvement mixte ne satisfaisant pas aux conditions
précédentes.

Considérons le mouvement su ivant à trois paramètres

Ozro, 4/=0, Ç :==F(Ç,Y ] ) î

le mouvement ^ == co'nst.» T] ==consL est une rotation autour de 0^,
de sorte que le rotoïde ayant Oz pour axe dépend de deux paramètres.
Toute droite parallèle à Os conserve une direction invariable, donc
dépend de d e u x paramètres. Nous avons bien un mouvement mixte
pour le rotoïde ayant Oz pour a'xe et pour les verrous parallèles à 0^.
Or prenons le corps dans une quelconque de ses positions et un
verrou W parallèle à 0^. Dans le mouvement M/ le point 0 décrira
l 'intersection de la surface *€ = F(^ ï]) avec un cylindre de révolution
ayant même axe que W; si, la surface est choisie arbi trairement , cette
courbe ne sera pas une hélice, donc le mouvement OU/ ne sera même
pas hélicoïdal, les mouvements x/ inf in iment petits n 'auront pas un
pas constant.

Il est donc indispensable dé fa i r e une étude directe de la question,
et cette é tude nous conduira forcément à retrouver tous les systèmes
spéciaux du premier Chapitre et à en introduire de nouveaux.

On pourrait développer des remarques analogues a propos des mou-
vements mixtes relatifs à une articulation triple, mais nous ne le ferons
pas, les considérant comme inutiles après ce qui vient d'être di t .

3. Généralités sur la recherche des mouvements mixtes pour le verrou,
— Considérons un corps solide ayant un mouvement à p paramètres

/fntî, rie ï'Éc, Normale, ^ Série. Tom^ XVII. - Oc'romu; 1900. 5g
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a^ a^ ..., dp et les différents mouvements instantanés qu'il peut
prendre à partir d'une de ses posit ions.

A la variation de chacun des paramètres correspondra un mouve-
ment hélicoïdal (^ ayant pour coordonnées

(^) ^ 7. ^. .0» ^ ^
et tout mouvement instantané du corps aura pour coordonnées

2À^, 2^^, 2ÂA, 2À,G, i^X^ ^X^,

Pour abréger, nous dirons que c'est le mouvement 1

2À^./,

et il est impossible de trouver les À non tous nuls, de façon que ce
mouvement soit nul, car le corps n 'aurai t alors que/? — i mouvements
distincts, et, par suite, ne dépendrait effectivement que de/? "— i para-
mètres.

Ceci posé, considérons un corps solide ayant un mouvement héli-
coïdal par rapport à un Iriedro fixe T et une droite 1) de ce corps dont
la perpendiculaire commune et l'angle avec l'axe du mouvement sont
5 et û).

En choisissant convenablement le tricdre fixe T, on verra que les
coordonnées du mouvement hélicoïdal, seront

(^o) °? ^ ^ 0. 0, ^

et que les coordonnés d'un mouvement hélicoïdal quelconque autour
d'une quelconque des positions de I) seront

.X ==— / / s in&. ) s'mry., ..̂  rr;:^( O C O S G ) y/mra— la siru) cosra) — (.'sino) sinra
) - y = «si rKx)COSra , J1L= ^(—<îcos^cos ra — ta sinr.) sin/^) 4-» ('SHU) cosra,

6 ::.::= /< cos(<), ^ == r^f3 sine*,) + ^ cosû),

a étant le paramètre de position de la droite ,f), et u et v deux para-
mètres quelconques.

Ceci posé, supposons qu'on donne au trièdre T u n - m o u v e m e n t
à/?—1! paramètres dont les déplacements 'instantaîiés distincts1 seront

p ' i ^ i^ • -,» ^-o
le corps S aura un mouvement résultant qui dépendra au1 pi us de p pa-
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ramètres a^ a^ ..., a^i et a, mais qui dans certains cas pourra ne
dépendre que de p — i paramètres. On reconnaîtra ce fait a ce qu'il
existera constamment une relation

}.„ [j.o -h }.i ^.i -4- . . . -4- }^-i ^p-i == 0

entre les p mouvements instantanés [j^, p-i, ..., [^p-^ qui appartiennent
bien au mouvement du corps solide, et qui , par définition, donnent
sûrement, par leur composit ion, tous les mouvements de ce corps.

Mais si D est un verrou à p — T paramètres, parmi les déplacements
instantanés du corps, il, doit y en avoir qui sont hélicoïdaux autour
d e D ; autrement dit, il doi t y avoir un mouvement [x résultant de la
combinaison des mouvements a,p [j.i, ..., [x^i ; on pourra donc certai-
nement déterminer ^, ^, A^ X , , ..., À^ î-îon tous nuls, de façon que

^ ::::.: 7^^ 4- ?.i p-i 4-. < . 4- ̂ .i ̂ -D
et cela doit être vrai, quels que soient les paramètres <^, .... <^-i et a
dont dépend la posi t ion du corps solide. En remarquant que les coor-
données de (x<p [^t , .... [x^ sont indépendantes de a, et écrivant qu'il
y a identi té pour cette variable, nous obtiendrons les conditions néces-
saires et suffisantes que doivent remplir les mouvements instantanés
du trièdre mobile, ce qui nous permettra de déterminer ce mouvement
qui, combiné avec p-o» t'io"8 donnera f inalement le mouvement mixte
cherché du corps solide-

La relation entre [x, [x,,, [^, . .*. , [V-« équivaut à six équations li-
néaires et homogènes aux inconnues Ào, X^ . . . » Xp^, M, p. Si l'on
forme le Tableau rectangulaire des coefficients, on obtient •

o ^i . - . ^-i ~ sin 03 sin(3 o
o ^i ... ^-i sniû)cos(3 o
/" &i ... ^p«.-i coso) o
ô S\ ... <^i rîcosa) sin(3 — ^asnu)cos(3 —sin(xjs in(3
o ;)ri'i ... Ï)\L-p.^ —. S cosœ cosp — ta sin ̂  sin ? sin &,) ces (3
^ Xî . . , ! •X^-.i 1 1 âs into ^ 1 coso^

qui. a au plus six colonnes, car les verrous à p — i paramètres n'exis-
tent comme cas de réduction que si p — i < 4? et dans lequel, pour
abréger,,nous avons mis (à à la place.de ra. . • . . ! 1 '
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Il nous faut écrire que tous les déterminants d'ordre/?
avec ce Tableau sont nuls quel que soit a.

Or considérons les deux Tableaux

2 formés

et

0

€>

0

— sinû) sin (3
sin (3 s in&)cosp
0 cos co

X^ -1 — s i il o) s i n (3
y?».! si ne.) cos (3y?».! si ne.) cos (3 o
Sbp—i COS 6) 0

"^-i ô cos^,ï sîn ? — sîn ^) sin p
^X'^i — ô cos ûr) cos (3 sin M cos (3

" " ("os co

/ o ^i
o ?7i
r &i
o ^,
o ^Li

\ ^ Xi

o Xi
o g'i
r ^
o <.
o ^1Li
t Xi

On voit que tout déterminant d'ordre/^ "+- 2 pris dans ^ sera de la
forme

D^asinwîy+I)^

D' et D'^ étant les deux déterminants analogues pris dans ç/ et ^//-
Si ^ == ô, D se réduira à D" et comme rrfestpâs nul, ? est arbitraire ;

donc il faut annuler tous les déterminants IV, quel que soit ^. On voit,
d'ailleurs» qu'on peut alors dans ^// supprimer la première colonne et
la troisième ligne et prendre seulement les déterminants d'ordre? 4" ï
de ce nouveau Tableau

ft/V>}

7t
Ci
3ÎL.i
Xi

^i
w
d p-l

^
OÏL ,̂
Xp^i

— sin û) s m (3
sin <y cos (3

rîcô<ycx) sin (3
— rî côs&) cosp

ô sin o)

0

0

— sincosinp
s in M sin (3

COS (>)

Si ^ = = 0 , û) == o, il faut encore annuler les déterminants IV avec
cette particularité qu^on peut, dans ©//, supprimer les colonnes de
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rangs î et/? -4- 2 ainsi que les lignes 3 et 6, et annuler les déterminants
d'ordre/? du Tableau ainsi modifié.

On remarque que si S == o tous ces déterminants sont nuls, de sorte
que ^ = = o , ( j L » = : o , â = = o donnent un mouvement mixte, quel que soit
celui du trièdre T.

Si t -=^ o, co == o, il suffît encore de considérer les déterminants D";
mais il y a encore deux cas à considérer. Si r n'est pas nul, on voit
qu'on peut suppr imer la dernière colonne et la dernière ligne de ̂ \
puis la i^ colonne et la 3°^ ligne. On retombe sur le même résultat
que précédemment, c'est-à-dire que si œ == o, r=^ o, que t soit ou ne
soit pas nu l , i l suffit d 'annuler les déterminants d'ordre p du Tableau

"\^l . . . A .̂i 0

^i • . • ÎJp~\ o
-Ci ... < .̂i osin(3
JlL.i . . . ;)1L ,̂,,i — â c o s ^

ce qui montre, en particulier, que a) ==o, <?=== o, r^ o donnent tou-
jours un mouvement mixte.

Mais si û) étant nu l , il en est de même de r, l'angle p n'est plus va-
riable, il est constamment nul , on doit encore annuler les détermi-
nants IY en y faisant [3 == o, et l'on peut supprimer la dernière colonne
(ît la dernière l igne, ce qui revient à annu le r les dé terminants d'ordre
p "4-1 du Tableau s" ainsi modifié; il a alors une première colonne
qui ne contient que des zéros; donc ù> == o, r= o donnent un mouve-
ment mixte, quel que soit le mouvement du trièdre T.

Enfin, si ^ 0 0 = ^ = 0 , la forme des déterminants I) montre qu'ils ne
peuvent être nuls, quel que soit a, que si D' et D" sont nuls quel que
soit cet angle ou, ce qui revient au même, quel que soit [3. 11 faut donc
annuler ident iquement tous les déterminants d'ordre p -+• 2 des Ta-
bleaux ^/ et ^//.

Mais si r = o , p est constamment nul et il faut faire ? == o dans les
Tableaux ^ et ^'\ On remarque qu'en vertu des hypothèses p = o ,
K^^ÈQ on peut, dans e^ supprimer la ï2'0 colonne et la 6e ligne, puis
la ( p + ï)"^ colonne et la 4° ligne; puis enfin, la (p +- ̂ wme colonne
et la 5e ligne; de même, on peut dans ^ supprimer h i^ colonne et
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la 6e ligne, puis la (p+ 2)^ colonne et la 5e l i g n e ; nous obtenons
pour le cas considéré le Tableau

^ï (DC>2 • • . "X^.—i
^0 ^ ^ ... ^-1

&l ^ . . . .̂i

dont il faut annuler tous les déterminants d'ordre/?-- i et le Tableau

[ ^1 ... ^p-i 0

f// 1 r7i .. . ?y^-î s in G)
"''o

^i • • . So/,-,1 cosc»)

€1 • • • •O-.i 0

dont il faut annuler tous les déterminants d'ordre/.».
Nous constatons déjà l'existence de plusieurs mouvements qui sont

tous ceux pour lesquels o == o, r§= o. On voit que dans cette con-
dition n'entrent pas les différents mouvements da trièdro ^, et il en ré-
sulte que nous pouvons prendre le plus simple de tous, celui pour
lequel/? == î , et dire que tous les autres sont des mouvements mixtes
complexes formés avec lu i . Nous avons ainsi dos mouvements mixtes
à un paramètre :

S; Mouvement hélicoïdal dé f in i par 0 == o, ^ == o, ç = o, ^ = o,
^== ̂  y admettant comme ar t icu la t ion simple fixe la vis de pas h
ayant 0^ pour axe et comme art iculat ion double fixe le verrou ayant
0;? pour axe;

o-l Cas particulier du précédent, mouvement de rotation défini par
0 == o,^ == o, S = o, Y] == o, Ç == o admettant comme articulations fixes
le rotoïde, et le verrou ayant Os pour axe;

S^ Mouvement de translation rectiligne défini p a r u == o, ^ == o,
9 == o^ == o, Y] == o admettant comme articulations fixes la glissière
parallèle à Oz et tous les verrous parallèles à Oz.

Nous pourrons donc, à partir de ce moment, supposer que, si œ est
nu l , rê ne l'est pas.

4. • Mûwemenu mixtes pour le verrou dans le cas clé û) == o, rt ̂  o.
—ITnous faut annuler le Tableau ̂  dans la dernière colonne duquel
on ,a supprimé le facteur 8.
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ï ° ^ == T . ^w n'a qu'une colonne, sa dernière, et ne peut être iden-
tiquement nul.

2° p = 2. ^'/// a deux colonnes, et en annulant tous ses déterminants
on trouve

"Xi:=o, ^=o, -Ci=o, ^ =o,

le mouvement du tr ièdre T étant alors constamment un mouvement
hélicoïdal autour de Oz, cette droite qui est fixe dans le trièdre mo-
bile reste fixe dans l'espace ; le corps S a donc un mouvement à deux
paramètres dans lequel une droite reste fixe, c'est le mouvement 5^ du
ptemier Chapitre, et il admet comme verrous à un paramètre tous ceux
qui sont parallèles à Oz.

3° /; = 3. ^/// a trois colonnes; en employant une-no ta t ion bien évi-
dente, on trouve

A(^,^T)==o, A(X, ,0=0, AO-, ,0=:o,
A ( "X, ;)1L) = o, A ( 7y DÏL) == ô.

Il en résulte que A(^, X') est aussi nul ou que x,, "x.a» ?7/, ?J2 sont
nuls-

Dans le premier cas, on voit immédiatement 'qu'on peut déterminer
Ai et la "ûîï ^u^ l'0^ ^cs deux, de telle façon que les coordonnées .x,
^, ^, ^IL du mouvement

lip^ 4- ^2^.2

soient nulles. Ce mouvement sera donc hélicoïdal autour de Oz.
Soient a< et a^ les deux paramètres du trièdre ï; tout mouvement

infiniment petit de ce trièdre est défini par un système de valeurs de
da^ et da^ qui , en réalité, sont les valeurs de 7^ e t X a ; les quatre équa-
tions linéaires et homogènes définissent ^ et 'Àa à un facteur près,
c'est-à-dire définissent leur rapport qui est une fonction de a^ et a.^
On. a donc, pour ce déplacement spécial,

da^
ciay. ^/(^D ^2)?

soit
F(ai, <^) r= const.,

l 'intégrale générale de cette équation différentielle; tout mouvement
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à un paramètre défini par F = const. sera un mouvement hélicoïdal du
triedre T autour de son axe d e s z . Considérons alors le corps S qui dé-
pend de a,, a^ et a» tout mouvement défini par F == const. sera tel que
la droite Oz qui est fixe dans ce corps reste fixe dans l'espace; il en
résulte clairement que le mouvement de S sera un mouvement com-
plexe formé avec 2^, de sorte que nous n 'obtenons rien de nouveau.

L'hypothèse ̂  =o, ̂  == o, y , = o, ^ == o s 'étudie plus facile-
ment, car les deux mouvements principaux étant hélicoïdaux parallè-
lement à 0^, il en résulte que cette droite Oz gardera une direction
constante pendant tout le mouvement ; cette droite ne peut rester fixe»
car S ne dépendrait que de deux paramètres; si elle dépendait d 'un
paramètre, S serait l ibrement mobile autour d'un verrou, qui aura i t un
mouvement à un paramètre, ce qu i donnerait un mouvement complexe
formé avecS^; f inalement elle peut dépendre de deux paramètres, ce
qui revient à dire que 0 décrit une surface autre qu 'un cy l indre paral-
lèle à la direction fixe et à chaque position, du point 0 sur cette surface
correspond une pos i t ion bien déf in ie du triedre T, et réciproquement
tout mouvement du •triedre défini de cette façon satisfait constamment
aux conditionsx, = o,^ = o, ̂  == o, ^3 == o. Si, sur ce mouvement ,
on greffe le mouvement relat i f de S par rapport à T, on trouve un nou-
veau mouvement à trois paramètres S^ q u i d é f i n i » comme nous l'avons
toujours fai t , sera

0=ô, ^ = o, Ç = F (Ç, T| ).+ t a. y == <D ( Ç, •/) ) + r ̂

% étant un paramètre variable.
4° p == 4. ç,"1 a qua t re colonnes et ne donne qu'un déterminant ; en

l 'annulant iden t iquement , on obtient
A(^,y,0==o, A(^y^lL)=o.

Supposons d^abord que les trois déterminants
(îX-)[ «A» % pXg; p)Ç«3 (X^ -X"->j[

cJ \ cTî cJî 'rJï cJa Ul

ne soient pas tous nuls, alors on voit qu'on peut déterminer À^ As, ^3
non tous nuls, de façon que le mouvement

?,i^i4"^M2^^^
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ait ses coordonnées ^>c, g, ,̂ OÏL nulles, c'est-à-dire se réduise à un
mouvement hélicoïdal autour de Oz.

En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que ce mou-
vement est fourni par

da^___ _ da^ da^
^1(^1,02,03) '"" Kz{a^a^ as) ~~ A.^(a^ a^ a^

dont l'intégrale générale sera
Fi(ûîi , Og, a^) ==const.,
Fa(ai , a^ a^) ===cônst.,

et il en résultera que le mouvement considéré du corps solide S est un
mouvement complexe formé avec S^.

Supposons maintenant que ce soit la seconde hypothèse qui soit
vérifiée, c'est-à-dire qu'on puisse toujours se donner arbitrairement
deux des À, de façon que le mouvement

?4^1+À^2+^3

soit hélicoïdal parallèlement à Os,
}^, 74, À;( sont alors, à un facteur près, des fonctions connues de a^

a^, 0.3 et les 'mouvements instantanés qui ont leur axe parallèle à Oz
sont définis par une équation

(0 Ai(ai, ^2, f/a) da^ 4- A^(a^ ci^ 03) da^ +• A;^^, a^ 03) da^ == o.

Je vais montrer que le premier membre admet un facteur intégrant.
Pour cela, je suppose que le mouvement du trièdre T soit défini au
moyen des six paramètres d'Euler ^ Y], *(, ô, ç, ^ qui sont des fonctions
de a^ a^ a.^ et j ' imagine un trièdre auxiliaire pour lequel Ç, Y], ^sont
constamment nuls et 0, ç, ^ ont les mêmes expressions que pour T. De
ce que 0, y, ^ sont les mêmes pour les deux trièdres, résulte que leurs
déplacements infiniment petits correspondant à un même système de
valeurs de da^ da^ da^ ont les mêmes x, y, &, de sorte que l'équa-
tion (ï) a la même signification pour T que pour T. Le trièdre T ayant
son origine (Y fixe aura pour mouvements principaux p/^, p^, ̂  des
rotations passant par ( Y ; si ces trois rotations forment un trièdre, il
résulte immédiatement de ce qu'on sait sur la décomposition d'un

A un,, de VÈv. Normale^ 3e Série* Tome XVH..— OCTOBKE 1900. 6o
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segment suivant trois directions concourantes que, pour avoir un mou-
vement de rotation autour de O ^ z ' , il faudra que da^ da^, da^ soient
proportionnels à des quantités bien déterminées^ ce qui serait en con-
tradiction avec ce qu ' indique l'équation (i). 11 faut donc que p^, p^,
(JL^ soient dans un même plan passant par (V^; tout déplacement infi-
ment petit de T sera une rotation arbitraire autour d'une droite arbi-
traire de ce plan ; il ne dépendra que de deux arbitraires, donc TT aura
un mouvement à deux paramètres.

Soient b^ et &a ces deux paramètres fonctions de a^ a^, 03; les
mouvements de T se réduisant à une rotation autour de 0'^ seront
donnés par une relat ion

F ( & i , ^2) == const.,

qui, lorsqu'on y remplacera (^ et &a en fonction de a^ a^, a^, devra
être équivalente à (i). Cette équation (i) aux différentiel les totales est
donc complètement intégrable et a pour intégrale

<ï» ( ci i, a ̂ , a 3 ) := c o n s l.

Si donc on considère le corps solide S qui dépend des quatre para-
mètres a ^ , 0^,03 et a, on voit que tous les mouvements à trois para-
mètres, définis par <& == const., sont précisément les moiivements E^
étudiés dans le cas précédent* Nous obtenons ainsi les mouvements
complexes formés avec le mouvement mixte S^.

5. Mouvements mixtes pour le verrou dans le cas t == o, rco ̂  o.
1° p=\. Le Tableau ^\ n'a que ses deux dernières colonnes, et

comme œ ^éo, ses déterminants ne peuvent pas tous être nuls,
a0 jo== ^ ^ a trois colonnes. En annulant tous ses déterminants,

on trouve
^.i=:o, îTi==o, ^1=0, JîLi=:o, Xi=o,

le mouvement instantané est une rotation autour de Os, de sorte que
T a un mouvement de rotation autour d'une droite fixe qui est son axe
des z, le corps S aurait alors deux mouvements de rotation simultanés
autour de la même droite fixe, et il ne dépendrait que d'un paramètre,
ce qui est contraire à Thypothèse.
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30 p == 3. ^ a quatre colonnes, il y a cinq déterminants à annuler
identiquement, on trouve

A(X,0==o, AO-,JÎL)=O, A(.G X)=o,
A(X,X)=o, A(^, X)=o, A(3T1L-, ^)=o, A(X, X/) 4-A(.7, .0 == o,

ÔA(X,g ' )==o .

ô A (^ <) — sin co cos c.» A «, 3K/) •= o.

Supposons d'abord que Xi et^a ne soient pas nuls tous deux, les
six premières équations montrent que les cinq équations linéaires et
homogènes obtenues en égalant à o les coordonnées x, g\ ^ M/, x du
mouvement

Âipi + ^2^.2

se réduisent à une seule, alors tous les déterminants A sont nuls et
toutes les équations sont vérifiées. Le trièdre T admet dans ce cas une
rotation autour de Os, et l'on en conclut, par un raisonnement déjà
fait et parce que r= o, que le solide S ne dépendrait que de deux
paramètres, ce qui est contraire à l'hypothèse.

Il nous faut donc supposer <D^ == o, ̂  == o, et il ne nous reste que
les cinq équations

A(X, 0 = o, A(y, JlL)=:o, A(X, JIL) + A(y, .0 = o,

<îA(.X,^)==o, ôA(y,t)—smô)COSû)A(^JÏL)=:o.

Supposons d'abord à ̂  o, on aura
A(X,y)=o.

Considérons alors les quatre équations linéaires obtenues en égalant
à zéro les coordonnées x, y, ̂  ̂  du mouvement

Âlp.i-h ?4^2-

Si x, et Xî ne sont pas toutes deux nulles, ainsi que y , et y^ il ^é"
suite de A(x,<) =o, AQr,^)=o, A(x, y) =o que ces quatre
équations se réduisent à une seule.

Si x, et Xa sont nuls tous les deux sans qu'il en soit de même de
7< et,%, la première des quatre équations linéaires est une identité, et
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les trois dernières se réduisent à une seule, car A(^ D1L) est nul, et,
en vertu de la troisième équation de condition, A^, ^) l'est aussi.

Si e%i, Xa? y^ 3*2 ^"^ tous nuls, les deux premières sont des iden-
tités et il ne reste que les deux dernières qui, en vertu de la dernière
équation de condition, seront distinctes si oo === 7r? et se réduiront à

une seule si œ -=h. •-•1 2

Les quatre équations linéaires se réduisent à une seule si les quatre
quantités «x^, X^, ^i, ^a ne sont pas toutes nulles ou si, l 'étant toutes,
a) n'est pas égal à — Tous les A sont nuls elles équations de condi t ion

ï

vérifiées. Le trièdre T possède un mouvement inf in iment peti t qu i est
une rotation autour de Oz, et l'on retombe sur l ' impossibi l i té qu i avait
été constatée quand x< et ̂  n'étaient pas tous deux nuls .

Il nous faut donc supposer les .% et les .7 tous nuls avec o^ === ^•
Les coordonnées .x, ?J et x des mouvements [x, et \J^ étant nulles, ces
mouvements sont des rotations paral lè les à Os. Si l'on y ajoute la ro-
tation de S autour de 0^, on voit que le moi ivcmenfc i n f i r u m e n t pc t i l
de S se compose (le trois rotations pcrpcndicnlaires à Osy lesquelles
laissent fixe le plan xQy qui est attaché à S par suite de rhypothèse
t == o. Ce plan a donc une position fixe dans l^espace, et S a, en réalité,
le mouvement à trois paramètres produi t par une glissière plane fixe;
c^est le système cr^ trouvé dans le premier Chapitre admettant comme
verrous à deux paramètres ceux qui sont parallèles au phm^Oy.

Enfin, il nous faut examiner l 'hypothèse ô = = o ; il reste les qua t re
équations de condition

À(^,a = o, A(^, M.) =o, Ap^ ̂ )-h A(;y, <J= o, cosû)A(fe^1L)-= o,

Si COSÛD n'étant pas nul, les quatre quantités ̂ , (^, ̂ , îïïi^ ne sont
pas toutes nulles, on retombe encore sur le cas d'impossihili . té qui
correspond aux trois rotations autour de Os; supposons que ^j, J^,
x^ etDîLg soient toutes nulles, y^ et p^ seront des rotations autour
d'axes passant par 0 et nous tomberons, pour Sy sur le mouvement 2^
qui admet tous les verrous passant par O*

Si, en dernier lieuy nous supposons û>=== " il ne reste que les trois
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premières équations de condition. De l'équation A(x, .̂ ) ==o, résulte
qu'il existe un déplacement composé d'une rotation R^ passant par 0,
et située dans le plan des yz et d'une translation T\ suivant Oj; de
même, au moyen de l'équation A(3', OÏL) = o, on constate l'existence
d'un autre mouvement composé d'une rotation IL passant par 0 dans
xOz et d 'une translation Ta suivant Ox.

Ces deux déplacements sont distincts, car, s'ils ne l'étaient pas, celui
suivant lequel ils sont confondus aurait ses coordonnées .%, ,7, ̂  51L,
X nulles et conduirait à une rotation autour de Oz, cas qui a déjà été
écarté. Tout déplacement inf iniment petit du trièdre T s'obtient donc
par la combinaison des deux mouvements (T,, B ^ ) et (Ta, 'R^.En par-
ticulier, tout déplacement inf iniment petit de son origine 0 s'obtiendra
en composant les deux translations T\, T^ de grandeurs arbitraires et
dirigées suivant Qx et Oy.

Si T^ == o, Ta = o le point 0 est fixe; le corps S a le mouvement le
plus général autour d'un point fîxe, c'est le système 5^ qui avait déjà
été trouvé pour S = o, quelle que fût la valeur de œ.

S;, l\ == o l'origine a un déplacement à un seul paramètre, donc dé-
cr i t une courbe T dont la tangente est la direction de 1\, c^est-
a-dire Oy. Le tricdre T dépendant de deux paramètres prendra toutes
les posit ions dans lesquelles son axe des y sera tangent par son origine
à la courbe T; en outre, la droi te D tourne l ibrement autour de 0
dans .TÛY, il en résulte que la droite D aura un mouvement dans lequel
elle sera un iquemen t assujettie à rencontrer la courbe F. Cette droite
dépendra de trois paramètres, de sorte que nous tombons sur une im-
possibilité.

Si TI et Ï2 ne sont pas nuls le point 0 a un déplacement à deux
paramètres, il décrit une surface S, et Ox et Oy sont deux tangentes.
Comme la droite D tourne librement autour de 0 dans^Oj, plan tan-
gent à £ en 0, la droite D peut venir coïncider avec n'importe quelle
tangente à S. Or les tangentes d^une surface forment toujours un com-
plexe, de sorte que nous retombons encore sur une impossibilité à
moins que cette surface ne soit un plan, c'est-à-dire que ocQy ne reste
fixe, ce qui donne le meuve m entera

En réalité, nous venons de montrer, par un raisonnement géomé-
trique un peu détourné mais très simple, que les deux mouvements (^
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et pis d'un trièdre à deux paramètres ne peuvent satisfaire aux cinq
conditions

A^-Q^o. A(^X.)==o, A(x,^)-+-A(y,.C)=o, .%,=o, X2=o,

que si ce trièdre a son origine fixe, ou a son plan des xy fixe, ou admet
constamment un mouvement inf in iment petit se réduisant à une rota-
tion autour de son axe des z, c'est-à-dire à un mouvement com-
plexe formé avec le mouvement de rotation au tour d'un axe. Les
relations entre les coordonnées de [J.^ e t^a qui nous étaient imposées
ne pouvaient pas nous fournir ces conclusions; i l aurait fa l lu , pour
employer une méthode directe, faire intervenir les relations différen-
tielles ( ^ ) que doivent remplir ces douze quantités et montrer leur in-
compatibilité (sauf dans les cas mentionnés plus haut) avec les trois
équations de condition» Cette marche aurait été beaucoup plus pénible
que celle que nous avons adoptée.

4° p == 4. ̂  a cinq colonnes et ne forme qu 'un déterminant . En
l 'annulant ident iquement , on trouve

A ( ̂ , J^, ̂  ) — o, A ( 7, X., X» ) "= o,
A (.X, Jll, X ) -h A (;î, </X ) "~ o ;

6 A ( ̂ , y, ^ ) := si n oï (;os ̂  A ( ̂ , <, ^ÎL ),
BA(X, y, M.) := siriQ) COSM A (y, <, M.).

Pour étudier ces équations nous ferons une remarque essentielle.
Cette remarque consiste en ce fait que les équations (ï) ne dépendent

ni de 5, ni de o, et que si S et COSQ) sont nuls les cinq équations de
condition se réduisent aux trois équations ( î) . Il en résulte que nous
devons commencer par étudier ce cas particulier, et que c'est parmi les
mouvements particuliers que nous trouverons ainsi, que nous devrons
chercher ceux qui satisfont aux équations (2) quand la droite ne satis-
fera plus aux conditions à == o, coso === o.

Etudions donc ce cas.
Supposons d'abord que le point 0 dépende d'un seul paramètre,

( 1 ) Voir KOENIGS, Leçons de Cinématique^ Chapitre X.
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c'est-à-dire décrive une courbe F; la droite D, qui passe paru, rencon-
trera toujours I\ donc décrira un complexe et les équations (i) seront
certainement vérifiées. Nous ne ferons pas figurer ce mouvement dans
nos Tableaux, car c'est un mouvement complexe formé avec 5^, et qui
n'est assujetti à aucune restriction.

Si le point 0 dépend de deux paramètres, c'est-à-dire décrit une
surface, à chaque point M de cette surface correspond une simple infi-
nité de positions du trièdre T, positions don t l'axe des s est essentielle-
ment variable; le plan xOy peut être amené à passer par n'importe
quelle droite issue de 0^ et la droite D qui tourne librement autour
de 0 dans ce plan viendra coïncider avec la droite considérée. La
droite I.) pouvant venir coïncider avec toute droite rencontrant la sur-
face lieu de 0 ne décrirait pas un complexe.

Il reste à étudier le cas où le point 0 dépend de trois paramètres,
c'est-à-dire est arbitraire dans l'espace. A chaque position de 0 cor-
respond une position bien déterminée du plan xOy, et l'ensemble de
toutes les droites issues de 0 dans le plan xOy doit décrire un com-
plexe,

Supposons d'abord que lep lan^Oj ne dépende que d'un seul pa-
ramètre; soit P une de ses positions : forcément, pour tous les points 0
situés dans ce plan, le plan xOy sera précisément le plan P. Les
droites D étant arbitraires dans un plan dépendant d'un seul para-
mètre dépendront bien de trois paramètres. Mais le mouvement ainsi
obtenu est un mouvement complexe formé avec o"^.

Pour aller plus loin, nous remarquerons qu'à chaque position de 0
correspondent un ou plusieurs plans ocOy et qu'il peut exister des
points fbrimnt des courbes ou des surfaces pour lesquelles deux dé-
terminations du plan xOy viennent se confondre. Imaginons une
région R à trois dimensions qui ne soit traversée par aucune de ces
courbes ou surfaces singulières, et faisons mouvoir le corps S d'une
façon continue en satisfaisant uniquement à la condition que son
point 0 ne sorte pas de R, Si nous partons d'une position quel-
conque Mo de II avec la détermination Pô pour le plan œOy, nous gar-
derons toujours cette détermination ôt nous reviendrons forcément en
Mo avec la détermination Pô. Ainsi à chaque point M de R correspond
un et un seul plan P et le corps S partant de la position in i t ia le Mo Pô»
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quel que soit son mouvement dans R, lorsque 0 arrivera en M, le
plan x Oy viendra en coïncidence avec P.

Soient alors M et M' deux points de B, P et P" leurs plans. Suppo-
sons que M/ soit dans le plan P. Partons de la posit ion MP, nous pou-
vons faire tourner S autour de Oz, de façon que la droite D vienne en
coïncidence avec MM', et ensuite donner à S le mouvement à un pa-
ramètre qu'il doit sûrement posséder autour de D devenue MM'.

Il peut arriver que ce mouvement autour de D soit constamment une
rotation; alors le corps posséderait les deux rotoïdes Os et D concou-
rants, rectangulaires et ne dépendant que de trois paramètres : ce se-
rait le mouvement complexe formé cïvecS^. Ecartons-le.

Dans le mouvement de S autour de D, le point M variera sur D et le
plan P tournera autour de D. Il arrivera un moment où M viendra
en M', et, par suite, P en P'; il en résulte que P' contient MM', c'est-
à-dire M*

La correspondance du point M et du plan P possède la propriété
caractérist ique suivante :

A chaque point M de II correspond un el un seul plein P; si un point M/
est dans le pian P du point M, M est aussi daru le plan V du point M/'.

Prenons alors un po in t M et son p lan I\ Si P ne dépendai t que de
deux paramètres, il y aurai t dans P une ligne de points M auxquels
correspondrait ce même plan P. Tout autre point M / d u plan P devrait
avoir un plan P" contenant M7 et toute cette ligne de points M, ce plan
serait confondu avec P, de sorte que tous les points de ce plan P l'ad-
mettraient comme plan .2?0y, Le'plan P dépendrait, en réalité, d 'un
seul paramètre et nous retomberions sur un cas déjà examiné.

Le plan P doit donc dépendre de trois paramètres. Partons de Mo, Pô»
et prenons dans Pô deux points M< et M& dont les plans P^ et Pa soient
distincts de Pô et distincts entre eux, ces deux points n'étant, d^nl-
leurs, pas en ligne droite avec Mo. Les trois plans Pô? Pô Pas for-
ment un trièdre ayant Mo comme sommet. Les deux arêtes dans P(,
s o n t M o M ^ e tMçMa; soit A la troisième arête, désignons, pour abré-
ger, la droite M^Ma par A' et remarquons que, d'après les hypothèses
faites, les deux droites A et A' ne sont pas dans un même plan. Pre-
nons un point quelconque M sur A, i l ' e s t dans P^ et P^ donc son
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plan P passe par M^ et Ma, c'est-à-dire par A1'. Prenons un point quel-
conque M7 sur A', il est dans les plans P de tous les points de A, donc
son plan P" contient tous ces points, c'est-à-dire la droite A.

Prenons enfin un point quelconque N et considérons les deux plans
NA et NA" rencontrant A" et A respectivement en M' et M; N étant
dans NA^ qui est le plan P de M et dans le plan NA qui est le plan P
de M', son plan doit passer par M et M'; c'est le plan NMM'.

N o u s voyons qu'au moyen des deux droites A et A'e t uniquement
par leur moyen, nous pouvous dé f in i r complètement la correspondance
de P et de M. Mais nous remarquons que le complexe linéaire qui
aurai t A et A' comme droites conjuguées, définirai t précisément la
même correspondance.

Nous pouvons donc aff i rmer que, dans ce cas, le mouvement de S est
tel que le plan xOy sou constamment le plan polaire du point 0 relati-
vement à un complexe linéaire non spécial. C'est un nouveau mouve-
ment S; défini par

cotO _ s in ̂  _ cosip
""T" ^ —rT^ ~^y

k étant une constante qui n'est ni nu l le n i in f in ie .
En défini t ive, nous ne trouvons dans le cas de â = = o , oj = ̂  que

trois sortes de mouvements , à savoir : les mouvements complexes for-
més avec S:;, les mouvements complexes formés avec cr^, et enfin le
mouvement II';. •Il nous faut main tenant voir si ces mouvements sont
acceptables dans le cas oh l'on n 'aurait pas à la fois S = o, o-> == 7T.

Le système Z^ est un système mixte pour les droites S == o; dans ce
cas les droites D dépendent de deux paramètres, et en int roduisant un
nouveau paramètre pour former avec 21^ u n mouvement complexe à
quatre paramètres, on a des droites D qui dépendent bien de trois pa-
ramètres. Mais si $ n'est pas nu l , les droites D de 2^ forment un com-
plexe, le complexe des tangentes à une sphère de rayon S; en introdui-
sant un nouveau paramètre, cette sphère, dont le centre décrit alors
une courbe, peut devenir tangente à n ' importe quelle droite, qui peut
ainsi être considérée comme une droite D; ces droites ne forment donc
pas un complexe. Ainsi , les systèmes complexes formés avec 2^ sont
mixtes pour les droites S == o. Le système G"^ est mixte pour les droites

Afin. de l'Éc. Nt/rmeile. 3e Série. Tome XVII, -- NOVEMBRE 1900. 6l
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perpendiculaires à son plan fixe, c'est-à-dire pour les droites co === o,
que nous ne devons pas considérer actuellement. Il l'est aussi pour les
droites co== ^3 il en sera de même pour tout mouvement complexe

formé avec cr^. Supposons alors que co soit différent de -l:y on constate
immédiatement que, dans le mouvement o^, la droite D décrit le com-
plexe des droites qui font l'angle œ avec la normale au plan fixe. Si
dans un mouvement complexe formé avec S;̂  la droite I) ne dépend
encore que de trois paramètres, c'est que le complexe précédent est
indépendant du nouveau paramètre que l'on a in t rodui t , et, par con-
séquent, que la direction du plan fixe, direction qui suffit à le définir ,
reste invariable. C'est un mouvement complexe particulier formé
avec o-^, et c'est le mouvement 2;. que nous avons déjà considéré, il est
mixte pour n'importe quelle droite I) du corps S-

II nous reste enfin à étudier le cas du mouvement Z^ défini par un
complexe l inéaire non spécial.

Définissons la position de 0 par ses coordonnées semi-polaires, p, a
et *C; on aura y, pour le mouvement du trièdrc ïy

9==o, ^-=a, 0 = a r c t a n g £ ?^r
et l'on en dédui t

^1 = î^F

ffi =0, ^

cx:! ̂  -F-̂ TP A^ = o, ^3 == o,

= »,——P..,__ , ^3 = 0.?"v/pï+1^y

^1 =1, ^2 =0,. .^3,:=0,

^ := 0, ^ == p, ^ = ——J^
V^-h/C2

^L^ .̂̂ ^ •<%! ==: ûy '^2 r.T (>, û?̂

Portons ces valeurs dans les équations de condition (2), les seules
qui restent a vérifier. On trouve que la première est identiquement
vérifiée, mais que la seconde se réduit à

ôÂ'p2 . A-?^,^^smc.cosc.^^=:o,
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et ne peut être identiquement vérifiée que si k == o ou si l'on a simul-
tanément

ô==o, sinco cosûû ==o,

ce qui n'arrive pas, par hypothèse.

6. Mouvements mixtes pour le verrou dans le cas r == o, ^ co ̂  o. — 11
faut alors annuler les deux Tableaux Sy et ̂  :

i° p = o. Le Tableau ^ se réduit à sa dernière colonne et ne peut.
pas être identiquement nu l , donc aucun mouvement mixte;

2 ° j9=2 . On obtient immédiatement, en annu lan t les deux Ta-
bleaux, les condit ions

c\^=0, ^i==0, &i=0, ,^ i=0;

le mouvement du, trièdre se rédui t à une translation perpendiculaire
à Qx. En la combinant avec la translation de S sur Os on voit que le
corps possède un mouvement de t ransla t ion plane, c'est 2^ admettant
comme verrous à un paramètre tous ceux qui sont parallèles au
plan x ( ) y .

3° p == 3. On obt ient immédia tement les conditions
A(^, ?f)=o, A(^, ̂ )=o, A(;y, &) ==o, A(^, 0=o,

si n r,) A ( &, .0 — ces G.) A (rj, ̂ ) == o.

Supposons d'abord que r^ et Xa ne soient pas tous deux nuls ,
les quatre premières équations de condition montrent que les équations
linéaires et homogènes obtenues en égalant à zéro les coordonnées .x,
y, &, ̂  du mouvement

^•1-^ ^2 f^

se réduisent à une- Alors les déterminants A(&, ^) et A(,:y, ^) sont
nuls et la dernière équation de condition est vérifiée. Dansée cas il
existe un déplacement instantané de T qui se réduit à une translation
perpendiculaire à Ox; en le combinantavec la translation suivant Os,
on voit que S possède une inf ini té de translations laissant fixe le
plan yOs parallèle à D. On obtient alors un mouvement complexe
formé avec £^.

Nous devons maintenant supposer .x^ ==o, .%^= o et il ne reste
à vérifier que la troisième et la cinquième équation qui montrent
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l'existence d 'un mouvement [j.\ rédui t à une t rans la t ion et d 'un autre
mouvement (JL', formé par une rotation parallèle à D et une translation
parallèle à O.r. Ces deux mouvements sont distincts, sans quoi ils
seraient confondus en une t rans la t ion perpendiculaire à Ox et l'on
retomberait sur le mouvement complexe formé avecS;.

Les mouvemenis ^, (x'. et la translation Oz l a i ssant invariable
la di rect ion de la d ro i t e I) du corps S, nous pouvons dé f in i r le mouve-
ment ob tenu en d i san t que le corps S glisse l ib rement sur une
glissière G qui possède un mouvement à deux paramètres, tel qu 'une
direction inva r i ab l emen t liée à G reste fixe. Nous désignerons ce mou-
vement par S:;.

4° p === 4. On trouve immédia t emen t les deux cond i t ions
A ( ^ y , , ^ ) = o ,

siru) A(^, Jo, .̂  ) — COSG) A(^, .J, J^) = o.

Ces équations prouvent l 'existence d 'un mouvement y.\ r édui t à une
translat ion et d 'un mouvement [j^ composé d 'une rotation paral lè le a I)
et d 'une t rans la t ion perpendicula i re à Ox, Ces deux mouvements sont
dist incts ou bien se c o n f o n d e n t en une translation perpendicula i re
à Ooo; en y a j o u t a n t i a t ransla t ion G également perpendiculaire a O a ' ,
le corps S aura i t une i n f i n i t é de t rans la t ions laissant fixe lo plan x ( ) y ,
on tomberai t dans ce cas sur 'un mouvement complexe formé avec S2.
Supposons donc y\ et (x^ dist incts, ils la issent inaltérée la direction
de D, i l en est de même par la t rans la t ion G, de sorte que la direction
de D ne dépend que d'un paramètre au plus. Si elle est fixe, le corps S
possède le m o u v e m e n t 2^ qui admet tous les verrous parallèles à Os,
ainsi que toutes les glissières.

Pour aller plus loin, nous remarquerons que nous pouvons toujours
supposer que le mouvement du corps autour de I) n'est pas constam-
ment une t ranslat ion, sans quoi le corps posséderait les deux transla-
t ions Oz et D perpendiculai res à O.r et l'on retomberait sur le mouve-
ment complexe formé avec E^.

Définissons alors le corps S au moyen1 d 'un trièdre ayant I) pour axe
des z et un point 0 comme origine* Nous pouvons toujours supposer
que le mouvement de ce trièdre est défini par "un paramètre a^ défi-
nissant la direction de Qsy c'est-à-dire dont 0 et ^ sont des fonctions,
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par deux paramètres a^,a^ achevant de définir la posi t ion géométrique
de la droite Oz quand a^ est donné, et enfin par un quatrième para-
mètre a^ définissant le mouvement de S autour de Os, ce dernier para-
mètre pouvant être l'angle y puisque le mouvement autour de D n'est
pas une translation. Soient p.,, p^, p.;̂  p^ les quatre mouvements para-
métriques; p^ et^/, sont des mouvements hél icoïdaux dont la rotation
n'est pas constamment nul le ; (Xa et [M^ sont des translations, car, dans
ces deux mouvements, 0, ^, cp restent constants.

Considérons le corps S/ qu i n'est que S dont on ramène constamment
le point 0 en une pos i t ion fixe. S" admetcomme mouvements paramé-
triques ceux de S réduits à leurs rotat ions, il admet donc deux rota-
tions (x^ et [x^ ; la seconde a l ieu au tour de la droite IV fixe dans S' et
qui décrit un cône C non réduit à une droite. Si l'on considère le mou-
vement sphérique correspondant, on voit qu'on a le mouvement d 'une
figure sphérique qui tourne l ibrement au tour d'un de ses points I)'
pendant que ce point se meut l ib rement sur une courbe sphérique C.
Il y a deux centres de rotation instantanée, (l'abord iy, puis le centre
de courbure sphérique de G, soit I. Comme la courbe C décrite par D'
n'est pas un point , les deux points 1 et D ne sont pas toujours
confondus . Il en résulte que les rotations [x^ et ;x^ ont des directions
qui ne sont pas constamment confondues, déserte qu^ i l est uïipossible
de trouver À( et À,, fonctions des paramètres a, telles que le IBOU"
vemeni

?.i^i-î- X/,^

se réduise toujours à une translation.
Pour une position arbitrairement choisie de S, les seuls mouvements

instantanés se réduisant à des translations seront tous ceux de la
forme

?.2^3-4-?^;i

et nous savons que l'on pourra trouver des valeurs deÀ^ e t À g fonctions
des paramètres a, telles que cette translation soit précisément la
translation G, ainsi

(x ss }i2^2-+" ^ s p ' s '

Parmi toutes les positions de S, considérons toutes celles pour
lesquelles on a a^ == a^; nous n'avons plus qu 'un mouvement à trois
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paramètres a^, .̂.p a^ Dans ce mouvement, la droite D reste parallèle
à une direction fixe et prend toutes les positions parallèles à cette
direction; les mouvements paramétr iques sont (x^, p-;, et ;ji/. et l 'égalité
précédente ayant lieu quels que soient a^ , a^, a;,, a^ aura lieu pour
a^ = a^ quels que soient ̂ , a^, a,, ; ce qui montre que, dans ce mouve-
ment à trois paramètres, le corps, dans chacune de ses posit ions,
possédera toujours un mouvement ins tan tané se réduisant à une
translation suivant la glissière G. La droite D et la glissière G ne
dépendront chacune que de deux paramètres^ de sorte que le mouve-
ment a^ == a\ sera un de ceux qui ont été trouvés pour p ^ 3. Le mou-
vement à quatre paramètres de S n'est donc qu 'un mouvement com-
plexe formé avec eux.

7. Mouvements mixtes pour le verrou dans le cas r/o.) ̂  o. — I I faut
annuler ̂  et ©// :

î° p=i. Un des déterminants de ç/ se r édu i t à rsino) et n'est pas
nul , donc aucun mouvement m i x t e ;

2° p == 2- En annulant ^ on I rouve
^,=^=.<,=^^o, b^^

et les deux premières colonnes de ^/ ayant leurs éléments proportion-
nels, tous les déterminants de ce Tableau sont nuls. Les égalités pré-
cédentes montrent que le mouvement instantané du trièdre ne serait
pas distinct du mouvement du corps autour de 0,5, de sorte que S
n'aurait qu'un mouvement à un paramètre. II n'y a donc aucun mouve-
ment mixte.

3° p == 3. Si l'on annule ident iquement tous les déterminants de ©/

et de ©% on trouve, par un calcul un peu long mais ne présentant
aucune difficulté, que si <o n'est pas égal à ^? en considérant le Tableau

o ^ï ^2,
ô ;rr, ^
r fe, ,̂

o -Ci €2.
0 ^1, JIL ,̂

t ^ Xg,



SUR LES SYSTÈMES ARTICULÉS GAUCHES. 4^7

tous ses déterminants à trois lignes et trois colonnes sont nuls, sauf
ceux qui s 'obtiennent en combinant les l ignes ï , 2, 3 ou 3, 4? 5. Mais
ceux-ci sont aussi, nuls, car ils se réduisent à rA(.x, 3') et ^A(^, Dît),
quantités qui sont nulles, car elles sont aussi les valeurs des détermi-
nan ts , nuls d'après les conditions obtenues, qui résultent de la com-
binaison de lignes 1 , 2 , 6 et 3, 4? 5.

Soient p< le mouvement de S autour de Oz, p^ etp4 les deux mouve-
ments paramétriques du trièdre; [j-, p^ et [Xa peuvent être considérés
comme les trois mouvements paramétriques de S et, puisque tous les
déterminants du Tableau sont nuls, c'est qu'il existe "À, À ^ , T^ non tous
nuls et tels que

\p + )*i f^i -h \[}-ï =: 0.

Ces trois mouvements ne seraient pas distincts et S ne dépendrait
que de deux paramètres.

Il fau t donc supposer oj = ^- Dans ce cas, on trouve que les équa-
t ions de condit ion peuvent s'écrire

(»)

(2)

(3)

(4)

A("X, r^-—^fe)==:o,
A(^ r^-— tô) == o,
A (4^, /".Do — tô) ==o,
A(0rt-, r<^— <,&)== o,

A(X, ^=0,
A(^ 0=o,
A(.7, ^)=o,

A^^+A^.O^0.

ÔA(^, ^L)==o,
ôA(y, ^)=o.

Supposons que les quantités rx< — tô^ et r^ —^2 ne soient pas
toutes deux nulles, les conditions (i) expriment que si l'on considère
ï >le mouvement

^1-+-)^2

les valeurs de A^ et \ qui annulen t la quantité rx — t^ de ce mouve-
ment annulen t aussi ses coordonnées c%, 9', ^, STL; il existe donc un
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mouvement ins tantané satisfaisant aux condi t ions

^=ro, 7=0, <==o, S}L=o, -Ç=^

c'est-à-dire qui est identique au mouvement p. On retomberai t sur la
même conclusion que dans le cas de œ -=/=. ^, S ne dépendrait que de
deux paramètres. Il nous faut donc supposer

(5) Jb! =- .̂2 -- i

et alors tou t mouvemen t À, [ĵ  + À^ sa t i s fa i t à la c o n d i t i o n

rn lx — ''
& /"

Supposons alors q u e x ^ et ^2 ne soient pas nul les toutes les deux
ainsi que g^ ety^ les équat ions (2) montrent qu ' i l existe un mouve-
ment 'À, (^ 4-^[^ dont les coordonnées .%, y , ̂  JÎL se^ront nulles; par
suite de l 'égalité (ti), ce mouvement serait i d e n t i q u e à celui, de S
au tour de Oz et S ne dépendrai t encore que de deux paramètres.

Supposons m a i n t e n a n t que les deux coordonnées A^ et Xy soient
nulles, mais pas ̂  et^a- Tou.t mouvement )^ p^ -h Àa y^ aura son ̂  n u l
et la troisième équation (2) jo in te à l 'équation (3) montre que l'on
pourra déterminer X^ et X^ de façon que ses coordonnées y, ^, M/
soient nulles. On retombe encore sur la même conclus ion .

Il fau t donc supposer

(7) A^=:o, y^o, ^:=o, .Tâ^o.

Les trois mouvements paramétriques (x, [x^ p^ du corps S sont , t rois
mouvements hélicoïdaux parallèles à la direction Os fixe dans le corps
et, en vertu de (5), i l s ont même pas. On retombe sur le système Z^
sans aucune condi t ion supplémentaire, car, d'après les condi t ions (7),
les équations (2), (3), (4) sont toutes vérifiées. Ce système 2^ admet
tons les verrous parallèles au plan xOy.

4° p == 4. En annu lan t ^ et ^, on trouve des équations q u i , en po-
sant

tf^/^-^,
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peuvent s'écrire dans le cas général où œ 7^ 7r

A(^,9-,<.) =0, A(.X,^,31L)=o, A(^,<,31L)=o,
A(^,^,^L)=o, A(^,^$) =o, A(^1L,$)=o,
A(X, ..y, $) = o, A(^ OÏL, ̂ ) -f- A(9-, .̂ , $) = o.

Si alors on considère les cinq équations linéaires et homogènes à trois
inconnues,

^^ -1-À2"V-'â 4-7.3 "X 3 ==0,

^1 +^2 +X3^ =0,

Ài^i +^2.-G -+-^ G =0»

?.i Jn i -{- 7.2 ̂ ILa + A3 ÛTL^ = o,
V^ -h^a\ +^3^ =o,

on constate par une discussion facile que, si l'on n'a pas
/ i \ '\* — 'Y -—. 'v* ._ '.'y _ '-iv •w
\ 1 ) " ̂  l —— ^-â -- ''^îî —— rj i ——. r j g •̂= )̂ 3 =: 0,

ces c inq équa t ions se réduisent à deux, de sorte qu'il existe un mou-
vement À, [i, •+ A^x, -h À.,^ dont les x, y, j^, .D'IL, $ sont nuls, c'est-
à-dire q u i est ident ique au mouvement p. autour de Oz. Le corps S ne
dépendrai t alors que de trois paramètres.

I l faut donc supposer les condit ions (:r) réalisées, et alors toutes les
équat ions de condi t ion sont vérifiées. Mais, dans ce cas, les mouve-
ments (x^ , p^ et (x;( sont hélicoïdaux parallèlement à 0-s; de même
que p., i ls n 'a l tèrent pas la direction de cette droite, de sorte que nous
retombons sur le système S^ admettant n'importe quel verrou.

11 nous reste, en dernier lieu, à examiner le cas de co = 7r. Les con-
2

ditions se réduisent et prennent la forme

0)

(^)

/ A(^,^,$) =o,
) A(^,<,$) ==o,
1 A(^,JÏL,®) ==o,
( A(X^L,$)+A(^$)=o.

ôA(x,g-,<) ==o,
âA(^,y,Jlt)==o.

Les équat ions (i) étant les conditions nécessah^es et suffisantes si S
Ann. dû l* Pc, Normale. 3° Série. Tome XVU.— NOVEMBRE r9r»o. 62
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est nul et étant nécessaires si S n'est pas nu.], nous commencerons par
chercher les mouvements satisfaisant à ces conditions, et, pour é tudier
le cas où § n'est pas nul, nous chercherons parmi eux ceux qui satis-
font aux condit ions (2).

Considérons les cinq équations linéaires déjà écrites pour le cas où
, TT(o n'est pas égal à •"-• Les équations (i) montrent fac i lement qu'elles se

réduisent à deux, pourvu que les mineurs de la forme A(x,$) et:
A(3', $) ne soient pas tous nuls. 11 existe alors un mouvement

^iP'i^^P-2+\i^

pour lequel ̂ , 3', ̂ , 31 ,̂ ^ sont nuls, mouvement qui n'est autre que ;j-.
Supposons donc que tous ces mineurs soient nu ls , sans que les ï

soient tous nuls ; il en résulte que tous les mouvements

Àï^i-4-Âsp.2"+"^3^

dont le 9 est n u l ont aussi leurs pX et y nuls .
Ces mouvements sont déterminés par une équat ion de la tonne

( 3 ) A i dfi^ --h A 2 da^ 4- A, 3 day, = o,

les A étant des fonctions déterminées des paramètres a. Faisons le
changement de paramètres

b^f^a^h^ a»),
b^f^a^a^a.^,
^^f^a^a^a^);

donnons-nous arbi t ra i rement 1^ et prenons pour b^ et b^ deux inté-
grales du système

da^ da. da-,
A à i^ , ()bi "^ . àh^ . ûb^ "" ^——^-^'
A, ̂  - A, ̂  A, ̂  - A, ̂  A, ̂  - A, -^

On aura trois nouveaux mouvements paramétriques p^, [x^, pi^, et l 'on
voit fac i lement que (x, et ^ satisferont à l 'équat ion (3), c'est-à-dire
auront leurs x, y et <ï? nuls. Si alors, dans le mouvement de S, on laisse
constant le paramètre b^ S n'a plus qu'un mouvement à (rois para-
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mètres, les trois mouvements paramétriques p4, p4, ^ étant hélicoï-
daux de même pas et parallèles à la direction fixe Oz du corps S ; c'est
le mouvement S^, de sorte qu'en réalité, nous trouvons le mouvement
complexe formé avec S;^.

Si les $ des trois mouvements paramétriques sont nuls, il nous faut
avoir recours aux équations différentielles.

Ne prenons que les dernières de chaque groupe et écrivons-les sous
la forme

^ ̂  ̂  ̂  A^, ̂ 1L) + A/,^ 0 = o,
àâj àcii

^ - ^ ^A^X^)=o. •
^o/ ()a,

Les $ étant nuls, on a
r5^i— ̂ =o,

r e f l é t a n t des constantes. Si nous mul t ip l ions la première équation
par r, la seconde par t et retranchons, nous obtenons

(.E,y) t A^(X, y) - rA/;(X, ^TL) + r A,, (^ <) = o.

Formons les deux combinaisons]
x/En+^Ai+^sEis^o.
(3^ E23-h cTâ E3l -4- ^3 En= 0,

Elles se réduisent à
(4 ) A(X^,-0==o. A(X,^M.)=o.

Formons de même les deux combinaisons
•Ci E23-+--G ^t^'-C» Bia^o,
01L/E,,+ ̂ 2E;n + ̂ 3Ep,= o.

En vertu de (4). elles se réduisent à
^ A^x,^^)^0. A(^^^)=o.

I es éauations (4) et (5) expriment qu-on peut trouver un mouvement
^ 1 TÏ ̂ +^âpour lequel X, ?, ̂  ̂  seront nuls; comme le ^
est forcément nul, ce mouvement coïnciderait avec ^
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Nous ne trouvons donc qu'une seule sorte de mouvement pour le
cas de S == o, c'est le mouvement complexe formé avec S;^. Ce mouve-
ment 2^ donnant âne congruence, même si S n'est pas nul , t ou t mou-
vement complexe formé avec lui. donnera un complexe, même dans le
cas où 5 ne serait pas nul ,

II est, d'ailleurs, facile de le vérifier directement, car les ® n'étaient
pas tous nuls, et les mineurs A(^, $) et À(.3\ <S) é ta ien t tous nuls, de
sorte que tous les mineurs A(.x,,2y) l 'étaient forcément, ce q u i mont rc î
que les équations (4) étaient vérifiées.

8. La discussion générale qui précède est longue et pén ib le ; e l le
semble conduire à un grand nombre de cas d is t inc ts . Mais, si l 'on
examine successivement ces cas, on constate f a c i l e m e n t que la p lupa r t
d'entre eux rentrent dans la catégorie étudiée au § 2 du Chapitre ac-
tuel, c'est-à-dire sont tels que le m o u v e m e n t ;)lV à un paramètre autour
du verrou D soit, en réalité, un mouvement a u t o u r d 'une ar t icu-
lation simple contenue dans le verrou ou, comme* n o u s dirons main-
tenant , portée par la droùe I), en convenant d'exprimer ainsi, que l 'ar-
t i c u l a t i o n est une vis ou, un rotoïdo ayant D pour axe ou une glissière
paral lè le à D.

Les résultats peuvent alors se résumer de la façon suivante :

TABLEAU î ï l .

Mouvements mi.vtGfî pour une cirtundeition simple A. ei un verrou W ayant T.) pour axe. OH
suppose que ta droite I) dépend de plus de p — 2 paramètre^ c'est-à-dire que Von
n'est pas âcmfî Ic.f conditions du Tableau ,//.

PaEMimi CAS. — ^articulation A. fî^t portée par ta droite D»

DEUXIÈME CAS1. — Le. corpf: a1 un mouvement simple ou complexe relatif à l'articula-
tion A. et à un G articulation fictive k' portéa par I).

TROISÏKMIÎ CAS. — p ctfmt au molw égal a 3, la direction de la droite I) ne dépend
qw dep— 3 paramètres, cette droite étant forcément parallèle à l-'^re de A d cette ar-
ticulation est une 'vu' ou un rotoïde.

QVWUWÏS CAS, — A est un rotoïdfî, D rencontre l'axe de A en un point 0 et. lui G.vt
perpendiculaire; P étant le plein perpcncUculcdre à cet axe en 0, le rotoïdc A po^ède un
mouvement à trois paramètres tel que P soit ton/ours le plan polaire de 0 dwu un com-
plexe linéaire non spéciale
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9. Mouvements mixtes pour les articulations triples. — Pour les arti-
cu la t ions triples, il y a deux sortes de mouvements mixtes :

Mouvement mixte de première espèce si le corps dépendant de
^paramètres, et possédant déjà une articulation simple à / ? — i para-
mètres, a, en outre, une articulation triple dépendant aussi de p — i
paramètres, et mouvement mixte de seconde espèce si l 'art iculation
tr iple ne dépend que de p — 2 paramètres.

I I est, d^ai l leurs , bien évident qu 'un mouvement de première espèce
exige p <^ 4 ^t qu^uï i mouvement de seconde espèce exige p <^ 5.

On pourrait étudier ces mouvements mixtes par une méthode tout à
fai t analogue à celle qui nous a servi pour le cas du verrou, mais la
complication du problème étant i n f i n i m e n t moins grande, nous pou-
vons traiter la question par de s imples ra isonnements géométriques
dont voici Ridée générale :

L'axe des s d'un t r ièdreT étant l ' a r t icu la t ion s imple autour de la-
quelle tourne l ibrement le corps S, un point G (a r t icula t ion triple) de
ce corps décri t par rapport à T une trajectoire relative F qui est une
hélice, un cercle ou une droite, suivant que O^est une vis, un rofcoïde
ou une glissière; un plan P du corps S enveloppe une surface S qui
est hélicoïdale, conique ou rejetée à r inf inL On donne à T un mouve-
ment h p— î paramètres tel que S ait un mouvement à p paramètres
et il s'agit de voir ce qu'engendrent la courbe T ou la développable S
dans ce mouvement

II, est, en outre, u t i le de faire la remarque suivante :
Considérons un mouvement mixte de seconde espèceàp paramètres,

son art iculation triple dépend de p — 2 paramètres. Imaginons une
relation entre les p paramètres, relation définissant un mouvement
part icul ier , k p — i paramètres, du corps S; dans ce mouvement , Far" '
t iculation tr iple dépendra de p — a ou p— 3 paramètres et, si la rela-
tion posée n'exprime pas que le paramètre du mouvement de S autour
de l 'articulation simple Oz reste constant, on voit que le mouvement
par t icul ier de S est un mouvement mixte à p — î paramètres. Si,
d'autre part, on remarque que tout mouvement complexe formé avec
un mouvement mixte de première espèce est encore mixte de pre-
mière espèce, et que tout mouvement complexe formé avec un mou-
vement mixte de seconde espèce est encore mixte et de seconde
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espèce, on voit que les mouvements mixtes de seconde espèce à p pa-
ramètres peuvent être considérés d'une i n f i n i t é de façons comme
mouvement complexe formé avec un mouvement mixte de première
espèce, car nous laissons évidemment de côté les mouvements com-
plexes ordinaires.

Nous désignerons par à la distance d'un point G à l'axe Qz, par o>
l'angle d 'un plan P avec cet axe, et nous continuerons, comme précé-
demment, à désigner par r et t les rotations et translations de S autour
de Os, constituant le mouvement p-

10. Mouvements mixtes pour le genou dans le cas ri S ̂  o. — La
courbe F est alors une véritable hélice.

i° p === y . G décrit T et dépend de un paramètre, donc pas de mou-
vements mixtes;

2° p == û. Le mouvement du triedre T étant distinct de ;x, ne laisse
pas F en coïncidence avec elle-même, T décrit une surface, G dépend
<le deux paramètres et il n'y a aucun mouvement mixte ;

3° p == 3. Comme le triedre T ne possède pas p., la position géomé-
trique de l'hélice F dépend effectivement de deux paramètres et ne
peut pas engendrer une surface, donc aucun mouvement mixte;

4°jr?==4, . Il ne pourrait exister que des mouvements de seconde
espèce, mais c'est impossible, car il n'existe pas de mouvements (le
première espèce pour? === 3. En résumé, si no n'est pas nul , il n'existe
aucun mouvement mixte.

11. Mouvements mixtes pour le genou dans le cas t == o, ($=£;<:>. --
F est alors un véritable cercle.

-On, voit, comme clans le cas précédent, que /?== i et p = a ne don-
nent aucun mouvement mixte. Il suffît, par conséquent, d'étudier les
mouvements mixtes de première espèce dans le cas de p =; 3, et ceux
de seconde espèce dans le cas de? == 4.

p étant égal à 3, pour avoir un mouvement mixte de première
espèce, il faut que le cercle F, dont la position géométrique dépend
effectivement de deux paramètres, décrive une surface qui ne peut
être qu'une splièreou un plan et l'oo trouve ainsi, pourS, 1 soit le mou-
vement 2^ soit le mouvement o-^.
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p étant égal à [\, il ne peut exister comme mouvements mixtes de
seconde espèce que ceux qui sont des mouvements complexes formés
avec des mouvements mixtes'de première espèce du cas p == 3, c'est-
à-dire avec S| ou cr.^; mais clans ces deux mouvements G décrit une
surface (sphère ou plan), et dans le mouvement complexe, G devrait
encore décrire une surface, de sorte que la surface décrite par G dans
S2 ou a[ devrait rester en coïncidence avec elle-même, et S ne possé-
derait qu'un mouvement à trois paramètres.

En résumé, nous ne trouvons que deux mouvements mixtes, S^ ou
a1, qui sont de première espèce et qui admettent n' importe quel point
du corps comme genou à deux paramètres.

12. Mouvements mincies pour le genou dans le cas de rê = o. — La
courbe F est une droite parallèle ou confondue avec l'axe 0.^.

p = T, ne donne évidemment aucun mouvement mixte, de sorte que
p = 2 ne peut en donner de seconde espèce. Pour avoir, dans ce cas,
un mouvement de première espèce, il faut et il suffi t que le mouve-
ment à un paramètre du trièdre T laisse fixe la droite F; mais, que l'on
considère l'hypothèse r= ô ou l'hypothèse S = o, cette droite est fixe
dans S, donc S a un mouvement à deux paramètres dans lequel une de
ses droites reste fixe, c'est-à-dire le mouvement 5^ qu i admet comme
genou à un paramètre tout po in t de l'axe Oz (notations du Tableau I).

^=3 ne peut donner aucun mouvement de seconde espèce, car G
devrait décrire une courbe, de sorte que le mouvement complexe
formé avec 2^ serait tel que l'axe Oz de ce mouvement reste fixe, le
mouvement obtenu ne différerait pas de 2^ et ne dépendrait que de
deux paramètres.

Pour avoir, dans ce cas, des mouvements de première espèce autres
que les mouvements complexes formés avec 2^ il faut que le mouve-
ment à deux paramètres de T, qui fait dépendre la position géomé-
trique de F de deux paramètres effectifs, fasse décrire à cette droite
une surface qui , admettant une double infinité de génératrices recti-
lignes, ne pourra être qu 'un plan.

Nous obtenons ainsi un mouvement assez compliqué et que nous
n'avons pas encore rencontré. Nous l'appellerons S!̂  et nous le défini-
rons en disant que c'est un mowement autour d'une articulation simple
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(vis ou rotoïde) dépendant de deux paramètres de le/le façon que son
axe reste dans un plan fixe.

Dans le cas de p == 4» I^s mouvements mixtes de seconde espèce ne
peuvent être que des mouvements complexes formés avec S.1 et 2^.
Dans les deux cas il faut que r décrive un plan, et nous tombons sur
le mouvementé qui n'a pas encore été rencontré et qu i est dé f in i par
la condition qu'une droite du corps S est assujettie à rester dans un plan
fixe.

13. Mouvements mixtes pour le genou dans le cas t == o, o == o. —
F se réduit alors à un point et G dépend au p lus des p — î paramètres
du trièdrcT, de sorte que tout m o u v e m e n t du tr ièdre T fou rn i t certaine-
ment un mouvement mixte qui. est au moins de première espèce. Ces
mouvements sont tous les mouvements complexes formés avec le
simple mouvement de rotation o^\

II nous reste à chercher, parmi ces mouvements, ceux q u i sont
de seconde espèce. Pour cela il f au t et i l suffit que le trièdre T ait
un mouvement à p— i paramètres tel que le po in t G, qui est un po in t
do taxe des s de ce t r ièdre, ne déponde que de/^ — 2 paramètres. 'En
réalité, nous ne devons a t tacher a u c u n e importance aux mouvements
que nous trouvons dans le cas actuel, car, au point de vue des mouve-
ments qui se produisent dans les chaînes c inémat iques , le poin t G
que nous étudions ne doi t pas être considéré comme appa r t enan t
au. corps S, mais plutôt comme appartenant au corps q u i précède S
dans la chaîne, pu isque le mouvement relatif de S, par rapport à ce
corps, n'a aucun effe t sur le point G. C'est le fa i t analogue à celui qu i
se passe pour la droite dans le cas co == o, l ô == o.

14. Mouvements miûGtes pour la glissière plane dans le cas

, ( 7T\ ,rt(ô Q) — — t ^ s o.

La surfaces enveloppée par le plan P est une véritable surface héli-
coïdale. On constate, comme dans le premier cas relalifau genou, soit
par un raisonnement géométrique, soit par un calcul direct du genre
de ceux qui ont été utilisés pour l'étude du verrou, qu'il n'existe
aucun mouvement mixte.
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'15. Mouvements mixtes pour la glissière plane dans le cas co == o,
r^ o. — La sur face S est alors un cyl indre de révolution qui peut se
réduire a une droi te .

Si p= ï , P dépend forcément de un paramètre, donc aucun mouve-
ment mix te .

Si p == 2, i l n'y a aucun mouvement de seconde espèce et il ne peu t
y en avoir de première espèce que si le mouvement de T laisse le cy-
l i n d r e S en coïncidence avec lu i -même, de sorte que, dans le mouve-
m e n t total de S, la dro i te Os reste immobi l e ; c'est S1,.

Si p == 3, les cyl indres S do iven t , pour donner un mouvement de
seconde espèce, avoir une seule i n f i n i t é de plans tangents ; doncS de-
v r a i t rester f i xe par le mouvemen t a deux paramètres du. trièdre T, ce
qu i est i m p o s s i b l e , car S ne d é p e n d r a i t p l u s que de deux paramètres .
Pour avo i r un m o u v e m e n t m i x t e de première espèce il faut que les
cyl indres 2 ne dépenden t , en réa l i t é , que d 'un paramètre , ce q u i
donne le m o u v e m e n t complexe fo rmé avec 5^, ou a ien t tous même
di rec t ion , ce qu i c o n d u i t au mouvementé , mouvement déjà rencontré
à propos du verrou.

Les m o u v e m e n t s de seconde espèce dans le cas de p == l\ ne p e u v e n t
être que des m o u v e m e n t s complexes formés avec Sî ou, 2^. Dans le
premier cas, on a u n e d o u b l e i n f i n i t é de cyl indres S ('ils dépenden t
e f f e c t i v e m e n t de d e u x paramètres , sans quoi on a u r a i t / ^ = 3), leurs
p l ans tangents ne peuvent dépendre de deux paramètres que si. ces
cy l indres S on t leurs axes parallèles à une direct ion fixe, et l 'on
trouve pour S le m o u v e m e n t Z\ ; le mouvement Z^ f o u r n i t tous les
plans pa ra l l è les à la d i rec t ion fixe de 0-s; pour q u ' u n mouvement com-
plexe fo rmé avec 2^ ne fournisse que des plans dépendant de deux pa-
ramètres, i l faut donc que la d i rect ion de 0-s reste encore fixe d a n s ce
mouvement complexe, ce qui condui t encore à 2^-

16. Mouvements mixtes pour la glissière plane dans le cas l == o,

û> ( o > — î ) ̂  o. — La surface S est alors un cône de révolution d'axe Oz;
\ 2 /
p r= ï ne donne évidemment aucun mouvement mixte et il en résulte

que/;» =: 2 n'en donne aucun de, seconde espèce. De ce que le cône ne
reste en coïncidence avec lui-même que par le seul mouvement p-

Awi. clé l'Éc» Normale, 3° Série. Tome XVU. — NOVEMBRE 1900. u^
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au tour de Oz résulte q u ' i l n^en existe pas non plus de p remiè re espèce.
S\p = 3, les cônes S d é p e n d e n t e f fec t ivement de deux paramètres ; si
leurs plans tangents ne dépendent que de deux paramètres , c'est q u ' i l s
seront les plans tangents d ' u n e surface à l a q u e l l e seront c i rconscr i ts
tous ces cônes de révo lu t ion égaux, cette s u r f a c e ne pourra être qu 'une
sphère, de sorte que le corps S aura un po in t fixe sur l 'axe des z et
l'on a le mouvements: ; . Il n'y a é v i d e m m e n t pas de m o u v e m e n t de
seconde espèce puisqu' i l n ^ e n existe pas dans le cas de/) = 2.

p=r:4 ne donne pas de m o u v e m e n t de seconde espèce, car ce se ra i t
un mouvement complexe formé avec S^ et pour n 'avoi r q u e des plans
dépendant de deux paramètres, le po in t qu i est f ixe pour ï^ d e v r a i t
rester fixe dans le mouvement complexe, de.? sorte que l 'on n ' a u r a i t
pas un mouvement d is t inc t de S^ et, par su i t e , on n ' a u r a i t pas p r;:::: 4.

17. Mouvements mixtes pour la glissière plane dans (e eau r ̂  o, co ̂ : o
ou rt^. o, o) == -. — Dans le mouvementp . , le p l a n P se déplace paral-
lè lement à lui-même; dans l ' u n e ou F a u t r e des deux hypothèses, i l y
a une droi te attachée au t r i èd re T et ( l u i reste p e r { ) e n d i c u l a i r e an
plan F* Si la d i rec t ion de cette dro i te dépend de q pa ramèt res ,
le plan P dépend fo rcément de y 4- î param êtres.

18. Mowements mixtes pour la glissière 'plane dans le cas t ̂  o, co ^= •1

ou r== o, o.» = o. — Par lo mouvernent [M, le plan P reste f ixe, de sor te
qu'on p e u t le considérer comme attaché au tr ièdreT.

19. Les résultats de cette nouvel le discussion peuven t se résumer
dans le Tableau su ivan t , ou nous supposons essent ie l lement que pou r
les mouvements mixtes de seconde espèce on ait écarté les cas donnés
par le Tableau II , pour lesquels l 'ar t iculat ion .triple dépendrait
de/^ — 3 paramètres et qaey pour les mouvements mixtes de première*
espèce, on a i t , écarté les cas l imi t e s qui donnera ient dos mouvements
de seconde espèce»
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TABLFAU IV.

Mouvements mixtes pour une articulation simple A et une articulation triple,
^eiiou 0 ou glissière plane P.

1. Mouvt.MïK'nfcs dû sccondo espèce pour le genou.

1° A est un rotoldc qui se déplace de façon qu'un point marqué sur sonaxe ne dépende
que de p — '">. paramètres. î) est conjouda avec ce point.

•>," On a p == 4" U'ne droite du corpSi confondue a^cc l'axe de A si A u'c.ft pas une
glissière ^ reste dans an plan fixe. 0 est situé sur cette droite.

2. Mouvenienl i f l de pi'onn(''rc c'spucc pour le genou.

î " A est un rotoïde dont l'a^e passe par 0.
^ Le corps a fin mouvement spécial simple ou complexe relatif à l'articulation A et à

un rotoïde dont l'axe passe par 0.
3" Une droite du corps, confondue avec Vaxe de A si A, /(.'est pas une glissière, reste

cofistamfncnt dans un plan qui ne dépend que de p — 3 paramètres. 0 est mr cette
droite.

.'L Mouvf'molUM de fiocoïKÏo osp^ce pont" la ^li.ssièrc plane.

î " A c^'t un rotoïde (nu sa de{)laee de façon qu'un plan perpendiculaire à son a^e et
entraînéavec lui ne dépende que de p — ï paramètres. P e^t confondu avec ce plan.

'^ A eM âne ^ll^lere qui ^e déplace de façon qu'un plan qui lui G.n parallèle etqidc.'it
entraîné m^c elle ne dépende que de p — î paramètres. P est confondu awc ce plan.

3" Une droite dn corp.\\ eolilondw! awc L'axe de A si A n'est pas une glifi.nèrc, a une
direction qui ne dépend que de p — 3 paramètres. P est perpendiculaire à cette droite.

/i° On a p = 4. Une droite du corp^ confondue avec l'axe de A fît A n'est pa\' une
glissière, a, une dirccUotifi.re. P est quelconque.

^. M'ouvciTKïnis do prcmuire (ispèce pour la glissière plane.

r A CM un rotoïdc perpendiculaire à P ou. une ^sière parallèle à P.
•>/' Le eorpi a un moiwcnïent spécial simple ou complexe relatif à A et à un rotoïde

perpendiculaire à î1 ou a une glissière parallèle à P.
3" Une droite dit corps, confondue awc l'axe de A si A n ' e u t pas une glùsière, a une

direction ne dépendant que de p — ^ paramètres P est perpendiculaire à cette droite.
4" Une droite du corps, confondue avec l'axe de A si A n'est pa.f une glissière, a une

direction ne dépendant que, de p — 3 paramètre. P c^t parallèle à cette droite.


