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SUR L’EQUATION

DES

VIBRATIONS TRANSVERSALES

DES

VERGES ELASTIQUES,

Psr M. A. DAVIDOGLOU,

ELEVE (ETRANGER) DE L'ECOLE NORMALE SUPERILURE.

INTRODUCTION.

Le présent travail contient I'étude d’une équation du qualrieme
ordre que 'on rencontre en Physique mathématique. Nous avons fait
cette étude en nous servant de la méthode des approximations succes-
sives. Dans ses Mémoires classiques sur les équations du second ordre,
M. Picard, I'appliquant & des problemes en quelque sorte particula-
risés, a obtenu des résultats trés importants avec une remarquable
simplicité. Cette méthode des approximations successives se présente
d’ailleurs naturellement dans la question qui nous occupe, quand on
envisage les intégrales comme fonctions d'un certain paramétre.

La premiere partic contient I'étude de I’équation
(1) }ﬁ{ =ko(z)y-

Les méthodes de M. Picard s’appliquent & cette équation; des diffi-
cultés apparaissent quand on veut établir I'existence d’une suite
infinie de valeurs remarquables de £. Une extension du théoréme de
Sturm pour les équations du second ordre nous est utile pour la
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représentation d'une fonction arbitraire au moyen d’intégrales remar-
quables de I’équation (1).

Dans la seconde partie nous étudions un développement asympto-
tique des intégrales de I’équation (1) par rapport & 4. Nous avons tiré
un tres grand profit d’'un Mémoire de M. Horn (') sur les éguations du
second ordre, mais nous ne sommes pas encore arrivé i représenter
asymptotiquement les valeurs remarquables de 4. Il faudrait, pour
cela, résoudre asymptotiquement une équation que nous formons.

Quelques Communications de ce qui précede ont été faites & I'Aca-
démie des Sciences.

PREMIERE PARTIE.

I.
Etude d'une équation auxiliaire.
1. Considérons I’¢quation
. dty
et x)y
(1) dx® ¢ (2)y,
la fonction g(x) étant positive et différente de zéro de a a 6. Nous
aurons a nous servir des intégrales de I'équation (1) tangentes i Ox
en deux points et non identiquement nulles. 11 s’agit donc de voir dans
quels cas il existe de telles intégrales.
Pour cela faisons d’abord une remarque préliminaire. Si W(x)
désigne une fonction positive de @ 2 b, 'intégrale de I’équation
du

@ __ay
dat 1 (),

tangente & Ox en a et b est positive dans Uintervalle ab. Cest ce que

(1) Mathematische Annalen, t. LI
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Ion véritie immédiatement. Supposons, pour simplifier le calcul,
a = o; l'intégrale en question est

x 14
u_—_(%f [(& —z)+DP(x,5)] ‘—F(:)dz—}—éf P(x,s)¥(5)ds,
Y x

ou P(z, =) désigne le polynome

2 (b — 3)? a2 x ~
[)—2 [:0~-—z)~([)+2~)].

P(z, ) est donc positif.de z 4 b et de plus

5 — 32 (b — x)?

P(z,5)-+(x — 3 [ (@ — 3) 4 22 (b — 3],

quantité positive de o & . Remarquons en outre que I'intégrale w(a)
croit quand 'on remplace W(x) par une fonction plus grande.
Cela étant, nous démontrons d’abord le théortme suivant :

St Uéquation (1) admet dans l'intervalle ab uneintégrale y (x) towjours
positive et différente de zéro et telle, de plus, que

y'(a)zo,  y'(b)Zo,
cette intégrale sera certainement donnce par la méthode des approxima-
tions successives (1),
Partons, pour les approximations successives, de la fonction y, véri-
fiant I’équation

d*
A Y
dx
. o L dya . dy
et prcnant, alnsi que =—, en a ¢t b les mémes valeurs que y el =~
dx d.x

respectivement. Le théoreme de Rolle montre immédiatement que

(1) En général, toute intégrale positive de « a b et dont les condilions initiales ct finales
(ordonnée et tangente pour z = «, ordonnde et tangente pour 2 = b) sont telles que la
cubique

y=axr’+ Bri4vya -+ o,
déterminée par les mémes conditions aux limites, soit positive de « & &, sera donnée par
la méthode des approximations successives.
Ann. de U’Fe. Normale, 3° Série. Tome XVII. — Aour 1goo. 46
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I'intégrale y, (a) est positive dans I'intervalle ab. Nous aurons ensuite
les équations '

d'yy ,
e 2 (X) Yo
dry,

dor Cp(ll))f,,_”

les différentes fonctions y étant déterminées par les conditions initiales
et finales suivantes
yilay=y(a),  yi(b)=y(b),
yila)y=y'"(a),  yi(b)=y'"(b).
Nous allons démontrer que y,(x) tend vers une limite quand Uindice ¢
croll indéfiniment et que celle limite est préciscment éguale a y(x).
Envisageons I'équation

d*(y — o) e e
X (/1" AL e \P(,l.).‘) ,

les différences y — y, ¢ty — y, ayant leurs valeurs initiales et finales
nulles. Il vésulte de la remarque faite précédemment qu’on a constam-
ment dans U'intervalle ab

Y = Yo

De méme, I'équation

. . '_. —_— CP (',!'.) (.}, — “‘4” )

donne
¥ > (dans ab),
et de I'équation
Ay =)

dat =2(®)y,
on conclut
Y>> (dans ab).

Kn général on a, pour tout point x entre @ et b,

Yy =Yooo Yi>)yy (i=>7)-
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Il viendra donc finalement
O] Yol Y1 <. LYl <Y
On en déduit d’abord

—y—‘)f*yﬂ <g <,
pouraSx b, ¢ étant un nombre fixe. Ensuite les deux équations

d'(y—n) =o(2) (¥ — y0),

dzx*
d"(/(.)’_,yn)___ !
T =qe(x)y
montrent que
,f)i,_.?l <q.
Y —=Yo
D’une maniere générale

Y —Ya
A
}’ "'y/z—i 7

En multipliant toutes ces inégalités (n = o, 1,...) membre & membre

on obtient
.)’ ——.)/”- < (/N—H.}/,

ce qui suffit pour ¢tablie la convergence uniforme de y, vers y.

Une premiere conséquence de ce qui précede est qu’e ne pewt pas
exister dans ' intervalle ab deux intégrales toujours positives et diffeérentes
de =cro, salisfaisant awx mémes condilions initiales et finales ( point el
tangente positive ow nulle pour x = a, point et tangente négative ow nulle
pour x =0b).

Ce théoreme montre immédiatement que Pexistence de y () dans
Pintervalle ab entraine la nrorn-cxistence, dans ce méme intervalle,
’une intégrale =(x), non identiquement nulle, tangente 2 Oz en «
et h.

En effet, on peut toujours choisir une constante C>> o telle que
dans intervalle abl’on ait

Z(z)=Cy(z) +5(x)>o0;

les deux intégrales Z(x) et Cy(«) sont toutes deux positives et dill¢-
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rentes de zéro dans ab et satisfont aux mémes conditions initiales et
finales. Mais ceci est impossible, d’apris ce que nous venons de voir,
siz(2) == 0; on a donc

2. Ce qui précede nous conduit naturellement & chercher dans
quels intervalles ab existe une intégrale positive et telle que la
méthode des approximations successives soit applicable.

Pour cela, nous commencerons les approximations successives avee
la constante y, = 1; nous aurons ainsi la suite d’équations

dy

—d;"o =0,

d*

dj./: = (&)Y,
............. ,
d'y,

(’v[;(,l;{ - CP(/L )yn—n

ott 'intégrale y,(z) est déterminée par les conditions

yila)=yi(b)=1

V@) =By o TR

Posons
Uy==yy==1, Uy== Y1~ Y, ceey Up== Y= Y n-t e
les conditions aux limites seront

ui(ay=ui(b)=o,
wila) = u;(b)=o.

Cela étant, envisageons les deux séries de constantes

a0 I/ )
d*u,, d*u,
\Vm,n = / @ (x) oyt de, Vm,n - f dx,
* «

dz*  d*
«a

analogues aux constantes de M. Schwarz. Elles ne dépendent que de la
somme m -+ n des deux indices m, n.

(1) Nous verrons plus tard quo ce résultat subsiste méme si leg points de contact de
z(x) sont dans Vintervalle ab.
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En effet, on a, en intégrant par parties,

b
d !

. d @ U durz dor
dxt

Tdzt

\V,,, o —_

«

u,dr =—

b
> unH—i d? Und du’m-{—l d? ll,, dr
Tdzt dz® . dx dx*

a

b

d*u
= f Up-rq ""_:i de = f C?(T) Uy Uy dr,
« N «a
et de méme

WD b
. Ay druy,
Woet,n == / Tdz: dz® P(2) Uppgy Uy dx.
* «

dx
I

Donc
\Vm,n: Vm—H,n =W,in,

ot 'on a posé

b
W oin == f @ (»U) Uppgn dx.
o

3. Cela ¢tant, considérons la suite de constantes

(l) c1, c2’ AR ) CIL’ R ]
ou
oW,
n - v
Wy

Nous allons démontrer :

1° Que la suite (1) est croissante;

2¢ Qu’elle tend vers une limite ¢ parfaitement déterminée.
1° L’inégalité

f o(x)(ctt,+ Pupy,)de > o,
ol z ¢l B sont des constantes arbitraires, peut s’éerire

@ Wy 4 208 Wi+ (2 Wapa >0,

365

d’apres ce que nous avons vu au numéro précédent. On en conclut

\V‘Zrzl 1 — W 2n W on4-3 < O,
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ou encore
‘\72 n-=-1 “7" n--2

Woo = Wt

De méme P'inégalité

b
' d?u, d*u 2
n n-+4-1 y
o Z 45 - dr>o0
‘]” ( dx? T da

W,y 203 W,y -+ L2W,, 0 > 0,

donner:

d’olt
\V‘th . \\’21141
Womr = Wy,

Il est done démontré que P'on a

;\‘!’r 1 \V2 < < \\f n -

W, W, <~ S W,

¢’ est-a-dire

2° Si M désigne le maximum de «, () dans Uintervalle ab, les dif-

Grences
wy=— Muy, tty=—Muy, ..., t,—Muw,_,,

sont toutes négatives dans le méme intervalle, comme le montre
I’équation
(et Mugy)

e =7 (2)(tjmq— Moo, ).

Or on a
0

W, — MW, ] () ttn (1t — M ttny) o,

“
et par suite, dans Uintervalle ab,

WZIL**l
La suite croissante
Cyy Cyy v ouy  Cy, e
tend donc vers une limite quand n croit indéfiniment. Cette limite
sera désignée par c.
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4. L’intégrale v, (x) de 'équation

d*u,,
dor () up—y

peut s’écrire (vorr n°® 1)

/

»y : ,J)
,,n:éf (m_:)s,,m(:)@(s)dwé] P (2, 2) tyy(5)6(3)ds,

ou P(a, z) est un polynome en z et . On pourra donc écrire, pour

tout point « compris dans I'intervalle ab,

b

o<un(@)<q [ (@) tns(@)da,

[

q ¢lant un nombre fize.

D’autre part, o et B ¢tant des constantes arbitraires,

NG

/ [ g(x) wpr(2) +L]2de > o

124

donne

43

. W0 "1 2 N
I/ (?("Z')”'/L-1(x)d'7"J <(0—(‘)/ *(z)ug(

De cette inégalité et de la précédente on tire

N
@) <gb—a) [ )i (@),

ou encore _
,\/\Vﬂn W,

K étant un nombre fixe. Il vient donc finalement

ﬁ’—’,—fv—ﬁ—:) <Q (Q == quantité fixe)

-

2n -2

I'inégalité

x)de.

. . W .
st 'on a cu soin de remarquer que v 4 une limite pour n ==
2n

Wy )
( lim =t = =, n° 2).
R ]

2n
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I'inégalité précédente est fondamentale. Elle montre que la série
Ugt— Uy~ o= U+
converge untformément dans tout I'intervalle ab, sila série
VW VWt - W

est convergente. Or, pour cette série, la condition de convergence est
manifeste; on a

7
lim . =c.
n=w vvzn—:!

Si donc ¢ < 1, les approximations successives convergent dans {'inter-
valle ab, ct nous formons ainsi une intégrale

Y= AUyt Uy

toujours positive, telle que

Y (a)y=y"(b)=o0,

et vérifiant I'équation

Sie>1 la série
Uy ~t= Uy == o= Uy ..,
ne peut pas converger untformément dans Uintervalle ab. En elfet,
puisque
b
\V,,:f o(x)u,(x)dx,
24

la série
Wi+ W,4+...4+ W, 4...

w ow w
(1) La convergence uniforme des sérics E wi(x), E Wiy ot Z ] (e) s'établit, d'une
0 0 (]

w
maniére identique & celle employée pour la série 2 ().
]
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converge si la série
w () 4. oAy ().

converge uniformément dans ab et la premiere est divergente si

c>1.

5. Ce dernier résultat nous permet de répondre en partie  la ques-
tion posée au n° 1 & savoir, quels sont les intervalles ab dans lesquels
une intégrale doublement tangente & Oz, positive de a a b, est iden-
tiquement nulle.

Une intégrale doublement tangente & Oz, de signe conslant ou
variable, est identiquement nulle dans tout intervalle ab tel que la
quantité ¢ correspondante soit inféricure & 'unite.

Remarquons d’abord que cette quantité ¢ peut étre définie comme
la limite, pour = oo, de YW,. Cela étant, nousallons démontrer que
la quantité ¢, correspondant & un intervalle a, b, intéricwr 2 ab, cst
moindre que c.

Pour cela, envisageons I’équation

d*u — ()

da* 7

et lesintégrales u,(x) et¢,(2) doublement tangentesa O, la premitre
en a, b, la seconde en a,, b,. Ces intégrales peuvent s’écrire

- b

6u1z'/ [(—5P+P (x,35)]0(s)ds +f P (z,5)0(s)ds,
X i

6‘71:f [(x-—s)“—i—P,(x,z)]q(:)d:+[ Py (z,5)9(s)ds,

P(a, 5y = EEREZ 30— ) (s — )+ 2@ — ) (0 2)]

Q(#,3) =P (,5) 4 (& —2)
(b= z) (s —a)

= e (b — @) (= 3) (e — ) (b= 3]s

P(z,5)etQ,(x,z) =P, + (x —z)* sont les polynomes P et Q ol
Ann. de ULe. Normale. 3° $érie. Tome X VI --Aour 1900, 49
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"on aremplacé a par a,, b par b,. Formons la différence u, — ¢, il
viendra

6(u,— 0,)—:[ Qods + /
oy .

y

X " L0

(Q—Qnodst [ (0 —Pgds+ [ Pous.

b

Il suffit donc de démontrer les inégalités suivantes

P>Pr, (de .z a b)),

Q>0 (de ap a ).

Fig. 1.

La premiere s’éerit

(h—3)2(r—a) ., ,

Lo ,.‘,(‘,1‘)&;(,(.1,‘)3 ) [3(h~—a)(s— )4 o(w - a)] lr— 3],

Oy )2 (=)t

(o, b=y 1) [3(0—a;)(5=x) 4 o(x—a) (b —3)],
1

-

ou encore

(b—3)(r—a) (bi—=3)(r—=a)

. - >0 (de a d b)),
1) [ [)l e \ ¢ l)

Cette inégalité est vraie pour 5 = b, ; pour s = x elle peut s’écrire
I 15 ] I

(hmm)(rma) (h—)r—a)

b —

lry — 1)

Passons & la seconde inégalité

Q> Q, (de a, a &),
) Py .
¢’est-a-dire

O — a2V (55— a)? .
B=ZEE 20— ) (e —3) 4 20— @) (5= 3]

(by— 2) (35— a,)?

= (by—ay ) [(by—a) (@ —3) 4 2(x — ay) (by—3)].
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Elle est une conséquence des inégalités suivantes

(b—2x) (35— a) \(1),—1‘)(;-—-—(1,)

b—a - b, — a, i)
aisix
(b—2)(s—a) _ (h—3)(s—a)) =T
>
bh—a b — a,

Il est donc démontré que
;> ¢y (e, 2= by).

On aura de méme
> 0y,

wu,, v, btant respectivement les intégrales des équations

d¥ 1y

T =o(x)u, (x),
IZAREN

2 = glx)e (2
([.If' ‘ﬁJ( ) l( )’

tangentes & O la premiere en (a, b), la seconde en («,, b,).
D’une maniere générale

Uy = Ya (al( s l)l )7

et, par suite,
N/

2 Iy
W, = / o(@) tpd > / o (2) onde = W},

Finalement
¢—=1lim YW, >¢,.
Rz

Jelaétant établi, revenons ala question que nous nous sommes posée.
Soit y, une intégrale doublement tangente & Ox(a,, b,), ces deux
points étant intérieurs 4 ab. Pour Uintervalle @, b, on aura ¢, < e <{1.
Les approximations successives convergent pour cet intervalle et nous
pouvons déterminer une intégrale Y, (z) positive de @, 4 b, et telle
que

Y, () =Y, (b))=1,

Y, (a,) =Y (b)) =o.
Donc, d’aprés ce que nous avons vu & la findune 1,

yi(x)=o0.
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Une conséquence intéressante de ce théoreme est qu'a Uintérieur
Q’un intervalle pour lequel ¢ =1, une intégrale de I’ équation
dty
——==o(x
dat ?(2)y
est parfaitement determinée par deux points et les tangentes en ces dewx

nonts.

6. 1l nous reste a examiner le cas ol ¢ == 1. Nous allons démontrer
que dans ce cas il existe pour I'équation (1) une intégrale doublement
tangente d Ox (enaet b), positive dea & b et non identiquement nulle.

A cet effet, nous ferons voir successivement :

12 Que le produit
Cu
(4

tend vers une limite pour @ == =, lmite qui est différente de séro;
2° Que le rapport

;o

U on

tend aussi vers une limite différente de zéro quand r augmente indé-
finiment.
12 Dans le produit P, chaque terme est plus petit que wn; ce produit

, A f . ..
décroit done avec el tend par suite vers une limite pour » = =.

D’autre part, nous avons vu (n° 1) que

Sil'on tient compte de cette inégalité, la relation

Wb

W,, = / o(zyui(a)dr,

“
qu’on peut aussi écrire

M b

1= / o) ) anlz)
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donne
b

f o () 'é———«’__"\if)dbc> 5

W, - 1
\/ W, Q

ou encore

Cela étant, de
W, W, W,

e == C — = Cy o IO
\\,r“ 1 ’ ns

\Vl - o \\rll-l

on tire
W, =Wyc,c,...c,,

et par suite, le rapport

72 2 2 2
\\ no .\ (’1 (’2 {’/l
AR R W B S
W., C1Cy CyCy Capn-qCap

AT P I , . N .
qui déeroit avec 5 tout en restant supérieur a o7’ tend vers wune linute

différente de zéro. 1l en est done de méme pour le produit

€1 ., Cla,
cy ¢ Can
car
¢/
—— L]
Caj—
Or les relations
Cy € €y Cy
T 6o

Cy €y Cg Cpo
¢ Cp Cpa Cyy
4

4 Cig €20 Chy
................. ,
montrent que le produit
L R I D
c C
a méme limite que
€y Ci Cy

C’est donc une quantité defférente de scro.
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On démontrera de la méme maniere que le produit

Cy €y Cy
¢ C ¢
améme limite que
[&r C'J,
Cq Cg
Leur produit
¢y Cy Cy
[ o

aura donce une limite différente de zcro.
2° Posons

)
W, = o(x)u,dr,
“u
ol
/ llll
Un = 70
Il vient
W Cp ey
’ - n . 2 n
Wz =W

D’apres ce que nous venons de voir, Wj a une limite différente de =éro
pour n = w.
Cela étant, I'inégalité
ol
[ e~ ]+ B >0,
o
ol « etB sont des constantes arbitraires, donne
“

W 12 N
() { [ ot~ uz,/..w.z-§<<f»—~-a) [ o ey (e
b 7

D’autre part, les deux équations

(et
o
dv0 ol
i v (%) [
.t ¢

< ’ ‘
_— (”n"‘ WUyt )y

' ’
n Uy [ ’
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olt O(ar) désigne une intégrale doublement tangente 3 Ox (&, b),
montrent que

((") 0>,1l;1+1_{l’fl+/l'+l|'

En effet, 'expression de 0(x) est
[ N e ."(P(:> ’ ' - -\ -~
60(x)= — =t | [(2 — 3)3 - P (2, 2)] ds
b . ( ~)
+ [ -(‘/—(:—ju'n—— Wy IR (2, 3) ds.

Aux deux inégalités (¢), (¢") nous adjoindrons une troisitme (n° 4) :

"

0<r// 3—((52 la;, — w4 ] ds

.y

dont une combinaison avee les deux autres est

O
’ ’ ) " ’ ’ 9 .
(tthy = W 1< o()(up— uppr) do,
o

n
ou ¢, dépend de 'intervalle ab et du maximum de () dans cet
intervalle.
Or

W0
‘/ CP(‘T)(U/; - ”;H-h)z da = Vv'zn.— 2 \’Vlz.'u-/.'_}‘ \V:.’./t+-2/.-7
s
ct, puisque W/, tend vers une limite, le second membre est inférieur
N oooe? (s . o0
a toute quantité 7 donnée & 'avance si 7 est suffisamment grand et
1
cela quel que soit £ Donc, en tenant compte de I'inégalité préce-

dente, | | ﬂ
,“’H‘l = Uyl !< E.

Ainsi se trouve établie I'existence d’une limite pour «,(x); cette
fonction tend vers sa limite «’' () d’une maniere uniforme, d’apres ce
qui précede.

Faisons encore deux remarques esscntielles.
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La limite «'(x) est certainement différente de zéro. En effet, on a
b
W, :f o(z)u,(x)dx

et nous savons que la limite de W), est différente de zéro.
La fonction u'(«) vérifie I’équation

dra'  o(x)
— T e U1
dat ;

elle est tangente @ Ox en a et b.

7. Les conclusions & tirer de ce qui précede sont tout indiquées.
Supposons que pour une position da point b, b =b,, la quantité ¢
correspondant i U'intervalle ab, soit égale & unité. Iéquation préce-
dente devient I’équation que nous étudions

(1) TE=vla)y

¢t nous obtenons ainsi une intégrale u'(x) de cette équation, non iden-
tiguement nulle, positive et langente & Ox en a et b,.

Réciproquement, si ab, est un intervalle tel qu’il existe pour I'équa-
tion (1) unc intégrale ¢ (), positive et tangente & Oz en a el by, la
quantité ¢ correspondante est égale i U'unité.

En cffet, 4 I'intervalle ab, correspond une fonction «' () positive
dans cet intervalle, vérifiant1'équation

dhu! x

dat T ¢
et touchant l'axe des @ en a et &,. De cetle ¢quation et de la suivante

dv o’
T =¢(2)v,
on tire la relation
o dva b’ 1— ¢

—— W = (2
dxt dax* ¢ v () s

gu’on peut encore éerire
d < A L3y dr o du AP clu’> f—

dz = mee €Y (O ! ol
da = y(w)u'y,

O e e ] g e g e o o
da® da® da? dx duat dx
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Intégrons les deux membres entre @ et &,; le premier membre ne
donne rien et il reste

I—-C
/ o(x)u' v dr=o,

ce qui exige évidemment ¢ =1, les intégrales «’(x), ¢'(x) n’étant pas
identiquement nulles.

7 bis. Pour calculer effectivement la quantité ¢ correspondant & un

intervalle donné @b il faut former la suite de quotients \\‘/V,i, et déter-
miner sa limite. Ce calcul est évidemment trts pénible. Mais je dis que
si ’on peut trouver trois fonctions continues dans lintervalle ab,
soient g(x), pw(x) ct A(x), telles que on ait dans ce méme inter-
valle

p'()-—p () > ap(x)
[2(2)—p/(2)4- () p(z)] :

(Y o ()™ 2 (x) -1
ML) g lo) = ) ) = (@) — s

la constante ¢ correspondante est moindre que I"unite.
En elfet, des égalités

N 2 " -
Wy — Wy, = [ [(Ll—&ﬁ) — (x)uj—’,,J da,

dx?
“a

N
(./ 0 ’ 19
S —(huk —apu, i, A pu ) de
/(, g N m [l Uy == p U, )

on tire
,/’
\V;'m-»i - W:zm = / % U’;I:I! 1= (P/ 2 IJ) ullf; -+ L M — ¢ ( '1")] lt;“'”

a
2 ’ 9 ! ’ n o}
A apu, w2 (h — p Y, ey 2 p ity i, da,

etla forme quadratique entre parentheses est certainement positive si

les inégalités precédentes sont vérifiées. On aura done, dans ce cas,

...... alA I,

\V‘),/n--l

et, par suite, ¢ < ou = & 'unité. Mais on ne peut pas avoir c==1. lin
effet (6), on a, dans cc cas,

S O -
j [('—cl[?g;qu(a:)u’Ju’dx::o.

Ann. de I’FEe. Normale. 3° Série. Tome XVII. — Aour 1900, 48
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ct, en intégrant par parties :

A a2
/ l (;7;;) —o(a) (I.'”—l dr =:o0.
ca?

Celte égalité et la suivante

/.b Ty e (0N
I S i (1‘1;) |

o

(/1 D0

donnent évidemment lieu i une contradiction, Uintégrale « (2 ) n’étant
pas identiquement nulle. Orn a done ¢ < 1.

In particulier, la constante ¢ sera inférieure a unité si 'on peut
trouver une fonction A(a) continue dans Vintervalle ab et telle que

Mo 12 0 ().

Cette dernitre inégalité se présente dans Pétude analogue de I'équa-
tion du second ordre :
d*y , .
e (e )y o).
o o (r), )
I est intéressant de remarquer que pour cette dernivre équation, et
méme pour Péquation i deux variables

A=W (e, vy o,

ott U (2, ¥) est une fonction positive dans un certain domaine, la con-
dition correspondante (*)

()I% N ()lif _

— U 1) e D2 B2
. 4).)' I ("9,} ) = B:4-B

est ausst ndcessacre. Si, en cffet, la constante de Schwarz relative
a Péquation précédente est moindre que unité on peat toujours
choisir une quantité positive e assez petite pour qu’il en soit de méme

pour I'équation
Ap -+ |[W(z,y)4-e]v=o.

(Vy Foir Preano, Traité & dnalyse, 1L, p. o3,
(=) Ihid., t. I, p. 2.



SUR L,l;lQUA'l‘l()N DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ELASTIQUES. 37()

Or, on sait que dans ce cas on peut trouver unc intégrale V telle que
les deux fonctions

T V.
Y. B =

B 5 =5

soient continues dans le domaine limité par le contour donné. Ces deux
fonctions vérifient la relation

3!1; ~- %?/’ — W (r y)=c-- B>+ B
@ot il résulte inégalité précédente.

En ce qui concerne 'équation du quatricme ordre il est vraisemblable
que les conditions données plus haut représentent des conditions ne-
cessaires en y ajoutant toutefois quelques conditions aux limites pour
les fonctions A, @ et g.

8. Occupons-nous maintenant des intervalles ab plus grands que
ab,. Pour de tels intervalles nous sommes assurés que les approxima-
tions successives, telles que nous les avons dirigées au n° 2, ne con-
vergent plus.

En particulier, il n’existe pas pour ces intervalles d'intégrales tou-
jours positives, doublement tangentes & axe des 2. Mais nous allons
démontrer qu’il existe une suite infinie de points

();H /).'b sty [)m: MR ]

telle que Uintégrale y,(2) soit tangente & Oz en « ct b, et change
(r — 1) fois de signe dans Uintervalle ab,.
Désignons par y, (a) I'intégrale tangente & O en a et b, et posons

o =) (a)>o0,

AT — 'y’: () =7 0.

Ces inégalités sont une conséquence immédiate de I’équation (1).
Nous envisageons U'intégrale v, () de cetle méme équation, telle
que
yrla) ==y (a) == o,

Jm

}/"’(ﬂ) I, D ),({{):)‘ <oy
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5. (x) est une fonction continue de A quon peut déterminer de proche
en proche. Considérons d’autre part les intégrales

yilz) = r)=nlx)  (2<To),
) —w(r) =5 () (W <2 h<Twy).
Elles sont positives et croissantes d'apres I'équation (1) et d’apres les

conditions initiales qui les définissent; de plus on voit facilement que :
12 Pour A voisin de o, y, () coupe Ox en a; ct x; voisins de b,

Iig. 2.

N

a a4,

et situcs de part et d'autre de ce point; elle est positive de @ day, néga-
tive de ay i g ;

2" Quand A déeroit 2 va vers la gauche et ) vers la droite, ay Gtant
a chaque instant le seul zéro compris entre a et b,

, - . . .o oy .
valle O, 0" la quantité ¢ soit ¢gale a Punite. AN qui commence
€ dw /v

par élee positive, s‘annulera cerlainement entre by et b'. En effet, entre
deux intégrales y () et Y () de Péquation (1) on a la relation
d*y dy 'Y dY dry

Y Y onst
Vo g o CONS + de det~ da dat

Prenons v ==y, Y == y,; la conslante est nulle comme on le voit en
faisant & = a; pour x == b, on obtient la velation

diy,
(%),

B\ Y R
) ”"”"(."

Le théoreme de Rolle et Péquation (1) montrent, en effet, que les fonc-
d*y,
dx?

. {l"‘V V. . .
(ions et ,[;‘;21 sannulent deux fois et une fois, respectivement,



SUR L’EQUATION DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ELASTIQUES. 381
entre a et b, et par suite

d* y, - iy
dx? = 9 ey = o
x x = by adx 2=

N

On a done finalement

di— 3 - “d(— ) <
e >0, — o,
- dz 2=l dax Pp—

. . “ vy, P . Y
en supposant que la fonction ( =) conserve le méme signe de b, a b’ .
. dx | o 1 i
N S

Mais les inégalités précédentes sont impossibles, car elles montrent
que les approximations successives convergent, pour Pintégrale
[ — . ()], dans I'intervalle 6,47 ol celte intégrale est positive, ce
qui est ¢videmment incompatible avee Dexistence d’une intégrale
positive, tangente d O enb el l'.

I1 est ainsi ¢tabli que pour une valeur de A, 4 =o,(0, <o),
intégrale v, () de Péquation (1) définie par les conditions initiales

yula)y = y,(a)=o,

yhla) =m, V() == o,

est tangente a Paxe des 2 en @ et by(ab, < ab,<ab’) ct change unc
fois de signe dans ab,.

Fig. 3.

&, b b’
a: N~ —

Lintégrale y,(x) ne s’annule plus @ partir du point x = b,. En effet,

Ay,
dax?

le théortme de Rolle montre immédiatement que la fonction s’an-

nule deux fois entre a et b,; comme elle est négative en « clle sera
Ay,

dz*
positive en a, scra négative en b,. En ce dernier point, on aura donc

négative pour x = b,; d'autre part, qui s’annule trois fois et est

JYalbe) =y, (by) =o,
Yalby) <o, ¥,(by) <o,
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et équation différentielle (1) montre que

y.(zx) <o,
pour tout point x > b,.

9. L’existence du point &, s’¢lablit d'une maniere enticrement ana-
logue. Faisons parcourir 4 2 les mémes valeurs, mais en sens contraire,
a partir de o,. Nous envisageons, comme plus haut, intégrale y,(a)
telle que

yula) =y, (a)—=o,

"

yila)=m, yy () =2 (s~ k<" ty).

La considération des intégrales

P (@) = ya(2) = 3(2),
yile) —yile) = s (@) (Sl <o),

toutes positives et croissantes d’apres Péquation (1), montre, comme

[ig. 4.

plus haut, que pour & voisin de o,, y3(x) a la forme indiquée en
pointillé dans la fig. 15 que, de plus, les points a, @) vont vers Ia
droite, le point 2 allant vers la gauche. Soit 4" le point tel qu’il existe

., .. \ , e, oy ,
une intégrale positive tangente i O en b, et 0. La dérivée <(}y"-> s an-
- o o

nudera certainement entre by et b'. En effet, on démontre comme plus

haut que
Ay -
(’Clv" >J‘ by -0

.- . dy; - , . . .
St Ion avait <“):’) “o, les approximations successives conver-
A S Iy

geraient pour Uintervalle 6,8, ce qui est absurde. Soit

aly == by (tby = aby = ab ),
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o X o A
le pointde O pour lequel (\»d;

obtenue est tangente & Ox en a ct b, et change deux fois de signe dans

> sannule (). L’intégrale y, () ainsi
i

Pintervalle ab,; de plus le théoreme de Rolle montre qu’elle ne s'an-
nule plus i partiv de @ = b,.

Le raisonnement est évidemment général et le théortme énoncé se
trouve ainsi complétement établi.

Faisons encore une remarque qui nous sera (rés utile pour ee qui
va suivee. Soient ab,, b, b\, b0, ... les intervalles pour lesquels les
nombres ¢ correspondants sont égaux a unité (un quelconque de ces
intervalles peut étre infini) : on aur

P (re-1) )
ab, << ab, (n-=2,3, )
I1.
' . dy :
Etude de I'équation — - = /kg(r)).

10. Dans cette section nous envisageons les équations de la forme

dvy

1) et o ()
) dat =)
ol £ est un paramétre arbitraive et () une fonction continue, positive
et differente de zéro dans un intervalle ah. Dans tout ce qui va suivre
cet intervalle restera le méme: nous ferons varier le parametre £ et
nous déterminerons les valears de ce parametre pour lesquelles il existe
une intégrale de I’équation correspondante tangente 4 Ox en @ et b.
Nous verrons dans un instant que toutes ces valeurs sont réelles et po-
sitives. Pour de telles valeurs de £, posons

P W,

C, T oo
“n [
Wn.—l

(1) Les deux points @y, &9 seront distinets, une intégrale doublement tangente & O« ne

s’annulant plus & partir du second point de contact (théoréme de Rolle).
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oll, comme dans la section précédente,

W, — f lolz)d, de.

Prenons «) == 1; les autres fonctions «’ seront déterminées

équations
dtu
b= Lo (x)d

(/,L’ 0

d o,
S /;Q?('Z‘) ‘(',l’

dxt
dvu .
7/:1,'.’” =Ry (),
.................. ,
les conditions initiales et finales étant
Wy () ==t (0) =0,
du, (a)y did, (b)
.o B o S
pour m =1, 2, ....
Soit ¢ la limite des quantités ¢,
=limc),.
n oo
Si ¢ désigne la limite des quantités e,
oW,
W,
relatives & I'équation
ty
e T )Y
dr r‘( ).}’
les ¢galités
u‘, SR
d(u) — /.u,)
el § TN
(11,
di (”// /‘ /n) 0, .

dzt

par les
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donnent, si 'on tient compte des conditions initiales et finales,

’ — r pa— .
wy, = kuy, ce, w,, = K"u,,.

La valeur de ¢, devient alors

, w!
n = \\7/ £ = kCIL
. n—-1
et, par suite,
¢ = le.

11. La relation précédente montre que pour £ <C IE les approxima-

tions successives convergent dans I'intervalle ab et que, par suite, une

intégrale doublement tangente & I'axe des x dans cet intervalle est
tdentiquement nulle. Au contraire, pour

1
-
1= =
C

I’équation

dty

— =/ x

dxt 19 (2)y
admet une intégrale tangente 8 Ox en a et b et constamment positive
dans cet intervalle. D’autre part, nous avons vu (n°9) qu'une équa-
tion telle que la précédente admet une intégrale tangente 4 Ox en «
et b,, ce dernicr point étant & droite de = b, et que, de plus, cette
intégrale change une fois de signe dans I'intervalle ab,.

Cela ¢tant, faisons croitre £ & partir de la valeur £ = £,. Nous aurons

deux intégrales telles que aB’0’ et bB”0”; ces intégrales n’étant déter-

Fig. 5.
B’
a &
o~ °
5

minées qu'i un facteur constant pres, je puis les figurer 'une au-dessus
de Oz, I'autre au-dessous. £ continuant & croitre, le point " mar-
chera vers la gauche ct le point 4" vers la droite. Il arrivera donc un
moment ott les points & et b” coincideront. Soient £ la valeur de % pour
laquelle ceci a lieu et B le point de contact commun. Les deux inté-
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grales aB', 6bB”( ne forment jamais une seule ¢t unique intégrale.
Mais, d’aprés ce que nous avons vu au n° 8, I'équation

ay .
—= = [ o(x
T =ke(x)y
admet une intégrale tangente & Ox enaet ', ce dernier point étant
tel que
al<ap <ab;
de plus, cette intégrale change une fois de signe dans Uintervalle «b.

En résumé, le sccond point de contact qui pour £ = £, élaiten b,,
¢’est-a-dire en dehors de intervalle ab, est venu pour £=1£ en {3,
¢’est-d-dire & linterieur du méme intervalle. Comme il varie d’'une ma-
niére continue avec le paramétre £ ('), il a di passer en @ = b. Nous
obtenons ainsi une valeur de 4, £ = k,, plus grande que £, et plus
petite que £/, pour laquelle I’équation

dvy
=y 0 (@)
dat 19 (2)y
admet une intégrale tangente & l'axe des @ ¢n @ et 0, changeant une
seule fois de signe dans ab.

Le raisonnement est évidemment général. L’équation ci-dessus
admet une intégrale tangente i Oz en @ et 6% (ab < ab) ct changeant
(n—1) fois de signe dans lintervalle a«b)®. D’autre part, on peut
prendre £ = £’ assez grand pour que, relativement & Péquation

dry

e /(’ x

s = Kel(2)y,
la quantité que nous avons désignée par abl*~ (n°9) soit plus pe-
tite que ab. On aura donc pour cette équation

ab®r < ab.
Cette inégalité, jointe & la suivante

abl > «b,

(1) Porirle n® 19.
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.

montre que le point de contact 5\ est venu i 'zntérieur de ab pour
k =1F'; comme, d’autre part, il varic d’'une maniere continue avec #,
il a di passer par le point & = b.

L’existence d’une suite infinie

kl’ k‘l? ct v /‘.n’ v
de valeurs de £, pour laquelle I’¢quation

dty
dx*

=ko(z)y

admet des intégrales tangentes aux deux extrémités de 'intervalle ab,
se (rouve ainsi completement établie. L'intégrale y (o) correspondant
ak=rk,sannule (n — 1) fois entre a et b.

12. Les quantités &, peuvent aussi é(re définies comme les racines
d’une équation entic¢re que nous allons former. Pour cela envisageons
quatre intégrales distinctes de I’équation (1)

Yola, k), yi(a, k), ya(2, k), yu(2, k),

prenant ainsi que leurs trois premitres dérivées des valeurs numé-
rigues arbitraivement données; nous supposerons ces valeurs simple-
ment assujetties & rendre différent de zéro un certain déterminant
bien connu. Les quatre fonctions ci-dessus sont, d’apres unthéoreme
connu, des fonctions enticres de la variable £.

Cela étant, une solution quelconque de I'équation (1) est de la
forme

Y =C Yo+ C Y1+ CaYat C3)s,

olt ¢y, ¢,, ¢, ¢t c, sont des constantes arbitraires. Les valeurs de £ qui
nous intéressent sont telles qu’on puisse déterminer les constantes c,
non toutes nulles, par les conditions initiales ct finales suivantes

y(a)y=y(b)=o, ¥ (a)=y'(b)=o0;

elles vérifient done I'équation

yola, k)Y ... y3(a, k)
A= Yola, by ... yy(a, k)
T Yelh k) o s (D k)

Yolby K)o yy(b, K)
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Le premier membre de cette équation est une fonction entiere de £
qui s'annule certainement pour I'une quelconque des valeurs %,

kyy ooy kyy ... Hlest done établi que £, augmente indéfiniment avec #.

Cela étant, I'équation
A=oao

n’admet pas de racine négative. En effet, y(a) étant une intégrale de
I'équation (2) tangente & Ox cn « et b, la relation

0 ,
dty o [ e .
,,/ y [;-1—[‘ — ko(x )y:' dr =o

a

donne, en intégrant par parties,

0 ~
T d?y\?
\/ [(E%) — ko (x) )y ldJ: = 0.

Cette derniere égalité est impossible pour des valeurs négatives du
parametre £. .
Pareillement, les racines de I'équation A == o sont toutes réelles. En
elfet, supposons Ie contraire. Soient
L= k! (k"
une racine imaginaire et
Y == Uyt Ly

Iintégrale correspondante, tangente & Ox en @ ct b. I équation

¥ (1 = uy)
dx*

= (K4 k") o () (g (uy)

se décompose en les suivantes

I* 1t

‘(Ziéﬁ =k'o(x) uy— k"¢ (2)w,,
&

(d':/f — /E.IICP (.:Z') Uy -+ k! [ (w)tt;.

Multiplions la premiere par — w, et la seconde par «,; il vient, ¢n
ajoutant les résultats,

d" u d" u
2 1 4 2 b
Uy e e [y e .../(’ (P x uy = .) .
Ll 2 dat ( ) ( 1 ”1)
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(%
O

’

Or, le premier membre de cette égalité peut s’écrive

a , A u, " diu,  duy e, du, dPu,
de \'"" dx® 2 da? dr dx? dr drx?
et 'intégrale de cette quantité, prise entre a et b, est nulle. Nous pou-
vons donc écrire
b
o=FKL" [ o(x)(ui+ u})dr,
“a

et cette égalité n’est possible que si "= o, intégrale y = u, + i,
n’étant pas identiquement nulle.

13. Considérons maintenant une intégrale Y (a) déterminée par les
conditions initiales ¢t finales suivantes :

Y (a)=A, Y (0) =1,
Y'(a) =N\, Y'(b) =B

D’apres ce que nous venons de voir (numéro précédent), cette inté-
grale considérée comme fonction de la variable £ est une fonction
méromorphe dans tout le plan de cette variable, ses poles étant £,
Loy ooy k,.

Tous ces pdles sont simples. En effct, envisageons quatre intégrales
distincees y,, v, ¥» ¢l v, de I'équation

dty

T =kio(x)y.

Nous prendrons, ce qui est ici possible,

Yo(a)=y,(b)=o,
Yola)=y,(b)=o.

dy, s o isies
Les valeurs, pour @ =a, de y,, ys Yo 7 sont choisies de

telle sorte que le déterminant

o yi(a) yi(a) ys(a)
o yila) yi(a) yi(a)
yia) ... .. y"(a)
yolay ... .. ¥y (a)
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soit différent de zéro. Prenons, pour simplifier I'écriture,

yi(a)=yi(a)=o,
Ja(a)=o.

Le déterminant précédent devient
—ya(@)yy (@) y (@) yi(a) —yy(a) yi(a)];

il sera supposé différent de zéro.
Cela étant, prenons, pour les intégrales Y,, Y,, Y,, Y, de I'équation

dy _ .,
T = ki e)e(2)y,

les mémes conditions initiales respectivement que pour y,, y,, ¥, ety,.
Toutes ces intégrales sont, d’aprés un théoreme connu, des fonctions
entieres de ¢; on aura donc les développements

Yo= Yo+ eyl -2yl ..,
Yi=p eyt etyP ...,
Yom= gt eyt ety P
Yy==ys-+ ey ety . ..,
les différentes fonctions y{'', v, ..., ¥, 5, ... s’annulant pour 2 = «.
Revenons a 'intégrale Y (),

Y(2)=0C Yo+ C Y+ Co Yo+ Cy Yy,

les constantes C,, C,, C, et C; devant étre déterminées par les con-

ditions
Y(a)=A, Y(a)=A,

Y(&)=B, Y'(b)=D].
Ces quatre équations peuvent s’écrire, si I'on tient compte des égalités

Yola)=y,(a)=o,

Yo(b) =y, (b)=0,

yi(a)y=y (a)=o,
Ya(a)=o,
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Gys(a)=4A,  Cyi(a)+ Cyj(a) =4,
oley W (0)+. 1 Gy (0) +epy(b) +...]
+Cal[y2(0) +. .. 1+ Cs[y3(6) +...] =B,
Y (0)

- , dvi (D
“"[_87;,-—-*----]+Cx[y1<b>+a*——y;lx< >+...}

A+ Co[ 5 (0) +. . .1+ Cy[yi(b) +...]=B"

Les constantes C, et G, sont donc indépendantes du parametre «,
tandis que C, devient infinic pour e = o. Ce dernier point sera un péle
simple si I’on a

dyi"(b)
dx

{
71(b) Fp oyl

Nous allons voir qu’il en est certainement ainsi. A cet effet, écrivons
les deux équations
dby, dr oyt . )
T he —E-[;,’— A= (ki) o(x) (Yo eyt —-. .0,
dvy, dry'h

T e e = (ki) (e) (i ey ).

Les termes indépendants de ¢ donnent lieu aux équations

d'yo _ 4
rZale Al
dhy ol
([;,c: fr /x,-CP("L).}’l;

de méme, les termes en e dans la premiere équation devant étre

égaux, on obtient
dli- (1)

—b = kio(x) Y+ o (2)y,.

dat

De ces trois dernieres équations on tire les deux suivantes :
dty, diy
Yo G TN

d!y, (1) dk
¥o dfc‘,’, — d;’,.°=<?(w)yé-

=o,

Intégrons la premitre entre @ ¢t b en tenant compte des conditions



392 A. DAVIDOGLOU.
initiales et finales : il vient

d.}/l ( /)) dz.)’n ( 1)
Tdr T di?

d? Ay, (b) l))
dax?

1(0) =
Le méme calcul appliqué & la seconde donne

: b
dyi'(b) d*y, (D) — A0 () Ly, (b) :f 9 (z)yi(z)de.

dx da? 0 dax®

La premiere de ces deux relations montre qu’on ne peut pas avoir
y,(b) =o; en effet, les facteurs v, () et ¥, (b) ¢tant certainement dil-
férents de zéro, les deux quantités y, (0) et - (y1 (-—«) s’annulenten méme
temps. Si donc y,(b) était nulle, lmtcgml(: y.(x) ne différerait
de y,(x) que par un facteur constant, ce qui est contraire aux hypo-
theses faites précédemment.
On tire cnsuite
dyt /) (/y (/;
O 2880 i ) | 09 [ o) 3 )

o

La quantité entre parentheses est done essentiellement différente de
7¢ro.
14. Indiquons quelques proprictés des nombres £; et des intégrales
_ ! i )
yi(x) correspondantes. Soit y,(2) 'intégrale de I’équation

doublement tangente & Oz (a, b); soit, de méme, yg(a) Uintégrale
analogue correspondant & £ == kg; on a la relation

W
[ o ra(@)rg@rde =0 (a5£p).

La démonstration est immédiate. Les deux équations

d vy,
clat

= ka9 (@) yu
o Yﬁ

f[l(' = kg ’J(I))/.’,



SUR L'EQUATION DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ELASTIQUES. 393

donnent

13 ’ % b
dy dtyg
f (}'[ﬁ e ——ya————~dx,f>dx=(ka— /\"ﬁ)f ¢(z) yu(z) yp(z)de.
v a

Le premier membre est nul, et dans le second ko5~ kg3 1l reste done la
relation annoncée, qui est fondamentale pour ce qui va suivre; elle
permet, en effet, de développer une fonction arbitraire suivantles inté-
grales y, ().

15. Indiquons encore une conséquence du théoreme établi au n° 13
et dont nous aurons & faire usage bientot. Considérons 1’équation

3
(1) E-l—-‘z.—:/ccp(.%)y -+ W (z),

daxt

et cherchons son intégrale qui touche Ox en a et b. Soit s(x) une

intégrale quelconque de U'équation (17) et Y (&) Uintégrale générale
de I'équation

dry

e ko(x)y.
I’intégrale que nous cherchons sera
y=Y(z)+s(x),
avee les conditions aux limites

Y(a)=—z(a), Y (a) =—z'(a),
Y(b)=—as(b), Y (b)=—5'(b).
D’apris ce que nous avons vu plus haut, I'intégrale Y(x) ainsi
déterminée admettra, en geéndral, les points &= Z; pour poles. Il en
sera donc de méme de y(2). Mais nous allons voir que, st ’on «

/‘[I‘If(m)ya(x) dx =o,

le point k = k,, ne sera plus un pdle de y(x).
En effet, pour % voisin de £,, on peut écrire
y= -——p———- dag+ay (k—ky) +...
ke — /roc 1 ) ’

dnn.de UBc. Normale. 3° Série. Tome XVII. — SEPTEMBRE 1000. 50
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les fonctions U(x), a,(@), a;(x), ..., U(x), a(x), ... sannulant
pour x = a et x = b. Ecrivons I’équation (1’) sous la forme

dty

dx*

=(k—la)o(2)y + kao(2)y + W (2),

et remplacons y par sa valeur précédente; on obtient ainsi les deux
équations

d*U »
l* ¢ 3
,d.iZ'o :Cp(.ﬁl)l) -+ k“@(“")”o'f““r(ilf).

De la premiere on tire, si 'on tient compte des conditions initiales
et finales,
U= Cya(2),

C étant une constante. D’autre part, multiplions la premitre par a,, la
seconde par — U, et ajoutons les résultats; il vient

AU ydlia

Wy = :
Ol dat

D cp(:) Us—U ‘IJ'(.I').

- L’intégrale du premier membre, prise entre a et b, est nulle; il
reste done la relation

W N/
/ o(a) U de - / UW(x)de = o,

qu’on peut aussi écrire

N’

Nz h
2 / ¢ (~7t')_7‘§ do -+ C / ‘I"(.'I:)‘ya da == o.

"t
Or, le second terme du premier membre est nul par hypothese;

b
d’autre part,/ o(x)ysdx est une quantité essentiellement différente

U=o,

et le point £ = £, est un point ordinaire de y(z).
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16. Reprenons les notations du n°13. Nous avons désigné par Y (x)
I'intégrale de I'équation (1) déterminée par les conditions

Y(a)=A, Y'(a)=A',
Y(0)=8, Y (D) =18,

et nous avons vu que la fonction ainsi déterminée est méromorphe par
rapport & £, ses poles ¢tant %, &y, ..., k,, ..., ¢t que, de plus, tous
ces poles sont simples. Il s’agit, dans ce qui suit, de déterminer sépa-
rément chacun de ces poles.

Pour cela remarquons que, tant que £ estinféricur & £,, on a pour
Y (x) le développement

Y(x)=wy-t+ - ey .
Les dillérentes fonctions w(x) véritient les ¢quations différentielles
que 'on obtient en portant Pexpression de Y (x) dans équation (1)

et en identifiant dans les deux membres les mémes puissances de £. Ce
sont les suivantes :

dvu dhu dhu
'al.)r"'l? =0 z(./:"'l = g(@)w, o 7[.” = 9(x)tp—1, R
les conditions aux limites étant
wy(a)=A, wy(ay=2~4',
wy(b) =B, wy (0) =D/,
wia)=u;(b)=u;(a)=dui(b)y=0 (E=1,2, ...).

Envisageons les constantes

Nz
U,,:.-;f wy(x) u,(z)o(z)dx,

4
analogues & celles que nous avons considérées au n° 2 et ol «, était
égale a 'unité. Actuellement, z,(x) est une véritable fonction de z et
peut changer de signe dans Uintervalle ab. De méme, les autres fonc-
tions u(x) peuvent nc pas garder le méme signe dans tout l'inter-
valle ab. Mais nous allons voir que tous les U, sont positifs. En effet, on



396 A. DAVIDOGLOU.
a, en intégrant par parties,

- b d*u, d?u, do
n—
a

dz* dz?

b
= f Uy llymy O () dz

[

et, par suite,

o
. d’u,
U2m'-_-:/ U?,L‘P(Jc)d»’fy Uzm-&-l—*—f ( Cll ”2—“> C

3

Cela étant, les inégalités

b b y
d*u it \?
f (aun~+ Bunyq)* 9(2) dz > o0, f (a 5+ B— l) dr > o
o o

donnent (n° 2)

U, U U,
U < U, <... < T <....
Le quoucnt - ne peut pas croitre indéfiniment. En effet, suppo-
sons (qu’il en soit amsn, la série
(@) Uy~ Uy ke~ Uy k* .

sera toujours divergente. Or, cette série peut s’éerire

b
f o (g g k. oo up k. ) g () d,

w

et cette derniere expression a une sens parfaitemont déterminé pour
k< k,. Le rayon de convergence de la séric («) est donc égal & %, et,

par suite,
. - I
lim YU, = s

nz=w /1

D’autre part, envisageons I’équation

a0

Z-ZZI: :(P(x) I ull-—ll’
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les valeurs initiales et finales pour 0(x) et 0'(«) étant nulles. Nous

aurons (n° 6)
0> |u,|.

Or on a (n°4) l’inégalité
b
0<q [ o(@) | ()| dz,
g étant un nombre fixe; il vient done

b
I“n I <‘If o(z) I”n—i(x)ldx’

ou encore
b

ui@) <1 [ o(z) v (@)

«
De cette derniere inégalité on tire

| tn(2)|
ATl < (Q = nombre fixe),
\/U2/1.

¢’est-a-dire
lim '\’/I up| Slim zl\L/U‘zn-
n= n=—uw
Les deux séries
Ug+ Uk o+, k..,
Up+ U k.. .+U "+ .,

~ . . . I
ont donc méme cercle de convergence et I'on obtient ainsi pour
1

L —Jim 2.
kl __II:«: Uﬂ—l
17. Passons au calcul de %,. L’intégrale Y () admet le point k& = £,
comme pole simple; soit &’ son résidu (2 un facteur constant pres); la
différence

UI

Y(x) — 7

I — -

fey

est une fonction méromorphe de £ et dont les poles sont £,, A,, ...,
bpy o ..
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On peut donc écrire

o'

Y(r) = Ll T i AT R S S LN AL S

A

] — —

hy

la série du second membre étant convergente jusqu’a £ = £,.
Il estais¢ de former des é¢quations différentielles vérifiées par v/'(x)
et les (). En effet, on a évidemment I’égalité

u!
Oy == Up— Tk
Y1
d’ot Ton tire
dve, diu, vodvd

B A L N
dat dat I dat

¢’est-h-dire

de, 1 [dvd ’
= e e g i — ot |

La parenthese du sccond membre est nulle, comme on le voit en
portant Pexpression précédente de Y(a) dans équation différen-
tielle (1). On obtient ainsi les équations

o
= kg,
/l,'"n

i kyo(r)u,
&,
ot

==g(x)ey,

I ra— @(x)"/z-»h

les conditions aux limites étant

u'(a)y=u'(b)=o0,
du'(a) dua' (b))
C/‘); = ([./L' IE0O,
o (a) = A, o) =A', go(a) =, (b) =0,
oy (b)) =B, vy (b) == B/, op (@) == ¢p(b)=x0
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Si 'on forme les constantes

b
V, = f oo (z)vu(z)o(x)der,

a

on aura, comme précédemment,

Le calcul précédent nous donne en méme temps Uintégrale w/' ()
tangente a I'arc Ox en « et b, car la série

Ot 01k o K
étant convergente jusqus & = &, > k,, on a

lim (v, k7) = o,

l?’ I'L’ N
et Pegahile

¢ ,

0, == Uy — 5=
n /f’:
montre que

w' =1lim (e, k7).

n=w

arcillement, pour avoir £,, on écrira

y(r) = 7 -+ T Wy kA,

et I'on aura

ol I'on a posé, comme plus haut,
4
W, = wy(x) wp(x) o(x) de.

73

De méme, U'intégrale o' (z) tangente s Oz en a et b et changeant une
fois de signe dans l'intervalle ab, sera

o' =lim (¢, ky).
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Les autres valeurs de £ s’obtiennent d’une maniere identique, ainsi
que les intégrales correspondantes, tangentes & Oz en @ et b.

18. Avant de terminer I’étude de I’équation (1), indiquons encore
une propriété des nombres £,.

Les valeurs trouvées précédemment, et qui définissent les £, comme
limites de certains quotients, ne nous renseignent en rien sur Uordre
de grandeur de ces quantités. Ce qui va suivre nous montrera que %,
crolt au moins comme la qualricme puissance de n.

Pour cela, faisons d’abord la remarque saivante : l'intégrale de

I’équation
d*s

da*

<t

tangente & I’axe des a a l'origine et s’annulant pour = 2, est, i un
facteur constant pres,
s=sinz (¢h - e~ — 2¢08Q) 4 cosx (¢ — ¢t 28ink)
4 ¢%(Cosh —Sink — ¢=*) - =% (¢h — cos) — sind).
Cette intégrale sera tangente d Oz en 2 = A si l'on a la relation

er - et
cosh — =

Posons
YR

e s |

=
On trouve
- S eh— e s
Pl —_— —_ i
JT ()= cosh —,—— —sin A
["(7.) == — sink(eh— e¢=7).
J"(2)

A Taide de ces formules on vérifie immédiatement les inégalités
- T
2PT < gy, < 2T - o’
™ -
(2p~+1)7 + 5 <lwn<(@p+0)T+m7,
ol 7, désigne la nim¢ racine de I'équation /(A) = o. L’intégrale cor-

respondant & A =4, s’annule (n — 1) fois entre ses points de contact
avec Owx.
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SiI’équation donnée est

¢ étant une constante, on la rameéne 4 la forme précédente en posant

7"

x = -:;-
Ve

Si donc une intégrale de cette équation, tangente & Ox en « ct B,,
s'annule (n — 1) fois entre ces deux points, on aura

)\Vl

af, = —,(/—_c_
19. Cela étant, nous allons démontrer le théoreme suivant :
Soit y, Uintégrale de 'équation

A
(1) ZZ =o(a)y,

tangente ¢ Ox en a et b, et sannulant (n — 1) fois entre @ et b,; soi,
d’autre part, =, U'intégrale analogue (tangente en a et b)) de Udquation

d's
(‘,',) m-— 191<-Z')-v.

Si, dans U'intervalle ab,, on a

o1(z) > 9 (2),

on aura ausst
ab,, < ab,.

Il suffit évidemment de démontrer ce théoréme pour une variation
infiniment petite de ¢(x),

o< () —o(z)<e,
en faisant voir, en méme temps, que le nombre de zéros se conserve.

1° Soient
d?y, Ay _
(W)x:a— ©=> * ( dx? a::a_ 0)1< O’

13
Ann. de P’lic. Normale. 3° Série. Tome XVII, — SEPTEMBRE 1g0O. B
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et considérons 'intégrale y () de I'équation (1) définie -par les con-
ditions '
y(@y=y'(a)=o,
y'(a)=uw, y(a)=10> w,.

La différence y — y, vérifie ’équation (1) et les conditions initiales
montrent qu’elle est positive pour > a. Elle coupera donc I'axe des «
en deux points A et . aussi rapprochés de b, que I'on voudra si 0 est
suffisamment voisin de w, ; de plus, I'intégrale y est positive de A & p.

Fig. 6.

A "

o] @ bn,
Ynlx)

Envisageons, d’autre part, 'intégrale zo(x) de I’équation (2), telle

que
!
so(a) =s54(a)=o,

spla) =o, sp(a) = 0.

Pour ¢ suffisamment voisin de zéro, Uintégrale z9(2) sera infiniment
peu différente de y(x) ct, par suite, de y,(z). Elle coupera donc
I'axe des & en deux points A, p’ tres voisins de A, . et, de plus, I'in-
tégrale /

/ soyulo(a) —o(x)] de

~u

sera cerlainement positive.

Cela étant, pour une valeur 0, de 0, 0, <0, I'intégrale =y (2) cor-
respondante sera tangente & Ox entre A’ et p/. En effet, considérons
la solution z¢(2) de I'équation (2) telle que

sp(a)=sy(a)=o,

sy (a)=u, sp(a)=0'<0,

0’ étant tres voisin de 0. La différence zo— z¢ est constamment posi-
tive; donc =g enveloppe z¢ de W a . Cela suffit pour établir que le point
de contact &), sera enlre A’ et 1 et, par suite, aussi rapproché de b, que
I’on voudra. Nous obtenons ainsi l'intégrale 54, (2 ) dont l¢ second point
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de contact avec Oz esten b,. Cette intégrale sera aussi voisine que 1'on
voudra de y,, pour tout point x enire a et b,. En effet, soit &}’ un point
quelconque entre b, et b,. On peut former effectivement deux inté-
grales 5", 50" ayant en a et b’ ainsi que leurs dérivées premieres les
mémes valeurs, respectivement, que z, z;, et leurs dérivées pre-
mieres. Ces derniéres valeurs coincidant ou étant trés voisines, s;'
et =’ dufféreront infiniment peu pour tout point x entre a et b),’. Mais je
dis qu’on a
Zé”: 50, Zé)t)E 501.

En cffet, dans le cas contraire, I’équation aurait deux intégrales
¥ur Y, respectivement tangentes d 'axe des 2 en aetd),’, ecnaet?d,
les points b,, b, étant infiniment rapprochés. Par un raisonnement
identique & celui du commencement de ce numéro, on remplacera
I'intégrale Y,(«) par une autre Z,(2) infiniment voisine de l'inté-
grale Y, (a) et coupant Ox en b), et B, ces deux derniers points étant
situés de part et d’autre de b!).

Or cela est en contradiction avec 1'égalité

r 7 rp i 724 VRN
(An}’/’z’ - y"‘/z, -+ .,)’:L n T /‘/Lylll )u" =0,
qui donne (Z)),..,, = o.
Il est ainsi démontré que si e est suflisamment petit, Pintégrale z4 (x)
differe indéfiniment peu de z¢(x) et, par conséquent, de y, (z), et cela
pour tout point x entre a et b,. Il s’ensuil que la quantité

o
/ yus0,[01(2) — o (@)]de

14
est posuwe
De ceci on déduit sans peine que le pointa = b), est compris entre a
et b,, ¢’est-d-dire que

B —
ab, < ab,.

Car, si ’on suppose le contraire, la relation

bn

(7a5,— 50,00+ 50,0n—n50)r = |  Yus0,[9:(2) —9(2)]>0

a
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est impossible, comme le montrent les inégalités

In(a)=y,(a) =0, Yu(bn) =yn(bn) =0, :'UA(a):zo,(a)ZO;
Yu(b) <o,  yu(d)<o, 5 (b)<o,  s5y(b)>o.

2° Le nombre de zéros reste le méme quand on passe de y, 4 55,. En
effet, le contraire reviendrait & admettre I'existence d’une intégrale
tangente & O en deux points et s’annulant apres son second point de
contact, car notre courbe ne cesse pas de couper I'axe des z entre A
et p. Or, cela est impossible d’apres ce que nous avons vu au n® 9.

20. II ne reste plus, pour obtenir le résultat annoncé, que d’ap-
pliquer le théoreme précédent aux deux équations

dy _ . .
T =k o(2)y,
drs Car
T = [, Ms.

Dans la seconde de ces deux équations, M désigne une quantité
supérieure & o () pour tout point x de Uintervalle ab. On aura donc
Pinégalité (n° 18)

).
b >~
Vi M
d’ott 'on conclut
¥
g ol
n=> (b=a)yM’
¢’est-d-dire
20 1)t
oo~ _ﬁ LI A
M (b — a)
si n est impair, et
an)mt
k ————-————-—.( ,
" M6 — @)t

siz est pair. On aura donc dans tous les cas | indgalite
fen > pnt,

ol W représente une quantité fixe.
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II1.

21. Soit
W =/(z),
la courbe représentant le filet moyen d’une verge élastique que 1'on
abandonne sans vitesse initiale. Cette verge sera supposée encastrée
en deux points a et b de I'axe des . En se bornant a de petites défor-
mations le mouvement de vibration sera le méme pour tous les points
d’'une méme section droite et il suffit, par suite, de considérer le filet
moyen. On sait qu’a un instant quelconque I'ordonnée d’un de ses
points vérifie I'équation aux dérivées partielles

*wW 0*W

i ofe D (L) e = O
daxt ?(z) ot ’

olt o(a)dépend de la vitesse des vibrations longitudinales et du rayon
de gyration de la section (2, x + do) autour d’un axe mené par son
centre de gravité perpendiculairement au plan Woa.
Nous (,herchcrona a satisfaire & cette équation par un mouvement
pendulaire d’amplitude variable y
W = y(z) cost\/,

en déterminant convenablement la fonction y () et le parametre £. Si
'on porte cette valeur de W dans I’équation différentielle on obtient

(1) L =kg(a)y.

La verge étant encastrée par ses deux bouts, il faut avoir pendant tout

le mouvement
W (a, t)= W (b, t) =o,

Wi(a, t)y=W,(b,t)=o.
1l faut donc que les valeurs initiales et finales de y (x) et y( ) soient

nulles. Nous avons vu que cela n’était possible que si £ avalt une des
valeurs comprises dans la série .

kl; kz: LS ] /"m
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La solution générale de I’équation en W sera, dans ce cas,
W (2, 0)= > Ayi(a) costyFs,
1
les constantes A; devant étre choisies de maniere que 'on ait
/(~”)=2Ai.}’f(fb‘)-
1

On est donc conduit a développer la fonction donnée /() suivant
les intégrales y;(x).

22. Supposons la série du second membre du développement pré-
cédent uniformément convergente dans U'intervalle ab, et multiplions
les deux membres par ¢ (x) y;(«). Il viendra, si 'on tient compte de

la relation
N

[o@)raygde=o0  (24p),

N/
[ 7o) e@)yitayde
A" = pC 7 -

N

[ ote)yi(e)de

“a
Les différentes intégrales y;(x) n’é¢tant déterminées qu’a un facteur
constanl pres on peut poser
4

[ etarst @) de=1;

124

la valeur du coefficient A; sera donc
b
A= [ @) 9(@) i) di.

Tout ce que nous venons de dire n’est valable que si la série
-l . , .
ZA,-y,'(_w) est uniformément convergente dans U'intervalle ab, et nous
ne savons rien sur la convergence de cette série. Mais nous pouvons
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envisager, a priort, la série

«© b
S [ S@)e(@)yie) de

obtenue précédemment et étudier sa convergence.

St cette séric converge uniformément dans tout l'intervalle ab, elle repre-
sente la fonction donnée [(x).

En effet, écrivons

m"n

b
S@)=Fyi2) [ f@)e(@) (@) dz+Ru(@)  (iEm).

Par hypothese la fonction R, («) tend uniformément vers une limite
R(2) quand m croit indé¢finiment. 11 s’agit de faire voir que ceite limite
est nulle.

Dans I’égalité

remplacons /() par sa valeur; il vient

mn

D b _ |
/ o(x) yi(z) R, () de = A,u-—/ o(x)yi(x) EA,,y,,)c[J;:A,--— Ai=o.
o 4 1

On aura donc pour m Z¢
0
[ 9@y @) Ro(@) dm=o.
an
Envisageons maintenant 'intégrale

b
I/n:f (P(«Z')“?”(Z‘)Clx,

et démontrons gu'clle tend vers une limite. Pour cela, formons la diffé-
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rence [, —I,.,:0n a

b ::1 N 2 m 27
Im - lm—H :/ (P(‘T) f - Z Ai}fi) - f—-ZAi-)/i - A”H“y”"*‘l Jd'l"
« 1 1

n
" b

[I
;::QA/;H—I f (P("l')}’m-H <f“‘2Aiyi dx — A12n+1/ Q(lf)y;iwl dr

1 a

b
=38pes [ 9@ /(@) Pnir(®) dz— Ay,
a
= Ay
Cette différence est donc cssenticllement positive et par suite on a

I'inégalité
I/n-H. < Im’

ce qui prouve que la quantité positive I, tend vers une limite.
Cela étant, considérons I'équation

d*u
ot

=hko(x)u-+o(x)R,(x)

L’intégrale u de cette équation tangente 8 Ox en a ¢t b admettra les
points %,, £,, ..., £, comme points ordinaires et les points

/‘.m—M, /"'/n.+2a km) Tty

pour poles. Tout ceci résulte des relations
b

f o(z) yi(x) R, (x)de =0 (i=1,2,...,m)

a

et de ce que nous avons vu précédemment (n° 15).
Lcrivons le développement par rapport a £ de I'intégrale « de I'équa-
tion différentielle précédente

U= g+ U o+ U k2. ...

Les différentes fonctions u,, u, ... seront déterminées de proche en
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proche par les équations

d* u,
dxt

=o(x) R, (2),

el u,

?[—;:‘ pu— (P(.‘lf)llo,

les conditions initiales et finales étant

ui(a)y=u;(b)y—=o .
, , (6==0, 1, ...)
i (a)=1uy(b)=0

Posons (n° 16)
b
U, Af () wy () o) do.

143

Nous savons que les constantes U, sont toutes positives et ue, de

U . . .
plus, le rapport .+~ va constamment en croissant. Cela étant, la série

U/1~—-1
z Kt U[
0

peut s’¢erire

o /' o
Z Lt U,::f o(x)u,(x) Z/\"‘ w, \dz.
0 “ 0

Dans le seccond membre, la séric qui entre sous le signe j est conver-

gente jusqu'a la valeur £ =£,,,, d’apres ce que nous avons vu plus
aut. On peut donc écrire U'inégalité

haut. On peut d Pinégalit

U,j 1

P e y

Ut’v»l /i‘nz +1

a partir d’une certaine valeur de 75 il viendra donc finalement

U, Ug U[ I
0SSN T T R

Ann. de UFe. Normale, 3¢ Série. Tome XVII. — SEpTEMBRE 1900, 22
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De cette série d’inégalités on déduit

Ui > ke Uy Uy
ot
1 _ I
’[’]—2 > /‘m—l-l U_1'
Multiplions ces deux inégalités membre & membre; il vient

Ul

_U‘) > /“;znvl-l Uu'

Cela ¢tant, de I'inégalité

N

/ () (au+ LR, de > o,
[Z4
olt o et B sont des constantes arbitraires, on tirve

2 N7 12

l / w(a)yul dx '

—— .' « e
I

/ o(x)yut dr / y(a)uidr

" o

"
b [f g(x)yu, R, de
.,,’.‘...m'/’ -

/ o(e)RE da > —

4

Dans Ie second membre nous avons remplace [ o(ax)u, R, dr

n
y
/ o(a)uy de dapres les égalités
e
o P b
/ (P(I‘) Uy “m dr == / 7;*,‘“ uy dor :“:f @ (.’I,‘ ) "‘2) .
v v - o

k4

L'inégalité précédente peut aussi s’éerire

i []J
/ PRy o>

en vertu des relations

N
Uu::/ o(x)uldr,

«
W

Uz::::/ o(a)ul de.
«

par
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Uz C e e ,
Remplacons &= parsalimiteinférieure trouvée plus haut; nous obtenons
ainsi 'inégalité que nous avions en vue :

N
() Y AETE0) PR
“a

. - I . LT
Elle nous montre que la quantité U, tend vers zéro avec—- En effet, le
premier membre de U'inégalité précédente n’est autre que la quantité
que nous avons désignée plus haut par I, et qui tend vers une limite
finie quand 7z croit indéfiniment. Nous pouvons donc écerire

. N
(2) lim / o(z)uldr —=o.

m= .,
D’autre part, si, comme nous le supposons, R, (x) tend uniformément
vers une limite, il en sera de méme, d’apres ’équation

dhu

_Ez:(j"ﬂ = (P(.Z‘)l‘,"_(.z'),
de la fonction u,(x). Or, cette dernitre fonction ne peut avoir que
zéro pour limite, d’apres I'équation (2). La limite de R,,(2) est donc
nulle, comme le montre I'équation précédente.

On aura donce Pégalité

“ b
Sy =N yi) [ [ o) yi) de,

pourvu que la série du second membre converge uniformément dans
Pintervalle ab.

23. Soit A(x) unc fonction continue de « possédant les deux pre-
mieres dérivées et s’annulant ainsi que A’ («) pour z = a ot x = b.
Posons

m ,Il
1) ::Zy,(l)/ Ma)o(x)yi(z)dx +pu(x)

et envisageons I'équation différentielle

du

T = ko(x)u+ g(x)pn(x)-
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Nous avons vu (n°22) qu'on a, pouri=1, 2, ..., m,
b
f o(x)yi(x)pn(x)de = o.
n

De plus, lorsque 7 augmente indéfiniment, I'intégrale

0

I,= / o(x)pk (x)dx
“a
tend vers une limite parfaitement déterminée. Les deux propriétés de
la fonction p, (2) que nous venons de rappeler ne supposent pas que
A(z) et X' (z) [et, par suite, p,(x) et g;,(2)] s’annulent pour x = «
et == b. Dans ce dernier cas, la limite de 1,,(a) pour m == o est nulle.
La démonstration résultera immédiatement de I’ mvfr'xhtv

fh <(ﬂf)m>2({1,
N e 2
/ o(x)ph(a)dr << 2 ,,-(il_ﬂ_
Y u /'m t1
e Em
S ()

tend vers une limite parfaitement déterminée.
Rappelons d’abord que 'intégrale u(x) (tangente A Oxena et b)

et du fait que la quantité

w(@) = g~ kA=A U R

de Péquation différentielle écrite plus haut, donne licu aux équations
suivantes :

d'u

E = g (@) pm (),
dvu

fl/(,l = (#) g
.............. "
du

7[,;"2-::?( ) Upys

les « et les « s’annulant pour © = @ et & = b.
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Cela étant :
1° Iinégalité

b e 2 : b 2
a‘l‘/ d————Pf,") dx -+ zaﬁf Lom d u‘o dx
. dx? “J, dx* dax?

donne

b 9 b
d’p,,l d? “w = d*p,,\? " d?u,

Cette derniere égalité peut s’écrire

b

: \ beﬁpm“z
/ o(x)prdr ) dx

) d?
-~ P [ (dx

Z

car on a ¢évidemment

b Pt
) 2 — ( 0 -
/ C.D(‘L)Plll ([1’ - / _([Z" n l‘l’ f
a “Yu o

e

Pareillement, I'inégalité

4

O g\ ®
/ (-—-(,;;;f) dx f o(x)pk, dr

bar pm d2u
dr* dx?

U,

) {-I‘>()

> da.

01

b b
DC2 f :P(-'L')p;z” ([.7:—*‘ 26!(3[ (P(.Z')pm-”“ (l‘z-_*_ﬁZf (P((L‘)ll% ([‘L'>(_,
o “ g

donnera

P rdr g\ 4
: 0 d. N A2
x o(x dx
f ((,{1:2> / 0 () i
3 o
pd

(%)

a

b ~ b 3 2 )
f o(z)ul dx f <~d—£l—9> dx

aux inégalités (1) et (2) nous ajouterons la suivante

13 N/ 9
fcp(.x)uf,dx / (ﬂg

2
>d.7;

(2") < <

5, o Na 7
/ <%) dax o(z)ui dz

413
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qu’on établit en partant de I'inégalité

4 3 4 b 13 ) b £ 9
d*u\? a d?u; 4*u, d?uy\?
2 z — L= 20 2 dx .
a[ <d.z’*> dL+2ar.)/l: dz° dot dx 4+ ; Iz r>=>0

et en se servant de la relation

4 £ £) b

d*u, d*u, N

— drx = () u? da.
fu dx* dx? J, ¢(z)u

Le premier membre de I'inégalité (2") peut étre remplacé par £, ; en

effet (n°22)
[I
f o(x)u; dr
Ky < == 5

PrdruN
an
o
d*u\?
'/rl‘ <v(/.)32> dx

o .
(3) Ky << %

w(x)uldr

il vient done finalement

123

I ne nous reste plus, pour obtenir I'inégalité annoncée, que de
multiplier les inégalités (1), (2), (3) membre & membre; il vient

ainsi
b g ,
/ ) f-l-zf—”i zd.z:
. da?

a

[ etaren dz

a

D ’ q
| — Com)’ dr
" .\ dxt '

tend vers une limite quand on augmente indéfiniment. En effet, {or-
mons la différence J,, — J,,., :

W0 \ 9 )
Jm — ] oy = @ P.m - dﬂpm.-m d* P’m . dzf)m-m dr.
p d.r* dx* dax* dx?

k/ll R0

2° L'intégrale
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On a

dapm, _ d2pm+1
dx? da?

b
= (@) f M) 0(2) Ymss () de,

d2 n d2 m n” U b
T T =00 (@) = P (@) [ M@) 9(@) Y (@)

m b
—2 X 7i@) [ M) o(@) i) d.
1 a
Multiplions ces deux relations membre & membre et posons

b
lii:f Ma)o(x)y(z)dr;

il vient

f_i_:ipm ’ 2___ (12P1I1~F1 A\
dax? ) Tdxt )

" P ur " |\ N
== o B M () Fas () =B Voter (2) — 2B ¥, (2) 2 'B,'(‘}/,'(.l‘)-
1

Intégrons les deux membres entre a et &; Uintégrale du premier
terme du second membre se caleule immédiatement; on a

?'B/n«ﬁ"l /

i

N

W0
v o p ra " .
KoY s dx = — 2 Bm-l-i/ A Y om+s dx

a
b

— (4) o [ 2

e ),B,,Hq/ }-y,,;+1(l|r - ')'/‘/)H—l BmH .
24

On aura (1(5 méme p()ul’ 10 SCCOnd lerme
b

Il
2 2 A . 2 Y ar2 — . 2
— B2 / Y m+a dw =— /‘/u-HBnu-lf O(2)Y hea dae=—l,1 B},
Y

a

La partie provenant du troisiéme terme est nulle; en effet

b m b m -
f ‘)';',,4,1(2 B.yi |dx ::/ o (2) Yt () Z Bikiyi(z) |da = o.
1 I3 . 1 _
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La valeur de la différence J,, —J,,., sera done

J— . 2 . 2 —_— 2
Jm - J m1— 2 /‘m-*rl B/n+1 - /‘m—H Bm+1 — /‘m—H Bm 1

Cette diflérence est donce positive; les constantes J,, vont, par suite, en
décroissant, et comme clles sont toutes positives, elles tendent vers

une limite.
Le résultat annoncé se trouve ainsi acquis; on a

b
lim f o(x)pt(z)dx =o.

n==oo «
24. A coté de la fonction A(2) considérée précédemment et définie
par égalité '

- b
M) =X i(2) [ M) o(@) yila)de -+ p (o),

envisageons une scconde fonction () dont les valeurs, pour v ==«
et = b, ne sont néeessairement pas nulles; posons

m ,,/l
p(ar) = Z_y,»(x:r)/ p(e) o)y (x)de w5, ().
1 ¢

t

Nous écrirons aussi les deux fonctions A(x), () sous la forme

m

W)= X Biyi(r) + pu (),
1

[J.( .L') p—r Z (:,}L(l) KO (‘I')7
1

en posant, comme plus haut,

b

B,= / (x)o(a)yi(x)dr,

o

N
}1:::/ p(x)o(x)y(x)de.

3
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Formons I'intégrale

b
f Mz)p(z)o(x)dr,

et rappelons-nous les relations
b
f ¢(Z)yaygdz=o (x2B),
b
[ o(z)yidx =1,

b WO
f ¢(2)ya(®) pm(x)dx =o, f o(x)yu(z)®,(x)dr =0

(1
(ae=1,2, ..., m);
il viendra

b " N
/ 7.(1:)9(;1?)cp(m)dx:ZIh(],-—}-/ Pm(Z)®,,(2)@(x)de.
“a 1 e

i

Or, I'intégrale du second membre tend vers zéro avee ;’;, en effet, de
I'inégalité )

/. CP('II"> (aPm"l" ﬁmm)za’x >o0

“a
on tire

o

- Wb 2 14 b
/ p,,l(m)m,,,(x)cp(x)(lx] <f cp(x)p?,L(x)a"xf e(x)w2 (x)dx.

Le premier facteur du second membre tend vers zero et le second
reste fini. On peut donc écrire

Wb °
(1) j M) p(2) g(2)dz = D B.Cy

la série du second membre étant convergente.

25. Revenons a la fonction /() et posons

S (=)
ME) =ty
)\(4)(1-“)_.
¢(z)

Ann. de U Fe, Normale. 3¢ Série. Tome XVII, — SEPTEMBRE 1900, 53

p(z)=
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Nous supposons donc I'existence des huit premieres dérivées de /(x);
de plus, les fonctions /*(z), /) (x) s’annuleront pour e =« etz = 0.
Les coefficients B; et C; se calculent immédiatement. On a les égalités

b N
1;,.:/ _/(")(x)_yi(x)(l.zr:% A9 () vy () d,

l"ll
N
Co= [ 39(2) yi( ) de,

d’ottTon tire
Ci== I:B;.
La relation (1) (n°24) devient

9

/‘I)).(x) p(z) o(z)de = i/{ilif = i/\'[[/.h‘/‘("’)(‘fl')l}’/‘(-z;)(/vl"l ,

4

la série du second membre étant convergente.
Cela étant, je dis que la série

o b %)
R Y
it / S o) yolw)de = ¥ Agyi(e)
1 ‘ 1
est uniformement convergente dans tout lintervalle ab. Pour le voir,

_nous établirons I'inégalité

(1) [Aivi(a)| << ak;

- b 12
f S ‘“(w)yi(w‘)dd«'l - :r'r.’

olt o est une constante positive fixe. I en résultera bien le théoreme
que nous avons en vue, les deux séries

» - b 12
S [ / /<'~><x>m-nmJ

@

Y I /1 ~ I
24 fen [J.zln"

1

ot

étant convergenles.
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Pour démontrer Uinégalité (1) cherchons une limite supérieure
de | y;]. On sait (n°5) que lintégrale v,(2) de Iéquation
dy;
EKZ—,‘ =rkig(z)y:
peut s’écrire

Ak b
(".)'i:/",-/ [(r—z)+P(x, :)]fp(:)yi(:)d:—i—k[/‘ Pz, 5)v(s)yi(s)ds,

ou encore, en posant

Gy )= (o 3 Pl 2)
_b—a)(s—a)
(_/)—-«- (6)3

[(h—a)(z —z)+o(x—a)(b—z)]

pour @<z, ct

G(a, s)=P(r,s)= (/) - :)1(3:-(12 [3(b—a)(s—ax)=+2(r -a)(bh-—23)]

(b—a)?

pourx "z 5b,

b
Gri=ti [ Gla, 2)9(2)yi(a) d.

Cela étant, U'inégalité
N

f o (5)[aje(s) + BG(z, 5)]Pds>o0,

o

ol « et B sont deux constantes arbitraires, donne

< T2 -
/ Gy )9 (5)yi(s) ds </ o(3)G2(z, 3) ds,
caron a posé
WU
/ o(5)yi(s)ds=1.

De cette inégalité on tire

II
‘/ Gz, 2)o(3)yi(5)ds | <6M,
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olt M est une quantité fixe. Finalement
l)’il < Mki'

Cherchons de méme une limite supérieure de la quantité |A,y;(x)|;
on a

b
A= [ f@)o@)yia) do

et en intégrant par parties

I
A,._.Efa

N
IA,-yl-(w)l<Ml/ fE @)y (x)dx

/2

’f(“(x)y,'(x)dx.

On obtient ainsi

ou encore
M2 T ab 2 .
[Aiyi(z)] < — ki / S () yi(x)dx | + ~e
- Y u . “ g
Cette derniere inégalité est bien de la forme annoncée ol o = .i’i.

26. La méthode suivie précédemment pour établir la possibilité du
développement

S(@) =X Niyi()

exige, en particulier, comme on I'a vu, I'existence des huit premieres
dérivées de la fonction /(). Nous allons voir, par ce qui va suivre,
que ce développement est valable méme si la fonction /(") ne pos-
sede que les quatre premieres dérivées.
Envisageons I'équation
&L =/ (x);

dat

on pourra écrire, comme précédemment,

WU
6f(x) :/ G, 3) [ (3)ds.
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=~
o

Cela étant, dans la relation

’ w
(1) [ A(s)(s)o(5) dz:ZBiC;
faisons

A(z) =G(z, 2),

_ SW(s).

p(z) = o(z)
il viendra
(1) 6/(z) =D BiC,.

Nous allons calculer séparément les valeurs des B; et C,.
Ona (n°25) :

Bi“::flhl(s)ga(::)y,-(s)d: -:./a'h(}(w, 5o (s)yi(s)ds = (illi”_)
De méme,
<f p(3)9(2)yi(s) d -—j [0(2) () ds
ou, en intégrant par partics,
u‘-_/.,/ F(5)0(5)yi(5) ds = Ak
La relation (17) deviendra done
f(x):iAi,}’i(x);
1

¢’est le développement cherché.

27. Dans tout ce qui précede nousavons supposé la verge encastrée
aux points @ et . Supposons-la maintenant appuyée en a et encastrée
en b. L'équation du mouvement (n° 21),

It w f)_“’_v_v_
P () ez

=0,

devra étre intégrée avec les conditions suivantes :
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_—
[
&

° Quel que soit le temps ¢, on a

2° Pour ¢ = o, on a identiquement
S(x)=W(x,0).
Si nous prenons comme solution particuliere de I'équation préce-
dente un mouvement pendulaire

W=y (z)costyk,

la fonction y(x) devra vérifier I'équation différenticlle
1743

(1) S = lo(2)y,

les conditions initiales et finales ¢tant

yia) “:)’"(/l):‘“
y(hy= y' ()=

Une telle solution n’existe que si k est réel et positif. En effet, supposons,
d’abord £ imaginaire et posons
fo= et o N
Yim g (U
il viendra (n° 12)
13

[y — wgud] 4 ey wly— wlue; 15 == /."’/ o(r)[w? - ud]de.

w

Le premier membre de cette derniere égalité étant nul, il faut que 4
soit égal & zéro; £ es¢ positif. En effet, on a

Ay o
(/IM/ [((“ > —kolar)y?

2z

dty
0,--L ‘yl T /lm(l)y

¢ qui montre que £ > o.

dur,
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28. Nous allons démontrer qu’il existe effectivement des valeurs
positives de £ pour lesquelles les équations (1) correspondantes
admettent des intégrales satisfaisantaux conditions aux limites posées
plus haut.

Pour cela, envisageons I'équation

d*y

dat =o(z)y,

et rappelons-nous I'existence d’une suite infinie de points
,)1, bg, seey /),I, c ey

telle qu’il existe, pour I'équation précédente, une intégrale tangente
a l'axe des xen a et b, et sannulant (n — 1) fois entre a et b,,.

Cela étant, les constantes introduites précédemment (n°2) gardent,
ainsi qu’il est facile de le vérifier, avec les nouvelles conditions aux
limites, leurs propri¢tés fondamentales. On démontre ainsi, sans rien
changer aux raisonnements employés, 'existence d’un point z = ¢,,
telle que 'équation précédente admette une intégrale =z, ayant une
inflexion pour a4 == « ¢t tangente & Ox en @ = ¢,, cette intégrale étant
constamment positive de @ a¢,. Il est d’ailleurs évident que ac, < ab, ;
autrement les approximations successives, telles que nous les avons
dirigées au n® 2, convergeraient pour lintervalle ab,, ce qui est
impossible (n® 8). Remarquons de plus que Vintégrale z,(z) ne s’an-
nule plus & partiv de z == ¢,.

De cette intégrale nous allons déduire (n®8) toutes les autres, en
Pz

> . . [4
faisant varier convenablement (-{—“;) - Pour cela, posons
\ (ol Ra=121

M

s (a)=m, s(a)=uw,<o;

on a, en outre,
si(a)y=237(a)=o0.

Envisageons Uintégrale g, (2) de 'équation (1) telle que
p(a)==p,(a)=0,

p,(a)=u, pri(a)=h<m.

Ladifférence =, () — py () est, d’apres I'équation (1), constamment
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positive. Si donc A est voisin de o,, l'intégrale g, (x) coupera I'axe
des  en deux points x, et | voisins de = ¢, et sera négative de z,

Fig. 7.

Xa(x) C):f.y
L

a Xy T L") b c b2

a x|. A continuant & décroitre le point 2, marchera vers la gauche et
. R . L., dp.
le point 2, marchera vers la droite. La dérivée ((—5‘) _s’annulera
. x=x

certainement pour une position du point & entre ¢, ct b,.
En effet, supposons le contraire; la relation

P3Ys— YaPy = Py Ya - Yo py = const.
donne
prl@) yy(a)y=p;(be)yy (ba)-

’

Or, cette derniere égalité est impossible, attendu que

pla)y>o,  pl(b)>o,

"

Yul(a)>o, ya(by)<<o
[y.(z) désigne Vintégrale de I'équation (1) tangente & Ox en @ et b,
et changeant une fois de signe entre a et b, ].

Soit « = ¢, le point tel que

dp,,
A ) eme O

Nous venons de voir que ac, > ab,. La relation

pl@)yi(a)==p,(01) y{(01),
ou
yila)y>o,  yi(b))>o0, pi(a)>o,
montre que
P;( /’l )> 9,
c’est-d-dire que
wcy> ab;.

On obtient ainsi une intégrale que nous désignerons par z,(x),
s’annulant et ayant une inflexion pour z = a et tangente 4 Oz ¢n
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@ = c¢,. Cette intégrale n’a qu’un seul zéro entre a et c,. Cela résulte
immédiatement de la méthode suivie pour I'obtenir et de ce quune

pareille intégrale ne s’annule plus & partir de son point de contact
avec Ox.

29. Admettons I'existence des points c,, ¢y, ..., ¢,_, tels que
abi < ac,<ab; (V)  (i=2,3,...,n—1),
et démontrons 'existence du point ¢, tel que
aby_y < ac, < aby,.

Nous désignons par z,(«) 'intégrale de I'équation (1) s’annulant et
ayant une inflexion pour = a ¢t tangente & Oz pour & = ¢y; yo(x)
sera I'intégrale de la méme ¢quation tangente & Ox en a et b,.

Nous posons, comme plus haut,

Zp-q(a@)=25,_,(a)=o,

s, (a)=w>o, sy (@)= w, <o,
et nous envisageons 'intégrale gy () de I’équation (1), telle que

p(a)=p;(a)=0,
pi(a)=o, pi(a)=2> o,
en supposant (%Z‘?) < o. L’intégrale positive
X Cppny
7=p,(2)— 54— (2)

montre que, pour A voisin de w,, g (2) coupe Oz en z, et x; voisins

X (xy,

________
Pra

Cna 2 Cn
Kon-s ()

de ¢,—, et situés de part et d’autre de ce point. Quand le paramétre Py
croit le point @, marche vers la gauche et le point &) vers la droite.

(1) Nous admeltons, en outre, comme cela arrive pour 7 =1 ¢t 72 = 2, que les courbes
vi(x) et z;(zx) ont respectivement méme allure au voisinage de z = b; et « = ¢;.
Ann. de U'FEe, Normale, 3¢ Série. Tome XVII. — SEPTEMBRE 1g00. 54
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Considérons les différents points de rencontre de p,(x) avec Oz,
T . dp(x -y .
situés & gauche de | et les valeurs de —Pdl}—) en ces différents points.
dz
grale s’annulant, et ayant une inflexion en @ et tangente &4 Oz én un
autre point, ne s’annule plus & partir de son point de contact. D’autre

[dpn(x . . ., .
[-—f-’—-(——)] sera la fonction qui s’annulera la premiere, car une inté-
==X

\ . d o (x )
part, cette méme fonction, [M] > ne peut pas s’annuler pour
dx ==y

une position du point x| entre ¢,—, et b,_,. En effet, si cela arrivait,
pour une valeur de A plus grande que o, Uintégrale g, () correspon-
dante passerait en b,_, avec unc tangente positive. Or cela est impos-
sible d’apres la relation

P&.(a)J’Z-x (a) =p5( bn—y ).)’71-1 (bn=1)s

déduite de I'équation

"

" [ ' A .
PrY 1 — Y=t Ph— PpYn-1 Y=y Py = COUSL.,

et ol
P; (“) >0, PL ( bu-1) >0,

Y-y (@) >o, Yoy (On—y) <o (1)
Pareillement, ’équation

py (@) yn(a)=p5 (bu) ¥, (ba),
ou
(J;~((¢)>O, Yn(a)>o, Yn(by) > o0,

montre que
py (Dn)>o.

dx
a gauche de b,. Finalement

dpy(z . .. ,
Donc [—&i——)] s’annulera certainement pour une position de
ar=ay

aby,—y < ac, < ab,.

(1) Car nous avons supposé zj_, (¢4—y) << 0.
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30. Cela étant, le théoreme suivant se démontre d’une maniere
identique 4 celle employée précédemment (n° 19) pour un théoreme
analogue :

Sott 5,() U'intégrale de I’équation

d*s

dzt — #(2) 3,

s'annulant el ayant une inflexion en x = a, tangente @ Ox en x =c, ;
et s'annulant (n — 1) fois entre a et ¢, ; sout, d’autre part. en () Uinte-
grale analogue (tangente en x = c)) de I’équation

dip

El}& =o,(z)p.

St dans tout Utntervalle ac, on a

¢1(x) > (2),
on aura ausst
ac, < acy-
Revenons & 'équation
dty
g = ko(x)y-

Pour £ = £,_, celte équation possede :

1° Une intégrale tangente & Ox en a et b,., =04 et s"annulant
(n —2)fois entre a et b;

2° Une intégrale tangente 3 Ox en @ et b,(ab, > ab) et s’annulant
(n—1) fois entre a ct b,;

3° Une intégrale s’annulant et ayant une inflexion en = a et tan-
gente a Oz au point z = ¢, tel que

ab<ac, < ab,.

Faisons croitre £ & partir de £ = £,_,; d’apres ce qui précede, les

trois points b,-,, ¢, ¢t b, marcheront vers la gauche, ¢, étant & chaque

instant entre b,_, et b,. Or, pour 2=k, le point b, arrive en b; il

existe donc une valeur de £,
k=D,

valeur pour laquelle le point ¢, vient en b.
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Nous arrivons ainsi au théoreme suivant :

Il existe une suite tnfinie discontinue de valeurs réelles et positives du

parametre k,
Ay Ay ooy, Ay ol
telles que : 1°
kpey <2y < ks
2° 'équation
dt

T =), 0(z)s

1A}

=~

admet une intégrale s’ annulant et ayant une inflexion pour x =« et
tangentea Ox en x = b; cetle intégrale sannulant (n —1v) fois en dehors
des points exirémes.

31. Le cas étudié permet de passer facilement & celui olt la verge
est appuyée par ses deux bouts. Cela revient & démontrer Iexistence
d’une suite de valeurs de £ pour laquelle I'équation

A
*

Sl =lo(a)y
admette des intégrales s’annulant en x=a ¢t =10 ct ayant des
inflexions en ces points. Il n’est point besoin de recommencer les rai-
sonnements, ils sont entitrement semblables aux précédents. On
démontrera ainsi Uexistence d'une suite infinic de valears positives
de &
T Y

telle que

Mg L o < By

La représentation d’une [onction au moyen d’intégrales z,(x) ou
u(x) se traite d’'une maniere enticrement analogue a celle employée
pour la représentation de la fonction /() (n° 22-26) au moyen d’in-
tégrales y;(x). Il suffit de remarquer que les relations fondamentales
subsistent avec les nouvelles conditions aux limites.
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SECONDE PARTIE.

1. Dans celte seconde Partie nous nous occuperons d’un développe-
ment asymptotique des intégrales de I'équation (1), que nous éerirons

sous la forme
d"‘)-‘ ”
Tt =k e(2)y,

en supposant que la fonction () admette des dérivées de tout ordre.
Nous n’cnvisagerons que les valeurs réelles de £ que nous pouvons
supposer positives.

Soit ¥ () I'intégrale de I'équation précédente, déterminée par les
conditions initiales suivantes

y(“) =0, ylca): o, ‘)f‘”(f.l) = o, y’ll(CZ): o,

a, o', o, o élant des constantes arbitraires indépendantes de 4.
Posons £, = ik ot envisageons le développement

y o= cos k0 Z /2m 0 2 /22_1:111—:‘

A
2 2m--1
-+ cos k9 Z /1’,’; —sink, 0 E R

ot 0 et les A sont des fonctions de « que nous déterminerons de proche
en proche en nous servant de I’équation (1).
crivons le développement précédent sous la forme
Yy =y (k) + y1(ky)-

L'équation différentielle (1), que nous pouvons mettre sous la
forme

(l",yl(‘/'; (Z') . (l‘yl(/H’ L) -——/L
dx* dx®

o (2)y1(k)+ ki o(x)yi( ki),
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montre qu’il suffit d’identifier dans les deux membres les termes cor-
respondants en 4.

Ceci posé, les dérivées successives de y,(x, £), par rapport a z, sc
calculent immédiatement; on a

PN EY y
% — COS/ OZ 2m /2’“ 2 m+1 -+ smA 0 A 0/)\0_}_2 )‘2ml mf_l)\zm ,

t)

Ay coskf| — r20m) 2‘7‘2»/: 4+ 200, iy + 0 a1 — 0 dopnan
dx: * o+ Jfezm

0

+ sinkd L- J (260 4 620 072),)

AZ/n—l

+2 )'”2/11—- — 20 7Lzm'—' 6" 12 — 0 7‘zm+1]

/n + 0 Am Y Lmt

3
é VA = coskO}| — /\'£(30'0,/7»0+ 30}, +0”7\ )+Z fezm

dx®

+ sinkG| £30hyg— k(30" 20" Wy==0" D~ 20'0" Ay =+ 0"2 A 4= W, 0")

e Q X,m _ lp‘u_z_(i’_
fe2im—1 ’
1

Th= cosk0 K0 — ke l (300725430 Ny 4 02 1y) + 2077,

300" hy 400" g4 20207 Dy 4001 + O'Z‘If(,J

- N\ ]Ip/;“ ~+ 0H7,/n+1 -+ 2 0"/1',,“,, - 012 ][rm-H '
/;2/;:
0

S SInAO| F (60207 Dot 024 674D — e (6" Wyt 20/ W, - 072, U)

/;2/11—1

w0
" " ’ R
+2 Lm 0" ‘Irm — 20 lp;n — 0/2/,m +1
1

Dans ces relations, on a posé

U= 2020+ 30/0" Xy 4 00" Xy + 20207+ 652, + 6™,
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et
A 2 12
II‘ m-— )‘gm + 2 0/)"’2 m+1 -+ 9”)\2/12—&—1 - 0 ")~2m+‘l,

- p— ' 19
Lo = )‘2111——1 - 2 6’)‘-2111 - 9”)‘2111 - 9 2)\2m+1-

\ . d+ . .
En portant I'expression de 7{,—%’—’ dans I'équation

dry, o

dov o(x) y1

et en identifiant les coefficients en

krcosk0,  knsinkd (n=~4,3,2,1,0, —1, ...)
on obtient les équations suivantes :

0%y =g () Do,
K02, 4+ 602070, = o,
40'37~'1 —+ 60'20"), == — 6-0'2)\:; —_— 12-0’0”’),.’0 — (3 0" 4 0!(///) oy

GO, 4= 6020 Dy G0N 4120072, - (30" 4 {07070,
e G0N A= B0 A K07 4 0TIV,
En général
o ’

GO, = 60"20" kg == 602X, — 12.0/6" ), — (3072 440"0")
-+ [l 4 ‘”2’/11—1 ~+60" )‘”2 m—1 -/4 o 7‘12 m-1 0'1")}‘2”‘_1_}_ -/"2!/‘)';)— 2

pour m=1,2,...,cl

GOy 6020 dgyy == 6021, 120'0" Xy g A= (30724 4,6/6") Mgy
"}"4 olwgm—z —+ 6 0” )\I‘/; m—-2 -+ -/l 0’”)\’2 m—2 -+ Q(IV) )‘21u-—2+ 7\(;;‘:"1‘—-3

pourm=2,3, ....
De ces équations on tire successivement

O0(z)= / :p';"(x) dr,

C
7.0':: _‘?’___.0 )
o* ()
et, en général,
-
1 “La(2) c
b= mm— | S+
ot (z)ve ot (x) ¢ (x)
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2. Les constantes ¢y, ¢, ..., ¢y, .. ., seront déterminées par Ia
condition que pour « = a les fonctions y, ¥, ", y" se réduisent res-
pectivement i a, o', o, o”. ‘

Mettons I'intégrale y (=) sous la forme

fgm fe2m+1

Yy = coskl 2 )\2”1 4+ sinkd 2 )~'2m+1
0 0

Lo y VS VA R Yo Dam.
%0 2m 2m4-1 e 2 . Same  Domeet )
-+ 58 Z (_ l)m </{2”’ - /;2"1 »i—i) ’{ 9 ¢ 2‘ ( I)m <A~ﬂlll A-2m+1>
0 0
1l viendra, pour z = «,

37 m(a .
o :2_27(-2(711_)[14-(—1)/"],
0

o :2)"21:;(5‘) + 0'(a) )‘2m+1(a)[[_{_ (— )",

/;'un
0
o :27\’; e (@) = 207 (@) Xy .y q () - 015:{) Rappr (@) = 0% () Dy pyg (70) [1or(— )],
0

7\”2',,L(d)+ 30" (@) Ay ()30 () AL i (a)-+0" (@) hy (@) |

2 ' _aninr 3 .
a///__:za 30" (@) ymiy(@) 302‘.2(,,(1‘)7\2’/14*2(“) 0 (“)7\207.4-.5(")‘ [Tt (—1)"].

0

Les premiers membres de ces différentes égalités étant indépen-
dants de £, il faut qu’il en soit de méme des seconds. Donc :
1° Pourm=12p(p=0,1,2,...),

1
7.o(a):;a, hgla)=o (p=1,2,...),
d’ou l'on tire
1 2
co::;aqa‘(a), Cip=0;

2° Pour m=12p+1,

K@) + (@M (@)=12ofy  Vig(a)+ (@) higar(@) =0,
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d’ott 'on conclut
I / ’ "l)' r l
01:[;“—‘;‘0((’)] 9 (a), Cipr1 =— hg(a)o*(a);

3° Pourm=2ag+2(p=o0,1,...), les constantes c,, ¢, . .., ¢,
seront déterminées par les équations

pr2y s

2 () = 50 (@) Wy (@) + 07 (@) by (@) — 02 (a) ha(a) = Loty
Pig (@) == 20"(a) Ng 1 (@) 4 0" (@) gy () — 02 (@) Dypaa(

Q

) = o.

4° Kt enfin, pour m = ag + 3, les équations

"

2o () == 30" (a) Ny (a0 + 30" () Ky ()

= 0" (a) Dy () — 30 (a) by (a)—30 (a) 9" (a) hy(a) — 03 (a) by(a) = La"
Tig (@) == 30" () g 4 (@) = 30" (et ) Nigar (@)

= 0" (@) Py g (@) == 30" () By o () — 30" (a) 0" () Dy n () — 0" (@) Dygin(0) == 0

)

donneront les valeurs de ¢, 65, 00y Chgigs --nn
Toutes les constantes ¢ se trouvent ainsi déterminées sans ambi-
guité; on en déduira les fonctions A par les égalités

Lﬁﬁgw/!¢ﬁ+7g_ (n=1,2,...),

¢t (x), /), et (x) et (x)

et le développement y ainsi obtenu satisfera formellement a I'équa-
tion (1).

Remargue. — On voit immédiatement, dapres ce qui précede, que
si I'on suppose « == o’ == o, les constantes ¢, et ¢, sont nulles ainsi que
la fonction A,(a). Il en résulte immédiatement, de I'équation qui
définit A, (x), que cette derniere fonction est identiquement nulle :
le développement de y sera, dans ce cas,

" P
o co8kO NJ dapar | SINAD N hapas
Y= A:f - ‘/“-'2'/-)7_ Job z ferm+1

0 0

@ £
} cosk, 0 2"3 homrs | SINELO N Doy,
A?f /‘"‘f”" /‘.li /:;17.IIL+1 )
13

on a posé k, == ik.

Ann. de U Fe. Normale. 3¢ Sérvie. Tome XVIL — OCTonre 1900. 55
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3. Nous allons obtenirle méme développement que précédemment,
mais en suivant une autre voie qui nous permettra de démontrer qu'il
représente asymplotiquement, pour les grandes valeurs de £, U'inté-
grale y(x).

A cet eflet, formons I'équation différentielle

dbu P B0 dra du o
A(u) = = o) oy = B} oy Ryl ) o A e(eju o,

qui admet les quatre solutions,
L(a)e ) () et
ott les fonctions A(x) et 0 () sont liées par I'équation

9 0”/.’-&- 30"7 = 0,

o
0) == / o' (x)due, J:
Y

Un caleul un peu long, mais ne présentant aucane difficulté, donne

om0,
sl 0 B
Sl A &
. "0(1\') 0// ///// f//:;
YT | g R Al
7 Al ('
3 GV 5 l o (o) 5o G r e 0 G
)

g e K () b = e /A - o G g -+ Qi

?

AN

‘

~

e S () - 6 ().
Léquation A(w) == o pourra donc s’ éerire

. diu ; . p {2
Alw) == P e Mo(x)yu -+ 3(x) :11" (&)

dt
dx
Procédons par approximations successives. Nous envisageons la
suite d’équations
A(uy) =0,

, d?u, duy
Auy)=p( )A(Z;r"-: -+ () e+ o)y,
..................................... ,

Upy.q diey .,

. . d*u i n,
A(“” ) = (’(‘1’) Tdxt -+ /("1") “dr = 0() gy
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que nous éerirons aussi en posant

‘ A*u du
A T -y -0
() Ew /i - ou,

A(uy) = o0,
Aluy) = A (uy),

Nous intégrerons ces ¢quations en prenant pour conditions initiales
les suivantes

wola) ==u}y(a)=o; wi ) =uy(a) =o,
whle)y =o', wyleay=a") (a); W () =o, Wila)y=go" —2"1" (a),
Wy () = s, () =), (a)=uy (a)==0 (mo=0,3,...).
L’équation
Aluy) =0

admet les quatre solutions
2y e G (e ik O,
Il viendra, en tenant compte des conditions initiales,

&), ek o) ikl o).tk " b0

GGk 0 Cay T R 0 T R 0 ) T T 20 )

i

Passsons i la seconde ¢quation
Alwy) = Ay(uy),
ot le second membre peut étre considéré comme connu. On trouve
pour Pintégrale «, (x) satisfaisant aux conditions initiales ¢écrites

plus haut
() == w (a)y=—=uj{a)=—o0

uy(ay=d"—a")'(a),
Yeihl e lOA (g Ye—ikl VG A (g
iy == )( s oo "“(/1;,(’ 702 da YA P / h 10]’(‘ _!L) dr
h(ek)*J, 1.0 V(= ik)* ), s
L hetkd / e thA (ay) o G0 TERIA ()
b (diy)t NV T Tl WA

«
o — oW (a) [ ik hemikd l Rtk . ik ']
T /‘ o ( ) '( [/.'Vj’i -+ ‘(":_ ,/.}s (iley ) (= il )3.
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Les valeurs des autres intégrales « seront données parl'équation

2140 To—ikOA (¢ Yo ik0 T olhOA (1,
U, == P )£~ e [ (————:L(T—I—T-—ll dr -+ TS [ = (/“}:;I'{I—*Il dr
Gk)PJ, 19" G(— k), 20"

WE A= k)

7-0’./“’0 /"7"8——1'5',0A1(”m~1‘) 7.(3“””.10 /‘ v L"‘/"XUAI(U/n»-i )
dx e
TR " l 20

a
pour m==2, 3, ....

4. Envisageons la série

T T e A T
et posons

[d”' o Ny i . la/lll(/‘) . a//fl
7y = IHEEM g <N e )

La troisitme des incgalités ci-dessus résulte évidemment de la
seconde et de Péquation différentielle

a9l 0"+ 3N = 0.
Nous supposerons, de plus, que les quantités
Do ig O] | W — RO g (20" 0 A 070,
olt ¢'== = k ou == £,, sont respectivement moindres que
kU, pk*- gk r,

L1, p,qetrétant des constantes positives fixes, et cela quelle que soit
la valeur positive de £.

Cela étant nous pouvons toujours trouver une constante positive «
telle que I'inégalité suivante

lAl(um)I < (l( l ”;In ! + ”/,/1 [ 4= l M I)

soit vérifice quel que soit m.
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~a

On trouve alors immédiatement

Mn .,
— ek,

v

}”0 l:

ﬂ

e+ 1) 4o

AE

n{plk?-- gk +r)
e ko,

|y | 2

La limite supéricure de

A, (n,)| sera

| [- - PR
] Al ( ”()) 1 < r (‘,/.»fj (/) e — /l:_(,/ . _Mh.]/j;_.M> ) (l) 4 ,} -+ ';T_,_ (,‘/"U,

ot 'on a posé
sw= 1 4 7y
L=l 41+ M.

)".

On trouvera de méme, en remarquant que / AV o T AV (- @),
=lu :
MN ez $ I3 M
[”1 [ /.'” /' b A, 1 A.2>" ("’ “) + /l.:x e
;o (U= Y Nan s 1A ' (lh+1)p
i ] B R U el M (2 — @) 4 e e,

I e fid

0

o PR gk Nan (s LN o — gy o (PRI E
A Y At
et pour |A, (uy) ],

L Nata s AN ap s ¢ "
|4 (an) | = <[’ Rl /3> et (2 - a) + v (/’ - ',’I::,;> e,

Laloi de succession de ces diverses limites supérieures est manifeste ;
on la démontrera immédiatement en 'admettant pour m =n — 1 et
en vérifiant qu'elle subsiste pour m = ». On trouve ainsi

s l n
Mo, aN(p—i— 7;;-’:-——/;;)(.20——(1) ;

(:"/"0] Wy I T k - ml
- v R ’ m-1
Mo aN([) + Z:a) (#—a) ;
v k =)’
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se déduisant de celle-ci

les limites supérieures de ¢ |, |, e~ ), |

par le simple changement de M en

Lkl ol phi—qh—r.

Enfin, pour |4, (w,)]|, on trouve

Lam -1 Nm n s ( n--1 ( [ a—— )/n
ek A ) |2 B o g )
t fomn k ") m!
am N/':-—l P s L tom ( v —— (,)m -
4 ——— b Yz R N .
fom : A (me—1)!

De ce qui précede résulte Ia convergence uniforme des séries

o
.
e /rﬂ}_d |0
]

“
ke 803 i,
0
]
-
’ AUZ l u’l’ll l’
0

-~

pour toutes les valeurs de 2 ou de £ telles que Pon ait
a’ b, b R (R = 0)
L’équation différenticlle

/”/11 du,, o Ly ’/’///l 1 o
S () e B B, e B ey S,

v,

T
montre de méme que la série

1 ~
P /.0\
/. e
0

Tt

v u, l

converge uniformément dans le méme domaine de a et £.
On peut donce éerire

A (uyt-ary 400 )y == A (wy 4. .~ 10,,),

m “w

L T T A (wy+. oo wy ).

m Ed
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Or, en ajoutant les équations

A(uy) =o,
A(lll) = A (u,),
A([I,,,) == Al("m—-l)v

on obtient
Ayt ty~t ooty = A (4 0y .o oty —y),

et, par suite, pour m = =,
Alwy~- g ) == Ay A= .. .).
Ceci veut dire que la série

N Uy ey
vérifie Uéquation
A(y) =7 (y),
(qu'on peut aussi éerire

dvy
}/{,‘,},!‘. T A C‘D(.I. ).y'

‘

72
K] \)9

Remarque. - De ce qui pr(zcizdc résulte immédiatement la conver-

genee uniforme des séries

meza

. ¥ Y
o2 o= 0 z ’ 1, f’

m=n

m £
g Q 1
/(" 1 c"/iU >l ’ {I’/H j 4
7

m L
m @
Q
.1 e k) "oy
ek 2‘,”//11’
no=on
m ==
I ] N (v,
kn-2¢ 2 [RGAE
ne e

Cette remarque nous sera utile pour ce qui va suivre.
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5. Nous allons démontrer que, si dans Uexpression

A e —~i 4D ¥
\ S 0—-1/.)” dr -+ T / PRERTTIN
(), -— l v o
1 / .
(1 (ff/u,O - . e—ik,0 e .
-+ U/_); / RO de 4+ (-—'77-)", / e" Ve dr (/.'l e l/-'),
SPANS — )",

on fatt
Py o ik Py - ik

(=) = /ol >[ R G/ KA (7% A S/l

on obtient un résultat de la forme

Vo ( VeSO ( )
il 2 7o x) iy NG
¢ (t/)‘/") 3 - > (-t/)‘”('"
VA V]

syl 2kl
e il §T /’(l) RPN v(’) e
- el 3 (il e’ {- ¢! } (_’_-1/ )"‘Pf‘ - /.""'(‘"‘"’

oit 7,(x ) estune fonction réelle de 2 et

lim R == o.
koo
I est d’abord évident que la substitution de la fonction « () sous
la forme (1) donnera licu & des termes de la forme suivante :

}".
Ji==e ':""r’/ e ikl [ due,

"

X

el / itk fo () da,

a

W
J, = ad:i/.'()/ ewik=ky) [ (x) dr.
Y u

Les autres s’obtiennent en remplacant £ par £, et £, par £ dans les
expressions ci-dessus.
Posons

o d [ Sulx) . Ji(x)
/1”*;@{0(;“_’ fole)= clx[@l(l')J
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On trouve, en intégrant par parties,

_ ewidd S () ex1k0 Jm(a)
hi=— 0/(;5)2(4—2;'/:)%1 6’(a)2(+2[/:)”‘+‘

eEikh

x
BEEYAE f e f (z) dx,

n—1

. G:FIA m (1‘) etllt m ((Z)
== D EE P 0<a>2[+z</~+m'~+'

ekl

T ERF T f eFUkTi £, () dar,
— Y Ly p

ek 0

— ./m ()") (‘ﬂ_“‘ ’((()
1= G 2 E A= AP T 0@ 2« [ ik — k)]

ek v

o et )
e /u)'l”f PR (@) dr

A I'aide de ces trois expressions et des trois autres analogues o 'on
a chang¢ £ en £, et &, en £ on verra que la fonction réelle 7, (a) a pour
expression

TV

+ 2 —— .
iy feer(z) ] b foma(@) (1 ) (= 1)P (1 — i)Y 4 (—1)P
p(@) = 0' () (—2) 0" (a) 27 (F

f Jolz)da.

D’autre part, considérons les quantités

pourv=r, 2, ...ct

X e
i f T [ () dz, S f gk f, () di,
I

o

x
e‘t“of eFh=I)0 £, (2) dx (ky=1ik),
a
ainsi que celles qui se déduisent de celles-ci par le changement de £
en k£, et réciproquement. On vérifie immédiatement que le produit
d’une de ces douze quantités par e=*® tend vers zéro quand % augmente
Ann. de UFe. Normale. 3* Série. Tome XVII. — OCTODRE 1900. 56
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indéfiniment. Il en résulte bien que la substitution de «(«) dans I'ex-
pression (1) a la forme indiquée précédemment.

6. Cela étant, écrivons, pour la symétric,

wgm= e Ty gmipo Fol®) iy Folr) iy Fol2)
(eh)? (— ik (éhy)? (—ihy)?
L’expression
A (uy) = Puy—+ yuy -+ 0w,
deviendra

A, (uo)*—c”ezzg?}

On trouve ensuile

&0 '
0 S Fo(x) e R, .
u = e"“‘oz R e limR =z o
1 (t/. )Y fow fmy 1
] ‘,(
by = C,M-OZ Fy () e e Ry limRy=o0
2 == (k) ce 120 PR ’
.......................................... ,
[0 /f)l{
20 X Fm—nw (2 et - .
Uy == €1HD e ) a8 Hm Ry = 0.
(l/\)’ o =2
o)~ 1

Pour m > w — 3 nous poscrons

Ro-s
Ugpmg == €Y

/l‘)—l
R
Il viendra done
_y;::uo—}-ux—}«...
®,( ¢ () ®, () "’1<
)] qg) . [§ V7 D, (w , ~ (P, 1)
pi 0 Sab ASANIPE 5 v Ji ) Y . e—ik0 4
=¢ 2! (chk) ¢ Z (iky” e 2‘ (ifey) e (—thy)?
2

(Rit. oo+ Rz + Rz . o 4 Ry . )

o 10
e A )
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Or, la série
Reoo+ Ry . o= e 4010 (g 4-..0)

est convergente (Remarque dun®4). On peut prendre p assez grand
pour que, pour 2z > p, on ait

IR+ Ry +. .. | <

2

Vo

¢ étant une quantité donnée & I'avance aussi petite que 1'on veut.
D’autre part, on peut écrire aussi

]1{1+...+l{,,|<§,

en choisissant convenablement la quantité R telle que

k=R

Finalement,
)
— ,,1/.02‘ (D"(x) S e/‘[’[{,
(l/ )v R
olt lImR == o. Par suile, on aura asymptotiquement

foo=

o & ()

] _—
Jy=e 2.4 ry

Prenons

by =2 2@, (), hy=—a2Py(x)....
Le développement précédent devient

(*os/. 0 72,,,4_2 .
A-z A 20 T

¢’est le méme que celui posé précédemment (Remarque du n® 2).

On voit immédiatement que le développement spécial précédent
peut étre différentié et qu’il vérifie formellement "équation (1). Tout
cela n’offre aucune dilficulté; c’est une conséquence immédiate de la
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remarque que nous avons faite au n® 4. Cela étant, écrivons-le sous la

forme
o DY () s D2 ()
— ikl Y P ) " pi k0 v _\*)
() y= et X Sy e e 2 gy
2 ]
ou

D, () == DYV - a” L2 (DL = o).

On en tire

dy . - Y () " - W ()

’ e ik 4 Y] — T

(1" Iz =¢ 2 Ty +...+a"¢ Z Ry =
Q

Si nous supposons que z) et 9 (x) s’annulent pour & = b, les
que y

équations (1) et (1') serviraient 2 donner les valeurs remarquables

de £ ainsi que les valeurs correspondantes de a” qui représentent

dry
’{‘7"3 X



