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SUR L'EQUATION
DES

VIBRATIONS TRANSVERSALES
DES

V E R f x E S É L A S T I Q U E S ,

PAR M. A, DAYÏDOGLOU,
E L Ù V K ( É T R A N G E H ) D E L' 15 C 0 L E N 0 R M A L E S U I» É R 1 E ÏJ It l î .

I N T R O D U C T I O N *

Le présent travail contient l'étude d^une équation du quatrième
ordre que ron rencontre en Physique mathématique. Nous avons fait
cette étude en nous servant de la méthode des approximations succes-
sives. Dans ses Mémoires classiques sur les équations du second ordre,
M. Picard, l 'appliquant à des problèmes en quelque sorte particula-
risés, a obtenu des résultats très importants avec une remarquable
simplicité. Cette méthode des approximations successives se présente
d'ailleurs naturellement dans la question qui nous occupe, quand on
envisage les intégrales comme fonctions d'un certain paramètre,

La première partie contient l'étude de l'équation

(0 g=^(^

Les méthodes de M- Picard s'appliquent à cette équation; des diffi-
cultés apparaissent quand on veut établir l'existence d'une suite
infinie de valeurs remarquables de k. Une extension du théorème de
Sturm pour les équations du second ordre nous est utile pour la
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représentation d'une fonction arbitraire au moyen d'intégrales remar-
quables de l 'équation (i).

Dans la seconde partie nous étudions un développement asympto-
tique des intégrales de l 'équation (s) par rapport à k. Nous avons tiré
un très grand profit d 'un Mémoire de M. Horn ( < ) sur les équations du
second ordre, mais nous ne sommes pas encore arrivé à représenter
asymptotiquement les valeurs remarquables de / ( . Il faudrait, pour
cela, résoudre asymptotiquement une équation que nous formons.

Quelques Communications de ce qui précède ont été fa i tes à l'Aca-
démie des Sciences.

PARTIE.

I.
Étude d'une équation auxiliaire.

1. Considérons l 'équat ion

d'-Y . ,
(i) ^=^)y,

la fonction ç(^) étant positive et différente de zéro de a à b. Noua
aurons à-nous servir des intégrales de Inéqua t ion ( ï ) tangentes à Ox
en deux points Ginon identiquemerU nulles. 11 s'agit donc de voir d'ans
quels cas il existe de telles intégrales.

Pour cela faisons d'abord une remarque pré l imina i re . Si WÇï)
désigne une fonction positive de a à by l ' intégrale de l 'équation

cl'' u „,, .
^T^^).

tangente à Qx en a et b est po-sitlçe dam l'intervalle ab. C°est ce que

( 1 ) Mcïtherneituc/te Ânnci.len, t. LU,
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l'on vérifie immédia tement . Supposons, pour s impl i f ier le ca lcu l ,
a = o ; l ' intégrale en quest ion est

u=-^f 1> ~-^:î-+- ^(^ ^)] ̂ ) ̂  + dJ"P(^ ̂  y^)^,

où P(.'r, -s) désigne le polynôme

x^b-~-zY[^ x . . .1^_2.^~^(Z.+^)j.

P(,y, 5) est donc posi t i f -de x à A et de p lus

P(^ G) + (.r - zY-. ̂ ^1 !̂ [/,(.r - z)^ ^ x [ b - ̂ ],

quan t i t é positive de o à x. Remarquons en outre que l ' i n t ég ra le u(x)
croît quand l 'on remplace WÇy) par une fonct ion p l u s grande.

Cela é tan t , nous démontrons d'abord le théorème s u i v a n t :
Si l'équation (s) admet dans l intervalle ab une intégrale y (x) toujours

positive et différente de zéro et telle, de plus, que

y'Wïo, y(^o,

celle intégrale sera certainement donnée par Ici méthode des approxima-
tions successiyes ( 1 ).

Pîirtons, pour les approximat ions successives, de la fonct ion j<, véri-
fiant l'équation

^=0dx^

et prenant, ainsi, que --—9 en a et b les mêmes valeurs que y e t — ?
respectivement. Le théorème de Rolle montre immédia tement que

( 1 ) En générai, toute intégrale positive de^à^e tdon t les conditions initiales et finales
(ordonnée et tangente pour .z" == a, ordonnée et tangente pour x == b ) sont toiles que la
cubique

y == a.y3 4^ p^;2 4-. Y,y 4« ̂

déterminée par les mêmes conditions aux limites, soit positive de a à b^ sera donnée par
la méthode des approximations successives.

Ann. de l'Éc. jNormale. 3e Série. Tome XVÏI. — AOUT xgoo. 46
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l ' intégrale y» ( x ) est posi t ive dans l ' intervalle a&.Nous aurons e n s u i t e
les équat ions

^=9(^

^^(^y,^,

les différentes fonctionsy étant déterminées par les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s
et f inales su ivantes

y, (a) == j- (a), j,(Z) ) == y( ̂  ),
rKa)=y(a), /.(/^y^).

Nous a l lons déinonirer quej /C^) tend Ders une limile quand l'indice i
croît indéfiniment et que cette limite est précisément é^ale à y { x ) .

E nvi sa^eon s 1 'éq u ati o n
^ (y - r< , ) , „^^^^^^^^

les dillerencesy —jo e t y — y^ ayant leurs valeurs in i t i a l e s et l inales
n u l l e s . Il résulte de la remarque f a i t e précédemment qu'on a constam-
ment dans l ' in terval le ab

,/>Jo.
De môme, l 'équat ion

"s-"-^--'^—'
donne

et de l 'équat ion

on c o n c l u t

y>yi Ohms ab),

^(y^-ziî^^^y——^ --9(^;jo

J /l>,ro ((.lans a / / ) .

lin général on a, pour tout poin t x ent re a et b^

y>yh yi>yj ( ^ > y ) -
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II viendra donc f ina lement

o<yo<7i<. "<yi<' ••<,/•

On en déduit d'abord ^<,<,,
pour a S'̂ 'S ̂  y é tant un nombre fixe. Ensui te les deux équat ions

'^^-^(j-yo),

^^=^w.r
montrent que

y--^<q.y — yo
D'une manière ce ne l'a le

....z^^< .̂
y -y'z-i

En multipliant toutes ces inégalités (n === o, i, ...) membre à membre
on ob tient

„,,• _ A/ ^ rin~\-i i,'./ — j n << 7 ./ ?

ce qui suffîl: pour établir la convergence uniforme de y,, versj.
Une première conséquence de ce qui, précède est q\^il ne peul pas

exister dans l9 intervalle cib deux intégrales toujours positives et différentes
de zéro, satisfciisan'l aux mêmes conditions initiales et finales (point et
tangente positive ou nulle pour x = appoint et tangente négative ou nulle
pour x == //).

Ce ihéorenie m o n t r e immédia tement que l 'existence de y ( x ) dans
rinlervalle ah en t ra îne la non-existence, dans ce même in te rva l le ,
d'une intégrale zÇï), non iden t iquemen t nul le , t angen te à Qx en a
et b.

En effet, on peut toujours choisir une constante C>o telle que
dans l'intervalle ab Von ait

Z(.z-)=Cy(^)^,s(^)>o;

les deux intégrales Z(^) et Cy(^) sont toutes deux positives et diffe"
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rentes de zéro dans ab et satisfont aux mêmes condi t ions initiales et
finales. Mais ceci est impossible, d'après ce que nous venons de voir,
si ^(^') T '̂ o; on a donc

z(x)^o ( 1 ) .

2. Ce qui précède nous condu i t n a t u r e l l e m e n t à chercher dans
quels intervalles ab existe une intégrale positive et telle que la
méthode des approximations successives soil applicable.

Pour cela, nous commencerons les approximat ions successives avec
îa constante j(, == ï ; nous aurons ainsi la suite d'équations

'^=0,dx'1 '

^=y(^),ro.

^^(.̂ -.

où. l ' intégrale yi{x) est déterminée par les condi t ions
7,0) =j,(^)=:= ï
y^)"=j^)-o ^":ï^ • • • } '

Posons
^ = y^ = ï , u^ = yi — y^ . . ., ^ = fn — y/^..i, . . , ;

les conditions aux l imites seront
Ui(a) r= i / i ( b ) =o,
u'^a)^: u,(l})-=o.

Cela é tant , envisageons les deux séries de constantes

m F ' ï \ ï \r r'd^u,,, d'^fi,,, ,W^,,/,= 1 ^{x}u^u,,clx, V^^,= j -.-^- ."ĵ ^r,
J ^ j ^ t / • ' '

analogues aux constantes de M,. Schwarx. Elles ne dépendeni que de la
somme m "+" n des deux indices m, n.

( 1 ) Nous verrons plus tard que co résultat subsiste m(3roo si les points de contact de
z(.v) sont dans rïntervalîô a&.
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En effet, on a, en intégrant par parties,

iv f^^H-î 7 ^d^ii^^ du,,
w— == ̂  -y ̂  ̂  = - ̂  -^— -dî- ̂

-= [ h ̂ ^±1 e^dœ-^--- f^dum+ï d3ufïl / - . .
J ^l;î C/.T2 J ^ dx'^

/, // y, ^ //( d^un r
== j ^m-^i -j-^-dx =: 1 c{>(x)u,^i/^ida^

et de menue
w ^ d^u^ d^u,, r 1 1 . , ,
W,^^=rr 1 ——————^__^j ^{X)li^u^dx.

v n ^ a

Donc
_ •y — W/«,/t-—• ' /M 4-1»^— "m-4-ny

où l 'on a posé
^

W^^=: f y(^)«^,4^^r.
ïy^

3. Cela é t an t , considérons la suite de constantes

( 1 ) C'i, Cg, . . . , C^, . . . ,

ou
_JV^_

^-W/^"

Nous allons démontrer :
.s° Que la sui te (i) est croissante;
2° Qu'elle tend vers une l imi te c p a r f a i t e m e n t dé te rminée .

T ° L ' inégal i té
J 9 [x){aitn + p ihi~^ ̂ ^ > o»

^rt

où a et p sont des constantes arbitraires, peut s'écrire

^ '\N.,n 4- 2 a(3 W .̂+i 4- p2 W,̂ .-a > o,

d'après ce que nous avons vu au nuiTiéro précédent. On en conciul

WL,,,-W^W^<o,
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ou encore
'-JZL'L! <--"" T ^"J"2- , ^ < ^ . , .
" 2«. " 2/M-l

De même l ' inégal i té

• f7a^ ^g^^Y,/,.>o
J^ \, ^ • tj d^J ^

(lonnera
^W^^-h p^iSW.^-h (S^W^,.., > o,

(roù
T 2 / i t --' '^â/ /+"1

W ..̂  .
â/;,—i Tv à//.

Il est donc démont ré que l'on a

W, ̂ W^ ^JV, ^
W; -W; "•"^ W/^ ^"• ï

c'est-à-dire
Ci <C ^2 " ' € * • • < ^ ^// <:^....

2° Si M désigne le m a x i m u m de ^i(^) dans l ' i n t e r v a l l e ah, les d i l ^
fé ren ce s

//i — M//,,, r^"""- M //i , . - . , / / „— M//,^..,i, . . .

sont toutes négatives dans le même i n t e r v a l l e , comme le m o n t r e
l ' équa l ion

^(^.-M/^-.^) . . . ._ ,
••1~•-1•1-•-•1•1-•1-1111-^^1^1-"1-••-••1•J- :̂ 9 (^)(^,i -"" M ̂ ,..̂  )*

Or on a
../.

W^ — M'W,/^,,i ::=: J © (.r ) ̂  ( ̂ ,, — M u^..., ) ̂ r,
«y^

et par su i te , dans l ' in terval le aby

^•=^---.<M.
Wg/A-l

l^a sui te croissante
^ î 9 ^'2» » < * y C/^, * , .

tend donc vers une l imite quand n croît indéf in iment . Cette l imite
sera désignée par c.
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4. L'intégrale u^{oc) de l 'équation

^=cp(^^

peut s'écrire (voir n0 1)

i r*' ^
^=ç f (^~^)3^^^)9(^)^+, / P(^)^_^)9(^,

rt t-^

oùP(.r, ^) est un polynôme en z et ^. On pourra donc écrire, pour
tout point ce compris dans l ' intervalle cib,

i>
o < Urt. ( x ) < y f œ ( rp) ^/,^i ( ̂ l ) d.r,

«^rt

y é tan t un nombre fixe.
D'autre part , a et p é tan t des constantes arbi t raires , l ' inégalité

r'j [a 9 ( A') ^/^i ( x) -+" |3]2 ̂ ^ > o
w fi

d o n n e
^ " 1 2 /.

| 9(.^)^t(^)^ <{b-a) ^{x)u^(x)dx,
<t J ^

De cette inégalité et de la précédente on tire

^
u^x) < ̂ {b - a) / ^(.r) ^^^ (.r)^r,

^ a

ou encore

[",/ /yV-p 'w
^2 ^K.-^^,Vw^j w,,

K étani un nombre fixe. Il v ient donc f ina l emen t

î̂  < Q (Q =: quantité fixe)
yWa,,

Wtsi l'on a eu soin de remarquer que -—^ a une l i m i t e pour /^ == ce
T T 2rt

('lim.^'-2^-',, n°2y
v/,=« W.,,,, c2 /
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I/inégalité précédente est fondamentale. Elle montre que la série

UQ-^T Ui -l". . .4" ^-i-. . .

converge uniformément dans tout l ' in terval le ab^ si la série

^v7+v/W2+...+v/W^+...

est convergente. Or, pour cette série, la condi t ion de convergence est
mani fes te ; on a

Si clone c <^ i, les approximations successives converge ni clans l ' i n fer-
mile aby et nous formons ainsi une intégrale

toujours positive, telle que
j(^)=: y {h) :::::: i,
y ' { a ) ^ y ' { b } ^ . o ,

et vérif iant 1/équation
^'=9(^)j0).

Si c ^> î la série
//o -h- ^i 4-. . .+ Un +. . ,

ne peu t pas converger uniformément dans F in te rva l l e a/^. En efïel,
puisque

../.
W//-=: 1 ^{x)u^x)cl.x,

'J a

la série
Wo4-Wi-+-.-4-W/,^...

( î ) La eonvor^ence uîliforine (les sérios ^^K^)' S^^'^^01 S^^^') s t c u^ )^î l <^îm<l '
o o o

co

inailièrc idenliquo à collô om{)loy6e |)our la série ^.^'(•^}"
o
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converge si la série
«i(.z-) -i-.. .-4- ^(.r) +...

converge uni formément dans ab et la première est divergente si
c > r . '

5. Ce dernier résul ta t nous permet de répondre en partie à la ques-
t ion posée au n° 1 à savoir, quels sont les intervalles ab dans lesquels
une intégrale d o u b l e m e n t tangente à O.r, posi t ive de a a h, est iden-
t i q u e m e n t nulle.

Une intégrale doub lemen t tangente à Qx, de signe cons t an t ou
var iable , est i d e n t i q u e m e n t n u l l e dans tout in t e rva l l e ab tel q u e la
q u a n t i t é c correspondante soit infér ieure à l 'un i té .

Remarquons d'abord que cette q u a n t i t é c p e u t être déf in ie comme
la l imi te , p o u r ^ = = = co, de ^W^. Cela étant , n o u s allons démont re r que
la q u a n t i t é ^ correspondant à un in te rva l l e a ^ b ^ intérieur à ab, est
m o i n d r e q u e c.

Pour cela, envisageons l ' équa t ion

d^u
^^^)

et les intégrales u^(x) et ̂ (.r) doublement tangentes a O.r, la première
en a, b, la seconde en a^ b^ Ces intégrales peuvent s'écrire

/...• ^
6u,=: [(^--^+p (,:r;,,s)]9(^-+ { P (^)9(.;)^

^a v x

6c,= ^'[(.-r-s)3-+-P,(^,5)]<?(^)^+ f \\^x,s)^s)ds,
-'H, ••'.v

on
P(,'r, s) = ̂ =^îi^^a^[^b--a} (s - X ) + 3(.^- «) (6 - 5)],

Q(^^)==P(.2.,^)+(^-5)»

^ ̂ L-^3—^ [(& - a) (,/-• - 5) + 2(^ - a) (A - ̂ ] ;
\ '-' —— a )

Ï\ (a?, s) et Qi (»'r, s) == P, + (.y — s)^ sont les polynômes P et Q où
Afin. de l'Èc, Normale, 3" Série. Tome X.VU,—AûtîT 1900. l\ 7
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l 'on a remplacé a par a\, b par b ^ . Formons la différence ^ — r, ; i
v iendra

^.«, -r /^. ^
6 ( f(, — (-1) = Q y ̂  4- ^ ( Q — Qi ) y ̂  + ^ ( P — l\ ) y ̂  -h ^ P 9 6/;

l- /r «"^i '-'.r ^ //^

11 suffi t donc de démontrer les inégalités su ivantes

P> l\ (de .r à Z^),

Q>Qi (de ^i ù ,:r).

I<^. ^

û'.' <»j «Xî 6^ /-»

La première s'éôrit

(A Ĵ,.̂  j :3(^ _ „) (, _ .,,) ̂  .,^, _ „) ̂  _ ^^

> L̂ l.̂ ..̂ ..̂  [3 ( ̂  _ ̂  ) (^ _ ,,,) ,,, ;, ( ,̂  _ ̂  ^ ( ^^ _ ^ ̂ ^

ou encore
(^ ̂ ,-) (.,,,̂  ^) (/^ _^) (.,, _ „ )
"1••1"1•LI'1'••^•-:^1••11'^^^^ ~ ..——^^^^^^^^^ ^ o ( (le ^ a /., ),

Cette inégalité est vraie pour z == /^ ; pour s; = .'r elle peut s'écrire

^.zz.^ll^Lziîll _ ̂  ' ;"tr ) ( •r - ̂  i ) .̂ ,,, ^ _ î ?^ — ^ ^ ^ — ^ ^ ,_.. ^ —. ........,,,..^,..»,,.-..^,,...,..«,,.-..,,,^,,.,.,.,,^^^^^^^^^^^ ^
,x" — a b — x a' — a^ b^ —^

Passons à la seconde inégal i té

Q > Qî ((.le a, à .:r),
c'est-à-dire

/ ^ ___ y, '\ 2 / ». /, \ 2

———^_^__L [(^ _ a) (,^._3) + 2(a; - a) (/, - s)-|

> —-̂ -̂ -̂._ï!_. [( /^ — a, ) ( ,z. — ; ) ,(.. a ( ,r — CT, ) ( /,, - s ) |.
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Elle est une conséquence des inégalités suivantes

{ b — x ) { z — a ' ) ̂  [ îr l̂Lir:̂
h — a "̂  0^ — ci^

^^lli^^ > (f t . -^)(=-^,) ( ûl ̂ lr)-
^ — a ^i — f/i

II est donc démontré que

^ i> t'i ( ^ i ^ ^ ^ ^ i ) .
On aura de même

^2> ('2Î

^^, ^2 étant respectivement les intégrales des équations

^2 rr=o(.z-)^i(,r),

^-9(.^(,.),

tangentes à 0<r la première en (a, 6), la seconde en (/<,, //,).
D 'une manière générale

^> ^'/. (^iî,^l;": ^i ),

^ ^^
et, par suite,

^ ^^
W/,= ^ v){x)u^.lx> ^ ^(..rît^^^W;/,.

*,/^ t-^^

Finalement
c —: lim '(/W/^ > c\9

n r»~. w

Cela étant établi, revenons à la question que nous nous sommes posée.
Soit y ^ une intégrale doublement tangente à O.r(a,, /^), ces deux
points é tant intérieurs à ab. Pour l 'intervalle a, b^ on aura Ci <^ c <^ i.
Les approximations successives convergent pour cet interval le et nous
pouvons déterminer une intégrale Y^ (^) positive de a^ à &, et te l le
que

Y, ( a , )=Y î ( ^ )= i ,
Y^O:=Y^).~::o,

Donc» d'après ce que nous avons vu à la f in du n° 1,
ji(^)sso.
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Une conséquence in téressante de ce théorème est qu'à V intérieur
d'un in te rva l le pour lequel ^ == i , une intégrale de l'équation

d ' - r . ,
^=9(^)7

est par/aiicmeni r/elermmée par deux points et les tangentes en cm deux
ïîoinis.

6. Il nous reste à examiner le cas où c == i . Nous al lons démont re r
que clans ce cas il existe pour l 'équation ( i ) une intégrale d o u b l e m e n t
tangente à Ox (en a et 6), positive de ci a b et non i den t i quemen t n u l l e .

A cet effet , nous ferons voir successivemcînt :
1° Que le p rodu i t

p^1^...^
<'..• c c

tend vers une limite pour ,r = co, li/ni/e (/ui est différente de zéro ;
2° Que le rapport

tend aussi vers une l i m i t e d i f fé rente de zéro quand n a u g m e n t e indé-
f i n i m e n t .

î0 Dans le p rodu i t P,^ chaque terme est p lus pe t i t que un; ce p r o d u i t
décroît donc avec - et tend par suite vers une l i m i t e pour n =: x/.
D'autre part, nous avons vu (n0 4) que

^°<Q.
\/W^

Si l'on t ient compte de cette inégalité, la relation
,.//

Wâ/,"=: ^ ç(^) u^(^)d.v,
^ ti

qu'on peut aussi écrire

i^r'^)^^.^,» f>
fn ( /•y» \

J» ' iAv,,, t/w.;,v/w,,; VWT»
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donne
r\.(.r\ utl^ rir-> î1 o (^ ) -_=^^> ^

J^ V ^ a / z <

ou encore
JV^_^ i_
\/w^ " <T

Cela é tant , de
Wi _ W, _ _W, _
Wo "~"cl ' w7 -C2Î • • • w^; "~ "^

on tire
Wn =WoCiC2. . .61 / / ,

et par suite, le rapport
Wï /,2 ^ /.2

.., "JL --•- ^V _»'.l̂  -—1-. . . . __-l'-L-......,-.
W^,/ """" () Cl 0^ CyC-, C2,,.,...l(.t^,

qui, décroît avec - tout en restant supérieur à /-^? tend vers une limite
différente de zéro. Il en est donc de même pour le p rodu i t

^l ^2 ^tt
C^ C^. C^n

car
^.£L.<^,.
Ça,-!

Or les relations
C-î _ Ci C^ C' , ,

C 6*2 C-4 <"8

€3 _ €3 Cp, 6*12

C " C'G ^12 c^

îl — £^ ^1° £lj'...
^ ^'lO ^"20 ^''lO

montrent que le produit
Ci 6*3 C;;

C C C

a même limite que
Ci C'a €4
<^ <^ ^s

C'est donc une quanti té différente de zéro.
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On démontrera de la même manière que le p rodu i t

a même l i m i t e que

Leur produi t

c2 cï ïîî
C C C

("2 C',

<•'.'. <"8

£1 c! £:i,
C C C

aura donc une l imi te différente de zéro.
2° Posons

W"^ ^ 9(.r)^r/.r,

0 U

1 1 vient
\\T> ..„.. T T / » ...„. \V ^î ^3 (1"^ .w,.,....^^w^ ^....^

D'apres ce que nous venons de voir, ~Wn a une l im i t e ( / l / J e r e n t e (le zéro
pour n = ce.

Cela étant , Finégal i tô
,.» A

/ [^ (x) \ u\, - <^ | ••+- ^ ]a^r > 0,
^^

ou a etp sont des constantes arbitraires, donne

( e ) f o ( .y ) [ ̂  — //;, ̂  | ̂ .:» < ( b — ^ ) f rf (,/• )(//;, — a,,,.,, )2 r/^
( ^ il u a

D'autre part , les deux équations

^(/4, i— ^^+1) _.. 9(^)^i "'' 'f'/i:^+lJ — •r^"^ / , / _ // •i„.,.„..,„ . . „ —, _ ... ^^^—iffi^/^j_̂ .....,.,,,̂ ,̂̂ _ _ ...,̂

(PO ^(.r) ,
d;^ ^'"""c"" ^^""•//^1^' T
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où 0(;r) désigne une intégrale doublement tangente à OJG (a, &),
montrent que

(^) ^>K4-1——<^4-1 •

En effet, l 'expression de Q(x) est

69(.r)^ ^ ̂  K- u^\[(:r - ̂ 4- P(^)] ̂
'-' //^r^1"'"-"'"^ ^>(•r-)^•'t-'a

Aux deux inégalités (<?), (r/) nous adjoindrons une troisième (n0 4) :
// , ^.

0 <^f/ j îl— \u^— u^f, dz

dont une combina i son avec les deux autres est

^
{^-^n^^<^^ I Î^H^-- <-^)2^

où q^ dépend de l ' intervalle ah et du m a x i m u m de ç(^1) dans cet
interval le .

Or
/*".,//

o ( .r ) ( H;, — ,̂,./,}" ̂ ^ ̂ - vv 2 „ — 2 vv 2 ,,,„,/, -t- > v., /,,^ yOQ (^^ — ^^+/-)2 <:/^ ̂  Wg/.— ^'^'L^-w*-'- ^a^+a/^

et, puisque W^ tend vers une l imite , le second membre est infér ieur
a toute quan t i t é ^ donnée à l'avance si n est suffisamment grand et
cela quel que soit k. Donc, en tenant compte de l ' inégal i té précé-
dente,

KH.I— ^+/.;+i 1< £<

Ainsi se trouve établie l'existence d'une l imi te pour ^(^); cette
fonction tend vers sa l imi te u'\x) d 'une manière uni/orme, diaprés ce
qui précède.

Faisons encore deux remarques essentielles.
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La limite u ' { œ ' ) ' est cer tainement différente de zéro. En eiïct, on a

r''W;,=/ y(.2;)«;,(>r)^-
^/<

et nous savons que la l imite de W^ est différente de zéro.
La fonct ion u'Çx) vérifie l ' équat ion

d > u ' _ 9 (..y;) ^
dx* ~"~~ c "'

^//<? est tan g'e nie à Qx en ci et h.

7* Les conc lus ions à tirer de ce q u i précède sont tout ind iquées .
Supposons que pour une position du po in t b, b=b^ la q u a n t i t é ^
correspondant à l'intervalle ab^ soit égale à l ' u n i t é . I /équat ion précé-
dente devient l ' équa t ion que nous é tud ions

o ïi-^y
et nous obtenons a ins i une intégrale u ' ( x ) de celle équation, non iden-
tiquement nulle, positive et tangente à Que en ci et b ̂ ,

Réciproquement, si ab^ est un intervalle tel qu ' i l existe pour l 'équa-
tion (x) une intégrale /(^), positwe et tangente à Ox en a et b^ la
quantité c correspondante est égale à l 'un i té .

En efïet , à l ' intervalle ab^ correspond une fonct ion ufÇx) positive
dans cet in te rva l le^ vér i f i an t l 'équation

^/^?^),,/
"d^ ^ "T'"' ï

et touchant l'axe des x en a et b^ De cette équat ion et de la s u i v a n t e
d^ ̂
^=¥(^

on tire la relation
,^n! ,à>^ î ^ c , , , ,p^^^^^^.^,^)^,^

qu'on' peut encore écrire ' ' "

^L( i^ ^ / r fap/ ^ du( ffiu' d^'\ ' i—c / , , ,
dx V d^ "> u "d^. { 1 dx^ ^dx M J^ Tix]^ ""'T11'11" ̂ W11 v *
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Intégrons les deux membres entre a e t b ^ ; le premier membre ne
donne rien et il reste

i--c r 1 "——— j cp ( x ) u' p7 d,x =- o,
'••' n

ce qui exige év idemment c ==. i, les intégrales î^^), ^'(.^) n'étant pas
ident iquement n a Iles.

7 &/.?. Pour calculer effect ivement la quant i té c correspondant à un
. "Wi n t e rva l l e donné ab il faut former la suite de quot ien ts ^—— et déter-" // •--1

miner sa l i m i t e . Ce calcul est é v i d e m m e n t très pénible. Mais je dis que
si. l'on peut trouver trois fonct ions c o n t i n u e s dans l ' in te rva l le ab,
soient p0r), [x(.z-) et A(^), telles que l'on a i t dans ce même in ter -
va l l e

p^.-r)—?2^;» -^(.r)

V i r Y o(r)- .^(r)+ [M r̂:̂ .̂ l̂ ^^^^/ (,z.) .-. ^^)^. p. (.̂  1 ^,^^^^^^^)

la constante c correspondante est moindre que l'unité.

En effet, des égalités

w,^ - w^ =^ [(^y - y (•r) ̂ /] ̂
/'/' ' /

0^: —— ( 1 ̂  — 9.[J.(f,/, r/;,/ 4- p ̂  ) ̂ ^

on tire
/./.

W^^-i- W^= j^-l^p^1"^)^ ^-[^--^(.zQJ^^

"}- ap^^//.^-h 3(). — P'^lhn^m— r>' V- Um^'m\ dx »

et la foriBe quadra t ique entre parenthèses est certainement posi t ive si
les inégal i tés précédentes sont vérifiées. On aura donc, dans ce c'as,

W,,, ^_ „ „ . ^ .1 ^
T T 2 W — 1

et, par suite, c < ou ==• à l 'unité. Mais on ne peut pas avoir c ̂  î . En
effet (6), on a, dans ce cas,

r ^ r d ^ u ' , , "| / ,j ^ ̂  ç ( .r ) a'\ u1 dx =: o,

Ann. de l 'K t i , Normale. 3" Série. TomeXVH.— AOOT J900. 4^
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et, en in tégran t par par t ies :

n^/- °(-1"-"]-^»-
Cotte égali té et la s u i v a n t e

[ l h (i r / > /^/ fdu'Y i ,1 / ^2 __ .̂  ̂  ̂ / .._,j, - ___ ^ ̂  „

,4 dx | ' c/,r ' \ /̂.r / J

d o n n e î i l ô v i d e m s ï i e n t l i e u à une ( 'o iUradicl ion, l ' i n t ég ra l e ^ / (<^ t ) n ' é t a n t
pas i d e n l i q u e r n e n t n u l l e . On a donc c <^ ï .

En pa r t i cu l i e r , la cons t an t e a sera. i n t é r i e u r e à l ' u n i t é si l 'on peu t
t rouver une (onc t ion A(;r) c o n t i n u e dans l ' i n t e rva l l e ah et te l le que

V— Â^ 9(.r).

Cet te dern ière i n é g a l i t é se présente dans l ' é tude analogue de l 'équa"
lion du second ordre :

(^ y
^ 4-9 (.:,/:•).)•":<,(•).

Il est in té ressant de remarquer q u e pour cette dernière é q u a t i o n , et
même pour l ' é q u a t i o n à d e u x v a r i a b l e s

A^ 1-1|1"" W ( ^ y r ) u •::"=; o,

où W(x,y) est une fonction posit ive dans un certain domaine, la con-
dition correspondante ( 2 )^-,-^-,-,„„, >„„-,.,
(^t aussi nécessaire. Si, en e f ï e t , la constante de Schwarz relat ive
à l ' équa t ion précédente est moindre que l ' u n i t é on peut toujours
choisir une q u a n t i t é positive £ assez pet i te pour qu ' i l en soit de même
pour l ' équat ion

AP-+ [^(^r) +£](^.= o<

( ï ) ^Otf PÎCAIU), TrelUé d'Anale, t. II!, p. ïo3.
( a i ) Ibid., t. 11, p. â,.(.
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Or, on sait que dans ce cas on peut t rouver une intégrale V telle que
les deux fonc t ions

y/ y/

"——^ C'-——^

soient continues dans le doma ine l i m i t é par le contour donné . Ces deux
fonc t ions v é r i f i e n t la re la t ion

OU W ,,.. . ,,, ,,/,4- _ Ip (,r ..')=;£ -i- S^-i.- B^
<Àr ^y ' "/ '

d'où i l résulte l ' i n é g a l i t é précédente .
En ce q u i concerne l ' équa t ion du quat r ième ordre i l est vra isemblable

que les c o n d i t i o n s données plus h a u t représentent des c o n d i t i o n s né-
cessaires en y a j o u t a n t toutefois que lques c o n d i t i o n s a u x l im i t e s pour
les fonct ions A, p. et p.

8. Occupons nous m a i n t e n a n t des interval les ab p lu s grands que
ab^ Pour de tels i n t e r v a l l e s nous sommes assurés que les approxima-
t ions successives, tel les que nous les avons d i r igées au n° 2, ne con-
vergent plus.

En pa r t i cu l i e r , i l n'existe pas pour ces i n t e r v a l l e s d ' in tégra les tou-
jours posùm's, d o u b l e m e n t tangentes à l 'axe des œ. Mais nous a l l o n s
déinontrer q i r i l existe u n e su i t e i n f i n i e de po in t s

^Ï-i ^;i» • • * » u'///? ' • • •»

t e l l e que l ' i n t ég ra l e y,/(^) soit tangente à ()x en a et &// et change
(/z — î ) fois de signe dans l ' i n te rva l l e ab,^

Désignons paî\y,f;x-') l ' in tégra le tangente à Qx en a et />, et posons

c,,) ::^.y\ { a " ) >- o,

^^^(^-•O:).

Ces inégal i tés sont une conséquence immédia te de l ' équa t ion (î).
Nous (.invisageons l 'intégrale y\{^} de cette même équat ion, telle

que
y^(a) ^}'{(a) ̂  o,

y{ (a) ̂  G), r^ {a) == t < a)i ;
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y^C'^) est une fonct ion c o n t i n u e de À qu'on peut d é t e r m i n e r de proche
en proche. Considérons d ' au t re p a r t i e s intégrales

ji ( x ) — y\ ( .r ) -= ̂  (... -:y ) (7- < ̂  i ) »

,n ( ̂  ) - ,) ••>: ( y ) —~ ̂ ' ( ̂  ) ( ̂  < ̂  < ̂  i ) •

Elles sont posit ives et croissantes d'après Féqua l i on (i) et d'après les
cond i t ions in i t i a l e s qui les dé f in i s s en t ; de p l u s on voi t f a c i l e m e n t que :

i° Pour À vois in de o,),,j>.(^) coupe 0;r en «z^ et x{ vo i s ins de h,

Fiff. 2.

et situés de part et d'autre de ce point; elle est positive de a a ̂ , néga-
tive de A"), il ̂  ;

2° Quand À décroî t .z^va vers la sauche et .r^ vers la droite, ̂  étant
a chaque instant le seiil zéro compris mire a et ^..

Supposons qu'il existe un poiul l/Ça//^>a/^) tel que pour l'inter-

valle /^// la quantité c soit égale a, l'unité. ( — ) ^ qui commence

par être positive, ^annulera cerUunemenl. c/ilnî b^ el b1. lin etïel, entre
deux intégralesy(^) el ̂ { x ) de l'équation ( s ) on a la relation

^Y ,^/;l)- dy d'Y dY d^yy ...... ..„„„.. Y- / - • - : ; ^rconsi -4- -/-~ -71'11--.- — . /••1"11;.1-- r^.r11 d.f'9' d.c ci^- ci.x; d x "

Prenons y ^y, , Y =^y>.; la constante est mille comme on le voi t en
fa isant a' .=" a; pour .'y ̂  /^ on o b t i e n t ta relation

f^.\
fdn\ . , \d^ A, ^^^)^r:l:r^^7^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

V^^À,

Le théorème de Rolle et l 'équation (î) montrent. , en efïet, que lesfbnc"
( ions c,ivl et c-ii,'v•l s ' annulent deux fois et une fois, respectivement,

€i..€i> 1 1 Cla'1 1 ' "•



SUR Ï/ÉQUÂTION DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ÉlASTïQUES. 38 ï

entre a et b^ et par suite

d\ri\ f^r
•-——— > 0, ——— > 0.
cix1 /^ ^ \cl^ /.^/,,

On a donc f i n a l e m e n t

~d(.-r.)] ^ f^--.nn </'•'"^r" J,,,,̂  )- [—^r "J,,,
r^(--r^1
L'~~^" J.-=^'^^--j,,^0- L----^-j,.^,05

en supposa/il que Ici fonction ( -—/'-) conserve le même sio;ne de b^ à b.,

Mais les inégal i tés précédentes sont imposs ib les , car elles mont rent
quii les approx ima t ions successives convergent , pour l ' intégrale
|-~;y^(.r)J, dans l ' i n i e r v a l l e b^l/ ou celte in t ég ra l e est pos i t ive , ce
q il i e s t é v i d e m m e n l i n c o m p a (, i ! ) I, (ï a v e c 1 ' e x i s (, i î n e e d ' u n e i n tég ra i e
posi t ive , tangente a 0.2' en b et b ' .

.11 est a i n s i é tabl i (jiie pou r u n e va leu r de À, A :="-c,o^(o)^<; oj,) ,
l ' i n t ég ra le .r^^) de l ' équa t io r s ( î ) dé f in i e par les cond i t i ons i n i t i a l e s

.r^)— y^(a)=:o,
r \ ( ci ) "= ̂ , y " ^ ( ci ) ::= o,)a,

est t a n g e n t e à F axe des .z" en a et b^Çcib^ <^€ih^<^ a ! / ) et change une
f o i s de signe dans ab^

V intégrale y ^ ( x ) ne s'annule plus à pciriir du point oc == /^. .En ef'ret,
d'^ Y\le tiléoreme de Ilolle montre i m m é d i a t e m e n t que la fonction '—— s'an-

n u l e deux fo is en t rer et b^; comme elle est négative en a e l le sera
négative poura;~=- b^: d 'autre part, •̂  qui s 'annule trois fois et est
posi t ive en a, sera négative en b^. En ce dernier point , on aura donc

j2(A)=Jâ(^) ̂ S

.r;(^)<o, y:(^)<o,
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et l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l le (s) montre que

y,{.x) <o,

pour tout p o i n t x ^> b.^

9. L'existence du po in t b^ s 'é tabli t ( l 'une manière e n t i è r e m e n t ana-
logue. Faisons parcour i r a X les mêmes valeurs , mais en sens con t ra i re ,
à part i r de o^. Nous envisageons, comme p l u s h a u t , l ' i n t é g r a l e r ^ ( x ' }
t e l l e que

y/, (a) ^^{{a)-:o,

y{ (a ) ==: G), y^ ( a) -: À ( ^3 ̂  À < r,)i ).

La considération des intégrales

.n W—y^) •~^/.(.^),

./).- ( ̂  ) — J), ( ̂  ) ̂  ̂  ( ̂ ' ) (À < À' < r,.), ),

toutes pos i t ives et croissantes d'après 1/équation ('(), montre , comme

Fig. ^

«..^•^ ^C^"""-"^^^;;l•ll-l•ll<t-lll-l•ll--—•-^ ' 1 • • ...,.--t»,—.̂ -,.,..,,.,.-.(...
^'

p l u s l iant , que pour A vo i s in do o),, Ji(^) a la forme i n d i q u é e en
p o i n t i l l é dans h/ig. i ; que, de p lus , les po in t s x^ ^{ vont vers la
d ro i t e , le po in t a a l l a n t vers la gauche. Soit h' le po in t tel qu'il existe
une intégrale pos i t i ve t angen te a Ox en A. et / / . La dérivée ( f / y )^ y^///-\^/,;"
nu/em certainement entre 1^ et / / . En ef fe t , on démont re comme p lus
h a u t que

\ ' (d^ >o/
\^/r==^

Si l 'on ava i t (•^j_ '50, les approximat ions successives conver-
geraient pour l ' i n t e r v a l l e b^Y, ce qui est absurde. Soit

x'{ :=: 63 ( ab^ < ̂ À^ <.aï),
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le p o i n t de O.x* pour lequel ( - u ] s ' annule ( '). L'intégrale y;, (;r) ainsi
\ ax } x\

obtenue est t angente à Ox en a et b^ et change deux fois de signe dans
l ' i n t e rva l l e 0^3; de plus le théorème de Rolle montre qu'elle ne s 'an-
nu le p lus à par t i r de .2' == b^.

Le r a i s o n n e m e n t est é v i d e m m e n t général et le théorème énoncé se
trouve a in s i complè t emen t é tab l i .

Faisons encore une remarque qu i n o u s sera très u t i l e pour ce qu i
va suivre . So ien t cih^ l^V^ ^\V\^ • • • l^s in t e rva l l e s pour lesquels les
nombres c correspondants sont égaux à l ' un i t é (un que l conque de ces
i n t e r v a l l e s peu t être i n f i n i ) : on aura

, . .„„..,. ( / / . .~ i )
a/>,/< ah^ ^ir:=:. 2, 3, . . .).

II.

d^ vÉtude de l'équation - ,""^ rr : /»•©(.r)y.

'1,0. Dans cette section nous envisageons les équations de la forme

r/'« v
(0 J^-^(^)7-

où /c est un paramètre a rb i t r a i r e e t^( . r ) une f o n c t i o n con t inue , pos i t ive
et di( Ï<ïrente de zéro dans un i n t e r v a l l e ab. Dans tou t ce q u i va su ivre
cet i n t e r v a l l e restera le même: nous ferons varier le para me Ire k et
nous déterminerons les valeurs de ce paramètre pour lesquelles il existe
une in tégrale de l ' équa t ion correspondante tangente à Ox en a et 6.
Nous verrons dans un ins t an t q u e toutes ces va leu r s sont réelles et po-
sitives. Pour de telles valeurs de k, posons

^ = ̂
lw^

/;. - 1

( 1 ) Les deux points .'r/,, ̂  seront distincts, une intégrale doublement tangente à 0^ ne
s'armuhmt plus à partir du second point de contact (théorème de Rolle).
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où, comme dans la sec t ion 'précédente ,
,̂

W^ =-r ( f^(x)U'^ix,
J,,

Prenons u^ == i ; les autres fonct ions oseront- détenninées p a r l e s
équations

- ,—. ^^^(..r)^^,
^r^

c/4 /^
-^-:^y(.r)^,7^

^=^(.)^-..,..-.

les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s et finales étant

u'^ (a) = ̂ fn(^) ̂  o,

^;Jry) du',, (h) ^.,........̂ ,̂,,.,,..... .„,,, ^

pour m == j , 2, . . ..
Soit ( l t la l i m i t e des quant i tés ̂

Si c désigne la l imi te des quan t i t é s c^

.. ^ W//

relatives à l ' équa t ion
On - ̂

les égalités

cf^r , .^^(.r;y,

U,-:: U, -r: ï,

d^ u\ — A" ̂ i1)
"11-1'''""'1''''11'1"11'1111'^411''111'~^^^ 0.

d ^ { u ^ ^ k ^ u ^, ^ ........................,,..- ;̂ ^ ^^
^r4 1 '
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donnent, si l'on t ient compte des conditions in i t i a les et finales,

U\=:/.U^ ..., U^-=zk^U^.

La valeur de c^ devient alors
Wr - ' — T T tt .__ î

^n — ~^\T~f—— — '^^n
" n-\

et, par su i t e ,
C' = Â-C.

11. La relation précédente montre que pour k<^ l- les approxima-
t ions successives convergent dans l ' in terval le cib et que, par sui te , une
intégrale doublement tangente à l'axe des x dans cet in t e rva l l e est
identiquement nulle. Au contraire, pour

'équation
^r / / x^=^9(^

admet une intégrale tangente à O.r en ci et b et cons tamment positive
dans cet in t e rva l l e . D'autre part, nous avons vu (n° 9) qu'une équa-
tion telle que la précédente admet une intégrale tangente à Ox en ci
et b^ ce dernier p o i n t étant à droite de x == h, et que, de plus, cette
intégrale change une fois de signe dans l ' in terval le ab^

Cela étant , faisons croître k à partir de la va leur k === k^ Nous aurons
deux intégrales telles que aWb' et bWb"-, ces intégrales n 'é tant déter-

B'
V

Q"

minées qu'à un facteur constant près, Je puis les figurer l ' une au-dessus
de 0<y, l 'autre au-dessous, k con t inuan t à croître, le point b' mar-
chera vers la gauche et le point /// vers la droite. I l arrivera donc un
moment où les points è'et b" coïncideront. Soient k\ la valeur de k pour
laquelle ceci a lieu et f:S le point de contact commun. Les deux i n t é -

Amv.de l'Èc. Normale. 3" Série. Tome XVir . — SEPTEMBKE 1900. ^9
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grales aB'R, bW^ ne forment jamais une seule et u n i q u e intégrale.
Mais, d'après ce que nous avons vu au n° 8, l 'équation

^-^9(^)7

admet une intégrale tangente à Ox en a et p', ce dernier p o i n t é tan t
tel que

^<<^37<<^;

de plus, cette in tégrale change une fois de signe dans l ' in terval le cib,
En résumé, le second poin t de contact qui pour k = /c^ était en b^

c'est-à-dire en dehors de l ' intervalle ab, est venu p o u r / c = = / ^ en p',
c'est-à-dire à Finte'rieur du même intervalle. Comme il varie d'une ma-
nière continue avec le paramètre k (1), i l a dû passer en x == b. Nous
obtenons a ins i une" valeur de k, À = = ^ , plus grande que À, et plus
pet i te q u e A p pour laquelle l 'équation

(^ y

^=^y(^)y

admet une intégrale tangente à l'axe des x en a et b, changeant une
seule fois de signe dans ab.

Le raisonnement est évidemment général. L'équation ci-dessus
admet une intégrale tangente à Ox en a et b^ (06^ <o&) et changeant
(n — ï.) Ibis de signe dans l'intervalle a^"< D'autre part, on peut
prendre k = k' assez grand pour que, relativement à l 'équation

^.=^(^

la quanti té que nous avons désignée par a^"^ (n°9) soit plus pe-
tite que ab. On aura donc pour cette équation

ff^P < 'ab.

Cette inégalité, jo inte à la su ivante

Tily > Tiî,

( 1 ) ^wriô ïi<l 19.
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montre que le point de contacta est venu à Vintérieiir de ab pour
k ^ k ' 9 , comme, d'autre part, il varie d'une manière continue avec k,
il a dû passer par le point x == 6.

L'existence d'une suite i n f i n i e
Â"i, Â'2, . . . , / ' „ , . . .

de valeurs de k, pour laquel le l 'équation
d' y î l N-—— -=. k o ( ;z- ) y
< .̂z'4 T v

admet des intégrales tangentes aux deux extrémités de l ' i n t e rva l l e ah,
se trouve ainsi complètement établie. L'intégrale y (.r) correspondant
à k == k,t s 'annule Çn — i) fois entre a et 6,

12. Les quan t i t é s k^ peuvent aussi, être définies comme les racines
d 'une équa t ion entière que nous a l l o n s former. Pour cela envisageons
quatre intégrales dist inctes de l ' équat ion ( i )

jy(.r, /•), yi (.r, /*•), y^ (.y, k), y^ [x, /c),

prenant a i n s i que leurs trois premières dérivées des valeurs /^///W-
riques a rb i t ra i rement données; nous supposerons ces valeurs simple-
ment assujetties à rendre d i f fé ren t de zéro un certain d é t e r m i n a n t
bien connu. Les quatre fonctions ci-dessus sont, d'après un théorème
connu, des fonct ions ent ières de la variable k.

Cela é tant , une so lu t i on que lconque de l 'équation (i) est de la
forme

y = cojo,+ <^yi ̂ - ^72 -+- ^3.73,
où c^y, c^, c^ et c;, sont des constantes arbitraires. Les va leurs de k qui
nous intéressent sont telles qu'on puisse déterminer les constantes c,
non taules nulles, par les conditions in i t i a l e s et finales suivantes

j (a)==y(Z>)==ô, y (a) =y (&):=<);

elles vérif ient donc l 'équat ion
y^a, k) . . . y^ {a, k)

/o(^^) • • • y.^71') ^
yo(M') . . • j 3 ( ^Â- )
y ' , {b , k } ,.. y , ( b , k )
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Le premier membre de cette équation est une fonction entière de k
qui s 'annule cer ta inement pour l 'une quelconque des valeurs k^
k.^ . . . , /^, . . . . Il est donc établi que k,i augmente i n d é f i n i m e n t avec //.

Cela é tant , l ' équat ion
A =: o

n'admet pas de. racine négative. En effet, y(«^) é tant une intégrale de
l 'équation (2) tangente à Qx en a et b, la relat ion

j y [^ — ^?(^)jj ̂  ̂  o

donne , en intégrant par parties,
/^T/r^vV "i
/. [(^.)-^^2J^=0•

Cette dernière égalité est impossible pour des valeurs négat ives du
paramètre A.

Pare i l l ement , ' l e s racines de l 'équat ion A ̂  o sont toutes réelles. En
ofÏel;, supposons le contra ire. Soient

k r= V -h ik'1

une racine imaginaire et
y = ifi 4" idî

l 'intégrale correspondante, tangente à Ox en a et b. L'équation

r/'i^^=(^+rt^^

se décompose en les suivantes
cl1* u
-^T = ̂ ?(^) ^i - k^{^)u.,,
//4 ^

^^2 ̂  ̂ y (^) ̂ i -+- k' y (.r) ̂ ^

Mult ip l ions la première par — u.^ et la seconde par ^ ; i l v ient , en
a jou tan t les résultats^

u^^u^^/c^WW+uï).
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Or, le premier membre de cette égalité peut s'écrire

d d3 lu d'^u^ d.Ui cl^u.^ du^ d^u^
dxV11^ ""^"Z^ clx dx2 djc dx1

et l'intégrale de cette quantité, prise entre a et b, est nul le . Nous pou-
vons donc écrire ^

o •== h" f o ( a- ) ( ti^ -+- ^j ) dx,
t.-' „

et cette égalité n^est possible que si k" == o, l'intégrale y === ^i -4- iu^
n'étant pas iden t iquemen t nu l l e .

13. Considérons m a i n t e n a n t une intégrale Y(^) déterminée par les
cond i t ions i n i t i a l e s et f inales suivantes :

Y (a)=A, Y (ZQ-==:!$,

^(0)==^, ^'{b)-=W.

D'après ce que nous venons de voir ( numéro précédent), cette inté-
grale considérée comme fonction de la variable k est une fonct ion
méromorphe dans tout le plan de cette variable, ses pôles é tan t ^.,
/c^, . . . , k,^

Tous ces pôles sont simples. En effet, envisageons quatre intégrales
distinctes jo, )\, y^ ety;{ de l 'équation

^=^(^)y.

Nous prendrons, ce qui est ici possible,
y,(a)=jo(&)=o,
y,(a)=^(^)=o.

Les valeurs, pour x == a, clé y,, y^ Va ̂ > • • • 7 ̂  sont ̂ ^ (le

telle sorte que le déterminant

ô yi(^) y^W y^W
o y[W y,(a) j, (a)

y'^a) ..... ..... V^W
y:(a) ..... ..... y'IW
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soit différent de zéro. Prenons, pour s implif ier l 'écriture,

}^{a)=:y[(a)-==:o,
y^a)=o.

Le déterminant précédent devient

-y^t^îy^^)^^^)^^^)-^;^^).?-^^)];
i l sera supposé différent de zéro.

Cela étant, prenons, pour les intégrales Y,, Y < , Y^ Y, de l 'équat ion

cl^ŷ  ==(/",. -.(-.£) y (x)y,

les mêmes conditions init iales respectivement que pour y^ y\ i 7a e ty^ .
Toutes ces intégrales sont , d'après un théorème connu , des fonct ions
entières de £; on aura donc les développements

Yo^jo+syi/'+^yi^-h...,
Y^=7l4-£yfl l)•+•Êâ.y{,â)^...,
Yâ = jg 4- sy^) -h E^y,^ 4-. . .,
Y3=y34-£7in4"Ê^ Î+...,

les différentes fonctions^^y^,..., j^,j^,.., s ' annu lan t pour ^ == a.
Revenons à l'intégrale Y(^),

-Y (^) == CoYo 4- CiY, + C,Y, + (VY,,

les constantes Co, C,, 0, et 0, devant être déterminées par les con-
d i t i ons

Y(a)=A, y(a)==A/,
Y ( ^ ) = = B , Y / (6 )=B / .

Ces quatre équations peuvent s'écrire, si l'on tient compte des égalités

.yo(^)=jo(^)==û.
jo(^)-=y;(&)==o,
Ji(^)==7'i(a)==o,

72(0)== o,
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C,y,(a}^A, C^(«)+C3j,(a)=:A',

C«[ej»"(&)+...1 +Ci[7i(&)+£yV'(6)+.. . ]
+C2[j2(6)+...]+C3[j3(6)+...] =B,

^•^+•••]+c^m+V+•••]
4 - C , [ y , ( ô ) + . . . ] + C 3 [ 7 3 ( ^ ) - ^ • - • ] = B / .

Les constantes Ça et 63 sont donc indépendantes du paramètre s,
tandis que Co devient in f in ie pour e === o. Ce dernier point sera un pôle
simple si l'on a ,,,,)̂ -,,,(̂ ,̂

Nous a l lons voir qu'il en est certainement ainsi- A cet effet, écrivons
les deux équations

f]'^ ̂  fîh ,/( 1 )
^?.+e^ -(_ . . . =(A-,+£)y(^)(^-|-^'+...),

//4 ̂  //4 />/( 1 )

^+8^ê-+•••=(/r^+£)y(;l;)(J/l+£ylll+•••)•
Les termes indépendants de £ donncnl lieu aux équations

^-^(^Jo,

^==w^
de même, les termes en e dans la première équation devant être
égaux, on obt ient

^^^k^Wy^-^^Wy^

De ces trois dernières équations on tire les deux suivantes :
<^yi d^ _jo -̂ r —yi ̂  -• ̂

- ^Zon^y(t)^ZÊ-<p(^)^
^o^tor ^ d^ ~"<?^/^"

Intégrons la première entre a et 6 en tenant compte des conditions
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ini t iales et f inales : il vient
dy,W d\y,(b) ^ ^ y , { b ) _
'~'~dx^ ——^--}^) —^— - o.

Le même calcul appliqué à la seconde donne

^^-^W^P=A(^<-^-.«- /ii

La première de ces deux relations montre qu'on ne peut pas avoir
y^ (6 ) == o; en effet, les facteurs y[{b) ( i t y ' ^ ( b ) é tan t ce r ta inement dif-
férents de zéro, les deux quant i tés Ji(&) e t ^ ^ ' - ' ' s ' annu len t en morne
temps. Si donc ji(6) était nu l l e , l ' intégrale yi(<r) ne d i f f é r e r a i t
dejo(.z?) q'ue par un facteur constant , ce qui est contraire a u x hypo-
thèses faites précédemment.

On tire ensui te

'^^t6)^''-^1''-)^]-^.'/-)/'''^.-)^'-^
La q u a n t i t é en t re parenthèses ' est donc eanenlidiemeni d i f fé ren te de
zéro.

i4. I n d i q u o n s que lques propriétés des nombres ki et des intégrales
yi{x) correspondantes. Soi(j^(^) l ' intégrale de l 'équat ion

//'*v^=^(.),,
doublement tangente à O^(a^); soit, de même, rp(<r) l ' intégrale
analogue correspondant à À= k^ on a la relation

^
] 9(^)ja(^)jp(^)^=o (^^(3).

^/t

La démonstration est immédia te» Les deux équat ions
<ra , / ,
'Ïte^^ aîvz>}yay

rfS-p
'j^=./c^(^)r^
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donnent
r1' ( (i^y ^YrA r1'

1 ^^^-^"^^^^(^-/^^^^ | ̂ (x)y^{x)y^x)dx,
*•' a v f t/ a

Le premier membre est nul, et dans le second ky^ 7cp; il reste donc la
relation annoncée, qui est fondamentale pour ce qui va suivre; elle
permet, en effet, de développer une fonction arbitraire soivantles inté-
gral es ya(^)-

15. Indiquons encore une conséquence du théorème établi au n° 13
et dont nous aurons à faire usage bientôt. Considérons l'équation

(Q ^=:Â-9(,^).y^¥(^),

et cherchons son intégrale qui touche Qx en a et 6. Soit zÇx) une
intégrale quelconque de l 'équation (i/) et Y(a;) l 'intégrale générale
de l 'équation

^=Â'y(^j.

L/intégrale que nous cherchons sera
j==Y(^)+^) ,

avec les conditions aux limites
Y(a)==-^(a), Y/(a)=-^(a),
Y(ô)^~^z{b), Y7^)^--^).

D'âpres ce que nous avons vu plus haut, l ' intégrale Y(^) ainsi
déterminée admettra, en général, les points A = = = / ^ pxmr pôles. Il en
sera donc de même dey(.x?). M.ais nous allons voir que, si l'on a

^
^ T(^)ja(^)^=0,

^ { i .

le point k == ky^ ne sera plus un pôle deyÇx).
En effet, pour k voisin de k^, on peut écrire

y^ r.—r "+^o-+-^ (/<•--• ^a) -+-•..,A — A %
Ânn. de l'Éc, NormaU. 3e Série. Tome XVÏÎ . — SEPTEMBRE 1900. 5o
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les fonct ions U(.r), a^(cc), a^œ\ . . . 9 IT^), d^x), . . . s ' annulan t
pour x == a et x == &. Ecrivons l 'équation (ï/) sous la forme

^ = (A- — Âa) y (^)y -ï- /.a9(^)y -+- V^),

et remplaçons y par sa valeur précédente; on obtient a ins i les deux
équat ions

^-^(.)IJ,

^°=9(^) I Î+Aa9(^)^+^(^) .

Delà première on tire, si l'on tient compte des condi t ions ini t iales
et finales,

U^Cja(^),

C étant une constante. D'autre part, mu l t i p l i ons la première par a^, la
secon-de par — U, et ajoutons les résultats; "il v ient

^-^—^^-u^w.
L'intégrale du premier membre^ prise entre a et h, est n u l l e ; i l

reste donc la relation
./. ^

^ 9 ( x ) U2 clx -h ^ U ¥(.z-)^r :::::: o,
»-7a ^ / f

qu^on peut aussi écrire

r' r1'(? j y ( x ) jâ dx +C W ( x ) /a d^f = o.
«•• a *" tï

Or, le second terme du premier membre est n u l par hypothèse;
r 1 9

d'autre part, ^ ^Ç^)yidx est une quant i té essentiellement différente
J d

de zéro; il f au t donc que l'on ait Cs=o, c'est-à-dire

U s o,

et le point k s= k^ est, un point ordinaire d e y ( x ' ) .
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16. Reprenons les no ta t ions du n° 13. Nous avons désigné par Y(.ï)
l ' intégrale de l 'équation (i.) déterminée par les condi t ions

Y ( a ) ^ A , T ( a ) = : A ' ,
Y ( ^ ) = = B , T^)^:!^

et nons avons vu que la fonct ion a ins i déterminée est înéromorplie par
rapport à k, ses pôles étant À',,, £>, . . ., k^ . . .5 et que, de plus, tous
ces pôles sont s imples . Il s 'agi t , dans ce qu i su i t , de dé te rminer sépa-
rément chacun de ces pôles.

Pour cela remarquons que, t a n t que k est infér ieur à A'i, on a pour
Y(.r) le développement

Y(.r) =: ̂ -i~ fi,I( + uJ^^r. . ..

Les dillerontcs fonctions u ( x " ) vé r i f i en t les équa t ions d i f fé ren t ie l les
que l 'on obt ient en portant l 'expression do Y(.r) dans l 'équation (i)
et en. i d e n t i f i a n t dans les deux membres les mômes puissances d c / c . Ce
sont les suivantes :

(Ptl^ €^l^ d^U^
^, -o, ^ =.cp(^^ ..., ^, ==cp(.r)^^,

1. e s c o n d i t i o n s a u x 1 i m i fcc s é ta n t

^ y ( a ) r . = A , ^(«)=A. / ,
^ ( ^ ) = B , ^,(^==1^

u^a) = i î i { b } := u'i{a) = ̂ •(^) == 0 (^'^ ï ? â? • • - ' ) -

Envisageons les constantes
../.

IJ/^ .:= f U^ ( X ) Un ( ̂ ' ) y ( ̂ " ) ̂ ,
*Jfi

analogues à celles que nous avons considérées au n° 2 et où ̂  était
égale à l 'unité. Actuellement, u^Çx} est une véritable fonction de x et
peut changer de signe dans l ' intervalle ab. De même, les autres fonc-
tions u{x) peuvent ne pas garder le môme signe dans tout l'inter-
valle ab. Mais nous allons voir que tous les Un sont positifs. En effet, on
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a, en intégrant par parties,

u - r^dïuîî^
^ J , dx^ dx1 ax

^
=: f t^u/i-i ̂ {x)dx

J a

et, par suite,

U^ Çu^{x}dx., U,̂ == f (€!!^Y^.
v (i ^ (i v ' /

Cela étant, les inégalités

J'(a^+P^O^(^)^>o, ^^a^+Pd^y^>o

donnent (n° 2)
U i . U , . ^J^^
îî<; - ^ < - - - - U ^ ^ ' " " '

Le quotient —L- ne peut pas croître indéf in iment , lin effet, suppo-u/i—i
sons qu'il en soit ainsi ; la série

(a) Uo4-U,/ f4-^U• 2+. . .

sera toujours divergente. Or, cette série peut s^écrire
^

1 UQ ( UQ 4- Ut k + . . » -h ,̂̂  /^ -h . . , ) 9 ( .•2" ) ̂ :1,
^ti

et cette dernière expression a une sens parfaitement déterminé pour
k<^k^ Le rayon de convergence de la série (a) est donc égal à k^ et,
par suite,

lirnVu;̂
n == w A 1

D'autre part, envisageons l'équation

dto / M 1^=9(^)|^_,|,
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les valeurs initiales et finales pour 6(o?) et Q^) étant nulles. Nous
aurons (n° 6)

0>K|.
Or on a (n° 4) l 'inégalité

^
0<q (p(^)|^-i(^)|^

^^

q étant un nombre fixe; il vient donc
b

\Un\<q j (f{œ')\Un^(x)\dx,
^ fi.

ou encore ^
^(^)<<7i j (û{x)ui^{x)dx.^?,(^)<<7i / 9(^)^Li

De cette dernière inégalité on tire

Jt? l̂! < Q (Q == nombre fixe),
v/u^

c'est-à-dire

Les deux séries

lim'v/l^l^lim'^U^.lim ̂ a^Um^u^
ft =; <X» /Ï S== 00

^0 + ̂ l /C + . . . 4- Un ̂  + • • • »

Uô^ Ut / C + . . . +-U,,Â^ -+-. . . ,

ont donc même cercle de convergence et l'on obtient ainsi pour j

-Hm^
/Cl ^0=^

17. Passons au calcul de/^. rintégrale Y(^) admet le point k = k,
comme pôle simple; soit u! son résidu (à an facteur constant près); la
différence

Y^)-———k
x"!;

est une fonction méromorphe de k et dont les pôles sont/^, ^3, ...,
k^ ....
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On peut donc écrire

Y (^ ) = —(——, -1- (^o 4- (•'1 lï -i- . . . -h ('/, /^ -}- . . . ,

'"' ̂

la série du second rïiem.bre é tant convergente jusqu'à k == A2-
II est aisé de former des équations différentiel les vérifiées par u f ( x )

et les vÇx). En effet, on a év idemment l 'égalité

p^/^.-
^ï

d'où l'on tire

c'est-à-dire

d'1 p// cl'1'u^ ï ^''//'/

'T/^ ̂  "dy "~ 7^ n^1''
y ^ c T rw4//" • /( / \ 1 \ ' " i{ i / \ id ' ^ " ( \ l \^u!

^^"•~"nll/;/^î-l~ T^Ydï^^=?(^)^--^[^r"^9(<ZO^

La parenthèse du second. meîTihro est n u l l e , comme on le voi t en
portant l'expression précédente de Y(.'x') dans l ' équa t ion difl'éren-"
t i e l l e (î). On o b t i e n t a i n s i les équat ions

^^^^(^^

^——^^(.•)^,

^^ / ,
^T==9(^)^

^:=cp(^)^,,

les conditions aux limites étant

a1(a) = ̂ (//)=:o,
^/(^) _ ^/(//).̂.—— ^— ——_«,— ^•^" c^

a.;x' a.z'*

^ (a )=A, ( ^ ( ^ Î ^ A ' , t^(a) =: t ^ (^ )=o ,
1^(^)1= IB, ^ ( ^ ) ^::ir,1 ^ (^) ̂  ^(^)=::: o
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Si l'on forme les constantes
•̂

v/, •==- j ('o ( ̂  ) ̂ . ( ̂  ) y ( ̂  )d x^fj ,1

on aura, comme précédemment,
j _ V/,— - — , m n ^ — •

/* 2 il = w , • /l— 1

Le calcul, précédent nous donne en même temps l'intégrale u ' Ç x )
tangente à l'arc Qx en a et b, car la série

î'o-i- FIA- +. . .+ v,,^-^. - .

é tant convergente jusqu'à k = Ag >" /^, on a

j im(^/cï)=o,

et l'égalité
^ = ̂ -/, — -,^

"i
montre que

/ / /=l im(^Â^) ./it = <»

Pareil lement, p o u r ' a v o i r / f y , on écrira

^ V 1 /y (,r) := ———.- + ———.- + (^o 4- n-'i A" -1- .. .,
î—— — ï — z-A l A a

et l'on aura
ï ,. W/,—=lim^—,

/* 3 «'„-: co T T /i—l

où l'on a poséy comme plus haut,

r1'W,, = ^ Wo (^) Wn {x) 9 (^) .̂r.

De même, l'intégrale v\x} tangente à Ox en a et b et changeant une
fois de signe dans l'intervalle aby sera

^==lim(P^A1).
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Les autres valeurs de k s'obtiennent (Tune manière identique, ainsi.
que les intégrales correspondantes, tangentes à Qx en a et b.

18. Avant de terminer l'étude de l 'équation (i), indiquons encore
une propriété des nombres Â^.

Les valeurs trouvées précédemment, et qui définissent les k^ comme
limites de certains quotients, ne nous renseignent en rien sur l'ordre
de grandeur de ces quantités. Ce qui va suivre nous montrera que /^
croît au moins comme la quatrième puissance de n.

Pour cela, faisons d'abord la remarque suivante : l 'intégrale de
l'équation

d^z _
^-^

tangente à l'axe des «rà l'origine et s 'annulant pour .^== À, est, à un
facteur constant près,

z ̂  sin x ( è^ 4- e^ — 2 cos À ) 4- eus x ( c^ — (^ 4- 2 sin A )
4- c^(cos). —• sin). — e ' " ^ ) 4" e^Ç^ — COSÀ — s inÀ) .

Cette intégrale sera tangente à ()x en oc == À si l'on a la re la t ion
^4, ^.~A

/"* f'\ U, f •»mmu»w»w ^Wf »<.,il U 3 1\ "~™~««-*»~""«««''~" ^——. 1 ,

2

Posons

On trouve

^4^->.
/(?.)= COS À-——

, eÀ—^"" l• )• . , ̂ 4- (r^/ ! ( A ) = = cos?.-——— — sin À

/^(/^—sin?^1—^).

A laide de ces formu-les on vérifie immédiatement les inégalités

2 [m < 7^ < a [j^i 4- - ?
îï

TT
( 2 ̂  4- J ) TT -h - < Âîip.+.i < ( 2 /J. 4- ,1, ) 7: 4- TT,

•&

o ,̂ À^désigne la ^ièlûe racine de l'équation /(^) = o. L'intégrale cor-
respondant à \ ==== 'X,/, s'annule {n — i) fois 6y^r^ ses points de contact
avec0.r,
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Si l'équation donnée est
d^z __
^'-"""c^

c é tant une constante, on la ramené à la forme précédente en posant

X'
^=^=-

\/c

Si donc une intégrale de cette équation, tangente à Qx en a et p^,
s 'annule Çn — i) fois entre ces deux points, on aura

a^=^.
\/c

19. Cela étant, nous allons démontrer le théorème suivant :

Sou yn F intégrale de F équation

d^ r / ^(Q Té^^y-
tangente à Qx en a et b^ et s annulant (n — \) foifî entre a et b^; sou,
(F autre part, z^ F intégrale analogue {tangente en a et b',^ de F équation

(,) ^=^(^)..

Si\ dans F intervalle ab^ on a
91 (<y) >?(.'y),

on aura aussi
ab^<.abn,

II suff i t évidemment de démontrer ce théorème pour une variation
inf in iment petite de ç(^)»

o < y i ( ^ ) — y ( ^ ) < £ ,

en faisant voir, en même temps, que le nombre de zéros se conserve.
ï° Soient (d^ ^>o, te) =^<o,

\ dx^ /^a \ dx )^a
Ann. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome XVÏL — SEPTEMBRE 1900. t)!
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et considérons l ' intégrale y(^) de l'équation ( î) définie par les con-
di t ions

j(a)==y(a)=o,

y'(^)=:co, . ^(a)=0>û),.

La différence y — r^ vérifie l 'équation (ï) et les condit ions init iales
montrent qu'elle est positive pour oc ^> a. El le coupera donc l'axe des x
en deux points A et [± aussi rapprochés de b^ que l'on voudra si 9 est
suffisamment voisin de o-), ; de plus, l ' intégrale y est posi t ive de 7^ à [M.

Fig. 6.

À^-—

^yn,^

Envisageons, d'autre part, l ' intégrale ^o(«^) de l 'équation (2), tel le
que

z^a)=^(a)^:o,

4(^)=G), 4(a)=0.

Pour s su'iïisammcntvoisin (le zéro, l ' intégrale s^Çx) sera i n f i n i m e n t
peu différente de j(*r) et , par sui te , de ,y^(^). El le coupera donc
l'axe des ;r en deux points À\ p/ très voisins de À, [x et, de plus, l 'in-
tégrale

..Cn

j ^y/J?!^)--?^)]^'•'«
sera certainement positive.

Cela é tant , pour une valeur 0 ^ de 0, 0^ -< 0, l'intégrale -^(^) cor""
respondante sera tangente à Ox entre V et p/. En effet, considérons
la solution z y Ç û c ' ) de l 'équîition (2) telle que

5o-(a)=4(â)r=o,

4(a) =6), 4(^)=^<0,

Û' étant très voisin de (L'La différence ^o~- zy est constamment.posi-
tive ; donc ^o enveloppe sy de "-V à p/. Cela suffit pour étâl:)lir que le point
de contact b^ sera entre X' et ps/ et, par suite, aussi, rapproche de bn que
l'on voudra.Nous obtenons ainsi l'intégrale ̂ ((r) ^ont Ie second point
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de contact avec O.resten b1^ Cette intégrale sera aussi voisine que l'on
voudra de j^, pour tout point x entre a et b^ En effet, soit b\^ un poin t
quelconque entre b^ et V^. On peut former effectivement deux inté-
grales ^o15, -4° ayant en a et b\^ a in s i que leurs dérivées premières les
mêmes valeurs, respectivement, que ^ -^o, et l^^s dérivées pre-
mières. Ces dernières valeurs coïncidant ou étant très voisines, s^'
et -sfj0 différeront infiniment ï)eu pour tout point x entre a et b^ '. Mais je
dis qu^on a

^ ( 1 ) __ „ _ ( ! ) __ ^
"0 ^—-(p -Ot ^ "ûi-

En effet, dans le cas contraire , l 'équation aurai t deux intégrales
y,^ Y^, respectivement tangentes à l'axe des x en a et b^\ en <2 et b^
les points &^, /^ é tant in f in iment rapprochés. Par un ra isonnemenL
ident ique à celui du commencement de ce numéro , on remplacera
l ' intégrale Y^(,z?) par une aut re %/,(^) i n f i n i m e n t voisine de l ' inté-
grale Y,,(^) et coupant ()x en I/^ et f^, ces deux derniers points étant
situés de part et d'autre de b^\

Or cela est en contradict ion avec l'égalité

(Z,^ - y,Z:+j,Z: - Z,j:)^ =: o,

qui donne (Z;,).,,^= o.
Il est a insi démontré que si 6 est suff isamment petit, l 'intégrale ^o,(^')

diffère i ndé f in imen t peu de z^x) et, par conséquent, dey^(;r), et cela
pour tout points entre a et Z^. Jisenmù que la quantité

^n

j .r/^o.[(pl(<^•) — ̂ W\dxj (i
est. positive

De ceci on déduit sans peine que le points == b'^ est compris entre a
et bft, c'est-à-dire que

ab\,<ab^

Car, 8i l'on suppose le contraire, la relation

^
(y,4^^y;-+-^7;-j,^)^= / yn^iW - ?«1 > o

J a
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est impossible, comme le montrent les inégalités

y^W-==y\,(a) ==o, ^(^)==y^,(^)==o, j^(a)== ̂ (a) =Q^

yw<o, y:(^)<o, ^)«^ ^)>°-
2° Le nombre de zéros reste le même quand on passe de,y^ à ̂ . En

effet, le contraire reviendrait à admet t re l'existence d 'une intégrale
tangente à Ox en deux points et s 'annulant après son second point de
contact, car notre courbe ne cesse pas de couper l'axe des .rentre À
et [x. Or, cela est impossible d'après ce que nous avons vu au n° 9.

20. Il ne reste p lusy pour obtenir le résultat annoncé, que d'ap-
p l iquer le théorème précédent aux deux équations

^^ç(^

^=^M..

Dans la seconde de ces deux équations, M désigne une quan t i t é
supérieure à ç(^) pour tout point x de l ' intervalle ab. On aura donc
l ' inégal i té (n018)

b-a> ?—,
V/ÂyM

d'où l'on conclut

c'est-à-dire

si n est impair, et

A '•"s,. et

1-n^JJ^^^

^ (2/^î)^

^^TôM'Cï'-ay5

/ s. (an)4 7^/^> ̂ ^^^^^
'^ i 6 M ( 6 — a )

si n est pa i r . On aura donc dans tous les cas l'inégalité

l!n>^n^

où ^ représente une quantité fixe.
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III.
21. Soit

W=r/(^),

la courbe représentant le fi let moyen d'une verge élastique que l'on
abandonne sans vitesse ini t iale. Cette ver^e sera supposée encastrée
en deux points a et b de l'axe des oc. En se bornant à de petites défor-
ma t ions le mouvement de vibration sera le même pour tous les poin ts
d 'une même section droite et il suf f î t , par su i te , de considérer le f i le t
moyen. On sait qu'à un instant que lconque l 'ordonnée d'un de ses
points vérifie l 'équation aux dérivées partielles

^W , ,^W
4. rp(.y) ———— = o,

Ox* ' / àt1

où î)(^) dépend de la vitesse des vibrations long i tud ina les et du rayon
de gyration de la section Çx, ,x + dx) autour d'un axe mené par son
centre de gravité perpendicu la i rement au plan Wô*r.

Nous chercherons à sat isfaire à cette équa t ion par un mouvement
pendu la i r e d 'ampl i tude variable y

W:=y(.r)cos^,

en déterminant convenablement la fonc t ion j(^) et le paramètre k. Si
l'on porte cette valeur de W dans l 'équation d i f fé ren t ie l l e on ob t i en t

d'^Y y / N
( ï ) ^'=/ky(<y)y-

La verge étant encastrée par ses deux bouts, il faut avoir pendant tout
le mouvement

W(^Q==W(M) =o,
W^(a^)==W,(^/)=o.

Il f au t donc que les valeurs initiales et finales dey(^) et ̂ ^ soient
nulles. Nous avons vu que cela n 'étai t possible que si k avait une des
valeurs comprises dans la série

/"l? "à? • . » » KH
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La solution générale de l 'équation en W sera, dans ce cas,
00

W(^, ̂ )=^A/j,(^) COS^Â^,
i

les constantes A^ devant être choisies de manière que l'on a i t
00

/(.r)=J^A^.(^).
l •

On est donc conduit à développer la fonction donnée f{oc') suivant
les intégrales y^r).

22. Supposons la série du second membre du développement pré-
cédent uniformément convergente dans l ' intervalle ab, et mu l t i p l i ons
les deux membres par ç(;r)j^(^). Jl viendra, si l'on tient compte de
la relation

r'
j 0(.-

t<' <•<•

/ ^(^î.ra.rp^^o (a^p),

\̂ /(^)(p(^)rK^)^j tiA,-=' "" ^ ^/'
f ?(,y;)y,2 (,%.),/,/,.

i,.7,/
I ? (•'*' ^,/i ',"'- / ""'

Les différentes intégrales ,y/(^) n'étant déterminées qu'à un facteur
constant près on peut poser

r'I 9 (x ) ,y? ( -y ) ̂ t2? :rr J ?&/^

la valeur du coefficient A, sera donc
^

A/= ^ /(^)?(^)yK^)^-
^a

Tout ce que nous venons de dire n'est valable que si la série
^A,y,(.^) est uniformément convergente dans l ' intervalle ab, et nous
ne savons rien sur la convergence de cette série. Mais nous pouvons
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envisager, apriori, la série

\ r1'
^^(ty) /. fW<f{x)yi{x-)dx
i ^

obtenue précédemment et étudier sa convergence.
Si cette série converge uniformément dans tout F intervalle ab, elle repré-

sente la fonction donnée fÇx).

En effet, écrivons

v r ' 1
/(^)=J^yK^) / f^)^WyiWdx^Ï\,,{x) (iim),

1

Par hypothèse la fonction B/,/(,^) tend uniformément vers une l i m i t e
R(^') quand m croît indéfiniment I l s agit de faire voir que cette limùe
est nulle.

Dans l 'égalité
^

A,.== T /(,-r)y/(.r)y(^)^,
^ a

reïnpkçons/(.ï) par sa valeur; il vient

r1' r 1 ' / / ^ \
/ 9(^)7K<^)^^(^)^^Ar-/ y(^)y.(^)( SA,^ )^==A—A,--=o.^ ^ ^^ y

On aura donc pour m^i
^

1 y(.r)j^(^)R^(^)^==o.
J/î

Envisageons main tenant l ' intégrale

^
1^== < y( . r )R^(^)&,

. . . . ^a , • . , ' ! -

et démontrons quelle tend vers une limite. Pour cela, formons la d i f t e "
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rence I,/,-- 1̂  : on a

( " b \ f m \2 / m V~I
l//,-]^4.i= ^ çGr) (/-^A,7, ) "-( /—^A^-A,^y,,,.n ) û -̂

L\ i / \ i / J
, / w \

=r2A,/,+i ^ ?(^)7m-^-l(/—y1A/y, W^—A;^i /" ?(^)j^+i^
l/^ \ 1 / "^//

=2A^-i-i / ?(^)/(^)jm4-l(^)^-""A;;^
^^

—— A 2
— •IA /«+1 •

Cette différence est donc essentiellement positive et par suite on a
l ' inégalité

Iw-M"1^ ^W7

ce qui prouve que la quan t i t é positive lyn tend vers une l imi te .
Cela étant, considérons l 'équation

^ = k 9(^) ^ -h 9(,r) R,,,(.y;)

L'intégrale u de cette équation tangente à O^en a et b admettra les
points 7^, y["2, ..., ̂  comme points ordinaires et les points

^"m+l» ^'m-H? "'w? • • « ?

pour pôles. Tout ceci résulte des relations
^

/ 9(^)y,-(^)B^(^)rf^=:o (^'==ï,a, ., .,w)
•^rt

et de ce que nous avons vu précédemment (n° 15).
Ecrivons le développement par rapport à k de l'intégrale u de l'équa-

t ion différentielle précédente

u == UQ + Ui k --(-" a^ /c2 4-. * *,

Les différentes fonctions u^, u^ ... seront déterminées de proche en
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proche par les équations

^ =cp0r) R,(..Q,

^«i / ^
-^T -9(^o,

^4 ̂ ,, , .-^=o{^u^^

les condi t ions in i t i a l e s et f inales étant

^•(a) == ^ , (^)=:o
(^ rr: 0, ï, . . .).

^(a)-^(^-o v î ? /

Posons (n° 16)
r[J/, :.̂  i ^u(^) ^/t(^') y(^) ̂ '•(/^

Nous savons que les constantes U^ sont toutes positives et que, de
s, le rapport .—L" va constamment en croissant. Cela é tant , la sériepin

l.J /f ̂  1

I;A"(J,
peut s'écrire

V/.'-(J,=r Ç 9(,r)M(,(a•)(^/c / t«„)^.
^ ft \ .. 1

0 \ 0

Dans le second membre, la. série qui entre sous le signe f est conver-
gente jusqu 'à la valeur k == /^,.i, d'après ce que nous avons vu p lus
h a u t . On peut donc écrire l ' inégalité

ff~ <^ ——^u^-i ^w+'i

à par t i r d ' une certaine valeur de i; i l viendra donc f inalement
u^ ^u2 <- <- iv^^ <:—,.U o ' 07""' u^ '-"" 'Â^i

^/ï,//. c/e /'^. Normale, à6 S<me. Tome X V Î Ï . — SEPTKMIIRR 1900. <>^
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De cette série d ' inégal i tés on dédui t

ui>^u,u,
et

^>A^i^-

M u l t i p l i o n s ces deux inégalités membre à membre ; il vient

U2

-m t - l —'(> '

Cela é tan t , de l ' inégalité

/•'i 9(.^•)(a^l4"fjR,„)2^r>o,
J a

où a et p sont des constantes arbi t raires , on t i re

[y 9(^)^,R/ , /^; ^ -).
ç(.r)^^^

( o(.r)R^^x^dx>^—— ,—
V f l / /^ ç (^ )^ î^ - 1 ^ (^) /9(*x')/^ /̂.r

*"' r( * / c

p /'
.Dans le second membre nous avons remplacé \ ^{x)u^,dx par
/ " a

[ '
j ^ Çx ) u^ dx d+ a p re s 1 e s éga 1 i tés

''•'//

\ ^{x}u.^\^dx^ f L^ui^r-: ( 9(.^)^^/.r.
^a Ja a x " J^

L' inéga l i t é précédente peut aussi s'écrire

r11 r j â
/ ç(^)Ri^>^

Ja U 2

en ver lu des r e l a t ions

Uo:

11,:

:/"a
«-

/

//

o(^;)/^2 rf,r,

.r 9(.r)«/// .r)u\ d^.
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TJ2

Remplaçons — par sa l imite inférieure trouvée pi us hau t ; nous obtenonsu <>
ainsi l ' inégal i té que nous avions en vue :

r 1 1
( ï ) . / ç(^R^>Uo/::,^l- d
Elle nous montre que la quant i té Ug tend vers zéro avec—- En effet, le

772'

premier membre de l ' inégali té précédente n'est autre que la quanti té
que nous avons désignée p l u s haut par î^ et qu i tend vers une l i m i t e
f in ie quand m croît i ndé f in imen t . Nous pouvons donc écrire

r'( a ) 1 i rn f y ( x ) u^ dx :== o.
/// =; ao J^

D'autre part, si, comme nous le supposons, "B^(.z') tend umforméineni
vers une l i m i t e , "il en sera de même, d'après l 'équation

//4 //
^=y(^)l:^(^),

d e l à fonct ion u ^ ( x ) . Or, cette dernière fonction ne peut avoir que
zéro pour l i m i t e , d'après l 'équat ion (2). La l i m i t e de B^(.r) est donc
nu l l e , comme le mont re l 'équat ion précédente.

On aura donc l 'égalité
^

/(^•)=^yK^) / /(.•r)y(.2>).n(^)^
i Ja

pourvu que la série du second membre converge uniformément dans
l ' i n t e rva l l e ab.

23, Soi tÀ^) imc fonc t ion c o n t i n u e de x possédant les deux pre-
mières dérivées et s ' annu lan t ainsi que "^(.r) pour x == a et oc == b.

Posons
"l ^

1.(x) =:^j,(.z") j ^(,:r) ̂ (^)y,(.y)dx^p,n(^)
i Jtl

et envisageons l 'équation di f férent ie l le

^ ==/:y(^)^+^(^)p^(^).
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Nous avons vu (n0 22) qu'on a, pour i == i, 2, . . . , m,

r11

\ 9 ( -r ) y'i ( ̂  ) p/^ ( ̂  ) ̂ * -^ o.
^n

De plus , lorsque m augmente indéf in iment , l ' in tégrale

r'L/.== ^ 9(.y)p^(.-r)^
'•'^

tend vers une l imite parfai tement déterminée. Les deux propriétés de
la fonction p^(^) que nous venons de rappeler ne supposent pas que
X(.r) et VÇx) [et, par suite, pmÇ^) ^t p^(^)] s ' annulen t pour x = a
ci .r == &. Dans ce dernier cw\ la limite clé l^ (^) pour m == co ^"^ mille.

La démons t ra t ion résultera immédia tement de l ' i néga l i t é

r h ///2 ô \ î
„ l (±^ ̂
-/^)p^,(^)^<.^..,.......^^^^^^

A W 4 t

F 9(.r)p,2,(,7•)^<AV.^
^rt ^'W 4

( ^ t du fai t que la quantité f'w1-V (f \ /

tend vers une l imi te pa r f a i t emen t déterminée.
Rappelons d'abord que l 'intégrale u(x) ( tangente à ()x en a et //)

//, (.'r) === u.^ -{- /^ A" "4- , . . •4- ^//.Â'^' "4- * . .

de l 'équation di f férent ie l le écrite p lus haut , donne l i eu a u x équat ions
suivantes :

^-?(-)?.(..),
rf'^/i _
"J^ —n'2')"»»

'̂> tin , ,^;r-?(^)«—

les a et les // s ' annu lan t pour x == a et ^ = A*
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Cela étant:
1° L'inégalité

^ f f^y ci. + "^6 r ̂  ̂  -. ̂  ̂  (̂ )2./. > oJ^ \ d^ ) ' J^ dx^ cW J^ \ dx- ]

donne (r^^y^w-x'w-
Celte ilerniere égalité peut s'écrire

f\^)^d.r f"(d^^d^
, .. ^ fi , J n v '___'(, ) —— <, ——————,

/ (^) ^ / 9(.r)p2,,^
J tt ^ ' / <-//(

car on a évidemment

/•/' , „ , /•'^(/.o , r l l d t ç , „d î u,
[ cp ( .r)p^ (te == ^ -̂ ^ p/» rf,r = ̂  ̂  -^ dx-

t/a ^ a ' '- ri

Parei l lement , l 'inégalité

r 1 1 r 1 ' r 1 '
ce \ 9 ( x ) p^ dx 4- 2 ap / 9 {x) p^ u, dx -i- (32 f y ( -r) z/S ̂ r > o

J/, «̂ , ^

(lonrKii 'a
/^ // / //2 // \ 2 /* l)f,^^ f^^.'"

(•>-) —A————< r^d^i/v '
j^W^d. J^(^)^

aux inégalités (ï) et (2) nous ajouterons la suivante

^ !1 p1' /^2 y \ 2
/ ^u^dx j (——) dx

, •J,,_______^ <- "" v '

f'C^)'"-' f^w"'""
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qu'on établi t en partant de l 'inégalité

^'(^"—^"^^—^"(êy—
et en se servant de la relation

r ' ^u , d^u, r 1 '
^ ^^dx^)^ 9(^o^.

Le premier membre de Finégalité (a') peut être remplacé par k^ ; nn
efM(n°22)

r'f ç^)^2^
/. ^ J//A ,„ .,„ ^ < ——^——^——— ^

^ d-uiY y
\ —— dxJ^ \ clx1 )

il v i e n t donc f i n a l e m e n t
f'A^oV /i ...«̂ .̂  ^/ ̂

(3) /- ^ j " ^•ï"• )\, ' ) ) '> ni \ \ "•^ ——^——-—————— .

f ^{x)u^cfx
^ a

I I ne nous reste plus , pour obtenir l ' inégalité annoncée, que de
m u l t i p l i e r les inégal i tés (î), (2), (3) membre à membre; i l v ien t
a i n s i

tV^y^
n d^ )€u

k ,„ .4.. i < -p—————————— .

/ 9 (^ )p^^r
^^

û° L'intégrale

j,=rY^)2^
J,, \ d:^ )

tend vers une l imite quand on augmente indé f in imen t . En en'ct, for-
mons la difïer'ci)ce J,/,— J^^., :

.i/,,-j,^== fY^ -- ̂ .V^ ̂  rf!£^^^
J,, \d.,c1 dx1 j\d3c•t (te2 )
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On a

^=/^W^/Wo{a
J a

~7^~~~ ^y"1 ̂ ^-i^ / ^)<?(^)jw+i(^)^
^rt

" P/« , ^Prn-t-l "i// / \ '/ / \ / - \ / \ / i / \ »
"^""^""ïte^" =:2À (^)-7m-n(^)» À(oQ9(^)j^(^)^1

//

~22^(<a;')/ À(.r)9(.r)j,(^)^.
i ^

Multipl ions ces deux relations membre à membre et posons
/,

B^- 1 À(^)9(^)y,(.r)^r;
v / 7

il vient

^p^Y_/^p^^-
, ^.r2 ) ' \, .̂z;51 "

^^n,H,À^(^)j;,^(.r)~B^^j^,(^)-2l^

Intégrons les deux membres entre a et A; l ' intégrale du premier
terme du second membre se calcule i m m é d i a t e m e n t ; on a

^B .̂., f V^dx^-^^ f Vy^d.r
«,/rt v>n

^
___, . . î> I 1^ (^3 / . / / y » — — — Q /• g ^ 2— 2!>/,;+,i j ^J l l l ^ \ a a / —• •'- 'l m -(-1 ^> / / / + ! *

^rt

On aura de même pour le second terme

r 1 9 r 1 9
"-î^^.+i / y^+i^^—^+il^^-n \ 9(^).y^M^<zl::=—/^^llB^+lt^rt «^rt

La partie provenant du troisième terme est n u l l e ; en etiet

^ / m \ /.// r m

] 7^i(2;î^7n^=/ 9(^)r^(^) 2B^^/(<y) dx^^«-' \ / «-'/r 1i / • 8.. i
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La valeur de la différence JL— J/,,^ sera donc

J/// J .̂4.1 =: 2 A'//; 4-1 S>/^,.n—— "/«-M %+-1 "̂  'i/^l•+•î % 1 - 1 *

Celle différence est donc posi t ive; les constantes J^von t , par su i te , en
décroissant , et comme elles sont toutes positives, elles t e n d e n t vers
u n e l i m i t e .

Le résultat annoncé se trouve ainsi acquis ; on a

r 1 '\ \ m I cp ( x ) p ̂  ( x ) dx == o.
m = os t/..

24. A côté de la (onct ion X(^) considérée précédeininent et d é f i n i e
par l 'égalité

/// ^
>.(^)=Y.r/(^) f ^(^)?(^)yK^)^+p^/(^)»

, ^

envisageons u n e seconde fonc t ion [j.(x) dont les valeurs , pour -r i^ a
et ,r =: ^, ne sont nécessairement pas nu l l e s ; posons

r 1 'y. ( .r ) = y,yd-^) M ( ̂  ) 9 ( ̂  ) y/ ( 'z< ) ̂  --H ^/« ( ( / 1 ) •
i ^

Nous écrirons aussi les deux fonct ions Â(.r), p-(.r) sous la forme
w

)-(,y)=:^I{,y,(,r)+p/,(.:y),
1

m

P ( ̂  ) = ̂  C ̂ .̂  ( .r ) + w^ ( ,̂  ),
i

en posant , comme plus liant,

^
B,-= / A(^)y(^)7,(^)^,

^il
^

(^= f ^(^)9(.r)^(.^)^.r.
<//,
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Formons l'intégrale
1 ~h{x)^{x)^{x)dx,

t /a

et rappelons-nous les relations

r'
j ?(^)ja7p^=o (a ̂ (3),

^rt
//

! cp(.r)jâ^.x":=i,
''• a

r 1 1 r1'
j <P(^)ja(^) Pm (x)dx —. 0, 1 y (.:r)ja(^)w^(^)^z- -= o

^rt ^/z

(a==i, 2, . . ., m);
i l viendra

^ m .b
j À(^)p.(.:r)9(.r)rf.y=:^B,.G,4-" ^ p,n(.z-) ^m(^) ?(^)^.

^rt "'^

Or, l'intégrale du second membre tend vers zéro avec ^; en effet, de
l'inégalité

f 9 ( x) ( ap//, 4- (3TïTm Ydx > o
^«

on tire

r (^ v r 1 ' ^f pw(^)^m(^)ï(^)^ < 1 ço{x)^{x)dx j y^)^^)^.
L^a J ^rf ^/

Le premier facteur du second membre tend vers zéro et le second
reste fini. On peut donc écrire

r.b
(i) ^ A(.r)p(^)9(^)^==^B,C^

Jtt i

la série du second membre étant convergente.

25. Revenons à la fonction/'(*r) et posons

^)-/(^v tp(d?)
n^)-^'^.
^w- 9(^)~

/////^. À? /^À*. Normale. 3*' Sorie.Toïïie XVÏL— SEPTEMBIIE 1900. 53
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Nous supposons donc l'existence des h u i t premières dérivées de/'(;r);
de plus, les fonctions ̂ ' ^ ( x ) , / ^ ^ ) s 'annuleront pour x=ci et . r==^.
Les coefficients B/ et C^ se calculent immédiatement. On a les égalités

.*// /»//
B,== / /^(^)j,(^)^=- / À^)(^)y,(^)^r,

J a • t i ^n

r 1 'C,= / ->W{x)y^x)dx,
^ n

d'où l'on tire
C.=ÂVB/.

La relation ( i ) (n0 24) devient

r ^^)^(^)?(^)^==^^B?=^/-J r/^^^).y/(^)^],J^ , , y^ i
la série du second membre étant convergente.

Cela é tan t , je dis que la série

^y.(^) f /(^) ?(^)J.(^)^' = ̂ A/.y<(.r)
i J'7 i

est uniformément convergente dans tout l ' intervalle a/^ Pour le voir ,
nous établirons rinégaHté

où. a est une constante posit ive fixe. Il en résultera bien le théorème
que nous avons en vue, les deux séries

60 r /.// "1 s
J^Â-J / f^{x}y^)d^\

et

V J . ̂  L V J,
^ /r,, "" ^ ̂  ̂ 4

étant convergentes.
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Pour démontrer l 'inégalité (i) cherchons une limite supérieure
de |jJ. On sai t (n° 5) que Pintégrale r/(^) de l 'équation

^=A-^(^)y,

peut s'écrire

<V/==^f [(^~^)3+P(.r,^)]?(^7.(^^+^ f P(^)?(^)y/(^^
^a J a

ou encore, en posant

GC^^^Cr-^+P^)
(b^^Çz-aY [( /^ _ a)(.z- - .G) -4- 9,(.r •— «)(^ — .-)'

{h — a)3

pour a^z^x, et

(x(^^)^P(.r^)

pour x ^ z ^ ' h ,

(x ( ̂ ^ ) ̂  P ( ,r, ^ ) = [.,,̂ ,̂  [ 3 ( & - a ) ( .- - ,:r ) -h 2 (..- . ..- a ) ( /. ~- .)]

6y/ :=^ f G(.r, ^)y(,5)j /(2)^,f- ti
Cola étant , l ' inégalité

/•/'/ y(;)[ay,(î)-l-i3C,(,r,5)]'^>o,
« r̂t

où a et p sont deux constantes arbitraires, donne
r ^ ^ ../.

/ G(.z', ^)y(^;^(^)^,3 < j o^G2^, ^)^,
L*7/^ J ''ft

car on a posé
f 9^)y^)A=i.•-'«

De cette inégalité on tire

r "\ GÇa; s)y(J)j /(-:)rfo <6M,
vft
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où M est une quantité fixe. Finalement

jy .KM^.

Cherchons de même une limite supérieure de la quant i té [A^(.r)[;
on a

r'Ki= j /(^)(p.(.3?)7,(.r) dx
v a

et en intégrant par parties

i r'A/=^J fW^)y,{x}dx.

On obtient ainsi

|A .y , (^) |<M f f^Wyi^d^v a
ou encore

Cette dernière inégalité est bien de la forme annoncée où a == —•

26. La méthode suivie précédemment pour établir la possibilité du.
développement

w

/(^)=^A^(^)

exige, en particulier, comme on l'a vu, l'existence des h u i t premières
dérivées de la fonction/(^;). Nous allons voir,, par ce qui va suivre,
que ce développement est valable même si la fonction f(/xf) ne pos-
sède que les quatre premières dérivées*

Envisageons l'équation
^ =/..(.);

on pourra écrire, comme précédemment,

r "6fÇx-)= Q(x,3-}fW^-)dz.
^fl
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Cela étanty dans la relation
,./.

( ï ) 1 À(s)^)9(^^=^B.C.
Ja i

faisons
À(^):=G(^),

u^-"^^^)-~^-p

il viendra
00

(i') 6/(.r)=^B,C<.
1

Nous allons calculer séparément les valeurs des B, et C,.
On a (n°25) :

r 1 ' r1' ^ Y i ( ^ )
B,:^/ •k^)^(z)y^z)cb^ G(.'r^)9(^y,(^^=-—^—-

Ja ^<i t

De même,
^ ^

C^ p.(z)(f(z)y^)ds^ /^(^yd^ds
Ja J^

ou, en intégrant par parties,
r9'd^k, /(5)9(^)yK^)^==A,,Â-/.

^ a

La relation (Y) deviendra donc
60

/(a;)==^A,y,(a-);
1

c'est le développement cherché.

27. Dans tout ce qui précède nous avons supposé la verge encastrée
aux points a et b. Supposons-la maintenant appuyée en a et encastrée
en b. L'équation du mouvement (n° 21),

(^w . .(T-w^+9(^-^=0,

devra être intégrée avec les conditions suivantes :
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i° Quel que soit le temps t, on a

W(^Q=^(ff^)=o,

W(^Q== ^(M)=o;

2° Pour t == o, on a identiquement

f(x)^W{x,o).

Si nous prenons comme solut ion particulière de l 'équat ion précé-
dente un mouvement pendulaire

W==y(.r) cos^-\/r,

la fonction y (^") devra vérifier l 'équation différentielle

(i) ^=^(^)r,Ç^o^r,^/,r" 1 ' "-

les conditions initiales et f inales é tant

y(a')-:f"(a):-:o,
r ( h ) ^ y ' ( h ) - o .

Une telle solution n existe que sik est réel et positif, lîn eflet, supposons
d'abord k imaginaire et posons

/• :::,:: /./ ̂  ik^
y:^ ^i+n/2;

il viendra (n0 12)
../'

[u, a^ ~ (.^ u^ -+• (t\ i.t^ — ̂  u'[}';, = /.ff ^ y ( .r ) [ ̂  4" /^ ] da\
^ a

Le premier membre de cette dernière égalité étant nu l , il faut que k"
soit égal à zéro; k est positif. En effet, on. a

-Lo=' y
cl^y . . , , r " [ ( d î l y \ i , ._„. ̂  /.^(.z^y ^= / ,--< ) — A ' o f . r' / i ^ ( . r ) y ^ \dx,^•^ 1 ' ' v J |\d^ ï/

ce qui montre que k ^> o.



SUR INÉQUATION DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ÉLASTIQUES, ^ï

28. Nous allons démontrer qu'il existe effectivement des valeurs
positives de k pour lesquelles les équations (i) correspondantes
admettent des intégrales satisfaisant aux conditions aux l imites posées
plus haut.

Pour cela, envisageons l 'équation

g=cp(^)j,

et rappelons-nous l 'existence d'une suite i n f i n i e de points

b^ b^ . . . , b,^ . . . ,

telle qu' i l existe, pour l ' équat ion précédente, une intégrale tangente
à l'axe des x en a et b^, et s ' a n n u l a n t ( n — i) fo i s entre a et b^

Cela étant, les constantes i n t rodu i l e s précédemment (n0 2) gardent,
a i n s i qu ' i l est faci le de le vérifier, avec les nouvelles conditions aux
limites, leurs propriétés fondamentales . On démontre ainsi, sans rien
changer aux ra isonnements employés, l 'existence d'un point x = c^
telle que Inéqua t ion précédente admette une intégrale ^ ayant une
inf lexion pour <r == a et tangente à 0^ en x == c^ cette intégrale étant
constamment posit ive de a à c,. Il est d'ailleurs évident que ac^ < ab^ ;
aut rement les approximat ions successives, telles que nous les avons
dirigées au n° 2, convergeraient pour l'intervalle ab^ ce qui, est
impossible (n 0 8). Remarquons de plus que l ' intégrale z ^ Ç v ) ne s'an-
nule plus à part i r de x == c^

De cette intégrale nous allons déduire (n°8) toutes les autres, en
faisant varier convenablement [c-,^ ) - Pour cela, posons

\ ClX' / j".-=rt

z\ ( a ) ~= r,), z"[ ( a ) = c<)j < o ;

on a, en outre,
^(a)=;.^(^)::=o.

Envisageons l ' intégrale p).(^) de l 'équation (i) telle que

p^(â)=p^^)=o,

p;(a)=^ p^(^)==X<^i .

• La difÏerence ^ (.r) - p>.(<r) est, d'après l 'équat ion (i), constamment
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positive. Si donc X est voisin de <o^ l 'intégrale p^(^) coupera l'axe
des x en deux points ^ et x\ voisins de x = c^ et sera négative de x.

^ë' 7-

à x\. \ con t inuan t à décroître le point x^ marchera vers la gauche et

le point x\ marchera vers la droite. La dérivée (^ ) s 'annulera
\ ax / x=x\

certainement pour une position du po in t x\ entre c^ et ^2.
En effet, supposons le contraire; la relation

Px/î-^P^Px^^y^P^const.
donne

p^(a)j;(a)=p^(^)^(^).

Or, cette dernière égalité est impossible, a t tendu que

Px^^0. p>,(^)>o,
j4(a)>o, .^(^)<o

[y^(^) désigne l'intégrale de l 'équation (ï) tangente a 0<r en a et ^
et changeant une fois de signe entre a et /^].

Soit oc = ̂  le point tel que
^
s/^A^ : 0.

Nous venons de voir que ac^ > a'Ay". La relat ion

p^a)y^a)^p^b,)y^b,},
oùOU

montre que

c'est-à-dire que

yî ( a ) > o, r\ ( b,) > a, ^ ( a) > o,

P) , ( ^ l )>0 ,

uc.î > a//i.

On obtient ainsi une intégrale que nous désignerons par s ^ ( x ) ,
s'annulant et ayant une inflexion pour x == a et tangente à ()x en
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.T==c2. Cette intégrale n'a qu'un seul zéro entre a et Cg. Cela résulte
immédiatement de la méthode suivie pour l'obtenir et de ce qu'une
pareille intégrale ne s'annule plus à partir de son point de contact
avec Ox.

29. Admettons l'existence des points c^ €3, ..., c,̂  tels que

a^_i< aci<icibi (1) ( & = = 2, 3, . . . , / i — i ) ,

et démontrons l'existence du point c^ tel que

a/^_i< ac^< cibn.

Nous désignons par ^a(^) l'intégrale de l 'équation (i) s 'annulant et
ayant une inflexion pour oc == a et tangente à ()x pour x == c^; Va^)
sera l ' intégrale de la même équation tangente à Qoc en a et &oc-

Nous posons, comme plus haut,
^-.i(a)=^i(a)=o,

< î (a)=: aï > o, -s^i (a)= c«)i< o,

et nous envisageons l'inlégrale p^(^) de l'équation (i), telle que
p^(a)=:p^(a)=o,

p^(^)=6), p;;(a)==À>o)i,

en supposant f^^) < o. L'intégrale positive
\ ax /.V^C^t

Z = = p ^ ( ^ ) — ^ ~ i ( ^ )

montre que, pour À voisin de (o^ ç\(^) coupe 0^ en ̂  et ^ voisins

Fig. 8.
X<ù(^

''""rf'"" .̂ '̂'l̂ ^-.M,̂ -^
" " " " ^ ^ — — ^ ^ ^ ^ ̂ ^ ^^

''x-̂ -, (.-c)

de c^i et situés de part et d'autre de ce point. Quand le paramètre 7.
croît le point ̂  marche vers la gauche et le point oc\ vers la droite.

( i ) Nous admettons, en outre, comme cela arrive pour n == i et n = 2, que les courbes
r/0) et z i ( x ) ont respectivement même allure au voisinage de a?=== tu et x == ^".

^y&. <^ /7^", Kormale. 3e Série. Toïïttô XVÏ Î . — SKPTEMBtiE 1900. ^4-
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Considérons les différents po in ts de rencontre de px(^) avec Ox\
situés à gauche de oc\ et les valeurs de --pu^ en ces différents points.

6 ' sera la fonction qui s 'annulera la première, car une in té -
L ax J.r=.ri

grale s ' annulant , et ayant une inflexion en a et tangente à 0;z?én un
autre point , ne s'annule plus à part i r de son point de contact . D'autre
part, cette même fonction, ' P M < / , ne peut pas s 'annuler pou r

L ax J. »•==•»•!
unç position du point x\ entre c^^ et b,^^ En effet, si cela arr ivai t ,
pour une valeur de "X plus grande que co^ l 'intégrale p>,(^) correspon-
dante passerait en 6^_, avec une tangente/?on^w?. Or cela est impos-
sible d'après la relation

px(^)yLl(^)=pcA(^»l)J^l(^-l),

déduite de l'équation

et où
pX^-i —yn-lpï—P^/n^ "+•7^1 ?'{ •=COtlSl.,

p[(a) >o, Fx(/^~i) >o,
jLi(^)>o, y^i(^0<o(1).

ou

Pareil lement, l 'équation

p)(^)y:(^)==p5,(^)j;(^),

pi W > o. y^ (^) > o, j:( ̂  ) > o,
montre que

p^)>o.

Donc ^-PM^ ^ s'annulera certainement pour une position de x\
à gauche de b^. Finalement

ab^i <i€ic^<,ab,i'

(1 ) Car nous avons supposé s^i (^-i ) < o.
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30. Cela é tant , le théorème suivant se démontre d'une manière
ident ique à celle employée précédemment (n° 19) pour un théorème
analogue :

Soit z^Çx) F intégrale clé Inéquation

d^
^=?(^)^

s annulant et ayant une inflexion en x = a, tangente à Ox en x == c^ ;
et s'annulant (n — î)fois entre a et c,, ; soit, d'autre part, p^(x) l'inté-
grale analogue (^tangente en x = <^) de l'équation

^=?^)p.

Si dans tout l'intervalle ac^ on a

çi0")>y(.z0,
on aura aussi

ac\ <ac^

Revenons à l 'équation
cl^ y^-^(^y-

Pour k = /c^^ cette équat ion possède :
i° Une intégrale tangente à Qx en a et l)^^=b et s ' annu lan t

(n — 2) fois entre a et b;
2° Une intégrale tangente à Qx en a et b^ab^ > ab} et s ' annu lan t

(n — i) fois entre a et 6^;
3° Une intégrale s 'annulant et ayant une inflexion en x == a et tan-

gente à 0<z? au po in t x == c^ tel que

ab •< acn < a bu.

Faisons croître k à partir de "k= /^-i; d'après ce qui précède, les
trois points b^, c^ et bn marcheront vers la gauche, c,, étant à chaque
instant entre bn.-^ et /^. Or, pour k=kn le point b^ arrive en 6; il
existe donc une valeur de A,

/c = ?.̂ ,

valeur pour laquelle le poin t c^ vient en b.
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Nous arrivons ainsi au théorème suivant :
// existe une suite infinie discontinue de valeurs réelles et positives du

paramètre 7c,
AI, Àâ, . . . , À/;, . . . ,

telles que : î °
^rt-l < Â^ << /f,/ ;

2° l'équation
g=À^(^.

admet une intégrale s'annulant et ayant une inflexion pour x === a et
tangente à Qx en ^== é; cette intégrale s'annulant (n — }\foù en dehors
des points extrêmes.

31. Le cas étudié permet de passer f ac i l emen t à celui où la verge
est appuyée par ses deux bouts. Cela revient à démontrer l 'existence
d'une suite de valeurs de k pour laquel le l 'équation

rf4 y
— ==Â, œ(j;)ydx* T ' } v

admette des intégrales s ' annu lan t en x= a et x==b et ayant des
inflexions en ces points* II n'est po in t besoin de recommencer les rai-
sonnements, ils sont entièrement semblables aux précédents. On
démontrera ainsi l'existence d'une suite in t in ie de valeurs positives
de k

1^19 1^9 * * • ? l^-flf • ' • y

telle que
^-1 <l^n<\^

La représentation d'une fonction au moyen d'intégrales ZiÇx) ou
Ui{x) se traite d'une manière entièrement analogue à celle employée
pour la représentation de la fonctionner) (n08 22-2(5) au moyen d'in-
tégrales j,(^). Il suffit de remarquer que les relations fondamentales
subsistent avec les nouvelles conditions aux limites.
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SECONDE PARTIE.

1. Dans cette seconde Partie nous nous occuperons d'un développe-
ment asymptot ique des intégrales de l'équation (i), que nous écrirons
sous la forme

^^J^Wy,

en supposant que la fonction 'p(^) admette des dérivées de tout ordre.
Nous n'envisagerons que les valeurs réelles de k que nous pouvons
supposer positives.

Soity(^) Fintégrale de l 'équation précédente, déterminée par les
condit ions in i t i a l e s suivantes

y (a) == a, /(a) == a', ^(a) == a77, y'^a}^ a^

a, a/, a", fff é tant des constantes a rb i t ra i res indépendantes de h,
Posons /c^ == ik et envisageons le développement

Y- cos/coJ^+sin/^^
0 0

+cosÂ-,(5J^ +sinÂ-,0^ ̂ ,
0 1 0

où 8 et les \ Sont des fonctions de x que nous déterminerons de proche
en proche en nous servant de l'équation (i).

Écrivons le développement précédent sous la forme
j:^^)--^^).

L'équation différentielle ( ï ) , que nous pouvons mettre sous la
forme

^^yl + 'W^ =k^WyW+k\^)y,W,
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montre qu'il suffit d ' identif ier dans les deux membres les termes cor-
respondants en k.

Ceci posé, les dérivées successives de y^(cc, /c), par rapport à x, se
calculent immédiatement; on a

^- cos^^^"-^^ +sm/cg -^^^^ \,
« L o J

•̂1 _ .^l-fiî /-î^î , V^^ 29/^^. -1- 0"^,n^- Q'^n^
-d^ - cos/lt' -A u '•0+2^——————————————^»——————————————

I- 0 J

+ sinÂ-el— Â-(20'?,,4- (7}>,,+ O"?..!)

.V ^/«-, — 20'^,«— 0"À2,,,— ô'̂ î,,̂ ,"]+^————————^^————————J,

j— 00 "~î

^= cosA-0 - Â-'-(3y^^+ 3^^ 4-0'^!) -^'^v'"t\^""}'!-
L o J

+ sin/f0 klO'l\—k(îQ"1^~>^îQ'V^Q"'^-\- -^.lî'Q"^+01tl\-^XV,0'}

, v y^-^'"01
-À«rf //-2W—1 | ?

^1= cos^ô ^0 / 4Xo-^[^(30 /Ô^o+3Û / SÂo4"0 / i îÀO~i"20 / SÀ / ,

i

i/ ^//1 ._^ Q ^/a ̂ ' i - n / a ' î \ ̂  n ̂ /s '*/'

•4- 3 0' 0" ÀQ -h 6' Ô" ?,o + ̂  ̂ ^ O" 7.i + y3 À'i + É/'2 ̂ o |

<^ xp».L. y ^JHW^ + 0 ,̂,̂  + 2 ̂ ,, - ̂ ^ ¥^ (9^y'
j!̂

Â-^

.sinA'ô ^3(60 /2^5.o+40 /3?*o+0/4^)—Â•(0 / /¥o4-û6 /^-^0 /2^

M^. ^f _/i^w _o^/x'r' _fl^vv ^ïîîLZIL..^^
"JM" /,3M-1

Dans ces relations, on a posé

U= a^ + 30'6^, + ^0///^4- ^Q^Q"\ + Ô^X^ -h ̂ ^0
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et
¥/, = }/^ -h 2^^ + (^À^ - ̂ À^.,

^=:x^-. ^x^ - 0^^ -^À^-M.

En portant l'expression de— y ^ dans l 'équation

S1-^^
et en iden t i f i an t les coefficients en

^ cos kO, k11 shï/.O (n -= 4, 3, a, î , o, — i, .. .)

on obt ient les équîitions suivantes :

^::=y(.r)Ào,

4^^ 4-60 / â0 / / l „—o,

40 /3^^ .60 / 2 ^À ,= :—60 / a X;—ï2•S '0 y Âo— (3e'"2 -4-/1^)^

4^?4+60/2^^=:: 6^^';+I20/0^+ (3^ +4.^)^
4.40/^+ 60//}^ ^^^^^^^'Ào.

En général,

4e/354.^M^G/?/^//^.m4.l=•- ey2}/^/,- î e^^;,,- (â^+40/0///)^/.

4-40/^,^t^60^^^^4^^/^l+/5(lv)^/^t+^^2

pour w == ï , 2, . * . , e t

40/3r^,/,+60/20//^/,=66/î2?4^,^+ I20/0^4^l4-(3^4-4^^)^m-l

+ 4 ̂ ^^^ + 6 ̂ ^/-2 -^ 4 ̂ n^ + 0 ( ïv ) ̂ ./-2+ ̂ J .̂

pour m === 2, 3, . . ..
De ces équations on tire successivement

r^' ^-
0{.x)= \ y^.r)^,

J (t

} — ^1^.AQ —— - 3 " ?

^(^y
et, en général, 7 -^I- r1^^-'—.A^—— ;̂ — 9 ^ -T- ^

ç^^)"^ o^^) y^^?)
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2. Les constantes c^, <^, .. ., ^, . . ., seront déterminées par la
condition que pour x = a les fonctions j, y , y, y " se réduisen t res-
pectivement à a, a\ a", a^.

Mettons l'intégrale y ( ^ ) sous la forme
00 CO

y=cos/c0^^+sin/<-0^^l̂ +l
SHI ' t-'"*'1 " ̂ |̂  //•2//H

0 0

.̂ I ̂  V /_ r \M /'^i , 'h^A., I^-Â-O V r— iv^ ̂ ^ — ^^ t̂iV
• 2 Zl^ / U-^"1 ^^V, 2 ^v ) V^^ /,2^4lJ

0 0

11 viendra, pour x = a,

"S'2^1^-1^'
0

, V ^2 M ( û0 + ̂  ( û?) ^2m^ 1 ( ̂  ) r , , / , .^x ^J^———————^17;.———————Lt+^—ï; J,

î ̂ î ^^ i. ^ ̂ ^ (^ + ̂  ̂ (a) ^-^"+1 (a) + 0 " W ̂ 1 (a) - ûfï W ̂ ^ W i . i / . v. 1
:= JU ——————"~——————— i'/( Î J t ^—'———————'""—— 1""""" 1" l vw / hi '"'"" *~ " " 7^^

0

, (Vîm(^+3^(a)^^l(^+30tf(a)X,^,(a)^
-i^^^^-i^^^)^^^^ ~ ̂ ^^.^(^ (

/^r

Les premiers membres de ces différentes égalités étant indépen-
dants de 7c> il faut qu'il en soit de même des seconds. Donc :

j° Pour m === 2p (p == o^ i , ^ï, ,,.),

\{a}= -<%, },4p(a)=:o (p=î, 2, ...),
•d

d'où l'on tire
Co = -a<?4 (a)y €40 ===o;

'2

2° Pour w = ûp + î,

^o(^) + 6'W,{a)^ ̂ /, À;,p(a) 4- ^(a) ^p+i(«) = o.
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d'où l'on conclu t
- ^ ,i

c,= ^a '— 7., (a) ^(a), ^p+i = — ^p(a) cp'(a) ;

3° Pour m == 2p-4-2 (p = o, i , . . .) , les constantes c^, CG, ..., ^p i -2» • • •
seront dé terminées par les équat ions

}^(^) 4- ^û^a)V,(a) -4- Q^a^^^c^—Q'^^^^Ça)-^^",
Âïp ( rt ) -h 2 ̂  ( <î ) 7J,p ,̂  ( ̂  ) -h 0' ( <r/ ) ̂ p-M ( ̂  ) — 6^ ( ̂  ) À,p-,.2 ( a ) =• o.

4° Et enf in , pour m == âp + 3, les équa t ions
'):^a)^30f{a)V[(a)^30/f{a)V,(a}

^(f{a)l,[a)— 30^ (a) 74 ( a ) — 30' (a) ̂ [a)^(a} -- ^^(a) l^a) = ;a^,

À^ ( a ) 4- 3 ̂ / ( a ) }.;p ,, ( a ) 4- 3 0' ( ̂  ) ̂ p., i W
4- ô^C^) Â,p,,i W - 3 ^/si (^) .̂p-^ (^) - 3 ̂ (^) ^(^) ^^+2 ̂ ) - ̂ /;î W ^4p-i-^(^) = o

donneront les va leurs de <?;ï, €7 , .. *, < ^ p H t » — • •
Toutes les constantes a se trouvent a i n ^ i dé terminées sans ambi-

gu ï té ; on en dédui ra les fonct ions 7. par les égalités

i .... ^7<, „::„;„„ -.̂ -— ,
o^^)

,„.„_ /'r!^ (^^,...),
9'(^).// 9'(<^•) 9'^')

et le développement 7 ains i obtenu satisfera formellement à l 'équa-
t i o n ( i ) .

Remarque. — On voit imméd ia t emen t , d'après ce qui précède, que
si l'on suppose a == a' == o, les constantes c-o et <^ sont nulles ainsi, que
la fonct ion X,(,r). I l en résul te i m m é d i a t e m e n t , de l 'équation qui
d é f i n i t 'Xi(.r), que cette dernière fonction est iden t iquement n u l l e :
le- développement dey sera, dans ce cas,

cosÂ"(9 v ^//^2 îlîl̂  V ̂ 'tîy ̂  —..-^^ ̂ ^^- -4- ^ ^ ^-î,Ti-^\

o c

cos/r^ ̂  ^2^.4-2 , iip î6 V ^^^dl.
+ —^~ ̂  ^m ^ ^ ^ Tcp1^ )

(> 0

on a posé k^ =^ ik.
Ann. de V' Éc. i\'nrmalc . 3e Série. Tome X V Ï Ï . •«-• OcTûimE îcjoô. 5ï>
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3. Nous a l lons ob ten i r le même déve loppemen t que précédemment ,
mais en s u i v a n t une au t r e voie q u i n o u s permettra de démont re r qu ' i l
représente a s y m p t o l i q u e m e n t , pour les grandes v a l e u r s de /', l ' i n t é -
grale y(^).

A cet effe t , f o r m o n s l ' é q u a t i o n d i f l é ren l i e l l e
d^ u d^u d^a

À M = ,. + a ( .r ) „ + p ( ,:r ) .-,, 4- y ( .r ) ,- --h- s ( x ) u ~. o,~" d^ ' v ) dx^ ' ' l / d,.^ • { ' / dx

qui admet les quatre solutions,

^(.zO^'0, /(.r)^^0,

où les fbne t ions À(.r) et O(^) sont liées par l ' é q u a t i o n
20'V^30'"}.^o,

'^(a}~Yr ' 1 i
>:::;: / ^•(.

(/„
0 ::-:::. ^ 9^(.r)J.r, À : 9(.r)

Un ea lcul un peu lon^, mais ne présentant aucune d i f f i c u l t é , donne

p=5

y ^ 5

£ •::-="-

î./éq'ua

-^ 3 ^-i
;ï'". ^J^
• " ^ ( I V ) (/^ (f ^ ^/;f

""ï" ~> q S7' "ë7' > '1 4" i"< 1 > (̂
9) ^v'1 i")

^-^(.r) + - -,y- -411" -'-
2 Ù '.î

k'' 9 (..•) +0 (.:/•).

tion A(«) == <» poun'î

)

" y (^Y) 5 î/^ ^ i (fï (, ^^•
^ ^ / E 2 ^ ^ / ^ Û^ l 8 O 1 1 1 '

ï donc s'écrire

d^u d^ il.
à (a) = ,, - ̂ cf ( ..r ) /, + p ( .:r ) , , 4- y ( ̂  ) , •+ o ( .:r ) ̂  :- o.

' dxda^dx'^

Procédons par approximat ions successives. Nous envisageons la.
su i te d ^ é q u a t i o n s

A(^o):=.o,

A(^)==p(.r)^+y(^)^+o(,r)^,

A / •i /"i / ' '̂" ^ // "•i-1' 1 / • ^'v ^ ^ 11 •~ " f "'ii i •i.A ( u,, ) .-= p ( x ) -^-1- -t- y ( a" ) ̂ -! -l- d ( ,y ) «„ _„
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que nous écr irons aussi en posant

4 / , „ d'1 ( i . du ^
A,(^p^,^^+o.,

AOJ-^O,
A ( ^ i ) -r: Ai (//,/),

A( ///,)== Ai (,^//_.. i),

Nous In t ég re rons ces é q u a t i o n s en p renan t pour c o n d i t i o n s i n i t i a l e s
les s u i v a n t e s

//„ ( a ) •i^ (('^ ( a ) ~= o ; //i ( a } :'-;-: (f\{a) "== <:),

//;; (^) ::::::: a", f^Ç^') — a"}.^^/) ; ///; f f f ) = o, ^(.^) == î<w— a").' (/•/),

^/^ (</) — K',,, { n ) := ^^ (a) "::= / / ^ ( ^ / ) --: < 1 1 ) (/n •-= •^ 3, . . . ).

l ^ équa l i on
A ( ^ o ) "^o

admet les q u a t r e s o l u t i o n s
î .(^)^ l : l• : / /•o , ÂO)^'.0.

I l v i e n d r a , en t enan t compte des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s ,

a" 7 ( i 1 1 ^ vj'\ e-'1'^ a" 1 a1'^ a" Ï e-'^ft
'/(1:~ ÏUW'O'Ha) +' ^l:::l•-17 :̂Jî̂ ^ + ̂ ..̂  4. ̂ .̂ ^^^^^

l^asssons à la seconde équa t ion
A ( u, )•:.::;: Ai (^o),

où le second nieinhre peut être considéré comme connu. On trouve
pour l ' in tégrale u ^ ( x ' ) sa t i s fa i san t aux cond i t i ons i n i t i a l e s écrites
p l u s h a u t

^i ( a ) '^.. u\ {a"} =: u ' [ ( a ) = o
^^(^)=aw-a^. /(a), 1 .

1^° rs'e-lM^,(u^ , Ze-^ f^^°Ai(«o) ,
,„ ,^^ -^^^^^^^^^^ ^^^^ -^^^^^^

}^^^ r^-^^Aj//,,) }fce"'^10^ r''^^^^) /+ ̂ .^ ̂  .^.^^^^ ax + ̂ ^ ̂  F73- - ̂

^—a^/f^)!"!^ P.^^ ?^^0 7t?""^10 1+ '"'^^ï^111)' '111111 '1 |..(^l)i + FTI? + (ï^y4"" ("^ir)3]*
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Les valeurs des au t res intégrales u seront données par l ' é q u a t i o n

_ À^710 rre-l^^(u^^ . le ^0 r^OA,^/^um- 4T^yu —^/——^ +^^.^ .- /̂i- ^
À^0 r'^MAïf/^^) , , ^-/Â,0 r^°Ai(////^)j;̂ :10- r^^^1111

4T^? ̂  " î ^ r — — ax ̂  ̂ ^, Y ̂  —— T^+ ̂ -^f -———^———dx+ ̂ ^J^ _»^,^.__,,,.

pour //? -= 2, 3, ....

4. Envisageons la série

//(,-4- ^i 4~. . . -h Un -\- . . .,

et posons

^=^ 1 ^ ( - ) S M , ^,,<N, F-'^^^

La troisième des inégalités ci-dessus résulte évidemment de la
s e c o n d c e t d e 1 ' é q u a t i o n d i fïe re n t i e 1 1 e

a A7 ̂  4-3 ̂  ;::-:: o.

Nous supposerons, de plus, que les q u a n t i t é s

\V + ir/' ̂  "À [ 1 1 . " — 1^ V^ "À + uj' ( 9,01 V + ̂  A ) ],

ou y7^ ± k ou ±: A < , sont respectivement moindres que

ik + ̂ , p /c2 -h //A' + r,

l, /', ̂ , y et r étant des constantes positives fixes, et cela que l l e que soit
la va leur posi t ive de fc,

Cela étant nous pouvons toujours trouver une constante posi t ive a
telle que rinégali té suivante

| AI ( Um ) < ̂  ( | ^'m \ •+' f(m \ + 1 ^m \ )

soit vérifiée quel que soit m.
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On t rouve alors imméd ia t emen t

, , .- M Yî ,A1 // /y ii. U
1 "d 1 .= "'ï.î" 6 ?

, rK^4-0 /.n •- ___ _ _ • /^/iU1 ^o 1 = "~ /:7 -" 6 »

1 . |<^(J^2„±j^^^I "o 1 -=; """" /,,.̂  t •

La limite supérieure de A, (^o) l ser^

/+^ .l'^r~\-M\ _ s t/.À-OAi ( ^o) 1 < cru e ^ i p 4- -j- 4-' —-^—— 1 = a rj i p + ̂  + ̂ i e^\

ou 1 ou a posïï
.V^r: / 4-7,
,̂::, //+,.4-M.

On Irouvera de même, en remarquant que f e^ dx^e^Çx — a),

, , , MN^rj / À1 / \ ,c , . , Mp //.
\u, [::: .̂ .̂ .,,,̂ -̂̂ , 4- ^ 4- ^J ̂ ^(.^ - ̂ ) 4- ̂ ^

/ .( //- - h V ) N ̂  Tj / .V ^ \ < n , , ( U. 4" /' ) p ^^ ) ^ L,..,,,........,.,..,.̂  ^ 4- ^ 4- ̂  e^^ - ̂ ) 4- ——^———^°,

^ :; ^1±^^^^^^^^^ L + ̂  -h ̂ ) ̂ (.r - .) 4- ̂ ±^^^

et pour |A| (^ ) ,

... N^V] .s- /!
A,(«.) •:.-̂ - (p+^^}^^-a)^-^{^~^^)e^.

ap

La loi de succession de ces diverses limites supérieures est manifeste ;
on la démontrera immédiatement en l'admettant pour m == n — i et
en vérifiant qu'elle subsiste pour m = / / * On trouve ainsi

Mj ̂ -^-l-^)^-aï.„.„..,/t-o i .(-' | ^v/? //l 1

Mp
1^

aN(^4- -+ —) ( ^ — ^ ) |
\ _ _/t _ "_/_ _^. |__„._ __^ ^—— j



4^ A. DAV1DOGLOU.

les l imi tes supérieures de e /l0 aj, ̂ K se d é d u i s a n t de celle-ci
par le s imple changement de M en

//•-t- /'• et p / ^ ^ r q f . 4» /(.

Enfin, pour A, (//,//) , on t rouve

,,- c^'^N^Tic " / i A ('// 'i ! <:L j ^ i t ,^///; [ : . ——^:^ [P
f y//-( i (̂ ,,,,,... ^^//

am NA > / - ' p / ^ .s- ^ • . /^ ( .z. -,- a ) / / / - '
.̂,-.̂ ^__,.. ^^ .̂.. ^ ..̂  ^^ .,L.,.̂ .,̂ .̂ ....̂ .,̂ ._

.De ce qui précède résul te la convergence u n i f o r m e des séries

^^'°i;u^<»
l^r'^,,'^

"•'••^{""^
0

pour toutes les va leu r s de x ou de k te l les que 1/on a i t
a ' l ^ < : . ^ , ^ " > H (H >o).

L'équat ion d i f ï e r e n t i e l l e

^•-^••^^ë1^^.-^...^.^
mont re de même que la série

le
^.oy

d^

converge u n i f o r m é m e n t d a n s le même doma ine de x et k.
On peu t donc écrire

A ( u, .4- //i 4»., . ) ̂  lj in A ( //„ 4 1 " " , . < -(- ,̂,/ ),
/;/ ; - »

A j (^4-.. ^^..p. . . ) r:z l i m A i ( ^ ( , 4 » . . .1-11!1- ^« , ) ,
/// -;:,1 ^5 "
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Or, en a jou tan t les équa t ions

A ( ^ o ) =0,
A(^) =Ai(^),

A( / / ,„) = :Ai ( / / , / , _ i ) ,

ou oh tien l
A ( //,,, •+- Ut --h . . . -h ̂  ) .= Ai ( //„ -1- ^i -t- . . . + ^/// -i ),

et, par sui te , p o u r m == ^c,

A( //o -!- / / i - t - . . . ) '= Ai ( ^o 4-- ^i -h.. • ).

Ceci veut (lire que laverie

y ::.::: ^o+ ^î -h«. .

véri/l-e Uéq nation
A(j)r:rAi(j),

( ÏU 'QU (»eui aussi écrire
1 * /74 y

^=A^(.r).y.

Remarque. — De ce qui précède résulte imméd ia t e inen t la couver
nce u n i f o r m e des séries ,gence u n i f o r m e des séries

fil :;:.:• os

/^.i.^-./.-O ̂  M^I,

/// :̂ 1 //

//; :„,:: w

/.-"••-'c-7'0 ̂  «'/„!,
y// /»

//y 1;;.:;' 00

/..rt/^./t'o 'V i /y j^j 1 /// i )^ Zi i^
//ï =ï //

/;/ ss «

â^~^-o V [ ̂
w "̂; //

m =; n

î l l ^- m

ï,,n--'2. />---/t'0 ^V I ^( lv ' I
^^ j ' "/ ' *

Cette remarque nous sera u t i l e pour ce qu i va suivre.
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5. Nous allons d é m o n t r e r que, si, dans l 'expression

^ih'\) P" / Ï—/A-IJ , * "i e^ F" ,./.. , e'-1^ F'^«-,..,,̂ ^ ^e~~1^ (( dx + —•--—— < e^^ a cLc

\ pikft r^' />-//,0 r^

\ + ̂  / e-'7t•9 " dx + (-̂ ,7 / c'7-0 " ̂  ( / > 1 -(/' )'

on fa i t
r ^/'A'O ^ • / / . • o çi/cfi ^ - / ' Â - O

(,) « =y,(,.) ̂  4- ̂ -^ -I- ̂ ^ + ̂ ^

on obt ient u n r é su l t a t de la forme
v :-̂ : (•> y = <»)

V . ̂ o . .,-,...//,o v z-^-7').^ov . z^-^). ..-,..^0 v ^(t7<)
^d (l/,v^^ • Z^ /^:"•17^)v11^1171aAd (/Â-)^-!-?^^ ^d ̂ J^^'^
V :.̂ .̂  0 ' V :r: 0

^ : (Û V <'!)

,̂  ^,o Y . . z^^') . ..̂  .̂,̂ .0 v Zv (••r) , ^'f) i>r6 Z< (//•j^'-F-i3 1 6 ^ (r7^)vTp..;.-3 r" 7:o);.FTî1^
v «^ v o '

ou /^(^) <^t uno (onction réelle de ̂  et

lirn K == o.
/,,• .•lil ^

1 1 est d'abord évident que la substitution de la (onction u ( x ) sous
la forme (.1) donnera lieu à des termes de la (orme suivante :

^,::,e-^ f e~^f^')d^,
J ( l

...r

J,::= e^^ j ^'^^f^x) dx.
u ti

r^

J';, =: €±i^ j tô^^-^)/, { x ) dx.
J „

Les autres s 'obt iennent en remplaçant /c^r &^ et^ par k dans les
expressions ci-dessus,

Posons
f^^U^} ,̂ d \J\W\Ji^ dx [M^ÏÏ hw- ̂  Wî)y / "-
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On trouve, en intégrant par parties,

^ ^6— y^(^) ^8— y^)
1 1 Ô^) ju (^p^/c)^4-1 6'(a)^à (± 2^/c) / /^-+• l

0 0

/,±f7f9 /*lr

+ (±^/cyJ ^''V/^)^

ï -^^^Y-^^Alîl.-—-,^ fî^v-- ^L^L_
'2 ^(.r) ̂  [± /(A-4- Â-J'I^1 1 f /C^) ̂  [±:7"(Â-+ /ci)1^^1

0 ' 0

^±^•0 ^ •ai'

îST^r^TF^ ^^°A(-)^
r-^^lv _^(• r)__- ^^y „ .4(^)__
3"^ Û^.r) ̂  [±: ^(Â' —"Â-t)]^-1-1 Ô\a) ̂  [±:7("Â- — Â-i)"]^1

0 " ' 0

p±i/^ /»•v

+ [S7(r=^FjC "̂."/.(..)̂ .

A. l'îude dû ces trois expressions et des trois autres analogues où l'on
a changé k en k^ et /c^ en k on verra que la fonction réelle /^(^") ^ pour
expression

y ,.)„ 2
.̂  ^ ^

T -4— '•> " <s 1 II _"-

A-K^._^__^ , f^^l (̂ ti)!±±z (̂Lrii)̂ ^xv v ; ~ -"or^y (_ ^ )v ' ^/ ( a ) 2^

pour v ==== ï , 2, .. - et
r'7'

^(,z-)= 1 f^x)dx.
v a

D^autre part, considérons les quantités
/..r ^.r

^i^ i e^^fn ( x ) dx, e^^ ^ e^^^^^fn ( ̂  ) dx,
J a ^ { i

^x
^±/AO / e^'^-^fnW dx ( /fi = ̂ ),

'̂ rt

ainsi que celles q u i se déduisent de celles-ci par le changement de "k
en k^ et réciproquement. On vérifie immédia tement que le p rodui t
d'une de ces dou/e quan t i t és par (r^0 tend vers zéro quand k augmente

Afin. de l'Fc. Normale, 3e Syrie. Tome XV1Ï . — Oc'ronnE 1900. 56
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indéfiniment . 11 en résulte bien que la subs t i tu t ion de u ( x ) dans l'ex-
pression (i) a la forme indiquée précédemment.

6. Cela é tant , écrivonsy pour la symétrie,

- '"•^ - .-"̂ , - .".1 ̂  - '-"••̂ ),-
L'expression

A i ( ^ o ) ^ (3^-4" y ̂ +o^,
deviendra

•̂-.̂ "î ....
o

On trouve e n s u i t e

,;.̂  Fiv(^) ^°Ri ,- .
'^^"i T.̂ 2 +...4-^ ^H^o-

3

"•-«"•i ̂ ) --^ ;-"•--"•
4

„ —^a-OV1^'"-3 '^^) t i ^''^o-a i,,,.i>«„>_, - fc ^ —^^_ ...(-....... _^__ ;nnK,,>-3 - u.^R,
' (îÂ'y" '- ' ' ' "' "j^

Cj»)—l

Pour w ^> co — 3 nous poserons

// •— f>^ ^'tu^ ̂  c ^,

II viendra donc

y ̂  in »(- ui 4-. . .
ù) ^> ^ fjo

_-=^A.O y ̂ ^) + ̂  y ^(^) ,̂ o y ^v(^) ,/,,o v ̂ (.'i).
^ ((A-)" Z< ((À-)" r6 ^ ̂  ((•/<•,)'/ l '' ^(^-"/•A-T)7

2 2 ^ 2 '

^0 LÊl"4" ' " • "hJlsîî̂ i±jl^ ""h " - •rtJî ±j • " )-.,,.,..,...-..,,,— ^ ^ ^^^
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Or, la série
:R .̂â + B(o_i -+-... ̂  e-^ 1^ ( //^ + .. . )

est convergente (Remarque du n° 4). On peut prendre/? assez grand
pour que, pour n ̂ >py on ait

|R / ,4"R/ / -M+. - • [ < -^

& étant une q u a n t i t é donnée à l'avance aussi petite que l 'on veut .
D'autre part, on peut écrire aussi

|)Ri+...+.S:L|<^

en choisissant convenablement la q u a n t i t é R tel le que

A - > H .
Fina lemen t ,

/ / n ̂  ^v^) e^Ry ——,. ^/Â-0 ,̂ .̂...L};,.̂ / 1^. 1^. ___„„__y w ( ' jLà {ik^ ' • "" /^ 5
à

où l i m R == o. Par su i te , on aura asympto t iquernen t

- ̂  V îyif} +y-^oy^
^ -c 2é (ik(- / , / - /1 -U ~1 .W

Prenons
Â â = = 2 ^ ( ^ ) , ^ : = = — 2 < h ( ^ ) . . . .

Le développement précédent dev i en t

COSÂ' /5 ̂  ^a/^^j:::̂  ,_^ ^ ^^^ ^...,
0

c'est le même que celui posé précédemment (Remarque du n° 2).

7. On voit immédia t emen t que le développement spécial précédent
peut être d i t ïerent ié e t q i f i l vérifie formellement l 'équation (i). Tout
cela n'offre aucune diff icul té ; c'est une conséquence immédia te de la
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remarque que nous avons faite au n° 4. Cela étant, écrivons-le sous la
forme

( r ) y=. e^ V ÎZ^ + -+. ̂ ^0 V ^(-r) .J ^ ,̂ H ... h a 6 ^ -̂ .̂.- +. . .
2 0

OÙ
(î\(^) == <I)t^-4- a^^;2) (<I>y) s= o).

On en tire

( x - ) ^ ̂  ̂ o y W Î̂L) ̂  + ̂ ^.0 v ^2^) ,^ ^ (^^ ^ • • .+a 6 J^^^-+-...,
0 0

Si nous supposons que y(,z?) et^'(.r) s 'annulent pour se == Z», les
équations (i) et (i') serviraient à donner les valeurs remarquables
de k ainsi que les valeurs correspondantes de a."' qui représentent

/^y\
Vd^ ;,„„,


