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CONTRIBUTION

A

LETUDE DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE
D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE,

Par M. E. ESTANAVE.

INTRODUCTION.

I. La principale des ¢quations diflérenticlles générales de I'équi-
libre transversal des plaques, qui va nous servir de point de départ
dans cette ¢tude analytique, a fait lobjet de nombreuses recherches.
(Vest 'équation bien connue, trouvée en 1813, sans démonstration,
dans Tes papiers de Lagrange quiy était arrivé en 1811 en examinant
la tentative faite par Sophie Germain, d’¢tendre aux plaques la méthode
exposée dans la Mécanique analytique, pour exprimer I'équilibre de
simples fils ou de lames ¢élastiques.

Cette équation s’éerit

v AN J¥ep 15

M J5 TP uuay T oy = R

Elle donne le déplacement w, normal & la plaque, d’un point
(2, y, o) du fevillet moyen; la plaque rectangulaire étant soumise & une
pression p par unité d’aire et ses bords étant encastrés, libres ou sim-
plement appuyés sur un cadre.

La pression que subit un point de la plaque pouvant varier d’un point
a un autre, p.est une fonetion de & et de y, continue ou discontinue,
mais hien déterminée & Uintérieur du contour de la plaque; car ce sera
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une des données du probleme. E représente un cocelficient d'élasticité
de la matiere constitutive de la plaque, savoir : le coefficient de I'élas-
ticité de traction d’une petite barre prismatique extraite de sa matiere
(que Pon suppose isotrope). Enfin I est e moment d'inertie d’une
ligne matérielle normale au feuillet moyen, par rapport au centre de
gravité de cette ligne. 81 la plaque est pleine et d’¢paisseur e,

On ¢éerit quelquefois cette équation sous la forme symbolique

6
':‘,)) Ag A2 [§ S l?,

en posant
0?2 0?
A,, e - - o
L det oy

Poisson, Cauchy, Kirchholl, ete., se sontoceupés d’établiv cette équa-
tion fondamentale. M. Boussinesq, dans deux Mémoires (') 2 Ewude nou-
velle sur Uéquilibre et le mouyement des corps solides elastiques dont cer-
taines dimensions sont (rés petites par rapport @ d’autres, a monlré que
Pon pouvait déduive 'équilibre des plaques de ee que présente de par-
ticulier leur forme aplatie et en tirant les conséquences cinémaliques
et statiques.

Suivant que le hord de la plaque est appuyé, encastré ou libre,
la fonction o doit satisfaire aux conditions suivantes, ot I'on suppose
deus cotés de la plaque pris pour axes de coordonnées :

0w

Dy*

(8 Sty 6 8 0,

si fe bord appuyé est parallele & axe des a5

o
dy

VS0, )y

(1) Mémoires présentés  'Académic e 1o aveil 1871, Comptes rendus, t. LXXIL, p. fo7
el f19, insérés au Journaé de Mathématiques de Liouville, t. XVI, p. 241; avee des com-
pléments, méme journal, 1879, p. 163 et 329.
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e
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si le bord encastré est parallele a I'axe des a;

- 2

02 02w 0 < oep ()zcv>
b5 7

—()Tlf:+‘0}‘2:0’ @ 5;’7“‘4-5}7

sile bord libre est paralltle d axe des «.

Ces deux dernieres conditions, dues & Kirchhoff, supposent toute la
matiere de la plaque completement isotrope et le rapport de ses deux
coefficients A, = (notations de Lamé) égal & 15 ce qui est le cas ordi-
naire des corps durs, comme le verre, par exemple.

II. Navier s’est occupé, dans son Mémoire in¢dit de 1820, de déter-
miner le déplacement w vertical d’un pointa, y dufeuillet moyenz=o
d'une plaque rectangulaire horizontale, simplement appuyée tout
autour sur un cadre fixe et supportant, en outre de son poids propre,
une charge verticale pouvant varier d’un point & un autre de sa sur-
face. Il est arrivé (') & exprimer ce développement par la série double

AN Lt . T
w::ZZA,-/-sm—-———sm'L—J—/,
a b
i J v

olt @ et b représentent les longueurs des cotés de la plaque et A;; un
coefficient qu’il détermine par la méthode de Fourier.

M. Maurice Lévy, dans une Note & ’Académie et publiée aux Comptes
rendus (*), adopte, dans le cas oltla plaque a au moins deux bords sim-
plement appuyés, par exemple les deux bords paralleles a I'axe des y,
les deux autres pouvant étre libres, appuyés ou encastrés, pour ¢ le
développement donné par la série simple

N . iTtx
sy :::z Y:sin —
a
i

olt Y; est une fonction seulement de y qu’il convient de déterminer
afin que w satisfasse 4 I’équation fondamentale (1). En exprimant ce

¢

(1) Poir Note da n® 73, p. 740, dans la Zhéoric de U’élasticité des corps solides de
Clebseh, Saint-Venant et Flamant, édition de 1883,
(2) Comptes rendus, o octobre 1899, t. CXXIX, p. 535-539.
dnn., de U’Ee. Normale. 3* Série. Tome XVII. — JuiLLer 19oo. 38
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fait, on trouve que Y, est I'intégrale générale de I'équation

~ a
15
(%) Y Y e i x
Y — e Y/+atY;, = SFIaf psinexdx,
B ,

en posant
i
-2

a

les quatre constantes avbitraires de l'intégrale générale étant déter-
minées par les conditions au contour des deux bords y = o0, y = b qui
peuvent étre libres, encastrés ou appuyés.

La solution indiquée par M. Maurice Lévy est générale et comprend,
parmi les six problemes qu’elle envisage, celui examiné par Navier,
a condition de déterminer les constantes arbitraires de Y;, de facon
que les deux bords y==0, y=0> soient simplement appuyés, condi-
tions qui analytiquement se traduisent par

Y;=o0, Y/{==0 pour y = o ¢t pour y == b.

III. Je me suis proposé de montrer, en premier licu, que le déve-
loppement en série double de Navier se ramtne au développement en
séric simple de M. Maurice Lévy, quelle que soit d’ailleurs [a fonction p
qui représente la charge que supporte la plaque appuyée sur scs
quatre bords.

Jai démontré ce résultat en partant de ’équation différenticlle qui
définit Y.

Jai ensuite traité. les six problemes auxquels le développement de
M. Maurice Lévy est applicable :

1° 4 bords appuyés (probleme de Navier);

2° 3 bords appuyés, le quatrieme libre (cas de Vannes);

3° 3 bords appuyés, le quatrieme encastré;

4° 2 bords appuyés, 2 bords opposés libres;

5° 2 bords appuyés, 2 bords opposés encastrés;

G° 2 bords appuyés, 1 bord libre, 1 bord encastré.

Kt en supposant ensuite la charge uniformément répartie sur la
plaque, j’ai, comme application numérique des formules, caleulé a 15
pres la valeur de la fleche de courbure de la plaque sapposée carrée.
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Cela m’a permis de comparer les résultats trouvés par Navier, dans
le cas ol la plaque est appuyée par ses quatre bords, avec ceux que
donne la méthode de M. Maurice Lévy et de conclure que les résultats
donnés par cette derniere méthode sont plus approchés i égalité de
longueur des calculs et que la fleche de courbure va en croissant avec
le degré de liberté de la plaque. _

Dans une deuxieme Partie j’ai traité parallelement le probleme de
Navier par la méthode de M. Lévy et par celle de Navier dans le cas
olt la charge p est représentée soit par une fonction linéaire en y, ou
un polynome quelconque en x et y, soit par une fonction sinusoidale
ou exponenticlle. Par la comparaison des résultats, j’ai été conduit &
la sommation de séries trigonométriques intéressantes, séries dont
jai pu, d’ailleurs, calculer directementla valeur, ce qui est en quelque
sorte une nouvelle démonstration de la proposition qui fait 'objet du
premier Chapitre.

Dans le présent Travail, je me suis borné, pour cette deuxieme
Partie, & indiquer la méthode que j’ai suivie et les résultats obtenus,
en me réservant de revenir ultérieurement i Iexposé complet qui
nécessite de longs développements de calcul.

Aprés avoir examiné avee les ressources de I’Analyse mathématique
ces divers problemes, j’ai cru qu’il y avait avantage a sortir de ce
domaine abstrait et & voir les choses autrement que sous des formules.

Comme le dit si bien M. Paul Janet (') « I'esprit y gagne en étendue
ce qu'il perd en rigueur et peut-étre les connaissances elles-mémes
sont-elles augmentées ». Si nous ne connaissions I’eau qui coule que
par des définitions mathématiques, peut-étre serions-nous bien sou-
vent embarrassés pour prévoir les phénomenes les plus simples qui s’y
produisent. J’ai alors imaginé un appareil qui, s’il ne réalise pas les
conditions idéales du calcul, s’en rapproche et donne des résultats,
non seulement du méme ordre, mais méme fort approchés.

IV. Je me suis appuyé dans les diverses transformations de calcul,
principalement dans la deuxieme Partie :

(1) Premicrs principes d’Electricité industrielle, Préface, VII, édition 1893 ; Gauthier-
Villars.
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1° Sur un théoreme important, dit & Cauchy, et qui peut s’énoncer
ainst :
Si Uon considére une scrie « termes posiifs (A) He, o', ..., H™. .

dans laquelle chaque terme se développe en une série convergente a termes
posiifs de telle sorte qu’on ait :

HO — 1y 1y 4. ly ...,
HY =) +ul 4. o)+ .,

. — m nm n .
H?= w4« 4. . .~ u)+. ..

st Ion forme les nouvelles séries

Vi=uy+ul . o ul ...,
........................... ,

\/ | —— 1 ”
Vo= up~-ul...ull ...,

elles sont aussi convergentes et leurs sommes respectives Vo, Vi, ...,
V., - .. Jorment une séric convergente ayant le méme somme que (A).

Le théoreme subsiste pour des séries & termes quelconques, pourvu
qu'elles ne cessent pas d’étre convergentes quand on y remplace
chaque terme par sa valeur absolue.

2° Sur les théoremes suivants relatifs aux séries entieres (*):

. D ro. VWA N ’ .

Sil'on considere la série z ::2424 a,,xPy?, p etq étant des entiers
positifs,

Cette série est conpergente pour des valeurs de a et y comprises dans
des intervalles symétriques par rapport a zéro.

C’est-a-dire, si elle est convergente pour x = a, y = b, elle est aussi
convergente & lintéricur du rectangle dont les cotés ont pour équa-
tion @ == a, y = %= b. A 'intérieur de cerectangle z est une fonction
parfaitement définie de x et y.

Si Uon prend les dérivées partielles de tous les termes de la série = par

(1) Voir Analyse de M. Appell, Chap. XI, p. 290 et suiv,
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rapport & x ou a y, la nouvelle série obienue converge dans le méme rec-

~
S

tangle que la premicre et a pour somme la dérigée partielle %—; ou 5

Et st Uon multiplie tous les termes de la série par dx, et si 'on intégre
par rapport ax de o @ x, la nouvelle série est convergente dans le méme

X
rectangle que la proposée et a pour somme f zdx.
0
De méme il s agissait de la variable y.

En terminant cette Introduction, qu’il me soit permis de témoigner
ma profonde reconnaissance & MM. Boussinesq et Appell qui ont bien
voulu me guider dans ces recherches, ainsi qu’a M. Bouty, qui, avec
heaucoup de bienveillance, m’a autorisé & entrer au laboratoire d’En-
seignement de Physique et m’a ainsi permis de vérifier par I'expérience
les résultats da calcul.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE L

IDENTITE DES DEVELOPPEMENTS DE NAVIER ET DE M. MAURICE LEVY.

1. Calcul des coefficients A;; de Nayier. — Pour satisfaire & I'équation

Ok Jkep dw _1b

(1 dzt TGzt T gyt T T6EL

p étant une fonction donnée de « et y, bien déterminée & Uintérieur
du rectangle qui limite la plaque, prenons avec Navier la fonction

N\ . itz . Ty
W= 2 EA ; $in —— sin -~
i @ b
i g
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(7, j étant les nombres entiers 1, 2, 3, ...), qui satisfait d’elle-méme
aux conditions qui expriment que la plaque est simplement appuyée
sur ses bords.

Le coefficient A;; est déterminé de la facon suivante :

Ecrivons que la fonction s satisfait & I'équation (1); nous aurons

2}

LA inz G STy o 15
ZAZA”W <(4 1‘> sin * a =sin b 6EI

Conformérnent a la méthode de Fourier, multiplions les deux membres

par sin Z2Z dx et intégrons les deux membres entre les limites o et a.
L’intéﬂralc qui figure sous le signe Y dans le premier membre,
8 8

abstraction faite des coefficients, est

“ . imx . mma
sin —— sin dx;
A a «

. . (443 - .
clle est nulle si m =4 ¢, et a pour valeur Ssim==1i.

En sorte que la somme double du premier membre devient une
somme simple, etl'on a

O @ ¢ SN . my
Ay =7t = - 2= ) sinZtl = nm L .
Z ueT™\@ TR N 1()[1 /)S' ¢
i
. RTY ] . nTYy .
Si nous multiplions les deux membres par sin=;=dy et si nous

intégrons entre les limites o et &, le méme raisonnement conduit & la
relation

ab . 2 '1'2 2_— X
A,~j-—[rn <F¢7 -+ Z;) = 1(}[‘[] sm—w-‘cl.zf psin: ——-— d),

qui nous donne pour A;; I'expression

_ 4 15 ! ‘ JT Ty
A= =0 T6EIL Tr"( -—--/~;§;fo f} p‘sm = Z gin - dxdy.
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2. Détermination de la fonction Y;. — Considérons maintenant,
comme le fait M. Maurice Lévy, la fonction

. . Iimx
= Ehsm )
a
i

Y, étant une fonction de y seulement. Cherchons & déterminer Y,
de fagon que cette expression de w satisfasse & 1’équation (1). Nous
aurons

TI6EL

1 2 2 A% 4 T 15
2 (&) 71 LY
<Yi —_— 2 ——'a2 Y : .————-(6/' Y ;] SIin W{l Ps
i

N T . mmna -
et si "on multiplie les deux membres par sin = = dw et qu’on intbgre
entre les limites o et @, on a, pour déterminer Y,, équation différen-
tielle linéaire & coefficients constants avee second membre

15 “ inx

o A A I T — [ in —— .
(2) : ar Y 4 oY 8151“.,0 p sin - e,

(T
en posant oo = — -

«

Silon désigne par @;(y) une intégrale particuliere de I'équation

précédente avee second membre, Uintégrale générale sera

Y= 0;(y) + A;shay + B, chay + y(C;shay +-D; chay),
ol les fonctions sh, ch sont les sinus et cosinus hyperboliques, et A;,

B;, C;, D; quatre constantes arbitraires.
La fonction

N . itz

o ZY,SUL —
a

i

satisfait d’elle-méme aux conditions

rw ) o o
W 0, e (o] pour z =0 el x =a,
qui expriment que la plaque rectangulaire est simplement appuyée
sur les bords x = o et v = a.
Pour que la plaque soit également appuyée sur les deux autres
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bords y = o, y = 0, il faut que

=20 02 i == ’
=o, o =
pour ces valeurs de ;. D’ou les conditions
Y.=o, Y=o, poury =o et y ==,

qui donnent quatre relations permettant de déterminer les quatre
constantes arbitraires A;, B;, C;, D;.

Ces constantes étant ainsi déterminées, je vais montrer que les deux
fonctions

~ . dmx . Ty . . Tz
= 2 M Ay sin 5 gin L7 el == E Y, sin ——-
Y P b ‘ a
[ i

sont identiques.
En effet, si dans la premiere expression de @ nous groupons les
termes en z, nous pouvons écrire

NRALEN . T
o Z sin ~—=— 2‘ Ay sin I
« b
i

]
Posons

— N4, sin LY.
Yu.._z,\,,.sm PR
i
Iexpression de w peut s’éerire

\ . imx
y == z Y]y[ 5“1 "‘("““‘ 2
i
qui sera identique & celle adoptée par M. Maurice Lévy
O . inx
e ::;ZYiSm _E_..,
. «
13

des que nous aurons montré que
Yi:—':::' Yi,i,
dans les conditions olt nous nous sommes placés, ou les constantes A,

B;, C;, D; sont déterminées de facon que les bords y = o, y = b soient
appuyés (seul cas ol le développement de Navier s’applique).
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3. Les deux fonctions X;, Y,; satisfont a la méme équation différen-

tielle. — La pression p ¢tant une fonction bien déterminée a Uintérieur

du rectangle qui limite la plaque, on peut, par la méthode de Fourier,
développer cette fonction suivant la série double

AN L imax Ty
) = 2 213~sm sin &~
! Y a 73
i

B,; est déterminé par la méthode suivie pour la détermination des A;;
¢t a pour valeur

»

7 o L, D . .
4 . T . T
B= — 8in —— dx ) sin ~———dy.
YT ab . a ) / o W

D’autre part, nous pouvons développer la fonction p suivant la série
simple
2 () sin[ﬂm
) v )7) SN e
/ i) )sin—
i

(p; ¢tant une fonction seulement de y). Si, en effet, on veut déter-
. , . R ) . MT
miner la fonction p;, on multiplierales deux membres par sin == dw,

el en intégrant de o 4 @on aura, en prenant m == ¢ (seul cas ot I'inté-
arale coefficient de p; n’est pas nulle),

y o 2 /‘” )s‘in[n"u dr
I = P a

. 0

Cela posé, démontrons tout d’abord que

: "1 osin LT
(’5) [7,‘(‘)’) == ZBU SIn ,.._/;.A, ;
i

en effet, caleulons

Y na
posin ——dux;
A @

multiplions pour cela les deux membres de I'équation qui définit p en
, . .omTmx . R )
une série double, par sin ~~-4»d~—-‘(lx et intégrons de o 4 a. Nous aurons,

Ann. de U FEe. Normale. 3¢ Sévie. Tome XVIL — JuLer 19oo. 39
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en supposant m = ¢, seul cas ol le deuxieme membre n’est pas nul,

/ /)sm T sZB ,sm / inﬂl-%f(z’.zr

o

ou

ZB,J sin L0 — p / VZ Rmﬂwdz

Dot la relation (3) que nous voulions établir.
Cela étant, la fonction Y, de M. Lévy satisfait & ["équation

(4) Vi — 2ol Vi ot Vo= i i),
en prenant pour p le développement

~ . dma

P A\_‘/)i(‘v) sin =" -
i

Je dis que Y, défint par

T)

’}’1,~-._-:\ Ay sin //)f~ >

P
J

satisfait & la méme é¢quation que Y.

Sinous substituons en effet cette valeur de Y, dans I'équation (1),
en (enant compte de la relation (3), nous trouvons que A;; doit satis-
faire a la relation

A 2\ * 1
/\"TE‘( . e ) el 7Y
" X 0* ) IGEL

ou, en remplacant B;; par la valeur calculée, on déduit pour A;; la
valeur

@

A4 15 r [ imw / y
Aij== — TEEQ :;(_Z'i — ) / P sin »-a- sin’ dxdy,
1

(qui est justement celle trouvée par Navier.
Donc Y; et Yy; satisfont & la méme ¢quation différentielle.

4. Détermination des constantes A;, B;, C;, D;. — Je dis maintenant
que, & raison des hypotheses qui déterminent les constantes A;, B,
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Ci» D; de Y, pour que le développement de M. Lévy corresponde au
cas ol la plaque est appuyée sur ses quatre bords, Y; ne differe pas
de Y, ;.

Nous avons en effet, puisque ces deux fonctions satisfont i la méme
équation (4), les relations

% QN N 15 ) \
Y,)—')‘Oﬁ \; -+ o \L-——l-{,;EI—[),(y),
)y 2 Y 15 .
Y — oY+ Y= TGEL pi())-

En retranchant membre & membre et posant
7=Y;— Y,

nous avons, pour déterminer Z, I'équation différenticlle, sans second
membre,
7 — ol - 2t — o,
dont Pintégrale générale est
7.:=ANshay-+Bchay ;+~,)'(('] shay -+ D chay),

A, B, G, D élant quatre constantes arbitraires que nous allons déter—
miner.

Remarquons que Y, par hypothese, est nul pour y =o0 et y =0,
de méme Y], puisque la plaque est supposée appuyée sur ses bords.
Par définition méme,

Y“-:: EAU sin L-;}E-Z
i

est nul poury = o, y = b, ainsi que Y,

Done Z et Z”.sont nuls simultanément soit pour y = o, soit pour
y = b. Ces quatre conditions vont nous permettre de voir que les
constantes A, B, C, D sont nulles.

En effet, les conditions Z = o, Z” = o pour y = o donnent

B==o, L= o.

Les conditions Z = o, 4" = o pour y =56 donnent, pour déter-
miner A et D, le systeme de deux équations homogtnes,

Ashab -+ 0D chab=o,
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dont le déterminant des coefticients est 2sh*«b, par conséquent dif-
férent de zéro. Il est donc nécessaire que

A=o, D=o.

Par suite, Z est identiquement nul et 'on peut conclure

ce qui démontre la proposition.

Remarque. — Nous pourrions, comme application, expliciter Ia
fonction p et démontrer, dans chacun des cas ou cette fonetion est
particularisée, que Y, satisfait a 'équation différentielle qui définit Y.
Ce serait unce nouvelle vérification, dans chacun de ces cas, de la pro-
position que nous venons d’établir.

Dans le cas ot p = Ay, le caleul conduitaun développement de »); en

serie trigonométrique, et si p est, d’une facon plus générale, un poly-
nome en y, on est conduit au développement en série trigonomdétrique
. . . N (1) sing
de ce polynome et i la sommation de la série }_‘ e TY. Le caleul
-

détaillé montre que les p constantes d’intégration que 'on introduit en
5 (--1)/ 8in/ oy - .

partant de }_‘(»}// el intégrant 2p fois sont données par des
p .

¢quations linéaires. Ces constantes sont d’ailleurs en relation direete

avee les nombres de Bernoulli. Je me borne, pour le moment, &

signaler ces résultats qu’on trouve en écrivant simplement que Y,

satisfait & I'équation différentielle du quatrieme ordre qui définit Y,

et qui sont compris dans la formule de Fourier, ou plutot méme de

Lagrange, donnant le développement d’une fonction, dans un intervalle

donné, en série de sinus ayant pour période le double de cet inter-

valle ou les partics aliquotes de ce double, pour aborder les problemes

auxquels [a méthode de M. Maurice Lévy est applicable, et en parti-

culier celui de M. Navier.
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CHAPITRE 1L

PLAQUE APPUYEE PAR SES QUATRE BORDS. — PROBLEME DE NAVIER.

5. Nous allons traiter le probleme de Navier par la méthode de
M. Maurice Lévy.
Adoptons pour w le développement en série simple,

(T

W .l
[§ L ’\ Yi S ——— y
s a
i

Y, ¢tant une fonction de y.

Par la forme méme de o, la plaque est appuyée sur les bords « == o,
== a; pour qu’elle soit aussi appuyée sur les deux bords y == o,
y == b, il faut que

(1) Y; =0, Y == o, pour y == o el y=1b.

Nous savons que Y, doit satisfaire & I’équation différentielle
Nous savon Y, doit satist ]

r . .

‘ , ‘ ; 1h L inx
(= Y 0a?Y! 4 oY, o= — / » sin -——dx
%) i ‘ T 8Ela J, / a ’

dont intégrale générale est
Yi=0:(0) 4+ Aishay + B chay + y(Cishay +D,;chay),
ol 3;(y) désigne une intégrale particuliere de I'équation. .
En explicitant les conditions (1), nous avons, pour déterminer les
quatre constantes arbitraires A;, B;, C;, D;, les équations
o;(0)+B;=o, @;(0) + B;o?*~+2C;a =0,
@i (b) -+ Asshab —+ Bychab + b(Cishab -+ D;chab) = o,

@, (D) +a*(A;shab + B;chab)
+-2a(C;chab +D;shab) + ba*(Cishal +D;chab)=o.
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Des deux premieres on tire,
B;=—o;(0), Ci=— —[0j(0) — a0, (0)].

En remplacant dans les deux autres B;, C; par ces valeuars et rédui-
sant, on a, pour déterminer A; et D;, les équations

» ’ , b Y . .
A;shab+D;bchab=-— 2;(b)+0,(0) chab+ :ashab[qoi(o)n—a 9:(0)] = m,,

At shad + Di(aashad + ba*chab)
1t " ab _ " .
=—i(b) + ¢i(0) chab— ~—shablz*y:(0) — ¢:(0)] = n;

ol jai désigné par m; et n; les seconds membres de ces équations.

On a
Arshob +D;bchab = m,,

Ajershab -+ Di(rashob -+ ba chab) = ny,
d’ott Pon Gire facilement

— m,
aashab’

m; ('» o sl;»xhlrz 4 ha® che J/))u AI)f/l,‘(.',llfVle

D=~ A== oashtad

lin (](@V(!l() pant ces (:alculs el osant, pour 1[])1‘(’5”‘(3!',
o
bi(3) == 0j(z) — ato;(3),

on peul écrire
bi(o)chab — p,(//)

i 2ashab
(.
SV [9:(0) chab — @ (D)] 4 '_)aﬂh"a/ [ (DY chab —di(0)].

Ce sont Ia les formules qui, dans chaque cas ol la fonction ;(y)
sera déterminée, nous fourniront les valeurs des constantes.

6. Cas ou la charge est uniformément repartie sur la plague. — Dans
ce cas, p est une constante et Uéquation qui définit Y, devient

. zGro pour ¢ pair,
10

Y — oot Y4 oY, = L. (1 L COSIT) = S 15
BT 17272 A . r atp
o iElas pour £ impair.
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Tab| sashial
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On se bornera donc aux valeurs i=1=3=5=....
Une intégrale particulitre de I'équation sera

()= 1P
P = [ Elaw

¢; tlant une constante, il suit que o; estnul; par suite,

b(s) =—a’g,(3).

Posons, pour abréger I'ceriture,

15p i}
”‘Tl‘" =Ky;
LEla
alors,
K,
1= b

Les constantes Ay, By, G, D; ont pour valeur

K . o K
Biz=—0;(0) == -07;-, Cpm = )

)
2 o

Ky e*(1r - chab)
Do = -

K, (r—chab)(ba*—vashab)
o’ aashab o ’

A==, -
ETT b 2o sh?ab

Dot expression de Y,

L R -

o a?
shay—chay-+y l:'; shro y-+—
Dans ce cas el celui d’une fagon générale ol p estindépendant de z,
con g
ot . ima . . )
psin == dxz est nul pour des valeurs paires de ¢, le sccond
0
membre de Péquation qui définit Y, et la solution particuliere sont
nuls, ainsi que les coefficients A;, B;, C;y Dy, 1a solution disparait.
Nous n’avous qu’a considérer les valeurs impaires de 7.
B - . Imx - e
En multipliant Y, par sin JJ— et faisant la somme en donnant a ¢ les

valeurs impaires 1, 3, 5, ... on aura ¢ exprimé par unc série simple

«0) shay —chay

" T‘:Z ire K, ; - (1—=chab)(bo*—2ash

Caashiab

IR

~

o .
sheay w2(1 = chab) chayi“

ﬁ-‘y[. aashab
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Calcul de la fléche de courbure. — Supposons pour simplifier que
la plaque soit carrée

- .

Le point central a pour coordonnées

_a _a
x‘“.aa Yy = ;7
la valeur / que prend w sera
K, =t (1 —chim)(im — ashin)  i=w i
= ¥ —= (1) |1 o sh— — ch =
/ E o’ ) t ash*im P o
i
im1—chim i’
LN L ~ Seh = -
4 o 4 shim 9

Remarquons que

(mr (T z7r l——(hln
= sh—= A o e ch T
4 o, 4 shim
s éerit
iT: T
shmsh --~~(Iu'rr(h ;u(h -,
|Sl p o

. S , . in
qui est nul d’apres le développement de (zh(u:w . >

Le premier terme de la série correspondant i ¢ =1 §"¢erirva
ihpat [ (1= chm)(m-—oashm i3 1
-~ ,! Ty _}. . o ) S ) _\"h — (;l) . P
LEL 7S ash*m 9 9

A Paide des Tables des fonctions hyperboliques ('), caleulons sa valeur.
lin remarquant (ue

™ « o
sh~ == 2,301, shr = 11,546,

2,

i -
ch = == 2,500, c¢hm = 11,589,

5 ¢ ¢

on a, pour la valeur de la parenthése,
0,3!4,

(1) Jo me suis servi des Tables de Hoitiel, édition 1866, Gauthier-Villars, et du Samim-
lung won Formeln der reinen und angewandten Mathematik von D' W, Laska, édi- |
tion 1888, p. 94, erste Liclerung.
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et nous avons une premiere approximation de la fleche de courbure

en prenant

15 pat
== —L " 0, 314.
J= = s oo 3

Avant de calculer le second terme de la série correspondant i 7= 3,
comparons le résultat que nous venons d’obtenir avec celui qu’a trouvé
Navier.

Dans son Mémoire inédit de 1820 ('), Navier a trouvé pour le dé-
placement o I'expression représentée par la série double

mx . on'my
sin :

m'=w n'=o= sin

(p— ‘.'),./| P y y 1 a b
"""" T 5 B a 7
Tt e’ dd &= ' m': n'*\®
m'=1 n =1 e =
oat b?

ot m’, r/ sont des nombres impairs, ol ¢’ représente la demi-épaisseur
de la plaque ¢t @, un coefficient qui, rapproch¢ du coefficient E que
nous avons employé, a pour valeur

16 8e3
ay,= — K or [ = —,
s 12

done w peut §’éerire
.omme i n'ry

m' =i n'eme sin e

p oo oo 1 a
mh 2‘ Z m'n' (m’f‘ n,’=>"

m'z==1 op' e N

Cette série estassezrapidement convergente. Navier se borne & prendre
le premier terme correspondant aux valeurs m' =1, n'=1.
On obtient ainsi
.. T . T
P sin 2% ¢in =Y
= 15 pat bt a b
SE TR T (@ 0

en supposant la plaque carrée le déplacement du centre sera

15pat 1 15 pat
fie= e ~ —+—.0,318.
SE R e O R

(1) Voir Théoric de I’ Elasticité des corps solides, Clebseh et Saint-Venant, p. 747,
édition 1883,
Ann. de UEe. Normale, 3* Série. Tome XVII. — JuiLLET 1goo. ho
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Cette valeur est supérieure de 0,004 & celle que nous fournitla méthode
de M. Maurice Lévy, qui adopte le développement

v . (T
i Y;sin—"~ .
2Visin=,

Z

En se bornant au premier terme, on a

. X
Y, sin —
a

Or

a pour expression

- siny/’ -
S fa\ __ hp Qo G
\z)T B &7 7 ey
2 ~ Gz
! a? lﬂ)

. - P -l . ” 3R k)
Navier au lieu de prendre la série 24 en entier n’en considere que le

U
premier terme correspondant & ;=1 ¢t néglige lv sec cond corres-

pondant & ;= 3, terme qui est négatif ct égal & — : 0,004. Dans

npa
_ i
la méthode de M. Maurice Lévy cette série est conm(lmwm en entier et
a 6té calculée, ce qui nous permet d’affirmer que nous obtenons par
cette derniere méthode une valeur plus rapidement approchée.
Silon tient compte des deux premiers termes de la série double de
Navier, on obtient pour valeur de la fleche
1hpat

/*/l'l - 0,314.

Calculons maintenant le second terme du développement de
M. Lévy correspondant & ¢ = 3.
On a

2

OT ~
sh - = 55,635, sh3n =06191,5080,
ch — = 55,644, ch3m=06191,5088

et par suite la valeur de la parenthese, dans 'expression de ce second
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terme, sera
1 15 pat (r—eched3m) (3w —asharw) |, 3= 3
I+ )

— % T sh— —ch—
35 4ELw® 2sh*3 1 ) ch 2

.. 1
ou 1,004; en divisant par 5z nous avons pour la valeur du second
terme de la série

» 5
10 pat p
— 5 = 0,00/,
GEI7s 07770

Donc la valeur de la fleche de courbure sera

15 pat
JS= TR (0,314 —o0,004),
Ol
15 pect
= I 0,310.
. AEIRs
Nous ne calculerons pas le (roisieme terme : il est d’un ordre, quant i
son facteur numérique, supéricur a celui des dix-milliemes.

8. Verfication expérimentale. — Le dispositif que j’ai employé pour
verifier par 'expérience les résultats précédents est des plus simples.

Une cuve carrée V (fig. 2) est fermée par une membrane de caout-
choue bien mince ¢¢, sur cette membrane on place la plaque élas-
tique ¢¢” & ¢tudier et an-dessus de la plaque vient se fixer solidement
4 la euve un cadre rigide. Ce cadre a intéricurement 1o de coté, il a
¢té doublé en cuivre rouge de 1™ d’épaisseur pour éviter toute dé-
formation. La pression se fait & Uintérieur de la cuve en comprimant
de Iaiv 2 aide du manometre ABC. Vu les faibles pressions & exercer
on a remplacé dans le manométre le mercure par I'eau. Deux échelles
gradudes placées le long des deux branches du manometre permettent
de lire la pression exercée.

Sous influence de cette pression, la plaque vient appuyer sur
aréte vive du cadre et se bombe. Il restait & mesurer le déplacement
du centre de la plaque. Pour cela j'ai rendu solidaire du centre une
tige ab dont 'une des extrémités @ vient huter sur un levier aom qui
porte en m un petit miroir. J'ai disposé¢ devant le miroir une source
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lamincuse L et un réticule horizontal M. L'image de ce fil apres
réflexion sur le miroir 72 se fait en 7 sur une régle graduée R. Cest le
déplacement sur cette regle de la tache 7 que 'on a & suivree quand on
fait varier la pression a I'intéricur de la cuve.

La fig. 1 montre le dispositif de 'expérience, et la fig. 2 une coupe
détaillée de Pappareil.

Tig. 1.

I

srbaviclonnge,

~Z

e

Y T T P T P I

|

i

_—

J]‘!‘.ﬁﬂk “

oo’y plaque de verre; ee', enveloppe en caoutchoue; ¢f, tube amenant dans Lenveloppe
Pair comprimé du manomitr e,

Dans les expériences, la distance de la regle R 4 Paxe de rotation o
du levier ¢tait de 1og®™®; le bras de levier oa avait 2om,
Lorsque le levier @om tourne d’un angle «, le rayon luminecux
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réfléchi tourne d’un angle 2«, il en résulte que le déplacement de
I'image sur la regle est le double de la tangente de I’angle o de rota-
tion dulevier. Comme e est tres petit, on peut avec une approximation
suflisante prendre D'arc au lieu de la tangente. Le petit bras de
levier @oayanto™, 02, en désignant par x le déplacement vertical de @
extrémité de la tige et d le déplacement de I'image sur la régle R, ona
par la similitude des triangles aoa’, rior (fig. 3)

J’ai pris une plaque de verre carrée, de o™, 10 de coté et d'épaisseur
moyenne o™™,53 (verre extra-mince); Pexpérience m’a montré que le

Fig. 3.

déplacement ¢ sur la régle, pour une augmentation de pression
op == 187, est de 1™ g7 ct, par suite, le déplacement 2 du point « est
oM 018,

La fleche étant une fonction linéaire de la pression, 'aceroissement
de la fleche, correspondant i unc augmentation de pression de o8" par
centimétre earrd, serait o™m,18.

Ces résultats d’expériences sont (,(mlormeb a ceux que donne
'analyse.

Nous avons trouvé, en effet,

_1dpat

V= mo,%lo

ou, en mettant en évidence I'épaisseur e de la plaque,
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et pour p = 18%, en prenant (')
~2
/9

E=7x10% &= mconlimélres,

on a
/' —_ Omm, o1 7,

et pour une augmentation de pression de 108" par centimetre carré,
omm, 17,

Nous trouvons, par 'expérience, une fleche supérieure pour cp =1
i de millimetre & celle que donne le calcul.

Ce faible éeart est facile & expliquer, si 'on remarque que la condi-
tion supposée dans 'analyse d'unc plaque d’¢paisscur constante est
difficile & satisfaire; et nous avons vu le role important que joue
I’épaisseur.

Une autre cause d’errcur provientde la difficulté qu’il y a d’obtenir
une application intime des bords de la plaque sur le cadre. Je I'ai sur-
montée dans une certaine mesure en observant seulement les va-
riations de fleches, c’est=a-dire & partic du moment oi1, la plaque
supportant déji une pression initiale, j'élais assurd qu’elle appuyait
sur ses bords.

Ceci, joint au défaut disotropie que peut présenter la plaque, suffit
a justifier la faible divergence que nous constatons entre le caleul ef
Pexpérience.

Remarquons que le dispositif que j"ai employé pourrait serviv i dé-
terminer le coefticient ’¢lasticité K.

On déduit, en effet,

de

les quantités p, /'sont mesurées par Uexpérience, et a, & ont ¢té préa-
lablement déterminées.

(V) Yoir dide-mémoire de UIngéuiewr de Cl. de Laharpe, édition 1goo, ou celui de
Huguenin.
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CHAPITRE I

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYES, LE QUATRIEME ETANT LIBRE.

9. Nous avons jusqu’ici examiné, en nous servant de I’expression
indiquée par M. Maurice Lévy pour w, le cas ou la plaque rectangulaire
¢tait appuyée par ses quatre bords, afin de comparer les résultats ob-
tenus & ceux qui sont donnés par la méthode indiquée par Navier.

Fig. 4.

libre

appuyé
appuyé

O appuyé o

Supposons maintenant que la plaque soit appuyée sur trois hords,
le quatrieme étant libre. Soit

. Inx
I E Y, sin——,
a
i

I'expression du déplacement normal d’'un point du feuillet moyen.
Il résulte de I'expression méme de w que

0w

v == 0, _——.‘().jb'z

=o0 pour z=o0, x=a
ct, par suite, les bords # = o0, x = a seront simplement appuyés.
Supposons que le bord y = o soit aussi appuyé et que le bord y =104
soit libre.

On doit avoir
V== 0, 5)—2—‘}-, =0 pour y=o,

dy?

c¢’est-a-dire

(1) Y;=o, Yi=o0 pour y=o
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’_)2_”"—;—/(11_‘3-—0 9 (o )w =0 our =
dur gyt T oy 707 oyt )“ pot y=o

conditions qui, dans le développement adopté pour ¢, donnent

(2) 4Y! —a*Y;=o, 4Y;—7a*Y;=o pour y=20b
en posant
i
T a

On a vu dans le Chapitre précédent que Y, est intégrale générale de
'équation

=4 2 (L
15 .
Y —oa?Y ot Y= p sinea dr
‘ ‘ T 8Ele«, o 1

ela pour expression, en désignant par g,(y) une solution particuliere,
Yi=o:(y)+ A;jshoy + B, chay -+ y(U;shay + D chay).
On déduit
Yi=oi () 4 sheay (aB+ C))
- chay (a4 D;) -t ay (G chay -+ D;sha )y,

Y/ == oi(y) +shay (a* A -+ val);)
= chay (e Bt 20 () = aty (Cishay - D chay),

Y7 = of (7) +shay(a*B; -+ 3a2(;)
- choy (e Ay~ 30 Dy) + ey (C; chay -+ Dyshay).

Les conditions (1)

Yi=o0, Yi=o0 pour  y=uo,
donnent
9;(0) +- B;=o,
07 (0) 4+ &*B;+ 2aCi=0
d’ou Von tire
B,:::-—- q,t(())’

v ! 9 " sl
C,= v [a®q@;(0) — @] (0)].



DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 321
Les conditions (2) explicitées donnent les équations suivantes :
Sashab A+ (3abchab +8shab)D;+ 3achabB;
- (3abshab +8chab)C,+ g 0/ (D) —ap;(b) =o0,
| Bochab A+ (3abshab —5chab) D+ 3zshabB,
4+ (3abchob—5shad)C,— —:— of(b) + 70 (D) = o.

Ces quatre ¢quations dclermmeront A; B, G Dy des quelon con-
naitra la fonction 2,(y).

Particularisons p()ur cela la fonetion p qui représente la charge par
unité de surface, et prenons avec M. Maurice Lévy

STL(D — 1)
qui représente la pression que supporte une vanne de hauteur 4.

Le eoté AB est libre, les trois autres BC, CD, AD sont appuyés sur
un cadre.

Iig. 5.

Il est facile de voir que Pintégrale particuliere ¢,(y) est alors

1511
)
Blaas "

Kt, par suite, les équations précédentes donnent pour les con-
stantes B;, C;

PR U T3 1)
A O PP T ¥Elaat
En remarquant que
w/(b)==0, ©j = 0, 9f=0

dAnn. de U Be. Normale, 5* Série. Tome XVIL — JoLuer rgoo, 4
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et que 7
R 1511
() T 4Elaz’
les ¢quations (1) deviennent
il / 3 ’
— ,, s ((ehxl; - Labshab .
AN A 0,

SashabA; 4+ (3abchal + SshabjD;=—

S3achabA;~-(3zbshab —5chab)D;

ih D ('ll 3 7
s ST tshah o Sabehab - L)
ABRbaa o s 9 l a/;,‘)

Dot lon tive facilement

, 50 P T
err g, A4shiab - airchab -+ — shab - Hehrab 2t b2
\ 1ol b 9
S M Pt 3a(Scb--13shabcehal
. 7 )
. ——sh*a b+ L shab - ch*ab
D, Y | /2 b
e .

ABlast  Bab - adshabchal
in remplacant dans Uexpression de Y,
Y om0y - Arshoy -+ Bichay -y (Cishay 4 Diehayn,
ces quantites pav leurs valeurs, on aura le déplacement normal du

point &, ¥ du feaillet moyen exprimé par la série simple

N, . T
T Y, sin -~
2& ! «

i

olt Pon prendra pour Z les valeurs impaires 1, 3, 5, .. ..

10. Cas ot la charge est uniformement répartie sur la plague. - Dans

ce cas, pest conslant.
Lintégrale particulivre ¢,( ) ) est elle-méme une constante

tHp

YY) e
Les valeurs de B; et de C; sont

B 15p . 15p o
‘ 4EIac? R O WP
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En remplacant dans les ¢quations (1), qui expriment la liberté du
colé y == b, B;, C, par leurs valeurs et remarquant que 7;(b), 2;(b),
v, (0)sontnuls, on obtient, pour déterminer A; et Dy, les équations

7

%
s

SashabA;+(3abchab 4 8shab) D, = ZVI:;)'—/—)——,—(I -~ chab —3zbshab),
WElaat :

15p

SachabA;+ (Sabshab —5chab) D= e
GELaa?

Wshab — 3 abchab);

d'ot on déduit en résolvant

Ao 1ip Sabshab -+ 5 220+ 5 —5chab - 3gsh*ab
! GEL o 3a(3ab--13shabchab)

D ihp  cheab—ch’ab — Y shalb
o 2

hELaa® Sab -15shabchab

insorte que Y, aura pour expression

, 1hp Sabshab Yot bt —-Sehab —3ysh*ab 5
Yo GEVa s 4' 3 (3ab isshabcehal) shewy --chay
b hay g gy 2O dab o shiab
2 . Jab - 13shabchab i

On aura le déplacement w da pointa, y du fenillet moyen en prenant

N . T
o : Y;sin ——
a
i

pour les valeurs de =21, 3, 5, .. ..

Cherchons en particulier le déplacement du centre de la plaque que
nous supposerons carrée.

Alors
a
b= a, P et
2
On a, pourY,,
y ihpat | 3imshim - 4 *nt— Schim — 3gsh¥in -+ 5 <h in el in
g o e 1 e et "" — - -- - 9 ——— — ——
CUGEIT S| 3(3im 413 shimchin) 2 P

(m I
e e 8 — -
o} 2

im chim — ch®im— 1t shim 0 (m”
2 3im +13shinchin 2
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Considérons le premicr terme de la série ) Y, emw ooncspond nt

i

A7 =1 ¢l calculons sa valeur; on a

—Hchm—3gsh’m -5
! 9 S sh - —c h =

Yy — hpat ‘ !
T4 Ele J(3m-13shmehm)
= chr —ch®nm —

gy O

2 3w+ 13shmehm

1".]]1

Or, en remplacant slx~, ch = shw, chw, par les valeurs que j'ai in-

diquées dans le Chapitre pmcu[onl on a

T T 7 3mshm - jm—5chm — 3gsh’s -4 o
+sh = =1,807, —sh - ——— 9 e 2, 200,
K 2 ‘;(51 +13shmchm)
m chm —chim— , 7: .
= 1,028, 1 ¢h Lm0,

T
L N !
9 9 3w -1dshmehw

ot, par suite, en rassemblant les termes

l‘“)/)l'

Y, -0, 606,
A T
Mais caleulons le deuxitme terme de la série, correspondant a3,
o
‘ \ .., . 3m
Le terme Yy devra étre multiplié par sin=> ¢'est-i-dire par - 1.
La valeur de s limitée & ses deux premiers lermes sera
W Y- Yy
Or
[T 2 2
OT ST
Y= LB T T
- 2 ),
3T
—(,h o
9

KR vIu*ll%?L’(,ll-)ﬂ' M

47 e e

, A 4 8m o . .
En remplagant sh==, ch = sh3=, ch3z par leurs valeurs et effec-

tuant les calculs, on a

it 3w omshdm- }—”"r:"‘ ~hehdm o~ dgsh*dn -5 37w
e sl e 2181, 07600, L e At T---J—m sh~= = 53,644,
4 3(gm +13shdmehsm) P
3m ch3n(1—ch3m) —2 sh? 3m 4w dm
ch =5 e 131,0705 el s B4, 644,
o g7 - 13sh3mchidn 2 10770, 1 2 b
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N

Iin rassemblant les termes on a pour valeur de la parenthe
et, en divisant par %, ¢’est-d-dire 243, on a 0,0041.
On a donce

s¢ 1,0030

=

==
<
==
]

En se limitant i ces deux premiers termes, la valeur du déplacement
. (€4 a
du point & = =, y = - sera donc
2 " 2

1 pat
= -— 0,600,
J = R
La fleche est dans ce cas plus forte que si la plaque était appuyée sur
ses quatre bords, nous avons va en effet qu’alors elle a pour valeur

. i »/m'
!

- 0,310,
J LETT

Le rapport de /4 /7 est approximativement celui de 2 & r.
Caleulons maintenant le déplacement du point A (fig. 4), milieu
du eoté Jibre, les coordonnées de ce point sont

Y AR j' ool

La valear de Y; sera

Shehim —3gshitim -5
e s T — ch i
A8shimehin)

y ihpat ”l Sim sh[r -+ "-7‘“
S I VAT 2N

ir.r . . chim—ch?in — 1 shin .
e e ST A U e chim|.
o Sim—i1ashimcehin R

Ce (l(,w-lnppmrwnt se (h,dutt de celui que nous venons de trouver en
remplacant sh'™, ch ‘" par shem, chiw.

Les co(,ih(,u,nt.s ()nt (:u, déjh calculés pour £==1 et £ ==3. En rem-
plagant, on a, pour valeur de Y;, 0,919, correspondant & i=1, et

0,004 pour i == 3.
Borné aux deux premiers, le déplacement du point A a pour valeur

. .)/m
[ v —
we= Y, — Yy (i

30 9!.),

environ une [ois ¢t demie le déplacement du centre.
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L. Vérification expérimentale. — Nous pouvons, en modifiant légere-
ment le cadre qui nous a servi dans le cas ot la plaque ¢était complete-
ment appuyée sur ses hords, faire la vérification dans le cas actuel. A
cet effet, la feuillure en cuivre qui double le cadre en bois a uhe ouver-
ture rectangulaire dont U'une des dimensions a 3™ de plus que Pautre;
de cette facon, en faisant glisser la plaque qui nous a servi, elle se
trouve appuyée sur trois bords et a son quatrieme libre.

1° En disposant ensuite 'expérience comme précédemment, par de
simples lectures nous avons le déplacement du centre correspondant
hune variation de pression op.

J'ai observé, en me servant de la méme plaque de verre, que, pour

o )
,mm’ 8

' , ¢lest-a-dire
l()()

N . . . . ~
la regle de 3mm, 85 par suite la variation of est

3
"y~

om o35 et, pour une pression de 108" par centimétre carré, on aurait

95
llllll’\)J.

(]

,

Ce résultat est conforme a celut que donne le caleul. Nous avons
(rouve, en effet,
hhpat

.
o 0, Gong
| IR

S

en faisant p == 1, et en remplacant @, K, € par leurs valeurs, on a
af oM 033

qui differe seulement de ;%5 de millimetee de ceelle que donne expé-
rience.

2° Une autre vérification intéressante est de chercher le rapport des
deux accroissements de la fleche dans le cas ol la méme plaque est
appuyée sur ses quatre bords et celui ol elle a un bord libre.

Le ecaleul donne

o pt o
Ot voeaiinee G0 ol Lok
o vorts gt 316 R
'/ 4 hords appuyés .

Yar 'expérience nous avons

0,035

LSS5, 9h4.
0,018 79
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30 Jal aussi déterminé expérimentalement la variation du dépla-
cement du milieu du coté libre. Jai da modifier un peun le dispositif
en faisantappuyer la tige, qui fait tourner le levier, au milieu du coté
libre, et Jai constaté que, pour une variation de pression ¢p =1,
I"image lumineuse se déplace sur la regle de 5™, ~. Comme l'axe de
rotation du levier a été reculé sur la planchette de 2", on a pour
déplacement réel du milicu du eoté libre

;’)mm -

24 ou oM obt.
11

Nous avons trouvé que le déplacement du eentre de la plaque cor-
. a . ~N ’ . y
r(:s[mml:ml, ala méme pression op == 1 Glait omm, 055,
. , By R
Le rapport de ces deux déplacements est Lsou 1,40.
g1 -
Or le caleul nous donne pour valeur de ce rapport i ¢est-i-dire

1, ho Vaiindiqué, dans le cas ot Ia plaque était simplement appuyée
sur ses quatre bords, les raisons des faibles ¢earts entre le caleul et
observation.

e ) 0

CHAPITRE 1V.

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYES ET LE QUATRIEME ENCASTRE.

12. Dans ce cas, les constantes B;, C; ayant la méme valeur que
précédemment les équations qui déterminent A;, D; sont alors

Y=o, Y=o, poury == b,
ou, en explicitant,

0/ (b) 4 Ayshob - By chab+ b(Cishab -+ Dichab) = o,
9 (b) -+ (aB;-+ C;)shab -+ (aA; 4 D;) chab - ab(C;chabd -+ D;shab)=—o
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ou, en ordonnant et remplacant B;, C; par les valeurs

Al l "y \ a2 N\
B;=—9,(n), ym=— [oi(0) — g (0)],
01 a
‘ bho : b,
Aishab +Dibehab=—o9;,(b)+ o (0)( chab— . shzl;) Rl vi(o)shzb,

(1) aA;chad+D(chab-+ abshab)

=— (b)) ggw,-(o)(sl;ab~— bachalb)-ol(o) 7;'; (shab - bachab).

Supposons que la pression p soit constante, c’est-d-dire que la
charge soit uniformément répartie sur la plaque. Nous aurons

« 1hp K,
@ () st T
7)) fBYao T o’
par suite, '
Kx 2 !\’1 .
o 9 o

Les équations (1) deviennent

K b
Arshab - Dibehab — = chab — 7 sholy 1 R
(724 A

al;chab - Di(chob -+ abshab) = l;’ ’a(shal; —bhachab)

et donnent pour A; et D; les valeurs suivantes :

K, aabshal —achial-—a*bt--achab
LY

Ao o ‘ ]@ (1 chab)*
BT ob—shabcehab

) 1, s - - - 3
o alb - shabeliob

et, par suite, on a Pexpression de Y,

K, | abshab— chtab — fjf—;/')v.-' A4-chab
/ — -l> [ S p—— e e o i - — - )‘ S . ’ - » ~
Yo e ' ob-—shabehab shay —chay

e chab)? -
g(r-——chab) ch “.)"J |

74
| Y S b ehab) !

)

et le déplacement o du point de coordonnées x, y sera exprimé par
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. inx
W= 2 Y; sin
a
13

ou z prendra seulement des valeurs impaires.

une série simple

13. Application. — Supposons que la plaque soit carrée, b = a, et

calculons le déplacement du centre de la plaque de coordonnées

a __(L
X = E;y——-— >

On a
- . o b2
15 pa im abshob—ch*ad +chad — S
f Z['](I’[L"[“' 9 1= ab —shabdchad Shoty"—(:ho()r
- .C,(Z ] EC_J’ (Y—-—Chal/)ﬂ X
+ . shey -+ ab—sllabchab(’ha-y
ol

7-[2
imshint — ch?imr +chin — —-

15 a‘ . l'7r 2 (T i
[ = Z P sin ~— | 1~ . : : sh—~ — ¢ch—
- /|I4l7r i 2 it —shiwchir 2 2

i ol i im (r—chim)? in

+ - 0 "'T'_'—-C b
4 2 4 iw—shinchin 2

Calculons le premier terme de la série correspondant & =1, nous
aurons

e
nmshr —ch?mw 4+ chm — —

4 b 2 T Y
opey sh— — ch Pl Sh S

n _(1—chm)? T
AEIT | m—shmchrm

ch =
4 m—shrchn 2

. 1’[ 7r , , ,
Si 'on remplace shr, chr, sh = ch 5 par les valeurs calculées précé-
demment, on trouve

(2 shm—m) - 2 chm(r— clm} = 1,608, b= 2,50,
2 m— shmchn 2
B T (x—clm)2 T__
7'51)—-—1,807, ZmChQ— 17690;

Ann. de U’Ee. Normale, 3° Série. Tome X VI, — JuLLer 1goo. 42
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En rassemblant les termes, la valeur du crochet sera
0,216,

Sil'on se bornait au premier terme de la série, la valeur de la fleche
de courbure serait

S = [EIz

Mais calculons le deuxieme terme de la série correspondant = 3;

- T
comme sin rl = — 11, On aura

9

ke . 9™
15pa 1 3nsh3n —ch?3n+ch3m ” 3 3

LEITS 243 | 3t —sh3mwch3n 2 2

sm  8m  (1—ch3m)* . 37
o 4 3m—sh3mch3n = 2 _

-i—-iﬂsl
7 sh

. 3 3m
En remplacant sh3w, ch3w, sh=-, ch == par les valeurs déja cal-
culées, on a

| .’"in(%1137r~—37r)--}—m:h%w(r-—chfﬁﬁ)Sh)n Fx ko7 (h.'s’n 5564/
- . - . SH = =200, 00! S e 1 I 04
2 3m—sh3nchidn 2 P 2 aad

3m . 3m 3n  (1——ch3mn)? 3

o §h S == 131, 004 S b o) oz — 130,080,

4 2 100 4 3r —sh3mchdn 2 9

D’oti la valeur de la parenthése sera o,994. Nous devons diviser
encore par i, ¢’est-a-dire 243, ce qui donne pour la valeur du second
terme de la série

— 15 pat

/
""[l’ E"l;r—i—' 0,004,

et par suite la valeur de la fleche de courbure sera dans ce cas :

__ 1 pa*

f__-—[lE-I-;T—go,zxz.

Elle est plus faible que si la plaque était appuyée sur ses quatre bords.
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CHAPITRE V.

PLAQUE DONT DEUX BORDS OPPOSES SONT LIBRES ET LES DEUX AUTRES
BORDS APPUYES.

14. Nous allons examiner le cas ou la plaque a deux bords libres et
voir que ce cas correspond a celui du maximum du déplacement du
milieu de la plaque.

Les conditions au contour qui déterminent les constantes arbitraires
Ay By, Gy Dide Vintégrale générale de I'équation qui définit Y, sont

WY;—a*Y;=o, Y] —7a*Y =0 pour les deux bords y =o ety =1,

ce qui nous donne quatre équations pour déterminer A;, B, C;, D;. En
remplacant Y, Y;, Y, Y; par leurs valeurs qui ont été calculées
Chapitre III, simplifiant et supposant la charge uniformément répartic
sur la plaque, ces équations peuvenl s’écrire
3aB;+8C;=wa09,;(0), 3aA;=5D;,
3ashab A+ (3abchad -+ 8shad)D;
-+ 3achabB;-+ (B3abshab +8chad)(;= a9;(0),
JachabA;+ (3abshab—0Gchad)D;
4 3ashad B~ (3abchab—5shabd)C;=o.

. : 3 .
En tirant D; = };-‘A,-, C;= gm,-(o) — ~83B[ des deux premieres et por-
tant dans les deux derniéres on a

gab

5 sllab:cpi(b)—ﬂ(-(—))(Sabshab+8(:hocb),

8

%f(ﬁ{gshab “+9ga?bchab)—DB;
A,«Q%E{shacb ~+ %(39& shab —ga*bchabd)= 9‘-?%(&)(55110:1)*3ab chabd),

d’ott 'on déduit pour A; et B; les valeurs

5o:(0)(1—chab) _ 39i(0)(65sh*ab—gathi—alabshab
’ i—

A== —
! 3gshab —gab 392sh2txb-—8loc!b2

>
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et, par suite,

O 3ag(0)shab

D= 320;(0) (1—chaxb)
"= Bgshab—qgab’ = Tagshab —gab
Or ’

15 pat
"?l(b):m ( )—‘ [ILIIZ T'"’;

en remplacant dans l’cxpression de Y,

=0;(y)+ A;shay +B;chay I—-) (Cishay +Dichay), 0,A,B,C,D,
par ces valeurs, on obtient

A & =4 J——
Y= l)pa \71_{_“-)/‘(1 chad)

. 3(13 x 5sh* ocb——q 2Ot — 2fabshalb)
TWEs | Sgshah—gab Y T T cha

o() sh ab—8ra®l?
a(1=-chab 3asha'h Ay

9 ( ) clhay b g <z )')
%()sh//z —qab Jgsha b —qgal v
Par raison de symétrie la valeur du déplacement w sera Ja méme en
leux points A et B (fig. G) situés sur les deux cotés libres sur une
parallele aux colés appuyés, ¢’est-a-dire correspondant & une méme

/

valeur de @

Tig. 6.

sppuyd
2ppuyé

o A
Il est d’ailleurs facile de le vérifier
On a

== >_‘ Y; sin

lalculons Ia valeur de Y; aux deux points A et B. Nous aurons, pour
le point A,

4 B2 ol e 202 .
Yi(o)= [llfl[zfz i+ 195 sh oﬁz—b2 2702 —g20bshab ’
& 39 sh?od —8ra?l?
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si 'on remplace y par b dans Y,;(y) on a, pour le point B,

1hpat 1716sh*cb—108a® b‘-’———;;zocbshocb
4Blém 39 Shiab — 81020

Y. (0) =

qui est la méme expression que celle de Y, (o).
Cela étant, le déplacement d’un point situé sur I'un ou I'autre des
c¢otés libres de la plaque et correspondant & une abscisse « sera

[ 2 . 272 :
w.—.z 15pat 1716sh al) 108c*b? —y20bshed sin LFZ
4

b 5
Elms 09 *sh?ab— 8102 b2 @

15. Application. — Comme application numérique supposons la

plaque carrée b = a et calculons le déplacement du centre de la plaque

a a
de coordonnées @ = —» y = —-

En tenant compte (le ces hypothvscs, le premier terme du dévelop-
pement de @ correspondant 3 i =1 sera

Y- 15 pat - 10(1-—chm) - 3mshm T
[|I‘l7r‘ 2(3 gslm-f- 97) 2

G(65sh*n — gm*—24mshm) - 3m(r —chm) (3gshm -l—g'rr) J

9(39 sh?m — 812 )

T T , .
Si T'on y remplace shr, chr, sh>, ch; par les valeurs trouvées preé-
cédemment on obtient

I)ﬂﬂ'

Vi= fir 00998

On trouverait de méme le terme correspondant & ¢ =3,

npa*

Y3:: Ap

O OOq

Parsuite, en se bornant 4 ces deux premiers termes, le déplacement du
centre de Ja plaque a pour valeur

15 pat

G 2994

Calculons maintenant le déplacement du milieu d'un coté libre. Pour
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ce point x = g,y: a, par suite, la valeur du déplacement est

f’—“E 15pat 1716 sh?*im —108221* — 72 im shiw G i
_,. 7

5 /5 —2 K N P
Eln®é 39 sh?*im— 81:2n?
Le premier terme de la série correspondant & =1 sera

15pa* 1716 sh*w — 10872 — 72mshrw
4ELn

-2
39 sh*m —8in?
en remplacant les quantités par leurs valeurs numériques on a

15 pat
f;: {ml,llé.
En calculant de méme le second terme de série correspondant

7 =23, on aurait
15 pat
== i 0 00h,

d’olt la valeur du déplacement du milieu d’un bord libre est

B 13
-;r;{—;%) 1,110.

Ce déplacement est plus grand que celui du centre. La ligne médiane
de la plaque qui joint les milieux des cotés libres s’infléchit donc au
centre pour sc¢ relever sur les bords. La forme que prend la surface de
la plaque est & courbures opposées etrappelle celle d’une voile rectan-
gulaire de navire gonflée par le vent et fixée par deux cotés opposés
a deux vergues. .

Nous trouvons dans ce cas, pour le déplacement du centre, la plus
grande valeur; cela devait étre, car des six cas que nous examinons,
celui-ci correspond au maximum de degré de liberté de la plaque.

On peut & I'aide de I'appareil qui nous a déja servi vérifier ces
résultats, il suffit de prendre la plaque de o™,10 de longueur sur
deux bords et o™,103 pour les deux autres. De cctte facon elle sera
appuyée sur deux autres coOtés et aura les deux autres libres par

‘apport au cadre.
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CHAPITRE VI.

PLAQUE ENCASTREE LE LONG DE DEUX BORDS OPPOSES ET APPUYEE
SUR LES DEUX AUTRES.

16. Déterminons les constantes arbitraires A;, B;, C;, D; de la
fonction Y; par la condition d’encastrement des deux cotés y = o,
y = b. Pour cela il est nécessaire que Y;= o, Y} = o pour ces valeurs
de y. Ou en explicitant,

Y=o (y) + Asshay + B;chay 4+ y(C;shay -+ D; chey),
Y::::: Cp:(y) = SIIOC‘}’(OCB,'—F- C,) -t CIIOCJ'(O(A;-P D‘) -+ OC_}f(C,' Choty +D; shay),
on a pour déterminer A;, B;, G, D; les quatre équations
Bz — ¢;(0), Di=— 0}(0) —aA,
Ai(shab —abcehab) 4 Cibshab == b0¢)(0) chabd -+ 0;(0) chad — ¢,(4),

Aje*bshob — Ci(shab +abchab) )
z=—aq;(0) shad — ¢;(0) chab —~ abo;(o) shad -+ o;(b),

d’olt 'on tire apres simplication

aboi(h) —oi(0)shab]chab —[boi(b) — ¢, ()] shab —ab[bo}(0) + ¢;(0)]

atb? —sh*a b

~93(0) (b —shab chab) — ao;(0) sh*ab 4+ ¢;(0) (shab —abchad) + o (D) a?bshab

atb*—sh?ad

Ces formules permettront de connaitre les valeurs des constantes
des que la fonction o,(y) sera déterminée.

Examinons, en particulier, le cas ol la plaque supporte une charge
uniformément répartie. Alors p est une constante. On a vu que la
fonction @,(y) est alors constante

_abp 15 pat
¢ )= TElaw °% TEIFR
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il suit que

15 pa®
2:(0) = 0:(0) = 7w

el que
0i(0)=93(b) =o.

Les formules précédentes se simplifient et I'on a

B . 15pat A__ i5pat  chab—1 = 1hpat ashab
RS o) EFh "TEIPT wb + shab’ GEIST b+ shab’

15pa* a(choab —1)

Di=—edi=—rms S shab

el par suile 'expression de Y, est

Y,':

Ko b . —
15pa [ chabd ’shozy—-chocy

GEl#n? b+ shab

-~y ———sll—ﬂ)-—-slw' M cha
Y\l Fshab %) aoq-sha/}‘ Y)

et par suite le déplacement du point &, ¥, o de la plaque sera
O v . itz
w::z‘lf, sin ——-
i

17. Application. — Calculons le déplacement du centre de la plaque
en la supposant carrée.
Dans ces conditions

{ —_ — a - a
) o, .’L._.za ]‘—(—,)
et I’on a
15 pat chinm—1 i T
W= E L e §h) <= — ch =
AN m+ shiw 2 2
in shirm ir chim—r _ in\l . im
| = e $h — - ————h — ) | sin—-
2 \im-+shim 2 iT—+shirm 2 2

Remarquons que la quantité que multiplie l—;f est nulle, car I'on a

im . T . . it , .
ch— = ch<ur — -> =ch —chin — sh—shin,
2 2 2 2
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on a done

Ispa* Cl]i7r —_ in - i
= —+ - shi® _ eh £E ) gin 2T,
24]‘1; i < {m—+ shim™ 2 ch 2)5“1 >

Considérant le premierterme de la série correspondant & ¢ =1, on

aura
Wy = 15 pat 1 chr — shZ — ch T
A P T—+shm 2 2 )’

et en remplacant les fonctions hyperboliques par les valeurs déja
trouvées on aura

T .
P sh— =1,646 ch==2,500;
m+shm ™ 2 At 10095

la valeur de ¢, sera done
’Epa"*

FRL7 0187

o

Calculons le second terme de la série correspondantii= 3. Ce terme
¢tant multiplié par sin = sera négatif.
2
Il 'a pour expression

ihpa* 1 ( ch3m—1 3T 3
(€ oF Qi

- 4 EL T8 243 3n +shdr sh P ch o

et pour valear

Par suite, la valeur du déplacement du centre de la plaque sera

15 pat

TR

[ Gl
11 est inutile de calculer le troisieme terme de la série, car la série

étant rapidement convergente, ce terme n’influerait pas sur les
milliemes trouvés.

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVIL. — Aovur 1g00. 43
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CHAPITRE VIIL

PLAQUE AYANT DEUX BORDS OPPOSES APPUYES, UN LIBRE ET UN ENCASTRE.

18. Examinons enfin le cas ol la plaque a un bord libre et le bord
opposé encastré, les deux autres étant toujours appuyés.

Soient
y=o0

I’équation du bord libre, et
y=0

celle du bord encastré.
En supposant la charge uniformément répartic sur la plaque, les
équations qui déterminent les constantes A,, B;, C;, D; sont, dans ce

cas,
3Bjo 4+ 8(; == aw,; (0),

3 A[ == h I)[,

qui expriment la liberté du coté y = o, et
Yi=o0 et Y=o  poury:=1,

ou
@(b) + A;shad -+ B,chab + b(Cishab -+ D;chab) =o,

9;(b)+ (2B~ C;) shotd -+ (aA;+ 1) choh 4- ab(Cichob -+ D; shab) = o,

qui expriment I'encastrement du bord y = b.
On tire des deux premieres, pour C; et D;, les valeurs

. a9:(0) 3a __3a
(4, I 8 e —— *8— B[, “L_-. ‘?I'A,'.
En portant dans les deux dernieres, on a, apres simplification pour
déterminer A; et B;, les deux équations
Ai(Goshad +-24abchab) +B;(fochab —15abshab) = 9;(0) (84 ab shab),

-5
Ai(64chab +26abshab) + By(25shab—15abchab) =—5¢,(0) (b chab + shab).
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En résolvant, on a, pour les constantes A;, B;, C;, D;, les valeurs
suivantes :
5ab+45chabshab —25shab +15abchabd

Ai= 9:(0) 25sh?ab — 64 ch?ob — g2 b? ’
Bi:?i(o)64011ab+Qdabshab—-5Sh2ab——3a‘lb"’,
25sh?ab — 64 ch*ab — ga?b?
€= e @;(0) fosh?ab —64ch*ab —19achab—yaabshed
TR 25sh?ab — 64 chiab — ga?b? ’
D.—3 ob—+shabchad —5shab +3abchad
i=3a9;(0) ’

25sh?ab — 64 ch?ab — ga®b?
et, par suite, en remplacant dans Y,
Yi=¢,(y)+ Asshay +B;chay + y(C;shay + D; chay),

on aura le déplacement du point x, y exprimé par la série simple
W= Z Y, sin ‘nz,
‘ a
1]

19. Application. — Supposons, comme précédemment, la plaque
carrée @ = b et cherchons le déplacement du centre de la plaque en
nous bornant aux deux premiers termes de la série qui donne w.

On aura
r=n()-n()

Si'on remplace, dans les expressions des constantes, les fonctions
hyperboliques qui y figurent par les valeurs déja calculées, on trouve
que ces constantes ont pour valeur

A;=— 9;(0) x 0,176, B;=—¢;(0) < 0,171,

gCi::cp;(o)xo,zgy, gl),-_—_—— 9:(0) < 0,166.

Par suite,

15 pat

T T T W
Y, = TRITS <x — 0,176 sh — — 0, 171¢h = + 0,297 sh>—0,166¢h 2>a

d’otr
15 pat

Yi= i

0,433.
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Le calcul de Y, donnerait
15 pat

—_— Z‘El—n—b 0,003,

d’olt la valeur du déplacement du centre sera, en se bornant aux deux

premiers termes,
15 pat

——0,430.
LELTS

Le déplacement du milicu du cdté libre s’obtiendra en faisant

Dans ce cas, le premier terme de la série donnera

__1bpat 15 pat
,_Z—iw(l——o,rw) ou Z'EIT:“O’S?'O'

Y
Remarquons que le déplacement du centre et celui du milieu du coté
libre sont, dans ce cas, respectivement plus petits que les déplace-
ments du centre et du milieu du coté libre dans le cas on la plaque a
le bord opposé au coté libre simplement appuyé sur ses bords.
, . . 15 pa \
Nous avons (rouvé en effet, dans ce cas, au facteur 7’{]—7? pres,
0,602 pour le déplacement du centre, et 0,915 pour le milieu du coté
libre.

20. Surfuce d’équilibre élastique de la plague. — En désignant par A,
B,, C;, D, les valeurs des constantes arbitraires pour i==1 de Y;, quiont
été déterminées dans chacun des six cas examinés, I'équation de la
surface de la plaque est, en se bornant au premier terme,

5=[o(y) -+ Aishay -+~ B, chay -+ y(C shay -+ D, chey)] sin 1%’

Dans le cas particulier ou la charge est uniformément répartie,
nous avons vu que ¢ est une constante.

Les valeurs de « et y qui rendent z maximum sont données par
les équations )
Uz

oy

‘_’:O;
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la premiere explicitée donne

T . a
(1) cos— =o, d’olt = —)>

x devant varier seulement de 0 4 a.

Donc le maximum a lieu sur la ligne médiane de la plaque parallele
aux cOtés appuyés, résultat & prévoir par raison de symétrie. La
deuxieme équation donne

(2) shey (B + G+ oy D) + chay (Ao +D;+ayC;) =o,

équation transcendante qui donnera la valeur de y correspondant
au maximum de¢ =z, car les conditions, relatives au maximum,
5% — 2,5, >0, 5,.< 0 sont satisfaites. Celte valeur de y dépendra
de A,, B,, C,, D,, ¢est-a-dire des conditions au contour des deux
bords y = 0, y = 0.

Nous pouvons voir, en particulier, que lorsque la plaque est sup-
posée appuyée sur ses quatre bords, la valeur de y correspondante est
Y= %, en supposant la plaque carrée, comme nous ’avons fait.

Nous avons trouvé, en cffet, dans le Chapitre IT, pour les constantes,
i un facteur constant pres, les valeurs

(r—chal)(boa—ashad)

~ a(1—chab)
A= ashiad

ashad

B,=—1, cl:;g, D, =

v H 1Y ”l « 1 1 . ! ‘ g (c
par suite, I’équation (2) devient, en y enremplagant y par -

sn®[rG—chm) 17, E[0=chmn—shm) =
2 14 shm 2 2 2sh*m 4

Or le calcul direct montre que le premier facteur a pour valeur
numérique — 2,807, le deuxieme facteur + 2,810; donc le premier
membre est 0,003, si I'on tenait compte du terme correspondant
a7=3. Dans le développement de z, la valeur de g}fl pour y = i: serait
encore plus voisine de zéro.

Donc y = '5' est bien racine de I’équation 3——;—: = o lorsqu’on suppose
la plaque tous hords appuyés.
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Les sections de la surface, par des plans paralleles au plan des s,
ont pour équations

. T
y=2a, z:Asm—&—;

la constante A dépend de la valeur A et des conditions au contour des
hords y =o, y =10.

Tableau résumant les résultats.

Le Tableau suivant permet de comparer les valeurs des fleches de
courbure d’'une méme plaque carrée supportant une charge uniformé-
ment répartie sur sa surface et dont les conditions au contour sont
différentes.

. LT
Valeur doZY; sin —

i

n 4
an facteur 7:«1—:;??:—, pros.
..l Fléche
Conditions au contour. =1 [ =3, de courbure,
» bords és, 2 hords i6s oncastrd 3 : thpat - .
o bords appuyés, 2 bords opposés encastrés... 0,137 — 0,003 TRl 0,134
3 bords fs el 016 , 15 pat .
3 bords appuye¢s, 1 encastro......o..ovvien 0,210 — 0,004 ﬂil'—ifﬂo’“"'
bords . 30 15 pat
4 bords appuybs. ..o, 0,314 — 0,004 i 0,310
4 Bl wh
e . 15 pat
Centre de la plaque... 0,433 ~ 0,003 et 0, 430
2 bords appuyés, 4Bl 7S
1 encastré, 1 libre. . . 15 peat
! Milicu du bord libre... 0,829 — 0,004 - ‘P_“_; 0,825
4 Blmh
n thpat
) Centre de la plaque... 0,606 — 0,004 P 0,602
3 bords appuyés, 4 Elws
1 bord libre. e - 15 pat
Milieu du bord libre... 0,919 — 0,004 T ,915
15 pat
Centre de la plaque... 0,998 — 0,00 —dt 0,904
2 hords appuyés, praq 199 004 FEIws @299
2 bords libres. - . 15 pat
Milicu du bord libre... 1,114 — 0,004 2P o
? 7 /IEI,TE;, 1

Pour une méme plaque carrée, on voit que la valeur des fleches de
courbure va en croissant avec le degré de liberté de la plaque.
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DEUXIEME PARTIE.

PLAQUE APPUYEE SUR SES QUATRE BORDS. CHARGE QUELCONQUE.
APPLICATION DE L'IDENTITE DES DEUX DEVELOPPEMENTS A LA SOMMATION
DE QUELQUES SERIES TRIGONOMETRIQUES.

21. Dans cette deuxieme Partie, nous allons expliciter la fonction p
qui représente la charge et calculer séparément Y, et Y,;, et montrer
que ces expressions sont identiques terme a terme. J’ai choisi les cas
assez généraux ol la charge est représentée soit par une fonction
linéaire en y, un polynome quelconque en « et y, une constante, soit
par une fonction sinusoidale ou exponenticlle.

En se placant & un point de vue analytique, je montrerai qu’on peut
au contraire profiter de I'identité de Y; et Y,;, qui a été démontrée
dans le Chapitre I de la premitre Partie, et en déduire la sommation
des séries Y, ;

Y“‘:EAU Sin‘/ 71:}/7
7

olt A;; est unc fonction de j qui dépend de la fonction arbitraire repré-
sentant la charge. On a vu en effet que la détermination de Y,; nous
a donné, i un facteur C pres (G ne dépendant pas de j),

a b »
LT . JTY
psin —— sin ==~ dz dy .
Zfofo a b STy

2 /'2 2 sin b
4 (z: - z)

Quant & la fonction Y;, nous en aurons 'expression en remplacant
dans

(1) Y=0

9:(y) +Asshay-+B;chay -+ y(C;shay + D;chay),

¢:(y) etles constantes A, B;, C;, D; par les valeurs qui ont été indi-
quées dans le second Chapitre. Et cette derniére expression sera la
valeur de la série (1).
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La fonction p est arbitraire, d’olt quelque variété dans les séries que
I’on peut ainsi calculer, mais on doit toutefois choisir p de facon a déter-
miner I'intégrale définie qui figure dans (1) et & pouvoir déterminer
facilement I'intégrale particuliere ¢,(y) de I'équation qui définit Y,.

CITAPITRE I

PLAQUE APPUYEE SUR SES QUATRE BORDS.
CAS OU LA FONCTION QUI REPRESENTE LA CHARGE EST LINEAIRE EN ».

22. Nous avons vu que 2,;(y) désignant une intégrale particulicre
de Péquation du quatrieme ordre qui définit Yy, les valeurs des con-
stantes arbitraires qui figurent dans I'intégrale générale sont données
par les formules
(.]), (()) cheob ~—- (1/, (//)

seshab

Bis—qi(0),  Cim— —[gh(0) —efou0)],  Di=

A= slnab [o;(0) chab — ¢;(b)] -+ [V: (D) chod — ¢y (0)],

20 sh ol
ol
$i(5) = 97 (5) — ate;(s).

Supposons tout d’abord que la charge p soit une fonction linéaire
de y. Ce cas sera réalisé dans la pratique si, apres avoir percé une
fenétre rectangulaire dans la paroi verticale d'un vase rempli de
liquide, on fcrme cette ouverture par une plaque simplement appuyée
sur Ies bords de la fenétre et maintenue par la pression du liquide.

Soit p = Ay la charge.

Uniquement pour la simplification des calculs, je choisis la fone-
tion p de facon que la fonction 9;(y) qui en résulte soit telle que

0;(0) =0, 9;(0) = o. Mais le raisonnement serait le méme si ces con-
ditions n’étaient pas remplies.
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On a pour ¢;(y) Uexpression .y, et par suite

5A
4Lla

1540 o
GELacs ashad’

15A0 ashab+ bachab
JElad? ash?a b '

B;=o, Ci=o, D=

A[:—

L’expression de Y; sera donc

A

Y= 0y _[__.
A RLaes _y 2 she

aby )
(2 shab + bachab) shay + SShaD clxo:)]-

C . . Inx , ,

Si Pon multiplie par sm-—(il— et qu'on fasse la somme des résultats en
donnant & ¢ les valeurs impaires 1, 3, 5, ..., on aura w qui peut
sécrire

15A [ b ab Tz
— . 0 1 il
w -“Z“ [ PYIvP b( shab - bachab)shey + /yclist1r1

o

(Vest expression du déplacement vertical d’un point z, y du feuillet
moyen s = o.

Calculons maintenant le développement que donne la méthode de
Navier.

Le caleul du coefficient A;; donne

(= 1)+ 15,240

i (& 8\
4Eln < E )
et par suite

VLY. ."‘)Ab 2 (— )+t Ty
1 ';*’7;)

Sinous tenons compte de ce que Y; = Y,;, nous avons apres simpli-

A,‘j:

fication
N
2k 2 I/ b bin lT'/) T b a
—_—:7-3—97 -y~———)—— 9slm'r +—cl ‘l———‘}—/-a——l—-—,———
Goe Y im . L, imh a a ., imh
imsh? — shT

Ann. de {'Fe. Normate. 5° Sévie, Tome XVIL — Aour 1900, 44
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Nous avons ainsi au moyen de transeendantes I'expression de la série
qui figure dans le premier membre.

93. Sommation de la série. — Mais arrivons direetement i cetle
sommation.
. . .. bi T

Posons, pour simplifier I’écriture, —=m, »I;Z = .

j‘—'—°° )j+l ; )j

— 1 . s yr s —_—F ..
2 (2—‘—-‘—,‘—5 sin L—-"Z sccrira — bl’z -—-—(-—-————2", Sy .
e J? b Jmt- gt
j=1J e -+ o i

Calculons donc la suite

n == 00
3, i
———sinna.
n(ar = n*)?
n==jh
On sait que 'on a
x . sinax  sindx sinrn.x
— =sinxr— — -+ ——7) —-...—f—(——l)""»"u—*——
2 2 b V1
Posons
x St sirro.x sinna
s St r r = - e (e B) e PRI
Y=sa 1(a* - 1%) 2 (at -+ 2%) r (=) n (- n*)
on a
y= xz:ﬁinw __ 2'sinaw i (— 1 nEsinna 4
1(a*+1%) 2(a*+ 2?%) n(at--n*)y 777
par suite
xz  sinz  sinsa
aty —y' = ~— -+ i
1 2

Le second membre est nul d’apres le développement de =.
2%
Donc y est I'intégrale de I’équation différenticlle

Y —aty=o,

intégrale qui est
Y=Ac** 4 Be- =,
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Déterminons les constantes A et B. Or y est nul pour = o, on doit
donc avoir A == — B, d’ou

Y = A(e** — eg—ax) ou y = 2A shae.

Pour x = =,

ﬂ: EIRRY s 1
Y= — d’olt A:_1+7
i 2a® 4a* shax
et par suite
7w shax . T e** — g%
V=52 shan Qa3 gt — g—uT

Cela ¢tant, considérons la série
. x sinx sinax . sinnx
7= —_ -+ ——e () e L

2t (e~ 1%)2 2(a? - 2)? n(a*—+ n*)?

dont nous voulons effectuer la sommation. On a

g — 12sinx 2?sin2x nsinnax

= — o ()
(2122 a(a®—+ 2?)* (=1 n(a®—+ n?)* e

on tire
T sine sinax sinnx

@l — 1= = — oA (— 1)
2 1(a*~1%) + 2(«® -+ 2%) (=1) n(a*-+ nt)

?

mais on a vu que

sinz . sinax sin3x - (— 1) sinnz &
at—+-12  o(at-29%)  3(a*+3%) 77 n(a*—+ n*) =V

g roe
— Donc la valeur de la série que nous

¢'est-a-dire A (¢ — e~ ") —

2
nous proposons de calculer sera celle de U'intégrale de 1'équation
xX

:f +A(eax_ e—axy —

a*l,— 1= il
2 2a

¢quation linéaire du second ordre, & coefficients conslants, avec second
membre.
Posons

o
w=175— —,
20

on a

W=7 — , w'=1",
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I’équation devient

a
u"— atu—= v Tan A (e** — e—ax),

qui intégrée donne pour u

x Ax , A , "
=D e 4 (e % — pprianiien (e4* 4= =% ) T (et*— emaxy,
2¢ 2 -

Remarquons que z s’annule en méme temps que x, done B+ C=o0
et u peut s’éerire

u=B(e** — ¢—axr) — xr Ax (%% 4= e=F) - ;’\__ (eod e gmas),
2t 20 bt K

Pour déterminer la constante B, faisons z = = ¢l remarquons que «
est nul, nous aurons

]; N Y TE"" c/tﬂ 4~ (;~-"IT: 377
T oeaT . p-uT K,,:K Ea'ﬁ:_ (AT - (Q“,F- ?
- /
el par suite on a pour valeur de «
POL e ? (,11,71:_‘__ o T P T O e g
e S— (@ e gman ;ﬁ)”;quadJMHfjﬁm3

mais, d’apres sa définition,

. 2 Y —_— )" .
w="1r-— — .-:z _ =0 o sinnr.

n(eat - /L"';)

Reprenons dans cette identité les variables primitives y et 7, nous
aurons

3 (1) [Ty
— s Sint=
N /
/ '/<nz° b?
) ch my
mraty oy b inh . b imh® iny by 7«
= gz | e — [ ash —— - im - ch == ) sh —= o = )
Loy (m Ll h a 2 « . a inh
sh Iy ——
ol

qui est la formule que nous avons déji trouvée par simple identifica-
tion de Y; et Y,;.
La question se présente ainsi sous deux faces. Si I'on tient compte
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des conclusions de la premiere partie de ce travail, c’est-d-dire de
I'identité de Y, et de Y,;, on arrive i la valeur de certains développe-
ments en séries. Si, au contraire, I"on effectue directement la som-
mation de ces séries, on établit pour le cas examiné cette identité.

24. Application. — En supposant la plaque carrée, calculons le
déplacement du centre de la plaque lorsque la pression est fonction
linéaire de y.

On a, pour Y,, 'expression dans le cas général
chy

b : . o by
[y——Qsll2ab(%lub+b.z(,hab)shaJ—i—mdu.y—l,

_15A
A o

Y

.. [44
faisons y = ~» @ = b, on aura

15Ad «a
Y,- _ 7"“;'—'-7:‘: -
LEI75¢ o |

1 . . . (T i (]
— = (2shim + im chim) sh— 4+ — ¢h— |-
sh?im 2 ashin 2

. ‘ . T . ima
Calculons les deux premiers termes de la série 2‘ Y, sin 7 COrres-
pondant aux valeurs £ =1, = 3. La valeur de w scra, en se bornant

a ces termes,
w=Y,—Y,

Or

1I5Aad a 1 T T T
1= g = | 1= ——— (28hm 47 chr)sh - -+ ch =
GEI= o | sh*m 2 ash 2

T , . o
En remplagant shr, chw, sh = parles valeurs trouvées précédemment
on a
1 m (i 7r 0y
—_ ——(25 : - = Vi ————ch = == 0,341.
Shzn(zslm—l—nclm)sh?‘ 1,027, el , 34

La valeur de Y, sera par suite, en posant
a
P=A-,
2

. , ' . a
qui représente la valeur de la charge le long de la ligne y = -

15 P a*

ﬁi—;{: 0,31/{.

Y, =
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On a de méme

. 13Pa* 1 1 RPN | 1
);_/]Elﬁ" g—;[l-— m(28113ﬁ+3ﬂ61)0ﬂ) bll—g- -+

———37T ('113—7—?_
ash3mr 2

- . . 3m 3w .
En remplagant sh3w, ch3w, sh—=, ch = par leurs valeurs on obtient

1 3 3r 3w
— ——s—(2sh3n+ 3nchdnm)sh— =—o0,125 i cli == == 0,042.
sh'-’dﬁ( ° ) 2 P ash3x 2 2104
La valeur de Y, sera par suite
3
15Pa* 0,917 15 Pt

Y, = coi— 1L ou e 0, 0037,

PTALEITY 243 GEIms 72

et la valeur du déplacement sera

¥ l5}"”"0 311
e 1.

LEIT

Nous voyons ainsi que la valeur de la fleche est sensiblement la
méme que si la plaque était uniformément pressée avec la charge P
que supporte I'horizontale menée par le centre, charge moyenne.

CHOAPITRE 1I.

CALCUL DES DEUX DEVELOPPEMENTS DANS LE CAS OU LA CHARGE
EST UNIFORMEMENT REPARTIE SUR LA PLAQUE.

25. Examinons maintenant, comme I'a fait Navier, le cas ol la
charge est uniformément répartie, ¢’est-a-dire olt p a une valeur con-
stante. Ces conditions se présentent dans la pratique, par exemple pour
le fond horizontal d’un vase de section rectangulaire contenant un
liquide, ce fond ne faisant pas corps avec le vase, mais étant constitué
par une plaque reposant sur une saillie du pourtour.
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La pression p sur un élément o sera cAd, A désignant la hauteur du
liquide, d son poids spécifique.
La solution particuliere o;(y) de I'équation différentielle du qua-
trieme ordre qui donne Y, sera dans ce cas une constante
_15p Iy

Y= Flaar O%

en posant, pour abréger I'écriture,

Les valeurs des constantes A;, B;, C; D, s’expriment en fonction
de @;(y) et ont pour valear

k . ke
B,-:-—-—CP,'(O)’—_—— O’.:” (1,':;:‘:: ;’7
Ly e?(1—chabd) /., (1—chad) (ba?—a2ashad).
l)[: e ) A]—-— 3
ob a2a sheo b ob 2o sh*a b

"ol I'expression de Y,

ky . (t—chab)(ba*— 2

v ashab) )
Y;= = S ohiad shay — chay
% o?(1— chab) ch 2 )
TV F Y T T ashal 5

. - . AT . .
En multipliant par sin—— et faisant la somme en donnant & 7 les

valeurs impaires 1, 3, 5, ..., on aura w.

Cela étant, calculons le coefficient A;; de Navier et, par suite, Y,;.
I’identification avec Y; va nous conduire & la sommation d’une série
un peu diflérente de celle que nous avons rencontrée dans le Chapitre
précédent.

On a
b

4 15 1 ‘. Ty

o 5 ————a’

A= 20 TCEI = l[)f s]naca:dxfo sin ly .
T — b‘ 0

Les deux intégrales qui figurent dans le second nombre sont nulles
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. . , .2a 20 I cine canloe valoan e
pour ou j pairs et égales & — 7z bou rety impairs, seules valeurs

que nous considérerons en les désignant par 7, ;"
Alors

et par suite on a

4Ll

40 Y

Y,,_E A josine ——M—_‘ ——7;2—7—72__—7-__
S\

(- shoy (r— cha//))gosch/:y—;) vashal) chay

. o? ([——(IIJ/I) |
-y —sha)/ﬁ-chc/y TToashab \"

qui donne la sommation de la série.

26. Sommation de la série. — Nous allons maintenant chercher
4 sommer directement cette série, ¢t en retrouvant la valeur ci-dessus
nous démontrerons que Y; et Y,; sont identiques terme 4 terme.
Posons, pour abréger,

i _Ty
- = m, v =
La somme
. T
SIn L-J—,- ..
\! b - VO sing
Z ——gy S eerit O Z e
R A% J(m* - )2
P\ G i

Nous avons déja calculé dans le Chapitre | :

Z(—-l)fsixy;{
VRO
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En explicitant on reconnait immédiatement que
1 sinfz_ N (—1)/sinjz sin;’z
(2) 2 [2/’(1}1“—}—/’2)2 2j(7722+j'-’)2 _27(—;{"——[—7“—)”
7 7 7

J prenant des valeurs 1, 2, 3, 4, 5, ... et seulement les valeurs im-
paires 1, 3, 5, .... Pour calculer la série qui figure dans le second
membre nous sommes conduits & calculer la valeur de la suite

2 sinj @
=l j (M- j*)?
7
En posant
o 2 sinjx
5= I
=! j(m* =)
7
on a
pr—— 2 fsinjx Cou  F—miz=—3 sinfje _ x—m
J (m? - s* ) J 2
i j

En intégrant cette équation et en déterminant les constantes d’inté-
gration comme on ’a déja indiqué, on a, pour =, I'expression

T

— 5 shm (2 — m).
2 m? am?*shmm

Si I'on désigne par u la suite

2 _ sinjz
J(ma )%

4 Sln/ r
W ——
s 2 o m‘)‘

on aura

et, par suite, u sera 'intégrale généralc de I'équation linéaire i coef-
ficienls constants :

sin/x
— U4 mru == E 2/ =z
J(m*- %)
ou
_ X —T T
(1) w—m?u= — 5 shm(z — m).
2 m?2 am*shmn

L’intégrale de cette équation sans second membre est

U= A emx -+ B e—mx,
Ann. de ULic. Normale, 3* Série. Tome XVII. — Aour 1900. 45
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En déterminant I'intégrale de I'équation non dépourvue de son second
membre parla méthode de la variation des constantes, on trouve ainsi :

— _’___ — —mx — .____T_r____ —mx o — o
A__A1+4]n3f(x m)e Mt dx 4nz3slxllznfe shm (v — m)dx,

B=B,— Z;i-z—,;f(x-—n)e"“’ da ~+ ——z—fc’”x shm(x — m)de.

Lhm*shmm

En effectuant ces quadratures et en remplacant A et B par leurs valeurs
on a, pour I'intégrale générale de I'équation (1),

T—Z n x chm(z—m)
am* ' 8mtshmm A ’

shm(@—m) — 7 om

u=~Aem*+B e~ m¥ 4

Déterminons les constantes A,, B, en écrivant que « est nul pour o == o
et x = . On trouve ainsi

am?m 4 3me~""shmm
16m*sh*mmw

K

A1:

amim —- 3mwe™™ shmm
16m* sh*mmw

By=——
En portant dans la valeur de « nous aurons, apres réduction,

T —
U == e o Shmx<

wtm mchmmw >

2 mh Gm* sh*mm am*shmmn

- ~~E~—,~ chma — e chm(x —m);
amh hm3shm

injx

’ ? M >
¢’est I'expression de E AT
exy de 2 (i T
]

On a trouvé précédemment

O (—1) sin/ @ @ ‘ nm chmm -2 shmn wax chma
St 2T e — L mshma L —_—— .
J(m* - g*) am Gm*sh*mm hm? shmm

En portant dans la relation (2) les valeurs de ces séries, on a
5 sing'a T n(1—chmn)(nm —2shmn

z ,, 2'/ g = 5 +shmaz ( )(, ) _

J'(mi4- %) 4t 2 X hm*sh®*mm

Twmx chma 1— chmn - shma
e [ ————— = sh
2 X hm* shmm ’

T
e chme
hm*
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et en revenant aux variables primitives m= = b, ma = oy ona pour
valeur de cette série

w |, (i—chab)(a?b —2ashab)

G ov bt 20sh?ab 7 i
-+ Zshea +a2(;—chcxb) 1
7|5 shay + S ehay ||

si I'on multiplie par 4" on a 'expression de la série

J'my
2

. L'/2 /'/2 2
ol — J4__
iJ ((ﬂ + bﬁ)
que I'on se proposait de calculer. Cette expression est celle que nous

avons trouvée par identification. Ce qui démontre & nouveau que Y; est
identique a Y.

sin

CHAPITRE 1II.

27. Cas ou la pression p est représentée par un polynome. — Dans un
Travail que je me bornerai ici & indiquer & cause des longs développe-
ments de caleul qu’il nécessite, j'ai cherché a calculer Y;etY,;lorsque
la pression p est représentée par un polynome. J’ai choisi pour sim-
plifier un polynome de degré 2p + 1, impair en y.

Comme je I'ai indiqué dans ces conditions 0,(0) = o, 9/(0) = o0 et
j’ai montré directement 'identité terme a terme de Y, et Y.

Le calcul des coefficients A;; de Navier a nécessité le calcul d’inté-

gralcs définies du typO
b .
\ .o JTY
— q .

Jai pu trouver directement I'expression générale de ces intégrales
définies.




356 E. ESTANAVE.

En supposant, comme cela est démontré au premier Chapitre, que Y,
et Y,; sont identiques, j’ai pu obtenir la sommation de la série

Nein ITY
(— 1)/ sin -
G!p+1: 5 Y 2'
. 14 J*
Cogrpel | g L
7 -I (a'.! = /}‘Z>

Pour exposer la méthode que j’ai suivie, j'examinerai seulement ici
le cas ol p est du troisieme degré en y.
Soit
p=azy*+ay.
La solution particulitre o;(y) de I'équation différentielle

Y — 2 Y]+ oY, = ip,
en posant

~ a .
15 inx
k= —m $in ——dx
8Ela J, @ ’

sera du méme degré que p.
Posons done
9i(y) =k (byy’+biy),
en substituant etidentifiant on reconnait que les cocfficients 6,, b, ont
pour valeur
, ay a,

— =0 13
by== ot by == o 2.3! i

par suite ]
@; a oy Qs }
%(}’3:‘—‘/5[;;3-?’3 ~+ <;; ~+-2.31 ;z)yl

En tenant compte que g;(0) = o, ¢;(0) = o nous pouvons calculer
les coefficients A;, D;; quant & B, C; ils sont nuls. On a, par suite,

boi(b) chab — g (b)(2ashab -+ ba? chab) "
cashiat  %H#

ychay.

Yi==o;(y)+ Y

a @ (b) — i (h)
h}_ ).
2o shab

Pour démontrer que Y; et Y,; sontidentiques, il suffit de remarquer
que ces expressions sont linéaires et homogenes par rapportaux coeffi-
cients a,, «,. Nous allons chercher le coefficient de «, dans Y, et
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dans Y,;. Le calcul a été déja fait pour @, lorsque I’on a supposé que
la fonction p était représentée par p = Ay.

Le coefficient de «; dans ¢,(y) sera L(—Z;-—r-o%'gg), dans ¢;(d)
k <b3 -+ 2.3! b); dans ¢;(0) ce sera £3! — b.
Donc le coefficient de a, dans Y, sera, au chteur k pres,

3 b*  chab .
A Zgo_enes
2.3! +[3!a"* 2asl;2ab5hay

a(’ a’v
b? oy O sheay
. i | A ) 2 P T —
(1) <a“+2'°'a“>(2a5h'{b+ bu Chab)zash?ab
NRN S— chay
sashab\ad T2 ch.yv.

Cela posé, cherchons maintenant le cocfficient de @, dans Y,,; défini
/Tf)’
parz A;jsin =
Ce cocfﬁuent sera ¢videmment

2k Qg H, sin'/.ﬂy
brr 15 /2)2‘ 7
: e
4 <u“ b,

2 /"Tfy
0 hal ‘ ar H Tntéor: 3o L0 H , N
en désignant par H, | mtogm]c/o y'sin=dy qui a pour valewm

. 1)’* l;’*

En remplacant, nous avons pour coefficient de @, dans Y,,, au
facteur £ pres,

(—1)d sin L2 (—-1)fsin'/ﬂ:

ny 0 b 20? ]
@) G R T AT
I <23 - 1)";) AV 7)3)
En égalant les expressions (1) et (2) nous obtenons la sommation de
la série
1)/ sin ‘—]——;—E-Z

O it

car la série o, a été déja calculée précédemment.
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En remplacant o, par son expression dans I’é¢galité de (1) et (2) nous
avons la relation

;::7r7( v 4 -+ v

Do 3labar | Blabiar
o foshod -+ bo2chab
2b%cab 20 sh2e b

I 1
5““f"*§;ﬁﬁzazﬁgzy0h“y>

Nous remarquons en terminant que I’expression (2) est une relation
linéaire en o, et o,;; sil’on prenait pour p un polynome de degré 2p + 1
on aurait une expression linéaire en oy, ,, o4p_;, ---, 7, dont on connait
lavaleur : ¢’est 1a une formule qui permet de calculer o,,,, quand I'on
connait les sommes précédentes, ici nous avons pu calculer o, connais-
sant o,.

La méme méthode conduit & la sommation des séries de la forme

S (=17 sinj @
= (om /5 (et i 20
7

suivant que 'on prend pour la fonction p
Asindy ou A shiy.

On peut d’ailleurs, comme vérification, calculer directement la valeur
de ces séries. Je me borne ici 4 indiquer ces résultats analytiques.



