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CONTRIBUTION

^TIHIÏP HP i ^IMUT TT)i)17- ÏHj M mJFj IJJb L rjltlJlljlBJili EL
irUNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE,

P A R M. E. E S T A N A V E .

I N T K O D U C T I O N . •

I. La p r i n c i p a l e des équations d i f ï e ren t ie l l es générales de l'équi.""
l i b r e transversal des p laques , q u i va nous servir de po in t de dépar t
dans cette étude a n a l y t i q u e , a f a i t l 'objet de nombreuses recherches.
C'iîst l ' équat ion b ien connue , t rouvée en i8i3, sans démons t ra t ion ,
dans les papiers de Lagrange qui y étai t arrivé en (8n en examinan t
la tentat ive f a i t e par Sophie G e r m a i n , d 'étendre aux p laques la méthode
exposée dans la Mécanùj'ue analydc/up, pour exprimer l 'équi l ibre de
simples fils ou de lames é las t iques .

Cette équat ion s'écrit

à ' ' a ' à ' 1 w à'^v _ î5( i ) ^ ̂  ^ ̂ .̂  -^ ...^ _, ^^ p ,

Elle d o n n e le déplacement w, normal a la p laque , d ' un p o i n t
(oo,y, o) du f e u i l l e t moyen ; la plaque rectangulaire é t a n t s o u m i s e à une
pression/? par u n i t é d 'aire et ses bords étant encastrés, l ibres ou sirn-
p 1 e m e n t a p p u y é s s u r u n ça d re *

La pression que subi t un po in t de la plaque pouvan t varier d 'un po in t
à un autre, /^.est une fonct ion de x et dey, cont inue ou d iscont inue ,
mais bien déterminée à l ' in té r ieur du contour de la p l a q u e ; car ce sera
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u n e des données d u p rob lème . E représente un coef f ic ien t d ' é l a s t i c i t é
de la m a t i è r e c o n s t i t u t i v e de la p l a q u e , savo i r : le coeff ic ient de l 'élas-
t i c i t é de t r ac t i on d ' u n e p e t i t e barre p r i s m a t i q u e e x t r a i t e de sa mat iè re
( q u e l 'on suppose isot rope) . Enfin 1 est le m o r n e n t d ' i ne r t i e d ' u n e
l i^ne m a t é r i e l l e n o r m a l e au f e u i l l e t moyen , par rappor t au cen t re de
g r a v i t é de c e t t e l i ^ 'ne . Si la p l aque est p l e ine et d 'épaisseur £,

(qu

On écrit quelquefois cet te équation sous la forme symbolique

16 A A••••"•„ A^A^n ' = p,

en posant
à'1 (P

^ =- ̂  -41" ̂  •

Poisson, Canc l iy , Kirc i lhoi l ' , etc. , se sont occupés d ' é t a b l i r ce t te équa-
tion f o n d a m e n t a l e . M * Boussinesq, dans deux Mémoires ( < ) : Elude mut-
uelle sur réqui libre et le moiwcmenL des corps solides elasiic/ues ( / o n / , ccr-
laines dinui/ulonfî sotit 1res petites par rapport à (l'duircff^ a mont ré q u e
l 'on p o u v a i t déduire r é q u i l i b r e des p l a q u e s de ce que présente de par-
t i c u l i e r l e u r (orme ap la t ie et en t i r a n t les conséquences c i n é n i a t i q u e s
et s ta t iques .

S u i v a n t que le hord de la p l aque est appuyé , encastré ou l ib re ,
la f o n c t i o n w d o i t s a t i s f a i r e aux cond i t ions s u i v a n t e s , où l'on suppose
d e u x côtés de la p l a q u e pr is p o u r axes de coordonnées :

^<r
W ;:= 0, - , , 1 1 :;::: 0,^y

si le bord appuyé est pa ra l l è l e à l'axe des «r;

ôw
^0? ^^

( : ! ) Mémoires, présfôniés à l'Acî:ic,î('*niiio lo 1 0 avril 1 8 7 1 , , Compter re/iclus^ t. LXXIÎ, p. 407
<il . . j t9? insérés <Ht Journal de Mat/iém^itUfuc^ (le Liouvillo, t< X V Ï ^ p. ^4 f î avec des com-
î»}éinents, mémo journal, 1879, p. ï63 et 3n^ .
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si le bord encastré est parallèle à l'axe des x\

à^w .à^w à f àhv , ^«A^+4^^o, ^^+4^J=o,

si le hord l ibre est parallèle à l'axe des x.
Ces deux dernières condi t ions , dues à Kirchhoff, supposent toute la

matière de la plaque complètement isotrope et le rapport de ses deux
coefficients \, ^ (notat ions de Lamé) égal à i; ce qui est le cas ordi-
naire des corps durs, comme le verre, par exemple.

II. Navier s'est occupé, dans son Mémoire inéd i t de 1820, de déter-
miner le déplacement w vertical d'un points, y du feuil let moyen z ==o
d 'une p laque rectangulaire hor izon ta le , s implement appuyée tou t
autour sur un cadre f i xe et supportant , en outre de son poids propre,
une charge verticale pouvant varier d ^ u n p o i n t à un aut re de sa sur-
face. Il est arrivé ( ^ ) à exprimer ce développement par la série double

-^ x^ . . l'nx . /nyw ̂ JLJL A/ / sm ̂ cTsm h " '
i /' »

où a et h représentent les longueurs des côtés de la plaque et A// un
coefficient qu ' i l détermine par la méthode de Fourier.

M. Maur ice Lévy, dans une Note à l'Académie et publiée a n^Comples
rendus (2 ) , adopte, dans le cas dû la p laque a au moins deux bords sim-
plement appuyés, par exemple les deux bords parallèles à l'axe des Y,
les deux au t r e s pouvan t être libres, appuyés ou encastrés, pour w le
développement: donné par la série simple

^ — . IT:X,̂ ,̂ Y^n-î
i

où Y, est une fonction seulement dey qu'il convient de déterminer
afin que w satisfasse à l'équation fondamentale (i). En exprimant ce

( 1 ) f^ûlr Notô du n" 73, p. 74,0, dans la Théorie de l'élasticité des corp.v .vollde^ de
Glebsoh, Saint" Venant et yiarnaût, édition de 1883 <

(â) Comptes rendit y 9 octobre i399, fc. CXXIX, p. 535"53<).
Ann, de l'Éc. Normale, 3^ Série. Tome XVIÏ, — JUILLET 1900. ^8
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fait, on trouve que Y^- est l ' intégrale générale de l 'équation

ï5 r'1
Y;:4} — 2 a2 Y;' -+• a4 Y, == --_j— ^ p s i n a x clx^

en posant
__ t'TT

, ^

les quatre constantes arbitraires de l ' intégrale générale étant déter-
minées par les cond i t ions au contour des deux bords y = o, y == b qu i
peuvent être libres, encastrés ou appuyés.

La solution ind iquée par M. Maurice Lévy est générale et comprend,
parmi les six problèmes qu'elle envisage, celui examiné par Navier,
à cond i t ion de déterminer les constantes arbi t ra i res de Y^, de façon
que les deux bords y==o, y-^b soient s implement appuyés, condi-
t ions qu i a n a l y t i q u e m e n t se t raduisent par

Y/:=.»•: o, YJ -= o pour }' —: o et, pour y •:=: h.

IIÎ. Je me suis proposé démon t r e r , en premier l i e u , que le déve-
loppement en série doub le de Navier se ramené au, développement en
série simple de M. Maurice Lévy,, quelle que soit d'ailleurs la fonc t ion p
qui représente la charge que supporte la p laque appuyée sur ses
quatre bords.

J'ai démontré ce résultat en pa r t an t de l 'équation différentiel le qui
définit Y,.

J'ai ensuite t ra i té Jes six problèmes auxquels le développement de
M. Maurice Lévy est applicable :

î° 4 bords appuyés (problème de Navier);
2° 3 bords appuyés, le quatr ième libre (cas de Vannes) ;
3° 3 bords appuyés, le quatr ième encastré;
4° 2 bords appuyés, 2 bords opposés libres;
5° 2 bords appuyés, 2 bords opposés encastrés;
6° 2 bords appuyés, i bord l ibre , i bord encastré.
Et en supposant ensuite la charge uniformément répartie ,sur la

p laque , j^a i , comme application numérique des formules, 'calculé à 7-̂
près la ^valeur de la flèche de courbure de la plaque supposée carrée.
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Cela m'a permis de comparer les résultats trouvés par Navier, dans
le cas où la plaque est appuyée par ses quatre bords, avec ceux que
donne la méthode de M. Maurice Lévy et de conclure que les résultats
donnés par cette dernière méthode sont plus approchés à égalité de
longueur des calculs et que la flèche de courbure va en croissant avec
le degré de l iberté de la plaque.

Dans une deuxième Partie j'ai traité parallèlement le problème de
Navier par la méthode de M. Lévy et par celle de Navier dans le cas
où la chargea est représentée soit par une fonction linéaire en y, ou
un polynôme quelconque en x et j, soit par une fonction sinusoïdale
ou exponentiel le . Par la comparaison des résultats , j 'ai été condui t à
la sommation de séries t r igonoméfcr iques intéressantes, séries dont
j 'ai pu, d 'a i l leurs , calculer d i rec tement la va leu r , ce qui est en quelque
sorte une nouvelle démons t ra t ion de la proposit ion qui fait l 'objet du
premier Chapitre.

Dans le présent Travail, je me suis borné, pour cette deuxième
Partie, à i n d i q u e r la méthode que j'ai suivie et les résultats obtenus,
en me réservant de revenir ul tér ieurement à l'exposé complet qui
nécessite de longs développements de calcul.

Après avoir examiné avec les ressources de l'Analyse mathématique
ces divers problèmes, j 'ai cru qu' i l y avait avantage à sortir de ce
domaine abstrait et à voir les choses au t rement que sous des formules.

Comme le dit si bien M. Paul Janet ( i ) « l'esprit y gagne en étendue
ce qu'il perd en r igueur et peut-être les connaissances elles-mêmes
sont-elles augmentées ». Si nous ne connaissions l'eau qui coule que
par des déf in i t ions mathématiques, peut-être serions-nous bien sou-
vent embarrassés pour prévoiries phénomènes les plus simples qui s'y
produisent . J'ai alors imag iné un appareil qui , s'il ne réalise pas les
conditions idéales du calcul, s'en rapproche et donne des résultats,
non seulement du même ordre, mais même fort approchés.

IV. Je me suis appuyé dans les diverses transformations de calcul,
principalement dans la deuxième Partie :

( l) Premiers principes d'Électricité industrielle^ Préface, VII, édition iSgS; Gauthier-
Villars.



3û0 E. ESTANAVE.

1° Sur un théorème impor tant , dû à Cauchy, et qui peut s'énoncer
ainsi :

Si l'on considère une série à termes positifs (A) H0, H1, . . ., H .̂ , .,
dans laquelle chaque terme se développe en une série convergente à termes
positifs de telle sorte qaon ait :

H.o ==- u^ 4 -^1 -h-. . . 4- Ihi -+- • • • ?

H1 =:;: U^ -h U\ 4-. . . 4- /.4 - + - • • • ?

IP : ^«4-- ^ ,4~ . . .•4" ^

.y? l'on forme les nouvelles séries

Vo = ^o •+• ^-i -r • • • + <' + - • - »

Vi == ^i -{" U\ + . . . -+- ^w + . . .,
. , . . . . * . < * . . . . . . ............

V,, == ,̂, 4- ,̂1 + . . . 4- ;̂f 4" . . .,

^//^ .yo/^ aussi cower^enles et leurs sommes respectives Vo, Vi» . * - ,
V/^, . . . forment une série convergente ayant Ici même somme c/ue (A).

Le théorème subsiste pour des séries à termes quelconques, pourvu
qu'elles ne cessent pas d'être convergentes quand on, y remplace
chaque terme par sa valeur absolue.

2° Sur les théorèmes suivants relatifs aux séries entières ( () :
Si l'on considère la série z ^SS^M^V7» P e t r/ étant des entiers

positifs,
Celle série est convergente pour des valeurs de x et y comprises dam

des inlervcdies symétriques par rapport à zéro.

C'est-à-dire, si elle est convergente pour x == a^ y = &, elle est aussi
convergente à l ' intérieur du rectangle dont les côtés ont pour équa-
tion x = ± a, y === ±: h. A l ' intér ieur de ce rectangle z est une fonction
parfaitement définie de x et y.

Si V on prend les dérivées partielles de tous les termes de la série s par

(r) Voir Analyse de M, Appôl'4 Chap* Xï, p. 290 et suiv.
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rapport à oc ou à y, la nouvelle série obtenue converge dans le même rec-

tangle que la première et a pour somme la clériçée partielle — ou (-L'

Et si l'on multiplie tous les termes de la série par dx, et si l'on intégre
par rapport à x de o à x, la nouvelle série est convergente dans le même

r30
rectangle que la proposée et a pour somme f z dx.

JQ
De même s ' i l s 9 agissait de la variable y.

En te rminan t cette Introduct ion, qu'il me soit permis de témoigner
ma profonde reconnaissance à MM. Boussinesq et Appel! qui ont bien
voulu me guider dans ces recherches, ainsi qu'à M. Bouty, qui, avec
beaucoup de bienvei l lance, m'a autorisé à ent rer au laboratoire d'En-
seignement de Physique et m'a ainsi permis de vérifier par l'expérience
les résultats du calcul.

PREMIÈRE PARTIE.

CHAPITRE I.
IDENTITÉ DES DÉVELOPPEMENTS DE NA.VIER ET DE M. MAURICE LÉVY.

1. Calcul des coefficients A/,j de Navier. — Pour satisfaire à l'équation

(ï^w ô^w à^w_ ï5
(0 J^^^^Jyi^Jy.-^^P^

p é tant une fonction donnée de oc et y, bien déterminée à l 'intérieur
du rectangle qui limite la plaque^ prenons avec Navier la fonction

"c^^D i " i'K^ . /Try^.ll/^8"1-^5111^-
* j
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(?', ; étant les nombres entiers i, 2, 3, . . .), qui satisfait d'elle-même
aux conditions qui expriment que la plaque est simplement appuyée
sur ses bords.

Le coefficient A^ est déterminé de la façon suivante :
lîcrivons que la fonction w satisfait à l 'équation (i); nous aurons

V V A ' ftî y^2 • lntT • f^Y i'^
Zj 7.^7^ l ~ ""̂  ti sln —— s m r~ = -TrT»^-ÂHà^ " \€^ b ^ } ci b 1,6.El7

i j

Conformément à la méthode deFourier, mul t ip l ions les deux membres
par s in——dx et intégrons les deux membres entre les l imites o et a.

Cv

L'intégrale qui figure sous le signe ̂ ^ dans le premier membre,

abstraction faite des coefficients, est

^fl' . inx . m'TT.'y yI sin —— sin ——— dx '
J, a a

elle est nulle si, m ̂  i, et a pour valeur ^ si m == i.
En sorte que la somme double du premier membre devient une

somme simple, et l'on a

V A a / / ^ /^V « /^r ï ^ F'1 • ^^ j^ A/, ̂  ̂  ̂  + ̂  sm ̂ y =. ̂ ^ j p sm ̂  d^
i

Si nous multiplions les deux membres par &\n'•t7^y•dy et si nous
intégrons entre les limites o et b, le même raisonnement condui t à la
relation

, ab ,/(•!i /'Y2 i5 f'1 . ITÎX , ( ' ' ' . i-ny ,
^T^^^-fc^TGEîJ, s1"-^^^ P^-L^-dy,

qui nous donne pour Ay l'expression

A ^ l5 l r f1' • ^^ • j ' ^ y , ,Ai^ -ab FôEI -~p~~^yj, j, ^sln-^-s'I" ̂ ^dy.
" ̂  • V)
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2. Détermination de la fonction Y,. — Considérons maintenant,
comme le fait M. Maurice Lévy, la fonction

,̂. . ^TT-r^=^,s.n-^-,
i

Y^ étant une fonction de y seulement. Cherchons à déterminer Y,
de façon que cette expression de w satisfasse à l 'équation (i). Nous
aurons

^/ , ^ 7 r 2 , / r"7r4 \ . ÎT.X i5
^(Y</---^Y;.+^Y^s,n^=.-^/.,
i

et si. l'on mul t ip l ie les deux membres par sin n-7^ dx et qu'on intègre
entre les limites o et a,- on a, pour déterminer Y^, l 'équation dlileren-
tielle l inéaire à coefficients constants avec second membre

(.) Y^- ̂ Y?+^Y.= ̂ ^\psm^d^

. ITIen posant a == — •
Si l'on désigne par ^(y) une intégrale particulière de l 'équation

précédente avec second membre, l 'intégrale générale sera

Y/::= 9/(y) 4- Ai shaj + B^- chay -h y(€, shay -+-1)/ chaj),

où. les fonctions sli, ch sont les sinus et cosinus hyperboliques, et A/,
B,, C^, 1), quatre constantes arbitraires.

La fonction
"ci... . i^xw =: > Y/s in ——Âsà a

i

satisfait d'elle-même aux conditions
^w

w ̂  o, -—r ==0 pour <r ̂  o et ^ =r a,
.̂z-'2

qui expriment que la plaque rectangulaire est simplement appuyée
sur les bords oc === o et oc = a.

Pour que la plaque soit également appuyée sur les deux autres
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bords y = o, y === &, il faut que
<)2 (F

W ==: 0, ——— == 0àf1

pour ces valeurs dey. D'où les condi t ions
Y^ ==o, Y'^ == o, pou r j ^= o et. j .== ^,

qui donnent quatre relat ions permettant de dé terminer les quatre
constantes arbitraires A^, B^, C/, D^.

Ces constantes étant ainsi déterminées, je vais montrer que les deux
fonct ions

^ ̂  , . ircx . /Try . V xr . ^<^
(T' ̂  2^2à Alf snl ~~oT sm 6 e ^ ̂  2ri ^ ̂ <n "a""

i j i

sont identiques-
En effet , si dans la première expression de w nous groupons les

termes en ^ nous pouvons écrire
•̂  . i'KX YI . . /Tcy"'=:2sln--a-zA'/sl":-y•

t i
Posons

Y — V { cîn-^^.1Yî^" ̂  A'^slnl'"'"'y''^
/

l'expression de w peut s^écrire
"̂  <. . /'n:,r(y.'=j^Yi,,sïn"111^-,

i

qui sera identique à celle adoptée par M. Maurice Lévy
^ . wx

w=:^Y,sin—^?
ï

dès que nous aurons montré que
Y^Y^,

dans les condit ions ou nous nous sommesplacés, ou les constantes A^,
B^ C^1 \)i sont déterminées de façon que les bords y == o, y ==: 6 soient
appuyés (seul .cas..où le développement de Navier s 'applique).



DE L ^ É Q U I L I B H R ÉLASTIQUE D 'UNE PLAQUE RECTANGULAISUÎ MINCE. 3o3

3. Les deux fonctions Y^, ^^ salis font à la même équation différen-
tielle. — La pression p é t a n t u n e fonct ion bien dé te rminée à l ' in tér ieur
du rectangle qu i l i m i t e la p laque , on peut , par la mé thode de Fourier,
développer cette (onct ion suivant la série double

^v r» • l^:x - /'^y/^^i1^8"1-^31"-^-'
i /

K / / est dé te rminé par la méthode suivie pour la déterminat ion des A//
et a pour va leur

/ ^'i • /-j>
,-» ;1 / . l TT .•X- , ( . / T: y
H,. := — 1 s ni —— dx j p s in ——- cl y ,

^^J, a Jo ^

D'autre part, nous pouvons développer la l'onction p suivant la série
s imple

^ / „, . ir:.v
^":=•:2i/^(•}')s^n'TI'

i

(pi étant une fonct ion seulement dey)* Si, en efïet, on veut déter-

miner la fonct ion p^ on multipliera les deux membres par s in /^-TC•'^ da^

et en. intégrant de o a a on aura, en prenant m =..= ^(seul. cas où l'inté-
grale coefficient de/.// n'est pas nulle),

'2 F" , 'i.'KX .p .i^'- I p s m -"-—f/.'z'./ / ^J, l a

Cela posé, démontrons tou t d'abord que

(3) p i { r ) ̂ ^B^sin7?';
/

en eiïet, ca lculons
r " . .̂r ,

s p s m —— dx \
..4 a

m u l t i p l i o n s pour cela les deux membres de l ' équat ion q u i déf in i t^ en
une série double, par w^-^—dx^. intégrons de o à a. Nous aurons,

Cd

Ann.. <U L' FiC. N o r m a l e . 3t'• Sm'ie. Tôroe XV Ï I . — Jini-i-diT 1900. 39
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en supposant m -= i, seul cas où le deuxième membre n'est pas nul,

^sin^^=-^B,sin^^"sin-^^

OU
,̂, . /r.r a [ ' ( l . in'^' .> By/s in 1 7 —— = - f /?siu -—^Lr.ÀHà j b a J^ 1 ci.

/

D'où la relation (3) que nous voulions établir.
Cela étant, la fonction Y, de M. Lévy sat isfa i t à l 'équation

( 4 ) Y^^^^Y^+^Y,:".^

en p renan t pour/> le développement
•Y^ / , . IT:X/>::=^/^(j)siii--1^--.

('

.(e dis que Y^, défini par
•\t ^ A • / n ^'
^U^^^/}^^'-'---^^

i

satisfait à la môme équation que Y^.
Si nous substituons en eflet ce t t e valeur de Y^ dans l 'équation (^),

en tenant compte de la relation (3)y nou^ trouvons que A/y doit satis-
faire à la relation

/ fi ya \ a ^
A / y ̂ ^^^^^'"ÏGEÏ1^^

ou, en remplaçan t B// par la v a l e u r calculée, on d é d u i t p o u r A/j la
va leur

, 4, i5 i , F 1 1 r h . lux . j u y . /A-^ TèEï ̂ 77T^ i ^•ln•^sln -ï-^
7r \a2 T ^/

qu i est justement celle trouvée p a r N a v i e r .
Donc Y/ et Y^ sallstont a la même équation d i f Ï e r e n t i e l l e *

4- Détermination des constantes A/, B^, C^ 1,)^. — Je dis'maintenant
que/a ' raison des hypothèses qui déterminent les constantes A/, B/,
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C^ D, de Y,, pou r que le développement de M. Lévy corresponde au
cas où la p l a q u e est appuyée sur ses qua t r e bords. Y; ne diffère pas
de Y,,

Nous avons en effet, pu i sque ces deux fondions sa t i s font à la même
équa t ion (4)? les re la t ions

Y^-^YJ +^Y.=-^^(J),

Y^-,^Y;,+^Y,,=^pKj).

lin r e t r anchan t membre à membre et posant
,Z=Y—Y^,

nous avons, pour dé te rminer Z, l 'équat ion d i f f é r en t i e l l e , sans second
membre,

7^—20^4-^7=0,

dont l ' in tégra le générale est
Z -1= A si) a y 4- B cli y.y "4- j( C sh y.y 4- D ch a y ),

A, B, C, D é tan t quatre constantes arbi t ra i res 'que nous a l lons déter-
m i n e r ,

Remarquons q u e Y^, par hypothèse, est nu l p o u r y = o e t y = ^ ,
de même YJ, p u i s q u e la plaque est supposée appuyée sur ses bords.
Par d é f i n i t i o n même,

\r ^ A • /7T Yy^^A/ysm —^
i

est n u l pour j == o, y = h, a ins i que Y^..
Donc Z et Z".sont n u l s s i m u l t a n é m e n t soit pour y == o, soit pour

j = = & . Ces quatre cond i t i ons vont nous permet t re de voir que les
constantes A, B, G, D sont n u l l e s »

En eiïet, les condi t ions Z == o, Z" = o pour j == o donnen t
B = o, G = ô.

Les condi t ions Z = o, Z^^o pour y == b d o n n e n t , pour détcr-
m i n e r A e 11), le système d e d e u x équa t ions h o m o ge nés,

A, sh a b 4" b I) ch a b =• o, ,
A a sh a b 4- î) ( % sli a ̂  4- ^ ̂  cil a ̂  ) = o,
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dont le dé te rminant des coefficients est ^ s h ^ a ^ , par conséquent dif-
férent de zéro. Il est donc nécessaire que

A = o, I") = o.

Par sui te , Z est i d e n t i q u e m e n t n u l et l'on peut conclure

Y^Y^

ce qu i démont re la propos i t ion .

Remarque. — Nous pourr ions , comme a p p l i c a t i o n , expl ic i ter la
fonc t ion p et démont re r , dans chacun des cas où cette fonc t ion est
par t icular isée , que Y^sa t i s fa i t à l 'équat ion dHïé ren t i e l l e qu i déf in i t Y/.
Ce serait une nouvel le vé r i f i ca t ion , dans chacun de ces cas, de la pro-
position que nous venons d'établir .

Dans Je cas wp == Ay, le calcul c o n d u i t au déve loppement de !L en
série t r i gonomét r iquCç .e t si p est, d ' une façon plus générale, un poly-
nôme cnj, on est c o n d u i t au développement en série ( . r i^onométrique

i i i - ï < • 'i i ' • ^ (-~1" '1 Y s i r» /y ^ . ,clé ce polynôme et 'à la s o m m a t i o n de la série 7 .t--,.--,^^^^^^^ j,e ca l cu l
/

déta i l lé mont re que los^ constantes d ' in tégra t ion que l 'on i n t r o d u i t en
par tan t de ^^"1^ intégrant 2p fo is sont données par des

> *//
équa t ions l inéaires. Ces constantes sont d 'ai l leurs en relation directe
avec les nombres de Bernoul l i . Je me home, pour le moment , à
signaler ces résultats qu'on t rouve en écrivant s i m p l e m e n t que 'Y^
sat i s fa i t à l ' équa t ion d i f fé ren t ie l l e du qua t r ième ordre q u i dé f in i t Y/
et qui , sont compris dans la formule de Fouriei% ou p lu tô t môme de
Lagrange, d o n n a n t le développement d 'une fonc t ion , dans un in terval le
donné, en série de s inus ayant pour période le double de cet inter-
valle ou les parties al iquotes de ce double , pour aborder les problèmes
auxquels la méthode de M. Maurice Lévy est applicable, et en parti-
cu l i e r celui de M* Navier.
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CHAPITRE II.
PLAQUE APPUYÉE PAR SES QUATRE BORDS. — PROBLÈME DE NAVIER.

5. Nous al lons t ra i te r le problème de Navier par la méthode de
M. Maurice Lévy.

Adoptons p o u r w le développement en série simple,

^ ., . /7T.r(F ,:r; > ï. s in -—-5 •-^ ' • a
ï

Y/ é tant une fonction de,y.
Par la forme même de (-P, la plaque est appuyée sur les bords x == o,

/ r = = a ; pour qu 'el le soit aussi, appuyée sur les deux bords Y == o,
y = b/\\ faut que

( ï ) 'Y/ =:: o, YJ ::::: o, pour y —-- o et. y "̂  b.

Nous savons que Y^ doit sa t is fa i re à l 'équation d i f f é r e n t i e l l e

î r ) /*a m' T(.) Y^ - ̂ YJ+^Y^ ̂ ^^ p s,n-^^,

dont l ' intégrale générale est

_ Y,: =: r^- ( o ) 4- A ^ sh ay 4-1^: cl-i a,/ +• y ( G, si1! a y -+• I.), ch v.y ),

où ' f<(y) désigne u n e intégrale particulière de l 'équat ion.
En expl ic i tant les conditions ( r ) , nous avons, pour déterminer les

quat re constantes arbitraires A^, B/, G/, D/, les équations

9,(ô) + B,- = o, , ^(o) + B/a2^ sC/a =-- o,

y ^ ( & ) +A/sh<5c^"+- B ,cho î^4- 6 (G, sha& •+ B.cha^) ~ o,

y'J ( ̂  ) "t« a3 ( A^sli ccb -JT Bi ch a ̂  )
-h 2a(( ,^cha^ + D^sba .^ ) -h ^(Qshaô 4-1), cha^):-=o.
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Des deux premières on tire,

B,=-o,(o), C<=-.^[o;(o)~-a^(o)].

En remplaçan t dans les deux au t res B,, G, par ces valeurs et r édu i -
sant, on a, pou r dé t e rmine r A, et D/, les é q u a t i o n s

A / sh a b -j~ ,,D/ b ch a b =r — 9, ( b) -h 9, (o) cl) a & 4- -^ si) a ̂  [y; (o) — a2 y/ (o)'] =:: /// /.,

A/a 2 sll5(ZM~ ! ) / ( 2 a s h a ^ + ôy^chy.h)

= — 9 ^ ( 6 ) 4- 9^0) c h a Z / — ̂  sha^l^o^o) -" 9^(0)] ^ / / / ,

où fai désigné par w^ et n^ les seconds metnhrcs de ces é q u a t i o n s .
On a

A / s!) a b 4-1)/ b ch a b rr //?-/,
A / a2 sh a // 4- ])/• ( r ï . a s'il a b "+" ^ a2 cil a b ) r-r.;, // /,

d'où l'on ( i re f a c i l e m e n i

B-i //'/ """ aa //?-/ 4 ///./ ( ^ ^ sli ̂  ̂  4- ^ ̂ i2 ('Ji ^ // ) •""1-11•! b n, clï a bj,J / -̂2.. .-..,_„-„..„.-,„...„„„... , ^ ^^ .,..,.„,.,. •..,...,,,,...,..,,,,,,,.,,._̂ ,,..,...,,,..,,.,.,,,, „.,,„,..„,.,, ,,„, ,,,„„,,, ,,.,,.,,L.,,,...,,....., ,„,,,/,, .l,;,..,,.,,,.,.,. .

9.asha^ a a s h ^ a / ^

En développant ces ca lculs et posant , pour abréger,

^ ( ^ ) = 9 ^ ( ^ ) — a 2 9 / ( . J ) ,
on peu t écrire

S ) . — ^^.Él^È^^
' """ % a si1) a b

A/= ̂ ^(o) ̂ ab - 9/(^) :1 + ̂ ^ cl-ia^ - ̂ ,(0)].

t^e sont là les formules q u i , dans chaque cas où la fbncl ion 9/(j)
sera déterminée, nous fourn i ron t les 'valeurs des constantes.

6. CaK où lacharge est uniformément répartie sur la plac/ue. — Dans
ce cas, p est une constante et l ' équa t ion qu i déf in i t Y, devient

i zéro' pour i pair,
Y^'-2^Y';4-^Y,=^;^-(,-.cos^)= ,5p .. .oi- îaa . ï { . pour i impîur ,

- ^ , ! , ( Wlaa i 1 l l l t 1 1 1
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On se bornera donc aux valeurs ^ ' = = i = = 3 = 5 = . . . .
Une in tégrale par t icu l iè re de l ' équa t ion sera

ï^p
PK.7^^^-^Elaa-

ç, é t a n t une constante , i l su i t que ^ est nul ; par sui le ,

^(.^--a2^^).

Posons, p o u r abréger l ' é c r i t u r e ,

^-K,,:Wa
alors,

Les cons tantes A / , 1 ,̂ C/, I), on t pour valeur

•r1» / , K I ,. ^ K i
l^-y,(o)=...^, L,-^.,

. K. i a12 ( ï - ch a ̂  ) . K i ( i — di a Z/ ) ( h a2 — 9, a sli cî /-/ )
w ',.î a si'» y. b l a^ a a sl'^a À

D'où l^ixprcssion de Y/,

v «li (i- dta^^—^asîia^) , . fa , a^i—cha^) , 1;
Y / 1::: -,̂ . l -F l.,.....».,,.,....--̂ .,..,.....-..-,-.7.̂ ,.,,̂  ...... ................,.̂ ..,,,......,...y, ^|^ ̂ y__ e|̂  ̂  y^ y ^ ̂  ̂  y^ .̂-L...._ . ,.„.,.. 1 (^ y, y \ !

^ \ 2 a s î » ^ a ^ '' </ v \ j ï J a a s h a ^ < j(

Dans ce cas et c e l u i d 'une façon générale où p est indépendant de.y,^,ft
f psin-•'—dx est n u l pour des valeurs paires de i, le second

».' o
inemihre de I n é q u a t i o n q u i définil Y/ et la so lu t ion par t icul ière sont
nuls , a in s i que les coefficients A/ , B/, C/, D/, la so lu t ion disparait .

iNous n 'avons qu'a considérer les valeurs impaires de i.
En rnu l t i p l i an t Y^ par s in^^ et f a i s an t i a somme en donnant à ^'les

va l eu r s impaires î , 3, 5, ... on aura w exprimé par une série s imple

^ , in: x K.i ( r — ch a b ) ( b d1 — a a sh ab ) , .w :-= y s la ——— ! i 4- '.----...--•-•--.—•..-•---•....---..•.<•-••--.-———~-1— m a y — en a yJ»»A " a a8 'îash2^ 7 t/

f a . a ^ i — c i i a / > ) 1|
+ r - sh a y 4- —"——,—.— cj-n a y ." 2 </ s a s h a ^ v J
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7. Calcul de la flèche de courbure. — Supposons pour s i m p l i f i e r qu(
la p laque soit carrée

b .-=-. a.

Le po in t central a pour coordonnées

a ax == -- ? y —: --,
a 2

la valeur /que prend w sera

/= 2 ̂  (- '̂  [' 4- ̂ ^^ ĵ̂  sh "T - ci, (7r
^—i a* [ 2sh^7!: 2 ' 2

i ^c-L ̂  , ^ î '"" (^^ •1 ^7î+- -y & 11— 4-. ...̂  .̂,...̂ ........., .„.„ cj) .._
''î '̂  4 SlUTT '>,

Remarquons que
^7r , i-n in î — CÎ'K'TT , /TTs}i _„ ,̂ ,,,. _„„. ,...,.._̂ ^̂ ^ ^i —
4 '.>- 4 siKTÏ' ^

s écril

w^8'1-81^----'^-^^)-
qui. est noi d'après le développement de ch (^— ^ ).

Le premier terme de la série correspondant à i^ î s 'écrira

i5/?a4 r . ( t — c i i 7 r ) f 7 r — a s l i 7 T ) , TT , TT'"^.^^,^^..^ ,

A l 'aide des Tables des foncfùm.s kyperboliyues ( 1 ), calculons sa va leur .
En remarquant que

sh - == 2 , 3oi, SÎITT :::= ! i , 5/i6,

. 7 1 ^
cil - =:: ^ , 509, ch TT ̂  i r , ̂ 89,

on a, pour la valeur de la parenthèse,
0,344,

0) Jo me suis servi des Tables clé Houoi, édition î866, GaulIner-ViIIars, el du ^amm-
lun^' von Formel/i. der reincn und an^wandten Meithematik von D' W. Lanka 6dï-
t î on 1888, p, 94, ersie IJefcrun^. " 1 1 1 1
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et nous avons une première approximation de la flèche de courbure
en prenant

„ î5/?a4 „ .
j=^^o,3i4.

Avant de calculer le second terme de la série correspondant à z = = 3,
comparons le résultat que nous venons d 'obtenir avec celui qu'a trouvé
Navier.

Dans son Mémoire inédi t de 1820 ( 1 ) , Navier a trouvé pour le dé-
placement: w l'expression représentée par la série double

. m'r^x . n'r,ym =-w n =r-^ g, ̂  —————— gj^ — — ^ _
__ ':>.,'{? ^ ^ 1 Ci 0

fy''"'" T?'̂ ?3' M ^eà W7"/? ~ " / ^ 7 ' 2 ^ Y — — '
^4---^

ou m'\ n' sont des nombres impa i r s , où € représente la demi-épaisseur
de la p l aque et a., un coetïicient qui , rapproché du coefficient E que
nous avons employé, a pour valeur

16,, . Ss^
<^i =r- —s S^, or 1 •="- •— »

ï 5 i a

donc w peut s^écrire
m/'n.v . r^nYm .̂; w n' = %> g ^ j-j ————— g i j^ ——^ .̂»"L,

_ ,ï 5/:» î î ï a b
w ̂  ËÎTT6 2ri 2Li ^7/7 /-^2-^7^a~ "

m'^i «'..ï ^ï- -h -^7^

Cette série est assez rapidement convergente. Navier se borne à prendre
le premier terme correspondant aux valeurs 7n'=== r , ^'== ï .

On obtient ainsi
. 'TT.r . TT y„ , , , sm — s-in —_ i ^ p a ' f r a bj , ̂  —^^^ ,^^^^^ ,

ça supposant la plaque carrée le déplacement du centre sera
„ i5p<%4 ï î5p^4 „ Q
f. r= —^—•. - 0 il .—/.—. o ,^ Ib .
* / l 4El7Z"^ 71 4.KI^ '

(1) Voir Théorie clé l'Élasticité des corps solide^ Clebsch et Saint-Venant, p. 747?
édition ï883,

Ârtn. de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome XVÏ Ï . — JUILLET 1900. 4o
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Cette valeur est supérieure de o,oo4 à celle que nous fourn i t la méthode
de M. Maurice Lévy, qu i adopte le développement

^.^. . nr.v
n-'= ^Y.sin—-- •^usà a

En se bornant aa premier terme, on a
^ . 71: Xy sin —,

a
Or

^ r\ •'' y

a pour expression
. „ 7T/ \ ^ s in/ -

y ^ — liî . V 1 _^ 2lY2y^E] .7T ( ÎA/ /'T ^y^ ^+.^^
Navier au lieu de prendre la série ̂  en entier n'en considère que le

/'
premier terme correspondant à / = = i et néglige le second corres-
pondant à/= 3, terme qui est négatif et égal à — ^^0,00^ Dans
la méthode1 de M'. Maurice Lévy cette série est considérée en entier et
a été calculée, ce qui nous permet d'affirmer que nous obtenons par
cette dernière méthode une valeur plus rapidement approchée.

Si l'on tient compte des deux premiers termes de la série double de
Navier, on obtient pour valeur de la floche

. i5/;a4 .
, / l =4EI^O ? 3 i 4•

Calculons main tenan t le second, terme du développement de
M. Lévy correspondant à i == 3.

On a
sh^ =55,635, sh3îr==6j[9i ,5o8oy

r»

ch ̂ r =55,64.4, ch37T=6x9T,5ô88

et par suite la valeur de la parenthèse, dans l'expression de ce second
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terme, sera
I ï ^ p a ^ r ( ï — c l r ô 7 T ) ( 3 T T — 2 S h 2 7 T ) , 37T , 3^1

— T̂"; T-rT-j—.:• l "4- ————————.--—»———————— Su — -— Cil — yà" n.hl'K'1 L îsJh^ 3 n a 2 J

ou 1,00^; en d iv i san t par ^ nous avons pour la valeur du second
terme de la série

15 pci^ „
~7w°'00^

Donc la valeur de la flèche de courbure sera

/^^(o.S./i-o^),
- i r-i .1. TT

0 il
, i r> /w'' ^/^ ^ i , ' î ^ 0 ^ 3 1 0 -;̂  âl-l 7:"

Nous no calculerons pas le t ro i s ième terme : il est d 'un ordre, quan t à
son fadeur n u m é r i q u e , supérieur à celui des dix-millièmes.

H* Vcrifl.calùm. expénmeîziale. — Le d i s p o s i t i f que j 'ai employé pour
v é r i f i e r par l ' expér ience les résultats précédents est des p lus s imples .

Une cuve carrée V (,fig» ^ ) est fermée par une membrane de caout-
chouc bien mince ce', sur cette membrane on place la p laque élas-
t i q u e w' à é t u d i e r et au-dessus de la plaque v ien t se fixer sol idement
à la cuve un cadre rigide. Ce cadre a in té r ieurement ïo^" de côté, i l a
été d o u b l é en cuivre rou^e de i™'" d'épaisseur pour éviter toute dé-
format ion . La pression se fa i t à l ' i n t é r i eu r de la cuve en comprimant
de l ' a i r à l 'aide du manomèt re ABC. Vu les faibles pressions à exercer
on a remplacé dans le manomètre le mercure par l'eau. Deux échelles
graduées placées le long des deux branches d u manomètre pe rmet ten t
de l i re la pression exercée,

Sous . l ' inf luence de cette pression, la plaque v ient appuyer sur
rareté vive du cadre et se bombe. Il restait à mesurer le déplacement
du centre de la plaque. Pour cela j 'ai rendu solidaire du centre une
tige ah dont l 'une des extrémités a vient buter sur un levier aom qui.
porte en m un petit miroir . J'ai disposé devan t le miroi r une source
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l u m i n e u s e L et un rét icule horizontal M. L'ii-nage de ce f i l après
réflexion sur le mi ro i r m se fai t en r siiiume règle graduée R. C'est le
déplacement sur cette règle de la tache 7' que l'on a à suivre quand on
. fa i t varier la pression à l ' in té r ieur de la cuve.

L'àfig. i montre le d isposi t i f de l 'expérience, et b^g\ 2 une coupe
déta i l lée de l 'appareil.

^-"?»•• ^
-T—,;
.,^à

i ' ' i ï i : - •

î"—--î$

.̂-^ ——
,J V,,r

.̂,„,..„.̂ ;̂ ,,,-..,̂ V,l^ln:i^

^

î

b—^

"£...-----11

•i:'^'.-'.1'1!'',-
f''

if'

f^Wô
Ln

r •^

0

(•(/, pL'vi'ic <^; vcriï;; ce', (•nveloppe on caolîtcîloiir;; f,(.1\ tijlx'î amcrn'uit, <l,in,s I ' (UIV(Î Î (»(»ÎH'
l'air com[»rîmd du manonu'tHi.

Dans les expériences, la dislance de la règle R à l'axe de ro ta t ion o
du levier étai t de 109^; le bras de levier oa avait ^m.

Lorsque le levier aom tourne d'un angle a, le rayon l u m i n e u x
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réfléchi tourne d 'un angle 2 a, il en résulte que le déplacement de
l'image sur la règle est le doub le de la tangente de l'angle a de rota-
tion du levier . Comme a est très pe t i t , on peut avec une approximat ion
suffisante prendre l'arc au l ieu de la tangente. Le petit bras de
lev ie r aoayanto^c^, en dés ignant par x le déplacement vertical de a
ex t r émi t é de la tige et r f l e déplacement de. l 'image sur la règle R, on a
par la s i m i l i t u d e des triangles aoa1\ r^or Çfig. 3)

d
""" 109

J'ai pris une plaque de verre carrée, de O"\TO décote et d 'épaisseur
moyenne o'""1,^ (verre extra-mince); l 'expérience m'a mont ré que le

•"••~1•11••^11'111-1••^11-:~^^

déplacement d sur la règle, pour une augmenta t ion de pression
ap =:,: i^\ est de i1'""1,^ et, par suite, le déplacement 1 ^ du point a est
o^oiS.

La flèche étant une fonct ion l inéa i re de la pression, l 'accroissemeni
de la (lèche, correspondant à une augmenta t ion dépression de ï o ^ p a r
centimètre carré, serait o"1"1,'! 8.

Ces résultats d'expériences sont conformes à ceux que donne
l 'analyse.

Nous avons trouvé, en effet ,
„ î 5 pW ..f „.„„ _î ^ j , A

/ .-„.«,, •""-"i,'"™.———" \J , •,.,) A \J

•/ /l.EI'TT"

ou, en m e t t a n t en évidence l'épaisseur £ de la plaque,

t^^o 3io./-g^0^10
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et pour^p == i^', en prenant ( ^ )
7<jE = 7 x io8, s •==. —centimètres,10"

on a
/'^o^o^,

et pour une augmenta t ion de pression de 10^' par cent imètre carré,
o1'""1,^.

Nous trouvons, parj 'expérience, u n e flèche supérieure pour op = 'r
de ^,, de m i l l i m è t r e à celle que donne le calcul.

Ce f a i b l e écart est fac i l e à expliquer, si l'on remarque que la condi-
t ion supposée dans l 'analyse d 'une p laque d^épaisseur constante est:
d i f f ic i l e à s a t i s f a i r e ; et nous avons vu le rôle impor tan t que joue
l 'épaisseur.

Une aut re cause d'erreur provient de la d i f f i cu l t é qu'il y a d 'ob ten i r
u n e appl icat ion i n t i m e des bords de la p l aque sur le cadre. Je l 'ai sur-
montée dans une cer ta ine mesure en observant seu lement les va-
r i a t i o n s de flèches, c'est-à-dire à par t i r du moment oïl, la p laqmt
suppor tan t déjà une pression i n i t i a l e , j ' é ta i s assuré qu'el le a p p u y a i t
sur ses bords.

Ceci, j o i n t au défau t d'isotropie que peut présenter la p l aque , suffi t .
à j u s t i f i e r la f a i b l e divergence que nous constatons ent re le calcul et
l 'expér ience*

Remarquons que le d i spos i t i f que j'ai employé pour ra i t servir à dé-
t e rmine r le coefficient d 'élasticité E,

On d é d u i t , en ef fe t y
.p [^pa^ ,l^^o^ro;

les quant i tés^ , / sont mesurées par l 'expérience, et a, £ ont été préa-
l a b l e m e n t déterminées.

( î ) Voir Aide-mémoire dé l'in^é/neur dû Cl. de Laharpo, édition 1900, ou celui de
Hu^ H en in.
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CHAPITRE III.
PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYÉS, LE QUATRIÈME ÉTANT LIBRE.

9. Nous avons jusqu' ici examiné, en nous servant de l'expression
ind iquée par M. Maurice Lévypourw, le cas où la plaque rectangulaire
était appuyée par ses quatre bords, afin de comparer les résultats ob-
tenus à ceux qui sont donnés par la méthode indiquée par Navier.

0 appuya

Supposons main tenan t que la plaque soit appuyée sur trois bords,
le quatr ième étant libre. Soit

^=J^Y,sn
i

l'expression du déplacement normal d'un point du feuillet moyen.
Il résulte de l'expression même de w que

à^ w : o pour x ==o, oc == a(ip == 0, à^

cl, par suite, les bords x=o, x=a seront simplement appuyés.
Supposons que le bord y = o soit aussi appuyé et que le bord y=b
soit libre.

On doit avoir
y ww = o, """r-j ==o pour y == o,

c'est-à-dire

(0 Y^==o, Y'J==ô pour y==o
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et
^(P à^v à ( y-w y^\
—— 4- 4 ——r •== o. — 7 -r— 4- 4. -,— ^ 0 P01"" r ̂  /^^.2^ ( j y ^ ày \ ôx^ â}'^ / -

condi t ions qu i , dans le développement adopté pourw, donnen t

( .3) ^ Y — ^ Y ^ o , ^Y^-^a^^o pour y ^ b

en posant
_ 171:

a

On a vu dans le Chapitre précédent que Y( est l 'intégrale générale de
l 'équation

Y^^YÎ'+^Y^ . ï 5 r p^naxdr
bMaJ^

et a p o u r expression, en désignant par Gp^(j)une solution par t icul ière ,

Y/= © < ( j ) -4- A/ sb^j -h" B/ chaj -hy(C( sl'iaj + D, chaj).

On dédui t

Y^r:ç^j-)4-^îiaj '(al^.+.(':/)
-h ch ^j(aA,+ !)/) 4- a.y(C/- chay -h l)/ slia^'),

Y1^ := çj ( y ) 4" sh c^j ( a2 A, + ^ a .1.), )
-i- (.."'h a}' (ce 'Bi •-h a a C^) 4- a^y ( C^ sli aj'' -h t)( et) a Y ),

Y^97(r)4•"sl^aJ(^ ; î 'B,4••"3^C/)
4- chaj^a^A^h Sa^l)/) 4" (^^(C/: ch^y 4-1- !")/" sha;).')-

Les condi t ions (i)

Y/ -= o, YJ =^a pou r j ̂  o,
donnent

d'où l'on tire

<^(o) 4-B/:=o,
9^(0) 4" ^15,4- 2aC/= o1

B/=—9^o),

C,=—[^yKo)-??(o)].
M V-
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Les cond i t ions (2) explici tées d o n n e n t les équat ions s u i v a n t e s :

j 3 y. sh a ̂  A, 4- ( 3 a ^ ch a ̂  4- 8 sh a 6 ) D, 4" 3 a ch a & :B ,

-1- ( 3 a b sh a ̂  -- 8 ch a b ) C, + -i. ̂  ( Z^ ) ~ ay/ ( ̂  ) ̂ : o,
i3'î( S ,

3 a cli a ̂  A, -r- ( 3 a ^ sh a b — 5 cil a b ) I), 4- 3 a sh a Z/B,

+ ( 3 a ^ c h a & — 5 s h a ^ ) C / — - ^ y T Ç ^ ) 4-79; (6) -=. o.

Ces quatre é q u a t i o n s dé ler rmneronfc A,, B,, G,, D, dès que l 'on con-
n a î t l'a la fonc t ion o / (y 'L

^Par t i cu l a r i sons pour cela la f o n c t i o n /) q u i représente la charge par
u n i t é de surface , et p renons avec M. Maurice Lévy

/,.-:::;•: ÏI(^-.-j-)

q u î représente la pression que suppor te une vanne de h a u t e u r b.
Le côté AB est l i b r e , les trois aut res BC, CD, A!) sont appuyés su r

u n cadre.
Fi^ 5.

I l est facile de voir que r in t ég ra l e particulière 9^.7) est alors

. „ i5IÏ
i^-j).9/^7) ^Eiaa'1

Et, par sui te , les équat ions précédentes donnen t pour les con-
stantes îî^ C/

î^îîb
!\.iiiaoC'^

_ j^îï^
'/"""" iŒ^a^'

,En remarquant que

9/(^)=::;0, 9;=0, O^rrro

Anii, ïi<' l* Ka, iVorfnale. 3* S(*rie, Tome XVîL .— JUILLET KJOO.
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et que
, , i5ÎI

0 , { b } ̂  — - / - n , 1 1 " 1 1 • .. 5' ' • ^FÂaa"

les équat ions ( I ) d e v i e n n e n t

3 y. s h a b A / -{-- (' 3 y. b f 'S 's a ̂  -4" 8 sh a ^ ) I), "•-— —- -.--_',"..-.-..,•. ( ch a b -4- '- a ̂  s h a h \,
• ' ' r i fc laa'- \ i>, y

3 y. cil a /^ A/ -•1-- ( 3 ̂  ̂  sis a ̂  —•- 5 ch a ̂  ; I)/
î 5 I A ^ / s i , . 3 , , , 7 \

=" , , , , — ^ ^ ^ ^ ^ —-s j i ^^ — -y.hwyJ) -\- —, ] '
•\ VA (t a ' \ '-î 'i a b i

D'où l 'on tire fa e l le m, ont

.,.-,., (.\(\ sh1 2 a ̂  + 21 C Î ! a b + -'•)J sit a b ••••-- f) c l ï ^ a b — ^ ff^ fr
ï : ) l l h ' ab -î

/''î lîl ^ a''' 3 ̂  ( 3 a // --!-• i 3 s II a ̂  cSi a ^}

,,.- , --1-- slî '2 a /-/ --i-- -1-/,- s 11 a // -l- cSr' a ̂î ;';) .11 b '->. a //
4 1^1 a (y.'1' 3 ̂  ̂  -'-t-1- 1 3 sis a // cl s a /-»

En reinpi^çani, dîins l 'ox j ï rcss ion (l(î Y^

Y/ r^ ^/ ( )•• ) - 1 : ! 1 - A / sh ̂ v -• [ • • îït <;!» a v -i1"1 j ( C, sis ^^y "41 S ) / ch ar ),

ces q u a n t if : , es par leurs va leurs , on aura lo d é p l a c e m e n t n o r m a l d u
point.i*, j du l eo i l l e l moyen e x p r i m é par la, série s i m p l e

^ ., . /7r.^<p:•:::::2^^sïn'^/
ou l^on prendra p o u r ^ les valeurs impaires i , 3, /), . . , .

:1,0. (7a.y où la charge est uniformément répartie sur la pl.arjue, —- Dans
ce cas, p est conslant.

1/intégrale par t icul ière ç/^y) est el le-nierne une conslanl.e

/ „ ï5/>^yr-w^
Las valeurs de B, et de C; sont

n ,. I5/-> p I3/'' «
< "" "ÏEIaa"' '""ïElaa5 a"
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En rer ï ip laçant dans les équat ions ( I ) , qu i exprinient la l ibe r t é du
côté y ̂  I ) , B/, C/ par l eu r s valeurs et r e m a r q u a n t que 9 / ( ^ ) » ? J ( ^ ) ^
o ^ ( ^ ) sont n u l s , on o b t i e n t , pour d é t e r m i n e r A; et I)/, les équat ions

3 a sh a b A/ -l- ( 3 a ^ ch a <^ •+• 8 s'il a //) S) / :=: ,-1..^- ( i — ch a ̂  — î a 6 sh a ̂  ),A El. a a1' '

3 a c l ^ ^ A / + f 3 a ^ s l ! a ^ ~ 5 c h a ^ ) ê)/-z- - ^ p — ( V s h a ^ - î a ^ d i a Z / ) ;ql ' l i l^a^

d'où l 'on d é d u i t en réso lvan t

1 5 /^ 3 a ̂  s 1 1 a 6> "h- îl y^l^ 4- 5 — 5 ch a ̂  -— Bgsti3 y, h
1 ~" q El a a'' 3 a ( 3 a ^ -i- i 3 sis a ̂  cli a // )

•i 5 p ci t a ̂  •"•--- cl i '' a ̂  — -1,11- s is 2 a ̂
^ ./! ii î, a a '' 3 a l» ~ |- î 3 sll a ̂  ch a <^

I^n sorte que Y/ aura pour expression

i F) p 1 " 3 a h sh ;% // -+- !!- a'^ /^" —- F) ch a ̂  "•-- 3a Siî1»2 a /^ »-l- 5 , ,
y,, ^^^, . - - - ;n3^,:,3^&^^^^—————shaj/-cl,.y

a y , ('"11 a ^ — clii'2 a b — 1J sir' a ^ ,
•}-" --1- - slia y '•4- a y —••i.—.—.-—.-———,—,—— way2 v 3 a /^ 4- i 3 s il a b ch a <y -

On aura le dép lacemen t w du poin ts , j-du f e u i l l e t moyen en p renan t

.:-.--^Y,:si•̂  .< . IT:^\v :..:: >, Y^stn —---••

[)our les valeurs de / =- i , ''i, :.), . . ..
Cherchons en par t icu l ie r le déplacement du centre de la p laque que

nous supposerons carrée.
Alors '

b •::=: a, x = y ::̂  - -•/ ri

On a, pour Y/,

l5/M^ )"" 3^ StHTC -4- 1 ^TT' — ^l'^^-"" 39Sl^^+L5 -l- ^.7r — ch ^17T

r""1""1 ' ^ ' Ë l ^ P [ î ^"" 3(3^7Î" + ï 3 si:H''7T CÏU'TT) k ' 2 îî

^TT . /7T /TT C!'U'7T — CÎ.12 '̂7; — •y-sh62/?!: . ^7:"']„.„}„. ,. gl11! ̂  -.̂  .-,.,.̂ _....... ...̂ .,-,̂ ,.,,-,,._ ...̂ , ,...„,.,.-.,-;..„„,.-„ ci'» —" *
4 '2 a 3 ^ 71: "h 13 sh ^ TT ci't 171 2 J
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Considérons le premier terme de la série ̂  Y^s in-^ correspondaril^7T
^ . , 8 1

/
^

à i == i et ca lcu lons sa valeur ; on a

-^ î5/;w" [" 3T: sh7r4-1^ 7;2—3chï; ~ 3o sI^TT 4--5 , TT ,7 :
^•^: - ï „. „„_.„.„,——————, ____ ____..„____ ....—————____' .—————.„——— ^ ..,„„ ___ çl( „...,.

4 8.U 7T" I 0 ( Ô 7: -I- J ô SB 77 dl 7T ) 2 f^

TT , 7T 7T , 7T C'îl 7T — ci ' l^TT— l-1 ; ,1-Rll '^TT
+ sj:l •"- -h "- Cil ~- ——,;-——.—————-——.

4 a a a ^TT "!- îosl iTT CÎITT

Or, en remplaçant sli;"? d i ^ ? sliT:, cliTc, psir les valeurs qi ie j ' a i i n -
'•St 'Si

( i iquécs dans le Chapitre précédeni, on a

r: , r. ^ . T. ?)'K i-iiTT -h î i .TT9— Sci'iTr •— 3qsll:>7; 4- 5•. sh - ̂  î ,007, — sli - —_— - -„.,.,.„.....„.,..„.. ... ....„„.,....,.„., ...,,.-/,./ . , ^ o . i. <.•» T!. .-(iTi: -r :, if.— ^4' ,nn: ••1-1~ o( MI (T •-!•- ..,̂
7 sh - = I ^07» •"•- sil1 •" ——— ———,)1 ^111111-1--111,111-- -^.-^•...-^.--;..,.----^ :::::: -l-.- 2, Z;î(),4 0- ' ^ 3 ( 3 7 r 4 - i 3 s h 7 r c h 7 r )

7T . TT dnT — C'h^TT—• • ' . , 1 -S Ï1 2 ' Î T ,, , rc .
..... (;|-i..... —„...,,.„„.„... . . . . . _ . . . „ ._„...- „..„„„.,,.„„..,..„ ^— j ,û^h, 1 •-1-- <• ) •- :::-, -— i .DCX),
3 2 3 7:-h l 3 s h 7 T C l ï 7 T J •>- ' "

et, par suite, en rassemblant les termes

., i5/.^"1 1 ^--.. . • 1—,-.—. o .uoh.
4.i^I'n:"

Mais ca lcu lons le d e u x i è m e terme (,1e la série, correspondant il /..•-.:. 3.
Le terme J^ devra être m u l t i p l i é par s in^) c'cst-a-dire par ' • • - 1 " î .
La v a l e u r de w l i m i t é e à ses deux premiers termes sera

(ï-=:::,:; y,-Y,.
Or

Y — ]y/?ai" i "" 9^sh37T4-- - : 1 ^ 1 7^ '—5ciê37T—39sis > î 37T• 1 4--5 37T . 3'7T;t "1""' W"r^ 143 ;( "1""" "•'••'-"-••••---••--•—y^ sli -1^- - cl! .̂1-

3 •7T . 3 77 3 7T ("i1'» 3 TT — (•; î r' 3 TT "-" -1J" S 11a 3 TT . 37:'

4 tl! ! ^ ^ 97T4•- l•I3yh37rcl l37T ' r.^

En remplaçan t sh^, ch^, sh3TC, chJî: par leurs valeurs et efïec-
t u a n t les calcula, on a

^ c h ^ — ^ r 0^06 9 7 r 8 l » 3 7 r 4 • - • y • 7 ï 2 - ^ ( : > I A 3 7 T • - 3 9 s h a 3 7 T 4 - ^ . 37r ,.- &t l —-" ...„,.,- l u i , U / \ ) \ j \ ) . •""•~'1 -•»—••<—"•—-.————„.-...,,-.-„„-—„,..„..„„.„„_M»..,,,,.,,,..-.,..,...-,,,,,.,..,,̂ ,,_,.,,..l,,.><..-.,..,,_„.„.„.„..„„„.„..„„„.__,„ (-j't <..„.,...,. •--•- î l i • ^ ( "» / ) / (

î a ' / ' 3 (9TC| - i3s l i 37 rc l i 37 î ; l'11 a •-• '- ' '"r '

. ' • iTrc . i j . ' ÎTr i ' i—cliSTC)—^ 1 ! ' ! ' 2^ , 3iT 3iT
T ----^^^^^^^ c11-,- = - '3',o7^, ,-ch.^ =::-..-54,644.
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En rassemblant les termes on a pour valeur de la parenthèse i^oo36
et, en d i v i s a n t par r'\ c'est-à-dire 2:43» on a o^oo^ i .

On a donc
-, \^pa> .
^^ÏEi^107004-

En se l i jn i ta i i ta , ces deux premiers termes, la va leur du déplacement
(.lu po in t x :== ;--? y == ;- sera donc

.. î5/W
^^ïm^0^

La flèclie est dans ce cas p lus forte que si la p l a q u e é ta i t appuyée sur
ses q u a t r e bords, nous avons vu en elïet qu 'a lors elle a, pour valeur

/., ï^pa'' ,,j ̂ ..̂ 0,0,0.

ijC raDport de ./'à/1' est a , [ ) p r o x i j n a f c i v e r n e n t celui de 2 à T .
Ca ico lons m a i n t e n a n t le dép lacemen t du p o i n t A (Jlg.f.i), m i l i e u

du côté l i b re , les coordonnées de ce p o i n t soni
a.

.z11:::.,: ̂  y:^a.

La valcuir de Y^ sera

^.^ A^L \\ - 3,^^^^^^^^^^^^^ SIl/TT - Ch^
' ^ ^ VA. l'1' ir1 \ 3 ("3 In 4"- < 3 sh // TT cli i T: }

/ - ÎT . . . clu'TT — CÎf^'TÎ'•-— ;n Sh2^ , . "1
„.,.),.. „.,.„„„ s!l^7T+ ^ T T - - -^ . - • . . • . - - . . - - " • -—-- - - ,^————. C J 1 < Î 7 T -

2 3 ^ TT — i .3 S II ^ 7T Cil l •'K J

Ce développement se d é d u i t de celai que nous venons de trouver en
rer r in lacant sh^ ch ^ par shrn:, chir..

1 " t " " 2 2 l

Les coefficients ont été déjà calculés pou r i == ï et /== 3, En rem-
plaçant:. , on a, pour valeur de Y,, 0,919, correspondant à r== i , et
o, oo4 pour i ="= 3.

lîorné a u x deux premiers, le déplacement du po in t A a pour valeur

w::^^^^^^^^^^

environ une (bis et demie le déplacement du centre.
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' 1 1 . Vérification expert/ne filcile. — Nous pouvons, en mod ifiant légère-
ment le cadre qui nous a servi dans le cas où, la plaque était cornpiète-
rneni appuyée sur ses .bords, faire la vérification clans le cas actueL A
cet. eilet, la feuillure en cuivre qui double le cadre en bois a lîîic ouver-
ture rectangulaire dont, l'une des dimensions a S1""1 de plus que Fautre;
de cette façon, en faisant glisser la plaque qui nous a servi, elle se
trouve appuyée sur trois bords ci a son quaîr ième libre.

1° En disposant ensuite l'expérience comme précédemment, par de
simples lectures nous avons le déplacement du centre correspondant
a une variation de pression $//.

J'ai observé, en me servant de la même plaque de verre, que, pour
une variation de pression Sp •"--. i^', l'image lumineuse se déplace sur

la réfle de .^"'"^S; par suite la variation Zf est '>—'- ' -^ c'^sl-iMiirel >/ ' i, 09 " ' ' ! "
o"1'11^^ et, pour une pression de u^1' par cent imètre carré, Fon aurai t
o1 1 1 1 1 1^.

Ce résultat est conforme a celui que donne le calcul. Nous avons
irouvé, en eUet,

/. ^pa^
^'^ w^0' ;

en fa i san te ̂  r, et en remplaçant a, E, £ par leurs valeurs, on a

O/'^-'O"'"1,^):^

qui diffère seulement de jf^ de millimètre de celle que donne l 'expé-
rience.

a0 Une autre vérification intéressante est de chercher le rapport des
deux accroissements de la flèche dans le cas où la même plaque est.
appuyée sur ses quatre bords et celui oîi elle a un bord libre.

Le calcul donne

àfï hord mm' 603 ,
^/r11"1'-1-"11--"—1--1"11-1-1-1-;" """ y-—;- OU î ,942.
"•;/4 Iiordî'» appuya!» «J1 î 0

Par l 'expérience nous avons

0,o,o35
i ,944.

'' 1 O^H'B " 1 ] 1 1 " 1 1 1 1 ' 1 ? î :
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3° J'ai aussi dé t e rminé expé r imen ta l emen t la var ia t ion du dépla-
cement du m i l i e u dii côté l ibre . J'ai dû modi f ie r un peu le d i spos i t i f
en f a i s an t a p p u y e r la lige, q u i fa i t tourner le. l ev ie r , au m i l i e u du cùlé
l ib re , et j 'ai constaté que , pour une var ia t ion de pression op == i\
l ' image l u m i n e u s e se déplace sur la règle de o"11"^. Comme l'axe de
r o t a t i o n du levier a été reculé sur la p l a n c h e t t e de 2e'"1, on a pour
dép l acemen t réel du m i l i e u du. côté l ibre

^—-'••/ ou o" l l no5I.
1 î 1

Nous avons t rouvé que le d é p l a c e m e n t du centre de la plaque cor-
r e s p o n d a n t a la rnèrne pression Sp ==• i é ta i t o1""1^^').

Le rappor t de ces deux dép lacements est ^•r ou i ^j^-

Or le c a l c u l n o u s d o n n e pour v a l e u r de ce r a p p o r t — ^ 5 c'est-à-dire
s , 52. J 'a i i n d i q u é , dans le cas où la p l aque é t a i t s i m p l e m e n t appuyée
sur ses qua t re bords, les raisons des f a i b l e s écarts entre le calcul et.
l 'observation,

CHA'PITRE IV.

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYÉS ET LE QUATRIÈME ENCASTRÉ.

12. Dans ce cas, les cons tantes B/, C, ayant la même va leur que
précédemment les équat ions qu i déterminent A/, D, sont alors

Y,-ro, Y^o, pour y ̂  b,

ou, en explicitant,
9 K b ) 4- A, sh a b + B i ch a b + b ( (::/ s il a & -1--1), ch a h ) rr:- o,

^ ( b) 4- (aB,+ C/) Qhab + (aA, 4-1),) ch^+ a&(C, cha b 4- I)/ sha b) -.=- o
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o u , en o r d o n n a n t et r emplaçan t B^, C; par les valeurs

B/=--9Ko), C,=:~ —[^(o)-^ 2?^ 0 ) ] ..•î v.

on a

A/ sh ab -\-1)/ ^ cl) a b -:::-- — y, ( // ) + © / ( o n ch a ^ — — si-i y.b\ -î- ^- ç^ ( o ) sh y. b,

( i ) a A/ ch a ̂  -h I)/ ( ch a /// -h' a /</ s h a b )

^ —^ ^ ̂ .( ^ ) 4- .-: çQ ^ ( o ^ ( s, I] ̂  /;.-...- ^ ̂  (» S j ̂  ̂  ) -i- ç J f o ) — (sl\y.b -\-- h y. c 1 1 a h).

Supposons que la pression p soi t constanle , c/est-à-dire q u e la
charge soit u .niforniéîr ient répartie sur la p laque. Nous au rons

, , i^p Ki^^--w^^^'
par su i te . ,

„. '^i c . « K.i>i.— —1 —,; > (-(• - - 1 - - -•.;a.' •>, a.'

L e s é q u a I. i o n s ( i ) d c v i e n n e 111

K./,.,.-.. ^^,A/ s 11 a b ••llh 1)^ ̂  cli a b .̂ •:: --"". ( ch a /^ —" —: sî'i ̂  ̂  -1-- î f ,a" ^ ^ /

(^A/ cil a b -4- I.)/ {cli a ̂  "f- a // sit a ̂ ) ::::": - • ,1 •-: f sli a b — b a ch a h )
a-'' '.î ' 1 ' '

et donnen t pour A / e t D / les va leurs su ivan te s :

, K î a a b s h a ̂  ~1-1- îï (; II ':5 a b — at2 fr ••}-- ^ ci i a b K", a ( ï •-1-- ci » a ̂  ) "
2 a''5 a ̂  -"•- sli a b cîi a ô . 5 ' ( "]i"'"""" a i7/'l; a b --•- slî a/> cli y.b

et, par suite, on a l 'expression de Y^

^Î2 ^;î

., - ab ù\ab — ch2^^ — •—-.- -4-. t\\ab
•t/1 "•i \ 0'Y •—- ——i / (' "...l- ..——.-"-•-----."... ......,.,.--......--.,,-.-,..,- .̂,...,,....,«-,...-,,.....,-..,..-..-,-..,. ..-......-,... ..„..„,..,,............................. t,jj ''y i' „.„„-.„ ( * [ } /y f\fl " " i " ~ ^r c^b-^ab^^b " '"^^ "1'':J

"a , a ( î — ch a / / ) 8 . '1 /4..-. i,. - t j i ay --h .....-....,.....-----..-,...--.-.......-...-- cli^ r'
' 9. </ '2 ( y. b --1-1 sli ^ // clî a. b ) " J 1

et le déplacement w du point de coordonnées x, y sera expr imé par



DE L^ÉQUÎLIBRE ÉLASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 32Q

une série simple
y»,.. . ircsc<P = J> Y, sin ——
i

où éprendra seulement des valeurs impaires.

•13. Application. — Supposons que la plaque soit carrée, h=a^ et
calculons le déplacement du centre de la plaque de coordonnées

a a
x= -?y== —a v 2

On a

[ a2 b^,. , . a b sh a b — ch2 a & -+- ch ab — ——V ï5/xr . ^'7T 2 .
^À^"^51"^ "h—————aï^haVch^—————shay-chay

i

ce y , a y ( î — ch a // Y , |^ ̂  shay-4- — -J——.——'—7 chay
a 2 aô — sh a ^ cil a ̂  •/ J

OU

„ f . 1 i7î Sh <7r — Ch^'TÏ" + Cll^TT — ——
, 'C-̂  Ï^pa* . l'K \ 9. . l7t , ^TT/ =: > , , / sin 1— i ~i- —————.———,——,—;————— sli -- — ch —

•/ A-i/iKiTC'^ ^ L Î 7 T — S h ^ T T C h ^ T T 2 2
iC

irc , in: 171 ( ï - -ch î7r ) 2 , m: (
~i ""?— "'n '—' ~r" "/"" "";:———i,""""""̂ ,—1—:;— Cil "~~~' j "

4 2 4 ^ — S t U T T C h ^ T T 2 J

Calculons le premier terme de la série correspondant à z = = = i , nous
aurons

7T sliTT — Ch2'/! + CllT: -— — , , ,,,
-^ , -|- __________,———.————-3- Si. n - Ch î + î Sh 7r + î -^-ch7T Ch î
4 .El TT" 1, 7T — Si). 7T Cil TT 2 2 4 2 4 7: — Sn TT CJl 7Î: 2

Si l'on remplace sh'n;, chît, sh -5 ch - par les valeurs calculées précé-
demment, on trouve

T ÎT(2 Sh7r— 7T) -h 2; Ch7!:( ï—cllTr) , 7T . 0 ï ^ /--„ .,,j—,.„.„„.-„.»„.—.-.^.,-^,..-.-.,—L sh - == i , 608, — ch - == — a, 5oû,
2 7T — ShTTChTT 2 2 "'

TT , 7t „ TT ( î — c h T î " ) 2 , 7 r /,- sh - == ï , 007, T ———,——-— ch - === — i, bqo*4 à ? / 4 î r—sh7rch7r a ? J

Afin. de l'Éc. Normale, 3" Scric, Tome XVÏl, — JUILLET 1900. 4'2
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En rassemblant les termes, la valeur du crochet sera
0,2x6.

Si l'on se bornait au premier terme de la série, la valeur de la flèche
de courbure serait

r-l5^^ 2 1 6J-^ W^°'2 °-

Mais calculons le deuxième terme de la série correspondant à i= 3;
mcomme sin -r- == — i, on aura
D

. , \ S T T s h S T C — c h ^ T T + c h S T r — 9 T C - . .
_ ̂ a _ . . _______„ __ ____^ ̂  37T . ch

/ tEI^^L 3 7 r — s h 3 7 T C h 3 7 r >- 2 ^ 2

STT , ST: STT ( l — C h S T T ) 2 , 37T
-h —— Sll --"" "h —— •—'-—^——-"5- Cil —— -

4 2 4 3 7T •— Si1! 0 7T Ch 3 7T 2 J

9 0

En remplaçant sh3'n:, ch3îi:, sh^? ch ^T par les valeurs déjà cal-
culées, on a

I 3 T C ( 2 f t h 37T —- 3 7 T ) l - ^ 3 C l . 3 ^ 3 7 ^ ( î — C l » . 3 7 T ) , STT .^ ^ / ., 37T r ^ r / /„... .,.,,.,_̂ ,.,.._,,,,,. .,__./ ^ .^^^———.../. sh --11-" =: o,,>,;)î^, — cil •— •::::- 53,644,
'>- 3 n — si:'), 3 TT en 37; 2 a

37T , 3 7 1 . , 37T ( l — c h S T T ) 2 , 3 7 : 9 o/..̂ sh — = 131,094, --,-•- ^—-—..-...—^^^ cli — = — î 3o, 980.4 2 ' 4 ^ ̂  — si11 ° ̂  cil 3 n a

D'où la valeur de la parenthèse sera 0,994. Nous devons diviser
encore par r', c'est-à-dire 243, ce qui donne pour la valeur du second
terme de la série

— x5^a4 -
•ÏÊï^0-004-

et par suite là valeur de la flèche de courbure sera dans ce cas :

. if)/^
^••IW°^

Elle est plus faible que si la plaque était appuyée sur ses quatre bords.
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CHAPITRE Y.
PLAQUE DONT DEUX BORDS OPPOSÉS SONT LIBRES ET LES DEUX AUTRES

BORDS APPUYÉS.

14. Nous allons examiner le cas où la plaque a deux bords libres et
voir que ce cas correspond à celui du maximum du déplacement du
milieu de la plaque.

Les conditions au contour qui déterminent les constantes arbitraires
A/, B^ C/, D, de l'intégrale générale de Féquation qui définit Y^- sont
4Y; — 0^"== o, 4YJ — ja^J^ = o pour les deux bords y = o ety == h,

ce qui nous donne quatre équations pour déterminer A^, B;, C^, D^. En
remplaçant Y^ Y^., YJ, Y^' par leurs valeurs qui ont été calculées
Chapitre III, s implif iant et supposant la charge uniformément répartie
sur la plaque, ces équations peuvent s'écrire

3aBi;-+ 8Q== cî<p/(o) , 3aA,^=" 5l)/,

3 a sh ab Ki 4- ( 3 a b ch a b + 8 sh a b) I),
4- 3 a cli a b B, "h ( 3 a b sh a b -(- 8 cil a ̂  ) C, = a cp^ ( o ),

3 a ch a é A i -h ( 3 a À sh a ̂  — 5 ch ab} I)/
-{" 3 a sh a ̂  B / 4" ( 3 a b ch a ô — 5 sh a b ) G / = o.

"') Q

En tirant D,= ^A^ C,== jy^(o) — —'B, des deux premières et per-
lant dans les deux dernières on a

^(39sha&4-9a^cha&)"B,^sha^=yK^)~^

A^l^^ab+^^g^sh^b-Q

d'où l'on dédui t pour A, et B, les valeurs
5ç^o)(ï-~ chaZQ .. 3y,(o) (ôSsh'a^ — ga2^— ^abshab

A^== —~—i—,————.—? jDf== ——————^r^————————————————?
àcjshab—Qccb ^ sh^^—Sia2^2
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Or

_ 3 a c p / ( ô ) s h a ^ „ _ 3y.9 / : (o) ( i—chaZ/ )
'' "" 89 sît a ̂  — 9 a ̂  ' ' ' 89 sh o^b — Qccb

,.. , . î^pa"^w^w^^^
en remplaçant dans l'expression clé Y^

Y/= çKy) + A, shay -h B,chaj +j(C, shay 4" 1), chaj), 9,, A,-, B/, C^ D,,

par ces valeurs, on obtiens.

lo/^' r 5(î~ch<^) . 3( i3x Ss l^a^—oa^^—a' îa^sha^) ,
————i———— 1 î 4, i———^———————1 ^ yv ̂  Ji———___„,„ „„„„„———A,.,.......,,-....-,,..,̂ ^̂ ^ (.Ji ^ ^

;'în un r/ /} — n /Y /) ^ ——2 , » '4 jill r'' TT''» 3 9 s h a /-/ — 9 a ̂  k
3() sIr^-Sîa2^

/ û a ( r — c'îi y.b) . 3a^ba'h , " ' ,
+ ̂ ' . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ dj^^ .4.. ^^ ^ji y y

\ 09 su a y •— (ja/y ocjsha ^ "— 90^ " )

Par raison de symétrie la valeur dix déplacement w sera la môme en
deux points A et B (fi.^. G) si tués sur les deux côtés libres sur une
parallèle aux côtés appuyés , c'est-à-dire correspondant à une même
valeur de ^

Fig. 6.

Il est d'ailleurs facile de le vérifier :
On a

^sin^.^'=2^ a

Calculons la valeur de Y^ aux deux points A et B. Nous aurons, poin
le point A,

yKo)= î6pa^
411"?̂ I-+-

195 sh2^ b— 37 a2 62 —79. a& sha ^ \
J^siiW^-Sïa3^ /
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si l'on remplacer par b dans Y^-(j) on a, pour le po in tB ,

iS/W- î^ tôsh 2^—loSa^—^aa^sha^\.i^o) •== 7,-r.r-f--j —————==^————————————————
4LU •7T 89 s l ^ a ^ — S ï a 2 ^ 2

q u i est la même expression que celle de Y^(o).
Cela é tan t , le déplacement d 'un point situé sur l 'un on l'autre des

côtés libres de la plaque et correspondant à une abscisse x sera
_ ̂  i S/?a^ 1716 sh2 a b — 108 a^ b2 —7 lo^b sh a ̂  . Î'TT x

\ Y . .,..- -r " , j - ^ - _ _ ^ ; _ ^ - - - . . — . ^ ! ' • ) 1 11 " *

^ 4 Iî-1 '̂> ^- 3^- ̂ ,2 ̂  ̂  ̂  81 a^ //^ a

'1,5. Application. — Comme app l i ca t i on numér ique supposons la
plaque carrée b === a et calculons le déplacement du centre de la plaque
de coordonnées x == -"» y == --

'•î '/ 2

En tenant compte de ces hypothèses, le premier terme du dévelop-
pement de w correspondant à i == i sera

./. I ^pa^ l ï 0 ( X — CÎI 7T ) + 3 7T Sll TT , -TT
1""/i SîiTr5 ^(S-gëiiTr — 97r j t' ' - 2

(^(ôSsIi2 '?! — QTT:2— a4^ sh7r) 4- 37T( i — cliTr) (39sh7r -+- 977) , TT"]
^ ( ^ ' S l ^ T T — S i T T 2 ) ^ ^J

Si, l'on y remplace sh-n;, cliTr, sh^ ch^ par les valeurs trouvées pré-
cédemment on obtient

Y - 'î o 008"^W.^ 0799 •

On trouverait de même le terme correspondant à ?"== 3,
^ î^pa'' ,
^-TW0'00^

Par suite, en se bornant à ces deux premiers termes, le déplacement du
centre de la plaque a pour valeur

^P^o no/;^i^°)99^

Calculons main tenant le déplacement du mil ieu d 'un côté libre. Pour
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ce point x == -î y == <z, par suite, la valeur du déplacement esta

-^ 15joa4 1716 sh 2 ^—loSz 2 ^ 2 —72/71 sh/7r . ÎTT^^ ^..^^^^sin^.

Le premier terme de la série correspondant à i= i sera

I 5/?a4 17x6 Sh2 7T •——! 08 7T2 --- 72 7T Sh 7T

4EIii1?^7^8^

en remplaçant les quantités par leurs valeurs numériques on a
„ i5/?a^ ,/1= ̂ ir^114'

En calculant de même le second terme de série correspondant a
i-==. 3, on aurait

.,, ïf>/^ ,f^-^^o.o^

d'où la valeur du déplacement du mi l i eu d 'un bord libre est
15/?<a?4
—""—;: ï , 110.
/|El7T8 î

Ce déplacement est plus grand que celui du centre. La ligne médiane
de la plaque qui jo in t les milieux des côtés libres s'infléchit donc au
centre pour se relever sur les bords. La forme que prend la. surface de
la plaque est à courbures opposées et rappelle celle d 'une voile rectan-
gulaire de navire gonflée par le vent et fixée par deux côtés opposés
à deux vergues*

Nous trouvons dans ce cas, pour le déplacement du centre, la plus
grande valeur; cela devait être, car des six cas que nous examinons,
celui-ci correspond au maximum de degré de liberté de la plaque.

On peut à l 'aide de Pappareil qui nous a déjà servi vérifier ces
résultats, i l suffit de prendre la plaque de o"\ïo de longueur sur
deux bords et o^.ioS pour les deux autres. De cette façon elle sera
appuyée sur deux autres côtés et aura les deux autres libres par
rapport au cadre.
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CHAPITRE YL
PLAQUE ENCASTRÉE LE LONG DE DEUX BORDS OPPOSÉS ET APPUYÉE

SUR LES DEUX AUTRES.

16. Déterminons les constantes arbitraires A,, B/, C^, D, de la
fonction Y^- par la condi t ion d'encastrement des deux côtés j==o ,
y == b. Pour cela il est nécessaire que Y^== o, Y^ == o pour ces valeurs
de y . Ou en expl ic i tant ,

Y,-= cp,(j) + A, sh aj •+• lï, chay 4- y(C, shay + 1), char) ,
Y;::::: q/,(y) -h- slia7(^B,+ C,-) -h chaj'(aA^-+-1),) + aj(C, chay "4- B, shaj),

on a pour déterni iner A^ B/, G/, D, les quatre équations

B,=— 9,(o), ])i^— cp^o) - ̂ ^A/,
A., ( sh ab— ^b cti a & ) -h G, b si) a ̂  = ^ ̂  (o) cil a ̂  •+- y, (o) cl i a ̂  — 9, ( b ),

A ^ a ^ ^ s t i a ^ — C/ ( sha^4- c î ^ c h a ^ )
= — a ç, (o) sh a b - ̂  (o) ch a b — a ̂  ç4 (o) sh a & + ̂  ( ^ ),

d'où l'on lire après sirnpiication

\o(.b(^i(b} - ̂ d^^^^^Z^^^W ^9z(^)] sh^^ — a b[b y;.(o) + 9,(o)]
^ ^ _ , , , ; . — — — ^ — — — — — 1 —— ^J^ZL^^ ' 1 ~ ! î

9;. (o) (a ̂  — sli a ̂ h^)jr î̂iî ^ aA±lLWJ^h^^ .
Le • : : : - : - — — • " - a2"62—sh2a^

Ces formules permettront de connaître les valeurs des constantes
dès que la fonction ç,(.y) sera déterminée.

Examinons , en par t icul ier , le cas où la plaque supporte une charge
un i fo rmément répartie. Alors p est une constante. On a vu que la
fonction ç,(y) est alors constante

ï5/? i5/^
^) = 4lî^ OLl 4E^F7?)?
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i l suit que
, . ,,. i^pa'"

o,(o)=y.(&)=4^,

et que
0;.(ô)==:Q^(^)=:0.

Les formules précédentes se simplifient et l'on a

P — .I i>>/M4 A _^i^^L cha6—i p _ JL^^ ^haô
'"~"""" 4El7T5^5 '^ 4E1W "oTTr^ha"^' ^~" /TElY5"^ aT^Tsh^ï/

•n _ A — i5/?a4 a ( c h a ^ — i )1)^ - a.A^ - ̂ r̂ -aTTihTar5

et par suite l'expression de Y^ est
^ ï5pc^ r cha^—r . ,y / == y-J-~-~- ï + ———.—r-shay—chay

4 El ^TC" L a 6 + sh <xô u *'
/ sha^ , c h a ^ — ï , M

^^^^rTIhaT;81^^^ ^^^.^^chay^)J,

cî par suite le déplacement ^u point .2?, y, o de la plaque sera
^^r . /TT.r

(^=^Y/, s i n — — •
("

17. Application. — Calculons le déplacement du centre de la plaque
en la supposant carrée.

Dans ces conditions
, a ab =:, <?, .z"== -, y "=,-";,

2 2

et l'on a

^ l5/M4- r clH'TT—ï , 171 , (71:H.' = ^ ——^'—^ f^ ^—————^^, ̂ ^ ^_ — ̂  —
-«^^tbI^'Tî-" ^ ^77 4- Sl'n'7T 1 2 1 1 2

î *'
ne / _^x^r__ ,i. ^7T ^c^nr^i^ , ^Y ^ ^
2 ^ Irt 4- Sh <7r t" l T "" J"7T"4 îT?Ï c ï T^ sln T *

Remarquons que la quantité que mult ipl ie •^r est nulk% car l'on a

^ m: , /. ÎTT:\ , iv, , . , ÎTT , .en — = ch [ i n — — == ch — cI-HTt — sh — sh w,
<™ \ ^ / 3î Si
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on a donc
/,,_V T^P^4 / , c lu-TT—i m: m:\ . in
^^Z^^ÏTi^V^TïT^^

Considérant le premier ' terme de la série correspondant à i= i, on
aura

i5/?a4 / cliTT — r TT , 'n:\^i = —L— i -4- - . — — — g h - — ch - ?
4L17T" \ 7T + sliTT 2 2 /

et en remplaçant les fonctions hyperboliques par les valeurs déjà
trouvées on aura

chrr — i TC . TT. .———— gît _ ==: i 64 5 cil ~ = 2 ,5 oq ;
7T 4- StiTT 2 7 2 ? '•7Î

la valeur de ̂  sera donc
i5/>a4 .

^^0,137.

Calculons le second terme de la série correspondant à i= 3. Ce terme
î?

é tan t mul t ip l i é par sin— sera négatif.
Il a pour expression

îS/^ T / CÎ l37T—î . 37T , 37T\(.̂ 3 = — -.^— — i + -————— sh — — ci —
4^171& 2/ï3 \ 37r4-sh37î: 2 a /

et pour valeur
ï5/?a4 „

^"—ÎÊ-f^05003-

Par suite, la valeur du déplacement du centre de la plaque sera

j5pa4

^Fsl^05134-*
II est inutile de calculer le troisième terme de la série, car la série

étant rapidement convergente, ce terme n' influerait pas sur les
millièmes trouvés.

Ânn. de VÉc. Normale. 3e Série. Tome XVIÏ. — AOUJT 1900. 43
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CHAPITRE VII.
PLAQUE AYANT DEUX BORDS OPPOSÉS APPUYÉS, UN LIBRE ET UN ENCASTRÉ.

18. Examinons enfî'n le cas où la plaque a un bord libre et le bord
opposé encastrée les deux autres é tant toujours appuyés.

Soient
7=o

l'équation du bord libre, et
y=b

celle du bord encastré.
En supposant la charge uniformément répartie sur la plaque, les

équations qui déterminent les constantes A,, B/, C^ D, sont, dans ce
cas,

3 B/ a 4- 8 G(' •:= aç»/ (o),
3 a A, = SI),,

qui expriment la liberté du côtéy == o, et

Y,'=o et Y^o pourj:=^,
ou

(fi ( b ) 4- A ,• s 11 a b 4- B< ch a b 4" b ( C/ sti a b 4- I)/: ch a b ) = o,
^f(b) -l- (aB^4- C/) sha^ 4- (aA^-1)^) chah 41- a6 (C^cha^ 4- I)^ sha^) =2 o,

qui expriment 1/encastrcment du bord y =: b.
On tire des deux premières, pour G, et D,, les valeurs

r _ ^çKo) 3^r. .y 3 ai.,̂ . .,„- -.,.....-.̂ .--.-.,..-. «..». ^^, j^^ ̂ : ̂  ̂ ^

En portant dans les deux dernières, on a, après simplification pour
déterminer A, et B/-, les deux équations

A , ( 4 o s h a & 4- 94^ cba&) 4- B , (4ocha& — î5aéshoc&) =:— 5 ̂ (o) (84- a6 sha^) ,
A/-(64cha6 4- 24a& sha6) 4-1^(25 sha6 — ^a6 chaé) = — 5y,-(o) (^& chaè 4- shcsîA).
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En résolvant, on a, pour les constantes A^ B;, C/, D^, les valeurs
suivantes :

. _ , . 5 a b -4-- 5 ch a b sh ab — a3 sh a b + 15 a b ch a ô
~ ^ — y ^ 0 ^ - ~ ^ ^ ^ ^ ^ ,

Tt — r ^ 64 cha& + 24 a Z? sh a ̂  — 5 sh2 a ̂  — 3 a2 ^2
i^ — ¥^ o} ^ ^ ^ ^ ^ ,

/^ _ a y ^ ( o ) ^ û s h ^ a ^ — 64 ch2 a ô — 192 ch a b — ̂ ^ab sha^
/ ~ 8 ^ ^ ^ - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ,

-^ _ „ a. b -t- sli a & ch a ̂  — 5 sh a ô --1- 3 a b ch a ôA},- ^y,(o) — — — ^ ^ . ^ ^ ^ ^ ^ ^ — — — ,

et, par suite, en remplaçant dans Y^,
Y^- ~= 9^(j) 4- Af shaj + B, chaj -hj(C^ shay 4-1), chay),

on aura le déplacement du point x, y exprimé par la série simple
x"i -.- . irix^=:^y,s,n-^_.
i

19, Application. — Supposons, comme précédemment, la plaque
carrée a == b et cherchons le déplacement du centre de la plaque en
nous bornant aux deux premiers termes de la série qui donne w.

On aura ^•œ-^)-
Si l'on remplace, dans les expressions des constantes, les fonctions

hyperboliques qui y figurent par les valeurs déjà calculées, on trouve
que ces constantes ont pour valeur

A,-==— y^o) x 0,176, B , '=—y, (o) x 0,171,

^(^ :=cp,(o) x 0,297, ^D ,==— cp/(o) x 0,166.
2 •"

Par suite,

Y^^^^o,i76Bh^-o,r7ïch^+o,297sh^-o,i66ch^,

d^où
_î5p^ ^

^-p^i0^.
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Le calcul de ¥3 donnerait
i5j.?a4 3--^o,oo3,

d'où la valeur du déplacement du centre sera, en se bornant aux deux
premiers termes,

i5/W ^^o,,3o.

Le déplacement du mi l ieu du côté libre s^btiendra en faisant
Cl

X rr — ? y =-:. o»
2

Dans ce cas, le premier terme de la série donnera
— j5/M1 , , jS/h^ ...
Y^^(x--o,^) ou ^0,8.9.

Remarquons que le déplacement du centre et celui du m i l i e u du côté
l ibre sont, dans ce cas, respectivement p lus p e t i t s que les déplace-
ments du centre et du mi l i eu d u côté libre dans le cas où la plaque a
le bord opposé au côté libre s implement appuyé sur ses bords.

Nous avons trouvé en effet , dans ce cas, au (acteur ̂ ^ près,qîbiTr -
0,602 pour le déplacement du centre, et 0,915 pour le mi l ieu du côté
libre.

20. Surface d'équilibre élastique de la plaque. — En désignant pa rA, ,
Bi , C f , ,Di les valeurs des constantes arbitraires pour i=^ i deY^-, qu i ont
été déterminées dans chacun des six cas examinés, l 'équation de la
surface de la plaque est, en se1 bornant au premier terme,

z == [cpi ( y ) 4" Ai sh ay 4" Bi chay 4- y( Ci sh aj 4- Di ch ay )] sin ̂  <a

Dans le cas particulier où la charge est uniformément répartie,
nous avons vu que 9 est, une constante*

Les valeurs de x et y qui rendent z max imum soiil données par
les équations

()z as
^==:0, ^=0;
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la première explicitée donne

. . " K X ,, , Cl
( l ) C O S — — = = 0 , ( l O U X^—->
' / a ' 2

x devant varier seulement de o à a.
Donc le maximum a lieu sur la ligne médiane de la plaque parallèle

aux côtés appuyés, résultat à prévoir par raison de symétrie. La
deuxième équation donne

( ^ ) shaj(Bia -t~ Ci -h ayDi) -+- chay(Àia + Di 4- ayCi) ==o,

équation transcendante qui donnera la valeur de y correspondant
au maximum de z , car les cond i t ions , relatives au max imum,
z " ^ — z ^ z ' ^ ^ o , ^<<o sont sat isfai tes . Cette valeur de y dépendra
de A, , Bi , C i , D ^ , c'est-à-dire des conditions au contour des deux
bords y === o, y == b.

Nous pouvons voir, en particulier, que lorsque la plaque est sup-
posée appuyée sur ses quatre bords, la valeur dey correspondante est
y= ̂  en supposant la plaque carrée, comme nous l'avons fai t .

Nous avons trouvé, en effet, dans le Chapitre Iî, pour les constantes,
à un facteur constant près, les valeurs

, ( r —- cil <x b) (b a — îï sh a b) ,. p ce a ( i —• cl) a ô)
Ai '"̂ - - • • - • . " . • - • — - — ^ — — — — — — - 1 — • ? jDi ==— 1 , LI —":: — y J^i ^= —————-.-————— 'ï ^sh2^ 2 2smxb

par suite, l 'équation (2) devient, en y en remplaçant y par ̂

^ r-n: (ï — ch7r) î 1 , TT r(i — ch7r) (71 — s1i7r) TT"] ___sh î [4 -ihï- -"' sj ̂ ch ï L——^i^—— 4J - 0-
Or le calcul direct montre que le premier facteur a pour valeur

numér ique — 2,807, le deuxième facteur -(-2,810; donc le premier
membre est o,oo3, si l'on tenait compte du terme correspondant
à i == 3. Dans le développement de z, la valeur de (— poury = ̂  serait
encore plus voisine de zéro.

Donc y === ^ est bien racine de l 'équation j1 = o lorsqu'on suppose
la plaque tous bords appuyés.
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Les sections de la surface, par des plans parallèles au plan des xz,
ont pour équations

. . , 7T.r . ,y=^ ^=:Asin-^~;

la constante A dépend de la valeur À et des conditions au contour des
bords^== o, 7== &.

Tableau résumant les résultats.

Le Tableau suivant permet de comparer les valeurs des flèches de
courbure d 'une même plaque carrée supportant une charge uniformé-
ment répartie sur sa surface et dont les condi t ions au contour sont
différentes.

Valeur do y Y; sin —
^d •-•

i
„ , î^pa^an iaeccur y——r près.

Condition

y. bords appuyés, ab

3 bords appuyés, ï e

4 bords a p p u y é s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

% bords appuyés,
i encastrée i libre.

3 bords appuyés,
i bord libre.

2 bords appuyés,
2 borda libres.

s au contour,

ords opposés encastres..*

n c a s i r é . . . . . . . . . . . . . . . .

Centre de la p laque. . .

Milieu du bord libre.. .

Centre de la plaque...

Milieu du bord l ibre. . .

Centre de la plaque.. ,

Milieu du bord libre...

i

0

0

0

0

0

0

0

0

I

, i ; { 7

, a i G

,3..(

,4B

,8'2(J

,Co6

,9i9

)998

,114

i^ 3.

— o,oo3

— o,oo,{

— o,oo4

— 0,003

— 0,004

— o,oo4

— 0,004

— 0,004

— o,oo4

Flèche
do coiirimre»
l 5 ' p € ^^,0,^4
l5/M4

/ o, ̂  ï ^411.1.7^ î

1 5 p€^^^...... ̂  o 3 ( o
4EITC'» ?

ï S p a ^^o,43o

l^o^.S4EIÎC5 '
i5rM4 .^-,0,60.
i5r;a4

,uL«0'915
i5na'* ,
/TÊiïî°'994

î^pa^* . f v r /'»^Ei-Tt»1 '1

Pour une même plaque carrée, on voit que la valeur des flèches de
courbure va en croissant avec le degré de liberté de la plaque.
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DEUXIÈME PARTIE.
PLAQUE APPUYÉE SUR SES QUATRE BORDS. CHARGE QUELCONQUE.

APPLICATION DE L'IDENTITÉ DES DEUX DÉVELOPPEMENTS A LA SOMMATION
DE QUELQUES SÉRIES TRIGrONOMÉTRIQUES.

21. Dans cette deuxième Partie, nous allons expliciter la fonct ion^
qui représente la charge et calculer séparément Y; et Y^-, et montrer
que ces expressions sont ident iques terme à terme. J'ai choisi les cas
assez généraux où la charge est représentée soit par une fonct ion
linéaire eny, un polynôme quelconque en oc etj, une constante, soit
par une fonction sinusoïdale ou exponentielle.

En se plaçant à un poin t de vue analytique, je montrerai qu'on peut
au contraire profiter de l ' identité de Y^- et Y^-, qui a été démontrée
dans le Chapitre 1 de la première Partie, et en déduire la sommation
des séries Y^-

Yi^^A^sm^7;
7

où A/ / est une fonction dey qui dépend de la fonction arbitraire repré-
sentant la charge. On a vu en effet que la détermination de Y^- nous
a donné, à un facteur G près (C ne dépendant pas dey),

F'1 F 9 . iv:x . /Try , y1 1 p^n sm^—dxdy

C' V,,^ J- - , ° /————s,n^.
( __ _L- •JL. \

1 \^ h y }
Quant à la fonction Y^, nous en aurons l'expression en remplaçant

dans
^ i { y ) ~+-A^ shay-h'B^chay-l-j(C;shoty + D/chay),

Ç<(y) ^t l^8 constantes A^ B^ C^ D^ par les valeurs qui ont été indi -
quées dans le second Chapitre. Et cette dernière expression sera la
valeur de la série (:r)-
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La fonction/? est arbitraire, d'où quelque variété dans les séries que
l'on peut ainsi calculer, mais on doi t toutefois choisira de façon à déter-
miner l ' intégrale définie qui figure dans (i) et à pouvoir déterminer
fac i lement l 'intégrale par t icul ière ç/(j) de l ' équa t ion qui défini t Y/.

CHAPITRE I.
PLAQUE APPUYÉE SUR SES QUATRE BO'RDS.

CAS OU LA FONCTION QUI REPRÉSENTE LA CHARGE EST LINÉAIRE EN y .

22. Nous avons va que ç/(y) dés ignant une intégrale par t i cu l iè re
de l 'équation du quat r ième ordre qui d é f i n i t Y/, les valeurs des con"
stantes arbi t ra i res qui f igurent dans Fintégrale générale sont données
par les formules

î> / \ n ï r a t \ f> / -a T\ ÛJ/(o) (Ùï SX h — ^L, (h}B^ ̂  „ ̂  C, - - ̂  [9, (a) - ̂  ̂ (o)], I), = ̂ ..^^^ ,

A^ ̂ ^ [(p,(o) cha 6 - 9,(^] 4« ̂ ^ï^ E^K^) clia& - ̂ (o)],

ou
^(^)==y^(^)-^9K^)-

Supposons tout d'abord que la charge/? soit une fonction l inéa i re
dey. Ce cas sera réalisé dans la pratique si, après avoir percé une
fenêtre rectangulaire dans la paroi verticale d'un vase rempli, de
liquide, on ferme cette ouverture par une plaque s implement appuyée
sur les bords de la fenêtre et main tenue par la pression du l iquide.

Soit/? == A y la charge.
Uniquement pour la s implif icat ion des calculs, je choisis la fonc-

tion p de façon que la fonction 9, ( y ) qu i en résulte soit telle que
c^(ô) ==o, îpj(o) == o. Mais le raisonnement serait le même si ces con-
ditions n'étaient pas remplies.
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On a pour 9^(7) l'expression —,—r;y, et par sui te
4 .lui (2 Oî ) l/

,. ^ „ i 5 A ô aB,== o, . , C/= o, D,= 7-^.——= —,—p4Elrta• ) ïsbab

A -—— J-̂ AiL 2s^a^" l" ^a c^a^1 ^ E l - û ^ 3 2sh2^

L'expression do Y/ sera donc

., I;')A r ^ / l / ? ï ^ i ^ ^ y i ^1,= —^——^ y — ———-(2 shaû + bachvM} shay4- —.-—r en a/ •
[\ El. a a" |/ 3 s 1 1 2 a /^ ' 1/ 2 sh a & •/ J

Si l'on m u l l i p l i e p a r sin-77— et qu'on fasse la somme des résultats en
Ct

d o n n a n t à / les va leurs i m p a i r e s i , 3, 5, . . . , on aura w qu i peut
s'écrire

^ i^A, r ^ / i ï , i / ^ i a^ , " i . i^x(v r=: > -»,...-..- „ y — ——,--, ( a sli a b ~\- b a cl) a /^ ) sli a y + —,—r y ch a y sin —— •
^ /i El ̂  a^ [/ 2 sh2 a /^ ' ' J 2 sli a bJ v J ^

/'

(Yest l 'expression (lu déplacernenî: vertical d 'un po in t x ^ y à û f eu i l l e t
moyen s == o.

Galculoos ma in tenan t le développement que donne la méthode de
Navier.

Le calcul du coefficient A^ donne
_ (-ly'+^.aA//A^^ —————^——.—p

4EI^^+^)

et par suite
, ^y i 5 A & . 2 ^ ( — i ) / + i . . / T r y

^•-l^^'-r-^i^l .̂  .^v5111^-^
/ ' / ,/' a2 ^2

Si nous tenons compte de ce que -Y^ == Y^, nous avons après simpli-
fication ! ! ; • " ' ! , ' • ' ^ ^

IltYch/^.iV+i /'Try TT2^/"! 2 y ^ f ,\ b UT. , ^TT/A , ;7ry ^y <%^ Y — — ^ ^ ^ ^ ^ ^~———r-r. 2sh^~+—ch-—sh—^-i - -^^-—~1 ____—.,——> s lu —~—~ «._. •"""—r" B '"̂ — ^— '—————'—7 l " >si.A 1' /. — ^ v/i-i —— i "** ——— i — * i

,l^ ,-.Z!Y & 461 ' ^ «ish'"^ a a a / a a sh^' "Va2 ' ' " ^y L a a -
An/t. de t ' K c . Noimnic. 3° Série, ' lome X V I I . — A o r r 1900. t^^
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Nous avons ainsi au moyen de transcendantes l 'expression de la série
qui figure dans le premier membre.

23. Sommation de la série. — Mais arrivons d i rec tement à cet te
sommat ion .

Posons, pour simplifier l 'écriture, u == m, IKy = x\

^\ (—l)^'4-1 . /Try ^ ^ /_ iV
^ ——^ sm7—7- s^cnra - ̂  ̂  —L^L sin/^,
• 1 / f L + ^ ' l ^ ^dy(/^-+- /^2 ^/ " " l • / \ a 2 " 6 V ^

Calculons donc la suite
M S3;oo
^ (__^ ) / .^ —.—-——^ c;n-j[ ̂  ̂ ..
A /z(^4- ^'^2

On sait que l'on a

r^.,^ ^ina^ sm3^ .sin/^r
—— & U 1 -X- ••'— "——————•"• —h~ ——————— .—- .-L-, ( ^^. » ^ // -- 1 >, 2 a ' 3 " "{ t ) —^— +. ...

Posons

y== ̂  ̂  —^1^^ ̂  ̂ ^"^ . . / „ siM/^r
^ .̂  i (^+ x^ ) d' ̂ (^T^. 'K • •^ ̂  ̂  ̂ ^^ + - -

on a
r^^J'l8!0^ , , ,« /^sin^.r
l / " i(a^^) ^^^^^^••—^^^(^qr^

par suite
• a^r^r^^- sm^ ^s i ï ïa fcr^ ^ ^ ^ -i» —^ _ , . _

Le second membre est nul d'après le développement de ï.
Doncj est l'intégrale de l 'équation différentielle

y-^y^o,
intégrale qui est

y -= A e^ 4- B € " • u x .
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Déterminons les constantes A et B. Or y est nul pour x = o, on doit
donc avoir A == — B, d'où

y •==. A ( e^ — e-^ ) ou y == 2 A sh cix.

Pour x = TC,
^ 3» , A TT Iy ̂  —^^, j on A -^ _ — —

" a a2 4 a2 shaTC
et par suite

TT sha.T TT e^—e""^/v/ — __ __^____ 011 __ _________
" 2 a2 shaTî- 1 2 a2 ^ n : —e -^ '

Cela é tant , considérons la série

y _ ^ ' _sm•z> sina.2* ,̂  sin/A.r
- — ̂  — T^TT1^ + ^^" '̂a'y' — . . . + ( — i) ^ ̂ ^-^-^ 4-... ,

dont nous voulons effectuer la sommation. On a

y/,_ .JL2 !̂!!̂ , _ «̂ ii'Jl̂ L̂ _ ^_ ^/^ nî sln/^•y, ._ ̂ ^^ ̂  ̂ ^^^ 4,-..._ (_ i) .̂ ^ .̂̂  + . . . ,

on tire
^y_y^ ^ _ _,^n^,,, , ,_sin3^ ^n.^^Zif^.,,
' " J '""" 2 ^(a^hi2) î^a2-}-?/2) 1 - < " v / / ^ ( f f 2 +^ 2 ) l " " î

mais on a vu que

s i n x s i ï \ '2 x s i n 3 x . ̂  si ri /^ x _ .-r_ ^ -̂.̂  .̂  ̂ ^^ ,— ̂ ^^ __ . 4< (_ jy ^-^^^^ ^y-- •^,

c'est-à-dire A (^> — e " " ^ ) — -—— Donc la valeur de la série que nousv / 201 '

nous proposons de calculer sera celle de l ' intégrale de l 'équation

a2/ - V= ̂  4- A {e^ ~ e-^) — ——,,

équation l inéaire du second ordre, à coefficients constants, avec second
membre.

Posons
^=-z--^p•la"

on a
„,/__ r/f ^ tf__ r/nU — /j —- 1——• ? Il — L ,

2^
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I n é q u a t i o n devient
u"'— a^u-^ -^ —A(^^~- e-^),

qui intégrée donne pour u

K =:B e^ -}- Cô-^— -î- ~ --^((^-h/r-^) -i- -— ((?^—- e-^V
20' 2^ ' ' /l^ '

Remarquons que ^ s 'annule en -même temps que x, donc B -4" C == o
et a peut s'écrire

U == B(^— <?~^) — -i~ — '^(^^•+,6^^^) + 7'—; C^— ^"•a•/').
2^'' 2^ [\ a'2 '

Poi i r -dé terminer la constante B, faisons x == -n; et remarquons que //
est nu l , nous aurons

,. ̂  ___ 1 1 jr___ /jr^ ̂ "^f^ 3 TT \
"~" ^7t"ZL ^UTt ^^^3 ^i__ ^--«71: >"'h ^'"/

eî par su i te on a pour valeur de a

- e(•t^—-(r~a'r'ffnl e^ 4- rr^ •K \ ,r 7?^ (< t t x ..-(.- ^-^•/<

^ ""•-"" ^^TfZr^^^ ^4"^ ^_--^r^ "t" ^^v^ — ^11-1^ — -^ ^^—^-^,

mais» d'après sa d é f i n i t i o n ,

y ^ YÎ ^ — i ) "y ^ YÎ ( — ï ) »
« = ̂  ~ —^ = 7, -T-—-1"1--1-1--,,» s in /i^\a=^^^=^^^^^^^^^^^^^

Reprenons dans cette i d e n t i t é les variables p r i m i t i v e s y et ^ nous
aurons

(—ï)^ 1 . /Try2 „„„,.__^_____ mr^'L»-.•*» '->„ «> •'s"11 /, '/ ^ ^v— ^
yy(^-+i?)

1 1 • ! • • ' • ! A lJLLTT3'^! 27' • // / in h . h ^/A , in y f,y w—^-^ i ̂  ̂  »-.———_ ^ g|^ .̂— ,,̂  ^ ̂ ,, ̂  —— ^ ^ — .̂ ̂  _^, ——^__
4^3 | i'K - i . s ^^X a ^ a ) ^' Û i ̂^TTSIt —"— S|j|-——a a

qui est la formule que -nous avons déjà trouvée par simple i d e n t i f i c a -
tion de Y, etY^-.

La 'question se présente ainsi sous deux faces. Si l'on t ient compte
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des conclusions de la première par t ie de ce travail, c'est-à-dire de
l ' iden t i t é de Y^ et de Y^-, on arrive à la valeur de certains développe-
ments en séries. Si, au contraire, l'on eilectue di rectement la som-
mat ion de ces séries, on é tabl i t pour le cas examiné cette i d e n t i t é .

24. Application, — En supposan t la p laque carrée, calculons le
déplacement du centre de la plaque lorsque la pression est fonclion
l inéa i re de y.

On a, pour Y/, l'expression dans le cas général

^ ^A [' ^ / i / jr i r -. i a/>y , "1Y/ == T_——^ y — —.-7,—-, { a sh a b -+- 6 a cb a ̂  ) sh a y 4- ——— cl1! ̂ y \,4El^a î ) l17 ash2^ a s h a ^ > J

faisons y = l", a •=== &, on aurat/ 2 ! !

.„ -15 A O* ff ["' 1 . , . . , . , , <'7T /TT , <'7T"1
Y,== 7-,~~"-^^^^ - ï — .-,——,— (9-SIH7T ~h iTT Cl l ^TC) Sit —— + ——r—" c11 — •

4^17rt'r' â I sh^^Tr '2 asI i^T: s j

Calcu lons les "doux premiers termes de la séric1'^ Y/s in-—^ corres-
pondan t aux valeurs ï = = . ' î , i= 3. La valeur de w sera, en se bornant
à ces termes,

^Yi-Y^.
Or

.,, ï S A a ' " a F :r / ï i ^ i 7r 7r i ^lY. == ^——- ~ r — -,— (as Ï ï 'TT 4- TT cIiTr) sh - + —.— cïi - •
1 / lES-TC1 ' a L Sh^TT 2 2 S h T C Ï\

En remplaçant S'IITC, chn;, sh ̂  par les valeurs trouvées précédemment
on a

^^(^h7r+7ichTr)sh^=-1,027. ^ch^==o,34i.

La valeur de Y< sera par suite, en posant

• • : • , . P = A ^ ' ! • ' -

qui représente la. valeur de là charge le long" de la ligne y === ^.

. • 1 1 , ^ . ^ _ j5P^ . . . , . ' , . ^ ; • ! , ^ :
Y1-ÎI^?^0? „ , , : , .
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On a de même

^= TîK ̂  f1 ~ ——- (2sh37r + 37: cb37T) sh 3^ + - 3 7 — ch ̂ t.
^ L i T T ^ [_ S l l -ÔTT 2 2Sh37T 3 J

r) (̂

En remplaçant sh3-n:, ch3Tr, sh 07r, ch -K par leurs valeurs on obtient
"i ï

^^,^(^h3^+37rch3^)sh^=:-o,i25, ^^ ch^ =: o,o4..

La valeur de ¥3 sera par sui te

v — Ï5pa4 0^9l7 î5P^' •
•'t ~ W^ "̂ T" ou 4EÎ^' 0'0007.

et la va leur du déplacement sera

ï5P^ ,^=^^o,3u.

Nous voyons a ins i que la valeur de la flèche est sensiblement la
même que si la p laque était un i fo rmément pressée avec la charge P
que supporte l 'horizontale menée par le centre, charge moyenne.

CHAPITRE II.
CALCUL DES DEUX DÉVELOPPEMENTS DANS LE CAS OU LA CIIARGK

EST UNIFORMÉMENT RÉPARTIE SUR LA PLAQUE.

25. Examinons main tenan t , comme l'a fait Navier, le cas où la
charge est un i formément répartie, c'est-à-dire où p a une valeur con-
stante. Ces conditions se présentent dans la pratique, par exemple pour
le fond horizontal d'un vase de section rectangulaire con tenan t un
l iquide , ce fond ne faisant pas corps avec le vase, mais étant const i tué
par une plaque reposant sur une saill ie du pourtour,
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La pression p sur un élément cr sera o-yW, /î désignant la hauteur du
l iqu ide , r f son poids spécifique.

La so lu t ion particulière ç^j) de l 'équation d i f fé ren t ie l le du qua-
trième ordre qui donne Y; sera dans ce cas une constante

^^^^^Erfoi otl à
en posant,, pour abréger l 'écr i ture,

/- —ji/L
l~' 4EIa"

Les valeurs des constantes A^, B^, C^, 1)̂  s 'expriment en fonc t ion
de y<(,y) et ont pour valeur

Â-i p Â-i a
B,=:-y,(o)==:- ̂ , Li=^ ;/

/^ ^ ^ ( i — c h a & ) Â'i ( î — c h a ^ ) ( / ^ a 2 — 2 a s h a Z / )
I ) / :•"= -"^ -————.——„—— » A / — —^ —————————.—5—.,—————— ,

a° a a s h a / ^ a" a a s h - a < y

d'où l'expression de Y/
Â i ( ( ï — c l i a & ' ) ( ^ a 2 — a a & î i a ^ ) . ,

Y/ =: •4 î -4- ^——————L—^^——————i gh aj — cli ay
a'' / '2 a sh2^^

Fa , a ^ ï—cha / ^ ) , If
+ y -sbay -h —-——i—j—- ch a y •" | a t/ 2 a sh oib ' J )

En m u l t i p l i a n t par sin^^et faisant la somme en donnant à z les
valeurs impaires ï , 3, 5, ..., on aura w.

Cela é tant , calculons le coefficient A,y de Navier et, par suite, Y < , .
L'identification avec Y, va nous conduire à la sommation d 'une série
un peu différente de celle que nous avons rencontrée dans le Chapitre
précédent.

On a

A^^^ ——^^^
u ^ a 2 1 b 1 )

Les deux intégrales qui figurent dans le second nombre sont nulles
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, ^ 2 a a b . . . . . ,pour i ou y pairs et égales a -—3 — pour i ety impa i r s , seules valeurs
que nous considérerons en les dés ignan t pari',/ '.

Alors
, 4 ^ 1 fA,^= a7T' ., / r - / ' - \ -

./' o^
et par su i te on a

. /'TTVsm-—'-
Y - V A , , ...../ ^7 ̂  -* /f! V _ (}..• ./^J _ "̂i V i ^î • ] i ~ - 2 à A l j ^—r-^Zi .,/7/2—7^/' /' ./ (^+-^

D'où, en ident i f iant Y, et Y./, la relation; ^- t ]l i / »

. / TT )'sin " 'v^ ^ TT" , ( ï — en au) (a- // — i? a su a o ) ,'^ ' b _ TT^ i , ( ï — c i l a h} ( a 2 / / — 2 a s h a / y ) 1
y ——,——„ ̂  ^—. ï ».{„ s lia y-——————i- -1-'—,-1.—-——.,„-„—.-../ ._ c \ïay
À»à ^ f i 1 ' 1 /'^Y ^ a ^ j •/ 2a^y.h "

/' -/ ̂  ̂  ̂ )
" a . , ' , 0^(1 — ( ; I i ^ / ^ ) 1-h y - s II a y 4- cil a y —-—-,—11-"- /-~1-'/ /A " •/ 2 a s i i a ^ J

< j u i (1 o n n e 1 a s o ni rn a l i o n d c I a s é r i e.

26. Sommation de la séné. — Nous al lons m a i n t e n a n t chercher
à sommer directement cette série, et en re t rouvant la valeur ci-dessus
nous démontrerons que Y, e tY^ sont iden t iques terme à terme.

Posons, pour abréger, , . ,

hi _ _ ^_ 7ry
^ "~" ' y " "7/" '

La sornrne-
. / r c y^ ^ ' l î L

Y_._",.._„, ..(,.,i,,( //.V^.8111./^
zi • ( ^ . ./2 \2 ^ /•( /^ï,/2)2 •
y_ -.//
—i . f i ' 1 f^Y - - " " • - ^/./^+-iï}

N'ous avons déjà calculé dans le Chapitre 1 :

^(^J^sitl/a"
^J^^Y'
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En explicitant on reconnaît immédiatement que
i |~^ sin/.z' 'sn (—lysin/.a?""] _^ sin/^

(2) 2 ^/(Tn^TTr^^TT7^^ ^^T^-h-/2)25
L 7 t /' J /'

y prenant des valeurs i, 2, 3, 4» 5, ... et/ seulement les valeurs im-
paires i, 3, 5, .... Pour calculer la série cpi figure dans le second
membre nous sommes conduits à calculer la valeur de la suite

•̂  sin/;r^jr^^/'T"/
En posant

_ ̂  sin/\'z*
^^^/^"ÏT7)'

7
on a

V /^sin/.-r ,, , // o __ Vs in/^ _ •z> "'7r

" --Zj^^y dou z -m"^-^-^--^—
/ i

En intégrant cette équation et en dé te rminan t les constantes d'inté-
gration comme on F-a déjà indiqué, on a, pour z, l'expression

7T — X Tt , / \
S == ————— "1- ———5—1————sum (•z> — n ) -â m" sm^sh/nTr

Si l'on désigne par u la suite
î sin/^Zj^^^9

î

on aura
.^^V^illV^^

^JU^^r^Y

et, par suite, usera l'intégrale générale de l 'équation l inéai re à coef-
ficients constants :

^ sîn/.y
— ^// 4- w2 u =-= 7, -7———r— •==- z

^/(/n2"!-./')
j

OU

/ , \ ^//._ ,̂ 2 ̂  ̂  ÎJI:7?. — ———————— sll W (^ — 7T ) ,v / 2 /n2 û m^ sh w T!:

L'intégrale de cette équation sans second membre est
u•==.^emiK-\s-ïïe'mmx.
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En déterminant l'intégrale de l'équation non dépourvue de son second
membre par la méthode de la variation des constantes, on trouve a ins i :

A = Ai -h- —— A^—TT) e-^ dx — 7—-^—— j e - mx sh m ( .r — TT ) ̂ r,1 4/^.7 ' / ^m^shrnnj '

B .-= B i — y— FC^ — TT ) e^ dx + 7—^—— fe//^' sh m ( ̂  — TT ) ̂ z-.1 4w3J ' /i.w^shm'TTj

En effectuant ces quadratures et en remplaçant A et B par leurs valeurs
on a, pour l'intégrale générale de l 'équation ( n ) ,

u^=.AtC!mx-+•'B^e~mx^ ——r- + -o—~,——sh/n(.r-"-7r) — 7—;.•-—•--— xchm.Çx—T:).~ 2m4' ^m"'shynn ^m ̂ sh/nTr

Déterminons les constantes A,, B^ en écrivant que u est nu l pour x ==. o
et oc = -ÎT. On trouve ainsi

_ 2 7T2 m -4- 3 TT ̂ ""^ sh /n TT
1 """'"" lOm'" slA^/nîT
_ i> TT2 //% +37; ̂ m7c S'il m TT

' ï lO/n4 SJA^/^TT

En portant dans la valeur de u nous aurons, après réduction,
_ T T — t - r .̂ , / T^'m T rchmTT \

/^ «——— .-»«-»«...^..——. »»^~ ;'5J[J[ //fc fc,(', | •v^--m^^»_^f»^^<»t.-^.,-.. ".»,„»•„,.- _».»,»„„».„„.„„««,« j

'2 w \ 4 m* sh2 m n a /^4 si'1» /^^ TT /

— ——.- ch m x — ..-...--,...-,—— x ch //^ (.r — TT ) ;
a w 4 w3 sh w TT

» . iî • i vi sin/\T
c e s t 1 expression do^^^^y.

j

On a trouvé précédemment
^ ( — j y sinya? ^ , / TT /n ch rn TT 4- a sh m TT \ TT .r ch m a,1j^ ̂ ^.^^ ^ ̂  ̂ ^ .^ ^ ̂  rnx ^ , ^ ^ ^ ^ ^ ^- ̂ ^^ .̂
/

En portant dans la relation (2) les valeurs de ces sériesy on a

x-i sin /7 x tt . TT ( ,i — cli m n) (TT w — 2 sh /n 71) rc ,> ^^^^..^—^—; ._: .̂ —. 4- ^hmx ——————il—————/. _ chm.z'
A j 1 ^m^-^j^Y 4/^ % x 4^ sh^wTT 4w

TT m x / , î — cl') 'm TI , \4. ——^—^^ < chw^* —,———— + wfnx (,
2 x 4^ \ shm7r /
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et en revenant aux variables primitives m-rc == a&, jnx = ay on a pour
valeur de cette série

TC5 ( i — ch cf. b ) ( a2 b — 2 a sh a b )
Wb^ I+——————2ash^6——————shaj-chay

Fa , a^i—cha^) , 1-+- y - sh a y 4- —-——;—,—- ch a y ," L 2 2 a s h a À l/ | y

si l'on mul t ip l ie par b^ on a l'expression de la série

/"Trysm '-L-^

2 .//r2 /^N^/•/(,i+^)

que l'on se proposait de calculer. Cette expression est celle que nous
avons trouvée par ident i f icat ion. Ce qui démontre à nouveau que Y, est
Ident ique à Y^.

CHAPITRE IIL

27. Cas où la pression p est représentée par un polynôme. — D a n s un
Travail que je me bornerai ici à indiquer à cause des longs développe-
ments de calcul qu ' i l nécessite, j 'ai cherché à calculer Y/etY^-lorsque
la pression p est représentée par un polynôme. J'ai choisi pour sim-
plifier un polynôme de degré 2p 4-1.? impair en y.

Comme je l'ai indiqué dans ces condi t ions ç/(o) == o, yj(o) === o et
j 'ai montré directement l ' identi té terme à terme deY^- etY^.

Le calcul des coefficients A/y de Navier a nécessité le calcul d ' in té -
grales définies du type

îî^^y^m^dy.

J'ai pu trouver directement l'expression générale de ces intégrales
définies.



356 E. ESTANAVE.

En supposant, comme cela est démontré au premier Chapitre, quç Y/
et Y^ sont identiques, j'ai pu obtenir la sommation de la série

(-,,s,nZa
cr-ip-hi—J^ ,2 ,2 \ 2

. /2P4-1 ( L ^.L. L}
1 J \€t1 ' ff-)

Pour exposer la méthode que j'ai suivie, j 'examinerai seulement ici
le cas où p est du troisième degré en y.

Soit
p=a^^c^y.

La solution particulière y^-Gy) de l'équation différentielle
Y^-^YJ+^Y^/./^

en posant
, i5 F . ( ' K X -/»-:=:-—— 1 s m——a.y y8ElaJ.. a 'SElaJ^ a

sera du. même degré que p»
Posons donc

Ç,(j)=Â-(/;3j34-/,,j),

en substituant et identif iant on reconnaît que les coefficients A;(, b^ ont
pour valeur

/, ^ ^ /» ^-1 , , q î ^;»6>3 — —7 ? ^i -».,: — + 3 . 0 ! —„- ya" a4 a0

par suite
^y)^|>^(^.3l|)y

lin tenant compte que ^(o)== o, yj(o) = o nous pouvons calculer
les coefficients A/, I);; quant à B/, C/ ils sont nuls. On a, par suite,

6 oj ( b} ch a h -- cp^ ( & ) ( a ûc sh a & -h 6 a2 cha ^ ) ,,
Y,=yK7)+———^^^^^^

^^^fWy^
a a sl'i a b v v

Pour démontrer que Y^- et Y^ sontidenti.qu.es, il suffit de remarquer
que ces expressions sont linéaires et homogènes pi'r rapport aux coeffi-
cients a^.., a^ Nous allons chercher le coefficient de a^ dans Y< et
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dans Y^-. Le calcul a été déjà fait pour a^ lorsque l'on a supposé que
la fonction p était représentée parp == Ay.

Le coefficient de a.^ dans 9^(,y) sera / t ( ^4 -3 .3 !^ )? dans cp , (&)

^ • / _ . 4 - 3 . 3 ! ) , dans ^",(b} ce sera ^3 ! —\a4 a6/ T ^ \ / ^
Donc le coefficient de a;., dans Y^- sera, au facteur k près,

. .y y3 l.. ̂  chocb , .
2 .3 î z: 4- J— -h 3 ! — ——r^—F sh a Y^ a4 |_ w aash^aZ? "

( î ) ~( /^-4-2.3î4^(2asha^-4-^a ^cha^) . shar
^ | ^. i- .* ,ll.ûl/l..J.ll.JlW.«./ ] ^l^. i^AA •w', (-/ 1 —————— , ,, .

^a'" a0/ / 2 a sh^^

i /&3 .. &_^x_ / r- 4,» 3 ? _
à a sh ab\aî ' ' a 1 ychaj .

Cela posé, cherchons main tenan t le coefficient de ci^ dans Y,^ définip^s^6111'7^'
Ce coefficient sera évidemment

a/r î H.ï . /Try^ — — s - i n ̂ ^,
( ^̂ . ^L- '/ 1/ [ a 1 ' ^ }

.ic.;»./^,en désignant par H;i l ' intégrale f y9 sin '•/-rI-~- dy qui a pour valeur
i/o "

(-.)-(31^
&4 ^

' J^ J'^y

En remplaçant, nous avons pour coefficient de a^ dans Y,^, au
facteur 'k près,

^^sin^ ^ (^,).sm^2:
„, ^3 v ^ 2 ^ v ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ — ^ ^ ^ ^ ./.\ o B î ^ L Y »__———^L ^.1" V_______

^^ " -^7r 7 ^ . , / ^ /^'N2 Tr^^ ./^ /îi

/ j ^^ i i ) y y(^+^

En égalant les expressions (î) et (2) nous obtenons la sommation de
la série

_ (-^in^

''"^ .,7<it /;i-/^(^^-^
car la série o-< a été déjà calculée précédemment.
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En ï-emplaçant a-, par son expression dans l'égalité de (r) et (2) nous
avons la relation

(—i^'sin^7

Z . , /<2 y^/ y3^-^.,/<2 /^v
,3^+^

^ ̂ ^L- „ .r _ y3

\ ̂ a6 3 ! 2 ̂  a4 3 î 2 ô3 a4

_ __J___ ̂  SI'1 <^ ̂  --1- & oc2 cl) a ̂  , i ï \^ ^^ ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - _ , _ ,h ̂ ^ ̂  ̂ ^ ̂ siî^ -r ch a^; •

Nous remarquons en terminant que l'expression (2.) est une relation
linéaire en a-, et 0-3; si l'on prenait pour/.» un polynôme de degré 2/> 4- r
on aurait une expression linéaire en o-^, cr^,,, ..., o-, dont on connaît
la valeur : c'est là une formule qui permet de calculer CT,^^ quand l 'on
connaît les sommes précédentes, ici nous avons pu calculer cr, connais-
sant cr,.

La même méthode condui t à la sommation des séries de la forme
y (-,)</ . .^ ̂ ^^^^^ ,^^

suivant que l'on prend pour la fonction p

A s i n À y ou Ash\y.

On peut d'ail leurs, comme vérification, calculer directement la valeur
de ces séries. Je me borne ici à indiquer ces résultats analytiques.


