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FORMULES ELLIPTIQUES
PO r K

L'ÉTUDE DES MOUVEMENTS DE POINSOT,
P."i M. E. LACOUlt,

PHOFESSEUn AÏUOINT A L'UNIVERSITE Î Ï I Î NANCY.

Je rne propose, dans cette Note, de re t rouver les formules pour la
rotation d ' u n corps solide exprimées à l 'aide des tondions de Weier-
strass et, en part icul ier , de reprendre, avec ces nouvelles no ta t ions ,
l 'une des méthodes iruliqué'es par M. tïermite ( î ) pour dédu i re des
équa t ions de rherpolhodie les cosinus des angles que font, avec les
axes fixes, les axes liés au corps.

1, Le problème peut être posé de la façon suivante :
Une surface du second ordre, à centre unique, mobile autour de son

centre supposé'fixe, roule et pivote sans glisser sur un plan fixe, de façon
que la rotation instantanée varie proportion nellernent au rayon du point de
contact, c'est-à-dire que, si 0 est le centre fixe e tw le point de contact
avec le plan fixe (II), la rotation instantanée ù est donnée par la for-
mule

Q'^zf.om,
/désignant une constante.

Nous a l lons d/abord reprendre rapidenientles calculs qui conduisent
aux équations différentielles du problème, afin de rappeler la signifi-
cation des constantes1 dont dépendent ces équations. Prenons pour

( l ) Ïii':ïwjK} Sur quelques applications des fo/ictio/if! cUlpil(^ics> p. 35.
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origine le po in t fixe 0, pour axes fixes t rois axes rectangulaires O.r,
Oy, Oz, tels que Oz est la droi te qui va de 0 au pied P de la perpen"
•diculaire abaissée de 0 sur le plan (II), pour axes liés au corps les
axes de symétrie de la quadr ique . Soient^,7, z les coordonnées du
pôle m dans le système mobile; /?, y, /• les projections de la rota t ion
ins tan tanée sur les axes de ce système; on a cons tamment par hypo-
thèse

P -,- 1 ̂  r _ ..( r ) /-=îy==-:^
W l\f <- •JJL yx ^ y - i-^

Soit de plus

(2) A.^-hBj^hC^2^:!,

l ' équat ion de la quadrique rapportée à ses axes Ox, Oy, Oz ; le l ieu du
pôle m sur cette surface se trouve i m m é d i a t e m e n t en éc r ivan t que la
distance du po in t fixe au plan tangent en m est constante et é^alo
à OI\ ce qui donne

(3) A^h 1^4" C^™.1) (ï) - ̂ A

La courbe déf inie par les équa t ions (2) et (3) se nomme la polhodie.
Pour obtenir les équat ions d i f fé ren t i e l l e s qu i d o n n e n t la loi du

mouvement, il suf f î t d'exprimer que le pied P de la perpendicu la i re
abaissée de 0 sur le plan tangent en m a une position fixe dans
l'espace. Les coordonnées du point P dans le système mobile sont Aï\
By (Yz / . - < t/

"jF -j-p en écrivant que la vitesse absolue de ce point est n u l l e et en
tenant compte des relat ions (i), on trouve

A^+/(C-B).^==o,

( 4 ) . B^+ / (A-C)^=o ,

f c^ 4-/(B-A)^/=o.

U2. On appelle herpolhodie le lieu, du pôle m sur le plan (II). Soient
p et /^ les coordonnées polaires du po in tm dans le plan (ÏÏ) quand l'on



1.-OIU1ULKS ELUl'TIQl-ES POUR L'ÉTUDE DES MOUVEMENTS DE POIXSOT. 28;)

prend pour origine la projection P du centre fixe 0 sur ce plan. Cher-
chons les expressions (le p et de y, en fonction du temps.

On voit d'abord que x\ y\ s2 s'obtiendront en fonction linéaire
de p2 , en résolvant les trois équations ( f )

1 x9- -t- ./î 4- ^ ^-t-jF

( 5 ) j A a;3-h liy2 + Cs2 ==i,
[ ,V,c2.+-Bîj2-i-C^--=I),

dont la première exprime que 0/n2 = Pm2 + OP' et dont les dernières
sont les équations de la polbodic. On trouve

(„ ,,̂  H< .̂H) (^ ,), ^ ̂ ^^- I.),

^^i'^^-c),

(iii posant
( I î — [ ) ) ( € - D )

A = ( lï -- C) ( C - A ) ( A - B ), a •= - ———j^jp——— '

( C - ( ) ) ( A - D ) „ _ (^-d^LzJ^.br——-————(^1)———' <,---— ^i(|)

Cela posé, l'équation dinerenticlle qui définit p en fonction de/s 'ob-
ticnt en din'ércntiant la première des équations (5), ce qui donne

d? fl,« dy da
PTt":=x7^•'~y7li+^rtf

et, en remplaçant œ,y, ., ̂  ̂  par 1""^ ^eurs en fonction de p

tirées des équations (5) et (G), il vient

p^Ê ̂ v/cT^^Tt^2 ) ̂  ~ P3")'
M (î

puis, en multipliant les deux membres par 2 et taisant le changement

(i) Foir APPIOI-, Traita tU Mécanique rallonw.Ue, 1 . 1 1 , l». v^ et suivanles.
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de notation /== [X\/D,

-̂p =p.v/ïï̂ /4Ti~=7i70^::^^(7) di

L'équation différentielle qui défini t l'angle polaire y en fonction de /
s'obtient en considérant les deux cônes lieux de l'axe ins tan tané dans
l'espace et dans le système mobi le et en écrivant que le second cône
roule sans glisser sur le premier ('(). Il suffit pour cela, m' é tant une
position du pôle inf iniment voisine du point m, d'égaler les deux expres-
sions suivantes du volume du tétraèdre OP/wn' ( m u l t i p l i é par 6)

^/i) p2^,

kx Bj C-s
T" "1)'" 1T
x y z

dx dy dz
7u Tu cïï

dt,

II est facile, au moyen des relat ions du paragraphe précédent, d'ex-
primer en fonction de p les éléments du d é t e r m i n a n i , et l 'on oht ien l .
ainsi l 'équation di f férent ie l le

(8) p^==^(p^h:E) ûù ( A-.S) )(Iî-I) )((;-!)).̂...̂ ,.,..,,,_.,_̂ ^̂ ^

Les équations différentielles (7) et (8) vont nous permet t re d'ex-
primer p et y^ en fonction de L

3. Cherchons d'abord l'expression de p. Pour cela dans l 'équation (7)
faisons le changement de variable

p^^rM^/H^—pu)y

u étant la nouvelle variable, M et v des constantes. On a d'abord

(9)

( a-p^M2^-^),
< b-p^M^p//-^),
( c-p^M^j:^-^),

( 1 ) 'Foir une Noie de M. Dorboux ù la fin du Traité de Méca/uque do DcHpeyrous,
t . I ï^p^ôi^ .
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avec

( 10 )
a ^ M 2 ^ — ^ ) ?
b-^Mnpv—ep,),
C = M 2 ( p P — < ? y ) ,

et l ' équa t ion (7) devient •

ou
^ M2 j/ ^ — = ±: M3 p. \lï) p ' a,

dit
u =: n£ -h consl.,dt

en posant
; M'p.\/l) == /^ ou M^2 == jY—2 •

Dans ce qui su i t , c'est u que nous prendrons comme variable et nous
remplacerons M2 par sa valeur en fonction de n.

I/expression cherchée de p2 est

(n) p^^(p^p^).

Nous connaissons déjà la valeur de j)^, celle de p ' 2 ^ se dédu i t des
relat ions (1:0) qu'on peu t écrire

a2 ( B - ~ D ) ( C — Î ) )•t"i / ) /) -—. « •' ' \̂ ^ .̂,__^j.)ç,. 6 a — — ^2 - " ^p ?BG

(^)
^ ( C _ D ) ( A _ S ) )

pp^^=:-^ GA.
^ ( A — 1 ) ) ( B — I ) )

P^ — (?y -= —— ̂ AB

on trouve de suite
^^^^[^ZLl^^
<p ( ;-W4^[ ABC J ?

puis
( i 3 ) p /p==a^l)E,

en se rappelant la valeur (8) de lî et en choisissant convenablement le
signe du second membre.
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Pour ob ten i r l 'expression de y , remplaçons p2 par sa va l eu r ( ' î » ) ,
dans l ' équat ion

dj u E—-; — a -4- "_••,
dt """"l p12

équ iva len te à l ' équa t ion (<S); il v i en t -

.̂̂ .»J1!L-,
<:̂  * /l2 J')P — pU ?

ou, d'après l'expression (i3) de jV' v et la valeur du = ndf,

. y . [X y Î  (? ̂îi i d'y '=.9.1'— du -h- -"———- "
n p^—pu

On intègre facilenient, en tenant compte de la formule c o n n u e

„£'_ = ç(^ + P) - S(^ - F) " 2 Ç ( ^jx' — j)/^

et, en passant des logarithmes aux nombres, on trouve l 'égalité ( ' )

(, 4 ) ^ = ̂ ^ c^n ( l = ̂  - ç.),
^ { u — v ) \ n )

où // désigne une constante d ' intégration dont la forme sera précisée
dans la suite.

Les formules (i ï) et (1.4) iriontrent que p2 et ^2r/ sont des fonct ions
uniformes de u. Mais pour avoir l'expression de x^+iy^ oc^ et y ^
désignant les coordonnées variables du pôle dans le système fixe, c'est
le produit ce17- que l'on doit calculer : il est remarquable que ce der-
nier produit est aussi une fonction uniforme de u. En effet, en mul t i -
p l iant membre à membre les équations (i r) et ( ï4) un trouve

0^7 - -^ f!̂ ::L^ c2^"7')p 6 /—— ̂ ^ ^u^v

et par suite
/ p/.. * n <^(u -h (•' ) , ,, ,,( 15 ) x^ + ï )\ == —=• ————'. e 1 1 1 ^ 1 .

t ^V/!) (^^

( î ) ^r^r GKKISNIÏILL, Fonctions elliptiques y p . ï58.
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4. Il f au t m a i n t e n a n t préciser la d é t e r m i n a t i o n des q u a n t i t é s
e^ e.^ r^, des a rgumen t s u. et v et, de la constante d ' in tégra t ion t ' .

Les re l a t ions (12) jo in t e s a Pénal i té e^ 4- <?p -+- ^y == 0 pe rmet t en t de
dé t e rmine r les q u a t r e i n c o n n u e s e^, fp, e^ ctpt1 . On v o i t d'abord que
(°a, r^, c\ sont réel les- Af in de reconnaî t re dans que l ordre les indices
a, p, y r e p r é s e n t e n t les nombres i, 2 ,3 , ca lcu lons les différences
e^ — ^p (^ -- fa» ^a """ ^p c0 ^ûus servant des re la t ions ( i 2), i l v i e n t

^ , , ( B - C ) ( A - D )
Ï)^ (^ - ̂ ) ̂  - --••-——^^^^^^^^^ '

n12 ( C - A ) ( B - I ) )
r l ( > } Y^^r-^)^--^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

^ . . ( A ~ i r )^ :— i ) )^^(^,.,.,..-,...^)^-^

On voit alors que le choix des indices

a , - : , . . î , p::::::-i, y :....:::: ̂

a pour et îet de supposcir les quantités

A, g), B, (::;,

rangées par ordre de grandeur, c'est-à-dire de faire corresix)!,^]!^^ la
lettre B à l'axe moyen et la let t re A à l 'axe qui est l'essieu, de la polho-
die. C'est de cette façon que nous choisirons les indices, pour rester en
concordance avec Halphen (Fondions elliptiques, f. Iî, p. 5i), et nous
poserons

f,)^ r̂ 0)7 6)^ -:1^ Cr/, ^)y •=• ^" { ( f ) " •=:. C») + ̂ l ).

Pour l ' a rgument p, on sa i t déjà que yv est réel, j ' /^purernent irna-
^ i n a i r e ; les r e l a t ions (î 2) rnont rent , en outre , q u e p^ est compris
entre e^ et ^y, c'est-à-dire en t r e <^ et e^. Donc, si l 'on pose

o.) é tant la demi-pér iode réelle, v ' sera réel,
Pour l ' a r g u m e n t u^ on sait déjà que u == ni 4- consL, pu i s l 'expres-

sion (j[ î ) de p^ m o n t r e (\w pu doi t être réel et plus petit que p^, par
suite p lu s p e t i t que e^ Donc,, a 1 — o/ est réel.

11 nous est facile m a i n t e n a n t de préciser la forme de la cons tante
Afin. de l* Kc. Nor'mala. '^ Séciiti* Toniti XVU. — JUILLUT 1900- ^->7
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d'intégration /\ Pour cela, reportons-nous à l ' équa t ion ( î 4 ) et écri-
vons-la :

.2/7 — „ .^î ̂ L±Jl} ^/^-oï')c- '*• —— • ' • • • . ; / <i v 7
^ { U - ^ )

N2 é t a n t un f ac t eu r constant qu'on peu t toujours supposer réel et
positif, car si l'on f a i t tourner les axes ox^ o y , ( l 'un angle y^p e^^ est
remplacé par e21^"7-^ et Fou peut se servir de l ' indéterminée /^ pour
obteni r le résul ta t énoncé.

La valeur de N se d é d u i t de l 'égalité évidente
e^e-^^î,

ce qu i donne
N =• ^-'Q'^'-^).

La forme de la constante d'intégration // est donc complè t e rnen t
déf in ie et nous pouvons remplacer les égalités ( i 4 ) 01(1^)) par les sui-
vantes :

( ^-/ ^r^^4'^
, , 1 !" '"" II ï{u^Y r^-^^i.-^.-,-^^.,,.^^
f î 7 ) < . -./ , ^—.(^ // ^ -/

J . lit ,-, ^( (f. •4-" ç)
i x^ 4~ l } ' i ̂  ——— (» ——.....—/.,
\. ^/D ^^ : î^

L'expression de œ^ — iy^ se dédu i t de la précédente en y changeant /
en "- i; par ce change m ont , ,

^, F, G
dev i ennen t

U -— ̂ /, îi^ — (̂  l^^-»2•/](^-oï')-âïî '(p-(,» ,
(:ï

On trouve alors
tll Ï G?'( M — P)

^^^^'"'"'^VDO^^^^^^^

Comme vér i f ica t ion, si l'on forme le produi t (o^ 4- y^)^ — y0^
on trouve bien l'expression (n) de p"2.

5. Cosinus des angles que foni, a^ec les axes fixes, ̂  ^.rc?,y /^ au
corj)s. — Soient a, b^ c les cosinus directeurs de, on?; a', ^, ^ ceux
'de oy; a\ b", a" ceux. de os. On obtient de suite les cosinus c, c\ c"
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des angles que fait oz avec les axes mobiles en remarquant que ce sont
les cosinus directeurs de la p e r p e n d i c u l a i r e OP abaissée du point 0
sur le plan t angen t au p o i n t . x ^ y , z de la q u a d r i q u e

A^-T-B.^+C^ ^1,
de sorte que F on a

c _ c' _ c" _ i
À.r "'"' By ~ C^ ' " " 1 " i / j )

Dans l 'expression correspondante de c2, remplaçons.r2 par sa valeur
en fonc t ion de u, tirée des équat ions (6) et (i î),

/ „, . / A3 , ^ A2 B C t B - C ) ,OS) ^ ^ . ^ , . ^ ^ ^ . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ (j .^-^).

Or, des r e l a l i ons (12) e l ( ï 6), on t ire

. , n^ ( a^ — ̂  ) ( ̂ a — ^Y 1) ( A — ̂  ) ((; — •A ")
( t ( ^ ) ]^W ^'"^""''^'''j^'t^:;:1'1^111111'''"''' ^ 1 1 " 1 1 1 ' 1 1 1 •111 ' •"IIIIIIA21^1^^"—'--1'

M u l l l { » l i ( H i s membre à membre les égalités (18) et(n')), i l v ient

( ^——^)(^ "<? y)

€2 --;...-..--...-.-....--...-'.-----.-....--.-..--..---..-..^^^^^^^^^^ :==. p U — €^
J) ^ — Cy,

ou en<;ore
( •>„ ) r2 — t'i:!̂ .:::.,̂  •- ——£.^11'1:...-^—^^^^.

( ^% — ̂  ) ( ̂ a — ^y ) ""11' J^ ( { ) "-•• ^a ) — ^a

I.e second membre d e l à f o r m u l e (20) est le carré d 'une f o n c t i o n
imUbrme : celle fonct ion nous ' donne la valeur de c. Nous la f a i sons
suivre des va leu r s de c'\ c ' 1 obtenues par des calculs analogues :

/-, l ^u^,.
~'''^^^^^^

-̂,,,,,,.,.......,.,.......,....,..,..L.̂  .̂.̂ l!!.^^^^ ^u^

6. Des expressions de c, c\ c' et de x^ -h- iy^ fo rmules (21) et (17),
nous a l lons tirer en même temps a -4" ib, a' 4- iV\ a" -h i l / ' , en résolvant
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les trois équa t ions , l i néa i r e s par rapport à ces i n c o n n u e s ,

l c[a~\- ib) -^c'^^-ib') ̂ -c" (a"-^ i b " ' ) .= o,
(•^ ) < i{a 4- ib) — (^(a^ i l / ) 4- ^(^4- ̂ //) =: o,

f x { a 4- ̂ ) -h j^-h ///) -+- ^(a'^" i b " ) =: o, .z'i 4- iy^ ;

les deux premières sont des conséquences des re la t ions d 'or thogonal i te
et la troisième s 'obt ient en projetant sur ox^ puis sur oy^ le contour
des coordonnées x, y , z du pôle m. Des deux premières on d é d u i t

/ • i i i • - i , , '-• '•'' — "(-'a' 4- i.f.)' :=.{a-^ (.b) — .̂-.--.".-.-- ,

a^^^'-^rt -l- )̂̂ ..-...—

et, en portant ces valeurs dans la troisième équation ( ^2 ) :

( ̂  ) i-̂ ^ ̂  (,. ̂ , ) ..̂ . ^< ( ̂ / ̂  ̂ ,. ̂  ,.i.... ^ ( ̂  ,..„,,,,,/ ) • î --i- <rr

Simplifions, en tenant compte des relations

il vient

('25)

A:r~1" By~'(;:G~^^

a 4- ̂  " / ï i \ . / r ï '
•c^T- c(ï)••-'A}4"^^^C-•^

""V / Ï ) "

.y, -4" <ri.,,..,.^^^^^^^^^^^^

Les valeurs des coefficients — — ^ ^ — — en (onction des constantesI) A. L 1) " " ' 1 " 1

e l l ip t iques résultent des égalités suivantes, ,conséquences des re la t ions
( ï2 ) e t ( i 6 ) :

' i ï \ / i i \ n ^ .^^ „,.., ̂ ^^ ,,..,..̂ ^ ̂  ^^^^^^^^^^^

(^p ̂  ̂  )(/H»— ̂ )

( ^ p — ( y y } ( p ç — ^ )
€ 1^

qui donnent

Ï I /K' O'p^5'y(,î /2<

1) . A ""w {jA) ^^^^î C "" B """"" pcl)-
^ •̂  ̂  a't-'„ ̂ ^ ,̂,̂ .
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II est alors facile de calculer la valeur du coeff icient , de a-^-1-^ dans('•- — ^
l ' é q u a t i o n (a3), on trouve

1^L\c s^(26) c ( - ^ - - ^ \ ^ I c ' c "

ï 3' // 3^ ̂  -3ft p :3y (? 4- ^ (' ^y. (il 3'K ̂  ^y Uru
u.P- -î) v/( ff̂ 'l:1"^^ '̂!:''̂  )

o u , en transfonnant le second membre d'après une fo rmule connue
| WEÏEILSTILVSS, Formules et propositions f i r a d . Padé) , p. 5
mule (8)|,

WEÏEHSTIUSS, Formules et propositions (trad. Padé), p. 5 i , ùyr-

d ^ { u — ^ ^ ( u ^ - ^ }/ / I ï \ , , „ / ï l \ //-/ î

^^'^^"A)4"^^--!^^^^^^^^^^^^

D'autre par t , on a, fo rmule (20) :

•)U— p(P •• • <.)a) ^« ( t 1 • 1 1- // ) ̂  ( (1 -i11- // )( ^ 8 ) c ^ - - - ï ) ( ç».— ^)^ ) --..-, e^ ( <?î( — ^p ) [ Cy, — ey ) ^ u ̂  r

En tenan t compte des égalités (27), (28) et en ' r emplaçan t , dans
l ' é q u a t i o n (2^) , x^ 4- iy^ par sa valeur (17), on t rouve a -h ib, p u i s
les é q u a t i o n s (a;3) donnen t ci' 4- ib1 et a" -h if/ :

G ^a(^4- i'5')
C3' U ^ ('

^p(«+F) , _ ^'^«,2;^,//-(.>•

,/ 4.. a, ,.,:;„: .,,,,_̂  ,̂
V/(^>-"^?)(^••--^) c3^^

, (, a 'p( /c4-t - ; , ^.-»,
('^9) ^ l•-il•" ̂  ^ •-7,.-^^^^^^^^^^^^ i , G ,,:: ̂  "/f/.ûllll^^'l'l/?^Y''rl^lû—11^1.7:i^ ^ ̂  ^ cV^—^K^—^Y)

C?'y(^4~ t/)

V/^^-^j^^ ^/^^

Ent in , en changeant z e n — i, et en a p p l i q u a n t les fo rmules re la t ives
a l ' add i t ion d 'une période

a .^ •h — — ï . . î 3a ^ /̂1::L.(L)

G ̂ r:-̂  ^^^(., ̂ a "
î ï ^(^-^
G ^(^•r:^;J(e^— ^^^^

^(u- P)

^/ -•--• ̂

G1 ^[^:r^y(^r11"11^ c^// ̂
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Les formules (21), (ag), (3o) donnen t , pour les n e u f cos inus des
valeurs q u i concordent avec celles q u i sont i nd iquées par Halphen
(Fonctions elliplùfues^ L II , p. 3).

Comme vér i f ica t ion , assurons-nous que les va leurs calculées p o u r
a 4- ib, a — ib et c sa t i s font à la re la t ion

( a -+" ih ) ( a — ih ) -+~ c'2 -~= i,

nous soin in es c o n d u i t s à la for inule

^ ( il -1- f ) ̂  ( (/, — r ) — 3'â // ^a C == — ( ̂ a "--" f'fft ) ( <^a — ^y ) '̂ ï; // ^2 t'.

Or cette lor rnule se trouve d a n s les Formules et proposition}; de Weler-
sirass, p. 5 ï [ forniule (3)[.


