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FORMULES ELLIPTIQUES

L'ETUDE DES MOUVEMENTS DE POINSOT,

Parn M. E. LACOUR,

PROFESSEUR ADJOINT A L'UNIVERSITE DE NANCY.

Je me propose, dans cette Note, de retrouver les formules pour la
rotation d’un corps solide exprimées & Paide des fonctions de Weier-
strass et, en particulier, de reprendre, avec ces nouvelles notations,
'une des méthodes indiquées par M. Hermite (*) pour déduire des
¢quations de 'herpolhodie les cosinus des angles que font, avec les
axes fixes, les axes liés au corps.

1. Le probleme peut étre posé de la facon suivante :

Une surface du second ordre, a centre unique, mobile autour de son
centre supposé fixe, roule et pigote sans glisser sur un plan fixe, de fagon
que la rotation instantance varie proportionnellement aurayon du point de
contact, ¢’est-i-dire que, si O est le centre fixe et m le point de contact
avec le plan fixe (II), la rotation instantanée Q est donnée par la for-
mule

L=f.om,
J désignant une constante.

Nous allons d’abord reprendre rapidementles calculs qui conduisent
aux équations différentielles du probleme, afin de rappeler la signifi-
sation des constantes dont dépendent ces équations. Prenons pour

(1) Henmrre, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 35.
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origine le point fixe O, pour axes fixes trois axes rectangulaires Ox,
Oy, Oz, tels que Oz est la droite qui va de O au pied P de la perpen-
diculaire abaissée de O sur le plan (II), pour axes liés au corps les
axes de symétrie de la quadrique. Soient , y, 5 les coordonnées du
péle m dans le systeme mobile; p, ¢, rles projections de la rotation
instantanée sur les axes de ce systeme; on a constamment par hypo-
these

P_9__7"__,
(1) g __..y_:...._/.
Soit de plus
(2) Az?+Byr+ Czi=1,

I’équation de la quadrique rapportée a ses axes Ox, Oy, Oz le licu du
pole m sur cette surface se trouve immédiatement en écrivant que la
distance da point fixe au plan tangent en m est constante el égale
a OP, ce qui donne

p 2 4 2,0 FRr R o
(3) Azt Byt (23— (n T)T)i)'

La courbe définie par les équations (2) ¢t (3) se nomme la polhodic.

Pour obtenir les ¢quations différenticlles qui donnent la loi du
mouvement, il suffit d’exprimer que le pied P de la perpendiculaive
abaissée de O sur le plan angent en m a une position fixe dans
I’espace. Les coordonnées du point P dans le systeme mobile sont il)i’
By (s
D7D
tenant compte des relations (1), on trouve

; en écrivant que la vitesse absolue de ce point est nulle et en

dr o L
A-(Z-[-{—/( —B)yz=o,
dy Y e
(4) {13 - +f(A— C)se=o0,
L ds

Y +f(“——A).Z‘)’:O.

2. On appelle Aerpolhodie le lieu du pole m2 sur le plan (11). Soient
p ety les coordonnées polaires du pointm dans le plan (II) quand 'on
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prend pour origine la projection P du centre fixe O sur ce plan. Cher-
chons les expressions de p et de 7 en fonction du temps.
On voit d’abord que 2, y*, 2 s’obtiendront en fonction linéaire
de g%, en résolvant les trois équations (')
9 9 9 ,
‘ R D A St =+
3) !
) Aa?+ Byt 4 (s =1,
Azt Bryr o (232== D),

dont la premitre exprime que Om?® = Pm* 4+ OP " et dont les dernieres
sont les équations de la polhodie. On trouve

6) Jc - !;(‘(_(:Si_n) (p*— a), yie= (‘\( I\A— (‘_) (p2—h),

AB(B—A)

grem L TR

e A )7

en pos;ml,
(B—D)Y(C—D)

A=(B—C)(C—A)A—-B), as=—

3

BCH
oo (L=D)(A—D) C_(A=D)Y(B—D)
e TTGAD ’ = ABD

Gela posé, P'équation différentielle qui définit g en fonction de ¢s’oh-
tient en différentiant la premiere des équations (5), ce qui donne

o dx dy dsz
S e A Vi A Rl

Par L dl

et, en remplacant , y, z, 5, &, 4
i ‘mplaga 2V B W di

tirées des équations (5) et (6), il vient

par leurs valeurs en fonction de ¢

lo
rr s =/Va—g*) (b —p*)(c—p),

puis, en multipliant les deux membres par 2 et faisant le changement

(V) Foir Aveiry, Traité de Mécanique rationnelle, .11, p. 222 ct suivantes.
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de notation f= 1.yD,

(7) szpl-—)‘—“P-\/-T;\//x(a—92)(1)—93)(0—?’)-

L’équation différentielle qui définit angle polaire 7 en fonction de ¢
s’obtient en considérant les deux cones licux de 'axe instantané dans
I'espace et dans le systeme mobile et en écrivant que le second cone
roule sans glisser sur le premier (*). Il suffit pour cela, m” étant une
position du pole infiniment voisine du pointm, d’égaler les deux expres-
sions suivantes du volame du tétraédre OPmun’ (multiplié par 6)

f_\_l' !‘l,y Cs

D D D
— prdy, 2 y 5 |di
v d dy s

de de  dl

Il est facile, au moyen des relations du paragraphe précédent, d'ex-
primer en fonction de p les ¢léments du déterminant, et on obtient
ainsi I’équation différentielle
__(A=D)(B-— D) (C—D)

3 /A : ; ) (B D) (Lo D),
(8) p =p(p*+E) ot E ABCD

dt
Les équations diflérenticlles (7) et (8) vont nous permettre d’ex-
primer g et 7 en fonction de ¢.
3. Cherchons d’abord 'expression de p. Pour cela dans 'équation (7)
faisons le changement de variable
pi=M*(py — pu),
« étant la nouvelle variable, M et ¢ des constantes. On a d’abord

a—p*=M(pu—ey),
(9) b —p? =M*(pu — ¢p),
2 c—pr=M*(pu—cy),

(1) Zoir une Note de M. Darboux & la fin du Zraité de Mécanique de Despeyrous,
t. 1L, p. 491,
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avee
S a=M(pv—cy),
(10) b=M?(py —ep),

L c=M2(pv —ey),
et équation (7) devient

du —
— M p'u— ==MpyD p',
dt ¢
ou
du
T =n, w=—=nt- const.,

en posant
s nt
=M =n ( | R
F=MpyD = Hu bt P
Dans ce qui suit, ¢’est w que nous prendrons comme variable et nous
remplacerons M* par sa valeur en fonction de ».
Iexpression cherchée de p* est
2

1 S
(1) pr= Dp?

(py— pu).

Nous connaissons dé¢jia la valeur de pe, celle de p2¢ se déduit des
relations (10) qu’on peut éerire

02 (B—D)(C—D
W”“:*% @ 2

22 (C—D) (A —D)

(12) Py —eg=— [/—ﬂ ( C/(\ )
S Er(A=D)(B—D)
U Y AB ’

on trouve de suite

. 25 T (A—D)(B—D)(C—D)72
3”“2“4%[< )(Mm)( )}’
puis
. X
(13) 3)’0:2;%5 DE,

ense rappelant la valeur (8) de E et en choisissant convenablement le
signe du second membre.
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Pour obtenir 'expression de 7, remplacons p® par sa valeur (11),

dans I’équation
dy rE

=

équivalente & I'équation (8); il vient .

d'/, -, (J.‘*I DE

de — 5Tt po—pu’

ou, d'apres I'expression (13) de p’¢ et la valeur du = ndt,

. L v o cdu
2idy =2 B o L2E0
. n Py — pu

On integre facilement, en tenant compte de la formule connue

Y LR (i — ) — 2l
J‘u'—-J‘Ju_C(“+()) S(u—r) 2Ly,

et, en passant des logarithmes aux nombres, on trouve I'égalité (')

(14) o2 = SEZ_‘E‘_‘E”_; RS ([:: f/[; — :‘,> ,
ou /' désigne une constante d’intégration dont la forme sera précisée
dans la suite.

Les formules (11) et (14) montrent que p* ¢t ¢* sont des {onctions
uniformes de u. Mais pour avoir I'expression de x, + iy,, x, et y,
désignant les coordonnées variables du pole dans le systeme fixe, ¢’est
le produit p e que 1'on doit calculer : il est remarquable que ce der-
nier produit est aussi une fonction uniforme de «. En effet, en multi-
pliant membre & membre les équations (11) el (14) on trouve

n® a*(u-v)

p: ctuste

pzezlz — cz(lu»f-l’)’

et par suite
n G(u-+v¢)

. Ll
= e
IJ'\/“ Gudy

(15) &y Ly =

(V) Poir GreeNmiLL, Fonctions elliptiques, p. 158,
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4. 11 faut maintenant préciser la détermination des quantités
€y €, 0y, desarguments u et ¢ et de la constante d’intégration 7.

Les relations (12) jointes & Uégalite e, + eg -+ ey = o permettent de
déterminer les quatre inconnues ey, eg, e, ot pe. On voit d’abord que
€u ¢ €y sontréclles. Afin de reconnaitre dans quel ordre les indices
o, B, v représentent les nombres r, 2, 3, calculons les différences
g = Oy, Oy = Cyy 04— cg en nous servant des relations (12), il vient

[ ey e (B G (A=D)

\.l)p.'i P ABC ’

N ntoo o (C—A)(B—D)
(16) )'n,ﬁ“‘"f Gu) mTITTABGT
nwo, (A—B)(€C—D)

n(J.'-'(~"”* Bl A

21 I, {3 : :‘;, 7,
a pour effet de supposer les quantités
A, D, B,

rangées par ovdre de grandeur, ¢’est-a-dire de faive correspondre Ia
lettre B & Paxe moyen et la lettre A d Paxe quiest Uessicu de la polho-
die. Cest de cette facon que nous choisirons les indices, pourrester en
concordance avee Halphen (Fonctions elliptiques, (. 11, p. 51), et nous
POSErons

! — " [/ !
Gy T O, PR By T2 0) (" = 4 m').

Pour I'argument ¢, on sait déja que po est réel, p’e purement ima-
ginaire; les relations (r2) montrent, en oultre, que pe est compris
entre ¢, et ey, c'est-d-dire entre ¢, et e,. Done, si 'on pose

I R A

w ¢tant la demi-période réelle, ¢ sera réel.

Pour 'argument w, on sait déja que u == nt -+ const., puis U'expres-
ston (11) de p* montre que pu doit étre réel et plus petit que po, par
suite plus petit que e,. Done, u — w’ est réel.

Il nous est facile maintenant de préciser la forme de la constante

" e - 2
dnn.de ULe. Normale, 5¢ Série. Tome XVIL — Jenet 1900, o7
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d’intégration /. Pour cela, reportons-nous a I'équation (14) et écri-

vons-la :
S+ o)

220 — . N2
¢ S(w—v)

e‘.’/((t—(n)')’
N2 étant un facteur constant qu’on peut Loujours supposer réel et
positif, car si 'on fait tourner les axes ox,, oy, d’un angle 7,, ¢** est
remplacé par e*“~7%, ¢t 'on peut se servir de 'indéterminée 7, pour
ohtenir le résultat ¢noncé.
La valeur de N se déduit de I'égalité évidente
[>)
el e =,
ce qui donne
N == ¢=n'tv=v),
La forme de la constante d’intégration / est done completement
définie et nous pouvons remplacer les égalités (14) et (x5) par les sui-
vantes :

‘ 2y (,‘,‘f(n—k-w)
(Rl Al § et
o1 ) "

) )(u — ") 1 (”l‘""5")!!1v-(n)’J""'ﬂ'(‘-.-(:H
(17) < . ) (4 — e\ )

/ 4 ne 3 (1t 4 ¢)

aZ R A e el E TP
\ ! i [J\/D S

L’expression de 2, — gy, se déduit de la précédente en 'y changeant ¢
en -- 7; par ce changement,

o, 3N (x
deviennent
it—o0n, 20—, —!;- e - 0)=20'(v -w)
(x
On trouve alors .
. ne 1 3(u-—v9)
Ly L)y = e o DA

Comme vérification, si on forme le produit (z, + iy, ) (@, — iy,),
on trouve bien Pexpression (11) de 2.

5. Cosinus des angles que fort, avec les axes fixes, les axes lids au
corps. — Soient a, b, ¢ les cosinus directeurs de ox; o, &', ¢ ceux
de oy; a”, 0", ¢ ceux de os. On obtient de suite les cosinus ¢, ¢/, ¢”



FORMULES ELLIPTIQUES POUR L’ETUDE DES MOUVEMENTS DE POINSOT. 291

des angles que fait oz avee les axes mobiles en remarquant que ce sont
les cosinus directeurs de la perpendiculaire OP abaissée du point O
sur le plan (angentau pointa, y, = de la quadrique

Ax?+B)y2+ G52 =1,

de sorte que P'on a
¢’

By Gz N

I

Dans Uexpression correspondante de ¢®, remplacons «* par sa valeur
en fonction de u, tirée des équations (6) et (11),

. . N n* A* BC(B — ()
8 pf o e o T — e,
(18) [é ”1 PR iE A (pu—ey)

Or, des relations (12) et (16), on tire

nt (eg—eg)(eg—ey) (A —B)(C—A)

(19) PRITH PO = ex - ArBCT

Multiplions membre & membre les égalités (18) et (1), il vient

P (ea— f"ﬁ)("u*‘:‘ (‘Y)

Py — ey

ou encore

pu-- ey

(n0) [l e 2 - -
- ey) PP =ty ) — €y

Le second membre de la formule (20) est Ie carré d'une fonction
nniforme : cette fonction nous donne la valeur de ¢. Nous la faisons
suivree des valeurs de ¢, ¢” obtenues par des calculs analogues :

[ I Tyl o9

M
Juse

ey)(Cy— ¢y)

1 Tyl e
(1 ) ol N i e .J__,A_.;‘
Ll "\ s ——— " - o - — )
Vi ep— ey)(ep—ey) FTUY
~ ~ ¢
P - RS
o ZuTe

' \/((Y e

6. Des expressions de e, ¢/, ¢ et de 2, + iy, formules (21) et (17),
nous allons tirer en méme temps a + b, o’ + &', a” + 0", en résolvant
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<

les trois équations, linéaires par rapport & ces inconnues,

c(la—+ i)+ (d+ i)+ " (a"+ib") == o,
(22) ¢ l(a+b)—c"(a+ i)+ ¢ (a"+ ib") = o,
Z(a+ i)+ y(a'-+ib') + s(a"+ib")= o0, 4 iy;;

les deux premieres sont des conséquences des relations d’orthogonalité
et la troisieme s’obtient en projetant sur oz, puis sur oy,, le contour
des coordonnées x, y, = du pole m. Des deux premitres on déduit

( —_ l(

S a +- (b ._.(f1-+—tb) P

(23)

. N e
f a4 0" = (- 0h) —F e

>

— 1
et en portant ces valeurs dans la troisitme équation (22)

(24) (i(‘—j:«l!)) [(ct—1) 4y (e —ic") + z(ec” i) | — a1 iy,

Simplifions, en tenant compte des relations

/ "

¢ ¢ ¢ 1 ety 1
N S e T e T e o'y o "z o
By  Us VD ' g/l)’
il vient
. a-=ib| (1 1 y ,,( 1 1y Ly
(253) P l_‘ (‘1“) A) edleTg)] vh o

!

. I T 1 » .
Les valeurs des coeflficients bR T wgen fonction des constantes
4

elliptiques résultent des égalités suivantes, conséquences des relations

(r2) et (16)
( 1 1 1\ nt ) n
(5 %) (&) =@t o0

1 1
BUK (e ooy
1 T (eg— ey V(py —ey)
) B
qui donnent
1 1 ond f’fw Ty ¢ 1 1 oni -1

DR D seme’ GO ED (BT R0y
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of : . a-+ih
Il est alors facile de caleuler a valeur du coefficient de —— dans
"équation (25), on trouve

. 1 1 NN _’__ — L
(26) C(-l; T) Tmiec ((} B)

N

n[ 1 TuUTqusgedye 4 T03y0 Jguyu

S ———

b V(ey— 0@,(6 ——ey)

TP 3ty

ou, en transformant le second membre d’apres une formule connue
| Weienstrass, Formules et propositions (trad. Padé), p. 51, for-
mule (8)],

I e . I e ni I Fulu- vc)a“(u - ()
D A G B pb Ve, 8)(Cy— 0y) cENIa-LEL

D’autre part, on a, formule (20) :

a8y ¢ty O en) o Fale ) Fale ),
' P8 == tg) = ey (€ cﬁ)(l. = y) Fru 3ty

Kn tenant comple des égalités (27), (28) ¢t en remplacant, dans
Péquation (25), a, + y, par sa valeur (17), on (rouve @ -+ b, puis
les équations (23) donnent @ -+ 0" et «” -+ b :

/ 0 b G Sy (-t ¢)
\/(‘(,“..M(,,ﬁ) (Cq—Cy) U7
) G Syl ¢ . e e )
(29) D al e ib e a ;‘"“" ?-; Goze ") .
* \/(,:_‘__,cy)((;p___ﬂY) T35y
G v 47( = "_)<

L s
; \/(eymca)(v —~(,ﬁ) L

Entin, en changeant Zen -~ 7, et en appliquant les formules relatives
a Paddition d’une période

0 1 1 Tyt )
(( ..... l ) U R — ——
M ~ -~
G \/(,,u_.c[')((. "‘"Y) Jusy
=
. 1 I Fp(te —¢)
(30) a' (b == e e ey
(l \/((lq__e")((‘ﬂ__.cy) JUTY
s —
(L” l'/ e ».IA. I — .f.Y,.(A_[.f. ,,-.‘...,) -

G \/(a —eq) (e "__,,,1) suge
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Les formules (21), (29), (30) donnent pour les neut cosinus des
valeurs qui concordent avec celles qui sont indiquées par Halphen
(Fonctions elliptigues, . 11, p. 3).

Comme vérification, assurons-nous que les valeurs calculées pour
a —+ ih, « — th et e satisfont i la relation

(a+=ib)y(a-— b)) 4+ ¢* =1,
nous sommes conduits i la formule
Sy -+ ) 71(” i 13” 3’3((’ e (g e (9‘(1))((;1_.‘ (3y)jﬂll F,

Or cette formule se trouve dans les Formules et propositions de Weier-
strass, p. 51 [formule (3)].

et 4 G



