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SUR

LES INVARIANTS DIFFÉRENTIELS
Ï)K

QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES
A U X DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE,

PAU M. EMILE COTTON,
PHOFESSKUH AU LVCKIÎ 1)1-3 ÏOlJLOUSIi;.

Introduction.

.((^désigne par ^(u) une expression de la forme suivante :
^ , . ^ ,. à^-u ^ ,, au ....
.T1 u} -= >, I.î/7 —'-r1''" + â 2^ c^ T"""1"" + Jl[) (!-" / A^/y IJ àx^ûxj ^k à^/,

u représente une fonction arbitraire des n variables .y; les coefficients
B//, C/p D peuvent eux-mêmes dépendre de ces variables, mais je sup-
pose essentiellement que le déterminant | B^/ J n'est pas identiquement
nu l .

Soit de môme fÇiïf) une expression analogue relative à la fonction ///
des n variables x 1 ' .

Je me propose, dans ce travail, de résoudre les trois problèmes sui-
vants :

I. Les expressions S (u\ ^C^) étant données, chercher un change-
ment de variables exprimant les x en/onction des îxf et donnant lieu aux
identités

u=u', ^(^^(aQ.

II» Les expressiom ff'Çu), ^(uf) eiaru données, chercher un change-
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ment de variables et une fonction \ des variables x donnant lieu aux
identités

^u=u^ ^au) r^(^).
A

1H. Les expressions SÇu), ^(//) étant données, chercher un change-
ment de variables et deux fonctions p, \, des variables x donnant lieu
aux identités

. .îCXu) ^i
hu == u', p •———- == cT(«/).

A

A chacun de ces trois problèmes correspond une classification des
expressions ^(^); le dernier donne, en outre, une classification des
équations

^(^)=:o.

Ces problèmes reviennent à la détermination de certains invariants
dif férent ie ls des expressions ^ ( u ) . On ramené cette dé te rmina t ion à la
recherche des invariants différentiels du système formé par une va-
riélë x, <A2 et des fonct ions des variables x et do leurs différentiel les.
Pour cela, on considère I/ensemble des termes du second ordre de S ( u )
comme le commencement du développement d ^ u n paramètre différen-
tiel du second ordre, ce qui détermine complètement la variété x, ds^
attachée à l'expression S{u}.

Je d o n n e y au début, l 'expression de quelques invar iants différen-
tiels du système formé 'par une variété x ^ d s 1 , et une expression de
Plaff l ( d x ) données. Le nom (^paramètres dijyérenllels de l'expression
de Pfaff m'a semblé commode pour désigner ces invariants dif leren-
t iels , fort ut i les pour la sui te-

Je montre ensui te que les systèmes différentiels , dont dépend la so-
lut ion des problèmes posés, ne différent de c e u x ' q u i i n t e r v i e n n e n t
dans l'application ou la représentation conforme de deux variétés, que
par radjonction d'équations nouvelles. D'ailleurs, cette adjonction
fac i l i t e , en général, l'étude des systèmes différentiels. Les résultats
que l'on connaî t sur les variétés à deux ou trois dimensions permet-
tent de considérer1 les trois problèmes posés comme entièrement
résolus dans les cas où le nombre des variables oc est deux, ou trois.
Ces cas sont les plus importants.
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La méthode suivie s'applique à la recherche des transformations 1,
II, III , laissant invariante une expression donnée 9Çu). Il suffit de
prendre pourcf(? / ) l'expression déduite de SÇu) en remplaçant par-
tout x par x ' . Les problèmes I, II, I II sont alors toujours possibles, et
les équations du changement de variables intervenant dans chacun
d'eux sont alors celles d'un groupe G toujours f in i , à une exception
bien connue près, et on général d i s c o n t i n u .

Il y a donc l i eu de classer à part les expressions SÇu) te l les que
G soit cont inu . J ' i n d i q u e u n e méthode pour construire des lypes ca-
non iques correspondant à ces classes remarquables; et j 'e f fectue cette
construct ion dans le cas de deux variables. Je retrouve et je complète
a ins i des résultats dus à M. Lie.

J'ai par t icul ièremcnl insis té , au cours de ce Travail, sur les expres-
sions ^(u) à deux var iables ( 1 ) ^ qui se présentent à la fois en Géomé-
trie et en Phys ique ma thémat ique . Les résultats indiqués à leur sujet:
ne sont pas tous nouveaux; mais la méthode su iv ie pour cette étude
n 'ava i t pas été développée jusqu ' ic i , à ma connaissance, du moins*

L'étude des é q u a t i o n s
(.) ^)=lï
( / désigne une variable ne f igurant pas dans les coedicients de J(^)|
et des équa t ions
(/.) ^(a)^o

îi été suggérée par la Théorie d e l à chaleur. Bien qu'il ne soit nulle-
ment question, dans ce, Mémoire, de l ' intégration des équations (a)
etC^^.je dirai, un mot à son sujet, pour terminer cette Introduction.

On peut d'abord se proposer la construction effective (par des séries,
par exemple) des solutions des équations (a) et (&) satisfaisant à des
condi t ions de continuité1 , et des condit ions l imites déterminées. Ce

(1) Quelques résultais rôlalifs à ces expressions ont fait l'objoL do deux Noies aux
Compta rejidiu, 3o novombrô 1896" 5 avril 1897.

(2 ) F'oir, pour coUô question et pcmr l'historique dos nombreux travaux qui lai ont été
consacrés, le Mérnoire do M. Le Koy ; Sar l'intégration deff e"quaïlow de la chaleur (^n~
ncdes de l'École Normale, S" série, t XIV et XV; 1897-1898),
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problème n'a été traité que pour des expressions ^(u) et des domaines
particulièrement simples. L'étude des classes remarquables d'expres-
sions cF(^), signalées plus haut, m'a conduit à l'étude de cas nou-
veaux où le problème semble possible. C'est là un point sur lequel
j'espère revenir plus tard.

On peut, en second l ieu, se proposer d'établir Vexisience de solu-
tions à^ équations (a) et (é) satisfaisant à des conditions convena-
blement choisies. A ce point de vue, l'étude des équations précédentes
a donné des résultats fort intéressants pour certains types spéciaux
d'expressions S{u) à deux ou trois variables. Mais on verra, au cours
de ce Travail (n0814 et 16), que si une expression ^(^) a deux va-
riables peut toujours être ramenée par des transformations I, II ou lit
à ces types spéciaux, i l n'en est plus de même, en général, pour une
expression SÇu}à trois variables; l 'étude des équations (a) et (&),
correspondant au cas général, est donc encore à faire,

Paramètres différentiels-

1. Nous appellerons variété à n (hmenîîioru l 'ensemble de n va-
riables Xi, et d 'une forme quadratique de leurs différentielles, à dis-
criminant différent de %éro, le dr de la variété. .Nous supposerons con-
nues les notions principales relatives aux invariants, aux covariants,
aux paramètres différentiels d 'une variété ( ^ ) . Nous rappellerons seu-
lement l'expression des paramètres différentiels des deux premiers
ordres.

Soient

(ï) ^lçs=.Zri. c^ijdxidx^ a i j - ^ c t j i

le d^ de la variété, A son discriminant, supposé différent de'zéro, A/y
le coefficient de a,j dans le développement de A. Soient u, P deux fonc-
tions des variables x\ le paramètre différentiel du premier ordre de la

0) Ces notions sont résumées dans ma Thèse : Sur U;}î variétés à trois dîme/mon^, in-
•sérée-aux Annales de Toulouse ^-sériô, t Ï; 1899. Les renvois à ee Travail seront dé-

: signée .dans la suite, par lo mot : Thèse, , , ^ , , . . , ' ' !
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fonction u par rapport à À2 a pour expression

/ \ A V A,, (̂ / (h//(a) . A^. == 7 —y- —— --—-
^u A à x, àxj

Le paramètre différentiel mixte (du premier ordre) des deux fonc-
tions u, v par rapport à ds2 est
/ n. A / , Y1 A;/ à ii' à^(3) A {u, P) === ^ — —— -—.

ÂMà u A à Xi àxj

Le paramètre différentiel du second ordre ( ' ) de la fonct ion u par
rapport à ds1 est

. ^A.,A-W
(4) A^A-^V -v————^-

A/y ^.2?/:

Soient yet op deux fonctions des variables u et ^ considérées elles-
mêmes comme fonctions des variables x; on a

^--(lo'-'-^'-'-^-œ-.
/ / . , . / . , ()f à^ . fàf ô^ ()f (h\ . . . àf ô^ .( 6 ) A ( /, cp ) = -/" —3: A u •+- -L -1 4-" — — A ( u, f ) + -^ — A P ,

- ' ^^ ^^ \ôa ô^ àv au} ' î ' ôv ô^

, . . , àf . ()f . (^f. (^f . , (T - f ,
( 7 ) Aâ/== "-^- As u -h -y- A^ ^ + "7-4 A u + a Y^-- A ^ p + v.̂  Ar.-ou ()^ au1 àuàv àv1

2. Nous nous servirons également des invariants d i f férent ie ls du
système obtenu en adjoignant à ds^ une expression de Pfaff^) . ,

Soit
(8) , /(^r)=V/^,

ÀVMS. i

une pareille expression. Égalons à zéro le discriminant de la forme
quadrat ique

—Â^^[/(A-)p/

( ï ) II existe d'autres paramètres différentiels du second ordre; mais nous n'utiliserons
que celui doûné par l'expression (4)"

( î) Quelquôs-uns de cos résultats ont été déjà ludiques par U. Ricci: Résumé de
quelques travaux, été- (Bulletin des Sciences mathématiques, '2° série, t. XVI; 189%)-
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Inéquation en 'X obtenue admet une seule racine non nu l l e ; et cette
racine est évidemment un invariant différent iel du système ^/r, l^dx).
Nous désignerons parA(/ ) cette racine, dont l'expression est :

(9) A(/)=^^/^,

et nous Rappellerons pam/7?An? différentiel du premier ordre de l'expres-
sion lÇdx\ Si l(dx) est la d i f férent ie l le d'une fonction u, l'expression (9)
donne bien le paramètre différentiel Aa.

Adjoignons à ds^ deux expressions de Pfaff

^ ( dx ) == V /; dxi, I'1 ( dx ) — V If d^'i,

et formons le paramètre différentiel (9) de rexpresskm

^ Ï(^Q+&/2(^),

où ô est considéré comme une constante. Développons suivant les
puissances de 0, et dans le résultat obtenu considérons le coeiïicient
de 20 :
( 1 0 ) A|:(/>),(^)] ::.:::: y A^/^.

ÀssaA j j AA

' C e coefficient est un invar ian t différentiel du système A2,/1 {dx),
r2 ( d x ' ) . Nous l 'appellerons paramètre différentiel mixte des deux expres-
sions /'(cte), l^Çdx). En général» nous supposerons que P(rte) est
la d i f férent ie l le d'une fonction u\ l 'expression précédente d e v i e n t
alors le paramètre différentiel-mixte d'une expression de Pfaff IÇdx) et
d'une fonction u.< • • ' ^"."i^^-

Ce paramètre1 différentiel est une fonction linéaire des dérivées1,
de u. Béciproquemexit, soit ;

(12) : 1 • ^ , !1 x^=V bj0,11^-
^j ^

une forme linéaire donnée des dérivées de u. On peut toujours déter-
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miner une expression de Pfaff t Ç d x ) te l le que l'on a i t
X«.r=A[( / ) , U\

et cette dé te rmina t ion n'est possible q u e d 'une seule façon. Il suffit
de prendre

03)
/(^•)-

/,=-
~" J^ • / / dxh

1

"=> . ct,j b j .

Signalons enf in la (b rmule s u i v a n t e , où v désigrîc une fonct ion des
var iables x :

(^) M.(Q» f^i " <^[(/), (/]+• ^ A [ ( / ) , ^].

3. Nous définirons encore un invariant dilTéronliel du système
d s ^ . i i d x ) , analogue au paramètre dif férent iel du, second ordre (4)
d/une fonct ion u.

On sait ( î ) (lu'au sysicme d ^ , l ( d x " ) est at taché un covariant 1 ) 1 1 1 -
néaire, a deux systèmes de diflerentielles, r/, ^

( 1 ^ ) ^ ( dx, rî.r ) ̂  ̂  .. ^/y ̂  °^y»

OU

/. (H' V ^ / ' Â^^,^^^^ ^^,

/ " d é s i g n a n t les symboles à t rois ind ices de seconde espèce, intro-
d u i t s par CbristoIÏeL Comme

^ ôcî^ ,„ ^ , .,n ôd^ ,„ ^^j^/^^2"^—^.j^^^z^^^0^
est aussi un cova r i an t de dr, les fonc t ions symétr iques des racines de
l ' équa t ion en À, ob t enue en égalant à zéro le d iscr iminant de la forme
bi l inéa i re

. ̂  <)d^ ,, , , y ., ,^z^^0-^4'1^^^^
sont des invar ian t s du système dï1 ,l(/lv). Nous u t i l i se rons seulement

( l ) Thèse, n" ^.
Afiii^ de I1'Éf^ !^'ormaÏey 3" Série. 'Tome X.VH-— MAI 1900. '-ï^



218 É. COTTON.

le suivant
V A / / àli ^ A , j ij \ .A-(/)-2...^^^I.^^(/-^^^Z^ô^^^,^ 7. ( /-

que nous appellerons/pa^aw^/r^ différentiel du second ordre de l'expres-
sion IÇdx).

A l ' a ide des i d e n t i t é s relat ives aux symboles . ij ? on peut trans-
former ( ' ) l 'expression précédente dans la suivante :

05) ^(^^S ^(^,^"4)•^«—/y f «•<-'/

tout a fait analogue à l 'expression (4).
D'ail leurs si l(d,v) est la d i f f é r e n t i e l l e d ' u n e (onc t ion u, A a ( / ) s e

r é d u i t à A^.
Problème I.

4. Soit

(,6) ^").^"./^-^/"..£-.»".^2/<r V p ^ / /

i,/'^7^;^1^

une f o n c t i o n l i néa i r e et l iorno^ène d ' u n e fonct ion // des n. v a r i a l> l e s a",
et de ses dérivées des deux premiers ordres/Nous pouvons supposer
les coeff icients B/y et B^ é^aux. En ou t r e nous supposerons t o u j o u r s
que le déterminant

Bu Bu — B^
r> .,...„.... •^^i ^a^ • • * ^in

\ B,i B,, ... B,, j

n est. pas identiquement nul.
Il est alors possible, et d 'une seule manière , ' d e déterminer un dr tel

que le paramétre différentiel Ag^ correspondant au en commun y wee
l'expression précédente, l'ensemble des termes du second ordre. En con-
servant les notat ions du n° 1, on voit q u ' i l f a u t prendre

A / / . ,., î:^1 1 j
""K

( î ; Les calc«Is sonL idonliques à e<iux qui concornont îa tranBfbrmîUîon (lu paramètre
(Hirérentiel (lu second ordro Â^, et (\m soni exposés par M.. Bianchi à la 1)9^045 do H(»S
Lezioni cïl Georneiruï ât(ferenziale.
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ce qui donne
B, . . . B i /, dx.

07) B | B,/, . . . B,, clx,
dx^ . .. dx n o

:=r ^ O i j dXi d X j .

I l résulte de là que l'on pourra toujours ca lculer des coeff ic ients h/,.
tels que l 'expression r7(^) prenne la forme

^ , , . V 7 ^f/

^(u)^^u +^ ^. ,—4~c«Ari/,. (ja'f,

(on |) rendra c •=. D).
En i l 'ansfbrmant la seconde somme, comme il a été d i t au n° :2,

nous voyons enf in q u e l'on peut écrire;

W ^(U ) :•::::: à^U 4"" 2A [ (Z ) , / / " I -4- € ! l ^

l((/:^) désignant une expression de PfafITbien déterminée.
Nous dirons que la forme ( ï8) est Ïâ/orme type de l'expression

^(u); et que d^, /(^?r), c sont les inwriantf; differe/uielfî de .i(u)
reladf}! au problème L

Dans le Tal)leau suivant,, nous donnons les expressions de ds^, l(dx}
d c pour une expression J(^) à deux variables.

TAÏUJÎÀI] I.

(T-U ., (Y1 aà1 u
J( . ) .. B,, ̂  + . 1^ ̂ ^ + ̂  ̂  ̂  . C, ̂  + . G,

\i.ifd,'f:\ — •). Iîia<:/,î"i d.f.t -l- lîi i dx'1,
fif's•i^--~——j^^^^-_,-.^^----1----"»

1)«,

i((U-):.::.^.nos(ïî^ïï,,-ïî],)
a(B^^i-Bi.,(;,)+Bii '^bî + ?t

(),!: ) <').̂ "i(

aTBnI^-B[j

H^ ''̂ 1 rfBli^
^L-4!-̂ ^ dx,

^Bi, , <)Ïîn\ ,, /^L, ^ <)B
.(«^(,-B.C,)-,-B,(^4-^) B / ^'"aa , ^•'n„ - . . . . . .,.,.}.- »̂ ....-u \ .̂z*. ^.r,,,_.-..„-_„,_..,_-„ .»̂ ^

::::: l^dx^ •4~ l^dx^
c =- D*
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5. Une expression ^(u) est e n t i è r e m e n t d é f i n i e par la var ié té x , .
A'2, l 'expression de Pfaïf /(</,r) et la fonc t ion c cor respondante . Effec-
tuons un changement de var iab les ; désignons par x\, .^,...,^ les
nouvel les variables, pa rz / / ce que d e v i e n t u, pa r j^^ / ) ce que d e v i e n i
^(^). Ramenons cfO//) a la forme type; so ien t o c ^ â s ^ , l/Çch/), c ' la
variété, l 'expression de P f a t f e l l a fonction correspondantes .

Il est bien évident que le changement de variables réalise l 'applica-
t ion des var ié tés x, r/,s'2 et x\ ds"\ et t ransforme en outre K d x ) en
l ' Çdûo')^ et c en c\ I I sera souvent p l u s commode, pour obtenir ^(nf ),
de ca lcu le r d'abord ds"1, l'\dx} et a1 au l ieu d^effectuer d i r e c t e m e n t lo
changement de var iables .

Ce qui précède donne la solut ion du prob lème 1 de l ' I n t r o d u c t i o n :
Etant données deux: expressions J(^), ^C^)» l'une relalwe aua; n

variables x, l'aulre aux n variables «r', chercher ,y7/ existe un c/ui/i»
gement de variables les (rans/brman/ l'âne dam l'autre, et si le problême
est possible, déterminer la t/ransformalion de passade,

Nous sommes é v i d e m m e n t ramenés à r o c o n n a i t r e si doux variétés
;r,r/r; .'r/, d s ' ^ sont app l ica l ) les , la t r a n s f o r m a t i o n de passage devant
eu o u t r e t ransformer l ' u n e dans l ' au t re deux expressions de PlaïF
I Ç d x ' ) , l ' Ç d x ' ) ^ et d e u x f o n c t i o n s <" et c\

R a p p e l o n s q u e l < ( u e s résultats r e l a t i f s au problème de l ' appl ica t ion
de deux variétés x\ c/.r ; x\ ̂ y/2.

Le degré de d i f f i c u l t é de ce problème dépend es sen l i e l l emen t de la
n a t u r e du groupe de ( raos ibrmai ions de l ' u r i e des variétés ( x , d^ par
exemple) en e l le- inéme.

Uans le cas le p l u s général où les équa t ions de ce groupe ne con-
t i e n n e n t a u c u n e constanle arbitraire, on peut toujours, par un nombre
f i n i d 'opérations e f f ec tuab le s , reconnaî t re si l ' appl ica t ion est possible,
et 'dans ce cas dé terminer la t r a n s f o r m a t i o n de passade ( f L

Si le groupe précédent est c o n t i n u , on peu t , par une 'suite d'opéra-
t ions ef ïéc tuables , su iv ie dans certains cas do Pin tégra t ion d 'un svs-

0 ) 'Pour coqu î {;(mccni(i le problème do rapplicîilion dos Vîméiôri, -voir le .Mémoire (le
ChrisiofTel (Journal (h Crcfic, t. 70) pour le CHS lo plus général; voir Thèse, Chup, U,
pourîeg autres cas. Si l'on nfs considère quedeux variables, so reporter an Chop. U du
Livro.Vil, t. lit dos Lewns sur la Théorie des surfaces (le M. Darboux*
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terne d i f fé ren t ie l relatif aux var iab les^ de l 'une seule des deux variétés,
former un système S d 'équat ions l inéa i res aux d i f f é ren t i e l l e s totales.
Ces équat ions sont de la forme su ivan t e :
(^) l^^)^l',(d^), (/= 1 , 2 , . . . ,n).

Dans les premiers membres f i g u r e n t les seules va r iab les x, dans les
seconds les seules variables x\ I I peut ar r iver que l'on ait à considérer
des é q u a t i o n s f inies, fo rmant avec les équat ions S u n système S com-
p lè t emen t intégrable, si les recherches précédentes n 'ont pas montré
l ' i m p o s s i b i l i t é du problème. L ' intégrat ion de S d o n n e alors la trans-
f o r m a t i o n de passage. D'ai l leurs , on p e u t remplacer les équat ions aux
d i f f é r e n t i e l l e s totales S, par le système d ' é q u a t i o n s l inéaires aux
dérivées par t i e l l es é q u i v a l e n t .

6. Ad jo ignons m a i n t e n a n t aux variétés x, r/.y2; x ^ d s ' 2 les expres-
sions de Pfaf"r/("rZ"r), /'(^/), les fonct ions c et c\ Si le groupe de trans-
f o r m a t i o n s do l'une des variétés en elle-même est d i s c o n t i n u , on déter-
m i n e , comme précédemment , la t r ans tb rma t ion de passage si e l le
existe, et l 'on vérif ie sans peine si e l le t r ans forme alors IÇdx) et c
respect ivement en //(//.//) et c\

Si ce groupe est c o n t i n u , on a d j o i n d r a les équa t ions

(K)J i{d^)^ l ' ^ d x ' ) , c-=.c'

a u x é q u a t i o n s de S; on ajoutera également les équat ions pouvan t déri-
ver des précédentes par des opérat ions effectuables de môme na tu r e
que celles q u i servent à f o r m e r le systèmes* Bien e n t e n d u l 'adjonct ion
des é q u a t i o n s ( H ) ) pourra se (aire avant que le système S n'ait été
en t i è r emen t cons t i tué ; i l y aura i t souvent avantage à procéder a in s i .
De toute façon , on sera ramené, soit à reconnaî t re l ' imposs ib i l i t é du
problème, soit à intégrer 'un système de même na tu re que S,

Les i n d i c a t i o n s précédentes ( 1 ) mont ren t que les restr ict ions appor-

( l ) O.i pourra i t oxamincr complètement les divers cas possibles, au sujet du pro-
blème I, (orsquo îo nombre 11 des variables est trois.

Dans ce cas, on pourra subst i tuer à la forme l(/.l,v) attaôboo à ^(u) l'expression
A | ( / ) , ^ ] du n" 4 [e t , év i te r îlinsi le caleul de I ( ( L K ) \ . On procéderait alors en su ivant la
méthode dos n^ 8, 9, 10 do ma Thèse.
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tées (n° 5) au problème (le l ' appl ica t ion de deux var ié tés ne le com-
p l i q u e n t en aucune façon; et el les le s imp l i f i e ron t même souvent .

Nous pouvons donc considérer comme résolu le problème î.
Afin d'éviter, dans la su i t e , des répét i t ions i n u t i l e s , a joutons main-

t e n a n t que l'on t ra i te ra i t d ' u n e man iè re analogue le p r o b l è m e :
Chercher u n e t rans format ion de passage réa l i sant l ' app l i ca t ion de doux
variétés données x . d ^ ' , x ' . d s ^ ^ et t ransformant des fondions
ViÇx, dx, Sx, ...) des variables x et de leurs d i f f é r e n t i e l l e s dx, S,r, ...,
dans des fonct ions homologues V'^x'', d x / , ï x ' ' , * . . ) des va r i ab le s x et
de leurs différentiel les. Ici encore, les res t r ic t ions ne pou r ron t que
simplifier le problème d 'appl icat ion.

Examinons enfin le cas par t icul ier su ivan t , don t l ' impor tance appa-
raîtra plus loin (n° 15) : Les variétés données x ^ d ^ ; x^d^2 sont a
deux dimensions; on ad jo in t à la première une (onct ion 1 des va-
riables^, à la seconde une fonc t ion F des a/. Résumons la so lu t i on
de ce problème bien connu (r).

On calcule les courbures totales J, F, des deux variétés . On ca lcule
ensui te les paramoircs d i f f é r e n t i e l s de 1 et de J et leurs paramètres
d i f fé ren t i e l s mixtes; on calcule les é léments homologues re la t i fs î» F,
,r; on obt ient alors u n e série d ' é q u a t i o n s de la (orme

(E) ï / /=l^

\k dépendant de x^ x^ seuls, 1^ de o/p x'^ seuls* Divers cas sont pos-
sibles :
. i° Les équa t ions (E) sont incompatibles, le problème est impos-
sible;

a01 Les équat ions (E) sont compatibles et dé ter rn ioent le change-
ment de variables;

3° Les équations (E) compatibles se réduisent à une seule;
4° Les équations E se réduisent à des identités.
Rappelons enfin que M. Darboux a montré que l 'étude du sys-

tème (E) se ramène à l 'étude de cinq de ses équations convenablement.
choisies» , , . 1 !

Dans les trois derniers cas le problème est possible^ et de plus sa

(r) Foir "DAUBOÏJX, Leçons sur l(t Théorie des ^urfacw, t. Iî.îy p, '218.
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so lu t ion comporte u n e constante arbitraire dans le cas 3°, trois dans
le cas 4°.'

Les cas 3° et 4° ^o se p e u v e n t présenter que si les variétés données
a d m e t t e n t u n e ou trois t ransformat ions i n f i n i t é s ima l e s en elles-mêmes,
ou, comme nous dirons encore, si les A2 sont de r é v o l u t i o n ou à cour-
bure constante. D 'une façon p lus précise, en supposant le problème
possible :

Le cas 3° est caractérisé par un r/,92 de r é v o l u t i o n , l ' équa t i on
I r^ const. é tant soit une i d e n t i t é , soit l ' équa t ion des parallèles d 'une
surlace de révolut ion admet tan t A2 comme é lément l inéaire . La solu-
t i o n d u problème posé exige une quad ra tu re , en plus des opérat ions
i n d i q u é e s plus h a u t .

Le cas 4° est caractérisé par u n as1 à courbure constante et par le
( a i t que 1 est une cons tante . Le problème posé est i d e n t i q u e à celui de
r a p p l i c a t i o n de deux variétés à courbure constante : si cette cou rbure
est n u l l e , le problème s'achève par q u a d r a t u r e s ; s inon i l f a u d r a in té -
grer une équa t ion de Kiccat i .

7. On pourra appl iquer les méthodes précédentes (n° 5) à la re-
cherche des changements de var iab les t r ans fo rman t une expression
don née ^(^) en e l l e -même* On obt iendra a ins i les équa t ions d 'un
groupe en général d i scont inu . I I est f ac i l e do cons t ru i re des types ca-
rumiqucs pou r les expressions ^(^) auxquelles correspond u n groupe
con t inu . (Ce groupe est nécessairement f i n i * )

Tout revient é v i d e m m e n t à const rui re des types canoniques pour
une va r i é lô ;r,A2, une expression de Pfa t f IÇdx)^ une fonc t ion c des
variables oc, lo rsqu 'un parei l ensemble admet un groupe con t inu G de
t r a n s f o r m a t i o n s en lu i -même- La mé thode est i d e n t i q u e à celle du
problème analogue concernant u n e variété prise i so lémen t ( ( ) . Résu-
mons b r ièvement lamarche a suivre.

On forme* d'abord tous les types possibles de groupes T a n va-
riables, don t les t ransformat ions in f in i t é s ima les X^f sont formes li-
néaires indépendantea des dérivées de/. On cons t ru i t , pour chacun de
ces types, un systèmo de n expressions de Pfa(f liÇd'x) invariantes vis-
à-vis do .P. On prendra alors pour ds1 'une forme q u a d r a t i q u e des

( ' i ) rw Thèse, Ch. ÏV cl V.
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liÇdx); pour IÇ(fx) une forme l inéaire de ces mêmes expressions; les
coefficients de ces deux formes seront pris fonct ions des i n v a r i a n t s
de r (que l'on peu t supposer c o n n u s ) ; i l en sera de même pour la
fonct ion c. Enf in on s i m p l i f i e les expressions obtenues au moyen des
s u b s t i t u t i o n s S changean t en lu i -même l ' ensemble des expressions
4(^).

On classera ensu i t e les résul ta ts obtenus , en cherchant dans quels
cas les systèmes 'r,c/.y2, /((&•), c a ins i formés a d m e t t e n t un groupe G
plus grand que F. Pour cette dern ière recherche on u t i l i s e r a les mé-
thodes ind iquées aux numéros précédents.
pi

8. Les calculs peuvent être en t iè rement effectués, lorsque le nombre
des variables est deux ou t ro i s ; nous a l l o n s donner ici les résu l ta t s re-
lat i fs au cas de d e u x variables .

Les groupes F du numéro précédent ont alors un ou deux para-
mètres; les groupes G en ont trois au p lu s . Nous donnons d 'abord les
1 ra n s fo r m a t i o n s i n fi n i té s i m a 1 e s c o rre s p o ru d a n t a u x d i v e rs î. y p e s p o s "
sibles de groupes I\ et les expressions l , ( d x ) , /^(^z*), ds\ l ( d x ) , c,
(.1 u i 1 e u r c o rro s p o n d e n t. N o u s i n d i q u o n s e n s u i t e, p o u r c Isa c u n ( 1 e s
groupes F à deux paramètres, les groupes G à t rois pa ramè t re s q u i l u i
correspondent . (La recherche analogue est i n u t i l e pour un groupe T a
un paramètre, t ou t groupe c o n t i n u admet tan t , en elict, des sous-
groupes à deux. paramètres, )

Quelques types ont été répétés p lus ieurs lois sous des (ormes ana ly -
t i ques dif férentes . Cela permet d 'employer une s u b s t i t u t i o n réelle,
pour r édu i r e les é léments types d 'une expression 3{u") à coefficients
réels, a d m e t t a n t un groupe con t inu , à l ' u n e des formes su ivan t e s :

TABLEAU II.

Groupe Y à un paramètre :

(Fa) X,/^ -^/, l,(dx):-.=:dx,, l,{dj:):-^(Lr^
u,// ji

(a) d^ 2-/(^)^-f 4- da;\, l(,d^} =: ̂ {x^dx^ -4- ^(^"a)^2 c :-^ a{x^

(d^ de l'évolulion),
(a 7) .d^'^d^^dw^ i{dx) :=: 9(^)^1 4-^(.r^)^r^ c'=c(.^)

(d.^ euclidien),
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Groupes r à rf^.r paramètres. — TV/^ Z :

(Fp) X,/=^ X,/=^ ^(^)=^, l^dœ)=cl^

(P) ^^^rj^f+^j, l^dx)=adx^ c
<&2 euclidien; a et (? sont des constantes;

(l^) ds^-^dx^dx^ l(dx) =a<^ri-4- bclx^ c
r/.^ euclidien; a, ^ csont des constantes; on pourra prendre, suivant les cas,

b ==: o, b == a, ^ = — a,

Si IÇdx) === o, (^etdS') admettent les groupes à trois paramètres
fiuiçants :

/n \ \T c ^f v r ^f xr ^ ^/" ^/"«,p,) X,/=-^, .̂̂ î  x^=•r•^-•y2^,'

( (3, i) ^t2 = d^ 4- ̂ .rjy /(rf,z') ==o, c == const.,
/^ ^ v /. < /̂ v /. <?/ xr /. ^/ ^/l((,^) X,/==^, X,/=^, X,/~.^^-,.,^,

( (S^ (>- ) d^ -^ <:'tei A^g, l ( d ^ ) = o, (? == const.

Groupes Y à deux paramètres. "- ?y7?ê Z/ :

/ ,<• . «y y» Ôf Ôf <r /. <)/ Ôf

^) x^=<^4-^;' x^=a"l^+^^'
» ^ / , ,\ _ ('"(t'yi » , » . _ cl<x^
• 1 \ rfct'3'' 7 «Z^ —*-«-«.«..».—.»—.,p "à V UX j ^^ —i————.——. ^

* ' / /-h» A* — •l• ' /y» ,y»
' 1 "~~" f.A"1 §; *A/ 'J[ -'""' »,(,. ̂

, . ,. dx.drv» ,. . . b^€lx^-\-b^dx^( y ) ^% r= a ,——-———, / ( dx ) == ———-——"——" ? c
" 1 ' ( M ry \ A ' ' /y ___ -y»

\ «^ î —— f^â / w 1 —— •-" 2

A2 à courbure constante; a, b^b^.c sont des constantes.
A,utre forme

/ ^ i \ -^ /» ^/ xr /* /̂ Ôf , / y . < î , , y . ^2

dy') ^/==^;' x^=d71^-h^^ /l^)=-^' ^^-^f'

(/) ^=^^I±^1, ^^)=^ÎI±M^, c
«^a • ^î

r/s^ à courbure constante; a, &^ &â, c sont des constantes.
Ânn, de l'Ée, "Normale s 38 Série. Tome X V Ï Ï . — MAI 1900. 3 9
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Lorsque l ( d x ' ) == o, (7) et (y') admettent des groupes à trou para-
mètres, savoir

(^Y,l)

( 7> ' )

(GYM)

(/,')

X /=:1 /+-y,l'/ <)a?i ()a?2'
<y <yXj/ — x^ —— -+- a? 2 ——}àx^ à v'i '

àf ^,
'0^2

Y f— ^.2 ,'/,„ i yâ
A3/""" ^^ • 2

. „ dx^dx^ / / y \ds^^a-——-———? l{€lûc)=o, c ==const.
(^l—^a)2

^/ r)/
(̂).»!

^y_^^+^^x,/==

X3/=(^-^)^+2^p^-^,.jy,
E d '̂â 'à^i

ds^a^^. l{dx) ==0, € == CÛD.St.

Le groupe suivant est une autre forme des précédents, mais il
n'admet pas de sous-groupe réel à deux paramètres

((i'rM)

/^'
v r • àf , ^fXîf= sin^i — + cot.^â cos<r.i -—1-.»

(7^^ 1 d.X'i

X3/= cos^i — / - — cot^sin.z*! '—/;- ?(/l'y s u sa ̂
( -f, i ) A*2 == a ( si. n2.3?2 J^ ̂  -l- rf .̂" j ), ^( dsc ) ::--= o,

a et <? sont des constantes; ds2 à Courbure constante-

Problème II.

9, Avant de passer au problème II de l'Introduction, nous cherche-
roîis quelles relations existent entre les éléments rZr1, /(<i-r),c,d'une
expression ^(u), et les éléments homologues, ds^l^(dûc),c^ reladfo à
l'expression
(^o) -, , ., .4'(lu)^1(^1)= —^—-y

X étant une fonction quelconque des variables indépendantes.
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Posons
( a i ) ^ ( u ) ==Aâ^-4- 2A[ (^ ) , î / / ]-hc^;

il v ient , en vertu des formules du n0 1,

Ji(f/,)= iL^̂  ==A^i4- 2A(Iog-X, ^ )+aA[(Z) , z/J+?/î^-^-

Par suite

( aa ) ; f i (^ i ) r=A2</ , i - l - % A [ ( ^ ) , / / i ] - + - C i ^ i ,

en posant
^ ( } \

( 9.3 ) ^ =: ̂ â, ^ ( <:te ) = ^ ( <^ ) 4- rf les ̂ » GI = -y- •

Proposons-nous ma in t enan t le problème suivant :
Étant données deux expressions rl̂ ), ^.((a^), relatives aux mêmes

variables et au même A2, voir ^il existe une fonction \ donnant lieu. à
riflenlité (20) et y dans ce eau, la délenniner.

Les condi t ions de possibil i té du, problème s 'obtiennent, en é l imi-
n a n t X entre les deux dernières équat ions (23). Nous avons d'abord

(^4) / i(cfa)— /(^r)=^Io^L

La difÏercnce l^{dx)— l ( d x ) doit être une différentiel le exacte.
Pour qu ' i l en soit a ins i , il f au t et il suffit que le covariant b i l inéa i re
bien connu ( 4 )
(25) ô[/i(^)- l(dx)]-d[l,(S.x)- IW],

a deux systèmes d, S, de différentielles, soit identiquement nu l . On
doit donc avoir identiquement

(^6) â[4(^)]-^[/i(â^)]=ô[Z(û^)]-rf[/(^)].

Supposons cette condition remplie, À est déterminé (a un facteur
constant près} par la relation (24).

( t ) LrpsanïTX, Journal de C relie y t< 70.
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Considérons maintenant la dernière équation (23), que nous écri-
rons
(27) c, - c = ̂  + 2A[(<?), log^

On a facilement, en vertu de la formule (7) (n° 1),

—— =. As; logÀ + A !ogL

Nous écrirons alors l'équation (^7) sous la forme suivante :
c^—c=^Çd\ogl) -+" A[(aZ-4-rf logÀ), (rflogÀ)].

Dans cette relation remplaçons rflogÀ par sa valeur tirée de (24), i l
vient

c , -c=A^~0+A[(A-hQ,(^-^]
=A,(/,)-A,(Q+A[(/,),(/0]~A[(^,(/)],

ce que nous écrirons enfin

(-28) A , (^ )+A(^) -^=A, ( / )+A(0-c .

lin résumé, les relations (26) et (28) sont les cône/liions demandées.

'1.0. Nous adopterons les notations su ivantes :
(29) L(ô^rf^)==rî[<?(<:te)] —^[/(r3,z1)],
(30) K=A,(Q+A(0-6S

et nous conviendrons de dire que ds^, L(â.z\ rZ-r), K sont les inwricmis
différentiels de l'expression ^(^), relatifs au problème I I .

Lorsque le covariant b i l inéa i re L est ident iquement nul , on peut
déterminer À de façon que dans l'expression. ^(^,), définie par la
relation (20), aucune dérivée de u^ ne figure en dehors de A^.

En généralisant une locution de M. Le Roy (1), nous appellerons

( l ) Lu ROY, Sur ^intégration des équations de la chaleur ( À finales clé U École 'Nor-
male, y série, l, XIV, 1898; n0 lé). LCB ^2 des expressions ^(u) considérées par M. Le
Roy sont euclidiens, Côax que nous considérons soni quelconques.

L'expression que M, Le Boy désigne par/i, au n017 du Mémoire précédent, est préci-
sément rinvariant K d6 l'expression S{u) qu'il étudie,
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expressions réductibles les expressions ^(^) dont le covariant bilinêaire
est identiquement nul.

Si une expression J(u) est réductible, si de plus son invariant K est
nu l , on peut dé terminer X de façon que ^(^), définie par (^o), se
réduise au paramètre différent iel A^i.

Lorsque le nombre des variables est deux, on peut substituer un inva-
riant au coloriant bilinêaire. On a alors, en posant

H=-^-^,àx^ àx^
L ( dx, ô x ) == H ( clx i Q ,z*2 — ^r^ o ̂  i ).

Observons que le b i n ô m e dx^ Sx^ — dx.^x^ se transforme, par un
changement de variables, clans le binôme homologue multiplié par le
dé terminant f o n c t i o n n e l de la subs t i t u t i on . Nous savons que \/A j o u i t
d 'une propriété analogue. Par suite "r= est r invariant demandé .

Avec les nota t ions du Tableau 1
H — — / , ) / , , ) / , \
^-^nB.^B,^^-^^

M,. Indiquons maintenant la solution du problème II de l'Intro-
duction : Étant données deux expressions rf^), rf^/), relatives, l'une
aux n variables x, F autre aux n variables x\ chercher s'il existe un
changement de variables et une fonction \ des x' ^ tels que l^on ail iden-
l.ùfuernent

^ , ^O.u')
^)="\—"

D'après les numéros précédents tout revient évidemment à chercher
s il existe un changement de variables, réalisant l'application des Dariétés
x, <A2; x^ds'^ relatives à ^(it) et fÇu^), et transformant en outre les
iwarianis 'LÇdx^x) et K de e3?(a) dans les iwarianu homologues
.('/(^S^^etr de^(^).

Le problème ainsi posé rentre dans la catégorie de ceux dont nous
avons parlé à la fin du n°6y et peut être alors considéré comme résolu,

Une expression ri^u) est toujours transformable en elle-même de la
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façon qui vient d'être indiquée; mais le groupe dont les équations
sont celles du changement de variables correspondant est, en général,
discont inu.

Il est aisé de former des types canoniques pour les expressions J(^),
telles que les équations du changement de variables du problême I I soient
celles d'un groupe continu. On suivra pour cela une méthode analogue
à celle du n° 7; il suff i t de remplacer IÇdx) par la forme h i l inéa i re
LÇdx, S x ) ,

Le cas de deux variables est par t icu l iè rement simple, car on peut
a lors remplacer le covariant bil inéaire L par l ' invariant ~= défini

au n0 10. On obt ient ainsi les résultats suivants, complétant ceux du.
Tableau II :

1° ds^ de révolution (a). Groupe à un paramètre Fa. •"7- et K fonc-
tions de oc^ ;

2° ds2 euc l id ien (a^). Groupe à un paramètre Fa. •"= et 'K fonctions
de x^ ;

3° ds^ euclidien (p) ou (p'). Groupes à deux paramètres G(^ ou
Gft' i. "7=: et K sont des constantes;

' /A

4° ds^ à courbure constante non n u l l e (y) ou (y^, ou (Y\ i). Groupes
a trois paramètres Gy^ ou Gy^ ou Gf^. •̂  et K sont des constantes.

yA

Problème III,

12., Nous allons chercher les relations existant entre les invariants dif-
férentiels précédemment définis des deux expressions rf(^), p^(^), p étant
une fonction quelconque des variables x.

Soient toujours ds\ IÇdx), L(<&, $o?), <?, K, les covariants et inva-
r iants dif férent ie ls do S(u), relatifs aux problèmes 1 et II, Nous dési-
gnerons les covariants et invariants correspondants de p^(^) respecti-
vement par rfcr2, À(J.r), A(<:&, §^), y, m:- Enfin nous emploierons la
lettre1 D, 'au lieu de A, 'pour les paramètres différentiels relatifs à d^.
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On a d'abord aisément
, , d^(3i) ^=^-

et
(3a) pA[(^«-]=D[(/)^].

L'expression (4) da paramètre différentiel ^u conduit à la relation

(33) pAa^==I )2^ 4- ^^-^•^(logp, u}

(ri désigne toujours le nombre des variables).
En tenant compte des relations (82) et (33) et de

p^(a) = D^a "h ai) [("À), u] 4- y ^,
on a

(34) d^ ̂  ^-5 À(^) ̂  /(rf^) -h ï—^ rflogp, -/ == cp.

Par suite

(35) h\dx, Sx) ==L(rf^, 5^?),

Passons au calcul de X. On a d'abord

1),(À) ^pA.(7.) - n—2 pA[logp, W}.
tSi

Renriplaçons X(c7,») par l^dx') 4- /^-3 ^logp, il vient

(36) îhW == rAiCQ + "-T1-2 pAïlogp

.^•pAKIogp^/n-^-^pAlogp. •

De même
(87) DO) = pA (7.) == pA( /) + n-^ pA [logp, (/)] + (^-=^}1 PA ^SP-

Dans l'expression
?x=D2(5Q+l)a)-y
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remplaçons D^(^) et D(^) à l 'aide de (36) et (37), i l vient

(38) X=pK-4- ̂ i^ pA^ logp ~ ̂ ^^) pAîogp.

A l'aide de la formule (7) on transforme aisément cette formule
dans la suivante

jlztj?/ g__"—^ JLz/' \
(89) ^ == p^Kp ^ -Ap /-;.

Lorsque le nombre des variables est deux, les formules précédentes
se simplifient. On a alors

. ( ^C.^pK,

^°) J^L-Lt!.'
f ^(D '"" \/À"

13. Passons au problème III :
Deux expressions ff(u), fÇu') ctant données, relatives l'une aux n

variables x, l'autre aux n variables x'', chercher s'il eoûiste deux ^/onc-
tions \ et p des variables x^ et un changement de variables donnant lieu
à V identité

(40 ^^p^.

Pour le résoudre, nous aurons ^éliminer p entre les relations (3ï) ,
(35)^(39)-

Cette élimination est immédiate pour n === 2; nous étudierons plus
loin ce cas important.

Supposons n>2 . Nous distinguerons encore deux cas selon que
rf(^) est irréductible ou réductible (n° 10).

Si ^(u) est irréductible, le covariânt L(dx, &v) n'est pas identique-
ment nul. Envisageons alors l'équation en 6 obtenue en égalant à zéro
le discriminant de la forme bilinéaire

^ „ ÔCÎ^ ^ y / y ^ .^0^o^L(^^).

Cette équation en 9 admet au moins deux racines non nulles.
Les fonctions symétriques élémentaires (de poids pair) des ra-
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cinés (le cette équation ne sont pas toutes nulles non plus. Soit 1 l 'une
de ces fonctions différentes de zéro, désignons par sp son poids.

Construisons la fonction c5 homologue de 1 dans le système rfcr,
KÇdx, Srr). On vérifie aisément que

5=ïp^

ce qu i donne

Posons alors

J 1

^rch^'PrcIs^

cl^ ^P^/.s12

ot désignons par K| ce que devient ('H' lorsqu'on remplace p par 1 if\
Le résultat de l ' é l im ina t i on est alors le su ivan t : Les expressions ds\,

L(A?, ôj;), K,, w/^ fcy mêmes pour S{u) et p^'(^), quelcfue soit p.
Nous d i rons que rf^f, L(dx, ûx), K, sont les coçariarus et l'inça-

riant de S ( u " ) relatifs au problème 11/. Nous d i rons aussi que ce sont les
invariants de l'équation SÇu) = o.

Soient ^ (u ) , / ( u ^ ) les expressions données, pour lesquelles on
veut traiter le prol^ome III. Supposons J'(^) i r réduc t ib le ; pour que le
problème soit possible-, il est nécessaire que ^ ' ( i / ) le soit aussi. For-
mons alors les covariants ds^, L(rfr, Sx) et l ' invar iant Ki de ^Çu),
que nous venons de déf in i r , et calculons de la même façon les inva-
riants homologues A^ 2 , VÇd^\ â^), K.\ de ^ ( / / ) . Nous sommes alors
ramenés au problème traité au n° l'I, : Reconnaître s'il existe une
transformation permettant de passer de ds\, LÇdx, o^), K^ respective-
ment à ̂ \ U ( d ^ , S x ' ) , K , , Le problème 111 peut donc être considéré
comme résolu.

11 serait aisé d'ailleurs, connaissant la t ransformat ion de passage,
de déterminer p et X.

Endn, on construit des types canoniques pour les expressions S{u)
telles que la transformation de passage du problème lit dépende de
constantes arbitraires, par une marche analogue à celle du n° 7. D'ail-
leurs toute solution du problème du n0 il donnerait une solution du
problème actuel,

Nous remarquerons que les équations ^(u) ==•(.), correspondant à
Awt. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tomtô XVII- — MAÏ 1900. 3o
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des expressions ainsi obtenues, possèdent la propriété su ivan te , q u i
les rapproche des équations d'Euler et de Poisson :

Soit uÇx') une solution de l 'équat ion

(42) J(^)=0,

et
.:^:==//(.r, a)

les équations finies du groupe cont inu précédent, dépendant des
paramètres a, l'expression

À (.y, a) u{x1),

où'X est une fonction déterminée, indépendante de u, est aussi solu-
tion de l 'équation (42).

Les remarques précédentes s'appliquent également aux cas du, nu-
méro suivant.

14. Abordons ma in tenan t le cas des équat ions réductibles. Nous
nous l imi terons au cas des expressions ff(/.i) à iroù variables, à coeffi-
cients réels, à (Is^ défini positif.

II. y a encore deux cas à dis t inguer . Si la variété oc, ch'2 correspon""
dantà S{u) n'est pas susceptible d'une représentation confoniite sur
l'espace euclidien ordinaire , on développera une théorie analogue à
celle du numéro précédent, à la construction près de l ' invariant î.
Dans le cas part iculier qui nous occupe, on prendra pour! l ' i nva r i an t ,
formé avec la seule variété x, dr qui sert à définir la martelé principale
attachée à<r,A'2 , pour le problème de la représentation confbnne ( i ) .

Supposons, en second, lieu, que l'on puisse effectuer la représenta-
tion conforme de y,ds2 sur l'espace euclidien. Nous comparerons
encore les invariants d^, K et Ar,£K. relatifs à ri(u) et p^(^); mais
afin de ramener les notations à celles dont nous avons fait usage a i l -
leurs, nous poserons

(43) ^ , p^-2"

(1) Thèse, n" 19,
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La formule (39) devient alors, en observant que n = 3,

(44 ) ^ = ̂ ^(K ~ ^A,R - iAR).

-, I I est facile de vérifier que AJ,{ -h |-AR est lié d'une façon simple à
un invariant de rfo-2 (ou ^K(/.92). Considérons à cet effet le covariant
quadra t ique "k(dx) de d^ ut i l isé dans le problème de la représenta-
tion confbnïie ( ^ ) . Soit ^ l ' invariant de rfo-2, somme des racines de
réquation en 0 obtenue en annu lan t le discr iminant de

^cl^^l^dx)

et soit J co que devient ^ pour î{ == o; J est un invariant de ds2 facile
à construire directement. Un calcul s imple mont re que

(45) — ^ ̂  ̂  'n ( A., R -h ^ A R. — ,î ).

En combinant les relations (44) et (4.5) on a en f in

(46) m' - p =- <r-^ (K. ~ .|J) =:= p (K, - 1.J).

Cette égalité nous montre que K— ^J pourra être substitué à l'inva-
riant 1 du n0 i ï î .

Le problème 11! s'achève alors comme au n0 13.
Le seul cas où V égalité (46) seraù inutilisable est celui où K — ^

est nul. C'est ici seulement qu ' in tervient l'hypothèse de la possibilité
de représenter confbrm.ément x, A2 sur l'espace euclidien. .Considé-
rons R comme arbitraire, on a toujours

ÎX=^.

Soient R^ î > c , , ̂  les valeurs de R, ̂ , s correspondant à une variété
euclidienne e^ds^ Pour cette variété, le covariant analogue à \{doc}
est nul, ^i l'est donc aussi.

L^expression S,(u) == e^^(u) • est réductible, son. invariant

( i ) Thèse, ïf^ 17,18. Le calcul indiqué dans le texte se fait aisément en supposant la
variété x, d^ rapportée à Fun do ses systèmes triples orthogonaux.
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X, == |̂  est nul. Cette expression se ramène (n° 10), par des trans-
formations II, au paramètre d i f férent ie l de l'espace euclidien.

Donc, dans le cas qui restait à étudier, on peut, par les transfor-
mations III, passer de SÇu) à

6^ fflu' y u'
à.r^2 + "àx^ + "jo^*

Dans ce cas, l 'équat ion (42) est une équation de Laplace.
La remarque suivante , dont l ' importance a été signalée dans l 'Intro-

duction, résulte immédia tement de la relat ion (3r) :

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une expression .i(u) soit
réductible par des transformations III, en une expression de même forme,
où les coefficients des dérivées secondes soient des constantes, est que la
variété x, r/.r attachée à rî(u) puisse être représentée conformément sur
^espace euclidien.

Équations ^{u}-=:o à deux variables.

15. Le problème 111 est très simple dans le cas de deux variables.
Il est en effe t aisé d'éliminer p entre les relations

(3i) . rf^^!,
P

(4o) ;-H1 — o K lx ~ ̂ H
\ t^ / tA. ——— pl\y ————— ——— ....__ y

\/l) \/à

existant alors ent re , les invariants de J(u) et p^(a) relat i fs au pro-
blème II.1

SiK n est pas nul, nous avons
^e i,iXAr^K.^2,

et nous dirons que
x^ï)" K^A7

et nous dirons que
[ ! ! K^, , iï

KVA

sont le comriant et Hwariant de l'équation S{u) == 0.
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Si K est nid, et H différent de zéro, nous avons de même

^e - H -
—da^^—ds^, ,
\/I) ^À

nous dirons alors que -j^ds2 est le covariant de l'équation SÇu) = o.

Ainsi, si l 'une au moins des expressions H et K est différente de
zéro, le problème I I I est ramené au problème de l 'application de deux
variétés à deux dimensions, modifié oa non, suivant les cas, comme
au n° 6. On a donné, à cet endroit , le détail des divers cas possibles.

Si H et K sons tous deux nuis., on sait, d'après le n° 10, déterminer
une fonction À telle que < ^ — f [et par suite aussi ^(À^)"), soit un para-
mètre différentiel du second ordre.

Nous dirons alors que l 'équation

^)=o

est une équation de Beltrami.
Le problème IM est toujours possible pour deux équations de Bel"

tramL Indépendamment de la recherche des fonctions analogues à À,
il revient à la représentation conforme de deux variétés à deux dimen-
sions.

Nous dirons (fue deux éc/uations

^)=o, ^(^)=o,

à deuoo variables, appartiennent à la même classe, si 5ï(^),.y/(^/) sont
réductibles V un à l'autre par les transformations du problême I I I , La clas-
sification ainsi définie comprend donc deux éléments : i° classification
des variétés à deux dimensions ; 2° classification des fonctions adjointes
à une même variété. Il faut toutefois ranger dans une classe spéciale
les équat ions de Bellrarni.

16, La représentation conforme de deux variétés-à deux dimensions
l 'une sur l'autre est toujours possible. Les transformations du pro-
blème III permettent donc de transformer une équation

^(a)=o
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en une équation de même nature, ou les coefficients des dérivées se-
condes auraient des valeurs quelconques. En particulier, on peut ainsi
ramener l'équation donnée à Pan ou à l'autre des types canoniques

- , . à^ u au , au( (^ ) ,j' ^ ( u ) =: -—.— •4- a — •+• b -— -h eu = o,
' / / àxày ôx <ry

.._ .̂ / , à^u à^u au ., au
( 48 ) ^ ( U ) =. ——r -1- ——; -+- Cl -,-- -h ^ —— -h C ̂  =r 0," ' ' "" ' ^/^ ày- ôx ày

dont on fait habituellement usage, soit en Géométrie, soit en Phy-
sique mathématique.

Mais les équations que l'on étudie étant en général à coefficients
réels il y a lieu de ne faire intervenir, dans cette réduct ion, que des
éléments réels. Rappelons, à ce sujet, qu'une équation à coefficients
réels, est toujours réductible par des transformations réelles au type
(47) ou au type (4.8), selon qu'elle appartient au. type hyperbolique
(caractéristiques réelles) ou au type el l ipt ique (caractéristiques ima-
ginaires). Ajoutons enfin qu'il y a l i eu , en général, de tenir compte
de la connexion des domaines pour lesquels on effectue la transfor-
mation.

17. Indiquons les expressions des invariants différentiels des ex-
pressions (47)ôt (48) .

Pour ^(^), on a

( 4.9 ) d^ = 4 duc dfy l ( dx ') = b dx 4- a df,

J1 ~ i (^ ̂  ̂  K — 1 ( à a ()b\
^/A '̂  2 V^ <b7 " " a \à^ "^ 'ày) ^ ^ a ' }

(^==-0.

Le d^ est donc euclidien. Les invariants "7...; et K sont liés aux inva-^/A !'
riants de M, Darboux ( l )

f f \ y à^ j , àb ,(5o) h == -T— + ab — c, k == -••.- -+- ab — c,(jiï) () y

( l ) Foir DARBOUX, Leçons sur Ui Théorie des surface.^ t. ï^ Cîîap. n.
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par les relatrons

( 5 1 ) " - ( ^^ K=4(À+^).
y A •" -î

De même ̂  (a) donne

(52) eu2 == ̂ -t- ̂ /2, Z(^r) == ^ (a^21 -4- ^</),
îcî

Jl î /^ff _ ̂  r - 1 ̂  ^ ^1±^2 _^/A = ï \^/ " ^/ ~ ^ \^ + ̂  + ~ir~ ""c'
Les expressions /(<Izt) el K avaient déjà été considérées par divers

auteurs (1) .
Les calculs précédents et le caractère invariant de -,= montrent que

les éffiiaUons rédiiclibles (n0 •1.0) sont les équations à iwariants égauo-
de M. Darboux.

Il résulte des n081.0 et 16 que l'on peut,, par des t ransformat ions
réelles do type l î l , ramener une équation réduct ible à coeff icients
réels à la forme

Aâ/^ ±: u ̂  o ( â ) ,

qui. ne dillere pas de la forme canonique des équations a invariants
égaux

i (F a
y. .„„...„... ^ ̂  (( •^ ̂

À àxày

puisque - .:7<,'/1> est le paramètre A^ relatif à la variété Xy j, l^kdxdy.
M. Burgatti ( ^ ) a également étudié les équations dont l ' invariant K

est nul ; pour ces équations la somme h + k des invariants de M. Bar-
bon x est n u l l e »

( 1 ) Dans le Mémoirô (le M. PICAIU», Sur une cla^e d'cqtuilionff Uncaù'ef; aux dérivées
partielle.1! (Acia mathematica, t Xil), l'exislûncc de l'invariant K est signalée dans le cas
le pluB général. — L'cxprôssion l(dx) et l'invariant K. relatifs aux équations (48) ont éié
donnés par M'. Bi.irgafcti [Ânncili dl meitcrncuiccï) 2e1 série, t. XXI.IÏ; î^o^).

( 2 ) Le (Ïoubio signe permet do ne considérer que des dsft définis positifs, pour les équa-
tions du typo elliptique.

( 3 ) Môrnoire cité,, p. 227.
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Les invariants différentiels des deux catégories d 'équations précé-
dentes (H == o ou K == o) sont ceux de la variété correspondante. Pour
ces équations le problème [II se ramené au problème ordinaire de
l 'application-

II est aisé de comparer, au po in t de vue de la classification du n° 15,
une équation linéaire et son adjointe . On voit alors que les variétés cor-
respondant aux deux équat ions sont les mêmes; la somme des deux
invariants — est nu l l e ( ^ ).

18. La méthode du n° 15 permet de déterminer les transforma»
tiens III laissant invariante une équation donnée

(53) ^u)=o.

Les changements de variables correspondants déterminent un
groupe G, en général, d i scont inu .

Nous avons insisté, au, n° 13, sur la propriété caractérist ique des
équations (53) pour lesquelles G est con t inu . Nous a l lons classer
main tenan t ces équat ions remarquables, et donner des types cano-
niques correspondant à, chaque classe. M. Lie a déjà trai té ce dernier
problème ( 2 ) ; nous compléterons un peu les résultats qu' i l a obtenus,
en donnant plusieurs types canoniques pour une même classe» Cela
permet de ne fa i re intervenir que des éléments réels dans la réduction,
à une forme canonique, d'une équation de l'espèce considérée.

ï° Nous avons d'abord les équations de {îeltrami, auxquel les corres"

( 1 ) î^oir DAIUÎOÎJK, Leçons ,wr Ici Théorie des mr/ace^y i, ïï, p. 7 1 . A la définition donnée
a cet endroit do l'expression adjointe, on pôufc substituer la suivante, relative aux expres-
sions S {u} :

Deux expressions ^(u), ^i(^'î), sont dites cul/ointes l'une de l'autre^ si Finlé^ralo
double fS[US\.(u\)—UtS{u}\d'7^ où ds est rôléincnt de surface correspondant à la va-
riété attachée à S(u)^ no dépend quo du contour. On détermine, sans peine, l'expres-
sion ^î(ui) adjointe à nne expression ^(u) donnée, ainsi que les rclalîons simpleB liant
ses invariante différentiels à. ceux do S(u).

Doux expressions adjointes, au sens ainsi définiy resionfc adjointes après un eliangrî-
montde variables, ce qui n'a pas lieu avec la définition ordinaire*

(2) Ârchw fur 'tnathemcttik og N'atiwidew'kcib, t, Vf, 'p. S'ÀS-SCB,
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pondent deux formes canoniques :

(^\ ()! IL, —
d.Z"! (^2 ?

/ ̂ . - à^ u à2 u
(l>l)) 5Î1+^=:=0•

Les groupes G correspondants sont les groupes de représentation
conforme, des variétés x^ ,x^, dx^dx^ pour (54) et x^ x^ dx\ + dx\
pour (55)<

Ce cas écarté, G est nécessairement f in i et doit laisser invar iants le
dr et r invar ian t —= de l 'équat ion (53). Il est évident que l'on obtient

les types possibles de groupes G, les dr et les i n v a r i a n t s correspon-
dants , à l 'aide des résultats d u n° 11, en y d o n n a n t seulement a K une
valeur n u m é r i q u e pa r t i cu l i è re . On pourra i t prendre K == ï et K === o
(n° 15); mais , pour p lus de s impl ic i té , nous ne chercherons pas à
(a i re f igurer le nombre m i n i m a m de constantes dans les types cano-
niques i n d i q u é s .

Une (bis connus ds\ — et K, la cons t ruc t ion de ^ f ( u ) n'offre aucune

diff icul té . On obtient ainsi les quatre classes (réquations ind iquées
ci-dessous. Les groupes G son t désignés par les nota t ions du Tableau 11,
où l 'on a donné leurs t rans format ions i n f i n i t é s i m a l e s ; les ds2 sont
ceux du, Tableau II .

2° EcjiiaUons à dr de résolution, le groupe de mowemenis correspon-
dant laisse ^ inçariant (' ).

d^ : a; groupe .'?%.

/../. î ô^u (^u r On. ^ au ( ^\
56) -, . , 1 ' , 4- T-; •4- •/-/. Y- + 2 ̂  , - -h [ c + ̂  ) u=o;j àx\ à^i 2j ()^ j àx^ \ J )

f est la dérivée dey; g est une fonc t ion quelconque de ^2, c une con-
stante.

(r) Co sont les équations (34) an Mémoire (îo M. Lie, p. 35o.
Aîtrt* de i''Ec, JVûywalc, 3e Sérit». ïom.<î XVI Ï . —~ Juix 1900. "'ï
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3° Équations à ds2 euclidien; — = consl. étant F équation d'une fa-

mille de lignes de longueur nulle ( i } :

ds^ : a^- groupe fa.
^ \ à^ a , , , au(57) -,——.—+^(^ -—4_^=:o;

àx^àx^ v 2 / ̂  î

b est fonction de ^2.

4° Équations à ds^ euclidien; — <?.?/ ̂ e constante^). Deux types ca-

noniques :
^.y2: p^ groupe O^i.

/ t ;o^ ^2^ <^^. ( 5 8 ) ^^^^^u^o;

c est une constanie.

ds'2: p; groupe Gp,i.
„ yu y u , <h^ , au(59) ^ + ̂ . + ̂ ,^ ̂  + 2&,^ ̂  + (^^ + ^j^.^ + ,/)// = o;

^ ^ j y by. sont des constantes,

5° Équations d'Euler et de Poisson : équations à d^ à courbure
constante non nulle; ^est une constante (3). Trois types canoniques :

ds"- : y; groupe Gy,i,

(60) ,̂,..« ̂  _Ê_ ̂  ̂  ̂ .. ^^ ^ ..
()x^ àx., ^, — ^2 ^z-i ^1 — ̂  .̂rg "" 0 ?

pi, (S^ sont des constantes.

A-2 : y7; groupe Gy,,.(f"' ^(s-s)—^^-'-^)^—
^ &i? ^2 sont des constantes*

( 1 ) Équations 3^ (p. 357) de M. Lie (loc. cit^.
( â ) Equations 33 (p. 358) do M. Lie.
^) Equations 35 (p. 359) de M. Lie. M- Darboux a consacré le Cbap. !ÏÎ du t. lî do

ses Leçonf{ sur la Théorie d(îs .wrface.y à l'ôfcudo de ees équations.
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ds^ : y// ; group e (jy^, i.

//. v î ^a M c)2 î^ ,, ()M , cos^2 <hz / , ..cos^rA
( bî ) -——;—— ——— 4- -y-. -1- COt ̂ 2 -1—— + ^ 6 -———— -—— 4- ( ^ -+. ^2 --———- ) ^ -= 0 ;/ sui^z'a <Arf ^^ - (̂  sin2.^ ûx^ \ sin2^^/ '

^ et cl sont des constantes.

19. Toutes les équat ions de la classe 5° du numéro précédent sont
réduct ibles à la forme (60), mais il n'est pas nécessaire d'effectuer la
réduction pour calculer f^ et pa. En effet, si K == i, le ds2 attaché à
l 'équat ion E(f^, j:^) a pour courbure totale

RIV "w a-t- a^

l'invariant •-7-" ^t i —!——: f^ == — i), en posant^/A ^t + ̂  v /» - l -1 -

a^:p,(ï-f^), a,===p2(i-p,).

Cette remarque permet de calculer pi et pa (în calculant...? et —=?

ce qu i n'exige aucune intégration. On peut a insi reconnaître, par des
opérations etiectuables, si la méthode de Laplace est applicable à une
équat ion de la classe considérée (1).

On vérifiera, par exemple, que les équations auxquelles satisfont les
(onctions spbériques d^ordre n sont des équations E ( ï - + - ri, i + n).
lîlles sont intégrables par la métiiode de Laplace. Los équations

1^ ^ ^ ̂  (^^ ^ ̂ . i ï j i \ ç ̂  •:̂  — i ^ m entier)
\." si /

se rencontrent aussi en Physique mathémat ique.
Une remarque analogue s'applique aux équations 4°* L'expression

de la constante c du type (58) en fonction de ,- est (en prenant K === i)

îill
if_7^A"

( 1 1 ) Voir le Chap. ni du t. II dos Leçons dû M.,Darhoux.



â44 É- COTTON. —— SUR LES INVARIANTS DIFFÉRENTIELS, ETC.

On voit aisément que la méthode de Laplace est applicable aux
équations (58), lorsque c est l'inverse d 'un ent ier positif ou négatif.
L'entier indique le nombre, le signe donne le sens des opérations à
effectuer pour appliquer cette méthode.


