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SUR

LES INVARIANTS DIFFERENTIELS

QUELQUES EQUATIONS LINEAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE,

Par M. BEmie COTTON,

PROFESSEUR AU LYCEE DE TOULOUSE,

Introduction.

Je désigne par 7(u) une expression de la forme suivante :

PN N J*u O - Ju
F(u) = szn” Tt 22‘/;(4,, o D

« représente une fonction arbitraire des » variables x; les coeficients
B:;» Ci» D peuvent cux-mémes dépendre de ces variables, mais je sup-
pose essentiellement que le déterminant | B,; | n’est pas identiquement
nul.

Soit de méme & («') une expression analogue relative a la fonction «’
des n variables 2.

Je me propose, dans ce travail, de résoudre les trois problemes sui-
vants :

I. Les expressions 5(u), 3'(u') étant données, chercher un change-
ment de variables exprimant les x en fonction des ' et donnant liew aux
identites

w=1u, F(u) =5 (u").

1. Les expressions (u), §'(w') étant données, chercher un change-
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ment de variabies et une fonction N des varwables x donnant lieu aux

tdentités ;
Au=u, ﬁ%.—:i’(u’).

. Les expressions §(u), §(u') étant données, chercher un change-
ment de variables et deux fonctions ¢, A, des variables x donnant licu
aux tdentités

hu=1u, p'y(;u)-:.j’(u’).

A chacun de ces trois problemes correspond une classification des
expressions F(u); le dernier donne, en outre, une classification des

équations
F(u)=o.

Ces problemes reviennent & la détermination de certains invariants
différentiels des expressions (). On ramene cette détermination i la
recherche des invariants différentiels du systeme formé par une va-
rielé , ds* et des fonctions des variables x et de leurs différentielles.
Pour cela, on considere I'ensemble des termes du second ordre de F(w)
comme le commencement du développement d’un paramétee différen-
tiel du second ordre, ce qui détermine completement la variété a, ds*
attachée a 'expression §(u).

Je donne, au début, Pexpression de quelques invariants différen-
ticls du systeme formé par une variété x, ds*, et une expression de
Plaff {(dx) données. Le nom de paramétres différentiels de I’ capression
de Pfaff m’a semblé commode pour désigner ces invariants différen-
tiels, fort utiles pour la suite.

Je montre ensuite que les systemes différentiels, dont dépend la so-
lution des problemes posés, ne different de ceux qui interviennent
dans I"application ou la représentation conforme de deux variétés, que
par adjonction d’équations nouvelles. D’ailleurs, cette adjonction
facilite, en général, 'étude des systemes différentiels. Les résultats
que Pon connait surles variétés & deux ou trois dimensions permet-
tent de considérer les trois problemes posés comme entierement
résolus dans les cas ott le nombre des variables @ est deux ou trois.
Ces cas sont les plus importants.
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La méthode suivie s’applique & la recherche des transformations 1,
I1, 111, laissant invariante une expression donnée g(x). Il suffit de
prendre pour 5 («') I'expression déduite de (u) en remplacant par-
tout 2 par «’. Les problemes I, II, 111 sont alors toujours possibles, et
les équations du changement de variables intervenant dans chacun
d’eux sont alors celles d'un groupe G toujours fini, & une exception
bien connue pres, et en général discontinu.

Ily a donc licu de classer & part les expressions F(u) telles que
G soit continu. Jindique une méthode pour construire des types ca-
noniques correspondant & ces classes remarquables; et j’elfectue cette
construction dans le cas de deux variables. Je retrouve et je complite
ainsi des résultats dus & M. Lie.

J'ai particulierement insisté, au cours de ce Travail, sur les expres-
sions F(u) i deux variables ('), qui se présentent a la fois en Géome-
(rie ¢t en Physique mathématique. Les résultats indiqués a leur sujet
ne sont pas lous nouveaux; mais la méthode suivie pour cette étude
n'avait pas ¢1¢ développée jusqu’ici, & ma connaissance, du moins.

Iétude des équations

(et) F(uw) == N

[¢ désigne une varviable ne figurant pas dans les coellicients de F(w) |

et des équations
(b) Flu)y=o0

a été suggérée par la Théorie de la chaleur. Bien qu'il ne soit nulle-
ment question, dans ce Mémoire, de Pintégration des équations («)
et (b)(*),je dirai un mot & son sujet, pour terminer cette Introduction.

On peut d’abord se proposer la construction effective (par des séries,
par exemple) des solutions des équations (a) ct (&) satisfaisant & des
conditions de continuité et des conditions limites déterminées. Ce

(1) Quelques résultats relatifs a ces expressions ont fait I'objel de deux Notes aux

Comptes rendus, 30 novembre 1896 - 5 avril 1897.
(2) Poir, pour colto question et pour I'historique des nombreux travaux qui lui ont 16
consacerés, le Mémoire de M. Le Roy : Sur Uintégration des cyuations de la chaleur (An-

nales de U Ecole Normale, 3° séric, t. XIV et XV; 1897-1898).
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probleme n’a été traité que pour des expressions (u) et des domaines
particulierement simples. L’étude des classes remarquables d’expres-
sions F(u), signalées plus haut, m’a conduit & I'étude de cas nou-
veaux ou le probleme semble possible. C’est 1a un point sur lequel
j’espere revenir plus tard.

On peut, en second lieu, se proposer d’établir Uexistence de solu-
tions des équations (a) el (&) satisfaisant & des conditions convena-
blement choisies. A ce point de vue, ’étude des équations précédentes
a donné des résultats fort intéressants pour certains types spéciaux
d’expressions F(u) & deux ou trois variables. Mais on verra, au cours
de ce Travail (n° 14 et 16), que si une expression F(u) & deux va-
riables peut toujours étre ramenée par des transformations I, II ou I1I
a ces types spéciaux, il n’en est plus de méme, en général, pour unc
expression F(u) & trois variables; I'étude des équations (a) et (&),
correspondant au cas général, est donc encore a faire.

Paramétres différentiels.

1. Nous appellerons wariceé ¢ n dimensions U'ensemble de n va-
riables x;, et d’une forme quadratique de leurs différenticlles, a dis-
criminant différent de zéro, le ds* de la variété. Nous supposerons con-
nues les notions principales relatives aux invariants, aux covariants,
aux parametres différentiels d’une variété (*). Nous rappellerons seu-
lement I’expression des parametres différentiels des deux premiers
ordres.

Soient
(1) dst =% ’ja,'/dxid.rj, Qrj==d;;

i
le ds* de la variété, A son discriminant, supposé différent de zéro, A
le coefficient de a;; dans le développement de A. Soient «, ¢ deux fonc-
tions des variables «; le paramétre différenticl du premier ordre de la

(1) Ces notions sont résumées dans ma Thése : Sur les variétés ¢ trois dimensions, in-
séréo aux Annales de Toulouse, 2° série, t. [; 1899. Les renvois & ce Travail seront dé-
signés, dans la suite, par le mot : Z%ése.
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Jonction u par rapport & ds* a pour expression

‘ A;j du Jdu
2 : Aw = =
( ) Z,’j A ()l‘,‘ ().’l.'j
Le paramétre différentiel mizte (du premicr ordre) des dewx fonc-
tions u, v par rapport & ds* est

3\ e A,‘j dlt ()(’
(3) A(u, ¢) = oA oz 9

Le parameétre dyfférentiel du second ordre (') de la fonction « par

rapport & ds* est
-1 Jdu
(4) Ay = A_';Z ’ <AijA ‘)1—1‘>
l S g dz

Soient [et ¢ deux fonctions des variables « ct ¢, considérées elles-
mémes comme fonctions des variables 2; on a

(%) Afes ‘)/) Ad4 2 /‘/A<1, 0) -+ (’) Ae,

. ) af Jdg af ()go df Jdo . Jdf dv
(6) AL )= du ()uAu . <(7u 00 -+ e ;)}1> Alu, ) -+ e dy A,

o 2N A , /
(7) A, f == (“Az e )—A ( P—w Au—+—>;)--~()vA(u,c) l—‘dv‘A‘
2. Nous nous servirons également des invariants différentiels du
systeme obtenu en a(lJoxgnanL i ds* une expression de Pfaff (*)..
Soit

(8) l(cl,z"):z_llcl.z:,-,

une pareille expression. Egalons 2 zéro le discriminant de la forme.
quadratique
~ Ads*+[(dx)]*

() Il existe d’autres paramétres différentiels du second ordre; mais nous n’utiliserons
que celui donné par U'expression (4).

(%) Quelques-uns de ces résultats ont 616 déja indiqués par M. Ricei: Résumé de
quelques travaur, cte. (Bulletin des Sciences mathématiques, »° séric, t. XVI; 1892 ).
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L’équation en A obtenue admet une seule racine non nulle; et cette
racine est évidemment un invariant différentiel du systeme ds*, {(dz).
Nous désignerons par A(/) cette racine, dont I’expression est :

A
(9) A=2 il

ct nous lappellerons paramétre différentics du premier ordre de ' expres-
ston I(dx). 8il(dx) estla différentielle d'une fonction «, I'expression (9)
donne bien le parametre différentiel Aw.

Adjoignons & ds* deux expressions de Pfaff

((dr)=Y lde,  E(de)= Y1} de,

et formons le parametre différentiel (g) de I'expression
MNde)+- 00 (dx),

ol 0 est considéré comme une constante. Développons suivant les
puissances de 0, et dans le résultat obtenu considérons le coelficient
de 20 :

(10) ORI

Ce cocfficient est un invariant différentiel du systeme ds*, I' (dx),
2 (dx). Nous appellerons paraméire différentiel mixte des deux capres-
stons ' (dx), (*(dz). Bn général, nous supposerons que [*(dx) est
la différenticlle d’une fonction w; 'expression précédente devient
alors le paramétre différenticl mixte d’une expression de Plaff I(dx) et
d’une fonction u.

: = Ay, de,
(11) Al(D), u]l= [j——A— {; ey

Ce parametre différentiel est une fonction linéaire des dérivées
de u. Réciproquement, soit :

('9‘) Xll:zillj—.(]ﬂ{ftﬂ,

une forme linéaire donnée des dérivées de u. On peut toujours déter-
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miner une expression de Plafl' /(dx) telle que I'on ait
Xu=A[({), u]

ct cette détermination n’est possible que d’une seule facon. Il suftit.
de prendre

\ Ude)= ¥ L dr,
(13) / !
( [[‘::Zj(l,'j /)/

Signalons enfin la formule suivante, ou ¢ désigne une fonction des
variables a :

(14) Al(L), ue] =oAL, u]+ wA[(L), ¢].

3. Nous définirons encore un invariant différenticl du systéme
ds*, [(dx), analogue au parametre différentiel du second ordre (4)
d"une fonction w. ‘

On sait (') qu'au systéme ds*, [(dx) est attaché un covariant bhili-
néaive, ddeux systemes de différentielles, o, 3

. N < Ca
(1) b(du, da) = ) § lijda by,
oll
N/ N LA
fij= Doy ey | 5’ ho

; :)/ désignant les symboles & trois indices de seconde espece, intro-
duits par Christoffel. Comme
2 ds* ) 2 apida;ou
- A A PRI As
;dda, C
est aussi un covariant de ds*, les fonctions symétriques des racines de
’équation en A, obtenue en égalant i zéro le discriminant de la forme
hilincaire
A PN
) ~)~- Sogwy b (da, dx),
j0dx;
sont des invariants du systéme ds*,{(dx ). Nous utiliserons seulement

(v) Thése, n 4.

Ann, de Ufe. Normale, 3 Série. Tome XVIL — Mar 1goo. 28
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le suivant N
ii§y

Ny Ay ol AN Ay
=2 a0

. y 2 N s,
i - A Dy |
“que nous appellerons paraméire différenticl du second ordre delexpres-
sion {(dx).
. . . . (g
A Paide des identités relatives aux syml)olcs? :l/ s; on peut trans-

former (V) 'expression précédente dans la suivante :
1 13
Ty J -3
(15) Al =AY KRIWINETS
ij ().1,7;

tout i fait analogue & Pexpression (4).

Drailleurs si {(dx) est la differenticlle d’une fonction «, A, (/) se
réduait a Ay,

Probléme I.
4. Soit
. ~ D*u ~ du

16 Fuw) == e X Gre o ~ D
(16) () .>—l,~j Yowide; s, F oy '
une fonction linéaire et homogine d’une fonction « des n variables a,
et de ses dérivées des deux premiers ordres. Nous pouvons supposer
les coeflicients B;; el B;; égaux. En outre nous supposerons toujours

que le determinant
3y By ... B

I
By B. ... By,

i nlu B//z . nnu i

r’est pas identiquement nud.

Il est alors possible, et d'une scule maniere, de détermaner un ds* tel
que le paramétre différentiel A, crormspmulanl ail en conunun, asec
Uexpression precédente, ensemble des termes dw second ordre. En con-
servant les notations du n® 1, on voit qu’il faut prendre

Al’./’

A B

(1) Les caleuls sont identiques 4 ceux qui concernent la transformation du parametre
différentiel du gecond ordre Ayu, et qui sont exposés par M. Bianchi & la page 45 de ses
Lezioni di Geometria differenzicle.
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ce qui donne
| B” v an (/.,[:l
BBy ... Bp dr, ‘}.a @iy dridr;.

iy

(17) ds? = —
de, ... dr, o

Il résulte de I que Pon pourra toujours caleuler des coelficients by
tels que Vexpression 5(«) prenne la forme

P X Ju
Flu)=Aju -+ o 2‘/ by dan “+cu

(on prendra ¢ = D).
n transformant la seconde somme, comme il a été dit au n° 2,
nous voyons enfin que on peut éerire

(18) Frw)y = Ayu -2 A[(L), | -+ cu,

{(dx) désignant une expression de Plafl bien déterminée.

Nous dirons que la forme (18) est la forme type de Pexpression
F(u); et que ds*, [(da), ¢ sont les invariants différentiels de 5(u)
relatifs au probléme 1.

Dans le Tablean suivant(, nous donnons les expressions de ds?*, ((dx)
et ¢ pour une expression F(u) & deux variables.

TasLeav 1.

0t u dtu J*u . du . du
Floy =By =y = aByy o o By o b 2y =i 0 Gy =— = Do
() "oat Yo day P oat "oy 200y ’

Buydat— o B, daydo, - By da

l? — i S bighrole L
“ By, B, — B2,

L(dx)y = .;; dlog (B, B,,— B,)

3. B,, 1 By,
2 (ByCr— B, () -+ By <f())'1-;‘;‘— “+ ff)-l;‘z'> — Bay (9—,‘—‘ -+ (—f.")

2 ( -B“ B_,';:-—- ];:' 2) 29
2 (Byy Gy By, ) -+ [;,2<

..i,‘ -

e

OBy OBy, F0B,, OB,
¢ A LI N £ Jar U2
or, " aw ) B P )
2 (B By — BY,)

!
1
~
~
S~

vl Ly,
¢=D.
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5. Une expression §(w) est enticrement définie par la variété a,
ds?, Uexpression de Plall /() etlafonclion ¢ correspondante. Effec-
tuons un changement de variables; désignons par X, x,, ..., x les
nouvelles variables, par ' ce que devient «, par 5 («') ce que devient
F(w). Ramenons F («') & la forme type; soient af, ds®, U'(d2’), ¢’ la
variété, Uexpression de Plaff et la fonetion correspondantes.

Il est bien évident que le changement de variables réalise Papplica-
tion des varictés o, ds* et ', ds'*, et transforme en oulre /(da) en
U{da"), cteenc. Il sera souvent plus commode, pour obteniv 5 («'),
de calculer d’abord ds™, I'(dz") et ¢ aulicu d’effectuer directement le
changement de variables.

Ce qui précede donne la solution du probleme I de UIntroduction :

Etant données deux expressions 5(u), 3 ('), Uune relative aux n
vartables x, Uawtre aux n variables ', chercher sl existe un chan-
gement de variables les (ransformant Uune dans adre, et si le probléme
est possible, déternaner la trans formation de /)a.s'.m;;r('.

Nous sommes évidemment ramenés a reconnaitre si deux variétés
. ds*s 2, ds” sonl applicables, la transformation de passage devant
en outre transformer une dans Pautre deux expressions de Pfaff
{(dz), I'(dz"), et deax fonctions ¢ el ¢

Rappelons quelques résultats relatifs au probleme de Papplication
de deux variétes x, ds*; ', ds'.

Le degre de difficulte de ce probleme dépend essentiellement de la
nature du groupe de (ransformations de F'une des variétés (, ds? par
:xemple) en elle-méme.

Dans le cas le plus général ol les équations de ce groupe ne con-
ticnnent aucune constante arbitraire, on peut toujours, par un nombre
fini d'opérations effectuables, reconnaitre si Papplication est possible,
et dans ce cas déterminer la transformation de passage ().

Sile groupe précédent est continu, on peut, par une suite dopéra-
tions cffectuables, suivie dans certains cas de Pintégration d'un sys-

(1) Pour co qui eoncerne le probleme de Papplication des variétés, voir lo Mémoire de
Christoflel (Lournal de Crelle, 1. 70) pour le cas e plus général; voir Zhése, Chap. 11,
pour les autres cas. Si P'on ne considére que deux variables, se reporter au Chap. 11 du
Livee VII, L. 1L des Legons sur le Théorie des surfaces de M. Darboux.
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’

teme différentiel relatifaux variables o del'une seule des deux variétés,
former un systeme X d’équations linéaires aux différentielles totales.
Ces équations sont de la forme suivante :

(X) lildx) = [ (dz'), ({=1,2,...,n).

>

Dans les premiers membres figurent les seules variables @, dans les
scconds les seules variables 2. Il peut arriver que 'on ait & considérer
des équations finies, formant avee les équations X un systeme S com-
pletement intégrable, siles recherches précédentes n'ont pas montré
Pimpossibilité du probleme. L’intégration de S donne alors la (rans-
formation de passage. D'ailleurs, on peut remplacer les équations aux
differenticlles totales X, par le systeme d’équations linéaires aux
dérivées partielles équivalent.

G. Adjoignons maintenant aux variélés x, ds*; ', ds™ les expres-
sions de Plall {(dx), {'(dx'), les fonctions ¢ et ¢'. Si le groupe de trans-
formations de 'une des variétés en elle-méme est discontinu, on déter-
mine, comme précédemment, la transformation de passage si elle
existe, el 'on vérifie sans peine si clle transforme alors {(dx) et ¢
respectivement en ¢ (ds’) et ¢'.

Si ce groupe est continua, on adjoindra les équations

(19) Ldw)=U'(dz"), ¢!

aux ¢quations de S;onajoulera également les équations pouvant déri-
ver des précédentes par des opérations effectunables de méme nature
que celles quiservent i former le systeme S. Bien entendu Padjonction
des Gquations (1) pourra se faive avant que le systéme S n’ait été
entierement constitué; il y aurait souvent avantage a procéder ainsi.
De toute facon, on sera ramené, soit & reconnaitre Pimpossibilité du
probleme, soit & intégrer un systeme de méme nature que S.

Les indications précédentes (') montrent que les restrictions appor-

(1) Oa pourrail examiner compléloment les divers cas possibles, au sujet du pro-
bleme I, lorsque le nombre 7 des variables est trois. )

Dans ce cas, on pourra substituer & la forme [(dx) attachéoe & F(u) Vexpression
ALy, ] dun” 4 [et.bviter ainsi le caleul de /(dx)]. On procéderait alors en suivant la
mméthode des n™ 8, 9, 10 de ma Thise.
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tées (n° 5) au probleme de Tapplication de deux variétés ne le com-
pliquent en aucune facon; et elles le simplifieront méme souvent.

Nous pouvons donc considérer comme résolu le probleme 1.

Afin d’éviter, dans la suite, des répétitions inufiles, ajoutons main-
tenant que P'on traiterait d’une manicre analogue le probleme :
Chercher une transformation de passage réalisant application de deux
variétés données x,ds*; «',ds*, ct transformant des fonctions
Fi(z,dx, Sx, . ..) des variables z et de leurs dillérentielles dx, oxX, ...,
dans des fonctions homologues ¥ (', dx', s, ... ) des variables o et
de leurs différentielles. Tei encore, les restrictions ne pourront que
simplifier le probleme d’application.

Examinons enfin le cas particulier suivant, dont I'importance appa-
aitra plus loin (n° 15) : Les variétés données x,ds*; &', ds™ sont i
deux dimensions; on adjoint & la premiere une fonction I des va-
riables 2, 4 la seconde une fonction I des &'. Résumons la solution
de ce probleme bien connu (*).

On caleule les courbures totales J, J/, des deux variétés. On caleule
ensuite les paramétres différentiels de I et de J et leurs parametres
différenticls mixtes; on calcule les ¢léments homologues relatifs a I,
J'; on obtient alors une série d’¢quations de Ta forme

(E) Ly 1y,

I, dépendant de x,, x, sculs, I, de 2, &, sculs. Divers cas sonl pos-
sibles :

1° Les équations (II) sont incompatibles, le probleme est impos-
sible;

2° Les équations (E) sont compatibles ¢t déterminent le change-
ment de variables;

3° Les équations (E) compatibles se réduisent & une scule;

4° Les équations E se réduisent & des identités.

Rappelons enfin que M. Darboux a montré que Uétude du sys-
teme (E)seramenc al’étude de cing de ses équations convenablement
choisies.

Dans les trois derniers cas e probleme est possible, et de plus sa

(1) Poir Darsouvx, Legons sur la Théorie des surfaces, t. 1M, p. 2.18.
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solution comporte une constante arbitraire dans le cas 3°, trois dans
le cas 4°.

Les cas 3° ¢t 4° ne se peuvent présenter que si les variétés données
admettent une ou trois transformations infinitésimales en elles-mémes,
ou, comme nous dirons encore, si les ds? sont de révolution ou 2 cour-
bure constante. D’une fagon plus précise. en supposant le probleme
possible :

Le cas 3° est caractérisé par un ds* de révolution, I'équation

== consl. étant soit une identité, soit ’équation des paralleles d'une
surface de révolution admettant ds* comme ¢lément linéaire. La solu-
tion du probleme posé exige une quadrature, en plus des opérations
indiquées plus haut.

Le cas 4° est caractérisé par un ds* & courbure constante ct par le
fait que T est une constante. Le probleme posé est identique & celui de
Papplication de deux variétés & courbure constante : si cette courbure
est nulle, le probleme s’acheve par quadratures; sinon il faudra inté-
grer une ¢quation de Riceali.

7. On pourra appliquer Ies méthodes précédentes (n°5) ala re-
cherche des ehangements de variables transformant une expression
donnée 5(w) en elle-méme. On obtiendra ainsi les équations d’an
groupe en général discontinu. Il est facile de construire des types ca-
noniques pour les expressions F(uw) auxquelles correspond un groupe
continu. (Ce groupe est nécessairement fini. )

Tout revient évidemment 4 construire des types canoniques pour
une variéle a, ds*, une expression de Plafl’ /(dx), une fonction ¢ des
variables 2, lorsqu’un pareil ensemble admet un groupe continu G de
transformations en lui-méme. La méthode est identique 4 celle du
probleme analogue concernant une variété prise isolément ('), Résu-
mons britvement la marche & suivre.

On forme d’abord tous les types possibles de groupes I' a n va-
riables, dont les transformations infinitésimales X,/ sont formes li-
néaires indépendantes des dérivées de /. On construit, pour chacun de
ces types, un systeme de 2 expressions de Pfall'/;(dx) invaviantes vis-
a-vis de I'. On prendra alors pour ds* une forme quadratique des

(ty Foir These, Ch. IV el V.
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l;(dx); pour {(dz) une forme linéaire de ces mémes expressions; les
coefficients de ces deux formes seront pris fonctions des invariants
de T' (que Uon peut supposer connus); il en sera de méme pour la
fonction ¢. Enfin on simplific les expressions obtenues au moyen des
substitutions S changeant en lui-méme 'ensemble des expressions
[;(dx).

On classera ensuite les résultats obtenus, en cherchant dans quels
cas les systemes @, ds*, [(dx), ¢ ainsi formés admettent un groupe G
plus grand que I'. Pour cette dernitre recherche on utilisera les mé-
thodes indiquées aux numéros précédents.

8. Lescaleuls peuvent étre enticrement clfectués, lorsque le nombre
des variables est deux ou trois; nous allons donner ici les résultats re-
latifs au cas de deax variables.

Les groupes I' du numéro précédent ont alors un ou deux para-
metres; les groupes Gen ont trois au plus. Nous donnons d’abord les
transformations infinitésimales correspondant aux divers types pos-
sibles de groupes T, et les expressions ( (da), [,(dx), ds*, [(dx), ¢,
qui leur correspondent. Nous indiquons ensuite, pour chacun des
groupes I' & deux parametres, les groupes G a trois paramttres qui lui
correspondent. (La recherche analogue est inutile pour un groupe 1"
un paramétre, tout groupe continu admettant, en ellet, des sous-
groupes a deux paramétres. )

Quelques types ont ¢1é répétes plusieurs fois sous des formes analy-
tiques différentes. Cela permet d’employer une substitution réelle,
pour réduire les ¢léments types d'une expression 7(w) a coefticients
réels, admettant un groupe continu, i Uune des formes suivantes :

Tasreau 1.
Groupe I' @ un paramétre :
. , ) .
(r'a) Xf == ‘('-/;9 L(de)y =dur,, L(dr) = dr,,

(o) ds?== (@) da?t + da?, (dr) == g(xy)dey 4+ (ry) dr, == e(ay)
(ds* de révolution),
(a')  ds*=dayda,, ((dw) =g (r,)de 4 (x,)dr,, ¢ =z c(ay)
(ds* cuclidien).
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Groupes T a deux paramétres. — Type :

‘ of
@) Xif=3L Xy=FL Le)=de,  b(de)=da,
B) ds* =dz? —|—a’x2, (dz) = adz,, c

ds* cuclidien; @ et ¢ sont des constantes;

(BH ds® = dx,dz,, l(dx) = adz,+ bdx,, c
ds* euclidien; a, b, ¢ sont des constantes; on pourra prendre, suivant les cas,

b=o, b=a, b=—a

St {(dx) =0, (B) et (') admettent les groupes & trois parameétres
suivants :

, )
(Gg)  Xuf = ’)f Xy = .‘.)é, Xof=a 2L _ g, O

Jdx ey dx,’
(B, N ds* == c{.zrf “+dux?, l(dx)= o, ¢ = const.,
. ()/ v s Of . of o
(Gig) X /‘“ diry’ Xof = da,’ Xaf= sy Zy T 2 0xy
(B 2) Ads* = da, dz,, l(dx)=o0, ¢ = const.

Groupes I a deux paramétres. — Type II :

()f X, /= ()/ -+ 2, 0/‘

() Xif= 1)11 ?):!—;’ ' Oz, T
(l'L'| ‘ . de
11((11)_-_ .1:6;.';, lﬂ(fl‘”)_xl——;rﬂ’
. . drydx, L bydx b”é‘f}
(1) “ R Hdz) = Zy— Ly

ds* a courbure constante; a, b,, b,, c sont des constantes.
Autre forme

. v o 9Of . o of . __dxy dz,
(17/) Xj/-u-—('j‘:'z':> X,f__wl-(jz—}-xz———dxz, l1(dm)———*x2; lz(d ).__———-2
dz?~+ dz} bdxy 4+ bydzx

(7") (I.S‘z:a——-i—;;-—-—-l, l(dx)::—‘-_i—;,—u:

ds* & courbure constante; a, b,, b,, ¢ sont des constantes.
Ann. de U’Ec. Normale, 3° Série. Tome X VII. — Max 1900. 29
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Lorsque {(dz) = o, (y) et (y") admettent des groupes & trois para-
métres, savoir

(Gy.1) XS= G+ o 0?/’:%)%—%%;;’{;,
Xuf=ai 5+ i gL
(71) ds*= (-é% ldz)=o0, ¢= const.
(Gry,1) le:'(jé"{{;’ X2/ :$1%+”2£€;
Xf=(2i—=z; ()()'g: “+ 22,2, ;)(.i:/i,
i dst=a M {(dz) = o, ¢ = const.

2

Le groupe suivant est une autre forme des précédents, mais il
n’admet pas de sous-groupe réel & deux parametres

P
X1/—— 0-’”1’
. ()f (
Gryr Xo [ == 8inz; —= - COL&,y COS Ly ~-
(Gryry) 2 ldx2+ 2 CO 1()‘”1,

of of
X, f==Cos 2y 4= — cOl@,Sina, ~-
3./ 1()’.1,2 2 1 ()(1}1’

(7", 1) ds*=a(sin*x,dz? - da}), {(dx) == o0,

.

« et ¢ sont des constantes; ds* i courbure constante.

Probléme II.

9. Avant de passer au probleme II de I'Introduction, nous cherche-
rons quelles relations existent entre les cléments ds?, (dx),c, d’ une
expression §(u), et les éléments homologues, ds;,!,(dx), c,, relatifs a
lexpression

F(hu)

(20) 3?1(”1)2——7:}"-7

A étant une fonction quelconque des variables indépendantes.
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Posons
(21) j([l):Agll—‘—QA[(l), ul—+cu;

il vient, en vertu des formules du n° 1,

= J‘D 7‘. 4 :;:
() = _Ll_’ﬂ — Ay 2A(logh, 1) + AL (D), 2, ] - 1,2 ()1)
Par suite
(22) Fy(uy) = Ayuy+ 2AT(4), ]+ ¢y uy,
en posant
(23) dst=ds:, L (dz)=l(dz)+dlog), ¢ = L)

Proposons-nous maintenant le probléme suivant:

ltant donnces deux expressions §(u), ¥,(u,), relatives aux mémes
variables et auw méme ds*, voir s'il existe une fonction 'k donnant licu
Uidentite (20) et, dans ce cas, la déterminer.

Les conditions de possibilité du probleme s’obtiennent en élimi-
nant A entre les deux dernieres ¢équations (23). Nous avons d’abord

(24) L(da)— l(dx) = d]ogh.

La dilference {, (dx) — {(dz) doit étre une différentielle exacte.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le covariant bilinéaire
bien connu (*)

(25) 0Ll (daw)— l(dw)]—d[1,(3z)— L(3)],
W deux systemes d, ¢, de différentielles, soit identiquement nul. Or
dott donc avour identiquement

(26) [ 1y (da)]) — d[ l (dz)] = 6[ {(dx)]— d[ L(sx)].

Supposons cette condition remplie, N est déterminé (& un facteur
constant prés)par la relation (24).

- R

(1) Livscirz, Journal de Crelle, t. 70,
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Considérons maintenant la derniere équation (23), que nous éeri-

rons

W)
(27) oi—c= ==+ 2A[(1), log2].

On a facilement, en vertu de la formule (7) (n° 1),

%’"-7-‘ =A,logh + Alog).

Nous écrirons alors I'équation (27) sous la forme suivante :
o —c=Ay(dlogh) -+ A[(2l+ dlogh), (dlogr)].

Dans cette relation remplagons dlogh par sa valeur tirée de (24), il

vient
e—ec=R0 (L, — 1)+ A[(L,+ 1), ([, — )]

=A,(4) — A () + A[(4L), ()] — AL, (O],
ce que nous écrirons enfin
(28) Ay (L) 4 A(L) — ey=A,({) + A(l) — c.

Ln résumé, les relations (26) et (28) sont les conditions demandees.

10. Nous adopterons les notations suivantes :

(29) L(0x,de) =0[l(dx)] — d[{(dx)],
(30) K=A,(0)+A(l) —c,

et nous conviendrons de dire que ds*, L(Sx, dx), K sont les invariants
différentiels de ['exxpression §(u), relatefs au probléme I1.

Lorsque le covariant bilinéaire L est identiquement nul, on peut
déterminer A de fagon que dans U'expression g, («,), définie par la
relation (20), aucune dérivée de u, ne figure en dehors de A, u,.

En généralisant une locution de M. Le Roy ('), nous appellerons

() Le Roy, Sur Vintégration des équations de lea chaleur ( Annales de ( Feole Nor-
male, 3° série, L. XIV, 1898; n° 14). Les ds? des expressions & («) considérées par M. Le
Roy sont euclidiens, ecux que nous considérons sont queleonques.

L’expression que M. Le Roy désigne par fi, au n° 17 du Mémoire préeédent, est préci-
sément Vinvariant K de Vexpression &(«) qu’il éludie.
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expressions réductibles les expressions 3(u) dont le covariant bilinéaire
est identiguement nul.

Si une expression F(u) est réductible, si de plus son invariant K est
nul, on peut déterminer A de facon que F,(u,), définie par (20), se
réduise au parametre différentiel A, u,.

Lorsque le nombre des variables est deux, on peut substituer un inva-
riant au covariant bilinéaire. On a alors, en posant

/A

= — =)
dx, dx,

L(dx,dz)=H(dz,0xy,— dx,dx,).

H

Observons que le binome dx, sx, — dx,c, se transforme, par un
changement de variables, dansle binome homologue multiplié par le

déterminant fonctionnel de la substitution. Nous savons que yA jouit
. 1 . H . . ,
d’une propriété analogue. Par suite i est I'invariant demandé.

Avee les notations du Tableau [

N 0l Ol
it VBB = B, (WZ _ FE>

11. Indiquons maintenant la solution du probleme II de I'Intro-
duction : Etant données deux cxpressions F(w), ¥ (u'), relatives, U'une
aux n variables x, Uawtre aux n variables x', chercher s'il existe un
changement de variables et une fonction '\ des ', tels que Uon ait iden-

tiguement
_d(rd)

\

D’apris les numéros précédents tout revient évidemment a chercher
s'tl existe un changement de variables, réalisant 'application des varictcs
@, ds*; &' ,ds’* relatives a F(uw) et §(u'), et transformant en outre les
invariants L.(dz,Sz) et K de §(u) dans les invariants homologues
L/ (do', s’y et K de 5 (w').

Le probleme ainsi posé rentre dans la catégorie de ceux dont nous
avons parlé 4 la fin du n°6, et peut étre alors considéré comme résolu.

Une expression (u) est toujours transformable en elle-méme de la
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fagon qui vient d’étre indiquée; mais le groupe dont les équations
sont celles du changement de variables correspondant est, en général,
discontinu.

11 est aisé de former des types canoniques pour les expressions (u),
telles que les équations du changement de variables du probléme I1 sotent
celles d’un groupe continu. On suivra pour cela une méthode analogue
a celle du n° 7; il suffit de remplacer {(da) par la forme bilinéaire
L(dx, cx).

Le cas de deux variables est particulierement simple, car on peut
I tefini
VA
au n° 10. On obtient ainsi les résultats suivants, complétant ceux du
Tableau II :

alors remplacer le covariant bilin¢aire L par linvariant

7 s , . s s £
1 ds* de révolution (a). Groupe & un parametre I',. i et K fonc-

tions de 2, ;
9 T : N s ; H . .
2° ds* cuclidien (&"). Groupe & un paramotre Iy, 7 et Kfonetions
de x,;

30 ds* cuclidien () ou (B). Groupes a deux parambtres Gg, ou
11 -
G,y —= et K sont des constantes;

VA
4° ds* i courbure constante non nulle <7',> ou(y'), ou(y”,1). Groupes

\ . \ y H
a trois parametres Gy, ou Gy, ou Gy,. = et K sont des constantes.

VA
Probléme III.

12. Nous allons chercher les relations cxistant entre les inpariants dif-
Seérentiels précédemment définis des deux expressions 3(u), o5 (u), p étant
une fonction quelconque des variables z.

Soient toujours ds*, [(dzx), L(dx,cx), ¢, K, les covariants ct inva-
riants différentiels de 5(«), relatifs aux problemes I ¢t JI. Nous dési-
gnerons les covariants et invariants correspondants de o3 («) respecti-
vement par do*, A(dx), A(dz,cxz), v, %. Bnfin nous emploierons la
lettre D, au lieu de A, pour les parambtres différentiels relatifs & do?.
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On a d’abord aisément

ds?
3 do? =
(31) g 5
et
(3%) pAL(D), u] =D(0), ul.

[’expression (4) du paramétre différenticl A, u conduit & la relation

(33) pAgu_Dgu—}— D(logp,u)
(n désigne toujours le nombre des variables).
In tenant compte des relations (32) et (33) et de

pF(u)=Dyu-+2D[(R), u] + 7y,
on &

2
(34) do? == C—%—, WMde)=1{1(dz) + 2

dlonp, 7 ==cp.
Par suite
(35) A(dz, dz) =L(dz, dx).

Passons au calcul de o¢. On a d’abord
Dy(0) = phAy () — “=2 pA[logp, (1)].
Remplacons A(dx) par {(dx) + L‘__/"‘:_Z dlogp, il vient
(36) Dy (1) = phAy (1) + i?—’[—‘—? oA, logp

2/',

2 pA[(logp, (1)] — “—

pA loge.

De méme
A —_ 2
(37) D(0) = pA (1) = pA () + 22 s log, (0] + (772 plog.

Dans Pexpression '
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remplacons D,(A) et D() a I'aide de (36) et (37), il vient

—_— — 2
(38) 2 =pK + ”4 ZpAglogp——(l . 2) pAlogp.

A T'aide de la formule (7) on transforme aisément cette formule
dans la suivante

n-4-2

(39) H= pT<Kpg:"i—Aap2_%ﬁ)- .

Lorsque le nombre des variables est deux, les formules précédentes
se simplifient. On a alors

‘ X =pK,
(40) ¢ J¢ eIl
y® VA

13. Passons au probleme 11T :

Deux expressions (), ¥ (u') ctant données, relatives une aux n
variables x, l'autre aux n variables x', chercher s'il existe deux fonc-
tions h et p des variables x, et un changement de variables donnant licu
a l'identité

- 40
(41) :W(u')z:p _.(-;T{Q.

Pour le résoudre, nous aurons i éliminer p entre les relations (3r),
(35) et (39).

Cette élimination est immédiate pour = = 2; nous étudierons plus
loin ce cas important. '

Supposons n>> 2. Nous distinguerons encore deux cas selon que
F(u) est irréductble ou réductible (n° 10).

Si #(w) est irréductible, le covariant L(dwx, 82) n’est pas identique-
ment nul. Envisageons alors I’équation en 0 obtenue en égalant i zéro
le discriminant de la forme bilinéaire

2
210 (-)0?‘;;- 8, — L(da, o).
Cette équation en 0 admet au moins deux racines non nulles.
Les fonctions symétriques élémentaires (de poids pair) des ra-
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cines de cette équation ne sont pas toutes nulles non plus. Soit I I'une
de ces fonctions différentes de zéro, désignons par 2p son poids.
Construisons la fonction 5 homologue de I dans le systeme ds?,
A(dx, éx). On vérifie aisément que
A =1p?r,
ce qui donne

1 1
2P do? = 12r ds®.

Posons alors
1

cls? = 12r ds*

—1to

-1
et désignons par K, ce que decient ¢ lorsqu’on remplace o par 17

Le résultat de I'élimination est alors le suivant : Les expressions ds?
L(dx, cx), K, sont les mémes pour F(u) et o3(u), quel que soit .

Nous dirons que ds?, L(dx, cx), K, sont les covariants et Uinva-
riant de F(w) relatifs aw probléme 111. Nous dirons aussi que ce sont les
invariants de U équation 3(u) = o.

Soient 3(u), 3 («') les expressions données, pour lesquelles on
veut traiter le probleme HI. Supposons 5(«) irréductible; pour quele
probleme soit possible, il est néeessaire que 3/ («’) le soit aussi. For-
mons alors les covariants ds?, L(dx, cz) et invariant K, de F(u),
que nous venons de définir, et calculons de la méme fagon les inva-
riants homologues ds)*, I/ (dx', c2'), K, de #(«’). Nous sommes alors
ramendés au probleme traité au n°® 11 : Reconnaitre s’il exisle une
transformation permettant de passer de ds?, L(dx, cx), K, respective-
menta ds,*, L/ (dx', sz'), K, Le probleme Il peut donc étre considéré
comme résolu.

Il serait ais¢ d’ailleurs, connaissant la transformation de passage,
de déterminer g et A,

Enfin, on constrait des types canoniques pour les expressions 7 (u)
telles que la transformation de passage du probleme I dépende de
constantes arbitrairves, par une marche analogue i celle du n® 7. D’ail-
leurs toute solution du probleme du n° 11 donnerait une solution du
probleme actuel. ’

Nous remarquerons que les équations ¥(u) = o, correspondant &

Ann. de I'Ee, Normale. 3° Série. Tome XVIIL — Mar 1goo. 3o



234 L. COTTON.

des expressions ainsi obtenues, possedent la propri¢té suivante, qui
les rapproche des équations d’Euler et de Poisson :
Soit u(x) une solution de I'équation

(42) J(u)=o,

et
2= fi(w, @)

les équations finies du groupe continu précédent, dépendant des
parametres a, I’expression
A, @) u(z'),

ou A est une fonction déterminée, indépendante de u, est aussi solu-
tion de I'équation (42).

Les remarques précédentes s’appliquent également aux cas du nu-
méro suivant.

14. Abordons main(enant le cas des équations réductibles. Nous
nous limiterons au cas des expressions 7 (w) a trois varwables, a coeffi-
cients réels, & ds* défini positif.

Il y a encore deux cas & distinguer. Si la variété z, ds* correspon-
dant & §(«) n’est pas susceptible d’une représentation conforme sur
I'espace cuclidien ordinaire, on développera une théorie analogue i
celle du numéro précédent, & la construction pres de Pinvariant 1.
Dans le cas particulier quinous occupe, on prendra pour I Pinvariant,
formé avec la seule variété x, ds* qui sert a définir la vardite principale
attachée a @, ds*, pour le probleme de la représentation conforme (*).

Supposons, en second licu, que l'on puisse effectuer la représenta-
tion conforme de x,ds* sur U'espace euclidien. Nous comparerons
encore les invariants ds*, K et da*, ot relatifs & 7(w) et o5 (w); mais
afin de ramener les notations a celles dont nous avons fait usage ail-
leurs, nous poserons

(43) p=rc¢2k,

(1) Thése, n 19.
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La formule (39) devient alors, en observant que » = 3,
(44) K = =8 (K — 1A, R — LAR).

Il est facile de vérifier que A,R + $ AR est 1i¢ d’une facon simple a
un invariant de ds* (ou ¢*"ds*). Considérons i cet effet le covariant
quadratique A(dx) de ds® utilis¢ dans le probleme de la représenta-
tion conforme ('). Soit 5 I'invariant de do*, somme des racines de
I’équation en 0 obtenue en annulant le discriminant de

0 do®*~+ 0. (dz)

et soit J ce que devient 5 pour R =o0; J est un invariant de ds* facile
& construire directement. Un caleul simple montre que

(h5) Bz et (AR A LAR — J).
in combinant les relations (44) et (45) on a enfin
(46) N = e (K — 1)) = p (K —3J).

Cette égalité nous montre que K— 3J pourra étre substitué i I'inva-
riant I dun° 13.

Le probleme 1T s’achéve alors comme au n° 13.

Le seul cas ol Végalité (416) serait inutilisable est celui ot K — ;'
est nul. Cest ici seulement qu’intervient 'hypothese de la possibilité
de représenter conformément @, ds* sur U'espace euclidien. Considé-
rons R comme arbitraire, on a toujours

H =15,

2

Soient R, o¢,, 5, les valeurs de R, 9,5 correspondant & une variété
euclidienne ¢ ds*. Pour cette variété, le covariant analogue & A(dx)
est nul, 5, 'est donc aussi.

L’expression &, (u) = ¢ F(u) est réductible, son invariant

(1) Thése, n°* 17, 18. Le caleul indiqué dans le texte se fait aisément en supposant la
yariété x, ds? rapportée d V'un do ses systémes triples orthogonaux.
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o, = +3, est nul. Cette expression se ramene (n° 10), par des trans-
formations 11, au parametre différentiel de Iespace euclidien.

Donc, dans le cas qui restait a étudier, on peut, par les transfor-
mations 111, passer de 5(u) a

o2 u! 0*u' J*u’
dr'Er T dxy o Ja}

Dans ce cas, I’¢quation (42) est une dquation de Laplace.
La remarque suivante, dont I'importance a été signalée dans I'Intro-
duction, résulte immédiatement de la relation (31) :

La condition nécessaire el suffisante, pour qu’une expression () sou
réductible par des transformations 111, en une cxpression de méme forme,
ow les coefficients des déripées secondes sotent des constantes, est que la
varicté x, ds* attachde a 3(u) puisse étre représentée conformément sur
Cespace euclidien.

Equations 5 («) =0 a deux variables.

15. Le probleme I1I est tris simple dans le cas de deux variables.
[l est en effet ais¢ d’éliminer p entre les relations

(31) dot=s 2,
g
(40) H =K, X el

VD YA

existant alors centre les invariants de (u) et p (u) relatifs au pro-
bleme II.
SiK r’est pas nul, nous avons

N do*== K ds?, . 7~(:“ = . ~“_ )
HyD  KyA

et nous dirons que
Kdst, L
KA

sont le covariant et I'invariant de I’ équation §(u) = o.
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Si K est nul, et H différent de zéro, nous avons de méme

e §
—do?= 1'[.: dSz,
VD VA
. o, ., . - .
nous dirons alors que Via’s- est le covariant de ’équation 3(u) = o.

Ainsi, si Pune au moins des expressions H ct K est différente de
zéro, le probleme 111 est ramené au probleme de I'application de deux
variétés & deux dimensions, modifié ou non, suivant les cas, comme
au n° 6. On a donné, a cet endroit, le détail des divers cas possibles.

St H et K sont tous deuzx nuls, on sait, d’apres le n° 10, déterminer

. . F(hu . . ; .
une fonction A telle que -(~X--)~ [et par suite aussi F(Aw)], soitun para-
metre différentiel du second ordre.

Nous dirons alors que I'équation
Flu)=o

est une cquation de Beltrami.

Le probleme III est toujours possible pour deux équations de Bel-
trami. Indépendamment de la recherche des fonctions analogues i &,
il revient a la représentation conforme de deux variétés a deux dimen-
sions.

Nous dirons que deux cquations

F(u)=o, F'(u') =o,

a deux variables, appartiennent a la méme classe, si 5(w), 5 (') sont
réductibles I’un & U’ autre par les transformations du probléme I11. La clas-
sification ainsi détinie comprend done deux éléments : 1° classification
des variétés d deux dimensions ; 2° classification des fonctions adjointes
dune méme variété. 11 faut toutefois ranger dans une classe spéciale
les équations de Beltrami.

16. La représentation conforme de deux variétés a deux dimensions
I'une sur 'autre est toujours possible. Les transformations du pro-
bleme I permettent done de transformer une équation

Flu)y=o0
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en une équation de méme nature, ot les coefficients des dérivées se-
condes auraient des valeurs quelconques. En particulier, on peut ainsi
ramener ’équation donnée & I'un ou & P'autre des types canoniques

- _ Q'u du du .
(47) r)1(l/)~m:; +(lzz+’);z}: 'I‘C[(—-O,

= __0%u 0u du du o
(48) J.Z(H)-.—-a—.;g—l——(-)‘—yz—*—ﬂ—a;; o ()?)‘7—%011_(),

dont on fait habituellement usage, soit en Géométrie, soit en Phy-
sique mathématique.

Mais les équations que l'on étudie étant en général & coefficients
réels il y a lieu de ne faire intervenir, dans cette réduction, que des
éléments réels. Rappelons, & ce sujet, qu'une équation & coefficients
réels, est toujours réductible par des transformations réelles au type
(47) ou au type (48), selon qu’elle appartient au type hyperbolique
(caractéristiques réelles) ou au type elliptique (caractéristiques ima-
ginaires). Ajoutons enfin qu’il y a lieu, en général, de tenir compte
de la connexion des domaines pour lesquels on effectue la transfor-
mation.

17. Indiquons les expressions des invariants différentiels des ex-
pressions (47) et (48).
Pour 7, («), on a

(49) ds* = fdxdy, lde)y=bdx + ady,
B _ifoa 0b K=1(9¢ _ 00 b— ¢
VA T2 \dzx  ay)’ =3\oz T Jdy ao—c
(=—1).

- . . . i ., )
Le ds® est donc euclidien. Les invariants ;/‘;A: et K sont liés aux inva-
riants de M. Darboux (")

)a ab
5 =22 — o =9% o ab—c
(50) ) ()w-u{-a/; c, ko= Jy - ab—c,

(1) Poir DarBoux, Legons sur la Théorie des surfaces, t. 11, Chap. il.
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par les relations
. 11 i .
(C,)l) —":;::_Z'(}l—/l), l\::(h—F/\).

VA

De méme 7, («) donne

(52) ds* = dx*+ dy?, l(dx) = -:- (adx + bdy),
M _rfda_db K= 1 (92 _ 9% a*+4- 0
VA 2\dy  da) =3\ Ay S A

N ’,

Les expressions [(dx) et K avaient déja été considérées par divers
auteurs ().
Les calculs précédents ct le caractere invariant de I ontrent que
VA
les dquations réductibles (n° 10) sont les équations a invariants égaux:
de M. Darboux.
Il résulte des n* 10 et 16 que Pon peut, par des transformations
réelles du type I, ramener une équation réductible i coefficients

réels i la forme
Ay == =0 (*),

qui ne differe pas de la forme canonique des ¢quations i invariants

égaux
1 Ju u (
T e ({77 ()
L dady ’
. 1w s " -
puisque 50 est le pavamétre Ayu relatif & la variété x, y, 4 Adxedy.

M. Burgatti (*) a également étudié les équations dont Pinvariant K
n D - -
est nul; pour ces ¢quations la somme 4 + £ des invariants de M. Dar-
boux est nulle.

(1) Dans le Mémoire de M. Picarn, Sur une classe d’équations lincaires aux dérivées
particlles (Acte mathematica, t. X1I), Uexistence de Vinvariant K est signalée dans le cas
le plus général. — L’expression £(dx) et Uinvariant K relatifs aux équations (48) ont Gté
donnés par M. Burgatti (dnnali di matematica, »° série, t. XXIII; 1895).

(#) Le double signe permet de ne considérer que des ds? définis posilifs, pour les équa-
tions du type elliptique.

(3) Mémoire ¢ilé, p. 227.
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Les invariants différentiels des deux catégories d’équations préce-
dentes (H = o ou K == o) sont ccux de la variété correspondante. Pour
ces équations le probleme [II se ramene au probleme ordinaire de
’application.

Il est aisé de comparer, au point de vue de la classification du n° 15,
une équation linéaire et son adjointe. On voitalors que les variétés cor-
respondant aux deux équations sont les mémes; la somme des deux

invariants I—I_ est nulle ().

VA

18. La méthode du n° 15 permet de déterminer les transforma-
tions 1T laissant invariante une équation donnée

(53) F(u)=o.

Les changements de variables correspondants déterminent un
groupe G, en général discontinu.

Nous avons insisté, au n° 13, sur la propriété caractéristique des
équations (53) pour lesquelles G est continu. Nous allons classer
maintenant ces équations remarquables, et donner des types cano-
niques correspondant & chaque classe. M. Lie a déja traité ce dernier
probleme (2); nous compléterons un peu les résultats qu’il a obtenus,
en donnant plusieurs types canoniques pour une méme classe. Cela
permet de ne faire intervenir que des ¢léments réels dans la réduction,
4 une forme canonique, d’une équation de 'espece considérée.

1° Nous avons d’abord les équations de Beltrami, auxquelles corres-

(v) Poir DarBoux, Legons sur la Théoric des surfuces, t. 11, p. 71. A la définition donnée
i cet endroit do I'expression adjointe, on pout substituer la suivante, relative aux expres-
sions & (u) :

Deux expre%mns 'F(u), ’Fi(uj), sont dites adjointes L'une de Uautre, si Uintégrale
double ff[u ’F,(u,) —u F(uw))ds, ot ds est I'6lément, de surfaco ('()II‘(Ap(md.mL A la va-
riéLé attachée i T(u), ne dépend que da contour. On détermine, sans peino, Uexpres-
sion ’Fx(zq) adjointe & une expression F(w) donnée, ainsi que les rclalmnq simples liant
ses invariants différenticls & coux do & (u).

Deux expressions adjointes, au sens ainsi défini, restent adjointes aprés un change-
ment do variables, ¢e qui n’a pas lieu avee la définition ordinaire.

(%) drchiv for mathematik og Naturvidenskab, t. VI, p. 328-368.
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pondent deux formes canoniques :

- u

54 —_— =
(54) 0z 0z
(55) ()zu_}_()zu._
o ox? T Qxl T o

Les groupes G correspondants sont les groupes de représentation
conforme des variétés x,, x,, dz,dx, pour (54) et x,, @,, dv* + dx?
pour (55).

Ce cas ¢carté, G est néeessairement fini et doit laisser invariants le
ds* et I'invariant % de Péquation (53). Il est évident que I'on obtient
les types possibles de groupes G, les ds* et les invariants correspon-
dants, & I'aide des résultats du n® 11, en y donnant sealement i K une
valeur numérique particulicre. On pourrait prendre K =1 ¢t K=o
(n° 45); mais, pour plus de simplicité, nous ne chercherons pas a
faive figurer le nombre minimum de constantes dans les types cano-
niques indiqués.

Une fois connus os*, \;L et K, la construction de 5(«) n’offre aucune
difficulté. On obtient ainsi les quatre classes d’équations indiquées
ci-dessous. Les groupes Gsont désignés par les notations du Tableau I,
ot 'on a donné leurs transformations infinitésimales; les ds* sont
ceux du Tableau 11.

29 ‘Iﬂ'r/u,rtu'r)ns a ds* de révolution, le groupe de mouvements correspon-

. I . . .
dant laisse —— tnvaruant ( M.

VA

ds* : a5 groupe I'y.

2 2 g o 2
(56) }-. 3 r’: - z;{—: “+ )// (;):,‘ b 2 ;’ (;):I -+ ( ¢ - ':—’"/r—) u=0;
J oxy Ly 2 0Ly &, \

S estla dérivée de /5 g est une fonction quelconque de x,, ¢ une con-
stante.

~

(1) Ce sont les t’;qliations (34) da Mémoire do M. Lie, p. 359.

Ann. de ULc. Normale. 3° Série. Tome XVIL -~ Juix 1goo. 31
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« 4, . 1 o A ] r r - > y
3¢ Equations a ds® euclidien; AT const. élant I’égquation d’une f[a-

mulle de lignes de longueur rulle (*) :
ds*: o5 groupe [y.

0 u du .
(57) m+b(x2)d—q;2+"—°’

b est fonclion de z,.

4° Equations a ds* euclidien ; 7A est une constante (*). Deux types ca-

noniques :
ds*: 3'; groupe Gg,q-
0*u Jdu
(58) (——————-)xll)‘zrz-}-c Yy 2+u:0,

¢ est une constante.

dst: B; groupe Gps.

2 2
(59) G + Sk abuas o+ b (B o bt )= o
1
d, b;, b, sont des constantes.

5 . dquations a ds* & courbure

Equations d’Euler et de Poisson

I
constante non nulle; — Vi est une constante (*). Trois types canoniques :

ds* sy groupe Gy, ;.

(60) Pu By du By du o
drydxy  x,— 28 diX, Ly Ty )y ’

1, By sont des constantes.
ds* ' groupe Gy .
, [0*u  0'u du du
z? ( 422, <l;, J “+ b, e ) du =0}
2y

_J’._
()1~ ()z, P
d, by, by sont des constantes.

(61)

(1) Tquations 32 (p. 357) de M. Lie (loc. cit.).

(%) l quations 33 (p. 358) de M. Lic.
') Equations 35 (p. 359) de M. Lie. M. Darboux a consacré le Chap. XTI du t. 1T de

( 4
ses Legons sur la Théorie des surfaces & I'étudo de ces équations.
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ds*: y"; groupe Gyr,;.

. . u  u Jdu coszy, du cos?ax,
(6‘2) TR —:—-§+~—~§+COt.x2 —=—— =2 ".-‘,—'—2'—*— -+ b2 — —~ U=0,
sin*x, dxi  dx; dx, sin*x, dx, sin?x,

b et d sont des constantes.

19. Toutes les équations de la classe 5° du numéro précédent sont
réductibles i la forme (60), mais il n’est pas nécessaive d’effectuer la
réduction pour calculer B, et B,. Bn effet, si K =1, le ds* attaché &
Péquation E([3,, B,) a pour courbure totale

1 2

RV~ a-+a,’

. . [ Oy O ey -
I'invariant \"/A est ¢ &LT& (2* == — 1), en posant
1"‘ ]

o ﬁ](l——ﬁ‘z), Ch:ﬁzz(l"“ﬁ:)'

Cette remarque permet de caleuler 8, et §, en calculant T{JW ct —:7!5,
ce qui n’exige aucune intégration. On peut ainsi reconnaitre, par des
opérations cflectuables, si la méthode de Laplace est applicable & une
cquation de la classe considérée (').

On vérifiera, par exemple, que les équations auxquelles satisfont les
fonctions sphériques d’ordre n sont des équations E(1 + n, 1+ n).
Elles sont intégrables par la méthode de Laplace. Les équations

L1 .o . y .
K (; A+ im, ~ - zm\) (#=—1; m entier)

2

s¢ rencontrent aussi en Physique mathématique.
Une remarque analogue s’applique aux équations 4°. L’expression
, . 4
de la constante ¢ du type (58) en fonction de Vi est (en prenantK =1)
= 21
H— i\/A

(1) Poir le Chap. I du t, Il des Legons de M. Darboux.
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On voit aisément que la méthode de Laplace est applicable aux
équations (58), lorsque ¢ est I'inverse d’un entier positif ou négatif.
L’entier indique le nombre, le signe donne le sens des opérations &
effectuer pour appliquer cette méthode.



