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LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DE

LA GEOMETRIE,

Par M. D. HILBERT.

Festschrift publiée a I'occasion des fétes pour I'inanguration du monument de Gauss-Webher
a Gijttingen. — Publiée par les soins du Comité des fétes. Leipzig, Teubner, 189q.

Traduit par L. LAUGEL.

RO S

« Toute science humaine commence par
les intuitions, de l& passe aux notions et finit
par les idées. »

KANT, Critique de la raison pure
( Theorie élémentaire, Partic 11,
Section IT).

INTRODUCTION.

La Géométrie, de méme que I’Arithmétique, n'exige, pour sa con-
struction logique, qu’un petit nombre de principes fondamentaux
simples. Ces principes fondamentaux sont dits les axiomes de la Géo-
métrie. L’exposition de ces axiomes et leur examen approfondi est un
probleme qui, depuis Euaclide, a fait I'objet de nombreux Mémoires
remarquables de la Science mathématique (*). Ce probleme revient &
I'analyse logique de notre intuition de 'espace.

La recherche qui suit est un nouvel essai dont le but est d’établir

(1) Poir les Gomptes rendus si complets de G. Veronese : Grundzige der Geometrie,
traduction de M. A. Schepp, Leipzig, 1891 (Supplément); et F. KLewN, Le Prix Loba-
tschefshy. .. (Math. dnnalen, t. L). D. HiLpert.
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la Géométrie sur un systeme siMPLE ¢t coMpLET d’axiones INDEPENDANTS
et de déduire de ccux-ci les principaux théortmes géométriques, de
telle sorte que le role des divers groupes d’axiomes et la portée des
conclusions que I'on tire des axiomes individuels soient mis en pleine
lumiere autant qu’il est possible.

CHAPITRE I

LES €INQ GROUPES IYAXIOMES.

§ 1.
Les éléments de la Géométrie et les cing groupes d’axiomes.

Congention. — Concevons (rois dillérents systemes d’étres @ les élres
du premiEr systéme, nous les nommerons points ¢t nous les désignerons
par A, B, C, ... les étres du pruxnive systeme, nous le nommerons
droites ot nous les désignerons par a, b, ¢, ...; les étres du rrorsmiae
systeme, nous les nommerons plans ¢t nous les désignerons par o, 5,
¥, ... les points seront aussi nommés éléments de la Géoméirie lincaire ;
les points et les droites, éléments de la Géométrie plane; et les points,
les droites et les plans, eléments de la Géoméirie de Uespace ou éléments
de Uespace.

Concevons que les points, droites et plans aient entre eux certaines
relations mutuelles et désignons ces relations par des mots tels que
« SONT SITUES », « ENTRE », « PARALLELE », « CONGRUENT », « CONTINU »;
la description exacte et compléte de ces relations a lieu au moyen des
axiomes de la Géometrie.

Les axiomes de la Géométrie se partagent en cing groupes; chacun
de ces groupes, pris individucllement, exprime certaines vérités fon-
damentales de méme catégorie qui dérivent de notre intuition. Nous
désignerons ces groupes comme il suit :
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I, 1-7. Axiomes d’association.
II, 1 -5. Axiomes de distribution.

HI. Axiome des paralleles (Postulat d’ Euclide).
IV, 1-6. Axiomes de congruence.
V. Axiome de la continuité (Axiome d’Archimeéde).

Le groupe d’axiomes I : Axiomes d’association.

Les axiomes de ce groupe établissent une association entre les no-
tions précédemment indiquées, points, droites et plans. Ces axiomes
sont les suivants :

I, 1. Deux pownts distincts, A, B, délerminent toujours une drotte a;
nous poserons AB = a ou BA = a.

Au lieu de « piterMINENT », nous emploierons aussi d’autres tour-
nures de phrase’; par exemple : A « EST SITUE SUR » @; A « EST UN POINT
DE » @; @ « PASSE PAR » A « ET PAR B »; « @joiNt A ET B » ou « joint A
A B ». Lorsque A est situé sur a et, en outre, sur une autre droite b,
nous emploicrons aussi le mode d’expression : « Les proITES @ ET b ont
LE POINT A EN COMMUN », et ainsi de suite.

[, 2. Deux points distincts quelconques d’une droite déterminent cetle
droite, et sur toute droite il y a au moins deux poinis; ¢ est-a-dire que,
silon aAB=a et AC=actB=£C, onaaussi BC = a.

I, 3. Trois points A, B, C non situés sur une méme droite déterminent
toujours un plan o; nous poserons ABC = a.

Nous emploierons aussi les tournures : A, B, G « sONT SITUES DANS »
le plan «; « SONT DES POINTS DE » o, et ainsi de suite.

[, 4. Trois points quelcongues A, B, C d’un plan o, non situcs sur une
méme droue, déterminent ce'plan o.
I, 5. Lorsque deux points A et B d’une droite a sont situés dans un

plan o, il en est de méme de tout point de a.

Ann. de ' Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XVII. — Mars 1goo. 14
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Nous dirons en ce cas : « LA DROITE @ EST SITUEE DANS LE PLAN & », el
ainsi de suite.

I, 6. Lorsque deux plans o, B ont un point A en commun, s ont en-
core au moins un aulre poinl B en commun.

I, 7. Surtout plan il y a awmoins trots points non siués surla méme
drotte et, dans espace, il y a au moins quatre points non silucs dans le
méme plan.

Les axiomes I, 1-2 renferment des énoncés qui ne sont relatifs
qu’aux points et aux droites, c¢’est-a-dire aux éléments de la Géomé-
trie plane, nous pouvons done, pour abréger, les nommer axiomes

kol
planaires du groupe I, par opposition aux axiomes I, 3-7, que on
désignera sous le nom d’axiomes spatiauzx de ce groupe.

Des théoremes qui dérivent des axiomes I, 17, je ne citerai que
les deux suivants :

Tukorime I. — Deux droites situées dans le méme plan ont un seul
point en commun ou bien n’en ont aucun; deox plans nont aucun
point en commun ou bien ont une droite en commun; un plan et une
droite non située dans ce plan n’ont aucun point en commun ou hien
en ont un scul.

Tutorime 1. — Parune droite et un point non situé surcette droite,
ctde méme par deux droites distinctes ayant un point en commun, il
passe toujours un plan et un scul.

§ 3.
Le groupe d’axiomes II : Axiomes de distribution (!).

Les axiomes de ce groupe définissent I'idée exprimdée par le mot
« ENTRE » ¢t permettent, en se basant sur cette idée, d’effectuer la dis-
tribution des points sur une droite, dans un plan et dans Uespace.

(1) Cest M. Pasch qui, dans son Cours de Géomdtric moderne, a le premier btudié en
détail ees axiomes. L'axiore I, B en particulier est da & M. Pasch. (D. Hiusenr. )
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Coxvention. — Les points d'une droite ont entre eux une certaine
relation qui s’exprime en particulier au moyen du mot « entre ».

I, 1. — A, B, C désignant trois points en ligne droite, st B est situé
entre A et C 1l [’est ausst entre C et A.

Fig. 1.

I1, 2. — Aet C( fig. 2) désignant deux points d’une droite il y a au
mowns un pownt B situé entre A et C et au motns un point D tel que G soit
siué entre A et D.

Fig. 2.
A B C D

I, 3. — De trous points d’une droite, il en est toujours un et un seul
situé entre les deux autres.

I, 4. — Quatre points quelconques A, B, C, D d’une droite peuvent
toujours étre distribues d’une maniere telle que B soit situé entre A et C
et ausst entre A et D, et que C soit situé entre A et D et aussi entre B et D.

DermNition. — Le systeme formé par deux points A et B situés sur
une droite cst dit un segment, ct nous le désignerons par AB ou BA.
Les points situés entre A et B sont dits les points du segment AB ou
encore @ l'intérieur du segment AB; tous les autres points de la droite @
sont dils a {'extérieur du segment AB. Les points A et B sont dits les
extremites du segment AB.

I, 5. — Sowent A, B, C trois points non en ligne droite et a une droite

Fig. 3.

/

dans le plan ABC qui ne passe par aucun des points A, B, C : st la droite a
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passe par un pownt du segment AB, elle passera towjours ou bwen par un
point du segment BC ou bien par un point du segment AC.

Les axiomes 11, 1-4 renferment des énoncés qui ne sont relatifs
qu'aux points d’une droite et peuvent done étre nommés axiomes
linéaires du groupe I1; I'axiome II, 5 renferme un énoncé relatif aux
¢léments de la Géométrie plane, et sera dit par conséquent Uazxiome
planaire du groupe I1.

§ 4.

Conséquences des axiomes d’association et de distribution.

Des axiomes lin¢aires I1, 1-4 nous déduisons d’abord sans peine les

théoremes suivants :

Tutorime 1. — Entre deux points quelconques d'une droite il y a
toujours une infinité de points.

Tikorinr V. — Ktant donné, sur une droite, un nombre fini de
points, on peut toujours distribuer ces points en une snite A, B, i, D,
B,....,K (fig. 4), telle que B soit situé entre A d’une part et G,

Fig. 4.
A B C W) E K

D, E,...,K de 'autre, puis que G soit situé¢ entre A, B d'une part
et D, B, ..., Kde Vautre, ensuite que D soit situé entre A, B, C d’une
partet 15, ..., K de Pautre, et ainsi de suite. Outre cette distribution
il n’y en a qu’une autre, la distribution inverse, qui jouisse de la pro-
priété énoncée.

Turorime V. — Toute droite a située dans un plan o sépare tous les
autres points de¢ ce plan en deux régions qui ont la propriété sui-
vante : Lout point A de ['une, joint & tout point B de I'autre, détermine
un segment AB sur lequel est situé un point de la droite @3 au con-
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traire, deux points quelconques A, A’ d’'une méme région déterminent
un segment AA’ qui ne renferme aucun point de a.

Tig. 5.
AI
A
22
B
Convextiox. — Soient A, A’, O, B quatre points situés sur une

droite @ et tels que O soit situé entre A et B mais non entre A et A’;
nous dirons alors: Les points A et A’ sont situés sur la droite a du méme
coté du point O, et les points A et B sont situés sur la droile a de cilcs

différents du point O.
Fig. 6.
A A/ 0 B

N
T

L’ensemble des points d’une droite @ situés d’un méme coté d’un
point O est dit un demi-rayon (demi-droite) issu de O; de la sorte tout
point d’une droite la partage en deux demi-rayons.

En faisant usage des notations du théoreme V, nous dirons : Les
points A, A" sont situés dans le plan o du méme coté dela drotie a, etles
points A, B sont situé¢s dans le plan a de cités différents de la droite a.

Dirmvrion. — Un systeme de segments AB, BC, CD, ..., KL qui relie
les points A et L est dit une ligne brisée. Cette ligne brisée sera dési-
gnée aussi pour abréger par ABCD...KL. Les points situés sur les
segments AB, BC, CD, ..., KL, ainsi que les points A, B, C, D, ..., K, L,
sont tous dits les points de la ligne brisée. En particulier, si le point L
coincide avee le point A la ligne brisée sera dite un polygone et s’ap-
pellera le polygone ABCD ... K. Les segments AB, BC, CD, ..., KA en
seront dits les coees, et les points A, B, C, D, ..., K les sommets. Les
polygones ayant 3,4, 5, ..., cotés se nomment en particulicr triangles,
quadrilatéres, pentagones, . .., n-gones.
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Lorsque les sommets d’un polygone sont tous distincts, lorsque
aucun sommet ne tombe sur un ¢oté et enfin lorsque deux cotés quel-
conques n’ont aucun point en commun, le polygone est dit simple.

En s’appuyant sur le théoreme V nous obtenons alors sans diffi-
cultés sérieuses les théortmes suivants :

Tueorime VI. — Tout polygone simple dont les sommets sont tous
situés dans un plan « partage les points de ce plan, qui n’appar-
tiennent pas & la ligne brisée formant ce polygone, en deux régions :
"'une intérieure, Vautre extéricure, jouissantde Ia propriété suivante :

Si A est un point de lintéricur (pomNt vriérieon) et B un point de
Pextérieur (pOINT EXTERIEUR), toute ligne brisée joignant A et B a au
moins un point en commun avec le polygone; au contraire, si A et A’

Fig. 7.

sontdeux pointsintéricurs et B et B deux points extéricurs, il y a tou-
jours alors des lignes brisées joignant respectivement A et A”, el B
et B” et n’ayant aucun point en commun avee le polygone. 11 existe
dans le plan « des droites dont tout le cours a lieu a Uextéricur du
polygone; mais il n’en existe aucune, au contraire, dont tout le cours
ait lieu & Uintérieur du polygone.

Tutonine VII. — Tout plan = partage les autres points de I'espace
en deux régions ayant la propriété suivante : Tout point A de l'une
détermine par sa jonction avee tout point B de 'autre un segment AB
qui renferme un point de ; au contraire, deux points quelconques A
et A" d'une méme région déterminent toujours un segment AA’ qui ne
renferme aucun point de .

Convextion. — En faisant usage des notations de ce théoreme VII,
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nous dirons : Les points A, A’ sont situés dans 'espace d’un méme cété
du plan a, et les points A, B sont situés dans 'espace de cdies différents
du plan o.

Le théoreme VII exprime les vérités les plus importantes relatives
a la distribution des ¢léments pans L'Espace. Ces vérités sont donc
exclusivement des conséquences des axiomes considérés jusqu'ici, et
il n’est donc pas nécessaire d'introduire dans le groupe 1I aucun
nouvel axiome spatiaL.

~

§ 3.
Le groupe d'axiomes III : Axiome des paralléles (Postulat d'Euclide).

L’introduction de cet axiome siweririe les principes fondamentaux
de la Géométrie dont il raciuire ainsi tres considérablement Pédifica-
tion. Nous I’énoncerons ainsi :

l. — Dans un plan a, par un point A pris en dehors d’une drodte a,
lon peut toujours mener une droile el une seule qui ne coupe pas la
droite a; celle droite est dite la parallele a a, mence par le point A,

Cet ¢noncé de 'axiome des paralleles renferme deux affirmations :
Ly PREMIERE ¢nonce que dans le plan o il passe toujours par A une
droite qui ne rencontre pas a, ot La secoNnk qu’il ne peut en exister
qu'une.

C’est la seconde affirmation de notre axiome qui est essentielle;
['on peut aussi lui donner la tournure suivante :

Tugortme VIII. — Lorsque dans un plan deux droites a, b ne ren-
contrent pas une troisieme droite ¢ du méme plan, elles ne se rencon-
trent pas non plus.

En effet, si @ et b avaient un point A en commun, il pourrait dans
ce plan exister deux droiles @, b, passant par A et qui ne rencontre-
raient point ¢; mais cela serait en contradiction avec la seconde affir-
mation de 'axiome des paralleles, sous notre énoncé primitif. Récipro-
quement, du théoreme VIII résulte également la seconde alfirmation
de 'axiome des paralleles sous notre énoncé primitif.

axiome des paralleles 11l est un axiome planaire.
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§ 6.

Le groupe d'axiomes IV : Axiomes de congruence.

Les axiomes de ce groupe définissent la notion de congruence ou de
déplacement.

Coxvention. — Les segments ont entre eux certaines relations que
le mot « congruent » en particulier sert i exprimer.

IV, 1. — Silon désigne par A, B deux points d’une droite a, et par A’
un point de cette méme droite ou bien d’une autre droue ', U'on pourra
towjours, sur la droite @', d’un cbté donné du point A, trouper us poINT
ET UN sEUL B, tel que le segment AB soit congruent aw segment A'B,
ce que Uon éerit

AB = A'B'.

Tout segment est congruent & lui-méme, ¢ est-a-dire que on « loujours
AB = AB.

Le segment AB est toujours congruent au segment BA, ce que Con cerd
AB = BA.

Nous dirons aussi plus rapidement que tout segment peut étre porté
sur une droite donnée d'un coté donné d'un point donné d’une ma-
niere univoque.

IV, 2. — Lorsqu’'un segment AB est congruent au segment A'B' et de
méme au segment A"B", alors A" B’ est aussi congruent au segment A"B",
c'est-a-dire que st lon a AB==A'B" et AB=A"B", Uon aura aussi
A'B = A"B".

IV, 3. — Sur la droite a, soient AB et BC (fig. 8) deux segments

Wig. &.

sans points communs, el sovent ensuile ¥ous segoqenss A'B' et B'C dewr
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segments situés sur la méme drotte ou sur une autre droite @', également
sans points communs; st 'on a AB=A'B" et BC=B'C' on aura tou-
jours ausst AC = A'().

Derivrtion. — Soit o« un plan quelconque et soient %, £ deux demi-
droites quelconques distinctes situées dans ce plan, issues d’'un
point O et appartenant & des droites pistinctes. Le systeme formé par
ces deux demi-droites %, £ nous le nommerons un angle et nous le
désignerons par <L (%, k) ou < (%, ). Des axiomes II, 1-5 on peut
aisément conclure que les deux demi-droites 4, £, y compris le point O,
séparent les points restants du plan « en deux régions jouissant de la
propriété suivante : A désignant un point de 'une des régions et B un
point de I'autre, toute ligne brisée qui joint A et B ou bien passe par O,
oubien aau moins un point en commun avec 2 ou avec £. Au contraire,
A et A" désignant des points d’'une méme région, il y a toujours une
ligne brisée joignant A et A’ et qui ne passe ni par O ni par aucun
point des demi-droites %, 4. L’'une de ces régions se distingue de
["autre par cette circonstance que tout segment qui joint deux points
de cette région y est situé tout entier. Cette région se nomme 'inté-
ricur de ’angle (A, k), par opposition avec I'autre qui se nomme 'ex-
téricur de Pangle (A, £). Les demi-droites 7, £ sont dites les cdtes de
I’angle, et le point O en est dit le sormmet.

IV, 4. — Soit, dans un plan o, un angle < (h, k), et soit, dans un
plan o', une droite a’. Supposons encore que, dans le plan o', un cété de-
terminé de la droite a’ sout assigné. Désignons par ' une demi-drotte prise
sur la droute a’ et issue d’un point O' de cette droite. Dans le plan o', il
existera alors s demi-droite k' et v seuLe, telle que Uangle (h, k) soit
congruent a l’angle (', /c’) et qu’en méme temps lous les points a 'inte-
reeur de l’angle (7, k) sotent suués du coté assigné de &', ce que nous
exprimerons par la notation

(N Ry =z (W, k).

Tout angle est congruent a lui-méme, ¢ est-a-dire que I’ on a toujours

G (N, )= <g (0, k).

dnn.de I'Ee. Normale. 3° Série. Tome XVII. — Mars 1goo. 15
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L'angle (h, k) est toujours congruent al'angle (k, ), ce que lon ceru
5 (hy k)= (k1)

Nous dirons aussi, en abrégeant, que dans un plan donné tout angle
peut étre, d’'une maniére univoque, portd d’un colé assigné d'une
demi-droite donnée.

IV, 5. — Un angle (h, k) élant congruent @ Uangle (0, k') ainst
qu'a Uangle (R, k'), Uangle (I, k') le sera aussi a Uangle (0", k).

c'est-c-dire que st on a

(N, kY s (B 1) el ey ks (R AT,

on aura loujours auss
TR Ky ey (I K.

Coxvention. — Soit ABC un triangle assigné; désignons les denx
demi-droites issues de A et passant par B et G, respectivement par /2, 4.
Langle (4, k) est ditPangle du triangle ABC renfermé par les cotés AB
el AG; il estdit encore Pangle opposé au coté BC du triangle. Cel
angle renferme i son intéricur tous les points a Pintéricur du (ri-
angle ABC et on le désignera par ) BAGou ) (1, k).

A\

IV, 6. - Dans dewr triangles ABC et N'B, si les congruenees
AB - ATDY, AG AT, O BAGE L BTANY
sont verfides, les congruences
S ABGE T AT ol 7 ACE ACBY

le seront toujours e'ga/c.'//w/z/.

Les axiomes 1V, 1-3 renferment des énoneds qui n’ont (rait qu’aux
congruences entre segments situcés sur des droites. Ils seront, par
suite, dits les axiomes lndaires au groupe V. Les axiomes 1V, 15
renferment des énoncés qui ont trait aux congruences entre angles.
Laxiome IV, 6 rattache la notion de congruence de segments i eelle
de congruence d’angles. Les axiomes [V, 36 renferment des énoneés
qui onl trait aux éléments de la Géométrie plane et seront nommés
par suite les axiomes planaires du groupe IV,
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o

7.
Conséquences des axiomes de congruence.

CoxventioN. — Soit un segment AB congruent & un segment A'B’.
Puisque, d’apres Paxiome 1V, I, le segment AB est également con-
gruent au segment AB de IV, 2, il s’ensuit que A’B’ est congruent &
AB, ce que nous exprimerons en disant : les deux segments AB et
A'B’ sont congruents entre eux.

Coxvextioy. — Soient A,B,C, D, ..., K, LetA',B, ¢, D, ..., K, I/
deux séries de points sur les droites respectives a et @', telles que
les segments correspondants AB et A’B’, AC et A’C/, BC et B'(Y, ..., KL
et K'L” soient respectivement congruents entre eux; on dit que les
deux séries de poinls sont congruentes entre elles; A et A', B et B, C
et €, ..., Let I sont dits les points correspondants des deux séries
ponctuelles congruentes.

Des axiomes linéaires IV, 1 -3, nous concluons aisément les théo-
remes suivants *

Tugorkme IN. — De deux séries ponctuelles congruentes, A, B, ...,
K, Let A, B, ..., K, L’ si la premiere est ordonnée de telle sorte

que B soitsitué entre A d’une partet G, D, ..., K, L de 'autre, que G
soit situé entre A, B d’une part et D, ..., K, L de lautre, et ainsi de
suite, les points A, B', ¢/, ..., K', L seront ordonnés de méme, ¢’est-
a-dire que B’ sera situé entre A’ d’une part et ¢/, D', ..., K, L' de
["autre, que C’ sera situé entre A’, B" d’une part et D', ..., K, I de
I'autre, et ainsi de suite.

Convention. — Soit un angle (%, £) congruent & un angle (4, £').
Puisque, d’apres axiome 1V, 4, l’anglg (A, k)estcongruenta <5 (A, k),
de Paxiome 1V, 5 il s’ensuit que < (%', &) est congruent i <5 (4, k),
ce que nous exprimerons en disant : les deux angles (A, k) et (A, k)
sont congruents enire euzx.

Derisition. — Deux angles qui ont méme sommet et un coté com-
mun, et dont les cotés non communs sont en ligne droite, sont dits
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supplémentaires. Deux angles quiont le méme sommel ct dont les cotes
sont en ligne droite sont dits opposés par le sommel.

Un angle qui est congruent & son supplémentaire est dit un angle

drozt.
Convintion. — Deux triangles ABC, A'BC sont dits congruents

entre eux lorsque les congrucnces

= A'BY AC=2 A BCo- B
? ki ?

A, B B e

sont toutes vérifiées.

Tugorkmr X, — (Pm':mucn TUEOREME DE CONGRUENCGE DES TRIANGLES ). -
Dans deux triangles ABC, A'B'(Y, siles congruences

AB=A'B, A= AT, Ay A
sont vérifiées, les deux triangles sont congruents entre cux.
Dimonstration. — D’apres Paxiome IV, 6, les congruences
By B el G Y

sont vérifides et, par suite, il suffit de démontrer que les eotés BE ef
B'( (fig. o) sont congruents entre eux. Supposons, au contraire, que

Fig. o.

.
//'" L
- . e \
/ e \
A< :

B Ar/ﬂ" TR U

BC ne soit pas congruent a B'C/ et déterminons sur B¢/ le point I
tel que BC== B'D’; les deux triangles ABC, A’B'D" auront deux eotés
respectivement congruents et I'angle compris entre ces eotés con-
gruent; en vertu de Vaxiome 1V, 6, les deux angles <) BAC et <) B'A' (Y
seront donc congruents entre eux. Maintenant, dapres Naxiome 1V, 5,
les deux angles < B'A’C/ et <7 B'A’D’ devraient donc aussi étre con-
gruents entre cux; or, ceci est impossible, car, d’apres laxiome IV, 4,
un angle ne peut étre porté que ’uNE SEULE ET UNIQUE maniere & partir
d’un point donné d’un coté donné d’une droite donnée dans un plan.
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La démonstration du théoreme X est, de la sorte, completement
établie.

On démontrerait tout aussi aisément la proposition suivante :

TrtoriMe XI. — (DEUXIEME THEOREME DE CONGRUENCE DES TRIANGLES.) —
Dans deux triangles, lorsqu’un coté et les deux angles adjacents sont
respectivement congruents entre eux, les deux triangles sont aussi
congruents entre eux.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer les importantes
propositions suivantes :

Tutorine XII. — Lorsque deux angles <. ABC et <L A'B'C sont con-
gruents entre eux, il en est de méme de leurs supplementaires < CBD et
< C'B'D.

Démonstration. — Choisissons les points A’C’D’ sur les cotés pas-
sant par B’ en sorte que l'on ait

A'B'=AB, C'B'= (B, D'B'= DB.

Dans les deux triangles ABC et A'B'C/, les cotés AB, CB et les cotés

A'B’, ¢'B’ sont respectivement congruents entre eux, et comme, en

Tig. 10.

outre, les angles compris entre ces cotés sont, par hypothese, égale-
ment congruents entre eux, du théoreme X résulte la congruence des
triangles en question, ¢’est-a-dire que I'on a les congruences

AC= A"l et <~ BAC= < B’A' (.

D’autre part, puisque, en vertu de 'axiome 1V, 3, les segments AD
et A’D’ sont congruents entre cux, du théoreme X résulte encore la
congruence des triangles CAD et (XA'D’, ¢’est-h-dire que 'on a les
congruences

CD =D’ el < ADC== <5 A'D/ (Y
d’our, en considérant les triangles BCD et B'C'D" de I'axiome 1V, 6,
s’ensuit la congruence des angles <7 CBD et <77 C'B'D’.
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Une conséquence immédiate du théoreme NII est fa congruence des
angles opposés par le sommet.

Tutorine XIII. — Dans le plan o, soit un angle (4, £) congruent
Pangle (4, #) dans un plan «’; soit ensuite L une demi-droite du plan e
issue du sommet de I'angle (4, £) et ayant son cours & Pintéricur de

Fig, 11,

et e it s b W

Q v A

TR

cet angle : il existera toujours alors dans le plan o une demi-droite /'
issue du sommet de 'angle (4, &) ayant son cours i I'intérieur de cet
angle et telle que Pon ail

(b L) e (W0 ol oy (e L) ey (A ).

Divoxstration. — Désignons les sommets respectifs des angles
(f, k), (F0, £ par O et O et déterminons sur les cotés ket £ les
points A, B, et A, B tels que Ton ail les congruences

OA =2 07N ot OB 0B,
En vertu de la congruence des teiangles OAB ¢t O'A’B’, on aura
AB == ATBY, OAB 0T, OB O'BA

La droite AB coupe £ en C; déterminons alors sur le segment A'B
le point € tel que Pon ait A€ = AC; je dis alors que 077 est Ta
demi-droite I cherchée. En effet, de NG AC7 et AB- A'B’, on peat
aisément, au moyen de laxiome 1V, 3, déduire la congruence BG- B
on voit clairement aussi que les triangles OAG ¢t O'A(7 sout con-
gruents entre eux, et qu'il en est encore de méme des triangles OBC
et O'B'(Z. On conclut de lales affirmations qu’énonce le théoreme XI1.

D’une fagon pareille nous obtenons la proposition suivante :

Tugonime, XIV. — Soient /, &, { d'une part, et /', £, I/ d"autre part,
trois demi-droites issues respectivement d’un méme point et situées
dans un méme plan.
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Si les congruences
(b D)=<r (R, 0I), et <k )= (k')
sont vérifiées, il en sera toujours également de méme de
<L (b, k)ys< (A, k).

En s’appuyant sur les théoremes XII ct XIII, on démontre le théo-
reme tres simple qui suit, théoreme qu’Euclide (& tort selon moi) a
mis_ au rang des axiomes.

Tutorime XV. — Tous les angles drois sont congruents entre eux.

DisoxstraTION. — Soit angle BAD ( fig. 12) congruent & son sup-

/
!
' '
\ ’
l} I‘
[
' i
\ i
! /
C
Ll
g
Yy
r
M

B A C B’ A’ c’

plémentaire CAD, et de méme soit angle B"A’D’" congruent a son sup-
plémentaire C’A’D". Alors je dis que les angles

7 BAD, - CAD, - BAD, o GOATD

sont tous des angles droits. (t) fro cospicu.

Supposons, ce qui est le contraire de notre proposition, que 'angle
droit B'A’D’ ne soit pas congruent & 'angle droit BAD et portons alors
< B'A’D” sur la demi-droite AB de telle sorte que le coté AD” prove-
nant de cette opération tombe soit & I'intérieur de 'angle BAD, soit &
Pintéricur de angle CAD. Supposons, par exemple, que le premier de
ces cas ait lieu. A cause de la congruence des angles B'A’D’ et BAD”,
du théoreme XII résultera que 'angle C'A’D’ sera aussi congruent i
angle CAD”; puisque les angles B'A’D" et C"A’D" doivent étre con-
gruents entre eux, 'axiome I'V, 5 nous enseigne qu’alors angle BAD”
devra étre congruent i ’angle CAD”; or, puisque <7 BAD est congruent
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A < CAD, nous pouvons, en vertu du théoreme XII, déterminer i
Pintéricur de Fangle CAD une demi-droite AD" issue de A el telle que
< BAD” soit congruent & <7 CAD” en méme temps que -)- DAD” Le soit
aussi i <) DAD”. Maintenant < BAD” était congruent i o) CAD”; par
suite, il faudrait aussi, en vertu de Paxiome IV, 5, que -5 CAD” soit con-
gruent i < CAD”. Or, cela estimpossible, car, daprés Paxiome IV, 1,
un angle ne peut étre porté dans un plan donné dun ¢oté donné d'une
demi-droite donnée que d'une seurk et uNioue manitre. Nous avons
done démon(ré le théoreme XV.

Nous pouvons maintenant introduire de la manitre que Pon sait les
désignations d’« angle aigu » ot &'« angle obtus ».

Le théoreme relatif & la congruence des angles -5 A et ) Badja-
cents 2 la base d’un triangle isoscele ABC résulte immédiatement de
Papplication de Paxiome 1V, 6, au triangle ABC et au triangle BAC,

En adjoignant & ce théoreme le théortme XIV, on démontre aisé-
ment de Ta manitre connue la proposition suivante :

Tutoriye XVE = (TROISIEME THEORENE DE CONGRUENCE DES TRIANGLES. )
- Dans deux triangles, lorsque les (rois colés sontrespectivement con-
agruents entre cux, les (riangles sont congruents entre cux.

Convenriox. — Un nombre quelconque fini de points est dit une
figure. Si tous les points delafignre sont situés dans un plan, elle sera
dite une figure planc.

Deux figures sont dites congruenies, lorsque 'on peut en faive cor-
respondre les points deux & deux d'une maniere telle que les seg-
ments et les angles correspondants des deux figures soient respeetive-
ment tous congruents entre eux.

Les figures congruentes, comme le font voir les théoremes XIT ot 1N,
jouissent des propriétés suivantes : Trois points d’une figure qui sont
en ligne droite sont également en ligne droite dans toute figure con-
gruente a la premicre. Dans les figures congruentes la distribution
des points dans des plans correspondants par rapport i des droites
correspondantes est toujours la méme. Il en est encore de méme de
Vordre de succession des points correspondants sur des droites corres-
pondantes.
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Le théoreme le plus général relatif & la congruence pour le plan ct
pour I’espace s’exprime comme il suit :

Tutorime XVII. — Lorsque (4, B, C, ...) et (A’, B/, (7, ...) sont des
figures planes congruentes, si I'on désigne par P un point dans le plan
de la premiere figure, on pourra toujours déterminer dans le plan de la
seconde figure un point P’, tel que (A, B, G, ..., P)et (A’, B, C, ..., P)
soient également des figures congruentes.

Si la figure (A, B, C, ...) contient au moins trois points qui ne
soient pas en ligne droite, la détermination de P’ ne sera possible que
d’une SEULE et uNIQUE maniere.

Turorime XVII. — Lorsque (A, B, C, ...) et (A", B, €/, ...) sont
des figures congruentes, si 'on désigne par P un point quelconque, on
pourra toujours déterminer un point P’, tel quelesfigures (A, B, C, ..., P)
et (A, B, ¢/, ..., P") soient ¢galement congruentes.

Si la figure (A, B, C, ...) renferme au moins quatre points qui ne
soient pas situés dans un méme plan, la détermination de P’ ne sera
possible que d’une sevLE et uNrQue maniere.

Ce théoreme renferme un trés important résultat : ¢’est que toutes
les vérités spaTiaLes relatives & la congruence, c’est-a-dire aux déplace-
ments dans L'espAce, sont exclusivement des conséquences (adjonetion
faite des groupes I et II d’axiomes) des six axiomes LINEAIRES €L PLANS
de la congruence précédemment énoncés ; par conséquent, I'axiome
des paralleles n’est pas nécessaire pour leur établissement.

Siaux axiomes de lacongruence nousadjoignons encore 'axiomelIl,
des paralleles, nous arrivons aisément & établir les propositions con-
nues :

Tutorime XIX. - Lorsque deux paralleles sont coupées par une
troisitme droite, les angles alternes-externes, allernes-internes et cor-
respondants sont respectivement congruents; réciproquement la con-
gruence des angles respectifs portant les désignations ci-dessus a pour
cons¢quence le parallélisme des deux droites en question.

Tuwionime XX. — Les angles d'un triangle forment ensemble deux
angles droits.

Ann, de U’Fe. Normale. 3° Sévie, Tome XVII, - Mans 1600. 16
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Disiviriox. — Lorsque M est un point quelconque d'un plan o, Pen-
semble de tous les points A, tels que les segments MA soient (ous
congruents entre eux, est dit une circonférence; le point M est dit le
centre de la circonférence.

De cette définition ¢t en employant les groupes HI-1V d’axiomes,
Pon déduit aisément les théortmes connus relatifs & la circonférence,
en particulier celui qui énonce la possibilité de faire passer une cir-
conférence par lrois poin(s non en ligne droite, ainsi que celui qui a
trait & la congruence des angles inscrits dans le méme segment el
encore celui relatif aux angles du quadrilatere inseriptible.

8 8.
Le groupe V d’axiomes : Axiome de la continuité (axiome d’Archiméde).

Cet axiome rend possible 'introduction, dans la Géomdétrie, de Ia
notion de la continuité; pour énoncer cet axiome nous devons aupara-
vant faire une convention relative i 'égalité de deux segments sur une
droite. Nous pouvons i cel elfet ou bien prendre pour fondement les
axiomes sur la congruence des segments et dans ce cas désigner comme
« iGAUX » les segments congruents, ou bien, en nous basan( sur les
groupes d’axiomes 1<, convenir de la maniere dont, au moyen de
constructions approprices (vorr Chap. V, § 2%), un segment doit étre
porté sur une droite donnée i partiv d'un point donné, en sorte que
Pon obtienne un nouveau segment qui lui soit « ear, ».

Une de ces conventions [aite, Paxiome d"Archimide s'énoncera
ainsi :

V. — Soit A, un point quelconque situd sur une droite entre les points

Fig. 13.

A A A, A A, ALB AL
o } R — Y RUM S ——

quelconques donnes A et B. Construisons alors les points Ay, Ay, A, ...
" N /) . » . ¢ . s

(fig. 13) tels que A, sou situé entre A et A, que A, soit situé entre A,

et Ay, que A, soit situé entre Ay et A, ... et ainsi de suite, et tels en outre
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que les segments
' f\Aly AlAh AA‘Z-’ 3 A:Hf\In R

soient égaux entre eux; alors dans la seérie de points A,, A;, Ay, ... 1l
existera toujours un certain point A, tel que B soit situé entre A et A,.
I’axiome d’Archimede est un axiome linéaire.

Note (*). — Remarquons qu’aux cinq précédents groupes d’axiomes
I’on peut encore ajouter 'axiome suivant qui n’est pas d’une nature
purement géométrique et qui, au point de vue des principes, mérite
une attention particuliere.

Axiome v'iNrieriTE ( Vollstgndigheit) ().

Au systéme des points, droites et plans, il est impossible d’adjoindre
d’autres étres de manieére que le sysiéme ainsi généralisé forme une nou-
velle géometrie ou les axiomes des cing groupes 1-V soient tous verifies ;
en d’autres termes : les éléments de la Géométrie forment un systéme
d’étres qui, st l’on conserve tous les axiomes, r’est susceptible d’ aucune
extension.

Cet axiome ne nous dit rien sur 'existence de points limites ni sur
la notion de convergence ; néanmoins I'on peut en I'invoquant démon-
trer ce théoreme de Bolzano en vertu duquel, pour tout ensemble de
points situés sur une droite entre deux points de celle-ci, il doit tou-
jours nécessairement exister un point de condensation. La valeur de
cet axiome au point de vue des principes tient done 4 ce que I'exis-
tence de tous les points limites en est une conséquence et que, par

(1) M. Hilbert a bien voulu éerire cette Nole inédite pour la traduction de son Mémoire,
ainsi qu’une longue addition a la conclusion. Le traducteur saisit avee empressement cette
occasion pour présenter ici ses tres cordiaux remerciements a M. L. Gérard, professcur
au Lyeée Charlemagne, et & M. P. Stickel, professeur & 1'Université de Kiel, pour leurs
précicux conseils el lour aide dans la correction des épreuves. Il ne saurait oublier non
plus de remercier encore une fois M. Hilbert et M. Teubner d’avoir autorisé la publication
de ce Mémoire.

(%) Comparer ma Communication & la réunion de savanls tenue 4 Munich en 18gg :
Ucber den Zahlbegriff ( Berichte der Deutschen Mathematiker-Fereinigung, 1900).

D. IliLBERT.
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suite, cet axiome rend possible la correspondance univoque et rever-
sible des points d’une droite et de tous les nombres réels. Dailleurs,
dans le cours des présentes recherches, nous ne nous sommes servi
nulle part de cet « axiome d’intégrité ».

o (D

CHAPITRE 1I.

LA NON-CONTRADICTION ET LINDEPENDANCE DES AXIOMES,

La non-contradiction des axiomes.

Les axiomes des cing groupes d'axiomes dont nous avons parlé dans
le Chapitre I ne sont pas en contradiction, ¢’est-a-dire qu’il n'est pas
possible d’en déduire par un raisonnement logique une proposition qui
soit en contradiction avee un de ces axiomes. Pour le prouver il suffit
d’assigner une géométrie oft Vensemble des eing groupes soil vérific.

A cet effet, considérons le domaine Q de tous les nombres alge.
briques qui prennent naissance, lorsque, partant du nombre 1, Pon
effectue un nombre fini de fois les quatre opérations, addition, sous-
traction, multiplication, division et une cinquitme opération : 1 - ¥,
ot w désigne chaque fois un nombre ayant déja pris naissance par le
moyen de ces cing opérations.

Nous regarderons un couple de nombres (2, y) du domaine £ comme
un point et le rapport (w:vo:w) de trois nombres quelconques de €,
pourvu que «, v ne soient pas tous deux nuls, comme une droite; enfin
I’équation

WA 4= Y 0
exprimera que le point (2, y) est situé sur la droite (u:eiw). Alors,
comme ¢'est facile & reconnaitre, les axiomes I, 1-2 et 11 sont vérifics.
Les nombres du domaine Q sont tous réels; si nous considérons que
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ces nombres peuvent étre rangés par ordre de grandeur, nous pouvons
aisément faire par rapport A nos points et droites des conventions telles
que les axiomes de distribution II soient tous vérifiés. En effet, soient
(@, 7)) (22,)2), (25,¥5), ... des points quelconques sur une droite,
leur distribution sur la droite sera celle de I'ordre écrit ci-dessus, si
les nombres z,, x,, 5, ... ou les nombres y,, y,, ¥,, ... sontou bien
tous décroissants, ou bien tous croissants dans 'ordre ci-dessus; enfin
pour vérifier la condition de P'axiome II, 5 il suffit de convenir que
tous les points (x, y), tels que ux + ¢y + wZ o, soientrespectivement
situés ou bien d’un ¢oté ou bien de I'autre de la droite (u:¢:w).

On voit aisément que cette convention s’accorde avec celle qui la
précédait et qui déterminait déja 'ordre successif des points sur une
droite.

Les déplacements des segments et des angles se feront suivant les
méthodes connues de la Géométrie analytique. Une transformation

de la forme
&=z -+ a,

y=y+0b

permet d’effectuer la translation des segments et des angles. Enfin, si
Pon désigne le point (o, o) par O, le point (1,0) par E et un point
quelconque (a, b) par C (fig. 14), alors, au moyen d’une rotation

TFig. 1.
()

Cla, b/
lry)

0/;0) E (1,0)
d’angle <7 COE, O étant le centre de rotation, un point quel-
conque (2, y) se transformera en un point (27, ") ol

. “ b

L mm m———e __
Jaro —Jezn”

Y= b . I3 )
oo e
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Maintenant, puisque le nombre

appartient au domaine Q, avee nos conventions, les axiomes de con-
gruence IV sont aussi vérifiés et il en est évidemment de méme de
'axiome d’Archimide V.

De tout cela on conclut que toute contradiction dans les consé-
quences tirées de nos axiomes devrait aussi apparaitre dans Parithiné-
tique du domaine Q.

Les considérations analogues relatives i la Géométrie de Pespace ne
présenteraient aucune difficulté.

Dans les développements qui précedent, si on choisissait, au lieu
du domaine Q, le domaine de tous les nombres réels nous obtiendrions
également une géométrie ot I'ensemble des axiomes -V serait aussi
vérifié; mais pour notre démonstration il suffisait d’employer Te do-
maine Q qui renferme seulement un exseypLe peNoysrapLr d’¢léments.

g 10.

Indépendance de 'axiome des paralléles (Géométrie non euclidienne).

Maintenant que Pon a reconnu la non-contradiction des axiomes, il
est intéressant de rechercher 7ils sont tous indépendants.

Or, nous allons voir, en effet, qu'aucun des axiomes ne peut étre
déduit des autres au moyen de raisonnements logiques.

Dabord, en ce qui concerne les divers axiomes des groupes [, 11
et 1V, il est facile de démontrer que les axiomes d’un méme groupe
sont tous indépendants ().

Ensuite, dans notre mode d’exposition, les axiomes des groupes |
ot 1 sont le fondement de tous les autres axiomes, en sorte qu'il suf-
fira de démontrer que chacun des groupes I, 1V et V est indépen-
dant des autres.

() Comparer mon Cours sur la Géométrie cuclidienne (semestre d’hiver 1898-189g ),
autographié pour mes auditeurs, d'aprés la rédaction de M. le D* von Schaper.
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La premire affirmation de I’énoncé de 'axiome des paralleles peut
étre démontrée au moyen des axiomes des groupes I, 1I, IV. A cet
effet, joignons le point A donné & un point quelconque B de la droite «.
Soit ensuite G un autre point quelconque de cette droite. Par le point A
menons dans le plan « et du coté de la droite AB, ou n’est pas situé le
point C, une droite formant avec AB un angle congruent & <Z ABC. Je
dis que cette ligne passant par A ne coupera pas la droite a. En effet,
supposons qu’elle coupe cette droite @ au point D ¢t supposons que B
soit situé entre D et C, nous pourrions alors trouver sur @ un point I’
tel que B fut situé entre D et D" et qu’on eiit en outre

AD=BD".

De la congruence des triangles ABD et BAD" résulterait la con-

gruence
<L ABD = <7 BAD/,

et comme les angles ABD’ et ABD sont supplémentaires, I'on voit, en
se reportant au théoreme XII, que les angles BAD, BAD’ devraient
I'étre aussi; or en vertu du théoreme I il ne peut en étre ainsi.

La deuxieme affirmation renfermée dans ’axiome des paralleles 111
est indépendante des autres axiomes; on le démontre de la maniere
connue et le plus simplement comme il suit : On choisira, comme élé-
ments individuels d’une Géométrie de I'espace, les points, droites ct
plans de la Géométrie ordinaire construite au § 9, en ne considérant
que ce qui est renfermé dans une sphere fixe; on définira alors les
congruences de cette Géométrie au moyen des transformations linéaires
de la Géomeétrie ordinaire qui transforment en clle-méme la sphere
fixe.

En faisant des conventions convenables, on reconnait que, dans
cette « Géomelrie non euclidienne », tous les axiomes sont vérifiés hormis
'axiome euclidien III; et comme la possibilité de la Géométrie ordi-
naire a été démontrée au § 9, celle de la Géométrie non euclidienne
en résulte immédiatement.
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Indépendance des axiomes de congruence.

Nous reconnaitrons Uindépendance des axiomes de congruence en
démontrant que I'axiome 1V, 6, ou encore, car eela revient au méme,
que le premier théortme de congruence des (riangles, ¢’est-i-dive le
théoreme X, ne peut étre déduit des axiomes restant au moyen de rai-
sonnements logiques.

Nous choisirons encore comme ¢léments de la nouvelle Géométrie
de I'espace les points, droites et plans de laGéométrie ordinaire; nous
définirons aussi le déplacement des angles comme dans la Géométrie
ordinaire ainsi qu’il a 6té exposé¢ au § 9, par exemple. Mais au con-
traire, le transport des segments, nous le définirons d’une autre facon.
Soient deux points A,, A, qui, dans la Géométrie ordinaire, ont pour
coordonnées x, ¥,, z, ¢l ay, ¥y, 2,5 nous nommerons alors longueur
du segment A, A, la valeur positive de 'expression

V0o — eyt )= 3 )b ()b (5 27,
el nous divons alors que deux segments queleonques Ay Ay et ATA)
sont congruents lorsqu’ils ont méme longuewr au sens que 'on vient
de définir.

[T est clair que dans la Géométrie de Pespace, ainsi définie, les
axiomes [, 11, 111, 1V, 1-2, 1-5, V sont vérifiés.

Pour démontrer qu’il en est de méme de Paxiome 1V, 3 prenons une
droite queleonque @ et sur cette droite trois points A,, Ay, A, tels
que A, soit situé entre A, et A,. Supposons les points 2z, y, s de la
droite @ donnés par les ¢quations

a1,
R Y A R

5o vl y’7

ol A, Ny, /s v, v désignent certaines constantes el £ un paramétre,
Stty, by, Gy | 1, < 85 1, < 4y ] sont les valeurs du pavametre qui corres-
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pondent aux points A,, A,, A, nous aurons pour longueurs des trois
segments A, A,, A,A, et A, A, les expressions respectives

(£~ &) [V )y =t
(to— b)) |V(A 4 )+ 2,
(6~ &) [VAF py 27,

et par suite la somme des longueurs des segments A, A, et A, A, est
égale 4 la longueur du segment A, A,;. Or ce fait est précisément la
condition pour que l'axiome 1V, 3 soit vérifié.
Mais I’axiome 1V, 6 ou plutét le premier théoreme de congruence
des triangles n’est pas toujours vérifié dans cette Géométrie.
Considérons, en effet, dans le plan z = o les quatre points

O ayant pour coordonnées... x=o0, y=o,
A » » ves =1, y=o,
B » » ... x=o, y=1,
C » » cee =14, y=4

Dans les deux triangles (rectangles) OAC et OBC (fig. 15) les
angles en C et les cotés BC et AC sont respectivement congruents

Fig. 15.

B (o.1)

Oto,0/ Alz.0)

puisque le coté OC est commun et que les segments AC et BC ont
pour méme longueur ;. Au contraire, les (roisiemes cotés OA et OB
ont pour longueurs respectives 1 et V/E et, par suite, ne sont pas con-
gruents. '

Il ne serait pas difficile d’ailleurs de trouver, dans cette Géométrie,
deux triangles pour lesquels I'axiome IV, 6 lui-méme ne serait pas
vérifié.

Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome XVII. — Mars 1goo. 17
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§ 12.

Indépendance de 1'axiome de la continuité V.
(Géométrie non archimédienne.)

Pour démontrer Pindépendance de Paxiome V dit d’ Archiméde, il
nous faut construire une Géomélrie ol seront vérifiés tous les axiomes
a I'exception de cet axiome en question (*).

A cet effet, construisons le domaine Q(¢z) de toutes les fonetions
algébriques de¢, qui proviennent de £ au moyen des quatre opérations :
addition, soustraction, multiplication, division, et de la cinquicme
opération {1+ w?, ol ® désigne une fonction quelconque, déji
obtenue au moyen de ces cing opérations. L'ensemble des éléments de
Q(¢) — de méme quil en était précédemment de Q — estun ensemble
dénombrable. Les cing opérations peuvent étre toutes eflfectuées d'une
manitre univoque et réelle. Le domaine Q(¢) ne renferme done que
des fonctions de 2 univoques et réelles.

Soit ¢ une fonction quelconque du domaine Q(¢); la fonction ¢
¢tant une fonetion algébrique de 2 ne peut jamais s’annuler que pour
un nombre fini de valeurs de ¢, et, par suite, Ia fonetion ¢ sera, pour
des valeurs positives suffisamment grandes de ¢, ou bien toujours po-
sitive, ou bien toujours négative.

Nous regarderons maintenant les fonctions da domaine Q(¢) comme
une certaine espece de nombres complexes; dans le systeme numé-
rique complexe ainsi défini, il est claiv que les regles usuelles de
caleul sont toutes vérifices, Enfin a, b désignant deux nombres diffé-
rents quelconques de ce systéme, nous dirons que le nombre « est
plus grand ou plus petit que b — ce qui 8'¢éerviva a > b ou a < b —
suivant que la différence ¢ ==« — b, vegardée comme fonction de ¢,
prend pour des valeurs sullisamment grandes de 2 une valeur, ou bhien
toujours positive ou bien toujours négative. KEn adoptant cette conven-
tion, il est possible de ranger par ovdre de grandeur les nombres de

(1) Dans son Livro d'une porlée si profonde (Grandsige der Geometrie, traduction

. Sch eipzigs 18g1), M. (. Veronese a aussi fait des recherches relatives a 1'édili-
A. Schepp, I g1 1891), M. (. YVeronesc ssi fuit des herches relatives a I'édil
cation d’une Géomélrie indépendante de axiome d'Archiméde, (D. HiLsrrT.)
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notre systeme numérique complexe, suivant une distribution analogue
a celle que l'on emploie pour les nombres réels; on reconnait
aisément aussi que les théoremes qui consistent a dire que les inéga-
lités subsistent, lorsque & chacun de leurs membres on ajouteun méme
nombre oulorsqu’on y multiplie chague membre par un méme nombre
>o, sont également vérifiés dans notre systeme numérique complexe.

Maintenant, si I'on désigne par » un nombre entier positif rationnel
quelconque, il est clair que pour les deux nombres n et z du domaine
Q(¢) I'inégalité n <z sera vérifiée, car la différence n — ¢ regardée
comme fonction de ¢ sera toujours négative pour des valeurs positives
de ¢ suffisamment grandes. Nous exprimerons ce fait comme il suit :
Les deux nombres 1 et ¢ du domaine Q(¢), qui tous deux sont > o,
jouissent de la propriété qu'un multiple quelconque du premier sera
toujours plus petit que le second de ces nombres.

Ceci posé, au moyen des nombres complexes du domaine Q(¢) nous
édifierons une Géométrie, absolument comme nous I’avons fait au § 9
ol nous avons pris pour base les nombres algébriques du domaine Q.
Nous regarderons un systeme de trois nombres (z, y, z) du domaine
Q(¢) comme un point, et les rapports (u : ¢ : & : r) de quatre nombres
quelconques du domaine Q(z), tant que «, ¢, w, r ne sont pas tous
nuls, comme un plan; enfin 'équation -

uwxr + Y +wWs—+r—o

exprimera que le point (x, y, 5) est situé dans le plan (u: ¢ 1w :r),
et la droite sera I’ensemble de tous les points situés dans deux plans
a la fois. Si nous adoptons alors relativement a la distribution des élé-
ments ainsi qu’aux déplacements des segments et des angles des cori-
ventions tout & fait analogues & celles du § 9, nous obtiendrons une
Géométrie non archimédienne, ou, comme le font voir les propriétés
que nous venons d’exposer du systeme numérique complexe Q(z),
tous les axiomes sont vérifiés, hormis I’axiome d’Archimede. En effet,
sur le segment nous pouvons porter le segment 1 en le faisant glisser
bout 4 bout un nombre infini de fois sans jamais arriver  atteindre
extrémité du segment ¢; or, cela est en contradiction avec I'axiome
d’Archiméde.
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CHAPITRE III.

THEORIE DES PROPORTIONS.

g 13.
Systémes numériques complexes.

Au début de ce Chapitre, nous allons présenter quelques notions
préliminaires sur des systémes numériques complexes, qui nous
seront plus tard utiles, en particulier, pour faciliter exposition.

I’ensemble des nombres réels forme un systeme d’étres ayant les
propriétés suivantes :

TuioriMEs pr L’Association (1-12).

1. Du nombre a et du nombre b provient par apvrrios, un nombre

déterminé ¢, ce qui sexprime ainsi :
0~ b e ou ¢ w b

2. Il'y a un nombre déterminé — on le nomme o -~ tel que pour

tout @ 'on ait simultanément
o ~p O s ¢t O wpe 0l 0L

3. Silon désigne par @ et b des nombres donnés il existe toujours
un et un seul nombre x, et de méme un et un seul nombre y, tels que
I’on ait respectivement

o~ ==, e S A==/

4. Du nombre a et du nombre b provient encore d’une autre

maniere, par MULTIPLICATION, un nombre déterminé ¢, ce (qui 8"exprime

ainsi :
ab = ¢ ou ¢ == b,

5. 11y a un nombre déterminé — on e nomme 1 — tel que pour
tout @ on ait simultanément

7 ol [ .
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G. Si l’on désigne par a et b des nombres quelconques donnés,
a n’étant pas nul, il existe toujours un et un seul nombre x et de méme
un et un seul nombre y, tels que I’on ait respectivement

ax =20, ya=>n.

Si 'on désigne par a, b, ¢ des nombres quelconques, les regles de
calcul suivantes sont toujours vérifiées :

7.a+(b+c)y=(a+b)+ec.
8.a+b=0b+a.

9. a(bc)= (ab)c.

10. a(b +c¢) =ab + ac.

1. (a+b)ec = ac + be.

12. ab = ba.

Tutorimes pE Lo pistriputioN (13-16).

13. Sil’on désigne par a, b deux nombres quelconques distincts, il
y a toujours un de ces deux nombres (par exemple a) qui est plus
grand (>) que P'autre; ce dernier est dit alors le plus petit, ce qui
s’exprime ainsi :

a>b et b<a.
14. Lorsque a > b et b > ¢ on a aussi
a>c.
5. Lorsque @ > b, I'on a toujours aussi
a-+c>b0+c et ¢4+ a>c-+ b.
16. Lorsque a > b ¢t ¢>o 'on a toujours aussi

ac > bc et ca > cb.

Tutorime p’Arcumine (17).

17. Si a> o et b > o désignent deux nombres quelconques, il est
toujours possible d’ajouter @ a lui-méme un nombre de fois suffisant
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pour que la somme qui en résulte ait la propriété
O A S R R e /5

Un systeme d'étres qui ne possede qu'une partie des proprictés 1-17
sera dit un systéme numerique complexe ou tout simplement un systéme
numérigue. Un systeme numérique sera dit archimédien ou bien non
archimédien selon qu’il vérifie ou non la condition 17.

Parmi les proprictés 1-17, exposées ci-dessus, il y en a qui sont la
conséquence des autres. Il y a lieu de rechercher Ia dépendance lo-
gique de ces propriétés. Dans le Chapitre VI, §32, § 33, nous répon-
drons 4 deux questions de cette nature en raison de leur grande portée
en Géomeétrie; en attendant, nous nous contenterons d’affirmer ici que
la derniere condition, 17, n’est aucunement la conséquence logique
des propriétés restantes; en effet, nous avons déja va, par exemple,
que le systeme numérique complexe Q(¢) considére au § 12 possede
toutes les propriétés 1-16, et cependant ne vérifie pas la condition 17.

§ 1.
Démonstration du théoréme de Pascal.

Dans ce Chapitre comme dans le suivant, nous allons prendre comme
base de nos recherches les axiomes pranames de tous les groupes,
exception faite pour Paxiome d’Archiméde, ¢'est-i-dire les axiomes 1,
1-2 et II-1V. Dans ce Chapitee 1, nous nous proposons, au moyen des-
dits axiomes, d'¢tablir la théorie euclidienne des proportions, ¢'est-i-
dive que nous allons Uétabliv dans le plan et indépendamment de
Uaxiome d’ Archiméde.

A cet effet, nous démontrerons d’abord une proposition qui est un
as particulier du célebre théoreme de Pascal sur les coniques, et que
je désignerai dorénavant, pour abréger, sous le nom de théoréme de
Pascal, en I'énoncant comme il suit :

Tutorime XXI (Tukorime ve Pascar). — Soient A, B, C ( fig. 16) et
A, B, O des points situés respectivement trois par trois sur deux droites
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’

qui se coupent, et distincts du point d’intersection de ces droutes. St CB
est paralléle @ BC' et CA’ & AC', je dis que BA’ sera parallele a AB' ().

c B A
Afin de démontrer ce théoreme introduisons d’abord les notations

suivantes :
Dans un triangle rectangle (/fig. 17) le eoté a de 'angle droit est

Fig. 17.

déterminé d’une maniere univoque par I’hypoténuse ¢ et par I'angle a
la base & compris entre ceta: ¢’est ce que nous exprimerons en abrégé
au moyen de la notation symbolique

a=—udqac.

Ainsi le symbole ac désignera toujours un segment bien déterminé,
pourvu que ¢ désigne un segment quelconque donné et o un angle aigu
quelconque donné.

Maintenant soit ¢ un segment quelconque et soient e, § deux angles
aigus quelconques, je dis qu’alors la congruence segmentaire

afc=fuc

a toujours lieu et que, par suite, les symboles o, § sont échangeables.

(') M. F. Schur a publié dans le tome LI des Math. Annalen une intéressante dé-
monstration du théoréme de Pascal, basée sur tous les axiomes I-1I, IV.
: (D. Hmuserr.)
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Pour le démontrer prenons le segmente == AB (/ig. 18); porlons, ¢n
prenant A comme sommet, de part et d'autre de ce segmentles angles o
et B; puis, du point B, abaissons sur les deux autres colés de ces

Pl ’

Fig. 8.

angles o et B les perpendiculaires BC et BD; enfin du point A menons
la perpendiculaire AE & CD.

Cela posé, les angles <7 ACB et <y ADB ¢étant droits, les quatre
points A, B, C, D seront situés sur une cicconférence et, par suite, les
deux angles <77 ACD et <7 ABD inscrits dans un segment sous-tendu par
la méme corde AD seront congruents. Or, -5 ACD et ) CAE forment
ensemble un angle droit et il en est de méme de-) ABD et de-) BAD;
par suite, les angles )" CAE et -7 BAD sont congruents, ¢ est-i-dire
que

5 CAE 8
dou
<1 DAE .
De Ta résultent immédiatement les congruences segmentaires

Be=2AD, o AG
afe iz a(AD) 2 AE, Lo -2 5(AC) == AK

ce qui démontre Pesactitude de la congruence dont il était question.

Revenons maintenant i la figure du théoreme de Paseal ot désignons
par O le point d’intersection des deux droites et désignons les seg-
ments OA, OB, OC; OA’, OB, OC; CB’, BC'; CA', AC: BA’, AB' (fig. 19)
respectivement para, b, ¢; @', 0, ¢'5(, 5 m, m"; n, n'. Du point 0,
abaissons ensuite des perpendiculaires dl, m, n. La perpendiculaire i/
formera avee les deux droites OA, OA’ des angles aigus que nous dési-
gnerons respectivement par A, A, de méme les perpendiculaires i
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et 2 n formeront avec les mémes droites OA, OA’ des angles aigus que
nous désignerons respectivement par p.’, . et v/, v. Maintenant, si nous
exprimons ces trois perpendiculaires, ainsi qu’il a été précédemment
indiqué, au moyen des hypoténuses et des angles adjacents & celles-ci
dans les triangles rectangles qui leur correspondent, ce qu’il est

possible de faire de deux manitres, nous obtiendrons les trois con-
gruences segmentaires

(1) A =)e,
(2) pa'=ple,
(3) va' =v'b.

MaintenantZ, par hypothese, devant étre paralltle & I, et m devant
I'étre de méme & 7", les perpendiculaires abaissées du point O sur [*
et m" devront respectivement coincider avec les perpendiculaires
abaissées de ce point sur /et m2; et’on aura, par suite,

(4) A=,
(5) pc' = p'a.

Cela posé, si nous multiplions symboliquement chacun des deux
membres de la congruence (3) par le symbole /., en nous souvenant
que, d’apres ce qui a été déja établi, les symboles dont il s’agit sont
échangeables, nous trouverons

vV pa = v b.

Dans le premier membre de cette congruence ayons égard a la va-
leur donnée par (2) pour pa’ et dans le second membre & la valeur
donnée par (4) pour N'b; il viendra

vNple= v
Ann. de I’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XVII. — MaRs 1900. 18
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ou encore
! Wz v el
Dans le premier membre de cette dernivre congruence ayons ¢égard
a (1), dans le second membre & (5), il viendra

v b s v A

Oou ¢ncore
Wb = Y a.

De cette congruence, en raison de la signification de nos symboles,
nous concluons immédiatement

}J."‘)()', =) }J.,’J,//;
d’ol1, entin,

(6) v =z v'a.

Or, si nous considérons la perpendiculaire abaissée du point O sur 2
el les perpendiculaives menées & celle-ci du point A et du point B/, Ia
congruence (6) nous montrera que les pieds de ces deax dernieres
perpendiculaives coincident, ¢est-a-dive que Ta droite 2* == AB coupe
dangle droit la perpendiculaive i net, par suite, est parallele i 2. Le
théoreme de Pascal est done démontré.

Etant donnés une droite quelconque, un point en dehors de celte
droite el un angle quelconque, Pon peut évidemment, en transportant
cetangle el en tracant une parvallele, trouver une droite qui passe par
le point donuné et coupe Ta droite donnée sous angle donné.

Grice & cette construction, nous pouvons encore employer pour la
démonstration du théoreme de Pascal le raisonnement tres simple qui
suit et que je dois & une bienveillante communication :

Par le point B (/fig. 20) I'on menera une droite qui coupe OA’ au
point 1), sous un angle OCA’ tel que la congruence

(") A OCA == OD'B

soit vérifiée; alors, en vertu d’un théoreme bien connu de la théorie du
cercle, GBD'A” est un quadrilatere inscriptible, et par suite, en vertu
du théoreme relatif i la congruence des angles inscrits dans le méme
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segment, on a la congruence

< k=
(2%) < OBA'= < OD'C.

Puisque CA” et AC’ sont, par hypothese, paralltles, I'on a aussi
(3%) s OCA'= < OAC,
et de (1*) et (3*) résulte encore

< OD'B = < OAC;

mais le quadrilatere BAD'C’ est alors aussi un quadrilatere inseriptible,

Fig. 2o0.

et, en vertu du théoreme relatif aux angles d’un tel quadrilatire, on a
[a congruence

(4% L OAD'= x OC'B.

Or, comme CB’ est, par hypothése, parallele & BC/, nous aurons
aussi
6 <XO0B'C= < 0C'B;
de (4*) et de (5™) l'on tire la congruence

<L 0AD'= <t OB'C;

cette derniere nous fait voir que le quadrilatere CAD'B est aussi un
quadrilatere inscriptible, et par suite que I'on a encore

(6*) © X O0AB = <z OD'C.
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De (2*) et (6%) lon tire
A OBA =2 <y OABY,

congruence qui nous apprend enfin que BA” et AB sont paralltles,
comme le veut le théoreme de Pascal.
Si D’ coincidait avee un des points A', B, €7, il serait nécessaire de

faire i cette méthode de démonstration une légere modification, qu’il
est facile d'apercevoir.

§ 15.

Un calcul segmentaire basé sur le théoréme de Pascal.

Le théortme de Pascal, démonteé¢ dans le paragraphe précédent,
nous permet d’introduire dans la Géométrie un caleul sur les segments
olt seront vérifiées sans modification toutes les opérations de caleul
sur les nombres réels.

Au licu du mot congruent et du signe -, nous ferons usage, dans
ce caleul segmentaire, du mot égal et du signe ==,

A, B, C(fig. 20 bis) étant trois points sur une droite, et B étant

I'ig. 20 bis,

¢ 3¢ £ T

I

N R VR /] e -

situé entre A et G, nous désignerons e == AC sous le nom de somme
des deux segments @ == AB et b == BC, ¢l nous Gerirons
Cu=a -0,
Les segments @ et b sont dits plus petits que ¢, ce qui s’éerit
-7 ¢, b-Ze,
et ¢ est dit plus grand que « et que b, ce qui §'écrit

¢ > d, -/

Des axiomes linéaires de la congruence 1V, 1-3, 'on conclut aise-
ment que pour l'addition des segments, telle que nous venons de la
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définir, la lol AssociATivE

a+ (b+c)y=(a+b)+c

ainsi que la loi commuraTive

a+b=b-+a

sont toutes deux vérifiées.

Pour définiv géométriquement le produit d'un segment @ par un
segment b, nous emploierons la construction suivante : Nous choisi-
rons d’abord un segment quelconque qui restera le méme dans toute
cette théorie, et nous le désignerons par 1. Sur le c¢oté d’un angle
droit nous porterons, i partir du sommet O (fig. 21), d’abord le seg-

Fig. ar.
ab |
.\\
N
N
(e %
) 7 7

ment 1, puis le segment b; sar Pautre coté de 'angle nous porterons,
a partiv de O, le segment «; joignons alors les extrémités des seg-
ments 1 et @ par une droite; & celle-ci nous meénerons ensuite une
parallele par Uextrémité de 05 cette parallele déterminera sur l'autre
coté de P'angle un segment ¢; ce segment ¢ nous le nommerons le
produit du segment @ par le segment b, et nous écrirons

¢=ab.

Avant tout, nous allons démontrer que, dans la multiplication des
segments telle que I'on vient de la définir, la loi commutaTIvE

ab=ba

est toujours vérifiée. A cet cffet, construisons d’abord de la maniere
que I'on vient de décrire le segment ab (fig. 22). Portons ensuite, &
partir du point O sur le premicr coté de I’angle droit, le segment a, et
sur le second le segment b. Joignons alors I'extrémité de 1 & I'extré-
mité de b, située sur P'autre coté de I’angle droit, par une droite, et
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menons une parallele & cette dreoite par Uextrémité de a situce sur le
premier coté de angle droit. Cetle parallele déterminera, par son in-
tersection avee le second coté de angle droit, le segment ba; or,
comme le fait voir la fig. 22, ce segment ba coincide, en vertu

Fig. »o.

b
abl

o

ah = bee

du parallélisme des lignes auxiliaives ponctudées [ théoreme de Paseal
(XXI)[, avee le segment ab déja construit.

Pour démontrer, dans notre multiplication des segments, la Toi asso-
CIATIVE .
a(be) = (ab)e,

construisons d’abord le segment o =< be ( fig. 273), puis da 3 ensuite le

Fig. »3.

dalbe)a

o ba|,
d be
14

(o]
~7
2

o (i )esfab)e

segment e = ba, et enfin ec. Bn vertu du théoreme de Pascal, les ex-
trémités de da et de ec coincident, comme on le voit clairement sur la
fig- 23, et, si 'on applique alors la loi commutative qui vient d'étre
démontrée, on en tire la précédente formule, qui exprime la loi asso-
ciative de la multiplication segmentaire.
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Enfin, dans notre calcul segmentaire, la loi mistrmurive
a(b+c)y=ab + ac
est également véritice.
Pour le démontrer, construisons les segments ab, ac ¢t a(b +¢)
(fig- 24), et, par Pextrémité du segment ¢ (voir la fig. 24 ci-dessous),

Fig. of.

a(bre)=ab+ac

menons une parallele & Pautre coté de Pangle droit. La congruence
des deux triangles ombrés dans la fig. 24 et Papplication du théoreme
de Ta congruence des cotés opposés d’un parallélogramme fournissent
[a démonstration demandée.

Sil'on désigne par b et e deux segments quelconques, il existe tou-
jours un segment a tel que Von ait e = ab; ce segment a est désigné

. (4 .
par Ja notation et se nomme le quotient de ¢ par b.
§ 16.

Les proportions et les théorémes de similitude.

A Tl'aide du caleul segmentaire précité, on peut établir comme il

suit la théorie d’Euclide des proportions sans préter a aucune objec-
tion et sans taire usage de I'axiome d’Archimede.

ConveNtioN. — a, b, @/, b’ désignant quatre segments quelconques,
la proportion
a:b=d b
n’exprimera pas autre chose que Uéquation segmentaire

ab! = ba'.
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Derrstrion. — Deax triangles sont dits semblables lorsque leurs
angles homologues sont congruents.

Tukorime XXII. — Si Pon désigne par a, b et @', " des cotés homo-
logues dans deux triangles semblables, la proportion

atb=0d:l

est vérifice.

Dimonstration. — Considérons d'abord le cas particulier ot les
angles compris entre @ et b et entre a’ et 0" (fig. 25) dans les deux

Fig. 25.

triangles sont droits, ¢t supposons que les deux triangles aient é(é
tous deus portés sur un méme angle droit. Sur 'un des eotés de Pangle
droit, portons alors, i partir du sommet O, le segment 1, et, par 'ex-
trémité de ce segment, menons une parallele aux hypoténuses des
deux triangles. Cette parallele déterminera sur Vantre coté de Pangle
droit un segment ¢; or, en vertu de notre définition du produit de
deux segments, on aura
b= ca, O ed!,
d’ou
ab' == b,
¢’est-a-dire
atbza L.

Passons maintenant au cas général. Dans chacun des deux triangles
semblables déterminons les points d'intersection respectifs S et '
des trois bissectrices, et de ces points abaissons les perpendiculaires
respectives ret r sur les cotés des triangles.

Désignons les segments respectifs ainsi déterminés sur les cotés
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des triangles (/fig. 26) par

Ap, Qey bc: [)“, Cary Cp,

et par
’ ’ ! ’
Apy gy bcs bav C;, CZ;

Fig. 26.

le cas particulier du théortme que nous venons de démontrer fournit

les proportions
ap ir=a,:r, be s r==0b, 01,

a,:re=al i, by ir=20,:0

de celles-ci, en vertu de la loi distributive, on conclut que

oo al : I',, [} A bl : I'/,

d’ol, en se reportant i la loi commutative de la multiplication,
arb=a:l.

Da théoreme XXII ainsi démontré nous tirons aisément le théo-
reme fondamental de la théorie des proportions que voici :

Tutorine XXI. - Sil’on désigne para, bet @', b’ les segments res-
pectifs découpes par deux paralléles sur les cétés d’un angle quelconque, .-
la proportion

‘ ab=d 0V
est toujours verifiee.

Réciproguement, lorsque quatre segments a, b, @', b' vérifient cette pro-
portion, si on porte a, a' et b, b’ sur les cbles respectifs d’un angle
quelconque, les drovtes qui joignent les extrémulés respectives de a, b el
a’, b’ sont paralleles. :

Ann. de I’Ee. Normale, 3* Série. Tome XVII. — AvmiL 1900. 19
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§ 17.

Les équations des droites et des plans.

Au systeme de segments précédemment défini nous en adjoindrons
un second tout pareil; nous dilférencicrons les segments de ce nou-
veau systeme de ceux du premier en les marquant d'un signe dis-
tinctif et nous les nommerons « négatifs » par opposition aux scg-
ments « positifs » considérés auparavant. Sinous introduisons encore
le segment o déterminé par un point unique, alors, dans ce caleul
segmentaire généralis¢, en adoptant des conventions convenables,
toutes les regles de calcul relatives aux nombres réels, exposées
au § 13, seront vérifices. Nous exposerons, par exemple, les propo-
sitions particulitres qui suivent :

On a toujours

a.l oI, .

Si ab = o, on a toujours

S0it @ = o, soit b o,

Sil'on a

a:-b ot ¢ 0,

il en résulte toujours
ac o be,

Dans un plan «, prenons maintenant deux droites se coupant sous
un angle droit au point O pour axes fixes rectangulaires, et portons
alors, & partic du point O, des segments quelconques x, y sur ces
deux droites, et cela de 'un ou de autre ¢oté du point O, selon que
les segments @, ¥ sont respectivement positifs ou négatifs. Elevons
alors des perpendiculaires aux extrémités des segments précités ot
déterminons leur point d’intersection Ps les segments a2, y sont alors
dits les coordonnées du point P : tout point du plan « est déterminé
d.’qnc manitre univoque par ses coordonnées, que celles-ci soient po-
sitives, négatives ou nulles.
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Soit £ (fig. 27) une droite quelconque du plan « passant par O et
par un point G dont les coordonnées sont a et b. Si I'on désigne alors

Fig. 2.

\o

P ¢ X

par @ el ¥ les coordonnées d'un point quelconque de /, nous tirons
aistment du théoreme XXII

011

comme équation de la droite /.

Si ¢ est une droite parallele & £ et déterminant sur axe des x le
segment ¢, nous obtiendrons I'équation de la droite / en rempla-
cant, dans I'équation de Ia droite 4, le segment x par le segment 2 —c.
IV équation de la dreoite £ sera done

b e (("y [,(: 0

De ces développements nous concluons aisément, et indépendam-
ment de Paxiome d’Archimede, que toute droite d’un plan est repré-
sentée par une équation linéaire entre les coordonnées x, y; et, réci-
proquement, que toute équation linéaire de ce genre représente une
droite, lorsque les coefficients de cette équation sont des segments
appartenant 4 la Géométrie en question.

On démontrerait tout aussi aisément les résultats analogues dans
la Géométrie de I'espace.

A partiv de la, tout le reste de Ja Géométrie peut se construire
d’apres les méthodes usuelles de la Géométrie analytique.

Dans ce Chapitre III actuel, nous n’avons jusqu’ici, nulle part, fait
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usage de I'axiome d’Archimede. Sinous le supposons vérifié ici, nous
pouvons alors, aux points d’une droite quelconque dans l’espace,
faire correspondre des nombres réels, et cela de la maniere suivante :

Choisissons sur la droite deux points quelconques, et attribuons a
ces points les nombres o et 1. Partageons ensuite en deux parties
égales le segment or qu'ils déterminent et désignons-en le milieu
par ;; puis le milieu du segment o= par 7> et ainsi de suite; apres

2 2 4

avoir répété n fois cette opération, nous obtiendrons un point auquel
il faudra attribuer le nombre -2% Sur la droite en question portons
alors successivement, a partir du point o et de part et d’autre de ce

. 1 - . . .
point, le segment o, m fois par exemple; aux points ainsi obtenus

7 m

. . m
attribuons les nombres respectifs — et — -

De Paxiome d’Archiméde on conclut alors aisément que, en vertu
de la coordination ainsi opérée, 4 tout point de la droite on peut faire
correspondre d’une maniére univoque déterminée un nombre réel, ct
cela de telle sorte que cette coordination jouisse de la propriété sui-
vante : A, B, C désignant trois points quelconques de la droite aux-
quels correspondent les nombres respectifs «, §, v, ¢t B étant situé
entre A et C, ces nombres «, B, v véritieront toujours ou bien U'inéga-
lité e << B <y, ou bien inégalité o> > v.

Des développements du Chapitre 1T, § 9, résulte clairement qu’ici,
pour tout nombre appartenant au corps algéhrique Q, il doit exister
un point correspondant sur la droite; mais reconnaitre si & tout autre
nombre réel correspond de méme un point de la droite, ¢’est ce qu’on
ne peut faire d’une maniere générale, cette question dépendant de la
Géométrie a laquelle on a affaire.

Au contraive, il est toujours possible de généraliser le systéme pri-
mitif des points, droites et plans au moyen d’éléments « wEAUX » ou
« IRRATIONNELS » d'une maniere telle que, sur une droite quelconque
de la Géométrie ainsi construite, & chaque systeme de trois nombres
réels corresponde sans exception un point. Au moyen d’une conven-
tion convenable, on peut également faire que, dans la Géométrie
ainsi généralisée, les axiomes I -V soient tous vérifiés. Cette Géomé-
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trie généralisée (par I'adjonction des éléments irrationnels) n’est
autre que la Géométrie analytique usuelle de I’espace.

CHAPITRE 1V.

THEORIE DES AIRES PLANES.

5 18(").

Egalité par addition, égalité par soustraction des polygones.

Nous prendrons comme base de nos recherches, dans le Chapitre
actuel TV, les mémes axiomes que nous avons employés au Chapitre 111,
a savoir les axiomes planaires de tous les groupes, hormis I'axiome
d’Archimede, ¢’est-i-dire les axiomes I, 1-2, et 1I-IV.

La théorie des proportions exposée dans le Chapitre 111 et le calcul
segmentaire qui y a ét¢ introduit nous permettent d’établir la théorie
d’Buclide des aires au moyen des axiomes précités, ¢’est-a-dire dans
le plan et indépendamment de U axiome d’ Archiméde.

Les développements du Chapitre IH faisant essentiellement reposer

(1) En ce qui concerne la théorie des aires dans le plan, nous appelons avant tout
I'attention sur les Travaux suivants de M. GErarp : Thése de Doctorat sur la Géométric
non euclidicnne (18ga) et Géométrie plane (Paris, 1898). M. Gérard a exposé une théoric
toul & fait analogue & celle du § 20 du présent Travail relativement a la mesure des poly-
gones. La différence est que M. Gérard emploie des transversales paralléles, tandis que moi
je me sers de transversales issues d’un sommet. En outre, le lecteur pourra comparer
los Travaux suivants de FF. Sciur, ot 'on trouve aussi une exposition analogue : Sitzungs-
berichte der Dorpater Neaturf. Ges., 1802, el Lehrbuch der analytischen Geometrie,
Leipzig, 1898, Introduction. Enfin, je renverrai encorc & un Travail de O. Srorz
Monatshefte fir Math. und Phys., 5° année, 1894. (Note de M. Hilbert.)

In outre, M. Gérard a encore traité la question des aires, par diverses méthodes,
dans le Bulletin de Mathématiques spéeiales (mai 1895), dans le Bulletin de la Sociéteé
mathématique de France (décembre 1895 ), dans le Bulletin de Mathématiques élémen-
taires (janvier 1896, juin 1897, juin 1898). (Note du traducteur.)
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la théorie des proportions sur le théoreme de Pascal (théoreme XXI),
il en sera aussi de méme de la théorie des aires. Cette maniere d’éta-
blir la théorie des aires me semble une des plus remarquables applica-
tions du théoréeme de Pascal dans la Géométrie ¢lémentaire.

Coxvention. — Sil’on joint deux points d’un polygone P par une ligne
brisée quelconque contenue tout entiére a Pintérieur du polygone,
onobtient deux nouveaux polygones P, et P, dont les points intérieurs
sont tous situés a U'intérieur de P; nous dirons : P est décomposé en P,
ct Py, oubien P, et P, composent P.

DiriNirion. — Sont dits fliachengleich, ¢ est-ia-dire égauwx par addition,
deux polygones qui peuvent étre décomposés en un nombre fini de
triangles respectivement congruents deux i deux.

Divisition. — Sont dit inhaltsgleich ou von gleichem Inhalte, ¢ est-
a-dire égaux parsoustraction, deux polygones auxquels on peutajouter
des polygones égaux par addition, de maniere que les deux polygones
ainsi composés soient eux-mémes égaux par addition.

De ces définitions résulte immédiatement ceei = en réunissant des
polygones égaux par addition, on obtient e¢ncore des polygones cux-
mé&mes EGAUX PAR ADDITION, ¢L, si l"on soustrait de polygones égaux par
addition des polygones eux-mémes égaux par addition, les polygones
(ui restent sont EGAUX PAR SOUSTRACTION.

Enfin nous avons les propositions suivantes :

Toriyr XXIV. — Deux polygones P, et P, égaux par addition i un
troisieme P, sont égaux entre eux par addition. Deux polygones ¢gaux
par soustraction & un troisieme sont égaux entre eux par soustraction.

DimonstratioN. — Par hypothese pour P, ainsi que pour P, on peut
assigner une décomposition en triangles, telle qu’a chacune de ces
décompositions corresponde une décomposition de Py en triangles
congruents (fig. 28). Si nous considérons simultanément ces décom-
positions de Py, on voit d’une manitre générale que chaque (riangle
de I'une des décompositions est décomposé en polygones par des
segments appartenant & I'autre décomposition. Nous introduirons
alors un nombre suffisant de segments pour décomposer chacun de
ces polygones eux-mémes en triangles, et nous opérerons alors
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sur P, et P, les deux décompositions en triangles corvespondantess il
est ¢vident maintenant que ces deux polygones P, et P, sont décom-
pos¢s en un nombre égal de triangles respectivement congruents
deux & deux, et qu’ils sont, par suite, d’apres la définition, égaux par
addition.

La démonstration de la seconde partie de I'énoncé du théoreme XXIV
a lieu maintenant sans aucune difficulté.

Nous définirons de la maniere ordinaire les notions : rectangle, base
et hauteur d'un parallélogramme, base et hawteur d’un triangle.

g 19.
Parallélogrammes et triangles qui ont méme base et méme hauteur.

Le raisonnement bien connu d'Euclide, et qui est indiqué par la
Jtg. 29, fournit la démonstration de la proposition suivante :

Iig. .

Tukorive XXV. — Deux parallélogrammes qui ont méme base et
méme hauteur sont ¢gaux entre eux par soustraction.

On a ensuite la proposition connue :

Tukonime XXVI. - Un triangle quelconque ABC est toujours égal
paraddition i un certain parallélogramme de méme base et de hauteur
moitié moindre.
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DEMONSTRATION. — Prenons les milicux respectifs D et B de AG et de
BC (fig. 30) et prolongeons DE de sa propre longueur jusqu’en F; les

Tig. 3o.

C
N\

\,

\\E\\/F

R
triangles DEC et FBE sont alors congruents et, par suite, le (riangle
ABC et le parallélogramme ABFD sont égaux entre eux par addition.

Des théoremes XXV et XXVI résulte immédiatement, en ayant
égard au théortme XXIV, la proposition suivante :

A

Tmiorimr XXVII. — Deux triangles qui ont méme base et méme
hauteur sont égaux entre eux PAR SOUSTRAGTION.

On sait que d’habitude on démontre que deux triangles qui ont
méme base ¢t méme hauteur sont aussi toujours ¢gaux par addition;
remarquons néanmoins que cette demonstration ne peut avoir licu sans
employer axiome d’ Archiméde; on peut, en eflet, dans notre Géomdé-
trie non archimédienne (voir Chap. II, § 12) assigner sans aucune
difficulté deux triangles qui ont méme base et méme hauteur et qui,
par suite, en vertu du théoréme XXVII, sont EGAUX PAR SOUSTRACTION,
mais qui cependant ne sont pas EGAUX PAR ADDITION. Ainsi, nous pouvons
prendre pour exemple deux triangles ABC et ABD ayant AB -1 pour
base commune et ayant pour hauteur 1, le sommet C du premier
triangle étant situé sur une perpendiculaire i la base AB élevie au
point A, tandis que, dans le second triangle, le pied ¥ de la hauteur
abaissée du sommet D est situé de sorte que U'on ait AF = ¢.

Tous les autres théoremes de la Géométrie ¢lémentaire qui se rap-
portent a 'égalité par soustraction des polygones, en particulier le
théoreme de Pythagore, sont de simples conséquences des théoremes
que nous venons d’énoncer. Néanmoins en poussant plus loin la
théorie des aires nous rencontrons une difficulté essenticlle. En effet,
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les considérations développées jusqu’ici laissent encove indécise la
question de savoir si par hasard tous les polygones ne seraient pas
égaux entre cux par soustraction. S’il en ¢tait ainsi tous les théoremes
¢noncés précédemment ne nous apprendraientrien et n”’auraient aucun
sens. Knsuite se présente la question plus générale de savoir si deux
rectangles ¢égaux par soustraction et ayant un ¢oté commun ont aussi
leurs autres cotés congruents, ¢’est-a-dire, si un rectangle est déter-
min¢ d'une manitre univoque par un de ses cotés et parson aire.

Comme une considération plus altentive le fait voir, pour répondre
aux questions ainsi soulevées, on a besoin de la réciproque du
théoreme XXVII, qui s’énonce ainsi :

Tueoniye XXVHI — Lorsque dewx triangles égaux par soustraction
ont méme base, ils ont aussi nécessairement méme hauteur.

Ge théoreme fondamental XX VI se trouve dans les Eléments 4'Eu-
clide au premier Livee, sous le numéro 39. Pour le démontrer, Euelide
invoque d’ailleurs cette proposition générale relative aux grandeurs :
Kel wo Ehov woi pégoug petlév domy, procédé qui revient dVintroduction
d'un nouvel axiome relatif aux airves.

I s'agit maintenant d’établiv le théoreme XXVII et, avee ce
théoreme, la théorie des aires, de la manitre que nous nous sommes
propose, ¢’est-i-dire uniquement a aide des axiomes planaires ct
sans employer Paxiome d’Avchimbde. A ect effet, il nous faut intro-
duire la notion de mesure des aires.

8§ 20.
La mesure des aires des triangles et des polygones.

Dierximion. — Siodans un triangle ABC (fig. 31) de cotés a, b, ¢
nous menons les deux hautears A, == AD, A, = BE, de la similitude des
triangles BCE et ACD, nous tirons, en vertu du théoreme XXII, la
proportion

iy =0y,
¢lest-a-dire
al, = Uhy;

par suite, dans tout triangle le produit d’une base par la hauteur cor-

dnan. de U Fe. Normale, 3% Série. Tome X VI — AVRIL 1goo. 20
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respondante est indépendant du coté du triangle que 'on prend pour
base. Le demi-produit de la base par la hauteur d’un triangle A est dit
la mesure de {’aire du triangle A; nous la désignerons par F(A).

Coxvention. — Un segment qui joint un sommet d’un triangle & un
point du coté opposé s’appelle une ¢ransversale. Cette transversale
décompose le triangle en deux autres de hauteur commune et dont
les bases sont situées sur la méme droite. Une telle décomposition
s’appellera une décomposition transeersale du triangle.

Tutorime XXIX. — Un triangle A ¢tant décomposé n’impor(e com-
ment, par des droites quelconques, en un certain nombre fini de
triangles A4, la mesure de 'aive du (riangle A est égale & la somme
des mesures des aires de tous les triangles A;.

Dimonstration. — De la loi distributive de notre caleul segmentaire
résulte immédiatement que a mesure de Paire d'un triangle quel-
conque est égale & la mesure des aires des deux triangles qui pro-
viennent du premier par une décomposition transversale quelconque.

L'application réitérée de cette proposition nous fait voir que la mesure
de I'aire d’un triangle quelconque est aussi égale 4 la somme des me-
sures des aires de tous les triangles qui proviennent da premier,
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lorsque U'on opere successivement un nombre quelconque de décom-
positions transversales (ffg. 32).

Pour arriver i faire la démonstration correspondant 3 une dé-
composition quelconque du triangle A en triangles A4, d’un som-
met A (fig. 33) du triangle A menons par chaque point de division de

Fig. 33.

la décomposition, ¢’est-d-dire par chaque sommet des (riangles A, une
transversale; ces transversales décomposent le triangle en certains
trrangles A, Chacun de ces triangles A, est décomposé par les segments
qui déterminent la décomposition donnée en certains triangles et qua-
drilateres.

Enfin, si dans chaque quadrilatere nous menons une diagonale,
chacun des triangles A, est décomposé en certains triangles A,. Nous
nous proposons maintenant de démontrer que la décomposition en
triangles Ay, aussi bien pour les (riangles A, que pour les triangles A,
n’est pas autre chose qu’une série de décompositions transversales.

En effet, il est "abord évident que toute décomposition d’un triangle
en triangles particls peat étre cffectuée au moyen d’une série de dé-
composilions transversales quand, dans cette décomposition, il n’existe
pas de points de division & Uintérieur du triangle et quand, en outre,
un ¢oté au moins du triangle ne porte pas de points de division.

On voit maintenant que ces conditions sont vérifices pour les
triangles A5 en effet, Pintéricur de chacun d’eux, ainsi qu’un de leurs
cOlés, i savoir les ¢olés opposés au point A, ne contiennent pas de
points de division.
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Mais de méme pour chaque 4;, la décomposition en 4, est réduc-
tible & des décompositions (ransversales. En ellet, considérouns un
triangle A;; parmiles transversales issues de A du triangle A, il en est
une qui tombera sur un coté de A, ou bien partagera ce triangle A4 cn
deux triangles. Dans le premier cas le coté en question du (riangle A,
n’a pas de points de division dans la décomposition ¢n triangles A,
dans le second cas, le segment de cette transversale traversant I'inté-
ricur du triangle A; est, pour les deux triangles qui prennent ainsi
naissance, un coté qui dans la décomposition en triangles A, n’aura
certainement pas de points de division.

Or, d’apres les considérations exposées au commencement de cette
démonstration, la mesure de 'aire F(A) du triangle A est égale a Ia
somme des mesures des aires F(4A,) des triangles 4, ct cetle somme
est elle-méme ¢gale d la somme de toutes les mesures des aires IF(A,).
D’autre part, la somme des mesures des aires F(A;) de tons les
triangles A est égale i la somme de toutes les mesures desaires F(A),
d’out résulte en fin de compte que la mesure de Paire F(A) est aussi
égale i la somme des mesures des aires IF(A;). Le théoreme XXIX est
donc completement démontré.

Dirmvition. — Silon définit la mesare de "aive F(P) d'un polygone,
comme la somme des mesures des aires de tous les triangles en les-
quels ce polygone est décomposé au moyen d’une décomposition
déterminée, on reconnait, en s’appuyant sur le théortme XXIX et au
moyen d'un raisonnement analogue h celui dont il a éé fait usage
au § 18 dans la démonstration du théoreme XXIV, que la mesure de
Iaire d’un polygone est indépendante du mode de décomposition en
triangles, et par conséquent est déterminée d’une manitre univoque
uniquement par le polygone. De cette définition, nous concluons, ¢n
vertu du théoreme XXIX, la proposition que LES POLYGONES EGAUX PAR
ADDITION ONT MEME MESURE D’AIRE.

Enfin, si I'on désigne par P et Q deux polygones égaux par soustrac-
tion, il existera, en vertu de leur définition méme, deux polygones
¢gaux par addition P’ et Q', tels que le polygone composé de P et P’
soit égal par addition au polygonc composé de Q et Q. Des deux
équations :

F(P P = F(Q + Q"), F (P =1 (Q"),

£
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on conclut aisément
F(P)=TF(Q),

¢’est-a-dire que : LES POLYGONES EGAUX PAR SOUSTRACTION ONT MEME MESURE
D’AIRE.

De cette derniere proposition I'on tire évidemment la démonstra-
tion du théoreme XXVIII. En effet, si I'on désigne la base ¢gale des
deux triangles par g, les hauteurs correspondantes par 2 et 7/, de
I’égalité par soustraction des deux triangles I’on conclut qu’ils doivent
nécessairement avoir méme mesure d’aire, d’ot

toeh=1gh,

o

et apres division par 3 g
B ho=n';

¢’est ce que dit e théoreme XXVIIIL.

g 21.

L’égalité par soustraction et la mesure des aires.

Au § 20, nous avons trouvé que les polygones égaux par soustrac-
(ion ont toujours nécessairement méme mesure d’aire. La réciproque
estovraie.

Pour démontrer cette réciproque, considérons d’abord deux
triangles ABC, et A'B'C (fig. 34), ayant un angle droit commun en A.

Fig. 34.

T

S
) ‘\\. ) T~
A B8 B’

Les mesures des aires de ces triangles s’expriment par les formules

F(ABC)=1AB.AC,  F(AB/C)=1AB.AC.
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Si nous supposons que ces deux mesures d’aives soient égales

entre elles, on aura
AB.AC=AB' AL/

ou
AB:AB = AC : AC;

de cette proportion résulte, d’aprs le théoreme XXIII, que les deux
droites BC' et B’ C sont paralleles, et alors, d’apris le théoreme XXVII,
nous reconnaissons que les deux triangles BC'B’ et BC'C sont ¢gaux
par soustraction. L’addition du triangle ABC’ [ait voir ensuite que
les deux triangles ABC et AB'(Y sont égaux par soustraction. On adonce
ainsi démontré que deux triangles rectangles qui ont méme mesure
d’aire sont aussi égaux par soustraction.

Prenons maintenant un triangle quelconque de’base g et de hau-
teur /; d’apres le théoreme XXVII, ce triangle sera égal par soustrac-
tion & un triangle rectangle ot les deux eotés de Pangle droit seraient
g et A, et, comme le triangle primitif a évidemment méme mesure
d’aire que le triangle rectangle, il s’ensuit que, dans nos dernitres
conelusions, il n’était pas nécessaire de se borner aux triangles rec-
tangles. On a done ainsi démontré que pEUX TRIANGLES QUELCONQUES QUI
ONT MEME MESURE D’AIRE SONT AUSST EGAUX PAR SOUSTRACGTION.

Soit maintenant un polygone quelconque P ayant une mesure d’aire
assignée g.

Supposons que le polygone P puisse étre décomposé en n triangles
de mesures d'aires respectives g, gy, ..., gu; on aura alors

& g e e

Construisons maintenant un triangle ABC (/fig. 35) de base AB == g ¢t
de hauteur 2 =1 et marquons sur la base les points A, Ay, o) Ay,
tels que

g1==AAq, go== Ay Ay, sy Ene17= Ay My Gu= A B

Comme les triangles qui composent le polygone P ont respectivement
-mémes mesures d'aive que les triangles AA, C, A, A,C, ..., A A, G,
A, BGC, ils leur sont aussi égaux par soustraction, en vertu de ce qui a
¢té précédemment démontré. Par suite, le polygone P est égal par
soustraction & un triangle de base g et de hauteur A = 1. De li résulte,
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en invoquant le théoréeme XXIV, que deux polygones qui ont méme
mesure d’aire sont toujours égaux par soustraction. Nous réunirons les

IFig. 35
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deux propositions trouvées dans ce paragraphe et le précédent en un
théoreme unique; ainsi :

Tuorime XXX, — Deux polygones ¢gaux par soustraction ont Lou-
Jours la méme mesure d’aire; et réciproquement : Deux polygones ayant
la méme mesure d’aire sont loujours égau par soustraction.

En particulier deux rectangles qui sont égaux par soustraction et
qui ont un ¢oté en commun doivent néeessairement avoir leurs autres
cOLés congruents.

Tutorine XXXI. — Si Pon décompose un rectangle par des droites
en plusieurs triangles, et si on enleve un de ces triangles, on ne
pourra plus remplir le rectangle avee les (riangles qui restent.

Ce théortme a 6té mis par M. O. Stolz (') au rang des axiomes.
Dans ce qui précede on a fait voir que ce théoreme s’¢tablit d’une ma-
nicre tout a fait indépendante de Uaxiome d’Archimede. D'ailleurs,
quand on fait abstraction de 'axiome d’Archimede, le théoreme XXXI
ne suffit pas i lui seul pour démontrer le théoreme d’Euclide de I'éga-
lite des hauteurs dans les triangles égaux par soustraction qui ont
méme base (théoreme XXVIII).

Dans la démonstration des théorémes XXVII, XXIX, XXX, nous
avons essenticllement employé le caleul segmentaire introduit dans
le Chapitre III, § 15, et comme ce calcul repose essentiellement sur
le théoreme de Pascal (théoreme XXI), ce théoreme est certaine-
ment la clef de voite de la théorie des aires. Nous reconnaissons aussi

(1) Monatshefte fir Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894.
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sans peine que nous pouvons encore obtenir inversement le théoreme
de Pascal au moyen des théoremes XXVII et XXVIII.

De deux polygones P et Q nous dirons que P est respectivement plus
grand par soustraction ou plus petit par soustraction que Q, selon que
la mesure de 'aire F(P) est plus petite ou plus grande que F(Q).
D’apres ce qui précede, il est clair que les notions = égal par soustrac-
tion, plus petit par soustraction, plus grand par soustraction, s’ex-
cluent mutucllement. Enfin nous voyons sans peine qu’un polygone
qui est situé tout entier & Uintérieur d’un autre polygone est nécessai-
rement toujours plus petit par soustraction que ce dernier,

Nous avons ainsi établi les théorémes cssentiels de la théorie des
aires.

i ) s

CHAPITRE V.
LE THEOREME DE DESARGUES.

§ 22.

«

Le théoréme de Desargues; sa démonstration dans le plan au moyen
des axiomes de la congruence.

Parmi les axiomes ¢noncés dans le Chapitre I, ceux des groupes 11-V
sont tous soit linéaires, soit planaires. Les seuls axiomes spatiaux
sont les axiomes 3-7 du groupe I. Pour bien reconnaitre la portée de
ces axiomes spatiaux, concevons que lon ait assigné une Géomdétrie
pLANE quelconque et recherchons, en général, quelles sont les condi-
tions pour que cette Géométrie plane puisse étre présentée comme
une partie d’une Géométrie de 'espace, ol sont au moins vérifiés tous
les axiomes des groupes I-I11.

[on sait qu’en s’appuyant sur les axiomes des groupes I-IIT on peut
démontrer facilement le théortme dit de Desargues; ce théoréme est
un théoreme d’intersections dans le plan. Nous allons supposer en
particulier que la droite, sur laquelle doivent étre situés les points
d’intersection des cotés homologues des deux triangles, est la droite
que 'on nomme droite de I’infini et nous désignerons le théortme
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qui a lieu dans ce cas, ainsi que sa réciproque, sous le nom de ¢Aco-
réme de Desargues. Le théoreme aura I’énoncé suivant :

Tutorene XXXII (Thdoréme de Desargues). — Deux triangles étant
situés dans un plan de telle sorte que leurs cotés homologues soient
respectivement paralléles, les droites qui joignent les sommets homo-
logues ou hien passeront par un méme point, ou bien seront paralleles.

Réciproquement, deux triangles étant situés dans un plan de telle
sorte que les droites qui joignent les sommets homologues ou bien
passent par un méme point ou bien soient paralleles (fig. 35 bis), et

Fig. 35 bis.

de plus deux paires de cotés homologues dans les triangles étant paral-
leles, les troisiemes cotés des deux triangles seront également paral-
leles.

Comme on I'a déja dit, le théoreme XXXII est une conséquence des
axiomes I-1115; par éonséquent, la vérification du théoreme de De-
sargues dans le plan est une condition Ntcessaire pour que la Géomé-
trie de ce plan puisse étre présentée comme une partie d’une Géomé-
tric de 'espace ol les axiomes des groupes I-III sont tous vérifiés.

Supposons maintenant, comme dans les Chapitres I et IV, que 'on
ait assigné une Géométrie rLane ol sont vérifiés les axiomes I, 1-2 et
I1-IV ¢t que 'on ait introduit dans cette Géométrie un calcul segmen-
taire conformément au § 15 : alors, ainsi qu’on I’a exposé au § 17, a
tout point du plan on peut faire correspondre un couple de segments
(2, ¥) et 4 toute droite un rapport de trois segments («:¢:w), de
telle sorte que I’équation linéaire

U =y - wW==0

représente la condition pour qu’un point soit sur une droite et qu'une

Ann. de I’ Ee. Normale. 3° Série. Tome XVIL. — AvaiL 1goo. 21
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droite passe par un point. Le systeme de tous les segments de notre
Géomeétrie forme, conformément au § 17, un domaine de nombres ol
ontliculespropriétés 1-16 exposées dans le §13, et nous pouvons alors,
aumoyen de ce domaine de nombres, ainsi qu’il a été faitan § 9 ouau
§ 12, au moyen des systemes numériques respectifs Q et Q (), con-
struire une Géométrie de I’espace : Nous conviendronsa cet effet qu'un
systeme de trois segments (x, y, ) représentera un point, le rapport
de quatre segments (v : ¢ 2w :r) un plan, tandis que la droite sera
définie comme intersection de deux plans; alors I'équation linéaire

ux ~+ ey == WS- ==0

exprime que le point (@, y, =) est situé dansle plan («:¢:w 7).

Enfin, quant & la distribution des points sur une droite, ou des
points d’un plan par rapport & une droite de ce plan, ou finalement
quant & la distribution des points de I'espace par rapport & un plan,
cela sera déterminé par des inégalités entre segments d’une maniere
analogue & ce qui a éLé exposé pour le plan au § 9.

Puisqu’en prenant la valeur z = o nous retombons sur la Géométrie
plane primitive, nous reconnaissons que notre Géométrie plane peut
étre regardée comme une partic de notre Géométrie de 'espace; or la
condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi ¢’est, comme on ['a vu
précédemment, que le théoreme de Desargues soit vérifié, d’o 'on
conclut que, dans la Géométrie plane assignée, le théoreme de De-
sargues doit étre également vérifié.

Observons que ce que nous venons d’aflirmer peut aussi se déduire
directement, sans aucune peine, du théoreme XXIII de la théorie des
proportions.

§ 23.
Impossibilité de démontrer le théoréme de Desargues dans le plan

sans employer les axiomes de la congruence.

Nous allons maintenant nous proposer cette question : Peut-on,
dans la Géométric plane, et sans invoquer les axiomes de la con-
gruence, démontrer le théoreme de Desargues? La réponse est la sui-
vante :
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Tatorime XXXII. — 717 existe une Géométrie plane ou les axiomes
I =25 T 1V, 1-55 V, Cest-a-dire tous les axiomes linéaires et pla-
naires, hormis I’ axiome de congruence 1V, 6, sont verifies, tandis que le
théoréme de Desargues (tutorine XXXII) w& Oest pas. Le théoréme de
Desargues ne peut donc étre déduit uniquement des axiomes préciiés;
pour le démontrer, il est nécessaire d’invoquer soit les axiomes spatiauz.,
sott tous les axiomes de la congruence.

DemonstratioN. — Nous choisirons, dans la Géométrie plane usuelle,
dont la possibilité a été déja démontrée au Chapitre 11, § 9, deux
droites quelconques perpendiculaires entre elles comme axes de coor-
données X, Y, et nous prendrons I'origine O de ce systeme de coordon-
nées pour centre d’une ellipse ayant pour demi-axes 1 et 5. Enfin
nous désignerons par I le point situé sur I'axe X positif a la distance?
de Porigine O. v

Considérons 'ensemble de tous les cercles qui coupent Uellipse en
quatre points réels (distincts ou coincidents d’une fagon quelconque)
et, parmi tous les points situés sur ces cercles, cherchons a déter-
miner celui qui est situé sur I'axe X positif et dont la distance &
origine est maxima. A cet effet, partons d’un cercle quelconque qui
coupe U'ellipse en quatre points et qui rencontre 'axe X positif en un
point C. Concevons que I'on fasse tourner ce cercle autour du point C
de telle sorte que deux ou plusieurs des quatre points d'intersection
se réunissent en un point unique A, les autres points demeurant réels.
Agrandissons le cercle de contact ainsi obtenu, de telle fagon que,
pendant cette opération, le point A reste toujours un point de contact
avec I'ellipse; nous arriverons ainsi nécessairement & un cercle qui,
ou bien a un contact avec I’cllipse en un autre point B, ou hien a avec
elle un contact quadriponctuel en A, et qui, d’autre part, rencontre
I'axe X positif en un point plus éloigné que C. Le point le plus éloigné
que nous cherchons se trouve donc parmi les points d’intersection
avec I'axe X positif des cercles bitangents extéricurs a Iellipse. Ces
cercles bitangents extéricurs a Dellipse sont, on le voit aisément,
tous symétriques par rapport 4 P'axe Y. Soient a, b les coordonnées
d’un point de 'ellipse; un caleul facile nous apprend que le cercle
symétrique par rapport & I'axe Y et tangent 4 Pellipse en ce point
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découpe sur I’axe X positif un segment

z=|\1+ 30|

. . . 1 . -
La valeur maxima de cette expression a licu pour & = - et sera ainsi

. I - . ’ - N
égale d =7 ]. Le point sur I'axe X que nous avons précédemment

P e, - . 3 I /=1 1 .y . .
désigné par F ayant pour abscisse -)>;] V7| il s’ensuit que parw LEs

CERCLES RENCONTRANT L'ELLIPSE EN QUATRE POINTS, IL N'EN EST AUCUN QUI PASSE
PAR LE POINT F.

Nous allons maintenant concevoir une nouvelle Géométrie plane
de la maniere suivante : Comme points de la nouvelle Géométrie pre-
nons les points du plan XY (fig. 36); comme droites de cette nouvelle

Fig. 36.

Géomdétrie, prenons d’abord, sans y rien changer, les droites du
plan XY qui sont tangentes & I'ellipse fixe ou qui ne la rencontrent
pas; mais, au contraire, si g désigne une droite du plan XY, qui ren-
contre 1’ellipse en deux points P et Q, nous construirons le cercle
passant par P, Q ¢t par le point fixe F. Ce cercle, d’apres ce qui a été
déja démontré, n’a aucun autre point en commun avec ellipse. Sup-
posons maintenant que 'on ait remplacé la portion de la droite g
intérieure & Pellipse et joignant P et Q par 'arc PQ du cercle déja
construit, intérieur a ’ellipse. Le chemin formé par les deux portions
de la droite g issus de P et Q et s’étendant indéfiniment, et par Parc
de cercle PQ, nous le prendrons comme droite de la nouvelle Géomé-
tric. Supposons alors que, pour toutes les droites du plan XY, on ait
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construit les chemins correspondants, on sera ainsi en présence d’un
systeme de chemins qui, regardés comme droites d’'une Géométrie,
vérifient évidemment les axiomes I, 1-2 et III. Si I'on convient d’ob-
server, pour les points et les droites de notre nouvelle Géométrie, la
distribution naturelle, on reconnait immédiatement que les axiomes I1
sont également vérifiés.

Nous dirons ensuite que, dans notre nouvelle Géométrie, deux
segments AB et A’B’ sont congruents lorsque le chemin joignant A et
B a la méme longueur naturelle que celui qui joint A’ et B’.

Enfin, il est encore néeessaire de faire une convention relativement
a la congruence des angles. Tant qu’aucun sommet des angles qu'’il
s'agit de comparer n’est situé sur ellipse, nous dirons que deux
angles sont congruents lorsqu’ils sont égaux, au sens habituel de ce
mot. Dans 'autre cas, nous adopterons la convention suivante : Soient
A, B, G trois points qui se succedent dans cet ordre sur une droite de
notre nouvelle Géométrie, et soient A’B’C’ trois autres points qui se
succtdent dans cet ordre sur une autre droite de notre nouvelle Géo-
métries soit D un point situé en dehors de la droite ABC, et D" un
point ¢n dehors de la droite A'B'CY (fig. 37); nous conviendrons

Tig. 37.

alors que, dans notre nouvelle Géométrie, les angles entre ces droites
vérifieront les congruences

T ABD =< A'B'D! et < CBD =< ¢/B'D’

quand les angles naturels entre les chemins correspondants vérifient,
dans la Géométrie ordinaire, la proportion

< ABD < CBD =<t A'B'D’ : <0 O'B'D.
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Avec ces conventions, les axiomes IV, 1-5 et V sont également vé-
rifiés.

Pour voir que, dans cette nouvelle Géométrie, le théoreme de
Desargues n’est pas vérifié, considérons, dans le plan XY, les trois

droites ordinaires suivantes : 'axe X, I'axe Y et [a droite qui joint les
deux points de 'ellipse

U

3 )
Xr = = = = el X — Voo —
5 Y 5 v

Comme ces trois droites ordinaires passent par I'origine O, nous pou-
vons aisément assigner deux triangles dont les sommets soient res-
pectivement situés sur ces trois droites, dont les cotés homologues
soient paralleles, et qui soient tous trois situés & 'extéricur de el-
lipse. Les chemins qui dérivent des trois droites en question, ainsi
que le montre la fig. 38, et comme on s’en assure également par un

Vig. 38.

calcul facile, ne se rencontrant pas en un méme point, il s’ensuit que
le théoreme de Desargues n’est pas vérifié dans notre nouvelle Géo-
métric pour les deux triangles que I'on a construits précédemment.

Celte Géométrie plane, que I'on vient de construire, peut également
servir d’exemple d’une Géométrie plane o les axiomes I, 1-2; 115 111;
IV, 1-5; V sont tous vérifiés, et qui, cependant, e pEUT pAS étre regar-
dée comme faisant partie d’une Géométrie de I'espace.
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§ 24.

<

Introduction d'un calcul segmentaire indépendant des axiomes
de la congruence et basé sur le théoréme de Desargues.

Afin de saisir completement la portée du théoreme de Desargues
(théoreme XXXII), prenons pour base une Géométrie plane ol sont
vérifiés les axiomes I, 1-2; 1I-111, ¢’est-a-dire tous les axiomes planaires
des trois premiers groupes d’axiomes, et, dans cette Géométrie, intro-
duisons un nouveau calcul segmentaire INDEPENDANT DES AXIOMES DE LA
CONGRUENCE, de la maniere suivante :

Prenons dans le plan deux droites fixes qui se coupent au point O,
et dans ce qui suit calculons seulement avee des segments dont I'oxi-
gine soit Ie point O et dont 'extrémité soit située sur une des deux
droites fixes. Regardons aussi le point O scul comme un segment que
nous nommerons le segment o (zéro), ce que nous éerirons

00 =0 ou 0 == 00).

Soient K et B deux points fixes situés respectivement sur les droites
fixes passant par O; désignons chacun des deux segments OE et OF’
par 1; ce que nous ¢erirons ainsi

OF == OE' =1 ou 1= OE = OFE'".

{/

Quant & la droite EE, nous la nommerons pour abréger la droue-
unité. Soient cnsuite A, A’ des points respectivement situés sur les
droites Ol et OK’; si la droite AA’ est parallele & la droite EE', nous
dirons que les segments OA et OA’ sont égaux, ce que l'on écrira

ainsi : _
OA = OA’ ou OA == OA.

Maintenant, pour définir d’abord la somme des segments @ = OA
¢t b = OB, construisons AA" parallele & la droite-unité BE (/ig. 39);
menons alors par A’ une parallele & OE et par B une parallele & OR.
Ces deux droites se couperont en un certain point A”. Finalement, par
ce point A” menons une parallele & la droite-unité; celte parailele
coupera les droites fixes OE et OE en C et C'; I'on dira alors que
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¢ = 0C = OC’ est la somme des segments a = OA et b= 0B, ce qui

b

s’écrira
c=a-+0 ou a—+b=c.

Pour définir le produit d’'un segment @ = OA par un segment b = OB,

Fig. 39.
arb,C
1, EX
i /A’\’
0 A E B %
a z b arh

servons-nous exactement de la méme construction que celle du § 15,
sauf qu'au lieu des cotés d’un angle droit nous prendrons ici les deux
droites fixes OE et OF’. Nous emploierons donc la construction sui-
vante : I'on déterminera sur OB’ le point A’ tel que AA’ soit parallele i
la droite-unité EE'; ’on joindra E i A’, ¢t par B I'on ménera une paral-

Fig. fo.

1

lele & BA” (fig. fo); si cette parallele rencontre la droite OE' au
point C', Pon dira que B'= O( est le produiz du segment a = OA par
le segment b = OB, ce qui s’écrira

c=ab ou ab =c.

§ 25.
Les lois commutatives et associatives de I'addition
dans le nouveau calcul segmentaire.
Dans ce paragraphe nous allons rechercher, parmi les regles de
calcul énuméréessau § 13, quelles sont celles qui sont vérifiées dans
notre nouveau calcul segmentaire, quand nous prenons comme base
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une Géométrie plane ou les axiomes I, 1-2; II-II] sont vérifiés ainsi
que le théoreme de Desargues.

Avant tout, nous voulons démontrer que, pour I'addition des seg-
ments définie au § 24, la loi commuTaTIvE

a+b=0b-+a
est vérifiée. Soit
a=0A = 0A’
b=0B =0B';

conformément 2 nos conventions, AA’ et BB’ seront alors paralleles
a la droite-unité; construisons ensuite les points A” et B” en menant
A’A” ainsi que B'B” paralleles & OA, et, pareillement, AB” et BA” pa-
ralleles & OA’. On voit de suite que notre affirmation revient i dire
que la ligne A”B” est parallele 2 AA’. Nous en reconnaissons l’exacti-
tude en invoquant comme il suit le théoreme de Desargues (théo-
reme XXXII) :

Désignons le point d’intersection de AB” et A’A” par F, ct celui de
BA” et B'B” par D (fig. 41); dans les triangles AA'F et BB'D les c¢otés

Fig. 41.

0 A B c
@

a--b=20-+a.

homologues sont paralleles. En vertu du théoreme de Desargues, nous
en concluons que les trois points O, F, D sont en ligne droite. Par con-
séquent, les deux triangles OAA’ et DB”A” sont placés d’'une maniere
telle que les droites qui joignent leurs sommets homologues passent
par le méme point F, et comme, en outre, deux couples de cotés homo-
logues, & savoir OA et DB” ainsi que OA’ et DA” sont paralleles, la
deuxiéme partie du théoreme de Desargues (théoreme XXXII) nous
dit que les troisitmes cotés AA’ et B”A” sont également paralleles.

Ann. de 'Ec, Normale, 3° Série. Tome XVII. — AvRIL 1900. 22
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Pour démontrer la loi associative de I'addition
a+(b+c)=(a+b)+ec,

nous emploierons la fig. 42 suivante. En ayant é¢gard a la loi com-
mutative que I’on vient de démontrer, affirmer I'exactitude de la for-
mule ci-dessus revient i dire que la droite A”B” ( fig. 42) est parallele

Fig. 42.

a+bre,
&WMB "’
m—&/ﬂ A

2N

,

0 a o ad bre

a4+ (b+c)=(a-+b)-c.

a la droite-unité. Or, ceci est évident, car la partie ombrée de la fig. /2
est exactement la méme que la fig. 41.

§ 26.

La loi associative de la multiplication et les deux lois distributives
dans notre nouveau calcul segmentaire.

La loi associative de la multiplication
a(be) = (ab)c

a lieu aussi dans notre nouveau calcul.
Sur la premiere des deux droites fixes passant par O, supposons
donnés les segments

1= 0A, b—=—0¢C, ¢ = (A,

et sur la seconde les segments

a=00G ¢t b= 0B.

Pour construire, conformément aux indications du§ 24 et 'un aprés



LES DPRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE. 171
Pautre, les segments
be = 0B’ et be = 0C/,
ab = 0D, (ab)e = 0D’,

menons A’B" parallele & AB, B’'C’ parallele & BC, CD parallele & AG, et
enfin A’D” parallele & AD (fig. 43); 'on reconnait immédiatement

Fig. 43.

a(be) = (ub)c.

que ce que nous avons affirmé revient & dire que CD doit aussi étre
parallele & C'D’. Désignons le point d’intersection des droites AD ot
BC pm"l"’ et le point d’intersection des droites A’D’ et B'(Y par F'; dans
les triangles ABE et A’B'F’, les colés homologues sont paralleles; en
vertu du théortme de Desargues, les trois points O, F, ¥’ sont donc
alors situés en ligne droite. Grice & ce fait, nous pouvons appliquer
la seconde partie du théoreme de Desargues aux deux triangles CDF
et C'D'F', ot nous en concluons que CD est parallele a C'D”.

Nous allons enfin, en nous appuyant sur le théoreme de Desargues,
démontrer que, dans notre nouveau calcul segmentaire, LEs pEUX LOIS
DISTRIBUTIVES

a(b4-c¢)=ab-+ ac
et

(a -+ b)e==ac -+ be
sont vérifiées.

Pour démontrer la premiire de ces lois, nous emploierons la
Jig- G4 ().

(1) Les fig. 44, 45 el 47 ont 6t6 dessinbes par M. le D" von Schaper, qui a également
pris soin des détails des démonstrations relatives 4 ces figures.
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Dans cette figure on a fait
b=0A4A’ c= 0C
ab = O0B’, ab = A0’ ac = OC”

et ainsi de suite,

B”D, est paralléle a C"D,, paralléle a la droite fixe OA’,
B'D, » » C'D,, » » » » OA’;

Fig. 44.

—_——

ad N =

/;1’,:5-

Y

ez "7/"/;,'{' A
A B P Ore

a(b-c) = ab--ac.

entin
ATA" est paralléle & C'CY,

et
A'B” est parallcle & B’A’, parallcle & F'D,, parallcle 2 F'D,,
Ce que nous avons affirmé revient & dire que

F'I" est également paralléle & A'A" et & C'C".

Construisons les lignes auxiliaires suivantes :

F”J paralléle & la droite fixe OA/,
F'J » » OA”;

les points d’intersection des droites C’D, et C'D,, C’D, et F'J, C'D, et
F’J, nous les désignerons respectivement par G, H,, H,; enfin nous
obtiendrons les autres lignes auxiliaires de la figure, tracées en poin-
tillé, en joignant les points déja construits.

Dans les deux triangles A’B"C” et ¥'D,G (/fig. 44), les lignes qui
joignent les sommets homologues sont paralleles; par conséquent, il
résulte de la seconde partie du théoreme de Desargues, que I'on a

nécessairement
A’C" paralléle a F/G.
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Dans les deux triangles A’C"F” et ¥'GH,, les lignes qui joignent les
sommets homologues sont également paralleles; d’apres ce qui précede
et en vertu de la seconde partie du théoreme de Desargues, I'on doit
avoir
A’F” paralléle a F'I,.
Dans les deux triangles couverts de hachures horizontales OA’F” et
JH,F" les cotés homologues étant paralltles, le théoreme de Desargues
fait voir que les trois droites qui joignent les sommets homologues

0J, A'H,, F'F

se coupent en un méme point : en P, par exemple.
De méme, nous trouvons que 'on a nécessairement

A"F’ paralléle a F"1I,,

et dans les deux triangles couverts de hachures obliques, OA”F" et
JH,¥”, les cotés homologues étant paralleles, les trois droites, qui
joignent les sommets homologues,

0J, A"H;, FF’

se coupent également en un méme point, le point P.

Maintenant les lignes qui joignent les sommets homologues des
triangles OA’A” et JH, H, passent également par ce point P et I'on en
conclutl que ’on a nécessairement

H,H, parallé¢le & A'A";
I'on a donc aussi _
0, |, parall¢le a (VC".
Considérons enfin la figure F"H,C/C"H, F'F". Comme, dans cette

figure, on a
F'H, paralléle & C'F/, paralléle & C'Hy,

H,C » Frcr, » H, T,
c'ar » H,H,,

nous y reconnaissons la fig. 41, qui au § 25 a servi & démontrer la loi
commutative de I’addition. Des raisonnements analogues i ceux que
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nous avons faits & cet endroit montrent que 'on doit avoir
F'F" parallele a I, H,,

et que, par suite, I'on a nécessairement aussi
F'F" paralléle & A’A7,

ce qui fournit la démonstration complete de notre affirmation.
Pour démontrer la seconnr formule de la loi distributive, nous em-
ploierons la fig. 45 toute différente. Dans cette figure, on a fait

1= 0D, a=0A, a—= 0B, b= 0G, ¢= 0D,
ac = OA/, ac = OB/, be == 0OG',

et ainsi de suite, et 'on a

GH paralléle & G'H', paralléle & la droite fixe OA,
Al » AT, » » OB,
et enfin
AB parall¢le & A'B/,
BD » By,
DG » DG,
HJ » 1.

Ce que nous avons affirmé revient & dire que on doit avoir néces-
sairement
DJ paralléle & D'J".

Désignons les points respectifs ou BD et GD coupent la droite AH
par C et F, et les points respectifs ot B'D” et G’D” coupent la droite
A par C et F'; enfin, menons les lignes auxiliaires FJ et ¥'J’ qui
sont tracées en pointillé sur la fig. 45.

Dans les triangles ABC, A’B'C’ les cotés homologues sont paralleles;
par conséquent, en vertu du théortme de Desargues, les trois points
0, G, ’ sont en ligne droite. De méme, la considération des triangles
CDF et C'D'F fait voir que O, F, F* sont en ligne droite, et celle des
triangles FGH et G’ H' nous fait aussi voir que O, H, H' sont également
en ligne droite. Maintenant dans les triangles FHJ et F'H'Y les droites
“qui joignent les sommets homologues passent par le méme point O et,
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par suite, en vertu de la seconde partie du théoreme de Desargues, les
droites F'J et F'J" sont paralleles.

Fig. 45.

(a-+-0)c =ac—+ be.

Finalement la considération des triangles DFJ et D'F'J’ montre que
les droites DI et D'Y sont paralleles; ce qui précisément démontre
complétement notre affirmation.

§97.

Equation de la ligne droite basée sur le nouveau calcul segmentaire.

Dans les §§ 24-26 nous avons, au moyen des axiomes indiqués au
§ 24 ¢t en adoptant 'hypothese de P'exactitude du théoreme de
Desargues, introduit dans le plan un calcul segmentaire ot se vérifient
la lot commutative de 'addition, les lois associatives de Paddition et
de la multiplication etles deux lois distributives de cette derniere. Nous
nous proposons dans le paragraphe actuel de faire voir comment, en
s’appuyant sur ce caleul segmentaire, on peut obtenir une représen-
tation analytique des points et des droites dans le plan.

Dirmvition. — Les deux droites fixes passant par le point O nous les
nommerons les axes X et Y el nous supposerons chaque point P du
plan déterminé par les coordonnées x et y que I'on obtient sur les
axes X et Y en menant par P des paralleles &4 ces axes. Ces segments
@, y sont dits les coordonnées du pointP. En s’appuyant sur le.nouveau
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calcul segmentaire et en invoquant le théoréeme de Desargues l'on
obtient la proposition suivante :

Tatorive XXXIV. — Les coordonnées x, y des points d’une droite
quelconque verifient toujours une équation segmentaire de la forme

axr—+ by +c=0;

dans celte équation, les segments a, b sont nécessairement €crils A GAUCHFE,
des coordonnées x, y; les segments a, b ne sont jamais nuls tous deux, et
¢ est un segment quelconque.

Réciproquement, toute équation segmentaire dw lype éerit ci-dessus
représente toujours une droite dans la Géomélrie plane assignée.

Dimonstration. — Supposons d’abord que la droite / passe par O.
Soit ensuite C un point déterminé de /, distinct de O, et soitP un point
quelconque de /. Soient OA, OB les coordonnées de C et x, y celles
de P. Désignons encore la droite qui joint les extrémilés de x et de y
par g. Enfin par 'extrémité du segment 1 sur 'axe X menons & AB une
parallele /; cette parallele découpera sur I'axe Y un segment e (fig. 46).

[ig. 46.

De la seconde partie du théoreme de Desargues résulte clairement que
la droite g est toujours parallele & AB. Or, g étant aussi toujours pa-
rallele & 4, il en résulte que pour les coordonnées x, y du point quel-
conque P de /on a I’équation segmentaire

e iz Y-

Maintenant soit /" une droite quelconque de notre plan. Celle-ci
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découpe sur axe X un segment ¢ = 00’. Menons ensuite par O la
dvoite £ parallele & ; soit P un point quelconque de /5 la parallele a
Paxe X menée par le point P’ rencontre la droite /en P et découpe sur
Paxe Y un segment y = OB; enfin les paralleles menées par P et P’ a
Paxe Y découpent sur I'axe X des segments = OA et 2'= 0A

(fig- 17)-

Nous nous proposons alors de démontrer que I'on a I'équation seg-
mentaire

A cetellet, menons O'C parallele a la droite-unité, puais CD parallele
a I'axe X et AD parallele & Paxe Y; alors ce que nous avons affirmé
revient i dire que Pon a nécessairement

A'D parallele & O'C.

Cons(ruisons encore le point D" d’intersection des droites CD et AP’
et menons O'C/ parallele & Paxe Y.

Dans les triangles OCP et O'C'P’, les droites qui joignent les
sommets homologues étant paralleles, il résulte de la deuxieme partie
du théoreme de Desargues, que on a nécessairement

CP paralléle & C'P/;

de méme, la considération des triangles ACP et A’C’P" montre que
Pon a
AC paralléle & A'C.

Dans les triangles ACD et ("A’0" les cotés homologues étant paral-
leles, les droites AC/, CA’, DO’ devront se couper en un méme point,
et Ja considération des deux triangles C’A’D et ACO' fait alors voir que
A’'D et CO’" sont paralleles.

Ann. de U'Fie, Normale. 3¢ Série. Tome XVII, — AvriL 1900, 23
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. Des deux équations segmentaires
exr ==y, =2 -c
que nous venons de trouver, résulte immédiatement I'équation
exr'=y 4 cc.

Finalement, si nous désignons par » le segment qui, ajouté an
segment 1, donne le segment o, on tire de la dernitre équation, ainsi
qu'il est facile de le démontrer, I'équation

ex' 4+ ny -+ nec=o0
qui est précisément de la forme énoncée par le théoreme XXXIV.

Nous reconnaissons maintenant sans aucune peine que la deuxieme
partie du théoreme XXXIV est également exacte; en effet, toute équa-
tion segmentaire assignee

ar by +c=o0
peut évidemment, lorsque 'on multiplie son premicr membre par un
segment convenablement choisi, s¢ mettre sous la forme
er - ny == nee o,

Remarquons enfin expressément, que dans nos hypotheses une

équation segmentaire de [a forme

xa+yb+c=o,
ot les segments @, b sont écrits s prore des coordonnées x, y, i nipni-
SENTE PAS, en général, une droite.

Dans le § 30 nous ferons une importante application du théo-
reme XXXIV.

§ 28.

L’ensemble des segments regardé comme un systéme numérique complexe.

On reconnait de suite que dans notre nouveau caleul segmentaire
établi au § 24, les théortmes I-VI du § 13 sont vérifiés.
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Nous avons vu aux § 25 et 26, en invoquant le théortme de De-
sargues, que dans ce calcul segmentaire les regles de calcul 7-11 du
§ 13 sont également vérifiées; par suite, toutes les regles de calcul
ont lieu, al)stractlon faite de la loi commutative de la multiplication.

Enfin, pour rendre possible une distribution des segments, nous
adopt(‘mnq la convention suivante : Soient A, B deux points quel-
conques’ fion coincidents de la droite OE. Supposons que les quatre
points O, I, A, B se suivent, conformément & 'axiome II, 4, dans un
certain ordre. Si ¢’est dans 'un des six ordres suivants :

ABOE, AOBE, AOEB, OABE, OAEB, OEAB,

nous dirons que le segment @ = OA est plus pett que le segment
b=0B, ce que 'on écrit ainsi

== b.
Ste’est, au contraire, 'un des six ordres suivants :
BAOE, BOAE, BOEA, OBAE, OBEA, OEBA

qui a licu, nous dirons que le segment a == OA st plus grand que le
segment b = OB, ce qui $’éerit ainsi

a>0b,

Cette convention subsiste lorsque A ou B coincident avee O ou Ej; scu-
lement on doit alors regarder les points coincidents comme un point
unique, et, par suite, il n’est plus question que de la distribution de
trois points.

Nous voyons maintenant sans peine que dans notre caleul segmen-
taire, conformément i axiome 11, les regles de caleul 13-16 da § 13
sont vérifices; par conséquent, 'ensemble de tous les différents seg-
ments forme un systeme numérique complexe olt soxt viriFmEEs les:
lois 1-11, 13-16 du § 13, ¢’est-a-dire TOUTES LES REGLES USUELLES, IORMIS
LA LOI COMMUTATIVE DE LA MULTIPLICATION ET LE THEOREME D’ Arcummipe. Dans
ce qui suit nous désignerons, pour abréger, un pareil systeme numé-
rique sous le nom de systéme numérigue de Desargucs.
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§ 29.

Construction d'une Géométrie de l'espace au moyen d'un systéme
numérique de Desargues.

Soit assigné maintenant un systeme numérique quelconque de De-
sargues D; CE SYSTEME REND POSSIBLE LA CONSTRUGTION D’UNE GEOMETRIE DE
1'espAcE oU Les Axtones I, I, TH soxt rous virmvemss.

Pour le reconnaitre, regardons Ie systeme de trois nombres quel-
conques (x,y, z) du systeme numérique de Desargues D comme un
point, et celui de quatre nombres quelconques (w:9:w:r)deD, dont
les trois premiers ne sont pas simultanément nuls, comme un plan;
d’ailleurs les systémes (w:o:w:r) et (au:av: aw:ar), a désignant
un nombre quelconque de D différent de zéro, représenteront le méme

plan. L’équation
wr ¢y -+ws 4+ r=o

exprimera que le point (z, y, ) est situé dans le plan (w:o:w:r).
Enfin, nous définirons la droite au moyen d’un systeme de deux plans
(a s¢" s/ or), (Wae" s’ r”), A condition que Pon ne puisse dans D
trouver deux nombres @', a” différents de zéro, tels que on ait simul-

tanément
a'w' = da"u", av =a"y", a' w' = o w,

Un point (z, y, ) est dit situé sur la droite
[Cee' 20" s’ 2 p), (U 20" s o ry]

lorsqu’il est commun aux deux plans («, ¢, &', ) et («’, ", 0", r").
Deux droites qui renferment les mémes points sont regardées comme
n’étant pas distinctes.

En appliquant les regles de caleul 1-11 du § 13 qui sont, par hypo-
these, vérifiées pour les nombres de D, nous arrivons sans peine i ce
résultat que, dans la Géométriec de I'espace que nous venons de con-
struire, les axiomes I et III sont tous vérifiés.

Afin que les axiomes II de la distribution soient également véritiés,
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nous adopterons les conventions suivantes : Soient
(1'“ Y1 51): (2, Yo, Z3), (‘1?3, Y3 53)

trois points quelconques sur une droite

[Cazolzaw s r’), (w':o":w":r")];

nous dirons alors que le point (x,, y,, 5,) est situé¢ entre les deux
autres lorsque 'une au moins des six doubles inégalités suivantes :

(1) X< Xy X3, Iy > Ty > Xy
(2) Y1 Yoe<YVs Y1>)V2>>Ys
(3) 5By <5y, 515 > 5

est vérifice.

Supposons, par exemple, qu’il en soit ainsi de 'une des doubles
inégalités (1), nous en concluons sans peine ou bien que la double
cgalité y, ==y, == y,, ou bien que 'une des doubles inégalités (2) a
néeessairement lieu, et de méme ou bien que la double égalité
3, = 3, == 5,, ou bien que 'une des doubles inégalités (3) a nécessai-
rement lieu. En effet, si Pon multiplie respectivement les premiers
membres des équations

x40y W s =0,
Wi 0"y W s =0
(i=1,2,3),

par des nombres de D convenablement choisis et si Ponadditionne
ensuite les Gquations obtenues, Uon pourra toujours trouver un sys-
teme d’équations de la forme

u///'z.l_*__ ‘)//lyi+ I.I/l -0

(£=1,2,3).

Ici, le coefficient ¢ est certainement différent de zéro @ en effet, s’il en
était autrement, les trois nombres x,, x,, a, seraient égaux. De

2,5 %,y 5 2y
on tire

-~ <
W g o 5 W
Wy s u" zy s u" ay
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’ot1, en vertu de (4).

- -
o, S . aw o, e,
T ol AR 1 R A A e A
b \
d’oll

‘,lr/),l S

VIHA

P
., S, .
T2 RV Vs »

et, comme ¢” n’est pas nul, nous aurons enfin

J1 :V'z E.’Vﬁ
dans toutes ces doubles inégalités, ¢’est toujours sans exceplion, soit
les signes supérieurs, soit les signes intermédiaires, soit les signes
inférieurs qui ont lieu simultanément.

Les considérations précédentes montrent que dans notre Géométrie
les axiomes linéaires I1, 1-4 de la distribution sont vérifiés. Il reste
encore & faire voir que I'axiome planaire II, 5 est également vérifié.

A cet effet, soient donnés un plan (u:9:w:r) et dans ce plan une
droite [(u:erw:r), (W ¢ 1w :r)]. Convenons que tous les poinls
(@, y, 5) situés dans le plan (w:vo:w:r), pourlesquels expression
W4 ¢y 4wz + 71 est respectivement plus petite ou plus grande
que zéro, seront alors respectivement situés d'un coté ou de autre
ol de la droite en question. Il nous [audra done démontrer que cette
convention s’accorde avee celles qui ont ¢té adoptées précédemment,
ce qui est facile & établir.

Nous reconnaissons ainsi que les axiomes I, II, III sont tous vérifiés
dans cette Géométrie de Pespace qui provient de la maniere indiquée
du systéme numérique de Desargues D. Si nous réfléchissons que le
théoreme de Desargues est une conséquence des axiomes I, 11, 111,
nous voyons que la proposition que nous venons d’énoncer est la réci-
proque exacte du résultat auquel nous sommes arrivés au § 28.

§ 30.

La portée du théoréme de Desargues.

Lorsque, dans une Géométrie plane, les axiomes I, 1-2; II; 11l sont
vérifies et lorsque, en outre, il en est de méme du théoreme de De-
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sargues, il est toujours possible, conformément aux § 24-28, d’intro-
duire dans cette Géométrie un calcul segmentaire ol les regles 1-11,
[3-16 du § 13 sont applicables. Nous allons maintenant regarder
'ensemble de ces segments comme un systéme numérique complexe
et au moyen de celui-ci nous édifierons, conformément aux dévelop-
pements du § 29, une Géométrie de I'espace ot les axiomes I, II, TII
sont tous valables.

Dans cette Géométrie de espace, si nous considérons exclusive-
ment les points (a,y, O) et les droites sur lesquelles il n’y a pas
d'autres points que ccux-la, nous serons en présence d’une Géométrie
plane, et si nous nous reportons i la proposition établie dans le
§ 27, il est clair que cette Géoémtrie plane doit coincider exactement
avec la Géométrie plane proposée au débul. Nous arrivons de la sorte
au Théoreme suivant qui doit étre regardé comme le terme final de
ensemble des développements de ¢e Chapitre V :

Tutorime XXXV, — Dans une. Géométrie plane, supposons que les
axiomes 1, 1-2; 11 1 sotent verdfiés : alors ['exactitude du théoréme de
Desargues est la condition néeessaire et suffisante pour que celte Géo-
mélrie plane puisse élre regardde comme élant une partie d’une Gieoméirie
de Uespace ou les axiomes 1, 11, T sont tous veryfics.

Ainsi le théoreme de Desargues peut étre caractérisé pour la Géo-
métrie plane comme élant pour ainsi dire le résultat de élimination
des axiomes spatiaux.

Les résultats obtenus nous permettent de reconnaitre que toute
Géomeétrie de Pespace, ot les axiomes [, 11, HI sont tous vérifiés, peut
toujours étre regardée comme une partie d'une « Géométrie 4 un
nombre quelconque de dimensions ». Par Géométrie & un nombre
quelconque de dimensions 'on doit ici entendre un ensemble de
points, droites, plans et autres ¢léments linéaires, pour lesquels les
axiomes correspondants de I'association et de la distribution, ainsi
que 'axiome des paralleles, sont vérifiés.
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CHAPITRE VI

LE THEOREME DE PASCAL.

§ 31.

Deux théorémes sur la possibilité de démontrer le théoréme de Pascal.

I’on sait que le théoreme de Desargues (théoreme XXXII) peut étre
démontré au moyen des axiomes I, 11, III, ¢’est-a-dire en faisant essen-
ticllement usage des axiomes spatiaux; dans le § 23, j’ai démontré
qu’il est impossible de démontrer ce théoreme sans invoquer les
axiomes spatiaux du groupe I et sans les axiomes de la congruence 1V,
QUAND BIEN MEME L’ON FERAIT USAGE DE L’AXTOME D’ ARCIIMEDE.

Dans le § 11 nousavons déduitle théoreme de Pascal (théoreme XX1)
¢l par conséquent aussi, conformément au § 22, celui de Desargues,
des axiomes I, 1, 25 -1V, ¢’est-d-dire en excluant les axiomes spatiaux
eten s'appuyant essentiellement sur les axiomes de la congruence. Il
se présente done la question suivante @ Le rtniorine ve PAscav prut-1,
AUSST ETRE DEMONTRE SANS INVOQUER LES AXIOMES DE LA CONGRUENCE? Notre
étude va nous montrer qu’a ce point de vue le théoréme de Pascal
se comporte d’une maniere tout autre que le théoreme de Desargues.
En ellet, t’aportion ou LE REJET DE L'AXI0ME b’ Arcimipe dans la démons-
tration du théoreme de Pascal est la pierre de touche de exactitude
de cette proposition. Nous réunirons les résultats essentiels de nos
recherches dans les deux théoremes suivants :

Tutorine XXXVI. — Le théoréme de Pascal (théoreme XXI) peut
éire démontré en se basant sur les axiomes 1, 11, 111, V, ¢’est-a-dire en
laissant de colé les axiomes de la congruence, et en inyoquant U axiome
d’ Archiméde.

Tuwiorime XXXVIL. — Le théoréme de Pascal (théoreme XXI) est -
POSSIBLE @ démontrer en se basant sur les axiomes 1, 11, 111, ¢’est-a-dire
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en laissant de cété non seulement les axiomes de la congruence mais
encore celut d’ Archimeéde.

Dans I'énoncé de ces deux théortmes, 'on peut, en vertu du
théoreme XXXV, remplacer les axiomes spatiaux I, 3-7 par la condi-
tion planaire que le théoreme de Desargues (théoreme XXXII) soit
vérifié.

La loi commutative de la multiplication dans un systéme numérique
archimédien.

Les démonstrations des théoremes XXX VI et XXXVIIreposentessen-
tiellement sur certaines relations mutuelles relatives aux regles de
calcul et aux propositions fondamentales de I'Arithmétique et qui
d’ailleurs, en eclles-mémes, présentent un grand intérét. Enoncons
d’abord les deux propositions suivantes :

Tutorine XXXVII. — Dans un systéme numerigue archimédien la loc
commulative de la multiplication est une conscéquence nécessaire des
autres régles de calcul; ¢ est-a-dire qi’un systéme numerique possédant
les propriciés 1-11, 13-17 énumérées au § 13, il §'ensuil nécessairement
que ce systéme vérifie ausst la formule 12.

DiyvoxstraTiON. — Remarquons d’abord ceci : Si P'on désigne par «
un nombre quelconque du systtme numérique et par

n=I1-I-...-1

un nombre entier rationnel positif, @ ct » vérifieront toujours la loi
commutative de la multiplication. En effet

an=a(I-+I~...+1)=a.1+a.1+...+a.1
—=a+a—+...+a

na=_I-+1~+...+1)a=I1.a+1.a-+...4+1.a .
—a-+a-+...+ Q.

Supposons maintenant que, contrairement i notre affirmation, «, b
soient deux nombres du systeme numérique pour lesquels la loi com-

dnn.de U'Ec. Normale. 3° Série, Tome XVII. — AvRiL 1900. 9./;
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mutative de la multiplication ne soit pas vérifiée. Nous pouvons alors,
comme il est facile de le voir, supposer que 'on ait

a>o, b>o, ab — ba > o.

En vertu de la condition 6 du § 13 il existe un nombre ¢, (> o), tel
que .

‘ (a+b+1)c=ab— ba.
Choisissons enfin un nombre d qui satisfasse en méme temps aux
inégalités

d>o, d<1, d<c,

et désignons par m et n deux nombres entiers rationnels, (Zo), tels
que 'on ait respectivement

md<<al(m-+1)d

et
nd <<bi(n-+1)d.

L’existence de tels nombres m, n est une conséquence immédiate
du théoreme d’Archimede (théortme XVII du § 13). En se reportant
a la remarque faite au début de Ia démonstration actuelle, nous tirons
des dernieres inégalités, en les multipliant 'une par Pautre,

ab S omnd?~ (m 4 n —1)d?,
ba > mnd?,

et en retranchant Vune de Pautre ces deenieres

ab—baZ(m =4 n-41)d:.
Or
md < a, nid << b, d<1,
el, par suite,
(man~+1)d<a-+0-1.

Cest-h-dire

ab— ba<<(a+b-+1)d,
ou, puisque d < ¢,

ab—ba<<(a-+b-+r)c.

Cette inégalité est en contradiction avec la détermination du nombre ¢
et, par suite, le théoreme XXXVIII est démontré.
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La loi commutative de la multiplication dans un systéme numérique
non archimédien.

Tutorime XXXIX. — Dans un systéme numeriqgue non archimédien la
lor commutative de la multiplication N'EST PAS une conséquence nécessaire
des autres régles de calcul; ¢’ est-a-dire qi’'il existe un systéme de nombres
qui posséde les propriétes 1-11, 13-16, énumérées aw § 13, sysiéme nu-
mérique de Desargues d’apres le § 28, ow la lot commutative de la multi-
plication (12) N’ust vas vérifice.

DimonstraTiON. — Soil un parametre et T une expression quelconque
comprenant un nombre de termes, fini ou infini, de la forme

T o= P o Py L0F o oy (12 gy 1S

ol ry(s£0),r,r,, ... désignent des nombres rationnels quelconques
el ol z est un nombre entier rationnel quelconque Zo. Soit enfin s un

aulre paramétre et S une expression quelconque, comprenant un
nombre de termes fini ou infini, de la forme

S gm ']f()_*__ gmt T1 e g2 4 ‘2 +...,

olt Ty(s£0),T,,T,,... désignent des expressions quelconques de la
forme T ¢t ol m st un nombre entier rationnel quelconque Zo. Nous
regarderons 'ensemble de toutes les expressions dela forme S comme
un systeme numérique complexe £(s,¢) ou nous conviendrons des
regles de caleul suivantes : L’on opérera sur s et 2, comme sur des
parametres apres les regles 7-11 du § 13, tandis qu’au licu de Ia
regle 12 on appliquera toujours la formule

(1) ls == — st.

Soient maintenant S’ et S” deux expressions quelconques de la

forme S :
S/ = s T o g T g T e

”rgvt ", Ul ” ryw
e L A e e WS Ll VA SN

L’on peut évidemmenten les réunissant former une nouvelle expres-
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sion 8’ + S”, ayant aussi la forme S et qui est aussi déterminée d'une
maniere univoque. Cette expression S'+ S sera dite la somme des
nombres représentés par S’ et S”.

En multipliant terme & terme les deux expressions S’, S” nous
ohtiendrons en premier lieu une expression de la forme

§'S" — Suz"]"‘) .S"”HT;I, -+ (Sm"l"osm”—»—l r ”’1 - gm'+1 'J"l gm" ’_l"(’, )
- (Sm”]”o Sm"-l—'z’["; 4 Sm’—H'l"l g1 T’{ - .s'""*“—".l‘; S’”"T':))

-+

Cette expression, en emplovant la formule (1), devient évidemment
une expression de Ja forme S, déterminée d’'une maniere univoque; on
la nommera le produit du nombre représenté par S’ par le nombre
représenté par S”.

Ces regles de caleul une fois posées, Vexactitude des regles [-5
du § 13 devient évidente. TI n’est pas non plus difficile de voérifier
Pexactitude de P'énoncé 6 du § 13. A cet effet, soient

, , P .
S g Y e g1 A KA (A SR

<y L an gy LA X A
S M S L R S L il I SN

deux expressions données de la forme S et supposons que, conformé-
ment a4 nos conventions, le premicr coefficient 7 dans T, soit différent
de zéro. En comparant les mémes puissances de s dans les deux
membres d’une équation

{(2) 88" = 8",

Fon trouve d'abord comme exposant un nombre entier 72’ détermingé
d'une maniere univoque ; puis une succession d’expressions

T

e v
0? ‘l!’ I‘Z’

telles que Uexpression

3 "egvy 1P o' g
8 g T e g VT g g 2T

vérifie 'équation (2) quand on emploie la formule (1) 5 la démonstra-
tion demandée est ainsi effectuée.

Finalement, pour rendre possible la distribution des nombres de
notre systeme numérique (s, £), nous adopterons les conventions sui-



LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE. 189

vantes : Un nombre du systeme sera dit << ou > o selon que, dans
expression S qui le représente, le premier coefficient r, de T, est <<
ou > o.

Si I'on assigne denx nombres quelconques @ et b du systtme numé-
rique complexc Pon dira que a < b oua > /) selon que I'on a respece-
tivement @ — b < 0 ou > o.

Il est clair qu “en adoptant ces conventions les regles 13-16 du § 13
sont vérifices, ¢’est-d-dire que Q(s,¢) est un systéme num(nque de
Desargues (comparer le § 28).

L’énoncé 12 du § H comme le montre 'équation (1), N'EST pas
vérific dans notre systeme numérique complexe (s, ¢), et Pon voit
ainsi que le théoreme XXIX est parfaitement exact.

Conformément au théortme XXXVII, le¢ théoreme d’Archimbde
(théoreme XVII du § 13) n’est pas vérifié dans le systéme numérique
Q(s, ) que nous venons de construire.

Nous devons encore faire ressortir ce fait que le systéme numérique
Q(s, 1), de m(*nw que les systemes numériques & et £(¢) employés
au§ 9 et au § 12, renferme sealement un ensemble dénombrable de
nomhres.

§ 34.

Démonstration des deux théorémes relatifs au théoréme de Pascal
(Géométrie non pascalienne).

Lorsque dans une Géométrie de T'espace les axiomes I, 11, IlI
sont tous veérifiés, il en cst de méme du théoreme de Desargues
(théoreme XXXII) et, par suite, il est possible, conformément au
Chapitre V, § 24 4 § 26, d’introduire dans cette Géométrie un caleul
segmentaire ol les énoncés 1-11, 13-16 du § 13 sont également véri-
fics. Maintenant, si nous admettons e¢ncore dans notre Géométrie
axiome V d’Archiméde, il est ¢vident que le théoreme d’Archimede
(théoreme XVII du § 13) aura lieu dans le caleul segmentaire en
question et que, par suite, la loi commutative de la multiplication aura
¢galement licu en vertu du théoreme XXXVIIL. Mais comme la défini-
tion du produit de deux segments dont il est ici question et qui a été
introduiteau § 24 (fig. 40) coincide avee la définition du§ 15 ( fig. 21),
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la loi commutative de la multiplication de deux segments n’est pas
autre chose que le théoréme de Pascal. On reconnait ainsi I'exactitude
du théoreme XXXVI.

Pour démontrer le théoreme XXXVII, considérons le systeme nu-
mérique de Desargues Q(s, ¢) introduit au § 33 et construisons a l'aide
de ce systeme, de la maniere décrite au § 29, une Géométrie de 'cs-
pace, ol les axiomes I, 1I, III sont tous vérifiés. Mais le théoreme de
Pascal ne sera pas vérifié dans cette Géométrie, car la loi commutative
de la multiplication n’a pas lieu dans le systtme numérique de De-
sargues Q(s, ¢). La Géoméirie « non pascalienne » ainsi édifice est
nécessairement, aussi, en vertu du théoreme XXXVI démontré & I'ins-
tant, une Geometrie « non archimédienne ».

Il est évident qu’en adoptant les hypothéses que nous avons faites,
on ne peut pas non plus démontrer le théortme de Pascal, quand on
regarde la Géométrie de D'espace comme étant une partie d’une
Géométrie & un nombre quelconque de dimensions, ol & ¢oté des
points, droites et plans se présentent encore d’autres ¢léments lincaires
pour lesquels il y a un systeme correspondant d’axiomes d’association
et de distribution joint & 'axiome des paralleles.

§ 35.

De la démonstration d'un théoréme quelconque relatif a des points
d’intersection au moyen des théorémes de Pascal et de Desargues.

Toute proposition relative & des points d’intersection dans le plan
a nécessairement la forme suivante : On choisit d’abord un systeme
de points et de droites arbitraires satisfaisant respectivement ala con-
dition que certains points soient sur certaines droites. Quand on
construit alors de la manitre connue les droites de jonction et les
points d’intersection, on finit par obtenir un systeme de trois droites
dont le théoreme nous dit qu’elles se rencontrent en un méme
point.

Supposons maintenant qu’on donne une Géométrie plane ou les
axiomes I, 1-2, II-V soient tous vérifiés; nous pouvons alors, d’apres
le Chapitre I1I, §17, au moyen de deux axes rectangulaires, faire cor-
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respondre & tout point un couple de nombres (x, y), et a toute
droite un rapport de trois nombres (u:v:w). Ici 2, y, u, ¢, w sont tous
des nombres rigLs, w et ¢ n’étant pas tous deux nuls, et la condition
qui exprime qu'un point est sur une droite |

UL vy +~w=—o

est une équation au sens habituel de ce mot. Réciproquement, «, y,
z, u, v, w désignant des nombres du domaine algébrique Q construit
au §9 el e et ¢ n’étant pas tous deux nuls, nous pouvons certainement
admettre que le couple de nombres (x, y) et le triple de nombres
(u:¢:w) fournissent respectivement vn point et une droite de la Géo-
métrie assignée.

Si, pour tous les points et droites qui se présentent dans un théo-
reme planaire quelconque relatif i des points d’intersection, on intro-
duit les couples et les triples de nombres en question, ce théortme
énoncera qu'une certaine cxpression A(py, py, -.., p.), dépendant
ationnellement de certains parametres p,, pa, ..., p, et dontles coel-
ficients sont réels, s’évanouira loujours, pourvu qu’au licu de ces para-
metres, nous introduisions des nombres quelconques du domaine Q
considéré au § 9. Nous en concluons que 'expression A(p,, .., p,),
en vertu des regles de caleul 7-12 du § 13, doit aussi s’évanouir iden-
tiquement.

Le théoreme de Desargues étant, conformément au § 22, vérifié dans
la Géométrie assignée, nous pouvons certainement faire usage du
calcul segmentaire introduit au § 24, ¢t comme le théortme de Pascal
y est également vérifié, la loi commutative de la multiplication I'est
aussi, en sorte que dans ce calcul segmentaire les regles de caleul 7-12
du § 13 sont (outes vérifiées.

Si nous prenons comme axes dans ce nouveau calecul segmentaire
les axes employés ci-dessus, en choisissant d’'une maniere convenable
les points unités E et Y, nous voyons que le nouveau calcul segmen-
taive n’est autre que le calcul au moyen de coordonnées employé au-
paravant.

Pour démontrer que, dans le nouveau calcul segmentaire, I'ex-
pression

A(pry -5 Pr)
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s'évanouit identiquement, il suffit d’appliquer les théoremes de De-
sargues et de Pascal et I'on reconnait que :

TouTE PROPOSITION RELATIVE A DES POINTS D’INTERSECTION DANS LA GEOMETRIE
ASSIGNEE DOIT TOUJOURS NECESSAIREMENT SE PRESENTER AU MOYEN DE POINTS ET
DROITES AUXILIAIRES COMME UNE COMBINAISON DES THEOREMES DE DESARGUES ET
oE Pascan. Par conséquent, pour démontrer exactitude d’un théortme
relatif & des points d’intersection, Nous N'avoNs pas BEsoN d’invoquer
les théoremes de congruence.

e 5 8 e ——

CHAPITRE VIL
LES CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES REPOSANT SUR LES AXIOMES [-V

$ 36.

Les constructions géométriques au moyen de la régle et
du transporteur de segments.

Soit assignée une Géométrie de espace ol les axiomes I-V sont (ous
vérifiés; pour plus de simplicité, nous considérerons seulement dans ce
Chapitre une Géométrie plane faisant partie de cette Géométrie, et nous
étudicrons la question de savoir quelles sont les constructions géo-
métriques élémentaires que I'on peut effectuer dans une telle Géo-
métrie.

En se basant sur les axiomes I la résolution du probleme suivant est
toujours possible :

Proprive I. — Joindre deux points par une droite ¢t trouver le point
d’intersection de deux droites, lorsque ces derniéres ne sont pas paral-
Ieles.

L’axiome II rend possible la résolution du probleme suivant :

Proprive II. — Par un point donné mener une parallele & une droite
donnée.
in se basant sur les axiomes de la congruence IV le transport des
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segments et des angles est possible, ¢’est-a-dire que 'on peut, dans la
Géométrie assignée, résoudre les problemes suivants :

Proprime III. — Porter sur un segment donné & partir d’'un point
donné un segment donné.

Prosrive [V. — Porter un angle donné le long d’une droite donnée,
c’est-a-dire construire une droite coupant une droite donnée sous un
angle donné.

Il n’est possible de résoudre aucun nouveau probleme en se basant
sur les axiomes des groupes Il et V; et I'on voit ainsi qu’en employant
exclusivement les axiomes I-V on peut résoudre tous les problemes
de construction qui sont réductibles aux problemes I-IV, et ceux-la
seuls.

Aux problemes fondamentaux I-IV nous adjoindrons encore le
suivant :

Propuime V. — Elever une perpendiculaire 2 une droite donnée.

Nous voyons immédiatement que ce probleme V peut étre résolu de
diverses manieres au moyen des problemes I-IV.

Pour résoudre le probleme I, nous avons besoin de la riLe. Un
instrument servant & résoudre le probleme III, c’est-a-dire a trans-
porter un segment sur une droite donnée, nous le nommerons un
TRANSPORTEUR DE SEGMENTS. Nous nous proposons maintenant de démon-
trer que les problemes I1, IV et V peuvent étre ramenés a la résolution
des problemes I et T et que les problemes I-V sont tout résolubles
uniquement au moyen de la regle et du transporteur de segments.
Nous arriverons donc au résultat suivant :

Tukorime XL. — Les problémes de constructions géometrigues qui sont
résolubles en employant exclusivement les axiomes 1-V sont nécessaire-
ment possibles a résoudre uniquement au moyen de la régle et du trans-
porteur de segments.

DémonstraTiON. — Pour ramener le probleme II aux problemes I et
III joignons le point donné P ( fig. 48) 4 un point A quelconque de la
droite donnée et prolongeons PA au dela de A d’une longueur AC égale
4 PA. Joignons alors C & un point quelconque B de la droite donnée et

dnn, de U Fc. Vormale. 3° Série. Tome XVII. — Mar 1goo. 25
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prolongeons CB au dela de B d’une longueur BQ égale & CB; Ia
droite PQ est la parallele cherchée.

Nous résoudrons le probleme V de la maniere suivante : Soit A
(fig. 49) un point quelconque de la droite donnée; portons alors sur

Fig. 49.

cette droite & partir de A et de chaque coté de ce point deux segments
égaux AB et AC et déterminons alors sur deux autres droites quel-
conques issues de A les points B et D, tels que les segments AD ct AE
soient égaux aux segments AB et AC. Les droites BD et CE se coupe-
ront en un certain point F et les droites BE ¢t CD en un autre point H;
FH alors sera la perpendiculaire cherchée. En effet, les angles < BDC
et <C BEC étant des angles inscrits dans la demi-circonférence de dia-
metre BC sont des angles droits, et par suite, en vertu du théortme
sur le point d’intersection des hauteurs d’un triangle, ici le
triangle BCF, FH sera également perpendiculaire 4 BC.

Nous pouvons maintenant résoudre sans peine le probleme 1V,
simplement en menant des droites et en transportant des segments.
Nous emploierons la méthode suivante, olt I'on n’a qu’a mener des
paralleles et élever des perpendiculaires : Soit B I'angle qu’il sagit de
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transporter et soit A son sommet (fig. 50). Par le point A menons
une droite / parallele a la droite donnée le long de laquelle nous
devons transporter I'angle B. D’un point quelconque B de I'un des
cotés de 'angle B abaissons des perpendiculaires sur I'autre coté de
'angle 8 et sur la droite /.

Soient D et Cles pieds de ces perpendiculaires. La construction de
ces perpendiculaires se fait an moyen des problemes IT et V. Menons
ensuite da point A une perpendiculaire & CD. et soit E son pied.
D’apres la démonstration du § 14, on aura < CAE = f; le pro-

bleme IV est donc ramené aux problemes I et I, et, par suite, le
théoreme XL est parfaitement démontré.

g 37.

Représentation analytique des coordonnées des points
que 1'on peut construire.

Outre les problemes de Géométrie ¢lémentaire traités dans le § 36,
il y a encore une nombreuse série de problemes dont la solution re-
pose exclusivement sur le tracé de droites etle transport de segments.
Afin d’embrasser d’un coup d’eeil le domaine de tous les problemes
résolubles de cette maniere, prenons comme base des considérations
que nous allons exposer un systeme de coordonnées rectangulaires,
et supposons que les coordonnées des points soient, comme d’habi-
tude, représentées par des nombres réels ou des fonctions de certains
paramétres arbitraires. Pour répondre a la question relative a la tota-
lité des points susceptibles d’étre construits, nous emploierons les
considérations suivantes :

Soit donné un systeme de points déterminés; avec les coordonnées
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de ces points nous composerons un domaine R; ce domaine contient
certains nombres réels et certains parametres arbitraires p. Considé-
rons alors 'ensemble de tous les points susceptibles d’étre construits
en tirant des droites et en (ransportant des segments déterminés
au moyen du systeme assigné de points. Le domaine formé par les
coordonnées de ces points sera nommé Q(R); ce domaine renferme
certains nombres réels et certaines fonctions des parametres arbi-
traires p.

Nos considérations du § 17 montrent que le tracé de droites et de
paralleles revient analytiquement & I'application de I'addition, multi-
plication, soustraction ou division de segments. Ensuite la formule
connue relative & une rotation, exposée au § 9, enseigne que le trans-
port de segments sur une droite quelconque ne nécessite aucune
opération analytique autre que l'extraction de la racine carrée d'une
somme de deux carrés dont on a déja construit les bases. Réciproque-
ment, on peut toujours, d’apres le théoreme de Pythagore et au moyen
d’un triangle rectangle, construire la racine carrée d’une somme de
deux carrés segmentaires en transportant simplement des segments.

De ces considérations résulte que le domaine Q(R) renferme les
nombres réels et les fonctions des parametres p, et ceux-la sculement
qui proviennent des nombres et parametres de R au moyen d’un
nombre fini d’applications des cingq opérations, i savoir les quatre
opérations élémentaires auxquelles nous ajouterons, comme cin-
quieme opération, I'extraction de la racine carrée d’une somme de
deux carrés. Nous énoncerons ce résultat ainsi :

Tutorime XLI. — Un probleme de construction géométrique est
résoluble par le tracé de droites et le transport de segments, c’est-
a-dire au moyen de la regle et du transporteur de segments, au seul et
unique cas ot, dans la solution analytique du probleme, les points
cherchés sont des fonctions des coordonnées des points donnés dont
'expression n’exige que des opérations rationnelles et de plus Uopé-
ration de 'extraction de la racine carrée d’une somme de deux carrés.

Ce théoréme nous montre immédiatement que tout probleme réso-

luble & 'aide du compas ne Iest pas forcément quand on ne se sert que
de la regle et du transporteur de segments. Pour le voir, considérons
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la Géométrie que nous avons édifice au §9 4 I'aide du domaine numé-
rique algébrique Q; dans cette Géométrie, il n’y a que des segments
susceptibles d’étre construits au moyen de la regle et du transporteur
de segments, & savoir les segments déterminés par les nombres du
domaine Q.

Soit w un nombre quelconque de Q; la définition du domaine Q
nous montre que tout nombre algéhrique conjugué de w doit aussi
faire partie de Q, et, puisque les nombres du domaine Q sont évidem-
ment tous réels, il en résulte que le domaine Q ne peut contenir que des
nombres réels algébriques dont les conjugués sont également réels.

Proposons-nous maintenant le probleme qui consiste 4 construire
un triangle rectangle d’hypoténuse égale a 1, et dont I'un des cotés
de 'angle droit soit égal i |y2|—r1. Or le nombre algébrique

\/2|\/2 — 2, qui exprime la valeur numérique de l'autre coté de
I'angle droit, n’est pas contenu dans le domaine numérique Q, car

son conjugué \/—— 2|y2| — 2 se trouve étre imaginaire. Le probleme
proposé n’est donc pas résoluble dans la Géométrie assignée et ne
peut donc pas étre résolu au moyen de la regle et du transporteur de
segments, bien que la construction en soit immédiatement possible
au moyen du compas.

§ 38.

Représentation des nombres algébriques et des fonctions rationnelles
entiéres comme sommes de carrés.

"La question de la possibilité des constructions géométriques &
I'aide de la regle et du transporteur de segments nécessite, pour étre
traitée plus completement, quelques théoremes d’un caractere arith-
métique et algébrique, qui me semblent présenter; par eux-mémes,
un grand intérét.

On sait, depuis Fermat, que tout nombre entier rationnel positif
peut étre représenté comme somme de quatre carrés. Ce théoréeme
de Fermat admet la remarquable généralisation suivante :

Dirnimion. — Soit £ un corps de nombres quelconques; soit m le
degré de ce corps £; désignons par £, £/, ..., £™" les m —1 corps
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conjugués de £ Parmi les m corps &, £, ..., £, §’il s’en présente
un ou plusieurs composés de nombres tous réels, nous nommerons
ces corps des corps reels ; supposons que ce soient, par exemple, les
corps £, &, ..., £4=1. Un nombre « du corps £ est alors dit zotalement
positif dans k, quand les s nombres conjugués i o respectivement con-
tenus dans £, &, ..., £~ sont tous positifs. Au contraire, s’il se
présente aussi des nombres imaginaires, dans chacun des m corps £,
K, ..., k=", chaque nombre « dans £ sera toujours dit totalement
positf.

Tutorime XLII. — Tout nombre totalement positif dans k est repre-
sentable comme somme de quatre carrés dont les bases sont des nombres
entiers ou fractionnaires du corps k.

La démonstration de ce théoreme présente des difficultés considé-
rables; elle repose essentiellement sur la théorie des corps relati-
vement quadratiques que j'ai développée dernicrement dans plu-
sicurs travaux ('). Je ne citerai ici que le théoreme de cette théorie
qui assigne les conditions nécessaires pour qu’on puisse résoudre
I’équation ternaire de Diophante de la forme

o B - yEi=o,

ou les coefficients o, 5, v sont des nombres donnés de £ et ou &, 7, €
désignent des nombres cherchés de £. La démonstration du théo-
reme XLII se fait au moyen de lapplication réitérée du théoreme
précédent.

Du théoreme XLIT découle une suite de propositions relatives i
la représentation des fonctions rationnelles d’une variable 4 coeffi-
cients rationnels, qui ne prennent jamais de valeurs négatives. Je ne
cilerai que le théoreme suivant, qui nous sera utile dans les para-
graphes suivants :

Tuisorime XLIII. — Désignons par /(x) une fonction entiere ration-
nelle de «, dont les coefficients sont des nombres rationnels et qui ne

(Y) Ucber die Theorie der relativ-quadratischen Zahlkérper (Jahresbericht d. Deutschen
Math. Vercinigung, t. V1, 1899, ¢t Math. dnnalen, . L1); enfin : Ueber die Theoric der
relatip-abelschen Zahlkérper (Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, 1898).

(D. HiLBERT.)
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prend jamais des valeurs négatives quand on donne & x des valeurs
réelles quelconques. Cela posé, /(z) est toujours représentable comme
quotient de deux sommes de carrés dont toutes les bases sont des
fonctions entitres rationnelles de « A coefficients rationnels.

DimonstratioN. — Désignons par m le degré de la fonction assignée
S (x); ce degré doit étre évidemment toujours pair. Dans le cas m = o,
¢’est-d-dire quand /(z) est un nombre rationnel, 'exactitude du théo-
reme XLIII est une conséquence immédiate du théoreme de Fermat
sur la représentation d’un nombre positif comme somme de quatre
carrés. Supposons maintenant que le théoreme ait é¢té démontré pour
les fonctions de degré 2, 4, 6, ..., m— 2, et démontrons alors qu’il
a encore licu pour le cas d'une fonction de degré m, ainsi qu’il suit :

Considérons d’abord rapidement le cas ot /() est décomposable
en un produit de deux ou plusieurs fonctions entieres de @ & coefti-
cients rationnels. Supposons que p () soit une telle fonction contenue
dans f(z) et qui ne soit pas elle-méme décomposable en un produit
de fonctions entieres A coefficients rationnels; alors, du caractere
défini que nous avons attribué a la fonction /(&) résulte que le fac-
teur p() se présente dans /() élevé & une puissance paire, ou bien
qu’il est Tui-méme défini, ¢’est-a-dire que ¢’est une fonction qui, pour
les valeurs réelles de 2, ne prend jamais une valeur négative. Dans le

£ ()

premier cas, le quotient 2%, dans le second, p(z), ainsi que

W; |*
fx)

ek sont des fonctions définies, ct ces fonctions ont un degré

Pl

. ; . s f(x .

pair < m. Par suite de notre hypothese, L—/{__(.L—))J—‘ dans le premicr cas,
. . /(& ’

et p(a) ainsi que 1%-—)5 dans le second, sont done représentables

4

comme quotients de sommes de carrés de la nature indiquée dans le

théoreme XLIII, et, par conséquent, dans les deux cas, la fonction

J(z) admet aussi la représentation demandée.

Considérons maintenant I’hypothese ot /(x) ne peut pas étre dé-
composé en un produit de deux fonctions entieres i coefficients ration-
nels. L’équation /(%) = o définit alors un corps de nombres algé-
briques £(%) de degré m qui est imaginaire, ainsi que tous ses corps
conjugués. Puisque, d’apres la définition qui précede le théoreme XLII,
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tout nombre situé dans £(3) et, par suite aussi, en particulier le
nombre — 1 est totalement positif dans £(%), il y aura, d’apres le
théoreme XL1I, une représentation du nombre — 1 par une somme de
quatre carrés de certains nombres de £(5); soit, par exemple,

(1) — 1=+ B4 yi+4 0%

o, B, v, ¢ étant des nombres entiers ou fractionnaires de £(%9).

Posons
o= @ A @y T @y, = 9 (T),

ﬁ — b13;11—1 -+ 023”1_24—- e bm: ‘-P(ST)’
y= C;IMl 0, T2 -, = 'X,(S),
b ::dls-m—-l - [[23”“"2-«{- P —’r—dm: ()(5');

il @y, @y evny @y onendyy dyy ..., d, désignent des coefficients numé-
riques rationnels et 9(3), $(3), 7.(5), p(%) les fonctions rationnelles
entieres en question de degré (m — 1) en 5.

En vertu de (1) on a

1+ [9(FP+ [P+ (D +[p(3)]P =0,

et, en ayant égard a U'irréductibilité de U'équation f{a) = o, on voit
que I’expression

F(z)=14[o(2)]+ [¥(2)]* + [1 ()] + [p(2)]

représente nécessairement une fonction entiere rationnelle de @, divi-
sible par f(x). F(z) est évidemment une fonction définie de degré
F(x) est
S(x)
une fonction définie de degré (m — 2) en x ou de degré moindre,
a coefficients rationnels. Par suite, en ayant égard i notre hypothese,
F(x)
S(x)
carrés de la nature indiquée dans le théoreme XLIIT et, comme F(z)
méme est une somme de tels carrés, il en résulte que /() aussi est
nécessairement le quotient de deux sommes de carrés de la nature
indiquée dans le théoreme XLIII. Nous avons ainsi complétement
démontré le théoreme XLIII.

Il serait peut-étre tres difticile d’établir et de démontrer les propo-

(2m — 2) oude degré moindre, et par conséquent le quotient

est représentable comme le quotient de deux sommes de quatre
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sitions analogues pour des fonctions entieres rationnelles de deux ou
plusicurs variables; je me bornerai 4 remarquer que j’ai démontré
d’une maniere tout a fait différente la possibilité de représenter une
fonction entiere rationnelle définie quelconque de deux variables
comme quotient de sommes de carrés de fonctions entitres, en suppo-
sant que les fonctions représentantes puissent avoir des coefficients
non sculement rationnels, mais encore réels quelconques ().

$ 39.

Criterium de la possibilité d’effectuer les constructions géométriques
au moyen de la régle et du transporteur de segments.

Etant donné un probleme de construction géométrique qui soit réso-
luble au moyen du compas, nous nous proposcrons maintenant de
rechercher un criterium qui nous permettra de décider, au moyen de
lanature analytique du probleme et de ses solutions, sila construction
en est possible en se servant uniquement de la regle et du transpor-
teur de segments. Cette recherche nous conduit au théoreme suivant:

Tutorime XLIV. — Ltant donné un probléme de construction géome-
trigue tel que dans la solution analytique de ce probléme on puisse
trouver les coordonnées des points cherchés en se servant uniquement
d’opérations rationncelles et d’extractions de racines carrées, portant sur
les coordonnées des points donnés, soit n le nombre minimum de racines
carrées qui suffisent a U'évaluation des coordonnées; pour que le probleme
de construction proposé puisse étre résolu uniquement en tirant des droites
et en transportant des segments, il est nécessaire et suffisant que le pro-
bléme géoméirique ait exactement 2" solutions réelles, el cela pour ToUTES
les positions des points donnés, ¢’est-c-dire pour TouTES les valeurs des pa-
raméires arbitraires qui se présentent dans les coordonnées des points
donnés.

DimonstrATION. — Nous démontrerons ce théoreme XL1V exclusive-

(1) Ueber ternire definite Formen ( Acta mathematica, t. XVII).
Ann. de I’lic. Normale. 3* Série. Tome XVI. — Mar 1goo. 26
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ment dans le cas ol les coordonnées des points donnés sont des
fonctions rationnelles a coefficients rationnels d’ux parametre p.

La nécessité du criterium énoncé est évidente. Pour démontrer que
le criterium est suffisant, supposons-le vérifié et considérons alors
parmi les nracines carrées celle qui, dans I’évaluation des coordonnées
du point cherché, doit étre extraite ra premiire. L'expression sous le
radical en question est une fonction rationnelle /i (p) & coefficients
rationnels du paramétre p; cette fonction rationnelle ne pourra prendre
de valeurs négatives pour aucune valear réelle du parametre p; sinon
le probleme pourrait, pour certaines valeurs de p, avoir des solutions
imaginaires, ce qui scrait contraire i I'hypothese. Il résulte done alors
du théoreme XLIII que /,(p) est représentable par un quotient de
sommes de carrés de fonctions rationnelles enticres.

Maintenant les formules

Vi 0 et (a1 b

_ \/ (\/ l

.......................................

font voir que DUextraction de la racine carrée une somme d’un
nombre quelconque de carrés peut toujours se ramener a I'extraction
réitérée de la racine carrée d’une somme de deux carrés.

En joignant cette observation aux résultats précédents, on recon-
nait que 'expression y//, (p) peut étre construite i Paide de la regle et
du transporteur de segments.

Considérons maintenant, parmi les » racines carrées, cclle qui
dans I'évaluation des coordonnées du point cherché doit étre extraite
LA pEvxiEME. Lexpression sous le radical dont il est alors question est
une fonction rationnelle /,(p, V/;) du parametre p ct de la racine
carrée considérée en premier lieu; cette fonction /, n’est pour aucune
valeur paramétrique réelle p, ni pour aucun des deux signes de v/,
susceptible de valeurs négatives, sinon le probleme assigné pourrait,
pour certaines valeurs de p, admettre parmi ses 2" solutions des solu-
tions imaginaires, ce qui serait contraire & 'hypothése. De 1a résulte
que /, doit vérifier une équation quadratique de la forme

Si—o1(p)fatdi(p)=o0
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ol g, (p) et §,(p)sont nécessairement des fonctions rationnelles de p,
i coefficients rationnels, qui pour des valeurs réelles de p ne prennent
jamais des valeurs négatives. De la derniere équation quadratique on
tire

Or, envertu du théoreme XLIIT, les fonctions ¢, (p) et 4, (p) doivent
étre des quotients de sommes de carrés de fonctions rationnelles et,
d'autre part, 'expression /, est, d'apres ce qui précede, susceptible
d’étre construite au moyen de la regle et du transporteur de segments;
Pexpression trouvée pour /, montre done que f, est un quotient de
sommes de carrés de fonetions que I'on sait aussi construire. Par con-
séquent, 'expression v/, est ¢galement susceptible d’étre construite
au moyen de la reégle et du transporteur de segments.

De méme que DUexpression f,, toute autre fonction rationnelle
o, (p, /1) de p et de /, est également un quotient de deux sommes
de carrés de fonctions que 'on sait construire, pourva que cette
fonction rationnelle ¢, jouisse de la propriété de ne jamais prendre de
valeurs négatives pour des valeurs réelles du paramétre p et pour les
deux déterminations de /.

Cette remarque permet de réitérer le procédé de déduction employé
jusqu’ici, de la maniere suivante :

Soit /,(p, Vfis V/2) une expression dépendant rationnellement des
(rois arguments p, v//;, y//2, et dont la racine carrée, dans ’évaluation
analytique des coordonnées des points cherchés, doit étre extraite ra
trotstine. Comme précédemment, nous concluons que /, ne prendra de
valeurs négatives pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des
deux déterminations de \//, et y//,; ce fait montre encore que /; doit
vérifier une équation quadratique de la forme

Ji— CP2<[)7 \/.71-’ \/ﬁ)fu’*“-["ﬂ([” \/.7;’ \/ﬁ>:°’

ol g, et y, désignent des fonctions rationnelles de p et de Vet /s
qui, pour aucune valeur réelle de p et pour aucune des deux détermi-
nations de v/, et de //a, ne peuvent prendre des valeurs négatives. Or,
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puisque ¢, et {,, d’aprées une remarque précédente, sont des quo-
tients de deux sommes de carrés d’expressions que ’on sait construire,
il s’ensuit qu’il en est de méme de I'expression

fi= Ji+ ‘Pz(P:\/EL\/ﬁ)

o (2 Vi VTe)
et que, par conséquent, \//, est également susceptible d’élre construit
au moyen de la regle et du (ransporteur de segments.

L’itération de cette méthode de raisonnement conduit & la démon-
stration du théortme XLIV dans le cas envisagé d’vx parametre.

L’exactitude du théorbme XLIV dans le cas général dépend de la
question de savoir si le théortme XLII peut étre étendu d’une manitre
analogue au cas de plusieurs variables.

On peut, comme exemple de Uapplication du théoreme XLIV, con-
sidérer les polygones régulicrs qui sont susceptibles d’étre construits
a I'aide du compas. Dans ce cas, il ne se présente pas de parametre
arbitraire p, et les expressions que I'on doit construire représentent
simplement toutes des nombres algéhriques. On voit sans peine que
le eriterium du théoreme XLIV est rempli et 'on reconnait, par suile,
que tous ces polygones réguliers peuvent étre construils en se servant
uniquement de la regle et du transporteur de segments, — résultat
que 'on pourrait d’ailleurs tiver directement de la Thdorie de la dipision
du cercle (Kreistheilung).

En ce qui concerne les autres problemes de construction connus de
la Géométrie élémentaire, je me bornerai & dire ici que le probleme de
Malfatti peut étre vésolu en ne se servant que de la régle et du trans-
porteur de segments, tandis qu’il n’cn est pas de méme du probleme
de contacts d’Apollonius.

Conclusion (1).
Le précédent Travail ne traite essentiellement que les problemes de
la Géométrie euclidienne, c’est-a-dire qu'il n’y est discuté que les
questions qui se présentent quand on admet Pexactitude de I'axiome

(*) A partir d’iei jusqu'au Tableau de la page 208, lo texle est enliérement nouveau
et n’existe pas dans Yédition allemande. (Le Traducteur.)
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des paralleles. Il n’en est pas moins important de discuter les prin-
cipes et les théoremes fondamentaux de la Géométrie quand on fait
abstraction de I'axiome des paralleles. Nous avons aussi exclu de notre
¢tude la question importante de savoir s'il est possible, sans la notion
du plan ni de la droite, au seul moyen des points comme éléments et
en employant la notion des groupes des déplacements, ou a I'aide de
la notion de distance, d’é¢difier la Géométrie d’une maniere logique.
Cette derniere question a fait récemment des progres considérables,
grice aux travaux fondamentaux et féconds de Sophus Lie. Néanmoins,
pour éclaircir completement la question, il serait bon de subdiviser en
plusieurs 'axiome de Lie que I'espace est une multiplicité numérique;
et avant tout il me semblerait désivable que Uon fit une discussion
approfondie de I'hypothese de Lie que les fonctions qui donnent les
déplacements sont non seulement continues, mais encore susceptibles
de différentiation. Quant & moi, il ne me semble pas probable que les
axiomes géométriques renfermés dans la condition de la possibilité de
Ja différentiation soient tous nécessaires.

Dans le traitement de toutes les questions de ce genre, je crois que
Jes méthodes et les principes développés dans le précédent Mémoirve
seront utiles. Comme exemple je renverrai & une étude entreprise a
mon instigation par M. Dehn et qui vient de paraitre (*). Dans cette
ctude sont discutés les théoremes connus de Legendre sur la somme
des angles d’un triangle, que ce géometre a démontrés au moyen de la
continuité.

Les considérations de M. Dehn reposent sur les axiomes de I'asso-
ciation, de la distribution et de la congruence, ¢’est-a-dire les groupes
d’axiomes I, 11, 1V; au contraire, 'axiome des paralleles et 'axiome
d’Archimdde sont exclus. D’autre part, les axiomes de distribution
sont ¢énoncés d’une manitre plus générale que dans le travail actuel,
i peu pres comme il suit : Parmi quatre points A, B, C, D d’une droite,
il y en a toujours deux, A, C, par exemple, qui sont séparés par les
deux autres B et D, et réciproquement. Cing points A, B, C, D, E
sur une droite peuvent toujours étre distribués de telle sorte que A, C

(1) Math. Annelen, t. LI (1900).



206 D. UILBERT.

solent séparés par B, D et par B, E, ensuite que A, D soient séparés
par B, E et par C, E et ainsi de suite. De cette facon, ce qui n’a pas lieu
dans mon présent Mémoire, la Géométrie riemannienne (elliptique)
n’est pas exclue @ priori.

En se basant sur les axiomes d’association, de distribution et de
congruence, c’est-d-dire sur les axiomes I, II, IV, on peut introduire
de la maniere connue les ¢léments dits idéauzx (points, droites, plans
idéaux). Cela fait, M. Dehn démontre le théoreme suivant :

St l'on regarde toutes les droites et tous les points (idéauzx et réels) du
plan, a Uexception d’une droite unique t et des points situés sur t, comme
éléments d’une nouyelle Géometrie, on peut pour cetle nouvelle Géomeétrie
définir un nougeau genre de congruence de telle sorte que cette Géomelrie
veérifie tous les axiomes d’ association, de distribution, de congruence,
ainsi que 'axiome d’Euclide, la droite ¢ dans cette Géométrie jouant le
réle de la droite de U'infini.

Cette Géométrie euclidienne imposée pour ainsi dire au plan non
euclidien sera dite une pseudo-Geometrie et le nouveau genre de con-
gruence une pseudo-congruence.

En invoquant le théoréme qui précede, on peut alors introduire un
calcul segmentaire relatif au plan, en s’appuyant sur les développe-
ments du Chap. IIT, § 15. Ce calcul segmentaire permet de démontrer
I'important théortme suivant :

St dans un triangle quelconque la somme des angles est

plus grande que............
Ggale o, ool ol 2 droils
plus petite que.............

il en sera de méme dans tout triangle.

Le cas ol la somme des angles est égale & deux droits donne le
théoreme bien connu de Legendre; mais, pour le démontrer, Legendre
s’est servi de la continuité.

M. Dehn discute alors la connexion entre les trois différentes hypo-
theses relatives & la somme des angles et les trois différentes
hypotheses relatives aux paralleles.
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Il arrive ainsi aux remarquables propositions suivantes :
De Ulypothése que par un point donné Uon peut mener & une droite
une infiniteé de paralléles ol s’ cnsuit, si l'on exclut I’ axiome d’ Archiméde,

NON PAS que la somume des angles d’un triangle est plus petile que deux
drotts, mais aw contraire que cette somme peut éire

(ce) plus grande que 2 droits
(0) égale b 2 droils.

Pour démontrer le cas («) de ce théortme, M. Dehn édifie une
Géométrie olt Uon peut mener par un point une infinité de paralleles
aune droite et otr, d’ailleurs, sont aussi véritics tous les théortmes de
la Géométrie viemanienne (elliptique). A cette Géométrie convient le
nom de Géométrie non legendrienne, car elle est en contradiction avec
le théortme de Legendre en vertu duquel Ta somme des angles d’un
triangle n’est jamais plus grande que 2 droits. De existence de cette
Géometrie non legendrienne il résulte immédiatement qu'il est impos-
sible de démontrer le précédent théoreme de Legendre sans employer
Paxiome d’Archimide; et, en effet, Legendre se sert de la continuité
pour démontrer son théoreme.

Pour démontrer le cas (b) du théortme précité, on édific une
Géometrie sans axiome des paralleles et ott sont néanmoins vérifiés
tous les théortmes de la Géométrie euclidienne = Ta somme des angles
d’un triangle est égale i deux droits, il y a des triangles semblables,
les extrémites de perpendiculaires de méme longueur menées a une
droite sont toutes situées sur la méme droite, ete. De Pexistence de
cette Geéométrie s’ensuit que, si Pon fait abstraction de Paxiome d’Ar-
chimide, Vaxiome des paralleles ne peut étre remplacé par aucune des
propositions que 'on regarde d’habitude comme lui étant équivalentes.

Cette nouvelle Géométrie peut étre dite une Géomélrie semi-cucli-
dienne. De méme que la Géométrie non legendrienne, il est clair que la
Géométrie semi-cuclidienne est en méme temps une Géométric non
archimédienne.

M. Dehnarrive finalement 4 ce théortme surprenant :

De U hypothése qu’il n’existe aucune paralléle, il s”ensuit que la somme
des angles d'un triangle est plus grande que deux drois.
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Ce théoreme montre que les deux hypotheses non euclidiennes sur
les paralleles se comportent d’'une maniere absolument dilférente
vis-a-vis de I'axiome d’Archimede.

On peut réunir les résultats énoncés par les théorémes précédents
dans le Tableau suivant :

La somme Par un point donné 'on peut mener & une droite
des angles N
d'un triangle
est aucune parallcle. une paralléle. une infinité de parall¢les.
Géométrie D
. . s . Géomdélrie
> 2 droits de Riemann Cas impossible .
Lo non legendrienne
(elliptique)
Géométric . .
. e o Géométric
< 2 droils Cas impossible cuclidienno . L
. semi-cuelidienne
(parabolique)
Géomdtrie
=2 droits Cas impossible Cas impossible de Lobatschewski
(hyperbolique)

Maintenant mon présent Travail, comme je Uai déja dit, est plutat
une recherche critique sur les principes de la Géométrie euclidienne.
Dans cette recherche nous avons eu pour guide ce principe fonda-
mental : faire la discussion de chaque question qui se présente de
mani¢re a4 examiner en méme temps s'il est possible ou non de
répondre i cetle question en suivant une voie assignée d’avance et en
se servant de certains moyens limités. Ce principe fondamental me
semble contenir une regle générale et conforme & la nature des choses.
En effet, lorsque dans nos recherches mathématiques nous rencontrons
un probleme ou lorsque nous soup¢onnons un théortme, notre esprit
n’est satisfait que lorsque nous possédons la solution complete du pro-
bleme et la démonstration rigoureuse du théortme, ou bien lorsque
nous connaissons bien clairement la raison de I'impossibilité de la
réussite et, par suite, aussi celle de la nécessité de I'insucces.
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Cest ainsi que, dans les Mathématiques modernes, la question de
Pimpossibilité de certaines solutions ou problemes joue un role pré-
pondérant et que les efforts faits pour répondre i des questions de ce
genre ont été 'occasion de la découverte de domaines de recherche
nouveaux et féconds. Rappelons sculement & ce propos la démonstra-
tion d’Abel de I'impossibilité de résoudre I'équation du cinquitme
degré au moyen de radicaux, puis la découverte de 'impossibilité de
démontrer 'axiome des paralleles, enfin les théoremes de MM. Hermite
et Lindemann sur I'impossibilité de construire par la voie algébrique
les nombres e et =.

Ce principe fondamental, en vertu duquel on doit partout discuter
les principes de la possibilité des démonstrations, est intimement 1ié &
la condition de la « pureté » des méthodes de démonstration qui, dans
ces derniers temps, a 6Lé considérée comme de la plus haute impor-
tance par nombre de mathématiciens. Au fond, cette condition n’est
pas autre qu'une conception subjective du principe fondamental suivi
ici. Bn effet, Iétade géométrique précédente cherche, en général,
a expliquer quels sont les axiomes, hypotheses ou moyens nécessaires
ala démonstration d’une vérité de Géométrie élémentaire, etil nereste
plus alors qu’a juger, d’apres le point de vue auquel on s’est placé,
quelles sont les méthodes de démonstration que 'on doit préférer.

Pour le dessin des figures, ainsi que pour la correction des épreuves,
I’aide de M. le D* Hans von Schaper m’a é(é d’un grand secours; je lui
en présente ici tous mes remercicments. Je remercie aussi de méme
mes amis MM. Hermann Minkowski et Julius Sommer de m’avoir
prété leur concours pour corriger des épreuves.

Ann. de U'Ec. Normale. 3° Séric. Tome X VII, — Ma1 1900, 27



