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É T U D E
DE

CERTAINES 'FONCTIONS ANALOGUES AUX FONCTIONS X.

DE L E G E N D R E , ETC.,

PAR M.F.DIDON,
DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES.

Introduction.

Le travail qui va suivre a pour objet principal l'étude de certaines
fonctions de plusieurs variables, analogues aux fonctions X,, de Legendre
et aux fonctions trigonométriques sin(narccos,x') et cos(narccos^).
C'est surtout au point de vue du développement, au moyen de ces nou-
velles expressions algébriques, des fonctions d'un nombre quelconque
de variables que cette étude est faite. On sait que les propriétés des
polynômes X,;, exprimées par les relations

r*-+l /»-{-! 2
\ XnX^=0, \ WX=—————-.

J—l J-i 2/Î-T-I

permettent d'effectuer avec ces polynômes le développement d'une
fonction quelconque de ̂  tant que du moins la variable x reste com-
prise entre — i et -4-1. Il en est de même relativement aux deux autres
fonctions indiquées précédemment. Mais ici il y a une différence capi-
tale entre le cas d'une variable et le cas de plusieurs variables. Les
seules propriétés des fonctions X/, généralisées ne permettront pas de
faire le calcul de leurs coefficients dans la série qui exprimera une fonc-
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tion de plusieurs variables; pour arriver à ce résultat, il faudra de
toute nécessité considérer de nouvelles fonctions qu'on associera aux
premières. Comme dans le cas d'une variable, les nouveaux développe-
ments supposeront une relation d'inégalité entre les variables.

C'est M. Hermite qui a fait la généralisation pour deux variables de
la fonction X/, et de la fonction sin(narc cos.r). J'étends cette généra-
lisation à un nombre quelconque de variables pour les fonctions précé-
dentes, et aussi pour la fonction ces [n arc ces x}^ non considérée par
M. Hermite.

Indépendamment de l'étude précédente, j'ai traité diverses questions
s'y rattachant assez directement et qui rn^ont paru intéressantes. Ainsi
après avoir donné pour l'une des fonctions étudiées auparavant un sys-
tème d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, ainsi
que pour sa fonction associée, j'ai déduit directement de ces deux sys-
tèmes les propriétés principales de ces fonctions. J'ai donné aussi la
solution complète du premier. J'ai indiqué également, pour tous les cas
qui pouvaient se présenter, les valeurs de certaines intégrales doubles
qu'on n'avait calculées, dans l'étude précédente, que lorsque les con-
stantes qui y entrent sont comprises entre certaines limites.

Ce travail est divisé en deux Parties : la première est consacrée à la
généralisation de la fonction X^; la seconde à la généralisation des
fonctions trigonométriques sin [n arc cos.3?) et cos(n arc cos.r).

]e tiens ici à remercier M. Hermite qui m'a indiqué le sujet de ce
travail et, sur ce sujet, la plupart des questions que j'ai résolues.

.PREMIÈRE PARTIE.
GÉNÉRALISATION DES FONCTIONS Xn DE LEGENDRE.

On sait que les fonctions X^ de Legendre proviennent du développe-
ment, suivant les puissances croissantes de a, de l'expression

—i - !

( i— iax -+• a2) 3.
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Dans une thèse sur Fattraction des sphéroïdes, M. Olinde Rodrigues,
en î8 i5 , a mis la fonction X^ sous la forme

ï ^(.r2—!)"
i. 2. * . n. 2^ AK*"

Jacobi, en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, a retrouvé
cette forme. C'est la quantité

i
[(ï — ax— &7)2-—(^â-4- ô2)^2^-^2-- i)]""'"

qui a conduit M. Hermite {Comptes rendus des séances de l'Académie
•des Sciences, t. LX) à des fonctions de deux variables, analogues aux
fonctions X^. Cette quantité peut être considérée comme une Hénéra-

— i
lisation de l'expression (x — iax -4- a2) 2 , si Fon écrit cette dernière

[(l-^)2—^^2—!)?"'.

Posant

[(i — ax — ^^—.(^-h^Jf^+y2—!)]""^^ ̂ b" îï^n,

M. Hermite a fait voir que l'on avait

—- ï d^jx^y'1— i)'^U.̂ n —— ^ ̂  1 ^m^-n —————~^^m ^yn—————— •

Ces fonctions jouissent de cette propriété que l'intégrale double
J U ^ V ^ d ^ d y est nulle, quand m + n est différent de p. -t- ^,ff1

les variables x et y y dans l'intégrale, étant limitées par la condition
^;2-}- y ̂ i. Mais cette propriété ne permet pas d'effectuer le dévelop-
pement d'une fonction de SD et dey, suivant les polynômes U//^, dans
les limites ^i?2-}-"^2^ i.

C'est pour arriver à ce résultat que M. Hermite a associé aux fonc-
tions U,^« d'autres fonctions V,̂  provenant du développement sui-
vant :

( ï — 2ax ~- a by 4- a2 4- 62 )-1 ==^ cr" & " V,,,̂

Cette expression nouvelle peut être considérée comme une générali-
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sation de l'expression (ï — ^ax -h- a2) 2, où l'on a mis deux variables
x et y, et où l'on a doublé l'exposant —- ï-1 L'intégrale double

ffv^v^^rfj',

où les variables sont limitées par la condition œ^^y^^i, est aussi
nulle quand m~^n et [JL+V sont différents, et cette seule propriété
ne permet pas non plus de calculer les coefficients des fonctions Vw^
dans la série qui représente une fonction quelconque de x et de y. Mais
on a

j 1IUM,nV^vd^rfr==o

entre les mêmes limites que précédemment, si m et n ne sont pas égaux
respectivement à /x et v. Dans ce dernier cas, on a

r r»T ir r y ^ (m -+- n)i1 \ IL,« V^n dx dy = ————— ^————— •
J J . " m 4-^+1 mini

D'où l'on voit qu'on pourra déterminer les coefficients du développe-
ment suivant :

F(^r)==VA..nV^F(^j)==^

par la méthode qu'on emploie relativement aux fonctions X^, ce qui
donnera

. _n__ [m^r n)\ r f ,
A- nT^n-^ -^TnT ^j J ̂  ̂  u- dx d^

les variables, dans l'intégrale et dans le développement, étant limitées
par la condition x^ -+-y2 ̂  ï . On pourrait de même effectuer le dévelop-
pement de la fonction F(a?,j) suivant les fonctions U//^.

Avant de généraliser ces résultats pour un nombre quelconque de
variables, je vais compléter un peu l'étude des fonctions U/^ et V/n,^
et tout d'abord je vais indiquer une manière curieuse de déduire les
secondes des premières.
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Manière de déduire les fonctions V des fonctions U.

On trouve facilement en calculant les coefficients de a3, crb, a&2

et b3 dans le développement, suivant les produits des puissances de a
et de &, de l'expression [( i — ax — &y)2 ~ (a2 + 62) (^2 4" y2 — ï }~\"\

U3^== -1- ( 5^3 + 3 ̂ 72 — 3 x ), Uo.3== ^ ( 5y3 -+- 3 .r\r — 3r ),2 2

ÏJ^,=|(3^j'+^-y), U^^(3^^^-^).

Enlevons, dans les seconds membres de ces égalités, les termes de degré
inférieur au troisième, et considérons les égalités ainsi réduites comme
formant un système de quatre équations à quatre inconnues {x3), (.îy2),
(^y), (j3)' 3'ai mis entre parenthèses les quantités «r3, xy2) .r^r3,
qui n'ont plus leur signification habituelle si on laisse à Ug^, lL,o
Ui .2» Uo,3 leurs valeurs effectives. En résolvant le système d'équations,
on trouvera, par un calcul facile,

(^)^u^_^u^ (^-)=-^U^~-^U3,o,

(y3)=:^Uo,3-gU^, (^)=^U^-^U,,3.

Les seconds membres de ces formules deviennent, quand on y rem-
place Ua^» U.,,2? Us^, Uo,s parleurs valeurs,

^"i^i^03 ^-g^-^y^.
r3-^r=^^ ^r-gj=^^.

ce qu'on reconnaîtra facilement, si roû se reporte aux valeurs suivantes
de Vo,3» ' 1 , 2 7 " 2 , 1 » ^3^0,

V3^==:8^3—4•;c? Vi,2==24^"2—4^ ' '
V^s == Sj3 — 4 j', v^== 24^27— 4,r.

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 3o
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En générale considérons les égalités qui donnent les valeurs de toutes
les fonctions U//^, pour lesquelles la somme m + n est constante et
égale à k, et, supprimant dans les seconds membres de ces égalités les
termes dont le degré est inférieur à A', regardons les égalités ainsi
transformées comme formant un système dek+î équations du premier
degré à i-h i inconnues ^À, ^^y,.,., .x^y^...,^. On en déduira,
par exemple, pour ̂ j^-^ l'expression suivante :

(^^-/l) === aUu -+- (3Ui^ 4- yUu-2 -+-.. . ,

quelques-unes des quantités a, |3, y,. . . pouvant être nulles.
Je dis que cette expression, quand on y remplace Uo^^U^^oUa^-s»--

par leurs valeurs, devient, sauf un facteur constant, la fonction V/^-À-
En effet, remarquons d'abord que le seul terme de degré k dans

cette'expression est le terme ̂  7^"^ avec l'unité pour coefficient; c'est
une conséquence de la manière même dont on a formé cette ex-
pression* Cela posé, développons le polynôme aUo,^ 4- (3U^._i + .. - y
suivant les fonctions V, de cette manière

a U<^ -^ (3 Ui,^, 4-... ==V A^v V^.

On déterminera A^ par Inéquation

A^^^(i^^

les variables dans l'intégrale satisfaisant à la condition .r2 ̂ -j2^! (^) .
D'où l'on voit d'abord que A^v sera nul si p. + y est différent de k,

car chacune des intégrales j jUo^V^d^dy, j |U^-, U^^^y,...
sera nulle. Il faut donc que pi -hv soit égal à ^.

Si l'on se rappelle la forme sous laquelle M. Hermite a mis la fonc-
tion U^, on verra, par une transformation facile, que l'intégrale

rf(aU^ 4- PU^. 4-. ..) ̂ dxdy

(*) Je ne répéterai plus cette condition qui intervient dans toutes les intégrales suivantes,
ellesera sous-entendue.
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est égale à

__ (_^ f r^+r—ir- ̂ ^^+^'•^^-1) ̂ ^,
^ l v î2^ v / J J ' v / âx^-d^

Maintenant, on reconnaît clairement, puisque le seul lerme de de-
g'ré k, qui existe dans ( aUo^ -+- PU,.A-, +...), est. ^y-71, que l'in-
tégrale précédente sera nulle, si l'on n'a pas p.==À, y ^ k — h . Le
théorème est donc démontré. Le coefficient de V^A-"^ sera donné par la
formule

_k\(j^h\\
AU-A — —^-^- -

Equations linéaires aux dérivées partielles auxquelles satisfont
les fonctions V^ et V^,.

Soit
T T — ^4""(^2 •4-72—Iy"•i-"— z ^ ' ^ » *

Considérons la fonction homogène

_ ^^"(^^-y2— ^2)m^^

_ <^ r f y " î

on aura
rfT riT rfT , .^x — 4- r "— + z ~ = m -+-n )! '< r̂ " ^2 â^

ou bien

JT rfï / ^-hn(^-4-y^^.^)^-t /,..^,,,rr
• r&4-7^'w2(m+7î)^——3ï-rir———=:(^+")^

Si l'on fait ^ ==i, dans cette égalité, il vient

dV clU , , d^j^ -t-r2 - i)^"-" _ ̂  , , ,n
^^+ r^-2 ( w + 7 î )————^^————~(m+n)U.

d'où l'on tire
^m^n ( ^3 ^_ ^2 __ j \m4-;(-l rfU rfU , ^ rï

(') ^/"+")———rf^-——==^^37-^-t-^ lJ•
3o.
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D'un autre côté, soit
s=(^-Jrr^~î}m^

on en tire
ds == 2( m -+- ?î) ̂ (^ -î-r2 —i)^"-1.^f^

Différentiant cette égalité m + i fois par rapport à x, et n fois par rap-
port à y , on a

^m+n+2 g ^m+n+i (^.2 ^_ y à- — ^ ̂ +n-î
^^==2(m+^ ————d^r^n————

4- 2(w 4- 7i)(nz4- ï )
^m+n(^24,y2__i^+«-.^2 __ T ^Wî4-«-

y.fît /7'V'nrfj?^ <r/7"

En tenant compte de la relation (i), on trouve donc l'équation sui-
vante, à laquelle satisfait la fonction IL

,r ^u ju . ,.,11, .-- d \ x — -4- r — — ( m -+- n ) U (
r^U L dsc ^____L.-1
—;—— — x ————————————-—•_d x ' ' dx(2 )

- {m + i) ̂  ̂  + r ̂ J - (m + ra)U^ = o.

On a de même l'équation
,r dV riU . ,,"j

^u_ ^L^^'^^'^"^4 '7^ -1
rfj'3 •7 4r

,r ^IJ rfu / ^i-{n+î)^^^-r^---(fn-}-n)v]=oï

On peut remarquer l'analogie qui existe entre ces équations et l'équa-
tion différentielle du second ordre à laquelle satisfait la fonction X,/.
Cette dernière équation est

( x -^d^ -^ ̂  + ̂  + ï)X^o,

et peut s'écrire
// d^n Y \

/-Y d ^~^" — rax") / //YCl^^n \ CiX f . . / CT An y \——f -- ̂  -^-v—«—,————^ — (K -n ^ —- — ^ X« -== a.
eto31 • : 1 1 ! - &1 , 1 1 ! v 1 1 ! f \ dx 1 ' 1 . / 1
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Effectuant les différentiations indiquées dans l'équation (^) et la sui-
vante, on met ces équations sous la forme

/' , .^U d^U . . rfU
( i — X1 ) -—— — xr -7—T- + (n — 2 )3 C ~T~' dx1 ~ dx dy dx

— (m 4- 1)7-7- -+- (^4- /i) (m 4- i ) U = o,
(3)

. . r f ^ U ^U , . JUf i -». -i/^j — — ,̂ . ^ — 4 - ( w — -2) r -7—
. " ' rfj'2 •/ <to dy " dy

1 — [n 4-î ) r -y— +(m 4- 72) (n; 4- i ) U == o.

Ajoutant les équations (3), on obtient l'équation

'—)S-<-^
— ixr —,—r-— 3.y— — 3r -T— 4~ (w 4- n} (m 4- /?- 4- i)U== o,J dx dy dx u dy ' '

à laquelle, comme nous le verrons tout à Plieure, satisfait la fonc-
tion V^.

Cherchons le polynôme îe plus général satisfaisant au système (3).
Soit A^y9 l 'un des termes du plus haut degré; je dis que l'on doit
avoir/?4-ç===m4-7i. Car il faut que les deux équations suivantes soient
satisfaites

-— p ( p — i ) — p q 4- ( n — 2.)p— (w4- î ) q 4-(w 4- 7l) (/7l 4- i ) ̂  o,
^- q(q^-ï)— pq+ [m —i}q — [n-^- î ) p 4-(w 4- n) [n 4- i) == o.

En les ajoutant, on obtient, après simplification, l'équation
— ( p 4- q} ( p 4- q 4- a ) 4- ( m 4- ̂ ) ( w 4- n 4- a ) ==•• o,

qui donne p 4- <y == m 4- 72.
En les retranchant, et remplaçant dans le résultat p par 7224- n — y,

q s'élimine de lui-même, et l'on a une identité. Ceci prouve que le po-
lynôme du degré m 4- n qui satisfait au système (3) contient plusieurs
termes du degré m + n.

Mais il ne faudrait pas croire que ce polynôme le plus général est le
polynôme U/^ ou k U/^; en d'autres termes, que le système (3) carac-
térise la fonction U^n, en se bornant aux solutions qui sont des fonc-
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tioas rationnelles et entières. Il est facile de s'assurer qu'il n'en est pas
ainsL

Si l'on suppose m == 3, n = o, le polynôme le plus général qui sa-
tisfait au système (3)» est.

II (5^3 4- 3^72 — 3^)--r- K(2j'3 4- ïa^j'— 3y)

avec deux constantes arbitraires. Le coefficient de H est, sauf un facteur
constant, la valeur de Us,o; car on a

U3,o := ^ ( 5'^3 4-3^j*2----3.a? ) ;2

mais il y à un autre polynôme.
Si l'on suppose m ==3 , n=2, le polynôme le plus général qui

satisfait au système (3) est ! v

H ( 7 x^ -r- 3o .r3^'2 -4- ï 5 xy^ — iox3 — i S^y2 -4- 3,y )
+ Kr( i^o^ -r- lôo^y2 -4- 24 }^ 4- 4°J2 — 120 ̂ 2 4- i5),

avec deux constantes arbitraires H et K. Le coefficient de H est, sauf
un facteur constant, la valeur de Ua^; car on a

5Us.2== 7 (7^ -+-• 3o^3^2-4- iS^j^ — ïo ^3 •— iS^j12-^ 3.rj.

Je vais démontrer, en général, quele système (3) est satisfait par
deux polynômes du degré m -+- n, et indiquer un moyen très-simple
de calculer les coefficients de ces polynômes.

Pour cela, je remarque que la solution complète du système (3) con-
tient quatre constantes arbitraires. En effet, si Von se donne pour

ï ï j TT ^U ^U d2!} , ,a?==o, y = = o les valeurs de U, -y-? —ÎT,—-r^ on en conclura les" dx dr dx dr
, j ^U , d2^valeurs de -j— et de——»dx^ dy^
En différentiant successivement par rapport à x et par rapport à y

les équations du système, on aura quatre équations qui donneront les
, , d^V d^V d^V d3}] ^ , ^ . ,valeurs de ^-> ̂ y ̂ ^, -^. Ces valeurs seront fîmes, car le

déterminant du système de ces quatre équations est

(i —^Kî—T 2 ) ^ —^—j2 ) .
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En continuant de la même manière» on verra que toutes les dérivées
successives de U pourront s'exprimer au moyen des valeurs arbitraires
données primitivement à U, -y-? -,- et ~—j-.- On conclut delà que la
solution complète du système d'équations aux dérivées partielles ne
contient que quatre constantes arbitraires. Cela posé, je cherche un
système d'équations de la forme

. - ^ P ^P , dP „ d¥ - ^( ï — ^2 ) -^ «-, w — - 4 . /^ .4, f^t r —— •4- /^P = 0,1 / ^2 7 dxdy dx J dy

. ^ r f 2 ? ^P , dP .,, c7P ,^I ^- y2J -^ _ ̂  -t.. /^ —— 4- /f'y —— 4- A ^ R == 0,
./ ^ ^y2 "' dxdy dx v dy

^ m-+n p

tel, qu'en posant , „ . ,„ == U, la fonction U satisfasse au système (3).
Pour cela, je différentle m fois par rapport a x, et n fois par rapport

ày, les équations précédentes; j'obtiens alors un système d'équations
en U, analogue au système (3). Les coefficients seuls diffèrent dans les
deux systèmes. Je détermine ensuite À, //, h^, k, V, ¥ ^ de manière que
les coefficients correspondants soient les mêmes.

On trouve sans peine que le système d'équations cherché est, en po-
sant w 4- n == q,

[ r ,^P3 ^P / , ^P ^P ' n^-^^d^^^s^^2^^1^^-^^^2^^0-
(4) / ,rfP2 rf2? / , rfP dP -1 (i _ ^'2) —^ _ ^y ^——^ ^ 2 fq — i) ^ —^-^ 4-. ^^p =: o.

( " / rfj-2 J dxdy V A '•/ rfj- dx •?

Les solutions générales des systèmes (3) et (4) contenant chacune
quatre constantes arbitraires, on déduira la première solution de la
seconde.

Or je vais démontrer que ce système (4) a deux solutions polynômes
du degré iq, l'un ne contenant que des termes de la forme tïx'^y^,
l'autre que des termes de la forme g^20^^2?-^.

On reconnaît tout d'abord qu'un polynôme ne peut satisfaire à ce sys-
tème que s'il est du degré iq. Soit, en effety Kochyh un des termes du
degré le plus élevé. On doit avoir les deux équations suivantes :

— h ( h — i ) —• hfc-^- 2 / i ( g — i ) — Â - 4 - 2 9 ==o,
— h (Je — i ) — hk-+- ïff{q— ï ) — A 4- 2ç==o^
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qui peuvent s'écrire
( h + i ) ( a g — I I — / f )==o,
( /f -4- ï ) ( 2 q —- A — /f ) :== o,

d'où
A. -+- k =2^.

Cela posé, soit P =y cx.^oo^y^ un polynôme do degré iq; cherchons
à en déterminer les coefficients de manière à ce qu'il satisfasse au sys-
tème ( 4 ) -

On aura une série d'équations analogues aux suivantes :

(5)
'(p. 4- 2)^+.2,v==(p. 4- v— iq}a.^

1 ( v -h 2)^,^2=== (^ -h- y — 29 ) a^v,

Supposons que l'on ait p -î- v == ^ç — ï. Comme â^+2,v ^st nul, on
voit que a^y le sera également. Donc le polynôme ne contient pas de
termes du degré 2 q — ï . On en conclut immédiatement qu'il ne contien-
dra pas non plu.s de termes du degré 2 q — 3, et en général de termes
du degré ^q — k, k étant impair.

Donnons-nous la valeur M de ^^. La première des équations (5)
nous déterminera, au moyen de M, les valeurs de «2^2,0» oîay-^.o » • • - • .
^o,oî et ron aura

0^0 == M., a2y-2,@ = —çM,

„ . -f ^(g"1)^^2)—^-7^"1)^O^ïy—lh^ —— l. — T / ——————————————»-.——————————————— lTi<

La seconde des équations (5) nous donnera successivement

/̂,,... - (- i)^ ^ g(g-'K<7-^--fg-^) M,

,, , . — f_ i^+t h{h—i)[h — î )...(h -k+i)q(q-i)(q —2). ..(^ — /t -4-1 ) ̂
^3y—ÎA,2 / t——\, A / ,———————————————— •——————————————y—————————————————J.U»

A' 1 à !

Nous déterminerons donc ainsi, au moyen de M, tous les coefficients
des termes .ry, dans lesquels p- e tv sont pairs, et pas d'autres. Par
conséquent, nous trouvons un polynôme qu'il est facile de mettre sous
la forme M(^ 2 - f - j 2 —i^ .

Où peut faire à ce raisonnement une objection. Je ne me suis pas servi
de toutes les équations (5) où entrent des coefficients a^-a/^; mais il
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est facile de voir que, pour les valeurs précédentes de ces coefficients,
toutes les équations qu'on déduit de la première du système (5), en
donnant à v les valeurs 2,4,6,..., et qui sont celles que nous n'avons pas
employées, sont satisfaites d'elles-mêmes. Le type de ces équations est

(-2 g — 2 A -h- 2) a^-.2À4-2,2À î== — 2 ( A — À-) a^-2A,2A.

Si l'on remplace dans cette équaîion 0:2^-2^2, aft ^t a^-s^aA P^ leurs
valeurs trouvées précédemment, elle sera satisfaite identiquement.

Si l'on se donne la valeur N de a^.-i,i, on déterminera au moyen du
système (5), et sans la moindre impossibilité, tous les coefficients Op,^
dans lesquels pi et v sont des nombres entiers impairs, dont la somme
n'est pas supérieure à ay . On obtiendra ainsi un autre polynôme, im-
pair en x et eny. Comme on a employé toutes les équations (5), on n'a
que ces deux polynômes. Il leur correspondra pour le système d'équa-
tions (3) deux solutions qui seront des polynômes du degré m + n,
dans chacun desquels les exposants desc, et ceux dey iront en variant
de deux unités; mais tandis que, dans le premier, les exposants de x
seront de même parité que m, dans le second, ces exposants seront im-
pairs si m est pair, et pairs si m est impair.

Je passe maintenant à la recherche d'un système d'équations aux dé-
rivées partielles auquel satisfasse la fonction V^.

On a

(6) (i — 2f^r — 26^ -h a'14- b1)-1 ==y a^Y^.

On en déduit, en différentiant l'égalité précédente, successivement
par rapport à a?, y, a et b,

( ^ ) 2 a ( î •- 2 ax — 2 by -+- a2 -+- &2)-2 —^ c^b'1 ——^S

(8) 2 b ( î — 2 ax — a by 4- ^ 4- 62)"2 ̂ =V ^6"c , ̂ S

(9) 2 (;&• — a)(i — 2<zr — 2&j 4- a2 -+- &2)-2==:^ ma^-'^V^,

( 1 0 ) 2(j* — &)( i — ^ax— ^by+a1'^ Z^^^y TZO" 6"-1 Vm^.

À/mâles scientifiques de l'École Normale supérieure» Tome V. 3t
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Comparant successivement les égalités (7) et (9), (7) et (8), (7) et
(10), (6) et (7), on conclut

( ̂  _ a )\ a'" b11 (-^ == €t\ m^-1 b^^n,

Y . rfVrn» j-Y y^^".«^b^=b^a^-^.

(r ~ ̂ sambn ̂ == ̂ s ̂ ""'tv—
2 aV ̂  6" V^ ,„ r= ( i — ^ ̂  — 2 ̂ + <i2 + b2 )\ c^ b'1 <-^^ 9

d'où l'on déduit ies relations suivantes :

, , rfVm.n dVm^l.n , < r
(il) ^ ——7—— — ——-,——— = m V«,H?{i ' dx dx

rfV^-i,« rfV^_,
1 ( Î 2 ) —rfr""""^""5

. „ . W V ni ,n. ^" Vm,»—t / \ vr(,j) ^^^-_-^^-=(»+,)V»-^,,

, /. ,, dVm.n d'Vm-i.n (l'Vm.n-1 dNm-t.n . il V,a,,,_î(i4) •^^=-^-îx-d,^•-îy--d,-+~-d^+~d^~•

Dans la dernière égalité, je substitue à la place de ——±i' et ——^
/7V //Vleurs valeurs a;—;̂ " - (TTZ - i )¥,„_,,„ et y——=1 - nV,n-,.n tirées

U '̂ U«A/

des relations ( î i ) et ( r3 ) , après qu'on y a remplacé, dans la première,
m par m. — i/et, dans la seconde, n par n — î . Il vient alors

, *, * / „ VT u' y m,n Ci'Vni—i^n u V/H.n—t(,5) ^^n^^^^^^^^-^^y-^.

Différentions par rapport à x : nous aurons

, . dV^,n fPVm^ d^^n ^V^,»-.,

^^^^'^-^^^-^^^^"^———"^"^

Mais
U y m—\^f{ (-s, T/»,»» ir

-H " : "———————.———————— Z^Z. ^ —————y—————— ———— '̂t' V fft ff y

dx ctx
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à cause de l'équation ( i ï ) ;

^V.-^ ^V^n . , .d\7^—;—— === ^* —-— — ( m — i . —-— ?d x ' ' dx ' ; dx

à cause de la relation précédente; enfin

C^V^ _ ^Vm.-^

^2 ~~ rf^rfj '

à cause de la relation (12), et cette dernière expression est égale, en
vertu de l'équation (n), à

/^V HV(* *• ffijn U v m,n^ --——.-— —— yjq, ——^———
dx dy dj

Donc on a, après réduction, l'équation

S /^aV //'V
f r y^ ̂ J^n _ OJĵ

^''^ / rf^ xr dxdy
(I6) ) dV rfV_ (^ + 3) ̂ , a^ ̂  rnr ——^ + (w + n 4-- 2) ¥„ „ = o.

\ dx ' dy

On trouverait de même

l , ^^V^» â?2^i ; y _ i/'2 i ____—. 'y*'v^-r ) ^ ^d^dr
(I7) rfv dy

-.(/n + 3)r -—î^ + nx —^ + 7i(m + n -+- 2)V^==o.
[ ' f j dy dx

En ajoutant ces relations (16 et 17), on trouve l'équation

, ^Vm.n , ..d^V^n 6?2 V^
f^^)-^r-+(ï-^')~^^r3^

(I8) JV rfV_ 3^ aT^ — 3y —^ -4- (m 4- 7 î ) (m +/?, + a)V^=: o,
<'3'<y, J^

à laquelle satisfait, comme nous Favons vu plus haut, la fonction Um^.
On peut remarquer que ces équations (16) et (17) peuvent s'écrire

3ï.
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de la manière suivante, en y remplaçant V/^ par V :

, F rfV d'V . , ..-"l,-, rf \ x — -4-r— -h (m 4- ^ 4- 2)V^v L ^ ^>: J._____ __ y ^..^,—__________________;_.________________________—_„_„—.

dsc2 dx

r rfv ^v / ^v.1"!'w r dx +r ̂ r4'(m d"7Î' "+'2) J = 0?

,r rfv ^v , ../i
,,. d x — -h r -r- 4- ( m -4- n + 2 ) V

f^V . l, </̂  r̂ J
^r2 t/ rfj-

r rfv rfv , .-"]
^''r^ +7^: 4- (m+n^2)Vj=- -o<

Cherchons à satisfaire aux équations (16) et (17) par un polynôme.
Soit A^y^ run des termes du plus haut degré.
On a les deux équations

— p { p — î) — pq — ( n -h 3 ) p -4- mq 4- w( w -h- /î -+- 2 ) i=: o,

— q[q — î ) —/?ç — (m 4- 3 ) q -+- np -+- n [ m + n + 2} == o.

En les ajoutant, on trouve, après réduction»

— (p + î)( /? 4- ^ + 2)-4- (w + 7î)(m -h- ^-T- 2) == o,
d'où

p '•^r q = m -^ n.

En les retranchant et remplaçant dans le résultat p1 — q ' 1 par

(p— q)[m-^n),

on obtient une équation du premier degré, qui, combinée avec l'équation

p + q == w 4- n,

forme un système dont la solution est

p= m, q == n.

On voit donc que le seul terme de degré w 4- n du polynôme, qui
est la solution du système (16) et (17), est un terme en ^j".
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Pour donner une application de ces équations aux dérivées partielles,
je vais en conclure les égalités

/ j U<n,«V^rf^f/j==o, f j V»^V^€lxdy== o, f jv^n^^d^dy^ o,

quand m -+- n est différent de p- -4- y.
Reprenons l'équation (^18), dans laquelle nous remplacerons suc-

cessivement V^n par U et V; nous obtiendrons ainsi deux équations.
Multiplions la première par N d x d y , la seconde par U docdy^ retran-

chons les résultais, et intégrons entre les limites a?2 -4-y2 ^ i; il vient

[[p. -+- v ) ( p. -t- v -+- 2 ) — ( m -4- /I ) ( w -4- n •+-1 )] j \ UV dx dy

^—•'(^-"S)^^//1-^^^-11^)^-'-'-
r r /-, ^u „ d^v \ , ,

— 2 | f ^r V -7—7- — U -î—r dx ^Tj J J \ dxdr dxdy) J

-^W-<}^-^r[^^^-

Nous allons démontrer que le second membre est nul.
Pour cela, je remarque que Fon a les identités suivantes :

/„ rf2!! .rd^\ f^dV - dV\i _ ^1) y -,— — U —— —— ^.x V -T- — U -r-v / \ dx2 dx^ ) \ dx dx j

4^_^(v^-ug)] „
=-"———s———-+^(v^--lJ^;'

(^^fv^-u^-^fv^-u^)' J '^ ^j-3 rfr2 / - \ ^7 dr)

^--y-0^^-^
/-, rf^ „ ^y\ ../v^u rjûîv\

__ -yv I V ——_____" —— U •——————• -"— X 1 V '""5l;—— ~—— U —î—— 1- XY V dx dy dx d y ) \' dx dx j

,V /.-rfU T^V\-|
d\xyV~dx~u~dx]\ / r fVrfU dV rfV\= -- ^———- + ̂ \W -dï - rfF ̂ )'
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(^ d^ ^ ^V f^dU ,,rfV\— ^-f ( V -—,-~ — U -7—r-- —• r V —— — U ——•• \ rte or ûw dy v \ ar û̂ r /

r / du ^rfv\i
^ - L^V "^"~"^JJ ̂  ̂  , /^U jIV _ rfY rfU.

rf-y " \ c(y dx dy dx ] '

Si l'on observe, en outre, que les intégrales

//'[•--^s-ai^
ffï--'^-^

sont nulles, on verra que le second membre de la relation donnée plus
haut se réduit à

rr^-^w:^-^
-r^.f^fY^^u^i-T^^r^fv^-ij^.L, L ' Y ^ ^/J^ j_, cv L J \ r̂ ^r^J.

L'indice x, qui se trouve à droite de deux crochets, indique que l'on
a la différence des valeurs que prennent les quantités entre crochets,
lorsqu'on y remplace successivement x par -+- y/i—j2 et — ^i—y 2 .

L'indice j placé à droite des deux autres crochets a une significa-
tion analogue.

Je vais'démontrer que l'on a

rH^-^-^H^-^
Pour cela, je considère un terme quelconque KxPy^ du polynôme

-çr d\] y, â?V ,, •
dï """ u ~dx' nous allons "volr q^îl donne dans les deux intégrales le

même résultat. Ce résultat est zéro, si p est pair, et aussi, dans le cas
ou p est impair, si q est impair. Dans le cas dep impair et q pair, les
deux résultats fournis par le terme en question, dans les deux inté-
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grales, sont
p i ___ /•» i ___

4 A I ( v/ ï — y -t y j/'^2 df et 4 A | ^"i-1 ( \/1 — x^}y4"1 ûte.
« • 0 " " J Q

Or on passe du premier au second, en posant y = \/i — x\ De même,
les deux autres intégrales du second membre sont égales, de sorte que
les théorèmes annoncés sont prouvés.

On a dû remarquer les fonctions
ÎL,« 6?U^ <rfV^ riV^/, , , ,ir^-^^^-(m^u^ ^'^+r^+(^-^-^5^

qui entrent dans les équations aux dérivées partielles. Ces fonctions
peuvent être considérées comme naissant du développement de cer-
taines expressions, qui ont une relation très-simple avec celles qui
engendrent les fonctions U^,», Vm,n'

On prouvera sans difficulté que Fon a
2(1 — 2 ax— 2 by -{- a2 + b2 )~~2 '

-S0^"^^^^^-^^^^2^'"-}
(aî-l-62)[(^ —ax—by)î—(al+-bl)(xl+y•i—ï)~\~î

^"•'•[^-^-f»-")1'-]'
On peut se servir de ce dernier résultat pour obtenir directement,

et sans employer la forme que M. Hermite a donnée aux fonctions U^,
le système d'équations que nous avons déjà trouvé pour ces fonctions.
Je n'insiste pas là-dessus.

Il m'a semblé intéressant de donner la solution complète du système
d'équations dont la fonction U^ est une solution. Nous avons trouvé
une seconde solution, qui est un polynôme; mais il en existe deux
autres que nous allons indiquer. Pour cela, je reprends le système ( 4 ) <
Remarquant que les premiers membres des équations de ce système
sont des dérivées, on en conclura

^9)

,dî dP „
. ̂ "^'dx ^xy^^tlîxî'^^^^

rfp rfp( (I -r2) ̂  - ̂ r -^ +f2 «rP ••=• ̂  t^)'
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dP dPEn résolvant ce système par rapport à '-j— et -j-^ on l'écrira de la
manière suivante :

! dP
i (i - ̂ —y21) ̂  4" aç^P == 9(7)(ï —72) 4- .̂ (.r),

( î9y 1 rfP[ (ï-~^-~^)^+2Ç7P=é(^)(i-^)+^9(y).

On en déduit, en différentiant la première de ces équations par rapport
à y, la seconde par rapport à x^ et en retranchant membre à membre
les relations résultantes,

/ riP rfP\
2 ( g - + - ï ) î ^ - ^ ~y^j^(I-y2)o'(^)-37o(;r)+3.r^(^)-(ï~.r2)^(^^^

Mais les équations (19) donnent

dP dP . . . ,^'dr^rdï^^^^r'^rh

de sorte qu'on a, entre les fonctions ^ {x} et y(j), la relation

( i — ^2) ̂  «) + ( iq — i ) x^ [x )= ( l — y2) 9' (y) 4- ( ^jr — 1)79 (y).

Chacun des membres de cette équation est évidemment égal à une
même constante A. On en conclut les valeurs de ^ {oc} et y (r), savoir :

^(^^B^-.^f^+ACr-^)^ F——^î__.^
^o (,_^-4

^(^^cîi-^r^Aîi-^r^r—^—,-.
^o (i_y2^î

Portons ces valeurs dans les équations (19), et résolvons la première
décès équations. On trouve, en posant

P^i—^-.r^Q,
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4 ^x__dx___^w^-^f;^^[ i — x- — r' Y'^

249

A(i -

Byt
^0

-r-r^r"" / /
t/o ( î

^(l—.^f"'2
( l — — ^ j . 2 )

û?r r,<u
^ . r— + A r /î-1 ^ ;«^o

dx
( î -

a*

dsc

- ^ 2 ^ . 2 ^ 4 - 1

^ ( I - -^ 2 f~ 2

&

( ï — — ^ 2

r clx
l d-^r7
-j2)^'( ï——^2__j .2^+l

Résolvons de même la seconde des équations (19'). En posant

P^-^-.rW,
on trouvera pour (y une valeur analogue à celle de Q; seulement il y
aura dans Q' une fonction arbitraire de a?, %(^). Il faut avoir identi-
quement Q' === Q. récrirai cette identité de la manière suivante :

iiM .^rr^^^^ (î ^ r dr 1^^(l^-^^-5 ^ ^ ____________

O-^-J3)^1 ~ ̂  ~ " / Jo (l-^—J12)^'! IO)^B^^_^__^^- ( i ^ ) ^ (,^_^,J

.-î /";c dxx{ï— x^-^r—^—i
Jo (i-^)7^

(l—ar'—r')1 '-1-' J

, f, ^o (i-^+ A y î cte I —————————- ———Kjo L (i-^'-j-2)^'
/ ^î-'-ï r3" dx r^ ^r Ç" j ^ dr

-^-^ Jo (73^^ ^-^r^Jo ^Jo (-̂ r̂-)(l-^2__ ^2jî4-l

„,< ^_zï_^:_r,_-rV_^L=..<—^^ ;̂-,,-̂/o (i-^-^^ï+. ^ • ' ' Jo (i-^-^2)^'

i r^'-^r-^t^Ai.rj- . - J o ^-^7rfr/>.>-
^ dr[

t /O IL
•2__ /1/»2^<7+-1( l—^—j 2

„, ̂  dr r d« ^ ^-(i-rr7 ^" Ç " ___Jix___
/o U (T^^-^-2) '̂) Jo (.-y'r^0 ('-^-r')^ • Jo •U

Les terines sont disposés de lïlamère que le premier membre ne con-
tient que la variable y, et le second membre que la variable a?» comme

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 32
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je vais le faire voir. Je le démontrerai pour le second membre. La
dérivée, par rapport à j du coefficient de C, peut être écrite

^(ï-.^^-i «_4 r^ —x^dx
77±bî̂  U TT=^^

^^^^r dx —9
} { } ] Jo (i-^-r)^

Si l'on intègre par parties le terme du milieu, en considérant
^-^—^J2' ^— comme une différentielle par rapport à x, on reconnaîtl. j î
immédiatement que l'expression précédente est nulle. On verra qu'il
en est de même du coefficient de A. Donc, en définitive, il faudra
égaler les deux membres de Inégalité précédente à une constante D, ce
qui donnera

1 /-»A- ..J

p^Dîi-^-^+Ct,-^ ^i-^-y')^ ^_^_^.

-^-B(^—.r•')?+?(I—.c2—^2)^ (J,———dr-——ï-• ' ' J ' Jo (ï - x1 - y-)^'

...,-,.-,,.[o-.r'f̂ -̂ ^̂ ,̂

-—"x'̂ r^^
_ f r'__^r__1

Jo Jo (r-^-y-j^-J'

11 est facile de voir que le coefficient de A est le second polynôme que
nous avons déjà trouvé comme solution du système (4) ' Cherchons en
effet les solutions de ce système qui sont des polynômes. Reportons-
nous au système (19). Il faut que y (y} et t^^) soient des polynômes
entiers. Or, dans <p(y )» le coefficient de A est un polynôme entier.
C'est ce qu'on reconnaît immédiatement au moyen de la formule de
réduction

/>J dy _ 2 ( ^ — 1 ) r^' dr î __J1__X (^^"-" -<r̂ Jo (^^^^^^rp^ '
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Donc B == C == o. Mais le système (19), pour être satisfait par là solu-
tion (x2 4-j2 •— i)^, doit avoir ses seconds membres nuls. Donc si A
est différent de zéro, il n'a plus pour solution que le second poly-
nôme, qui, par conséquent, est le coefficient de A dans la solution
générale.

Mais il est facile de démontrer directement que le coefficient de A,
' que je désignerai par E^, est un polynôme du degré ay, ne contenant

que des puissances impaires de ce et de Y* D'abord on voit que Ey
change de signe quand on change ce en — ce, et aussi quand on change
y en —j. Donc si E^ est un polynôme, il ne contiendra que des puis-
sances impaires de oc et de y.

Si l'on considère les égalités

f z dz _ zi ————^ — ^———^,
1/0 (i—^2)2 ' V 1 — - 5 '

^ dz ^ i __z__ i r2 dz
J^ (i -1- - ̂ )2 "' ^(i -72) 7 -̂ ̂ - ̂  ̂  2( ï -1 2 } j^ r^-t^y

on reconnaîtra que l'on a

^-^^,.^_^f^ r_!r_^y r_^_.^^x^ (i ^ ^ ^ L ^ J o i - ^ - j - ^ J o i-^-y2

_r r^ ^____^ r", / r f^L—^L—^l
^Jo (i~^)(i-^-~.r2) >Jo ^V~^Jo î-^~:rvJ'

Mais

î r^ I i f^' r̂ ^
îJo Vi-^Jo ^^-rV

^I f" 'dx ^lo^7^2^
4Jo (i_^)^ ^/i~^-y

x , ^/1 -~ x^ -4- r r Fx ^î dx=: ——_——__ loff 2———————-L. ̂  -L 1 ————— —————————
4^ / i—^ ° ^ / x—^—j 1 ^Jo i — ^ î — ^ — r 2

— î f^ r̂ r f^_^ y f^____&____
—"aj^ i-^—y.'^aj^ i_^_^ 2^ (i ̂ ^)<fi-^_^

32.
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Donc, finalement, E< == ocy. La proposition est donc vraie pour q == i.
Je vais faire voir généralement qu'elle est vraie pour une valeur quel-
conque de y, si elle l'est pour la valeur q — ï .

On a

f z -_-_^_--_^ —. ï • ^ a g — i ^g z
,,/<, ( ï -- ̂ ~ i2)^ ~~ 2 ^ ( 1 — ^ ) (ï-r-^î + 2^(1- r) Jo (i-^-^)î '

fs ^ ^ ^ ( g — T ) /"^ ^ ï ^ •
X (^^i~ ^- IJo f^^^^-1 (TZ î"

Si l'on remarque que l'expression ( î — ̂ f^ j ——x.—^ est un
^0 ^__^^-2-

polynôme du degré 2 y — ï , on reconnaîtra la vérité de l'égalité sui-
vante, à un polynôme près du degré 2^,

^^(^^-.r2)^-,

+(^^^r-. r__È__ + -L r'__/-__
' ' L ^ g J o (i-^-y3)^ agj^ (i-^-^^î

+ g-^ f^ f'7 ^rfr _ ^ ̂  ^^r 1
q Jo Jo (i-^-r2)? J^ ^ (i-^_^)^ij-

Le facteur entre crochets dans le second membre est une constante,
car on reconnaîtra facilement que ses dérivées partielles par rapport
à x et à y sont nulles. Le théorème est donc démontré.

Nous avons indiqué antérieurement la manière de calculer les coeffi-
cients de ce polynôme. On trouve, en représentant par A^-M^/M-I le
coefficient du terme en ^2A4"1 y^-n dans ce polynôme,

4.)^, .,/-. — M ( — ï ^+A ^-t-^ _____î_____ ____I____ l
Â^^-M( ï ) ^(/^^QI ,.3.Ô.. .(2À+i) ,̂ 5 ,̂̂ :7^

M étant une constante indépendante de h et de A,
D'après une formule de réduction indiquée précédemment, on verra

facilement que le terme dont le coefficient est B dans l'intégrale géné-
rale du système d'équations aux dérivées partielles peut se mettre sous
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la forme

B^T-r^p^B1'3-5;-^?^1)^^^"^^^^
2.4.6.. .2Ç 2 " ^ i __^2__^y

P étant un polynôme du degré 2q — i, on mettra le terme en C sous
une forme analogue.

Développement effectif de la fonction Vm,n au moyen des fonc-
tions V, et de la fonction 'Vm,n au moyen des fonctions IL

Je vais faire deux applications simples du développement des fonc-
tions qui résulte de la considération des polynômes U//^, V/^. Je vais
calculer effectivement les coefficients des fonctions V dans l'expression
qui donne U,^, et les coefficients des fonctions U dans le développe-
ment qui donne V/^.

Soit
'—W2,ri —— ^ A-y.,v V m,,v •

On aura
A^ F fv^v tV,v dx dr = f fu.,,» U^. dx dy.

On voit immédiatement que p< 4- v doit être égal à m -+- 71, et que p-
et m doivent être de même parité pour que Ap^ ne soit pas nul. On
peut donc poser pi === 772 — 2.K, v = n -h 2^, ik pouvant prendre toutes
les valeurs entières paires comprises entre —n et -h 772, et l'on aura,
en effectuant un calcul facile,

. _ i ( m — l r -L- ï ) . .. ( 2 W — 2 / f ) (ft -+- /r -h- ï ) . .. (2^ 4- 2/f)
A /K—.SÂ-, H-+-2Â-—— 1 „„„„„ ———————————————————j——'•—————————————— ——————————————————,-————————————————*

^2/n4-2tt ^ ^ 72 î

Soit de même
Ym^n^1^ ^ A^,y Up.^v .

On déterminera A^v par Féquation

A ̂  j j U^v V^y rf^ rfy == ^ . j Vm,K Vp,,. ̂  ̂ '\
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Pour la même raison que précédemment, on pourra poser

\ ^^ rr: •̂  ACT—SÂ-, ïwk tJwî—si, n-î-ïk »

*2Â' var iant entre les mêmes limites que tout à l'heure,
M. Hermite a fait voir que Von avait

j j ( î — ^ax — 2fy -r- <^+ ô2)-^! — ïa'x -— 2&y 4- a^-r- //2)-1 rf^rf)'

TT ab'—ba'^ ——^ ^rç tane -——-,-—..- 5
a^' -~ bcd & t — û^ — bb1

c'est-à-dire

f f(S "m bn Yw)") (Sa/IA ̂ v v^) ̂ rfr
TT ab^bd==- —r,———, arc tanff————,——-T- .

ob'—ba' ^ î — a a ' — b b '

On coûclutde là là valeur de A^A^A' Le calcul étant très-facile, je
vais me borner à énoncer les résultats. On trouve

Apt-î^n.^^— i)^(w"-l- /i-}" ï)(/n-- 2^-)! (/i + 2/r) î
a==a" .^v_____\_____ „„
^(aa + i)(a 4- /r)î (a — / f ) î (m — /r — a)! (7i 4-T— ^)î5

û: est un nombre entier. Voici comment on prendra les limites a' et a".
Si A est positif, on prendra À = k, et si k est négatif a"= — k. Ainsi od
est toujours égal à la valeur absolue de k. Pour la limite a", nous con-
sidérerons divers cas.

Soit d'abord m < 71. Si k est positif, on prendra a" == — À'; si k est
négatif, on prendra, pour a", w — À; ou n + k, suivant que la valeur
absolue de 2& sera moindre ou plus grande que n — m.

Soit m =7i. On prendra ^==m— le, si /. est positif, et, dans le cas
contraire» a!1 == n 4- À'.

Soit, en dernier lieu^ m > /i. Si A est négatif, on prendra la valeur
y " =171 -|- k, sinon, on prendra pour a", soit m— k, soit 7î -h- ^, suivant
que ik sera plus grand ou plus petit que m— n.
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Définition des fonctions Um,r< ,̂.. à ̂  wr tables y et forme anal}"-
tique remarquable sous laquelle on peut les mettre.

Je passe maintenant à la généralisation des fonctions X» de Le-
gendre, pour un nombre quelconque p. de variables. Les nouvelles
fonctions Uw^,^/,... naissent du développement suivant :

[(i — ax — by— cz —.. ^--(âM- b2 ~{- c'-r.. .^.r'—j'2-!- s 2 + . . . — ï )]'"'"

— V /-/" ^CT/ ̂ "i// ÎT / //— y M V G . . • Unï.m^m^,...?

ou les quantités a, &, c,... sont au nombre de p., ainsi que les varia-
bles x, y, -s....

Je vais mettre la fonction Vm^n' ̂  ... sous la forme suivante :

/ n _ i __ _
u^/,^... - ̂ f^T^^... ^.ww/^. ;:

(20) /
' " 7 ] ^m+mf-^-mf/+" ' f ̂ 2 _i yS _^_ ^2 _i ^ _ j[ \ffH-w/-^-M//-^> • •

( x ^^^^^——^^^^^ .

Pour ôela, je me servirai d'une forme particulière de la formule de
Lagrange, employée par M. Hermite dans le cas des fonctions U^
a deux variables.

Soit

(21 ) "̂( u ) = u — F [x -+- - M, 7 + - K, 2 4- ^ z^, . . . ) = = o,
\ 2 - 2 2 /

une équation à une inconnue u. L'une des racines de cette équation se
réduit pour a==o, 6==o, c==o, . . . à F (J?,j, 5,...). On aura la for-
mule suivante, où u désigne cette racine,

( -, / ci b c \\ $ [x -+- - u, j* 4- - u, s 4- - M, ... j

[ 2 2 ) ' 1 — — ' - - ^ , - ^ y — — - -
1 Y^ C^b^C'11'1--______ ^m+m/4-^4-..- p"^1^^4"--• (^,y,_^....)<&(^SJ^ ̂ .

i :::=^ w î w/î /n^l... a'"+^/+m//+• •'• ~f][^

Si l'on fait F (^,y, 5, . . . )== .r2 "t-j2"}- ^12 "+,.. - i, Féquation (21)
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deviendra
^ . / u Y ! b y / c Y
^(u)-=.u — [x + - i l ] — (7-4- - u) — s 4- -" in ... 4- i==o,

\ 2 / Y' 2 / \ 2 /

ou bien
/yî1-J-. À2-4-./»î—L.

^(u)==—' ———,——^ u2+(l—ax—by—C2—^.)u•—(xî•+•y3•+•^2-^-...—î)=^o.

La racine qu'il faut considérer est

— ~(î—fl^~^J'~...)4-^(I~tf^~AJ'~...)2—(^2+^4-,..)(^24-y2+...--ï)^ _ ^ _ ^ ^ ^ ^ , _ ^ '

Par conséquent

^(«)^[( ï—^~&7—cz—.. . ) 2 —(a ^ +6 2 +c 2 +. . . ) (^ 3 +7 2 +3 2 4- . . .—I)] 2 .

Si l'on fait <t (^,y, -s,...) == i, la formule ( aa ) deviendra

[( ï — ax — by •— c^ —. . . ]2 — (a2 + è2 + c2 +. > .) (x2 4-y2 4- z2 4-... — i )] 2

V^ d"1 b^C^' . . . ^ffl4-fft/4"^/+. • - ̂ 2 ̂ , ^2 _}.. ̂ 2^ ^ ̂  __ j \ffH-,n/-W/4- • •

—^ ^1^1^1...2•"-^'»/+OT//+t•• cl^dr^dz'^..,—————— -
1»

ce qui démontre l'égalité (20).

Théorème sur une intégrale multiple.

Il est facile de voir qu'on a la relation

(^3) I I f ̂ m,mt,m",...^n,Hf,n",,..dxdy dz . . . == 0,

les variables étant limitées par la condition x^+y2 •+• s l 2+.. .$î ,
quand m4-/n /+m / 7+... n'est pas égal à n + 7^/+ n//4-....

Je le déduirai de la formule suivante facile à démontrer

^WW/+...(^2_^^2^,^_{,_^_^^^m/+^/+...

!F(^r^-)———————^^^^,^——-—————dxdydz...
f* /* /^yffH-m/-^ff^//+••• Ff-r w y ^

-^•^-j jj—^^^/>/•••J(^+r'+^+...-I)^'w/+•••^^^
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Si l'on fait F [x, y, s,...) == U/^y/,..., et que la somme n + n^ ^4-...
soit inférieure à la somme m 4- m'^- m"-}-..., le second membre de
la relation précédente sera évidemment nul. L'égalité (a3) est donc
démontrée.

Cherchons la valeur de l'intégrale multiple

(^ f f f^^,..^n^^.dxdrdz,..^

quand on a m 4-w'4- TT^-}-... == n+ 7^-4" T^-}-....
D'après l'égalité précédente, cette intégrale est égale à

i i
m l m,' l m" î . . . n ! n' \ n" 1 . . . ^m4-OT/+m//••^-• • .^-n^.n'+n11^-. ' •

r r r /7"2'HH-m''+•A/+ " /'r2 _i iy'î_±_ 72 ÏVH-^-H/'-+••••X / (1-^-^-^...)^^^..^————(^ +y 4.^ ^ d.ïdrdz....
J J J dsc"1'^'1 dy^ dz"1 -+-rl ...

La différentielle qui entre sous les signes j j j est nulle, si les
sommes m + n, m' + T/, ̂ -i- TÎ\... ne sont pas toutes paires, et dans
le cas contraire, elle est égale à

(^H-7^ /-^./^' /4-.. .)!
^m4- ^Yy /w'+^N. /înff•+•n//\.
."T-J^-ï—J^—.—j-

(w + n)! (m^ 4- ̂ (m^ ̂ )î....

On est ainsi ramené à calculer l'intégrale

( a5) j j C(^ ̂  —f- — 22—... y»ww/4-... ̂  ̂ .ĵ . ..

Or on a, en général,

W fff/(^+y2+^+. .)dxdydz^{^Y——— ( c /(h]^ dh,
J J J Y \ ̂ \vo

\2/

les ^variables dans l'intégrale du premier membre étant limitées par
la condition

^24.y»4.^-^...5^

Annales scientifiques de r École Normale supérieure. Tome V. 33
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Donc l'intégrale (a5) est égale à

f^f— r\^ /^^... ̂ h =(^ ^S^^L^JÎ^^^ .
r^)170 r^^-m'+m^^-i'lw \2 /

De quelques autres propriétés des fonctions U/^,^,....

La forme analytique sous laquelle nous avons mis le polynôme
Uw,/^^,... montre que ce polynôme est égal à une fonction de ^oj'2.
s2,..., multipliée par un certain nombre des quantités x , y , z^ . , , nom-
bre égal à celui des quantités m, m', m",..., qui sont impaires. Si Fon fait
abstraction de ces facteurs x, y, s,,.., il est facile de voir que le poly-
nôme U/n^m^... reste toujours positif, pour les valeurs des variables
dont la somme des carrés est supérieure à i, et par conséquent, qu'il
ne peut s'annuler que pour les valeurs des variables dont la somme
des carrés est inférieure à i. Pour le démontrer, je me servirai de la
formule suivante, bien facile à établir :

^ U^o,,.. -4- a^ b U^-i, i , o , , . , -4- ̂ -2 ̂  U^^o,... -4- • • t

/ , ,, i . 3 . 5 . . . ( 2 M — î ) f r f / r — i ) . . . f / t " — 2^-+" i )== (<zr -i" br -+- cz. .. A ~h ... + —————————1 —v———/ v .,-—————'
/ 2 .4 .6 - . .2^ (2 / î ) î

X(rt.-r-i- bf-^ cz -+... )&-w•2" (a2 -4- ̂  -+- ̂  •+...)"( ^2-+-72-}-^2 -h. . .—ï )"—....

Cette formule montre bien clairement que, tant que

^2 ̂ j.2^. ̂ 24-.. , . — — l

est supérieure à o, toutes les quantités UÂ,O,O» UA-<,<A- son^ positives,
au moins pour les valeurs positives de x, y, z,...; il en est évidem-
ment de même, quand quelques-unes des quantités x, y , ̂ ,... sont né-
gatives, à cause de la forme <r,..., 5,... <I> (^.y2,^2,...) de la fonction
Uw.w^,..., si toutefois on fait abstraction des facteurs se, -s,... qui pe'ïi-
vent se trouver, comme multiplicateurs de la fonction $.

Si l'on donne à j, 5,... des valeurs constantes dont la somme des
carrés soit supérieure à î , IL ,̂̂ ... augmentera constamment avec^',
à partir de a? == o; si la somme des carrés de y , s,... est inférieure à î ,
Um^w^. augmentera encore constamment avec x^ mais à partir de
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^ == \/ i —y 2 — s 2—... . C'est ce que montre immédiatement la for-
mule précédente.

Je vais faire voir maintenant que, si l'on donne des valeurs con-
stantes;, dans la fonction U//^^.. à toutes les variables, sauf une, par
exemple, aux variables y, s,..* de manière que leurs valeurs satisfas-
sent à l'inégalité ce2-4- y2 4-... -< i, l'équation en se

Um.mW^,-. == 0

aura m racines réelles par rapport à œ.
En effet» on a évidemment
fim'+m^-ir' • • ( -y.2 i y 3 , ^3 _j_ _ . y«-^-i-ro^-t- • • • '
"————[3L±y^-—;.^l:—\1————— === (^4- r7-!- .s2 -i-...-~-î)OTZ,^w/ rf-s^ ... v . ^ »

2 étant une fonction entière deo?,j', -s,.... Donc

_ ____ I ____________ ^(^ -L.j2^ ^2-4~. . . -—iJ^Z

u.̂ /,̂ ,., ̂  ̂  î ̂  1 ^^ i, _ ̂ /̂+ r̂-. ' j ^ n — — — — ,

et, sous cette forme, le théorème de Rolle suffît pour montrer que, rela-
tivement à x. l'équation U^n/.^,... = o admet m racines réelles comprises
entre — \ / i—y2 — z2 —.., et + v " 2 —y ï — z2 --*••• La même dé-
monstration s'applique évidemment à une variable quelconque. On
peut aussi, pour démontrer ce résultat, se servir de la belle méthode
employée par Legendre, dans ses Exercices de Calcul intégral, pour les
fonctions X^, car la forme analytique de la fonction V^m^m'^... montre
que l'intégrale

-̂ 7Z:pzrsCr~~7

^v^-r^2--—

/•»-+-Vt—r--^

^—.t/I-«^-.,s2-
IL^w7,...^^) ̂

est nulle quand le degré du polynôme Q (<x?) est inférieur à m.
Je suppose, par rapport à x, i racines réelles dans l'équation

Um m' m11,... == o, z étant moindre que m, et en faisant, pour un instant,

f{x}==.[x—ûc,}[x—x^..[x—Xi),

x ^ , x^, .^3,..., .r, étant les racines réelles.
33.
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Je poserai
ô(^==/(^

ce qui donne Pégalité

/ •4"\/I— y 2 —s 2 —. ..

' F(^) . f (^)Ar==o,
_^l_«jâ_^-....

F { x ) étant défini par la relation Um.mw,.,.== F (^V1^)-
On en conclut que le polynôme F (a?) change de signe au moins une

fois entre — \ / i — y 2 — z2 —... et + \ / î — " y 2 — - - s 2 — . . . , sans quoi
l'intégrale, ayant tous ses éléments de même signe, ne pourrait s'éva-
nouir, de sorte qu'on peut ajouter une nouvelle racine réelle aux pré-
cédentes, et poursuivre ainsi jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la limite du
degré de Q {se); c'est donc par conséquent m racines réelles pour x^ et
en opérant surj, z , . . . , on trouverait de même le résultât annoncé.

En opérant, comme nous l'avons fait pour les fonctions U,^ à deux
variables, on trouvera un système de p. équations linéaires aux déri-
vées partielles du second ordre pour la fonction IL^/^..,. Ce système
d'équations est le suivant, en posant

d.K dU dU / / // ,T n^ + r ^ ^ ^ + — - ( ^ + ^ + ^ ̂ . . . )U=P,
d^V d¥ . - f^U rfP . , _
^--^S"^4-1^05 ^"r^w(^+QP==o.-^

ou bien, en effectuant les différentiations,

^U d^V d^V . dV 'i — x2) -j— — xr "j—-r- — xz -,—-,- — . . . + ( m^ m^ —- 2 ) —/ dx2 u dx dy dx dz ' • dx

— (m-4-1)7- ,—— (m'^-i)z-r- —...-+- (m -+• m' -^ m"-+-.,.) (m 4-1) U == o,

, ^PU d^ d^V . , ,dV
\ t — r } —T — y^ -/—T~ •"- T^ "T—r- — . . . + ( m 4- m"— 2 ) —j f ç[yî J ^y ̂  J dydz ' { d'y

, , . dU , , , dU
— ( m'-h i) x-^ — ( m'+i) ,3 ,- —. ..4- ( m + m' 4- m" 4-...) ( m1^ i ) U = o,
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Définition des fonctions Vm.m^m",.^ et étude de l'intégrale

j j Vm,m',ml!,..yn,n\n\..dxdydz....

Les fonctions V,^/^... qu'il faut associer aux fonctions llw.ww,...
naissent du développement suivant :

-t Y^(i~ lax — iby — icz —...-4-a2 4- &2 4- c2 +...) 2 == ̂  aw6f"'6t''»"•-•V,H./,/,/^,... *

On voit immédiatement que la fonction V^^w^... ̂  u° polynôme
du degré m 4- m'4- m^-h... dans lequel le seul terme de ce degré est
un terme en xm y^z^ ' \ . . . Je vais démontrer que l'intégrale multiple

\ \ \ U/^/^/,.,, V«,,^//... clx cty dz...

est nulle, si l'on n'a pas en même temps m == n, m''==^ n ' , rnf' == rf....,
et je trouverai sa valeur dans le cas contraire.

Pour cela, calculons l'intégrale

( •27) j j ^U^^ffl//,...(I~2a^~26J'—2c ls—...+rtï+^--^<-'2-4-...) ' dscd-rdz.

Si l'on y remplace U^^,,^... par sa valeur, elle deviendra, après une
transformation facile,

a'" b^ C"11' u. 1 a \ / a , // \—————-—- C £-^iL.. ^-^.. ,y^.4-^-4-m / /-4-...—^
m ! w' ! m" ! . . . 2 \ 2 / \ 2 /

/^ /» /» / t -y.'-* ,T/<2 72__ •Va-H -̂H//'' -+ - - • •

X f f (d. dy dz... ———————(l-J?~J—i •••)——————,——————
J J J r —-ï•m•+mt-t-mff-î-"•

(i— ^ax — iby — 2.cz --...4- a2 -+• ô12 4- c2^-...)2

Par une substitution orthogonale, on tranformera la dernière inté-
grale en la suivante :

i> C C C ^ j j (I-.^„^_^_._^ww /-f-•-B^= i 1 idxctydz...^—————-————^——/—————,
J J J ^+w-i-m '-^»// + • • • >

( ï — 2r.r 4- ^ 2 ) 2

où r == \/a2 -l- V1 4- ^2 -h ... avec la condition x1 4- y2 4- z1 +.. .51.
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Intégrons d'abord par rapport à y, s,... ; nous aurons, en nous ser-
viîntde la formule (26),

., / ~w^ i r ' ^ 1 , rï•wx\ï-xî^ h)m^+m^'''h~~^ dii
B - = = ( v 7 T ) ————r j dx 1 v——————'-———————-.—.

F ( p''^1 } J—î Jo / ^ ̂ +^+^/4-m^+..
" V 2 / ( ï — 2 w 4 - r 2 ) 2

Si l'on pose À"= ( i — . x ? 2 ) ^ , il vient

B-(^- r^+^^^.^.,^) r--Jiz^^^-Z_^.
^(?LrI+"î+ff^/+OT//-l-•+I)•/- (1-2^+r')^""'^"

Calculons rintégrale

/'+• /i^^'"-1-'»^'"''-*--''---?
C == f -J-'—^__________ dx.

f U.
x / — I i-+CT-^ln/+m//+•••

( t — irx -+- r2 )2

Nous déduirons cette intégrale des résultats obtenus dans le cas d'une
ou de deux variables. Le cas d'une variable nous conduira à la déter-
mination de l'intégrale, quand jx est impair; le cas de deux variables à
la détermination de l'intégrale, quand p. est pair.

On sait que
/»4-l ^^i

1 X»X^&=o et | x^=—2—,
J-i J-,t ay i+ i 7

donc
^-+-1 ^i ^^,/î
/ X«(i—2r^+r2) ^dx^————.

J— i 2 7l 4- I

Or l'intégrale définie du premier membre de l'égalité précédente peut
s'écrire

i ^~sc~îdn(x'i_ii" -1

«r^J-, —^—(i-^^+^2^,
ou bien, par une transformation facile,

1.3 .5 . . . (are—i) ^ /"^r (i—.g')"

2.4.6...271 "J., (^2^4-r'r^'
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L'égalité précédente donne donc

r^' __j^~ ̂ Y__ ,„, _2 _ _2.4.,6...2«
J-, ( i-^ '̂~4",-• ̂  ̂  ̂ ^ TTT^— ï̂î T) "

On voit, d'après cela, qu'on connaît l'intégrale G, dans le cas où p est
impair. Soit p = = 2 p / - + - ï . L'intégrale (27) sera égale, après réduc-
tion, à

/_^ ^ i û"1 b^ c^... ( m. 4- m/ 4- m11 4-...} !
î . 3 .5 . . * (ay /—i ) 2 (u'4- w 4- m1 -+• m^-h...)-1'-1 w! w^I w"!.. .

Comme elle peut s'écrire

f Ç fclxdydz Vm.^.. ...(V a^b^ c^... V,,,/.^,, ),

on en conclut que l'intégrale

f f f dx dy dz U^<n^.. ^'n,n'^, ..,

dans laquelle m et n, m' et n ' y m" et 71%... ne sont pas égaux en même
temps, est nulle, et que, dans le cas contraire, elle est égale à l'expres-
sion précédente, divisée par ambmt c^.... Il est facile de déduire de ce
qui précède la valeur de

r r r -!j±tl
f f \ dx dy dz, ( î— 2 ax — 2 by •— î cz — . . . "4- à2 4- b2 -4- c2 -4-. .. ) -'

4- [(î - a ' x - Vy- c ' î Y — [a'-1 4- b'2 4~.. .) (^4-J2 4-.. . — i )]'"'•

Cette valeur est égale, en effet, à

^+>^/ "y ( acï! 4~ bb1 4- ce' 4" • . > )"
773TôT7 (̂̂ 7::: )̂ ̂  ^(^'4- TÎ.) 4-1

ÎÎÏSO

Posant,
^a7 4- ôô' 4- ce1 4-... "-::: ̂ ,

je suis ramené à faire la somme

^ a" ___î • ! ûc _ _ ^ L ^ ' '
^ ̂ ^ ^^ ^ ) 4- ï 2 p/ 4--1 2- ̂ ' 4- 3- 2 ̂ / — 5
/2==0
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II est très-facile de trouver cette somme. On a, en effet,

i -4- \/os. [Va (Va)3 1 /- / 1 a a- \
JOg——î-^ap——h ^ ^ 4 - . . l = = ^ a -+ .+^+. . . î ,

1 — va L ï J J \ î ° ° /

donc
î a a2 î / a^ a^4-1 \——————, _^_ —————— _{_ —————— -^- —-- — j ——————> —j— —————— -4- . . . î

a p.1 +• î -à ^/ 4- 3 a ^! 4" 5 ' c^' \ a ̂  -4-1 2 ̂ / -4- 3 /

— I ( l î -4- s/a ^ î _a __ ^ _ __ a^-^ \
-oi17^^ ^T^^'"^"^"" 5" -•'•- 2 ^ - 1 ^

II faut remarquer que la recherche que nous venons de faire de l'inté-
grale précédente suppose que r == \jd1 H- b2 -h c2 est plus petit que î ,
ainsi que aaf + bb' 4- cc'+.... La même observation s'applique au
cas où p. est pair et égal à 2p,\

Cherchons, dans ce cas, l'intégrale C. Nous nous servirons des ré-
sultats obtenus par M. Hermite dans le cas de deux variables, et que
nous avons cités au commencement de ce travail. On en tire

î r /^âf'"4"" [se'1-}- T2—i y"4""
—,—,—— ( ( ————.—J-———'-— ( î — aa-r — 2 br -+- a2 -(- è2)-' dx dr
ml fïï^^J J d^dy'1 l l / v

_^î1^^"__(W-+-7î) î

m -4- n -+-1 m î /î 1
d'où

f f (i^^-^^)^ ^rfr^ ' Tr

JJ (i—^^.y—a&T'+â2-^^2)"'4-"-1-1 v w-i-Ti+i

Si ron fait une transformation orthogonale, l'égalité précédente devient,
en posant cr d- V = r2»

r /" (i—^^-y2)^» . _ TT
J J ( i — 2 ra? + ̂ 2^f+»-+.i J ^ 4_ ^ + î

Intégrons d'abord par rapport a j le premier membre de la relation
précédente. Ce premier membre devient» en posant y^ == ( î — a?2) -s,

^r(m+n-hi) f4"1 (r-^r^

r^^.+3)^ (^^+.2)—1 /
\ ^^
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d'où l'on conclut, quel que'soit le nombre entier p , l'égalité sui-
vante :

i 3 / ï \
F1 (x-^-T ^l'I"'^-^

J—ï ( i — ' 2 r o 4 - r 2 ) ^ 7: p! ' .

Par suite, l'intégrale (27), pour p. -== ap/, est égale à

,̂ q^fr^ <?'<.. (m + m" 4- m" -+-...)l _______r_______
ï .3 . . . ( ^—i ) mîm^î/n'7!... ^ + m ̂ -""m7"^"/^^... "

Donc, quand p. est pair, l'intégrale

f f j UTO^',^, ... V«,<n'/,... dx dy d z . . .

est nulle, si l'on n'a pas en même temps m == 72, m' == n', m" == ^%...y
et, dans le cas contraire, on en voit la valeur.

L'intégrale

j j f d x d y d z . . . ( i—^ax—aZy—., , -4 -a 2 -4 -é 2 -+ - . . . J""̂

XECï—a^—Ô'J—. . ,)2—(^4-y2-+-.,.)(^2 +y2_^_^ ,_i)]-7

est égale à
ra==aoy - î-,

i .2.. .(^/ — 1} ^p! -\-n
ra==o

où a == â?a' + éè' + c^ 4-....
La somme précédente peut s'écrire

i fo^1 ^^ \ i F ^ oc a2 a^~n
^^^^-^^•••^^L"10^1^^^!

2)̂  quelques propriétés des fonctions V^, ̂ , ̂ ,....

Les fonctions V^w^^... jouissent de cette propriété que l'intégrale
multiple

\ \ \ V/»ï,mw/,..Vn,^r./-f.... dx dy dz.. «, avec la condition .r2~l-y3+-s2-r...5^

Annales scientifiques de VÉcole Normale supérieure» Tome V. 34
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est nulle, quand la somme m^-m! + m" 4-... esfc différente de la
somme n 4- ̂ + ^/ +.... C'est ce que je vais d'abord démontrer.

Développons la fonction U/n,<^, . suivant les fonctions V. Soit

U/n^m^... == /. ÀIX.^,,.. V^,^..-*

On déterminera A^^//,... par l'équation

A^,^,.. f r fu^.^,.. v^^//,.. ̂  rfr^î...
== j f fu/^^,,. U^y/, . . . d x d y d z . . . ;

d'où l'on voit que A^p/,^,... sera nul, si la somme p- -+- ^/ + p/'-i- ...
est différente de la somme m -+- m' 4- ̂  4-.... On conclut de là que
Vrnm'm",... s'exprime linéairement par les fonctions V^p/y/,..., telles
que ^ + ^ -4- pf d-... == m + 77 '̂ + m" +. .. == ^.

Considérons une fonction linéaire à coefficients arbitraires de toutes
les fonctions U^^//,... telles, que la somme m + m' -+• m' -r... soit
égale à A, à savoir :

aUu,o-4-S3UÂ->,i,o+. < . .

Cette somme s'exprimera par une fonction linéaire des V, dont la
somme des indices est égale à k, et qui sont en même nombre que
les U qui satisfont à la même condition. Les coefficients des V seront
des fonctions linéaires de a, |3,y,..., et par conséquent pourront pren-
dre des valeurs quelconques, si l'on donne à a, ^, 7,... des valeurs con-
venables. Multiplions la fonction linéaire des U par ̂ ^^^..dxdydz^^
et considérons l'intégrale multiple correspondante, prise entre les \\-
mites^+j2^-^^-!-...^!; elle sera nulle, quels que soient a, |3, y,..., si
^-^^4-A / /4-..., est différent de A-; il en sera de même de l'intégrale
multiple correspondante au produit par V^/^, dx dydz... de la fonc-
tion linéaire des V; elle sera nulle, quels que soient a, f3» 7 » - - - » e t ,par
suite, quels que soient les coefficients de V; donc chacune des inté-
grales correspondante à chaque V sera nulle; donc

f \ \ VM',^ ... V^v/, .. dx dy dz... == o,

s; k 4- h; 4- h" -+-... est différent de p. -4- pf +- pf' 4-...»
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Mais si ces deux sommes sont les mêmes, l'intégrale correspondante
aux U n'est pas nulle; elle est, par exemple, égale à py, quels que
soient a, |3,*y,. . , ; il en est toujours de même de l'autre, et l'on a
autant d'équations que d'inconnues pour déterminer les intégrales

I I j V/^,//7,.^^?/,^... docdydz^. ; mais l'une de ces équations a un
second membre p différent de o, tandis que, dans le premier cas,
toutes les équations avaient pour second membre o. Donc les intégrales
correspondantes aux V, dans ce second cas, ou du moins quelques-
unes de ces intégrales, ne sont pas nulles.

Les fonctions V^,^,^,.. ont une relation remarquable avec les déri-
vées de l'expression

—n
(l .+- ^72 -LJ^ -4- z2 -4-. . .) î.

Représentons, en effet, par P^,^,.. l'expression
—^

i ^mw.w+- ' • ( i 4_ ^2 -^-y2^^3^-...) î

mVmr\ m " ! . . . dx"1 df11 dz^...
on aura

[î + (^ + aY -4- (y -+- ÏY + (z 4- c)2 -h. . .l"'1 ==V ̂  ̂  c^... P/n^w^,...

ou bien
—ti:

(i4-^_^_^2^_^2 4-. . .-^ 20^-4- 2674-2^ -+- • .-+..û2+ 6 î+C î t-T-. . .) 2

= V a01 b^ c^.., P^w/,... •

Remplaçons, dans cette égalité, a par ^ ( î -r" cX?2 + y2 •+• -s2 -t-...),
&par 6(i-h- cr2 -4-y2 +-s2 - I - - - - )» cpar c( î4- ^2+J2 +• z2 ^-.-), et
ainsi de suite, il viendra

;28)

[I4-sa^4-2&Jl4-2C^4-...4-(a24-624-•^+...){^4-^24-y2+^^ 2

== V ^OT b^ cw//... (1-4- ^2 + ̂ 2 -4-<s2 4-.. .)m-l-"^/+"î//+•••'+-^ P/̂ ,,̂ ,.

D'un autre côté, on a
_!t Y^

( i_a^^- 26j—2<ï^~...4-<22+62+<?2+...) 2 ̂ ^a^b^^.^^^^..^

• , ^ 34. .
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ou bien . ^
( i 4- 2 ax 4- 2 by 4- 2 <î-s 4-... 4- a2 4- 62 4- c2 4-.. )~ ->

==V ^'"/<?<..(-- i)»ww/+... V^,^,....

Remplaçons-y

-a par a /̂T'ï"̂ 12 _̂ ^^^^~^ ^ ^ p^ ^ ̂  _4_ ^2 ̂ T r̂̂ r̂'TT ,

c par <? ^14-.a;2 4-y2 4-a2-+-...,
et aussi

A' ' •y^ par --"-="=-== .̂~—=~-~-."=^^ 5 r par • . ' ^ • - „ , ^,- - •
^14-^2 -L-j.î-4-^2^.^ ^ ^ y^-4-^_^j,2_)^2^ ^ ^

-s par ____ • , . „——. î • • "»
Vl+^+^-i-^2-^. ..

il viendra

^9)
[(14-20^4 2674-2^4-...4-(a'ï4-&34-C24-...)(I4-^24-J24-3t24"...)]~"i'

w-^ J7^4-n/+m//-^.. .=^âw6w'c<,.(- i)^ww/+... (i 4. ̂  +^. 4. ̂  4__) -2 (V/^w/,...).

en désignant par (V^^^.J ce que devient V^/^,, quand on y
remplace a?, y,-s,... par . f.,,, ,„„„„„„„„„..„._=9 . r • =-?

VI4-.%'24- 724-^24-. . . V14"^24"^2"4"'32"4"- • *
-3

V^-^-^j'^.s.^... . '
En comparant les relations (28) et (29), on en déduit

ffl-j-/nr4-ffl/^-^• p.^
( V^/n/,^/,, .)==(— ï y"^-^1^ • • • ( l 4- ̂  4- J'2 4- ^ 4-. . . ) 2 P m , ^ , » / / , . . . .

Ainsi, en résumé, quand on remplace dans les fonctions V,^,,/^
x , y , ,s,... par

• ^ r z
:5 !

V^^^y^^^.-T V'I4-^24-724--^24-.. . ^/i-4-^4-^.4. ^^^.^ ^

on obtient, sauf des facteurs égaux à des puissances de

14- ̂ 4- J-^ ^4-. ..,'

les dérivées de l'expression
1 ! ! ! • —p '
,(l.4-^2^j2.4-,g2.4._^ ?^
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Si on donne à j.,^,... des valeurs constantes dans l'expression de
t^m^,...» l'équation P^,^^//^_== o admet m racines réelles par rap-
port à x. Le théorème de Belle suffît pour l'établir y car on peut écrire

^ -. dîn[î -+- ̂  -4- r2 + ̂ 2 4-.P^^//, . = l —v————J.———-,—
dx^

'̂ f2^^ !̂!̂ !!'̂ Y
dx^ ~ 5

^———....Y

Y étant une fonction entière des variables. Or l'expression

.—•(-.»..£—y/--m/7.—
t S ^ ^ • • • V

1 _,(ï4-^2^_^2^_ ^2^__ ^ '?

s'annulant pour x == — oo et .r == + co , sa première dérivée par rap-
port à x admettra une racine intermédiaire. Comme cette première
dérivée devient aussi nulle pour x == — 33 et n = 4- ce , la seconde
dérivée admettra deux racines intermédiaires, et ainsi de suite. Même
raisonnement pour les autres variables.

En opérant, comme nous Favons fait pour les fonctions V/^, on
trouve un système de pi équations linéaires aux dérivées partielles du
second ordre pour les fonctions V^^^ _. Ce système est le suivant :

, ^^v ^v ^v , , „ ,^v(i<-.^2 -^_^ _ ^ y — — - X Z - - , — T - —fw /+m' /-h. . .+^-4-I-T~
' d^ J dx dy dx dz ' r ' dx

rfV dV
-+- mr — 4- mz —~ + • • * -+- w ( m -{- m' 4- w^ +. . . -4" a ) V ==- o,,t/ ay dz — '

,d1^ ^V rf^ . rfV , „ .rfV
^^^"-^rir^^^^^^-^ ̂ ^^.-^++^^...+^1)^

rfV-4- /T^ -— -4-. . . 4- ̂ ' ( /yî 4- /^ 4- ^// -4- . , . -4- ^ ) V '^ 0',
<zz

qu'on peut écrire de la manière suivante, en posant
/7V /-7V dV^ " 1 + ̂  a v ^ ^ a v + (^ + m' + m^... -^-a) V = P :
r̂ l dy dz ' • '

d^V JP .,———^-7—4-mP === o,rf^ rf.r
^V rfP ,.,.̂ .̂  — j< 4- /^'p =: o^
^7 ^T
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Si l'on ajoute les équations précédentes, on trouve

.^v , ^^v ^v ^v/ 1 --.,... .̂2 ) —— -^- ( ï — ^n —— 4-.. . — î^ry -,——. —- ^scz —.—-T- — • •-
* ' dx^ v rfr dx d'y dx dz

. dV , , rfV
-(^)^-(^)^---

"4- ( m -l- ̂  4- w'7 4-... ) ( m -}- w' -h m" -4-.. . 4- p. ) V === o.

Or on trouve la même relation, en ajoutant les équations auxquelles
satisfait la fonction U^^,m^...-

Remarques sur le développement d'une fonction quelconque
F (a?, y, s,.. ) suivant les ̂ fonctions Vm,m',m", ...

Si l'on pose
F (.r, ̂ , ̂ ,... ) =r= ̂  Afft.^w7.... V/^raW^...?

on sait quelle sera l'expression de A^^y^ . En se servant d'une
transformation déjà employée plusieurs fois, on introduit sous les
signes j \ de la valeur de ^m,m!,m",... les puissances d'un facteur
(i — a?2 —y2 — s2 —.. . ) plus petit que i , et qui, des lors, sont d'au-
tant plus petites que les indices w, m', m" sont plus grands. En appe"

^m.+mf-}-mrf+... ? / ̂  y ^ \

lant pm^,m^^ le maximum de l'expression ———dx^ dy^ dz^- 9 " ' '
sous la condition œ2 -+- y2 4- .s2 4""... 51, on a cette limite supérieure
fort simple de A/^^ , savoir, dans le cas de iy! "+-1 variables :

„ ^ ________________________pff^mW^.. ._______________________
A/^/^,.. < (2^4.i)(^4.3). .[a(y^w^:^/.4r"y^^ )-^7] î

et dans le cas de ïpf variables:
. ^ ^ _____________________Pm^.m^,... __________________
A,^/^... <. ^/ ( ̂  ̂ ,1 ). _(^ _{, ̂  4_ ̂  ̂  ̂ ^ ̂ :. _ __ i ) ̂ -^-H^+.. . "

Si donc le second membre de la première inégalité et le second
membre de la seconde, multiplié par â 4"7"'"1'7^ •', ne dépassent jamais une
iîertaine constante K, les termes du développement de F(;r,y, ^,...)
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ne dépasseront pas, non plus ceux de la série

ï -Vxr irV V^W^..,fc z/^1^--- ou 2^^^4•m^•••?

représentant la fonction
—.i*

K ( i — ï ax — 2 &r — ^ <^ — • - •^ ^2 + &2 -r- c1' -i- .. . ) 2

dans les hypothèses a ==i , b === ï , c = \,..., ou a ==-5 b == -5 c = ^r*-*
Mais un autre genre de considérations permet aussi de se rendre

compte de la diminution de A/^^/^ y quand les indices augmentent.
Si Fon développe une fonction F {se) d'une variable x, suivant les fonc-
tion X/2, de cette manière F( .r)==^ A/,X^ dans l'expression de A,^

/•»-^i
se trouve l'intégrale f 'F[a?)Xnda\

On sait que la fonction Xn reste toujours numériquement moindre
que l'unité, lorsque la variable x varie de — i à + i. On sait aussi
que cette fonction s'annule n fois dans l'intervalle. Or, au voisinage
d'une racine, de part et d'autre, Xn a des valeurs égales et de signes
contraires, si l'on néglige des infiniment petits du second ordre; comme
F {se) a la même valeur aux infiniment petits près du premier ordre,
on voit qu'une racine de X^ introduit dans l'intégrale des éléments qui
se détruisent. Or, quand n augmente, le nombre des racines augmen-
tant aussi, il en est de même du nombre des éléments de l'intégrale,
qui se détruisent deux à deux. De même dans le développement

F(.T,y, Z, . . .)=-= ^ Aw,mW^,... Vm^,m^,..,y

qui donne
ATO,^,^,... ( f / V^CTW7,. . U^.n/,/^,... doc d y d z ^ . .

-== j j { F ( x, y, z,. . . ) IL^,^/.... dx cl}- dz,, ..,

on peut faire sur la dernière intégrale des remarques analogues aux
précédentes,
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Le maximum de la fonction U^,/^,... est évidemment fini pour les
valeurs des variables satisfaisant à la condition oc^ -4-y2 -4- z1 •+ ...^ î ;
d'ailleurs nous avons vu que y, s,... ayant des valeurs constantes dont
la somme des carrés est moindre que i , U^^m^... s'annulait pour m
valeurs de x comprises entre

^ ^T^T^'ir^" —. . . . et -+" ^ i — y 2 - — z 2 — . . . .

Sur quelques fonctions analogues aux fonctions
LJwyTZ"? Vm,7Z*

Soit la fonction
T rï/n+n ( /y. 2 .! y 2 _ -r yra+ra+Â

D —— ___________I___________ f -2 ̂ - y2__ T ̂ A^ i^ 4'^ ^
'"'"'"" 1 . 2 . . .7H.1.2. - .71.a^"1 J / d^dy

h étant un nombre entier quelconque positif.
Cette fonction P^^ est un polynôme du degré m -4- n.
Il est facile de voir que l'intégrale double

rr^^^-iy'p^p^^rfy
est nulle quand m + n et ̂  + ^ sont différents, les variables dans l'in-
tégrale satisfaisant à la condition oc3' +y2 5 r . Mais on peut trouver dey
fonctions Qm,n telles que l'intégrale

. //p-Pm,nQp.//^rfr

soit nulle, quand on n'a pas en même temps m = /x, n = -y. Ces fonc-
tions Q^ naîtront du développement suivant :

( î — 2 CLX — 2 by -4- a2 -h &2 ̂ ^^ (^2 + y2 — ï ̂  == y a^ &" Q^,n.

Cherchons, en effet, la valeur de l'intégrale

f S Pm,n ( -^ -t- y3 — 1)^(1 — 2 ax — 2. èy -4- a2 -hé2 )-l-Â rf^ 6(7-.
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Cette intégrale est égale à
T F P f-Jm-^-n ( ^2 _,]_. B.» 2 T Vn-i-n-i-A
^ \ \ a—^ ̂ r )—— (i - 2^ - ̂ r + ̂  + ̂ r-^Arrfr,m \ n î '̂ ""^^ J J dx"1 d^

on bien à

^-^(A-l-l)(/l+2)...(Â +W4-72)

X \ \ ( 1 — SC2 — ^-2 )m-+n4-A ( ^ __ 3 ̂ ^ _ 3 ̂  ̂  ^î _^ ̂  ̂ -i-A-^-n ̂  ̂ ^

ou enfin à
TTO^Ô" ( A 4-1 )... ( h 4- m -4~ n )
m\n\ m 4- n 4- A -h ï

ce qui démontre la proposition énoncée. On voit de plus que l'on a

Ffp n rî ^ TT (A4- i ) (A-h2), . . ( / i -^m+yi)J j ^Q^d^dy = -^^ —————^+^/^————•

On prouvera facilement que l'intégrale

f f( ̂ 2 + r2 — î ̂  Q/"^ Q^vdx ̂

est nulle quand les deux sommes 772 -+- n et p. -+- v sont différentes.
Les fonctions P^ peuvent être considérées comme provenant du dé-

veloppement d'une certaine expression. On obtiendra immédiatement
cette expression par la forme de la formule de Lagrange, que nous
avons indiquée antérieurement.

On y fera
Ff^,y)==^2-4-rs— I»
<î>(^y)===(^+j2_iy^

Si l'on donne ^x une valeur constante plus petite que î, l'équatioîi
p^== o eny admet n racines réçtles comprises entre — ^ ï •— ^ et
4_^/i — a^; il y a une propriété analogue pour l'équation îm,n = o
en a?, où y a une valeur constante moindre que î .

On peut remarquer que Fintégrale 1 fp^Up,v (^2 -4- y2 — i)71^^
annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 35
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est nul le quand m 4- n est supérieur à p. -+- v, et que j j Pm.nV^d^dy
est aussi nulle quand p. -h v est supérieur à m 4- T^.

On peut trouver des fonctions d'un nombre quelconque de variables,
analogues à P^ et Qw^; on voit immédiatement de quelles expressions
développées on pourra les déduire-

DEUXIÈME PARTIE.

On connaît les deux développements suivants :

—v—————" ==:> a" s inf ( / i 4-1) arc cos^'L
i -"- '2ff*r4- ^2 Zj '- -

i — ax \^——————- == y a'1 cosin arc cos.r).i — 'a ax + a2 ^«j

Jacobi a mis l'expression sin [(n 4- î ) arc cosa;] sous la forme

__^L±JL ^^i—^f'^2 '
1 ^ ' i . S . s T T T ^ + T ) r f Ï » *

On peut mettre l'expression cos(7i arccosa?) sous une forme ana-
logue; car, si l'on différentie par rapport à x l'équation

. / , , , , n ^"-^ï—^f"2
sm[n arc cos^) == ( — i)""1 —-—y——,———-—; —————-/—91 / ' ' ï .3 .5. . . (an — r ) rf^-"-1

on en tire

cos(n arc cos^) == (— ï)" —^-~.,—x,———. JT^^ n\î^~ xî)— ./ ' / i.3.5.. .(an — i)v ^"

M. Hermite a fait voir que les fonctions 'o,^, tirées du développe-
ment suivant :

( ï — ^ — ^ ^ [ ( î — a ^ — byY—{a'i-^- & 2 ) (^ 2 -4-y 2 -~I)]^ l =Va w ^» W X%^
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pouvaient se mettre sous la forme

(m -h n)l (— ^^"(m -+-/i -+-1) rf"14-^! — ^—j'2)'"4""^2

m\ n\ r .3.5. . . a(w 4- n) -+-1 • dx"1 rfj"

L'analogie de forme analytique est frappante entre cette fonction t)/^
et la fonction d'une variable sin [(n + i) arc cos^?]. On à

f f n^t)^ . ,î 8 -———— .̂.—^^ ̂  ̂  ^ ̂
JJ ^î-^-y2

quand m-\-n est différent de ^-l-^. Les fonctions que M. Hermite
associe à celles-ci sont les fonctions ^m,n provenant du développe-
ment

-3- ^n
( I—2<3^—26J• - r - a 2 4-6 2 ) 2 = = > ^ m & n ^ c ? / . ^ .

L'intégrale | | t)^ ̂ ^ ̂  rfj est nulle quand on n'a pas en même
temps w=p. , 71==^, et, dans le cas contraire, elle est égale à
7 r ( i — ———-I———-\ "+"n ' Je ffénéralise ces résultats pour le cas

\ 2 m -h 2 71 -4- 3 / /T l lT l î» e' l

de ^ variables.
Mais M. Hermite n'a pas cherché de fonctions de plusieurs variables

analogues à cos(n arc cosa?). En considérant le développement

^^ax—by}[[i—ax— 6y)2— (a2+63)(^2•4-y2—^)]- l==V^6"^m^,

j'ai été conduit à des fonctions U^n qui peuvent se mettre sous la
forme

i .2. . , ( /n 4-n) ^/T^^'—y2 rfm+n( î _ ̂  _ ̂ ^ro +"-^
v î ) m + n î ^ ^ . m . î , ï . . . n 1.3.5. ..[2(7?î+7i}—î] dx^ dyn

et dont l'analogie avec cos (n arc cos^) devient ainsi évidente.
Les nouvelles fonctions V^n que j'associe à ceiles-Ià proviennent du

développement
î ! --*- v^

(î—^—^fnî—ia^—ïby-^r^+b'1} 2=^ambn//^n.

L'intégrale double Ç Çu^n V^dxdy est nulle quand on n'a pas a h
35.
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fois m = p, 72 == y, et, dans le cas contraire, elle est égale à

( m -+- n ) î • 27: •
ml ni a w 4- 2/2 4-1

Je généralise aussi ces résultats pour le cas de p. variables, et je fais
voir plusieurs relations entre les fonctions U,n^ et "O^n complètement
analogues aux relations correspondantes qui existent entre

sin[(7î 4- i)arccos^] et cos(n arc cosx).

Étude des fonctions U^n-

Voici comment on peut obtenir l'expression de U^n au moyen de x
et dej.

On a
î — ax — by

( î — cw— by)2— (a 2 4- b2)^2^-^— î )
î ï_____ 4.

" 2 [î •— CLX — by— \ja1 + 62 y^2 +y2 — ï î — avC — 67 + \/a2 4- 62 ̂ "ï̂ p"^" ,̂

-^ I î I

-^^p-^^Q^

en posant
P == a^ 4- 6y 4- \/a2 4" è2 \/^2 4- j2 •— î ,

Q == û?^ 4- Aj* — ^4" è2 \/^2 4-j2 — î :

P et Q sont homogènes et du premier degré en a et b. L'ensemble ho-
mogène des termes de degré m 4- n en a et b sera donc •- (P^^M- Q7"4""),

, , ' . '3i - .

et Fon a

1(P^+« 4- Qw4-«)

î ) == {ax 4- by}"1^

^ (m+ ̂ ^JlzL1! (^^ ̂ )^-^+ ̂ ^(^^r2-1)4-^.
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Le coefficient de a"16", dans cette expression, sera la valeur de U^n;
donc

(/yi-4-n)! (m^n)\, , , T ^-'r^ . .r"^-2 "] .
L- - 4m- ̂ r + ——^- ̂ ^ (̂m.--.̂ ! - m\(n-.)i] ̂

Cette expression montre que cette fonction est ini polynôme de
degré m -4- n et que ses termes contiennent des puissances de x et dey
égales respectivement à m± aA, nrha^ ' , A et h' étant des nombres
entiers; de sorte que U^n est, dans les quatre cas suivants

w.=Eso, m=i, w==o, w^^i |
} (mod. 2),

yî ̂  o, n ===o,, /î ̂  i, 7? ̂  i ;

de l'une des quatre formes

F(^,y2), ^F(^,j'2), yF(^y2), .rrF(^,y2).

Du reste, l'égalité ( i ) , qui peut s'écrire

O'"-1-" ^4-/,,o -+- am-t-/^-l & ^m+n-t,! + • • •

=(^+&rn"+ [y-4-^.^4"71-1) (^+èr)"î^-2(^+^)(^^'"l)-T-—
' '/ / 1 .2

montre que, hors da cercle ^^-j2— i == o, et, pour des valeurs po-
sitives de oc et de y, U,n,n ne peut pas s'annuler; donc Ff^j 2 ) est
essentiellement positif hors de ce cercle-

Donc la courbe U,n^ = o, si l'on fait abstraction des facteurs x ouj,
est tout entière comprise dans l'intérieur du cercle x^ -+- y2 = i.

Voici les valeurs de V^n dans les cas les plus simples :

fc/o,o == ï,

£/i,tf=^,
UQ,, = y\
U^=tl^-J^-yï—ï,
U,^=ïy2^^—^
U^ ==2^7,
l}\^= 8^4-+-8^2y2•+-J'(— 8.r2— 2j'2-!- î,
^ == 8y4 — S^y2^ ^4— 8y2— ^*r î-+-1, ,
£/2,2== 8^4- Sy4-^ -x^^y2—- ïp^2— ïo^-h-s»
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U^Q == 3 .ry2 •4- 4 <^3 — 3 .y,
6',,2 == S^r2 4- 3^3 —• 3 .r,
£/^i := 6^2y-j-, 3 j *3—3 j'y

<7o,3 =: 3 ̂ y2 -+- 4 j-3 — 4y,
6^ i ̂  i ô^y3^ 4-12 ̂ j'3 — 12 .yy,
£^3 == 16 ̂ j'3 4-12 .a ĵr — - 1 2 ̂ f.

Pour ïïïettre U^n sous la forme analytique que j'ai annoncée, je me
servirai de la formule de Lagrange modifiée, telle que je l'ai employée
dans la première Partie (22).

Faisons
F(^y)==^+j2_^ 9(^,7):

^•4-y2'
on aura

S[u)=:U— f^4- a u\ — (y 4- - u)-^î
\ 2 / \" 2 /

Si l'on pose

\ ' 2 ' j V • 2 w/ • A

a2 4- &2

—/— «2 +( î —- ax — by} u — ( x2 -h j-2 — ï ) == o.

Grr^^è2,

H == 1 — <5Î̂ 7 — by,

K^^-^^-i,

l'équation précédente devient

p
-rUÏ•+•ïl^^'—K==.0,4

On en tire
^ = -Hdb^-GK _ H ± s/H '̂GK:

_ 0 — 2 - - Q — — •
2

La racine qu'il faut prendre est

^.''î-z^
On a

r(u)=^W=~GK, (p(^4- ̂ , J^ 6 U\ = ——,
V 2 2 / ^
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Or
-L. — _ -^ „ ï „ — ______y G^ .-̂ ^^^^ ̂  ̂ ^_^^ ̂  ̂ ^_^^

y 2 - - ^

Donc, le premier membre de la formule de Lagrange devient

—————————^—————^^-^^^[(H^^QKf^ (H + VGKf'].
\/H2— GK (\/H + \/GK — VU- V'GK) 3 S/K

Si l'on se reporte aux valeurs de P et de Q employées précédem-
ment, on voit que cette expression est égale à

—— [(i-Pp+ (i-Op] -A\/K

L'ensemble des termes homogènes de degré m + n en a et b est

„ _ I _ / pm^n ̂  Qm^ i .3,5...[2(m+n)~i] ^
2^-4-^^-1 / 2.4.6.. 2(w-+-n)

Donc
T)/«+M ^i . f\n't-ï-ft

2

_^ .-^——^_ 2 4.6.. .2 (m 4- n} a"1^ d^ {x^ -4- y ̂  i ̂ -J
~2j V^ •4- 7 - I i.3.5...[2(m+7i)-~T] m\n\f2.m^n ————d^r^n————,

le signe ̂  s'étendant à tous les termes pour lesquels la somme (m + n]
est constante.

ï)m-+tt _i f\m-^'n

Si l'on se rappelle que ———-— désigne l'ensemble homogène des
termes de degré m 4" n en a et b dans le développement de l'expres-
sion

( i—ax — by)[(î— OLX— èy)2— (<z2•4- è2)^2 +J•2-~I)]~^

on en conclura
/ v r ^f_ (^+^)î ^^-^ d^it-^^^r^
[ 2 ) u^n—[ i; mini i.3..5...[2(-m-l-^)—i] ^m rfr" ~



280 ÉTUDE DE CEHTAINES FONCTIONS
firn( w2 i y 2 _ T \m "Y

Oîi voit que U^n peut se représenter par h —-——-r—^——-—î h étant
une constante, et X un polynôme en x et y; par conséquent le théo-
rème de Rolle fait voir que la courbe U^n == o ^st coupée en m points
réels par toute droite parallèle a l'axe des x qui rencontre le cercle
.z^+j^^i .De même, toute parallèle à l'axe des y, qui rencontre
aussi ce cercle, coupe la courbe en n points réels.

Relations entre les fonctions U et o.

Je vais maintenant établir diverses relations entre les fonctions U et
ç. On a

^Om-i,» ^ (m-h7z)î ______i______dm^n( i — ̂ —^f^"12 ^
cîx ~""1 / ( ^ — i ) ! ^ t ï . 3 . 5 . . . [ a ( w + 7 2 ) - — i ] d x " 1 r f r " a

En comparant cette expression de /om•~llïl à U^n^ on en déduit

rf^-i,n __ m
dx ~~ î~Z~^~Z^F ^'^

On aura de même
d t:v»_t_ __n
———-———— —— —— —.,. . „- , ' . „ „„„„—-—__: (J m,n •dy ^i_^^^y2

Ces relations sont tout à fait analogues à la relation

^. rfsin(/îarccos,r) n[ ^ ] ————————== — cos(^arc cos^L
dx \/i—^

II ne faut pas s'étonner qu'on compare à U^, f^.^et -O^^, et non
pas '0^/2, car si l'on considère les deux développements

i — ax V ,
i- ̂ ^ + ̂  ̂ 2iaracos(n arc ̂ ^^

7=T^F^ ̂ S a"sm^n +1)arc c05^

c'est le coefficient de a^ dans 1̂  second développement qui contient
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sin (n arccoso?), tandis que, dans le premier, c'est le coefficient de a"
qui contient cos (Tiare cos^). Mais on à aussi

/ / ' * a? ces ( 7i arc ces .z') n
1 4 - J ————-,—————==—===_ sin (n arc co s x},dx ^ / î—^ 2

Cherchons à voir la relation analogue pour nos fonctions de deux varia-
bles. Pour cela, je remarque que l'égalité (4) conduit à l'identité sui-
vante :

„ i — ax s aû.r ——————:—- == aDa ————
i — 2 ax -4- a2 s i — 2 ax -+- a2

Réciproquement, voilà une identité qu'on peut établir directement, et,
en partant d'elle, on peut en conclure l'égalité (4). Opérons de cette
dernière manière dans le cas de deux variables. En d'autres termes,
comparons

„ _________i — ax •— by_______
x { i — a x — by}'l—(aî~\-bî}{xî^y2—T}

à
,. ____________a______ __

' ' ( î — ax —by}2— (a^-+- b7 ] ( ̂ -+-^-^Y

On verra facilement que l'on a

T. _____I ~ ̂  — ̂ r_____
• ' ( i— ax—byY—{aï^b2}{xî^-y•i—î)

___ __________I • j _____________ ^ ^/J ——— ^ . 2 — — — y 2

— ̂ _ ̂  ___ ̂  V1 ° ̂  — ax — fyy — ( a2 + 62 ) ( x^^^-^^

+ ^ D ________^i-^ZT? - __1
( i — a x — b y Y — ' { a ' î -h b'i}{xï -4- J'—î)!

ou bien

rffv^^t/^) ^ r ^f^a^&"o^ ^(Y^'^^l
——————————————^- -— — _ _ • , _ , _ — j ^ ———————————————— —[- 52——-———————————— j 1

âW ^/i — ̂  —— y2 L "^ ^ J

donc
rf^ ̂  -^—L—[^ ̂ ^^, + ( m -n ) n̂ ,4

a^ i/i — ^—y*2
Annales scientifiques de F École Normale supérieure. Tome V. 36
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On a de même

—-î^. ̂  ^̂ .̂-,̂ ^_ r^ t)^_, -4- ( n + ï ) o^-s./H-i],
aj" ^/1 — -̂> — ,^2

L'analogie n'est donc pas complète avec l'égalité (4). Mais, si n = o
oa n ̂  î , alors 0^4.1^-2 ^t nul, et la première des relations précé-
dentes devient analogue à la relation (4)» puisqu'elle donne

à Um.n w t^-..«.dx ^7~_:~ îzr̂

Il en est de même de la seconde, quand m= o ou m= ï . Examinons
les deux premiers cas; on traitera de la même façon les deux derniers.
Soit d'abord n == o, on a

î'r — S/ï—^2--^ d'Orne, o dUm,Q _ m ^i- fft.s —— — ——————— —~—— et —/— — —„""... .,.,..,7.,̂ .,, ..,„,. „ „ :„ 3̂ *:"̂ . v^//t—i,<ï frn dx dx ^ ï _ ^a._ y^

d'où l'on déduit, en multipliant membre à membre,

U du^ - ^ ^——.LmsQ dx --^/"-1^ —S-7

donc {U^f -4- (^--i,o)2 ̂ t l1ne quantité constante relativement à x,
c'est-à-dire une quantité indépendante de œ; je vais démontrer que
cette somme est égale à (ï —y2)^. On aura alors un théorème ana-
logue à celui qui est exprimé par l'égalité sin2 y 4- cos2^ == ï . On a

77 — r , y. V^'^2 -y2 dm(l — ̂ -^T^
u^-^—î> i .3 .5 . . . (2m-i j ————^————?

^ - f _ . ^ _ _ m ^^(i^^^^f-^
' W ~ M V / i . 3 . 5 . . . ( 2 w — i ) ^m-1

Posons _— == a?^ d'où <fa1 = \/ï — r 2 <Ay', il viendrayi—r2 •
,/, ___ y'-Jt l^mf^__ y«/2^'~7r/' - -1 _ ï ̂  v ' x ( . ^\2a i 1 — - ^ }Um,Q —— ^ — IJ — 7 » ? : ; , { 1 —— / / ——————»—~f—————9/ i . 3 . 5 . . . ( 2 m — ï ) • J ' dx"1

m m 7OT——( / , _ _ _ <y./2 ^'""Ï

^———(-^ ..3.5..T^-0 (I-^)7 ( ̂  ) '
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ou, eo posant a/ ==. cosy,

par conséquent

Um,Q == ( r ~- 72 ):î cos m 9,
M

1̂ -1,0 == ( A -"• r2^ sin m © ;

(^^^(^-^^(i-rT.

Mais, si an lieu de supposer /A = o, on suppose n :=-:i, la quan t i t é
(f7,^)2 + (0^_^i)2 est encore une quantité indépendante de x. Voici
comment on peut obtenir l'expression de cette fonction dej. On a, par
une transformation facile,

A / » -y*2__ rt/.2 y7w ( î __ y^ __ y2} 2

^-^I^^n+^.^~^J-.)^ ^- ~

-J//;—1 f __ a , ,2 \ '2

^ == (- .r-'n^ +,) ̂ ,,^,_^r '--̂ P7-1-.

par conséquent,
£/^i == ( m -4- î ) y Um^

•Ow-,1,, = (m -4- i)^O^^Q,
donc

( IL,.. )2 -4- (o,-t,i)2 == ( m -+- ï)\r2 [(^.o)2 + (t).-.,o )2] == ( ̂  -i~ î )\r2 ( î ~ r l'-

On peut remarquer aussi les formules suivantes. Si l'on faitj == cos^,
x === sin ̂  cos y, on a

£4ï,o =: cosmcp sîn'71^»
Um, î ===- ( m -4-1 ) cos ̂  sin"' ̂  cos m 9.

Enfin je donnerai encore la relation déduite de l'équation

Y1 î y • ' r —— ̂  —— ^^'* V y ^>^^^^^-————~-~ /- \ c^b11^^
^ ^i—^—y^ ̂

Cette relation est

[f^^ r= ————?———- (o^ — A; 0^i,»'—,T't^.«-i ).
^/t __ ^2__ ^2

. , ! . ! , ! ! 36.,1
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Sur quelques inteffraies doubles.
On a

/'» /"» f/m+n( , _ y.3_ yî^1'"4"""""2'
/ / F ( ̂ , r) ~—°— , , y }——. ̂  drJ J ' " ' dx^ dy11

/•» /» .jOT4-n V ( y ^} m -+.«— i:= (_ i y^ / f a y^^ (i - ̂  - r2) 2 ̂  ̂ r,
' ' J J Ar^ rfy" v , J • J

les variables étant limitées dans les deux intégrales par la condi-
tion .r2 + y ̂ i.

Si l'on fait F {x, y ) = (f^, et que p. + v soit inférieur à m -h n, l'in-
tégrale précédente sera nu l l e ; dont l'intégrale

rf_^^_^^
JJ^-^-r2 J

les variables étant limitées par la condition précédente, est nulle quand
les deux sommes m •+- n et p. 4- v sont différentes. Cette propriété est
l 'analogue de celle qui est exprimée par la formule

^7T

f cosmy ces m'y d(ç> = o
^o

quand les nombres entiers m et m' sont différents; car si l'on fait dans
cette dernière formule cosy == oc9 elle devient

r"4"1 cos(marccosjr) cosfm'arccos^) ,i — — ï — — — — — — y — — — — — — — ' - dx = o.
J—i v r — . r 2

Nous allons voir aussi la formule analogue à la suivante
! ! /•7T - , ! ,

f cosm<p sinncp sinyrfcp == o,
i/o

si le nombre entier m est différent de n — x et de /i -4- i - Eo posant
cos y = a?, cetteformule devient

! ! . f-^1 . ! ! ' ! ! 1

f cos (marc cos^)sin(n arc wssc}dx === o.
<-/—i 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ! 1 1 1 1
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Si, dans l'égalité

f f-O^ F (.r, j-) ̂  ̂  == K, ( - i )"- f f( r - ̂  ~ y ̂ n^ ̂ f^ ̂  ̂

où K est une constante, on fait F(.r,y) == <7^, il vient

jy^^^^=K(-.i)--jy(i~^-
Donc, si l'on a |UL 4- y •< m + n, on a aussi

f \ '0m, n Uy.^ dx dy- == o.

Mais supposons maintenant que p. 4- v soit supérieur à m -+- n. On a

f f v ( x , y } U ^ d x d r

= w^^ff^ « .- ̂ ..r-.'-̂ r!̂ ^^^ ,̂,.
Faisant F(<r, y) = t)^^, il vient

j ro/«,« ̂ ,. ̂  dy

- K' r i y-" f Ff i r- - r- r^1 ^^y/T-^^'-Tr3^.. ̂  .
^ J J '̂s^y v "

^i ~-^2—y2 o^est un polynôme du degré m-+-n+2; doncsi m-+-n+2
est plus petit que jx + v, l'intégrale J ^ b^^ U^dxdy est nulle.

On reconnaît ainsi l'analogie que nous avions annoncée. Cependant»
pour qu'elle soit complète, il faut que l'intégrale précédente soit aussi
nulle quand p. -4- v est égal à m 4- n -+-1 ; or V i — x^ — y2 'o,̂  est un
polynôme dans lequel les exposants de x et dej varient de deux uni-
tés; il en sera de même de sa dérivée d'ordre 772-4-72+1. Cette dérivée,
du premier degré, contiendra donc.r etj à la première puissance, mais
n'aura pas de terme constant. On voit alors qu'en associant à certaines
valeurs de oc et de j, les mêmes valeurs prises en signe contraire, on
formera deux éléments de l'intégrale de signes contraires, mais égaux
en valeur absolue; donc, en définitive, l'intégrale est nullfî . Ainsi ra-
nalogie est complète.
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S^r l'intégrale double f j Um,n î^ ̂  dxdy pour x2 -i-j'2 ̂  ï .

Les fonctions Vj^ proviennent, comme nous l'avons déjà dit, du dé-
veloppement suivant

« » -1 ^
f r — . ,^_ y-^ 2 ̂  _ ̂ ^ _ aôr-}- r^-r- h2) 2 == y a^b" ,̂̂ .

JL *
On voit clairement que, sauf le facteur ( ï — x1 — y2) \ V^n sera un

polynôme du degré m -4~ n, dont le seul terme de ce degré sera le terme
en ^"y^, et dans lequel les exposants de x, ainsi que ceux de j, seront
tous de même parité. Voici les valeurs de Vm,n dans les cas les plus
simples,

__ ï
En posant ( ï — .r2 — y 2 ) î = p , on aura

^==p, - , ^=^p.(5^-3^),

3
^o=p^ ^^===-p(5^72—^),&

3
V^, == pr, , , ^ ï = - p ( 5 .r y --• y ) »

, -fL

,̂. = -1- p ( 3^ - ï ), .̂,, = ̂  p (S.r9 - 3y),
2 ! , -î , '

Q

^ == ̂  p ( 3^ — i ), ^,2 == , p ( 35 ̂ ^r2 — 5^2 — 5y2 -+• i ),

^,,=~p(35^-3o^-+-8), ^3..==jp(7^7—3^y),

• ^M^P^S^—âo^+S1), ^,3=jp(7.rr3-3<yy).

/<.,== 3p^r,

Je vais faire voir que l'intégrale double j j U^nV^dœdy, dans la-
quelle les variables sont limitées par la condition x2 +y2^ î , est nulle,
à moins que l'on n'ait m == p, n = y, auquel cas je donnerai la valeur
de l'intégrale.
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Pour cela, cherchons Fmtégrale

r r »i -i
A == î f ( a — ïa'^ —• 2^7 -4- a72 4- fr'2) 3 ( ï —• ^2 —y2) 2 ( î — ûw -- fy)

X [( ï — cix — 6r)2 — ( c^ 4- 62) ( X1 + y2 — ï )]~' dz- dy

entre les mêmes limites que précédemment.
Faisons

a2 4- è2 == r2, ^/2 4- y2 == r'%

a^4-é'ï3 y g—a '73x •==:.—^—.——, r^z:—?—-——,
r' l/ . r1

aa' 4- &&' . ab' — bct!———-—==c.os0, ———T-1— ==sinô.r r ' r r '
Alors

dx dy = d ^ à???, .r2 4- ^•l2 = Ç2 4- y3% a! x + è^' == r' ̂

a.r 4- èy == ^ f ^ c o s 0 4- T? s in@),
et l'on a

À == F Çd^dn(î — ir'^ 4" r^f^i — g2 — ̂ f^i — /-cos^ — rsin0y, )

X [ ( ï— rcos^— rsmenY— r^ç-^-r;---1)]-^

les variables nouvelles £ et ^ étant également limitées par la condition
Ç2 4- Yi2^ ï . On est conduit à intégrer d'abord par rapport à "/î, c'est-à-
dire à l'intégrale

/ *+ ̂ l ~ ̂  j ï — /- cos @£ — r sin 0-/îB == s d'n ———————^————————s———————————————— ••
t/-^Tr^ (ï _ ^ _ 73^7[(I ~ r ces 0^ — rsinô-/î )2 — r^ ̂ 4- '^ ~ ï)]

Changeons de variables et posons ï? === \ ï — Ç2 cosç, il vient

/» 7T ______

B :---: l \jî—^sîncpâîcp
t/o

ï — rcosQÎ, — rsin9^/i — i^cosîp
\/î — ^siny [(ï — rcosôi; —"rsin^v7 1 — i^cos®)'-^ r^ i— S^sin2^

ou bien
^ _ r77, • _' :lLrLM-c<)sî__^ '
'""Jo y ( L — M c o s ^ ^ ^ N ^ s i n 2 ® 5
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si Fon pose
i —• rcosÔi; == L,

/ • s i n ^ ^ ï — ^ ^ M ,

r^r-^^N.

Mais l'intégrale précédente peut se transformer en la somme de
deux autres, savoir :

j_ r " _ __rf9___ ^ f ,___^L,___.
'~ 2 J^ ^-_-g-ç^g ̂  _ ̂  sin 9 ïî Jo L — M cos 9 -+- ?'N sin ©

La seconde de ces intégrales est égale à

^ r - ^ _ _ — _ ^ 9 _ _ _ .. ^ r ° ____^?____^
aj^ L~^Mcos9—-?N"'sin9 ou len 2 j ^ ^ L — M c o s Q 5 — r N s i n o '

de sorte que l'on peut écrire

^^L f-" rf?
^J^.^ L — M c o s y — z N sin 9

Soit
i i, , z + - ^ — -

é?1^^, ^ d'où zi^~==dz, cosç===———5 if sin y ==———'
•JL ' <-

On est conduit, pour avoir B, à intégrer le long du cercle e ^ ' ^ z ,
ou ^-{-y2 ==r , la différentielle

dz _________ _ _______^2_______
/ ^ Z ~ î \ ~ ^ ^ [ ^ L ^ — M ( ^ - t - i ) — N ( ^ — î ) ] '

• 2 ̂  ( L - M ——^ - N ——^ ;
\ ^ 3 /

Le résultat est égal à 2 TT, multiplié par le résidu de
i

iî̂ '̂ riï̂ r̂ ^ (^2 — i)'

dans rintérieur du cercle z =-= e^'.Si je fais dans le dénominateur de
l'expression précédente, successivement z = — i- et z = +i, j'obtiens
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les deux résultats suivants :

— 2 ( L - + - M ) , 2 ( L — M ) .

Dans l'hypothèse de r<<i , que je suppose, la première de ces deux
quantités est toujours négative, la seconde toujours positive, quand £
varie de — i à "4-1. Nous en concluons que l'équation

/
-ïLz —M( z^--}-ï)—~N(z2 —î)= o

a deux racines réelles, dont l'une est comprise entre — i et -î-i. Si l'on
L=±=v/L2-}- N'^—M2 , ^ ^T ^ *résout cette équation, on a z = ———y—„———5 Le tM-4-Netantpo-

•ĵ  __ t/j^2 [ ]^2__ ĵ i

sitifs, c'est la racine z == ————,.——— qui est comprise entre — i
et +i.

Donc le résidu cherché est égal à la valeur de P tirée de l'identité

i
zr^r^rNTï2"-}-- ïLz —I^^W)

_ ____ï____ _ ____JP_ __
""" L—s/L^TN2"^"^ „ ïl̂ S/1!!̂ ^2.̂ :̂ 2 'z _ ^ ^ z ^ ^_ ̂ -~ —

d'où

""" 2 v/L2 4- N2 — M2 ' •

Ainsi, l'intégrale B est égale à

______7T______ _ ___________7T___________

^/L'+N'—M2 vT— 2 r ces 0 Ï, + ^2 cos^
et l'on a

^ = TT r-i"1 ___^_^__-_^.
J—i ^/i— 2r /g+r'2\/I— -27^cos^-^ r^'os2^

On peut maintenant calculer cette intégrale par les procédés ordi-
naires.

Mais on peut l'obtenir facilement en se servant des propositions con-
nues concernant les fonctions X/,. Remplaçons S par œ dans l'intégrale

Annales scientifiques de F École Normale supérieure. Tome V. û7



290 ÉTUDE DE CERTAINES FONCTIONS

précédente: elle pourra s'écrire

A = 7: f (\ ̂  X^ (/ Y r" cos" G X,') &,

d'où

. V^T 'COSÔ)" TT , ï+v^Cose
A =-= 27r y ————————• =: -————:-—— lOS —————————— ?

^ 2 ̂  + î ^/rr' ces 9 i — //y7 cos 9

ou bien
. TT , I4-^W-^-^/> /

A == ————— log —————— '
\laa' + bV i — Vaa' -+- bV

si l'on remplace rr' cosô par sa valeur aa' -+- &&'. Il faut remarquer que
la recherche de l'intégrale simple précédente, telle que nous l'avons
faite, suppose q u e r ' e t r c o s Ô soient moindres que l'unité. Comme il
nous avait déjà fa l lu auparavant supposer r moindre que l'unité,
on voit que la va leur précédente de A suppose, en définitive, r et r 'plus
petits que i . Cette valeur de A ne change pas, quand on y remplace a

o! Vet a! par at et --? et b et V par bu et — Donc l'intégraleA / r ^ D

J idx dj ( Y a7'1 ̂  r te1 Un,\ ( \a^ ̂  t^ u-' F^

est indépendante de t et de u, quels que soient a, &, a', b ' , pourvu que
l'on ait a2 + ̂ O et a1'1-^^2^. On conclut de là que l'intégrale
j j U,^ V^docdy est nulle, si l'on n'a pas a la fois m == pi, n == y. Si

ces conditions sont réalisées, l'intégrale est égale au coefficient de
{aa'yibVY dans l'expression de A développé. On voit immédiatement
que ce coefficient est égal à

27T (m -r- n)\

2m 4- in +1 m.\ n\
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De quelques propriétés des fonctions V^,n-

Si l'on cherche à développer la fonction —^,-^lr-rr^. au moyen dey11 ^ i — ^ 2 — . ^ 2

fonctions F^, les coefficients A^ du développement

^ _Y A r. ';_ " -——•==. — y .A^ f ̂
\j I — ^2 — •y2 ^J

se détermineront par l 'équation

A f c27r ^-^)! - r r ^»^ ^^
^-—m.,',! i i —— ! i ————————————— u'w u y f

^ 20-4 -2^ -4 -1 ^ l y ! J J ^ i _ _ ^ — — y 2

et, d'après ce qu'on a démontré plus haut, on voit que A^v sera nul , si
n 4-y est différent de m + 71. Donc la fonction mln—— s'exprimerar ^^^-y^
linéairement au moyen des fonctions F^v, telles que p, 4- v == m -4- n.

Une fonction linéaire quelconque des fonctions -———'^"r=^ telles
</ I — X 1 — î' 2^I.- .^——yS

que 7724- n == À', à savoir :

,̂o , /3 ^4-1.1 .—————-, + p - ,__„_=_____ -4- ...
^•2 »^2 . 1 , ^2 ^-»2\/1 — ^2 — y2 V r — •;(;2 — T2

s'exprimera linéairement au moyen des fonctions 7^, telles que
a + ^ = A . Si l'on multiplie la première fonction linéaire par
^^ ^ —y2 Vh,h' dx dy, et que l'on intègre, on voit que, si À ̂  h' est
différent de K, l'intégrale sera nulle ; d'où l'on conclut que l'intégrale

( Ç€lxdy\l^^^~^F'^n^

est nulle, si m 4- n est différent de p •+- v.
On pourra voir facilement qu'on peut déduire les fonctions V^n des

fonctions U^,n par la résolution de systèmes d'équations du premier
degré, de la même manière qu'on l'a fait, dans la première Partie, pour
déduire les fonctions V^, v des fonctions U^v.

37.
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Si l'on substitue dans la fonction Vm,ns à la place de x,

et, à la place de y, y — i elle devient
* v/I-+-^24-y2

(__î)m+n ,^-M clm^n(î-+-^'+-r2fJ——{-—j-——— (î+^+r2) a --——y———^--A^i .a.. .m. i.2.,.n ' cWdy11

Systèmes d'équations aux dérivées partielles pour les fonctions
D o TJ V^m,n^ ^m,ny L/m^ny r m,n •

La fonction, 'o^n satisfait aux deux équations linéaires suivantes aux
dérivées partielles

(5J

d2u dp . ^ D—— — ̂  —— — ( m -+-1 ) P == o,
dx1 dx v /

^'U rfP , ,,,
-^ — y ——— —— ( 71 4- 1 ) P == 0,
rfj2 J dy ^ '

ou
dV dU , ,,-

p == x Jx ^^'dy ^(m "r" n ̂ 'î) u?

et l'on reconnaît ainsi leur analogie avec l'équation

( t~^ )£-^Ê+(7^+l )^==o?

à laquelle satisfait la fonction y == sin[(n + i) arc cos.r], et qui peut» f *s'écrire
^-?- — (7î-+-i)r . y^ rf ^-?-—(^^-+-

a*r L "«^—L — x —=————,—
dx1 dx

L ^ J / ^ f r̂( dï \( ^ + î ) ^^—(^+i)r]==o.--=————————————————=-. __ / n -J- » i 1 -y* _ ' ,

La fonction ̂ ^ satisfait aux deux équations suivantes :

(6)

^V dï -
^-^+wp==oy

^V rfP-^— — y ^^ 4- n P == o,
rfr2 J dy ?

ou

^"ë.4-^^-1-^-4-^3)^
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Pour la fonction Um,n, ou plutôt la fonction ua>" - ' je donnerai les
y.i — a;2— y*

équations
i rf'U dp .
^-^-(/«+I)P=.0,

^2U
 rfp /( -^-y^ : - (»+ ' ) l > =°>

où
„ dtf rfU .
P==^-1-^-(OT+"-I)U==0'

et l'on reconnaît ainsi leur analogie avec l'équation

d^ v cî'v
(I-"2)^-^+re2r==05

à laquelle satisfait la fonction y = cos(/iarccosa?), et qui peut s'écrire

Tdî—
^ï—^ 2 rfP .
-^——-^^"'(^l)pï

en posant
,rrf—=p=t-^—'»-' ^'

^i — r2

Enfin la fonction V^ni ou plutôt V,n,n \/i — a?2 —y 2 > satisfait au sys-
tème

(8)

rf'V rfp
^-;^+/nt=oî

rf'V rfp'•* T «-VA -*
——^ _ j. ^ ^ ? == o^
<Ar2 l/ û(̂

ou
P =: x -7- + r —- + ( ̂  •+ ̂  4- ï ) V.rf^ J dy ' '
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Généralisation de la fonction sin [{n + i) arccos^].

Considérons le développement suivant
i

( l——^__^__^2__^^^__^^_^__^__^^2__^S^^^^^^^^^^2^^^_^__^

-ï /ïffiAffit/.m^ .ff\ ..
" l/ <" •• • v /w,ni'w^' /,,. «

Soient
i j_

P-=:ax 4- ^*+ ̂ +. . .4-(a^+ ô2^- 6>2+. • .)?(^24-y^4-.3^•+-.. .—i ) \
-1. i

Q=<:w + è)•l4- es + . . . — - (a24-62+ (î2+.. . ) 2 (^ 2 -{-^•2 -+-^ 24-. . . - — i ) 2 .

L'expression précédente pourra s'écrire
i / i i \

2 ^ ^^r^7,2'̂ 7^~+'.~7 \ i — P i — Q /

de sorte que l'ensemble homogène des termes de degré /^en a, 6, c,...,
dans le développement, sera donné par l'expression

(P^'-Q^).
2 i ^a2 -+• 62 + c2 +..,

Nous allons la mettre sous une autre forme, au moyen de la formule
de Lagrange déjà employée.

Faisons

Ft^,^,^,...)^:^2^-^2^^^-...—!, < t » ( . y , r , 2 . . < ==:(^2+y2+^2+.. . — i ) 2 ;

on aura
^^^-^u^Ru-K^o,

La valeur de u qu'il faut prendre est

H^^p-.GK.=.——^———:
on aura

a b cJ'(^)=:^1P--GK., $ [x+-u, r^-u, z - { - - ^,... =^<,...
\ 2 2 2 /
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Le premier membre de la formule de Lagrange devient, après des
réductions faciles,

i f -i -il
——————__^= [( i ~~ P) ^ - ( i -Q) a].
^2 + ̂  ̂ . ̂  4- ...

L'ensemble homogène des termes de degré k , en a, 6, c». . . , dans
cette expression, est

___1.____ î .̂ l̂̂ rti)̂  / p î _ o^1 ) •
^'a^ b2-^- c 2 ^ - . .. ^ • 4 6. . , ( 2 / < -̂ - 9 . ) ' v / ï

ci cet ensemble est égal à
V a^b^c^'... dm'3^m'+mrf^•••[x^-}- y2 -+- z2 -4-. . .--if4-^"^4- ••"4
^ ̂  ^ ^/ ^ m'7!... ^^-t-m'-i-/»^-)-"" ^7" dr^ dz^. . . 5

cette somme s'étendant à tous les termes pour lesquels m-^~mt•+•mff^r.^
est égal à A. Donc

o.,̂ /... ^f-,)-"'-"-.. (^+^+^+_rt^^ m\ w7! w77!... .

^ ______________________
i. 3.5. . . ( 2 m 4- 2 w' 4- 2 w'7 -+-... 4- i )
^+'"'+^+. .(l — ^—.y2-, ^__^^^+m/+r^+..,+^

x " ^ " ^ ' Û ? Ï ^ '

On voit immédiatement que l'intégrale

rff^^^^^
JJJ ^/l——^^-y^^-...

avec la condition ^2 d-j2 4- -s2 +...5î, est nulle quand jm+ ^l/+^//+...
est différent de m + m! 4" m" +....

Nous allons associer aux fonctions précédentes les fonctions ^m.m^m^...
provenant du développement

_it±j. ^
( ï — ICLX — iby— icz -—.,.+^-1-624- c2^-...) 2 ==y €tmbmlcmr\,^\^,,nf^, ..

On va voir que l'intégrale

j ^ dxdydz..^\^^.. .'t1)/^/,////.,..

est nulle si l'on n'a pas en même temps n = 7/2, /^ = m1, /^== m"....
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Pour cela, considérons l'intégrale multiple

A == j ^ j dx dy d z . . . t^mw^
iA4-l

X (i— ^ax — a&f-— icz —-. . .-4- a2-^- b'^-r- c'1 4-.'. .

Par des transformations analogues à celles que nous avons faites
dans la première Partie, on mettra cette intégrale sous la forme

~ ( r\^1 (^+^^^^^^^^^^ _____^m^<-_____.
A — i V î T j - ~^ î^ î^ | . . . I .3 .5. . . (2 ,W-^3W / -^-2m / /+. . .^-T)

/ 3\r (w•+-/7^'4-w' /4-...-^--) ..
X(^4-i)(p-+ 3)...[^+2(m 4-w'4-w / /+...)—ï]t /^ ^

r (C4-m4- W^ 4-^4-...4-1
\2 y

OU

B: -x L 4- m 4" m'+n^1-^-. ..
4-1 (1-^^)2____________________

• I —+OT^-^//4-CT//4-.••4-••;
( î — ' 2 / ^ 4 - r 2 ) 3

r est égal à ^d14- 62 4- c2 4-....
Je supposerai d^abord le cas de p. impair, soit p. == a^/4- i.
En se servant des résultats obtenus dans la première Partie pour la

recherche d'une intégrale analogue, on trouve

______TT____ i . 3.5.., [a ( y! 4- m 4- m' 4- m" 4-. « . ) 4- ï]
B ̂  2î +'"+m/+^4-...+i '("̂ ^+~^n"4:"m' 4- m" 4- - . . 4 - 1 ) 1 " ' '

et ! - ^

^y-H a"1^1^11... (m 4-m'4-^^-4-.. .4-i)I ___ i _____
"' 2 ^ r ! m ! ^/ ! w" î . . . ^ 4 - m 4- ̂ 4- w7^. ..4-1"

La proposition est démontrée.
Concluons de ce qui précède la valeur de Tintégrale d'ordre 2;j/4-1

j ||^rfy^...(I—2û^~26J•—...4-û24-è24-...)-^

^[(I_a^~6'y-...)2-(a'24-^24"...)(^24-724-...•~I)]-• l.
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Si l'on pose aa'-h &&'+w'+.. .== a, cette intégrale est égale à
/î,ï= x

.̂ v cg" '
^^y f^+i)a" ^^4-/^^+^
a ̂  î Z»à ^ + ̂  -+- ï ^^ î ^^ ^

nss'o
mais

V a" î r î / ^ a afix/""11
2,^T^=^hlog(ï~a)~7-•B•^^.7^J:
ft==c»

donc
n •^=.'»ay ̂
^^-^-n / F a a2 a^l î

.-^_———==-4- logîi—a)-^-^ -+-.. . +ar -———•
rfa a^ -t-t L ï 2 ^r/ J ï — a

Supposons p- pair et égal à 2pf. On trouvera
_ , ^ __ ( m -h m^4- m^^-- • • « -i- î ) ! • « o

A=TT^ 7;y^~7-(̂ 7-rT) mîm^w^LT.

c^b^G^...
>< -̂̂ -̂ --̂  ̂  ,̂ _^ ̂  4_. . _ ) -î- î '

En, posant aa" -+- bb' + ce' + . . . = a, on trouvera que l'intégrale
d'ordre 2^/

f f fdxdy-d2...{i-^ax -aéj'-....+ ̂ 4- 62+...^(ÎA/4'2)(I- ̂ --j2—...)2

X [(i-^a^— ^>y-- . .<)2—(a / 24-6 / 2+ ..)(^2-4-y2"+-.. .—ï)]-~^

est égale à

(27:)^ _^ ("'_______ .̂ ̂ / — I _{_ (F / — 2 ) a ̂  ( ^—â)^ ^_
r .3.5. . . (2^/—i) ^ ^ [ ^ ( i — a j î 3 5 ' '

a'̂ 2 2^/--i ^ î 4- ^qT
'+' ̂ 7"=~3 "~ "47 "̂ og î - s/ai*

On verra facilement que la quantité

F F Ç dxdydz. .. -ç^m^ .. ̂ ,n ,̂... ̂ ï — ^ — r 2 — 2 2 - - - • *

est nulle, si les sommes m -4- w'+ m" •+-..- et n 4- n'-l"- ^// -+-... sont
différentes.

*S.Q,
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. W
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Enf in , j ' indiquerai encore des fonctions analogues aux fonctions
^m^m^m^,. . G^ ^TÎ^,//',. , . •

Soil,
t ,̂̂ ,.., == K ,̂̂ ... ( î — ̂  — y2 — Z2 — . . . ̂

J/n-H^ -̂»-. . / ^ __ ^2 __ ,y.2 __ ^2 __ . _ /„+m/.W/4-...-^Â^4

^ ——,,-_^^^^-^^^--^

où À est un nombre entier, et Vim.m^m",... ^ne constante. On aura, si les
deux sommes m -h- m! ~b m" -r-... et TI -+ ^ -4- ^/ -+-... sont différentes,

( f C d x d y d z . . . ( î — ^ — j - 2 — s 2 — . . .^""'"^mw/,... ̂ /.^,... = o.

Considérant le développement
.̂it±!-A

( î — ^ 2 — ,v2._ ^—...^{i—- ̂ ax— ïby — 2 cz -—...+ a2 -4- ^-h c2-^...) 2

—— ,̂ /ï"1 /l"^ /tW^ '5) / //—— 7 U U (/ • ^ m , f i i ' , m " r . . , î

on aura des fonctions ^.m,^/,^, tellesy que l'intégrale

^ j j dxdydz.. ̂ m,^^, .. ^r^/,»^...

sera nulle, si l'on n'a pas simultanément m == n, m^ = n\ m!1 == n"\.. .
et que l'intégrale

r r r -(A.-I)1 1 j c l x d y d z . , , { ï — x 2 — ^ — 2 2 — . . .) v ^w,/^,... ^,^/*^. .

sera aussi nulle, si l'on a m 4- m' -4- m" -h... ̂  /î -4-- n' 4- ̂  •+-....

Généralisation des fonctions Um.ny ^m^.

Considérons le développement

( î — ax — bf — cz —. . » ) [(î — ay — by •— cz — . . . )2

~ (a2^-&2-4"-C•24-. . )(^2+J•^•4-224-. . .---l)]--'
— — X /ywAw'y»^ f/ , ,/—— y Cl U €/ ... l-/CT,TO',0//,, . •

On trouvera facilement, au moyen de la formule de Lagrange, cette
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expression de U,n,m',m",
r ; , „ _ i _ , ̂ 'w+. ' • a • 3.. ._(w +^_i_<±__L
L^,w/,...-( -r) ^T~^m7I.2~:m'.^.2...mff...

./ T __ /y2 __ y 2 __ y 2 __
X ________V l •:v ^ '_'^_________

ï, 3.5. . . ( a m -+- 2 m ' -4- a m^ -4-.. . — î )
, „ OT4"•?/4-OT//4--- ,—~

^W-l-m'+M" •+.... / ^ __ ,̂ ,2 __ y 2 __ ^2__ . . . )
>^ _ _ _ _ _ _ . . . . , . . _ . . . , ^ ^ ^ ^ ^ _ _ ^ . - - ,

et on en conclura

F F F 1 J ! ^m,/«',/^ ., fjn.n^n.",...j f I dx df dz. . . ---—==-—.~=—~—^ == o,
J J J ^ ï _ _ ^ _ _ y 2 ^ ^ 2 _ _ . _

lorsque w 4- m' •+- m^ -î- .. . est différent de n -r- TI' -r- ^// -h- . . . .
Les fonctions F^/reW, ..' (lue nûus niions associer aux fondions

^w,///,^,...» naîtront du développement suivant :

^-^. ̂ ^. y2— z 1 — . . ̂ ^[ï— ^ax — 26^— 2^c••—...-^-a2^-62~t r- e'-^...) -

=y a"1 b111' c^'.. . F^,m^....

Nous allons faire voir que l'Intégrale

j f j U,n,m'^,..^^.^.. . d x d y d z . . .

est toujours nulle, excepté quand on a m = n, m' = n' , m" = n'\ au-
quel cas nous donnerons sa valeur. Pour cela, je calculerai l'intégrale
suivante :

A= f Ç Ç d x d y d z . . U^^ , , ( i - ̂ -y2- ̂ -... . f 2

: -ïr-1.
X ( l — 20^— '?-^r— 2<?Z . . •+-^^ ^-h C2-!--. .) 2

On trouvera facilement
_ (^ 4^ ^/4- m^. .__j!_ _____^^^^^.(s/TT)^_____

A~" mîm^m7 ' ! . . . î . 3 , 5 . . . (am 4- aw7— 2m/ /+-. .— î)

(^^ï)(^4-I)..;[^+2(w4-7n/4-w//4-...)—3]^(m.+w'+m//+...+^^
•< -̂ ^____.——————————.——-—.————————————————————————-1

rf^ -+-m-+-w /4-m / /+. . .)
\2 7

38,
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ou

r -4-"t fi — ̂  .f+^-^-W^ .-t
B =. ^ ——^_^__————————^

^/__ ,( "- •+•m•+•mr -^m" 4-... — ̂
(i •—2r.y-4-r2)

r étant égal à ^â2 + 62 -4- c2 4-....
Je supposerai d'abord p. impair et égal à a/x'-i- i. Dans ce cas on a

A== 7t^ (m+m7-}- m / /4~..,)i _ a^b^c^.^
{ p.1 — î ) 1 w î w7 ! m" l.. . ^ ~ : j T ^ -+- ̂ .̂  7^ '̂ 4-~T7 '

Supposons maintenant p. pair et égal à a^'. On aura

4= _.__,.. (a^r)^ ___ __ --^^A"1!-^^^ (m + ̂ + m//+^.)!
î . 3.5... ( 2 y! — 3) 2 ( ̂ ^ m + 7^ 4- m" ̂ r-77)~-:"î" • t . m T m Ï m ^ T '

On conclut de tout ceci que l'intégrale d^rdre p.

^ j f d x d y d z . . . ( î — iax — ïby—.. .--1-^4- &2-+-. . ^"~(~r)

X(I—^2—...f î(I~a /^~...)[(I—a /^~...)2—(^24-é /2+...)(^2+y24~..,~t)]^

est égale, si l'on pose aa' 4- bV + ce' + . . . = = a, à

-7r^1 -.^/iog_i_ a ^ ^^^(^^ ,)î ^^^S ̂  ̂  -- 7 -- ̂ - • • • - ̂ rr ĵ
ou à

(^l'^ ï / î ^ i+^a î a a2 a^-2 \
I.3.Ô...(.^^3)a^^ l^,-r^^7^3-y-t•—ï7^

suivant que p est égal à 2 ̂  + ï ou à 2 ̂ /.
L'intégrale

J J J 3 0 dr dz ' " ¥mfm1^t'• • • ̂ '^ ^T^^Î^^^^-^-^-

est nulle quand m + m' + m'7 + ... est différent de n 4- 7^ /+ n11 ̂  ....
Enfin, pour terminer, j'indiquerai quelques propriétés de fonctions
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analogues aux fonctions U^^^ et y^mw,...*
Soit

P'm^m^,.. == K^,^//,... ( 1 — ̂  — J2 — S2 — . f"^
- , ,, m-^-m9 -t-in^ -+-... --î-Â— î-J/"-^-m'-^•OT//-+. • • ( i — ̂  — r2 — •s2 — • • - ) 2

x - , ^ ^ ^

À étant un nombre entier.
Soit aussi le dé-veloppement

( i — ^ — y 2 — z 2 — . . . ) ^ 2 ( î — lax — iby— 2.cz —-...4- ̂ 4- b7-^- 6•24-...} 2

—\ ^m h^ r'^ H' / //—— T U . U C ... y 1% pi/^ o»^,. . .»

Les deux intégrales

f f f d x d y d z . . . ——p/^^- ̂ ^^
- J J J ( l — — ^ _ _ ^ _ _ ^ 2 _ _ ^ ^ ^2

et
f r f^ r/yA. .. Q^mw/,... Qf^^...(^ — ^2 -r2 — 2 2 — . . .f '̂

sont nulles quand les spmmes m + w'^- m^-h . . . et ^ -+" n/ + n 1 ' -+ - . , ,
sont différentes.

On a aussi
^ j dsc dy dz. .. P^.mW^.. Q'^r/,^.... == o,

excepté dans le cas où n == m, n' == m1, n" == m " , . . . .

Valeurs multiples de certaines intégrales doubles.

Pour terminer ce travail, je vais calculer dans tous les cas les valeurs
de certaines intégrales doubles que nous avons eues à considérer an-
térieurement. On sait que l'intégrale définie

/^ÎT ,

f log(i -+- 2p COSGO 4- p2) dw
^ 0

est nulle quand p est inférieur à i , égale à in logp quand p est supé-
rieur à ï , et quand p est l'unité, elle a pour valeur 7r log— Beaucoup
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(:r,.iutres intégrale? définies simples, contenant ini paramètre constant
sous le signe j , ne sont pas des fonctions continues de ce paramètre.

On s'est servi précédeiBSBent pour Féfcude des fonctions U, V, U, F,..*
des valeurs de quelques intég-rales multiples, calculées pour certaines
hypothèses faites sur les constantes qui entraient sous les signes j j ....
Nous nous proposons ici de donner les diverses formes que prennent
les valeurs de ces intégrales, quand on suppose aux constantes des
valeurs quelconques.

De i9 intégrale

j j (i — 2ax — ^by-^d1^- &2)'~' t(i—10! x — l'b'y^- a^^r b'^)"^ dxdy.
^ - 1 %

Cette intégrale a été calculée par M. Hermiîe 'pour l'étude des fonc-
tions V^.

Soit
, „ , ,, , cla' -+- bb^ . ab' — ba' . .a2 -{- 1^ =r r\ a ' 2 + b'2 = r'2, ———-—— = ces 0, ————— == sin 6,

r r ' [ r r '
_a Ï—èy? _ b ^ - r - a r ]^__.^_, y _ — — ^ — — .

L'intégrale que j'appellerai A devient

.A ̂  f f____________d^____________
J J ( i -— 27'^-h 712) [ i — ar^^ cos0 +•7! sine) — r ' ^

entre les limites ^2 +• ^ 251.
Une première intégration par rapport à y? donne pour résultat

_i__ ___i __. i — ar^^cose— ^^"^^sing) 4- r^
a'r^ sln0 i - 2 r^+ r12 • og 7~ 2 /^ ( ̂  ces 0 + ̂ ^^^^^^•i •

Posant ensuite ^ === cosç;, il vient
, ! A=-~——.B,.

rr sin 61

où , , . ! , . , ,
-R — r^ ̂ î rsin9 __ i — 2 r^ cos( 0-^-^)4- r^'

J^ ! 2 ^—arco-scp • + - r 2 1 ' 1 0 î — 2 r^1 1005(9—ÔJ^r '2



ANALOGUES AUX FONCTIONS X,, DE LÊG-BNBRE, .ETC. 3o3

Dans l'hypothèse où r et r ' sont tous deux moindres que i , on trouve
rr 'sin0

B == TT arc tang ———-——^ -0 i — r r ' cos 9
de sorte que l'on a ! «

7: ab1 — W
A == —--—.-— arc tang ———,——.-,, *

cib' — baf i — aci — bb

Soit maintenant r> î , r'< i . Posons r== -1-? alors oo a

r sin <p r\ sin Q
î — ar cos® -4- r2 î — ar, cos 9 + r2 *

de sorte que
TT r' /••( sm0

A = ",-,——r—/ arc tang ————,——. ;aV — bci! b î — f\ r 1 cos Q
mais

, . . r ' s înô ^T'sinô / . r r ' c o s Q
}\ ^ sm0 ===. --•—— === ——,— ? r, r ' cos 0 == ——— ^1 r r3 r2

donc
T? ^ — ba1'A = ̂ -^^ arc tang ̂ ^-^^^^^ .

Soit, en second lieu, r< î et r ' > i . Posons r' =: p-, alors

î r — s ^ c o s ( y 4 - ̂ Jĵ 2 _ _i_-- a/.cos(y 4- 9)4- r^
log î - î^ cos(9 -"9)4-- r^ ~" g î - 2r\ cos(ç -^) •4-V^

et l'on a
TT rr' sinô

A -.ûTTr^ ̂ ^T^TTÏT^^
TT rr'sinÔ T T , , • ab'—b^

^ .^-r^,11^ taî^ ^=77co^ =z ab^ba7 wc iang ̂ T^Ï^^--^^^ •

Da reste, ce second cas est une conséquence immédiate du premier, à
cause de la symétrie de l'intégrale par rapport à a et è, a! et //.

Soit, en troisiëmelieu, r>.ï et/^i. Posant r =^ ?" r/ ̂  7"' OÎL Î a

TT ri /• sin0
-^ =- ab-^-ba' arc tang r-^7';cos@

TT ab' — ha'
== a'^Ta' arc "'̂  (^'-^--6ï)(-a'r+-"Ïf2)'-aff'- M' '
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Enfin, nous allons considérer les cas limites, dans lesquels rou r\ ou
tous deux, à la fois, sont égaux à l'unité. Soit, par exemple, r == î ,
r' ̂ i. On a

y _ 1 f^ sin<? I "̂  2r/ cos(9 -+• 9) +• ^2

îJo ? î:rcos^ og î̂ '̂T^^osIT^^F '̂"2^

Quand o est infininient petit principal, l'inverse de l'expression qui
est sous le signe f est infiniment petit du premier ordre; donc cette
intégrale est infinie; il en est de même, lorsque r" = i et. ^ ' ^ i s et
lorsque l'on a en même temps r == î , r' === i ,

De l'intégrale

^ r dsc dy_____________________

J j ( ï .»- ^ax — 2frr-+- ^2-+- &2) [(i — a! x — ^y)î—(û/2 4- ^2) (^-4-r2 —i)]2

Eo employant les mêmes notations que précédemment, on transforme
cette intégrale en la suivante :

r c____ _ _ _ _ d i d n _ _ _ _ _ _ _ _ ^
J j ( i — 2 r $ 4 - ^ [ ( i — r ' c o s ^ — r / sm0• / î ) 2 —r / 2 ( ' ^+ - / î 2 — i)]^"

Intégrant d'abord, par rapport à "/?, entre les limites — \ / ï — £ 2 et
4- YI — ^2 , on a pour cette intégrale, que j'appellerai A',

^ ^ f4"1 r ^^^-^cos^^-^^1^)^,
r r ' c o s e j ^ , ^—2r^ "4 - r 2 ^^ I b i_ ^ c.os0 t2 + V—i ^i—^) ''

donc, en faisant Ç == cosy, on aura
^ =, î B^ ^

rr7 cos0
OÙ

P^ , rsino î , • i—- r ' cosS e"~ î3^1

B/== / do —————•———,- •—==. log —————————p===-.*
J^ ^i-^rcoscp+r^^, i-^cosQ^V7-1

En supposant ret r^cosS inférieurs à i, on trouve

. B^^log^^^ d-où A^^^Iog.^^^^^
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Soit maintenant r> ,1 et r ' cosQ <i. Posant r= -. il vient.1. ' ï -;'
ri

B^ 7:log -———^^=7TI0^ T^—^ïïiô5
t— r i r^cosô 1 & r^-r^ cosô

et, par suite,
^ i aa ̂  ̂ l-

A/ =:= TIanTbb' g a '̂ï̂ i2'̂ '̂ ^ —"M' '

Soit, en second lieu, r < i et r ' c o s ô > i. Posons r ' ces 6 = -^,
on aura

. i-r'cose.-P^ , r'.-e-^_^e-^^(^_e^

^-T^cos^^^108"^^" Iob.o^(.-.,——/-7)

—— , i-r'.e-^V-1.
==: — a a ? v ' — i — log-——————7——1

i-7-'.eF^-'
par conséquent

i f , rsin?
B'==-7rlog-^^7-2j^ ^«^i -arcosy+r3 '

f-a première partie est égale à
, r "''cose 1 , f, 'a'-^b1 \

^^^'"I^^^J"^ ^«^'^^^

Calculons la seconde partie; elle est égale à

2 V ^ ! ^/•"sinra(pç<^p=—3^V (_ i)"-K ̂  = - 271 Iog(i +/•).

n =?i " ==r

Ainsi

donc
"'"•°4-;^?ÏTO)-"^(•+'''^ÏÏ)•

A-=.-,?TTO^(- «^w)-^^- ̂ t-v'»^-
En troisième lieu, supposons r > i et r' cosô > i ; alors on aura

B'=TClog(l-.^T^)-2wlog(I4-7^)

A/= W^"^ loë (I" a^^b'} - ««'-^^' 10§(I+ ̂ ^F/
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. ^
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Si l'on suppose r== i, l'intégrale B" est infinie. Si l'on fait r'cosô =ï ,
sans que r soit égal à l'unité, alors

R/ f^ / j r^? i î î^e-"?^B/= î rf<p ————— Y———. —== log —————— "?Jo T i—arcostp+r^^.ï b ^^.^y^^
.mais

sino ,—
^^^=T ^^coso^"1

log ————_ == log————:——^———
î-^^-1 1 sincp J~

1 — COSO Y

et
ï , i—e-?^1 sinç"-=====: log ————-=- === 2 arc tang ———-'-—

V — ï ' i—.^?V~». ° i — c o s 9

= 2 arc tang tang (7r — 9 ) == T: — ç ;
donc

w=^r. rsm^^ ^r^^.^^-z51!1?.,,., '
Jo ï —" 2rcos9 -4- r' J^ ' ' î — ar cos^ + r2

Si r est inférieur à i, on aura

B'=^—7rlog( i •+ r ) — 7 r l o g ( ï + r ) = — 2 7 r l o g ( x -+• r)
et

A /=— ̂  log{î 4- r) ===— —^—-,. log(i + ^/a2 •+• &2) •1 v/^2 4- 62

Si rest >!, on aura

B/=^îog(i+1) et A'=~-^^logfi4-——L^Vv / / y^+62 \ v /a2+62;

D^ l'intégrale

J J ( î — 2 a / ^ — 2 & y ^ a / 2 + 6 / 2 ) ~ ï ( I — ^ ^
X (i - a^ - &r) [(ï-- ̂  - é^ - (^ + ̂ ) ( ̂  ̂ ^ _ ^ )j», ̂ ^

Je me servirai des notations que j'ai employées dans le calcul de
cette intégrale. Ce calcul suppose essentiellement que r et ^soient in-
férieurs à l'unité. Je vais actuellement faire l'hypothèse der> i. Dans
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ce cas-ci, le résidu de l'expression

2L.s;—•M(-s 24•î}— N^2—!)

n'est plus égal, pour toutes les valeurs de £ comprises entre i et 4- i,
à .————————.

2vL2-^-N•• i—M2

Si, dans le dénominateur de l'expression précédente, on fait succes-
sivement js == — i et js = 4-1, on obtient pour résultats — 2 (L 4- M )
et 2 ( L — M ), c'est-à-dire

— 2(1 — rcos@£ 4- r s inô y' i ~ S2) et ^ ( I — / 'cos@£ — rsin 9 \j î — E2).

.Si ces deux quantités sont de même signe, le résidu est nul, sinon il y
a un résidu différent de zéro. Il faut donc étudier les signes corres-
pondants de — a ( L 4- M) et de a(L — M)y ou de L-hM et de M — L.
Je supposerai a, &, a\ V positifs; alors cos@ le sera; j'admettrai que
sin@ le soil aussi. Considérons d'abord la quantité

L -4- M == i — r cos0^ -4- r sin Q ̂ i — Ç 2 .

Elle est toujours positive, si r est inférieur à l'unité; mais ici nous sup-
posons r> i . Pour ^ === — i, elle est égale à î + rcosQ; elle est donc
positive. Pour voir comment elle varie avec Ç, prenons sa dérivée par
rapport à Ç; cette dérivée, égale à — rcos@ — rsm ^ y est d'abord po-

sitive, puis elle devient négative pour une valeur de Ç négative. Par
conséquent, L—+- M augmente quand Ç varie à partir de --î, puis
diminue avant que ^ ait atteint la valeur zéro. Pour ç = = = i , on a
L -+- M = î — rcosô. Donc si l'on a rcos0 <i, L -h M reste toujours
positif; mais si l'on a rcosô >i, L -+- M devient négatif. Cherchons la
valeur de ë pour laquelle il s'annule. L'équation L4- M == o devient,
quand on y a remplacé Ç par cosy,

— rcosQ ces 9 4- rsin0 sîn<p == o,
et donne

c o s ô . s i n ô /———coscp === ——± —— v / — I 'T ^ r

Pour distinguer celle des deux valeurs qu^il faut prendre, substi-
39.
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tuons-les dans Inéquation précédente, il vient

1 — cos^rpsinÉ? cosQ ^ / r 2 — i -î- rs inS sino = o.

Comme smy est positif, on voit qu'il faut prendre le signe — dans la
relation précédente; donc la valeur de cosy ou de ^ pour laquelle
L + M s'annule, est

cos0 sin Q t———
y^ ————— _^ ————— i/^2 —— j ^

" r r

Étudions de même M — L.
On a

M — L == r s înQ ^/i —- ^-+- rcos0 ^ — i.
Pour

^==—.1, M — L==-~ r c o s 0 — ï ,

la dérivée par rapport à Ç de M — L, à savoir : — } l ^ + rcos0, étantr rr ^ i — ^ 2

positive tant que Ç est négatif, mais devenant négative pour une valeur
positive de S, inférieure a î , on voit que M — L augmente d'abord, puis
diminue ensuite, avant que Ç ait atteint la valeur r Si l'on remplacée
par cosy, on aura

M — L == rsinôsiny •4- rcos9cosç— î ==.rcos(0-— <p)--i ==rcos(9 — 0 ) — i .

On voit alors immédiatement que M — L s'annulera toujours pour une
valeur de <p supérieure à 9 y et comprise même entre Q et Q +^; et
encore une seconde fois, pour une valeur de <p inférieure à 6, si l'on
arcos0 <i. Ces deux valeurs correspondantes de cosç sont bien fa-
ciles a trouver : la première Ç' et la seconde Ç'7 sont données par les for-
mules

cosÔ s in@ ,——— „,, cos0 sinô -t^ 1 \<IV/1»J V h-I 1 J.JI /̂ ,' ——— »... \J\JU \/ iJlAl ^ )
^ ̂  ————— „ ————— Jf.2 __ ; ^ ̂  ————— ,̂ ————— ^ ̂  __ ;, ^

/* r ' - r ;• '

Nous avons maintenant tousies éléments nécessaires à notre discus-
sion. Soit d'abord r cos0 >i.

M — L est négatif depuis Ç == -— i jusque Ç== ÇS et est positif après-
M + L est positif depuis Ç = — î jusqu'à £ = ^//, et est négatif après»
Pïir conséquent, dans l'intervalle de S7 à ^, le résidu est nul, et il fau"
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cira faire l'intégration du résidu de ~i à Ç', et de ^// à -t-i. Mais
ici, le résidu n'est pas le même dans ces deux intervalles. Celle des deux
racines

ï — r cos 0^-+-^/i — 2 rcos 0^ 4- r^cos^ i — rcos Q'î, — ̂ i — 2 r cos Qî, 4- ̂ cos^
a r ï ~ N ' M + N

qui est comprise entre — ï et 4" i est la première quand ^ est supé-
rieur à —î—p et la seconde quand £ est inférieur à ——^- C'estrcos0 ^ ' rcos y
donc la première, quand Ç est compris entre Ï ' et +1, et la seconde,
quand Ç est compris entre — ï et Ç'. On s'assure facilement de l'exac-
titude de cette proposition, en remarquant que l'on a

'Çt ^' I pt 'Çlf -^ ___ï__,

^ ̂  rcos 6 " ^ rcos0

Le résidu correspondant à l'intervalle de — ï à ^ est
a^L2^ N2— M 2 '

le résidu qui correspond à l'autre intervalle est — —.——————-JL r . . a^+N2—^!1'
Donc, dans le cas où rcos0 est supérieur à \, l'intégrale A que nous
cherchons est é^ale à

dt
^ ^ ' ï—ar^ 4-r^^ i—2rcos0^-h r^os^

- r1 --—- ^ - - -y
J ^i — ^r7^ + r^s/i — a rcos Qî, •+• r^cos^Qj

Soit maintenant r cos@ < i . Alors L -4- M reste toujours positif; quant
à M — L, il s'annule deux fois pour Ç = ^ et Ç r^Ç77; c'est toujours la
seconde racine qui est comprise entre — i et +i, de sorte que, dans
ce dernier cas, on a

A=7T
^

^ ^/i — ^.r' ^ 4- ^v i— 2rcos0^ -+- /^cos2^

4- r ^ }
J ^/i — a^ 4- r'2^^ — zrcosQÎ, 4" r2 cos^Sy
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On calculera les intégrales précédentes par les procédés ordinaires; je
nedonne pas leurs valeurs qui sont un peu compliquées.

On voit immédiatement, comment on déduira le cas der '>i du cas

de r '<i , en posant r ' ^ - ^ '<
Je me bornerai à donner la valeur de l'intégrale A dans les hypo-

thèses rcosô == ï et r' < i. On a

/< di ___^^j^ .̂̂ ^̂A=-=:7T

On trouve sans difficulté
J X , ^ ______^^^^^^-=------ ,

'"' v9 og a sin 0 v'^ ̂ t1^- ̂ ^rrcos2e

Enfin, on discuterait sans la moindre difficulté l'intégrale
p ^ .1 -i.
| | l^rfr(I-2^^-2^r+a/2+6/2) '(i-^-y2) 2

X[(î-^-~•frr) ?"-(^^^)( .r2+72~I)]- l , ,

qui sert dans l'étude des fonctions '^in^^rn^'


