F. DIDON
Etude de certaines fonctions analogues aux fonctions X de Legendre, etc

Annales scientifiques de I’E.N.S. 1" série, tome 5 (1868), p. 229-310
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1868_1_5_ 229 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1868, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1868_1_5__229_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ETUDE

CERTAINES FONCTIONS ANALOGUES AUX FONCTIONS X,

DE LEGENDRE, ETC.,

Par M. F. DIDON,

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

Introduction.

Le travail qui va suivre a pour objet principal I'étude de certaines
fonctions de plusieurs variables, analogues aux fonctions X,, de Legendre
et aux fonctions trigonométriques sin(n arc cosa) et cos(narc cosx).
C’est surtout au point de vue du développement, au moyen de ces nou-
velles expressions algébriques, des fonctions d’un nombre quelconque
de variables que cette étude est faite. On sait que les propriétés des
polyndmes X,,, exprimées par les relations

2

“+1 —+I
X.Xydx=o, X2dx = - >
2n —+1

—1 -1

permettent d’effectuer avec ces polynomes le développement d'une
fonction quelconque de @, tant que du moins la variable  reste com-
prise entre — 1 et —+ 1.1l en est de méme relativement aux deux autres
fonctions indiquées précédemment. Mais ici il y 2 une différence capi-
tale entre le cas d’une variable et le cas de plusieurs variables. Les
seules propriétés des fonctions X, généralisées ne permettront pas de
faire le calcul de leurs coefficients dans la série qui exprimera une fonc-
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tion de plusieurs variables; pour arriver & ce résultat, il faudra de
toute nécessité considérer de nouvelles fonctions qu’on associera aux
premieres. Comme dans le cas d’une variable, les nouveaux développe-
ments supposeront une relation d’inégalité entre les variables.

C’est M. Hermite qui a fait la généralisation pour deux variables de
la fonetion X, et de la fonction sin(z arc cosa). J’étends cette généra-
lisation & un nombre quelconque de variables pour les fonctions précé-
dentes, et aussi pour la fonction cos(n arc cosx), non considérée par
M. Hermite.

Indépendamment de I'étude précédente, j’ai traité diverses questions
s’y rattachant assez directement et qui m’ont paru intéressantes. Ainsi
apres avoir donné pour I'une des fonctions étudiées auparavant un sys-
teme d’équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, ainsi
que pour sa fonction associée, j’ai déduit directement de ces deux sys-
temes les propriétés principales de ces fonctions. J'ai donné aussi la
solution complete du premier. J’ai indiqué également, pour tous les cas
qui pouvaient se présenter, les valeurs de certaines intégrales doubles
qu’on n’avait calculées, dans 1’étude précédente, que lorsque les con-
stantes qui y entrent sont comprises entre certaines limites.

Ce travail est divisé en deux Parties : la premiére est consacrée i la
généralisation de la fonction X,; la seconde a la généralisation des
fonctions trigonométriques sin(n arc cosx) et cos(n arc cosx).

Je tiens ici & remercier M. Hermite qui m’a indiqué le sujet de ce
travail et, sur ce sujet, la plupart des questions que j’ai résolues.

PREMIERE PARTIE.

GENERALISATION DES FONCTIONS X, DE LEGENDRE.

On sait que les fonctions X, de Legendre proviennent du développe-
ment, suivant les puissances croissantes de a, de ’expression

-1
(1—2ax + a?) *.
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Dans une these sur I'attraction des sphéroides, M. Olinde Rodrigues,
en 1815, a mis la fonetion X, sous la forme

1 dn(xQ__I)n
1.2...n.2" dxn

Jacobi, en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, a retrouvé
cette forme. C’est la quantité

[ —ax —by)—(a+ b*)(x*+y*—1)] *

qui a conduit M. Hermite (Comptes rendus des séances de I’ Académie
-des Sciences, t. LX) a des fonctions de deux variables, analogues aux
fonctions X,. Cette quantité peut étre considérée comme une généra-

1

lisation de I’expression (1 — 2ax + a®) 7, si 'on écrit cette derniere

(IS

[(1— az)— a(z2—1)] %,
Posant

[((1—azx — by)p— (@+ b*)(x*+ y*— 1)]-5=2 a” b Uy,
M. Hermite a fait voir que I'on avait

I d”“""(x’+y2 — l)m+u
m! n!om+r dz™ dy™

Uln.n -

Ces fonctions jouissent de cette propriété que lintégrale double
fom,n U,.dx dy est nulle, quand m + n est différent de p + v,

les variables « et y, dans l'intégrale, étant limitées par la condition
2® + y* Z1. Mais cette propriété ne permet pas d’effectuer le dévelop-
pement d’une fonction de z et de y, suivant les polyndémes U, ,, dans
les limites 2? + y*<1.

Cest pour arriver a ce résultat que M. Hermite a associé aux fone-
tions U,, d’autres fonctions V,, provenant du développement sui-
vant :

(1 —2azx — 2by + a*+ b*)— =E a™b" Vo

Cette expression nouvelle peut étre considérée comme une générali-
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-4
sation de 'expression (1 — 2ax + a®) *, ou I'on a mis deux variables

x et y, et ol 'on a doublé I'exposant — é L’intégrale double

f Vi Viw da dy,
ol les variables sont limitées par la condition 2* + y*=1, est aussi
nulle quand m + » et p + v sont différents, et cette seule propriété
ne permet pas non plus de calculer les coefficients des fonctions V,,,,
dans la série qui représente une fonction quelconque de « et de y. Mais
on a

f UnnVondwdy = o

entre les mémes limites que précédemment, si 7 et » ne sont pas égaux
respectivement a g et v. Dans ce dernier cas, on a

fom,n Vm,n dx [l‘)" = T (m -+ n)l.

m-+n-+1 m!nl

D’ou P'on voit qu’on pourra déterminer les coefficients du développe-
ment suivant :

F(x:y) =2 Ann Vo

par la méthode qu’'on emploie relativement aux fonctions X,, ce qui

donnera
Amn 3 (m+n)! :ffF(x, 7)) Unndx dy,

m-+n-+r1 mln!

les variables, dans I'intégrale et dans le développement, étant limitées
par la condition #* 4+ y*=1. On pourrait de méme effectuer le dévelop-
pement de la fonction F(x, y) suivant les fonctions U, ,.

Avant de généraliser ces résultats pour un nombre quelconque de
variables, je vais compléter un peu I’étude des fonctions U, , et V.
et tout d’abord je vais indiquer une maniére curieuse de déduire les
secondes des premigres.
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Maniere de déduire les fonctions V des fonctions U.

On trouve facilement en calculant les coefficients de @®, a*b, ab®
et b° dans le développement, suivant les produits des puissances de a

-

et de b, de I'expression [(1— ax — by)* — (a®>+ b?) (2> 4- y*—1)] 7,

U= = (62 + 3xy* — 3x), U= = (5y*+ 322y — 3r),

U, =-0@Bx'y +y3—y) U,.=—-(3zy*+ 28— x).

DO =
MW |~

Enlevons, dans les seconds membres de ces égalités, les termes de degré
inférieur au troisieme, et considérons les égalités ainsi réduites comme
formantun systeme de quatre équations a quatre inconnues (x?®), (xy?),
(2%y), (¥*). Y’ai mis entre parentheses les quantités a®, xy?, 22y, v*,
qui n’ont plus leur signification habituelle si on laisse & U,,, Us,,
U, .., Uy leurs valeurs effectives. En résolvant le sysieme d’équations,
on trouvera, par un calcul facile,
I

I ] 1
(x“):;Us.o—gUx.n (zy )—TSUI,:“gUs,oa

1

5
(39)= %Um-— é Ui, (@)= Usi— g Vs

Les seconds membres de ces formules deviennent, quand on y rem-
place U, o, U, 2, U, ,, Uy par leurs valeurs,

1 1 1 I
x3— ;xz—VH, xy?— 5% = YA Vi,2y

! 2 L S
_7'3'—"}":§V0,3, xy—Gf—-24V2.17

ce qu'on reconnaitra facilement, si I'on se reporte aux valeurs suivantes
de Vo,a, Vi,27 V&,H V3,07

Vi =82°— 4.%‘, Vi.= 24‘2"}"2_ 4_‘”’
Vo.=8y'— 4y, Vo= 282’y — 4y .

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome V.
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En général, considérons les égalités qui donnent les valeurs de toutes
les fonctions U, ,, pour lesquelles la somme m + » est constante et
égale 2 £, et, supprimant dans les seconds membres de ces égalités les
termes dont le degré est inférieur & £, regardons les égalités ainsi
transformées comme formant un systeme de £+ 1 équations du premier
degré d &+ 1 inconnues =, 2*'y,..., x*y**,..., y*. On en déduira,
par exemple, pour x* y**, 'expression suivante :

(x"}"‘_") = aUyr + BUl,l'-—l + }’Uz,&...g ...

quelques-unes des quantités e, (3, 7, ... pouvant étre nulles.

Je dis que cette expression, quand on y remplace Uy 4, U, j—y) Uspeas. -
par leurs valeurs, devient, sauf un facteur constant, la fonction V4.

En effet, remarquons d’abord que le seul terme de degré % dans
cette expression est le terme * y*~* avec 'unité pour coefficient; c’est
une conséquence de la maniere méme dont on a formé cette ex-
pression. Cela posé, développons le polynéme aU, i + U, 4oy + .. .,
suivant les fonctions V, de cette maniere

aUpt + B U i +... —_':2 A V..
On déterminera A, , par I’équation

T L +v)! .
@y —1 “"‘ul;'!) =ff(“Uo,l+pUx,k—1+--.)UP,.,dxd)",

les variables dans 'intégrale satisfaisant & la condition &* + y2 1 (*).
D’ou I'on voit d’abord que A, , sera nul si p. + v est différent de £,

car chacune des intégralesfoo,k U, do dy,f Ui Uy dx dy,. ..

sera nulle. Il faut done que p + v soit égal a £.
Si l'on se rappelle la forme sous laquelle M. Hermite a mis la fonc-
tion Uy, on verra, par une transformation facile, que I'intégrale

Ay

ff(ocUo,k+§Ul,k_x+...)UF,vdxdy

(*) Je ne répéterai plus cette condition qui intervient dans toutes les intégrales suivantes,
elle sera sous-entendue.
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est égale &

€

! ity . . v, AU+ B U gy =+
IR (__’)Wf [ (2% 4 2 — Okdxfdyv, )z dy.

Maintenant, on reconnait clairement, puisque le seul terme de de-
gré k, qui existe dans (« U,y + BU, 4y +...), est "y, que l'in-
tégrale précédente sera nulle, si I'on n’a pas p=~4, v=4— 4. Le
théoreme est donc démontré. Le coefficient de V, ;_, sera donné par la
formule

hi(k— )

A —_— i
LV — -
Al k1 ok

Equations linéaires aux dérivées partielles auxquelles satisfont
les fonctions U,,, et V,, ..
- Soit
dm-l-n(xQ —+ },-2 — 1 Yrtn
U= .
dx™ dyn

Considérons la fonction homogene

dm+u (xz -+ ,y-'.z — 22 )m-i-n

= dan s
on aura
xﬂ—i—fy‘d—]: + 3z a1 =(m+n)T
dx V' dz dz ’
ou bien
x 2—; + ¥ j—; —2(m+n)z d"‘""l(x*(;;{;;: = =(m-+n)T.

Silon fait z =1, dans cette égalité, il vient

([U . (]U (]"‘"'"(.’L" ""‘_?"2 - I)m-!—n--l _
Z e+ o —2(m—+n) d =(m+n)0,
d’ol1 'on tire
’ (lm+n ( x? 4 y.z —1 )m+1;—| _ dU ‘(1_['I _ B,
(1) 2(m—+n) dan dy _xa—;-kydy (m—+n)U,

3o.
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D’un autre coté, soit
S — (xz + ]-z __l)ln+u’

on en tire

a8 =2(m-+n)zx(x* +y—1)"",

dx
Différentiant cette égalité m —+ 1 fois par rapport & z, et n fois par rap-
porta y, on a

dmtnt2§ dmtnt (.Z" _*_'7-2 — I)m+n—1
—_——2(m+n)x
d ( ) dxm+ d].u

dm+n (x: —+ :rz —1 )m+n—|

+2(m—4+n)(m+ 1) dan dy
En tenant compte de la relation (1), on trouve donc I'équation sui-
vante, & laquelle satisfait la fonction U,

dU dU
dx

(2) dx?

dU dU '
__(m-%—l)[x(—z,-i —}-y‘(—i?——(m—i—n)U]_:o.

On a de méme I’équation

dU dU
U d[x%+y7;—(m+zz)U]
d]¢ ¥y d)"

——(n—i—l)[x%—%—y%g—(m+n)U]=o. ,

On peat remarquer 'analogie qui existe entre ces équations et |'équa-
tion différentielle du second ordre a laquelle satisfait la fonetion X,,.
Cette derniére équation est

d*X, dX,

(1 — x?) dar 2% gz n(n—+1)X,=o,
et peut s’écrire
dX,
&=X, d< dz X") dX ‘
—z —(n-+1)(x—— —nX,| =
dz: ar dzx : ") 0
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Effectuant les différentiations indiquées dans I'équation (2) et la sui-
vante, on met ces équations sous la forme

U d'U dU

dzer % (/xdy+(n o 2)xd—x

(r—2%)

———(nz—&—x)y—d—U +(m=+nr)(m+1)U=o,

dy

(3) , s
(l'— .2\d_U _x.‘_(g_-_.U— . (m—?.\ d'—U
Y g T ardy iy

—-—(n-‘.—x)x‘(—i—g—&-(m—i—n)(n +1)U=o.

Ajoutant les équations (3), on obtient I'équation

. d? 42U
(1= @) G + (=)
d*U dU0 dU

~—2xy‘w-—3x2; 3y‘a7j.—+(m+n)(m+n+r)[§:o,

4 laquelle, comme nous le verrons tout a I’heure, satisfait la fone-
tion V.

Cherchons le polynéme le plus général satisfaisant au systeme (3).
Soit Ax?y? I'un des termes du plus haut degré; je dis que I'on doit
avoir p + ¢ =m + n. Car il faut que les deux équations suivantes soient
satisfaites

—plp—1)—pg+ (n —2)p—(m+1)g+(m+n)(m+1)=o,
—q(g—1)—pg+(m—2)g—(n+1)p+(m-+n)(n-+1)=o.

En les ajoutant, on obtient, aprés simplification, I’équation
- (P+Q)(P+ g+2)+(m4+n)(m-+n+2)=o,

qui donne p + ¢ = m + n.

En les retranchant, et remplacant dans le résultat p par m—+n — ¢,
g s'élimine de lui-méme, et ’on a une identité. Ceci prouve que le po-
lyndme du degré m + n qui satisfait au systeme (3) contient plusieurs
termes du degré m + n.

Mais il ne faudrait pas croire que ce polynome le plus général est le
polynéme U, ,ou £U,,,; en d’autres termes, que le systeme (3) carac-
térise la fonction U, ,, en se bornant aux solutions qui sont des fonc-
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tions rationnelles et entieres. Il est facile de s’assurer qu’il n’en est pas
ainsi.
Si I'on suppose m = 3, n = o, le polyndme le plus général qui sa-
tisfait au systeme (3), est
11(5x3 -+ 3.%:}«"3 —_— 31‘)—-‘,—— K(2‘7'3 -+ szQJ,‘_ 33/.)

avec deux constantes arbitraires. Le coefficient de H est,sauf un facteur
constant, la valeur de U,,; car on a

U, = (bx°+3xy*—3x);

MI-‘

mais il y a un autre polynéme.
Si 'on suppose m =3, n =2, le polyndome le plus général qui
satisfait au systeme (3) est ,
H(y2°+ 30x%)* + 152y  — 102® — 18xy* + 3x)

+ Ky (1202 +1602°y* + 243 + o y? — 120 2% +15),

avec deux constantes arbitraires H et K. Le coefficient de H est, sauf
un facteur constant, la valeur de U; ,; caron a

[]3,3:%(735s +3oxy?+ 152yt —102° — 18xy?+ 3x).

Je vais démontrer, en général, que le systeme (3) est satisfait par
deux polynomes du degré m + n, et indiquer un moyen trés-simple
de calculer les coefficients de ces polynomes.

Pour cela, je remarque que la solution complete du systeme (3) con-
tient quatre constantes arbitraires. En effet, si I'on se donne pour

x = o, y_o les valeurs de U, dU dU ddzd » on en conclura les
d*U “
valeurs de U d — et de &

En différentiant successivement par rapport & x et par rapport & ¥
les équations du systeme, on aura quatre équations qui donneront les

d U U dU  a°U
valeurs de —— T dy dwd B Ces valeurs seront finies, car le

determmant du systeme de ces quatre équations est

(1— &) (1—9*) (1 — 2* — »2).
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En continuant de la méme maniere, on verra que toutes les dérivées

successives de U pourront s’exprimer au moyen des valeurs arbitraires
dU dU ot d*U
dy 7 dxdy

solution complete du systeme d’équations aux dérivées partielles ne
contient que quatre constantes arbitraires. Cela posé, je cherche un
systeme d’équations de la forme

données primitivement & U, 5— - On conclut de la que la

d:p d:P dp , dP o
(1 —2x?) == T xydxd —+ hx — Tz +h'y dy + NP =o,
d*P d:P ap dP

(l——y)d.7 xydxd —}-laxd + Ky l}—i-—/n'P—o,

mn
xm l‘},-

Pour cela, je différentie 72 fois par rapport a x, et n fois par rapport
ay, les équations précédentes; j'obtiens alors un ‘systeme d’équations
en U, analogue au systeme (3). Les coefficients seuls different dans les
deux systemes. Je détermine ensuite A, A, A", k, ¥/, £, de maniere que
les coefficients correspondants soient les mémes.

On trouve sans peine que le systeme d’équations cherché est, en po-
santm +n =g,

dp: 4P dp

tel, qu’en posant ~ = U, la fonction U satisfasse au systeme (3).

(1—2) 5= —xy 57— +2(¢ —1)2 5— — yg——i—zqP::o

s dz? < dx dy dx dy ’

@) L dp d°P LAR_dR
((:—y)dy ydxdy +2(g9g— dy‘ ¥ +2gP=o.

Les solutions générales des systemes (3) et (4) contenant chacune
quatre constantes arbitraires, on déduira la premiere solution de la
seconde.

Or je vais démontrer que ce systeme (4) a deux solutions polynomes
du degré 2¢, I'un ne contenant que des termes de la forme Ha**y?®,
Pautre que des termes de la forme Ha?*+!y28+1,

On reconnait tout d’abord qu’un polyndme ne peut satisfaire a ce sys-
teme que s'il est du degré 2¢4. Soit, en effet, Az*y* un des termes du
degré le plus élevé. On doit avoir les deux équations suivantes :

—h(h—1)—hk+2h(q—1)—k+29g=o0,
—h(k—1)—hkk+2k(q—1)—h+2g9=0,
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qui peuvent s’écrire
(h+1){2¢g—h—k)=o0,
(k+1)(2q—h—k)=o,
d’olt
h+Fk=2q.

Cela posé, soit P 22 ay»o*y" un polyndme du degré 2 ¢; cherchons
a en déterminer les coefficients de maniere & ce qu’il satisfasse au sys-

teme (4). ‘
On aura une série d’équations analogues aux suivantes :

z'(!i‘*‘ 2) tpray = (P + v — 2¢) %
(v +2)ape=(p +v—2q)

Supposons que I'on ait p. + v = 2¢ — 1. Comme «,., est nul, on
voit que a,, le sera également. Donc le polynome ne contient pas de
termes du degré 2g — 1. On en conclut immédiatement qu’il ne contien-
dra pas non plus de termes du degré 2 — 3, et en général de termes
du degré 24 — £, k étant impair.

Donnons-nous la valeur M de c,,,. L.a premiére des équations (5)
nous déterminera, au moyen de M, les valeurs de sy 50, Cogs,0r--+»
%0, ¢t 'on aura

g0 =M, otzy29=—gqM,
kq(q-—x)(q—z)l. ..(q-——/z—f—r)M-

Kag—2k,0 — (— 1)

La seconde des équations (5) nous donnera successivement

hglg=1)(g—2)...(q=h=+1)y

1 &l ’

h(h—1)(h—2).(h—k+1)q(qg—1)(g —2)...(g —h =+1)
Kl - h!

Qiag—rh,2 == (— I)I"H

Sageris,zh = (— 1)A+E M.
Nous déterminerons donc ainsi, au moyen de M, tous les coefficients
des termes a*y”, dans lesquels p. etv sont pairs, et pas d’autres. Par
conséquent, nous trouvons un polyndme qu’il est facile de mettre sous
la forme M (2* + y2 —1)7. .
On peut faire a ce raisonnement une objection. Je ne me suis pas servi
de toutes les équations (5) ol entrent des coefficients cta, _sp 055 mais il
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est facile de voir que, pour les valeurs précédentes de ces coefficients,
toutes les équations qu’on déduit de la premikre du systeme (5), en
donnant & v les valeurs 2,4,6,..., et qui sont celles que nous n’avons pas
employées, sont satisfaites d’elles-mémes. Le type de ces équations est

(2g — 2h + 2) otygspio, = — 2 (h — k) ctsgt, 2t

Sion remplace dans cette 6quation «yy_spis ox €t Zag_ssox par leurs
valeurs trouvées précédemment, elle sera satisfaite identiquement.

Si I’on se donne la valeur N de a.,,,,, on déterminera au moyen du
systeme (5), et sans la moindre impossibilité, tous les coefficients o, .,
dans lesquels p. et v sont des nombres entiers impairs, dont la somme
n’est pas supérieure & 2¢. On obtiendra ainsi un autre polynéme, im-
pair en z et en y. Comme on a employé toutes les équations (5), onn’a
que ces deux polyndmes. Il leur correspondra pour le systeme d’équa-
tions (3) deux solutions qui seront des polyndmes du degré m + n,
dans chacun desquels les exposants de z, et ceux de y iront en variant
de deux unités; mais tandis que, dans le premier, les exposants de x
seront de méme parité que m, dans le second, ces exposants seront im-
pairs si 7 est pair, et pairs si 7 est impair.

Je passe maintenant a la recherche d’un systeme d’équations aux dé-

rivées partielles auquel satisfasse la fonction V,, ,.
Ona

(6) (1— 2ax — 2by + @*+ b*)™ :2 @ 0"V e

On en déduit, en différentiant 1’égalité précédente, successivement
par rapport a x, y, aetb,

(7) 2a(1-— 2ax — 2by -+_a2+[;)—:_-2ambn£_‘%_n,

(8) 2b(1—2ax — 2by + @ +b)“’—‘2a"'b"d‘;:"’

(9) 2(z —a)(1 —2ax — 2by + a* + bz)—zzz .
(10) 2(y — b)(x—zaa:——zby+a’+b2)—2=2 na™ b= Vp o
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Comparant successivement les égalités (7) et (9), (7) et (8), (7) et
(10), (6) et (7), on conclut

v ‘
(.Z' S )2 ar bn (_%;: —_ (52 ma—! anm,m
dvm,n - m n‘[V"""
(‘Zab—?f——bgab-(—&—?

d‘f”"" — m fn—1
(J—/))Eab - _aznab Von

2a2 amb'Vy = (1 —2az — 2by + a* + b”)E b (—'g—dv——g';""a
d’ot 'on déduit les relations suivantes :
dVen dVain
(I I) x dr —_ dz =m Vm,n,
d Vm—l,n (l Vm,n—l
(12) & dz
- d \rm.n (l Vﬂ'."——|
(I 5) ‘)/‘ dx -_ dx = (n —+1 ) Vm—l,n+l,
A 2V . dvm,n —ox de-—x,n _ de.n-t dvm—-z,n . d Vm,n—:.
(14) 2Vain= dz - dx VY dz T Tdz T T dzx
A ’ L : 4 . m—2,n l m, =2
Dans la derniére égalité, je substitue & la place de d‘;x gt - le
m—i,n VM."——I . r
leurs valeurs xfl—l;x— —(m =)V, et yd Tr — nV,_, . tirées

des relations (11) et (13), apres qu'on y a remplacé, dans la premiere,
m par m — 1, et, dans la seconde, n par n — 1. Il vient alors

_ de,n _de-x,n -, dvm.n-l
(18) (m+n+1)Vu,,= R Pl fe ra
Différentions par rapport & = : nous aurons
(mtnga) Wome Vs @Vt AV
dz ~—  dz* ¥ Tz AT

Mais
dvm—l,n — de.n
de T 7 dx

—mV, .,
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a cause de P’équation (11);

dz V_m-—x,n . d:\rm,u

=2 —(m —1
dz? dz ( ) dz

a cause de la relation précédente; enfin

d*Vani @V
dz* ~ dxdy ’

a cause de la relation (12), et cette derniere expression est égale, en
vertu de I'équation (x1), a

d* Vo, m AV
% dz dy -7 dy

Donc on a, apres réduction, I’équation

@ Vnn AV
s(lﬁx) dz* ydxdy'
(16)
e 3 dv'"’"+m‘dv"""+(m+n+z Vo=
\ —(n+3)x dx dy +2) Von = o.
On trouverait de méme
[ 2 de,u__—x szmn
‘(I_‘y‘) dy? dz dy
(r7)  «
3)y EVmn |y Vo i 4 2) V=0
( —(m+3)y &y x . =0,

En ajoutant ces relations (16 et 17), on trouve I’équation

2y @V, - ) d*Van oz d*Va,n
” (1—a?)— = + 1=y dy Y dz dy
1
(lV,,,,,, ‘de,n —_
_3x_(1? — 3y —W—l—(mﬁ— r)(m +n—+2)Va,=o,

a laquelle satisfait, comme nous I'avons vu plus haut, la fonction U,, ,.

On peut remarquer que ces équations (16) et (17) peuvent s’écrire
31.
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de la maniere suivante, en y remplacant V,, , par V:

[ dV dv 7]
ﬂ_xd _xTx— +}—J?+(m+n+2)V_
dz? dz
" dV dv ] ,
+m|xr——+y—-—-+(m+n-+2)V]=o0,
dz 7 dy |
A dv 7T
&V .d _x—J; +y —075:-i—(m-—i—n—ql—a)VJ
a:.;,.-: d]
“+n -xd—v + 4y +(m+n-—l—2)Vﬁ =0
| dx Y dy 1

Cherchons & satisfaire aux équations (16) et (r7) par un polynome.
Soit Ax?y? I'un des termes du plus haut degré.
On a les deux équations

—plp—1)—pg—(n+3)p+mg+m(m-+n-+2)=o,
—q(¢g—1)—pg—(m=+3)g+np+n(m—+n-+2)=o.

En les ajoqtant, on trouve, aprés réduction,
—(p+q)(p+q+2)+(m+n)(m+n-+2)=o,

d’olt
P -+ g=m -+ n.

En les retranchant et remplagant dans le résultat p* — ¢* par
(p—g)(m~+n),

on obtient une équation du premier degré, qui, combinée avec I'équation
p+qg=m—+n,

forme un syétéme dont la solution est

p=m, ¢g=n.

On voit donc que le seul terme de degré m -+ n du polynome, qui
est la solution du systeme (16) et (17), est un terme en a™y”.
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Pour donner une application de ces équations aux dérivées partielles,
je vais en conclure les égalités

/ ] Um,n"g&,v dx (l'}" = o, f fUm," Up.,v dx d}' = 0, f \’hm,n \rl;.,-, dx d)" == 0,

quand m + n est différent de p 4 v.
Reprenons I'équation (18), dans laquelle nous remplacerons suc-
cessivement V,,,, par U et V; nous obtiendrons ainsi deux équations.
Multiplions la premiere par Vdx dy, la seconde par Udz dy; retran-
chons les résultats, et intégrons entre les limites 2> + ¥* < 1; il vient

[(y+v)(p+u+z)—(m+n)(m+n+2)]fodedy
_ffr—x2< xU—— dv>dxdy+ffr——g ( dU dV)dx(lr
d*U d*V
—2f]xy<Vd dy'_Ua’xd]) dz dy

dU_ dv dU v\ ,
__3[f ( z;)dxdy—3ff_7 (VH—}—F,——U-JJT) dz dy.

Nous allons démontrer que le second membre est nul.
Pour cela, je remarque que 'on a les identités suivantes :

(o dU eV dU dv
"“"’)<V75“Ua}7>— x(“az*”w)

(o dU dv
_d[(‘_”"‘f)(vﬁ‘uﬂ?ﬂ < d*U wa)
= dz 7\ I d

AU d du _dv
m-w)(v =~ U ) ( Uzz;)
dUu  _dv
_d[(l_xz_, (v Udy>] T dy
— d d‘y.z d]: ’
d*U d*v dU  __dV
—xy(vdxdy—dedy> ——x(V%-—U%>

dU dv
Ao (V%) | oy SV 4U _ 40 ¥
- dy - Y ’
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[ dU d*V ( dU . dV)
— e 7 — —_ —an V e D
x (‘ dz dy dz dy dy

- dU dv
d[ (\ dy UW)]JNW ((IU dV  dV dU>
== dx .

Si I'on observe, en outre, que les intégrales

. o fedU L dV

J e,
dzx 4
dU dv

[TEC=d\ =

sont nulles, on verra que le second membre de la relation donnée plus
haut se réduit &

T o L +1roqu 4V
vil_vY ]d f [V—-—U—] dz
/ [ dz | dy — " dr ],

1

du Ay
“/ dx[”( dz )] f [ ( dy Udyﬂ
L’indice 2, qui se trouve & droite de deux crochets, indique que 'on
a la différence des valeurs que prennent les quantités entre crochets,
lorsqu’on y remplace successivement & par + y1—y* et — y1— y2.
L’indice y placé a droite des deux autres crochets a une significa-

tion analogue.
Je vais’démontrer que 'on a

dv ! dUu dU
[ v vt m e (v o)

Pour cela, je considere un terme quelconque Az?y? du polynome

U _y dV, nous allons voir qu’il donne dans les deux intégrales le
dx dz

et

‘V
méme résultat. Ce résultat est zéro, si p est pair, et aussi, dans le cas
ol p est impair, si ¢ est impair. Dans le cas de p impair et ¢ pair, les
deux résultats fournis par le terme en question, dans les deux inté-
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to
~1

grales, sont
X I
4A / (Vi=p ) yredy et 4Af 2+ (J1— 24 ) da.
e o

o
Or on passe du premier au second, en posant y = V1 — z*. De méme,
les deux autres intégrales du second membre sont égales, de sorte que
les théoremes annoncés sont prouvés.
On a du remarquer les fonctions

dUm,,u . dUm,n

—_+ de.n R dV,,,,,,
dz . Y dy

dx dy
qui entrent dans les équations aux dérivées partielles. Ces fonctions
peuvent étre considérées comme naissant du développement de cer-
taines expressions, qui ont une relation trés-simple avec celles qui
engendrent les fonctions Uy y Vi pe

On prouvera sans difficulté que 'on a

x —(m +n)Un,., = + ¥ +(m+n+2)V,..

2(1—2ax — 2by + a* + b*)~*"

dvm.n dvm,n 7
_._za b [xa,—x—+] +(”Z+n+2)Vm,n]1

dy

(@+0*)[(1 —azx — by — (@ + b*) (2> + y* — 1)]
dUm.n . dUm,)z
:2 arb [.2‘ dz + ¥ dy —(m + n)Um,n]‘

On peut se servir de ce dernier résultat pour obtenir directement,
et sans employer la forme que M. Hermite a donnée aux fonctions U,y .,
le systeme d’équations que nous avons déja trouvé pour ces fonctions.
Je n’insiste pas la-dessus. '

i

Il m’a semblé intéressant de donner la solution compleéte du systeme
d’équations dont la fonction U,,, est une solution. Nous avons trouvé
une seconde solution, qui est un polyndme; mais il en existe deux
autres que nous allons indiquer. Pour cela, je reprends le systeme (4.
Remarquant que les premiers membres des équations de ce systeme

sont des dérivées, on en conclura

dP dP
g(x—x)z}——xyzf-kqul’_cp(]),

dP ap

(r9) |
! (r=27)gr —# gz TP =19(=)
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d?  dP o
3 & . rQtp b . Yeerirs s o
En résolvant ce systeme par rapport a o et - on Pécrira de la

maniere suivante :

/] .
| (=2 ) G+ 2qeR = o ()1 — )+ (),

! ¢

{19) dp
( (1—a2t=y?) 7= + 2P =d(2)(1—2*) + 2y 9 ().

On en déduit, en différentiant la premiere de ces équations par rapport
a y, la seconde par rapport a a, et en retranchant membre 3 membre
les relations résultantes,

dp dp , YT
sig+n) (2 5 —r G ) == ()= 3relp)+ 3w dle)— (1= ¥ ).

Mais les équations (rg) donnent

dP  dP o
o TV =EvE) el

z
de sorte qu’on a, entre les fonctions ¢ (x) et ¢ (y), Ia relation

(1—z ) (2)+ (2 —1)2Y(2)= (1 — ) @' () + (29 — 1) yo(r).

Chacun des membres de cette équation est évidemment égal & une
méme constante A. On en conclut les valeurs de ¢ () et ¢ (v), savoir :

Y(o)=B—a) T+ A(—a) [___,-

. L _L o dy
P ()= ClrmpfF a7 [T
O (1—p2)f

Portons ces valeurs dans les équations (19), et résolvons la premiere
de ces équations. On trouve, en posant

P= (I - xz“‘J"’)qQ,
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e e
e}

1 — x-.-_J.:)q-;—l

Ly - x :
+A(l'—}‘2)ﬁ’f & \f de
oy pefTTo (1@t

x(x———x’)q_

Pt Anky x 2']"’"'-_‘?
+B}f (II ) df-&—Av[ dz o (1—27)
0 -

— 23— p2)q— (1— 22—y

RN

o[-
-

\'

]

&

Résolvons de méme la seconde des équations (1g'). En posant
P=(1—x—y)1Q,

on trouvera pour Q' une valeur analogue a celle de Q; seulement il y
aura dans Q' une fonction arbitraire de @, y (). Il faut avoir identi-
quement Q' = Q. J’écrirai cette identité de la maniere suivante :

z(1— )" ‘d.z s [ dy
+B[ff =z ) fom]
1 x
x(l——.z"-‘)q_if ___dx -

x / 7+7
+A yf dz ° (1—)
L Jo

(I —_— x:__),-z)q-é-l

1

—(I_‘xz)qﬁj;z(l_d;)“%ﬁy(l_xi q’_l_|_f dxf TTT——H g

J 27_L2 0l L z
_ yo—yf 7y q+?f _dx
—X(J‘)+C[x~/; (x_wz_],ﬂ):ﬁ-l (l ‘7 ) . o (I—-.Z"—J"z)f‘“ .

7—7 r d)"
| [ f—-~

+L

{ (I__},‘z)q )
+A d
txﬁ y (I__xz_},.:')q+l
27"‘i 7 d}' “
-—(I—}”) 2u£ (l—yz)q_‘__;_‘/; (1—-x- q+l+ yf ]—.'):‘2 l{+1 *

Les termes sont disposés de maniere que le premier membre ne con-
tient que la variable y, et le second membre que la variable , éomme
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je vais le faire voir. Je le démontrerai pour le second membre. La
dérivée, par rapport & ¥ du coefficient de C, peut étre écrite

ay(1— )2 Y — zdx

= .’L""—-—}"“)q"" -+ :)(q -+ I)}"(l - ;V‘) J, (1 _"'x‘ :"__—““_'J_._,)q+2

,q—% * dz
R e

e« 0

St Pon integre par parties le terme du milieu, en considérant
o xdz
(f— .21‘7—]‘2)7""
immédiatement que I'expression précédente est nulle. On verra qu'il
en est de méme du coefficient de A. Donc, en définitive, il faudra
égaler les deux membres de I’égalité précédente & une constante D, ce
qui donnera

comme une différentielle par rapport 2 z, on reconnait

S Tt dx
P=D(1—a—y)1+ Cli— ) (1 — x-—-y*yj (1 — z* — yi)r+

o

C B — T e [ ;
“‘B(I .ti') (1 2 —y )qfc: (I_x'.’__y.'.')q-i-l

% X dx ) d
+(I_x2)q+—f x‘/ zJ 2\ gt
° 1+75 Jo (1 — 22— )¢

(1—2)

. /ll‘ ) ([x (1‘},- —“‘]
Jo Jo (t—z—pr |
Il est facile de voir que le coefficient de A est le second polynome que
nous avons déja trouvé comme solution du systeme (4 ). Cherchons en
effet les solutions de ce systeme qui sont des polynomes. Reportons-
nous au systeme (19). Il faut que ¢ (y) et ¢ () soient des polynomes
entiers. Or, dans ¢(y), le coefficient de A est un polyndéme entier.
C'est ce qu’on reconnait immédiatement au moyen de la formule de
réduction

Y dy (g~ I)f"' dy 1 r

2q —1

1
e (i) °
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Done B = C = o. Mais le systeme (19), pour étre satisfait par la solu-
tion (2® +- y* —1)?, doit avoir ses seconds membres nuls. Done si A
est différent de zéro, il n'a plus pour solution que le second poly-
nome, qui, par conséquent, est le coefficient de A dans la solution
générale.

Mais il est facile de démontrer directement que le coefficient de A,

" que je désignerai par E,, est un polynome du degré 2¢, ne contenant

que des puissances impaires de @ et de y. D’abord on voit que E,
change de signe quand on change @ en — =, et aussi quand on change
v en —y. Done si E; est un polyndme, il ne contiendra que des puis-
sances impaires de «x et de y.

Si I'on considere les égalités

N dz 1 z . 1 [z dz
ot - Py
o (1—8—2P o1 —) 1 ——2z o(1—t) ], 1—8— 3

on reconnaitra que I'on a

o N Ve (lj}" ¥ [-.r dx
E‘”“”“‘“*””‘”[;VE T s,

E 2
g 1—x*—y

z r \
__Z.fx dx __l_f (lx( I 2[‘ d;}" 1)]
2 ), l—2)(1—22—p*) 2 J, 1—zx* ], 1—2'—y

x lg\/r—-x’—!—y_yf‘” 2 dxz
o

1—x* 1 — 2?— ¥

- 1— z* ° I — x2— 2
Y

oz dy +rf“" dz ___7_‘]"'” dx
“EL (—x—y 2 ), 1—x—yt 2 ), (1—a?)(1—2—y?)

3a.
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Donc, finalement, E, = @xy. La proposition est donc vraie pour ¢ = 1.
Je vais faire voir généralement qu’elle est vraie pour une valeur quel-
conque de ¢, si elle 'est pour la valeur ¢ — 1.

On a

/‘3 dsz . 1 3 2q—1 f ,
Jo (1-—t’——z’)‘1+‘—2q(1——t1)(1——2’—52)‘1 2q(1— ¢ (1—t2 EDL

j“ dz l__:__22((17—?:) ®  ds — 1—1 z _
o (,__z-.»)""'? q o (I—z’)q 2 2 ¢ (1_32)7 3
e i dzx
Si I’on remarque que 'expression (1 — 2?) f ————7 est un
0 (1— a2

polynéme du degré 2¢ — 1, on reconnaitra la vérité de I'égalité sui-
vante, & un polynome pres du degré 2¢,

E,= q;I (1—z'— y*)E,—,

+ (11— 22— :)q['zqf l—x’—y 2qf 1-—x’—y)
q—-rf /’ dxdy _f f _ dxdy ]
(1— z*— y2)4 (t—2*—y )7+'

Le facteur entre crochets dans le second membre est une constante,
car on reconnaitra facilement que ses dérivées partielles par rapport
a2 et & y sont nulles. Le théoreme est donc démontré.

Nous avons indiqué antérieurement la maniére de calculer les coeffi-
cients de ce polynome. On trouve, en représentant par Agp., opes le
coefficient du terme en x***! y***' dans ce polynome,

. — M( — 1 )b+ ghth ! ! !
Astarshn = M(—1)irhats lg—(k+=h +1)]! 1.3.5...(2h+1) 1.3.5... 2k +1)’

M étant une constante indépendante de % et de £.

D’apres une formule de réduction indiquée précédemment, on verra
facilement que le terme dont le coefficient est B dans I'intégrale géné-
rale du systeme d’équations aux dérivées partielles peut se mettre sous
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la forme

Vi—axiry

Vi—zi—y

—rt 3.5, .(2¢g—1) (1 —2—p)7
By xP-;—B‘ 4629 S log

P étant un polyndome du degré 2¢ — 1, on mettra le terme en C sous
une forme analogue.

Développemenit effectif de la fonction Umn aw moyen des fonc-
tions V, et de la fonction Vn. au moyen des jfonctions U.

Je vais faire deux applications simples du développement des fonc-
tions qui résulte de la considération des polyndomes Uy, Vy . Je vais
calculer effectivement les coefficients des fonctions V dans I'expression
qui donne U, ,, et les coefficients des fonctions U dans le développe-

ment qui donne V,, ,.
Um,u :EA;L,V Vy.,y-

Soit
A F,yfwa U,.. dz dy :fo,,,,,, U.,.dx dy.

On voit immédiatement que p + v doit &tre égal & m + n, et que p
et m doivent étre de méme parité pour que A, , ne soit pas nul. On
peut donc poser u = m — 2%, v=n + 2, 2% pouvant prendre toutes
les valeurs entieres paires comprises entre — n et + m, et 'on aura,
en effectuant un calcul facile,

On aura

1 (m—Fk+1)...(em—ak)(n+Fk—+1)...(2n +2Fk)
p¥m-an m! n!

Vm,n :2 A By UF;‘/ .

On déterminera A, , par I’équation

A y,,ufoy.,-; ‘rp.,-, dx d]‘ :f] Vln,u V(J.,v dx d:,.

1\ m—2k, np-2k =

Soit de méme
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Pour la méme raison que précédemment, on pourra poser
'Vm,u _:Z Am--'_‘k, n2k Urn—zk, n-2k»

2k variant entre les mémes limites que tout & 'heure.
M. Hermite a fait voir que Uon avait

[ [(1 —2ax —2by + @ +-0)" (1 —2d 2 — 2b'y 4+ @t ) dx dy

1 L=
— T arctang ab'~ba' ‘
-z T ———— s ki
ab’—ba * ® 1 — ad — bl

f f (2 anbe w) (2 v b V) dz dy

=T arctang Y=
T ab'— bd g —

¢’est-a-dire

On conclut de la la valeur de A,k nox- Le calcul étant tres-facile, je
vais me borner & énoncer les résultats. On trouve

Apetbngu =(— )" m+n+1)(m—2k)!(n+2k)!

a=a"

B 1
>\2(20:+r)(ac+/r)!(a—lf)l(m—lr-—a)!(n+k—x)!’

a=e'

o est un nombre entier. Voici comment on prendra les limites o’ et &”.
Si % est positif, on prendra « = £, etsi £ est négatif o’ = — £. Ainsi &
est toujours égal a la valeur absolue de %. Pour la limite &”, nous con-
sidérerons divers cas. _
. Soit d’abord m < n. Si % est positif, on prendra o’ = — £; si £ est
négatif, on prendra, pour «”, m — £ ou n + %, suivant que la valeur

absolue de 2% sera moindre ou plus grande que n — m.

Soitrn = . On prendra «” =m — %, si k est positif, et, dans le cas
contraire, &” = n + k.

Soit, en dernier lieu, > n. Si k est négatif, on prendra la valeur
o’ == n + k, sinon, on prendra pour «”, soit m — £, soit n -+ £, suivant
que 2/ sera plus grand ou plus petit que m — n.
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Définition des_fonctions Unmm m,... & 1 variables, et forme analy-
tigue remarquable sous laguelle on peut les mettre.

Je passe maintenant & la généralisation des fonctions X, de Le-
gendre, pour un nombre quelconque p de varviables. Les nouvelles
fonctions Uy ... naissent du développement suivant :

(1—az —by—cz—...p— (@b c*+... )&+ )+ 2. —1)] ¢

)
§ : ’ ol
e fym 721
el anb™ e, -Um,m’,m”,. )

ou les quantités a, b, c,... sont au nombre de ., ainsi que les varia-
bles x, y, z....
Je vais mettre la fonction Uy, 7., sous la forme suivante :

/

I
5 Uty = mim Ll ... gntmlemi
( 20) dm+m/+m”+'~- (xz + 7‘2 ezt .. — l}m+m/+m”+~ .
< dzm dy™ dz" ... .

Pour cela, je me servirai d’une forme particuliere de la formule de
Lagrange, employée par M. Hermite dans le cas des fonctions U,
4 deux variables.

Soit
(21) j(u):u-—F(x—}—ﬁu,y—i—éu,z—l—-‘i'u,,..):o,

2 2 2 y
une équation a une inconnue u. L’une des racines de cette équation se
réduit pour a=o0,b=0,c=o0,...2 F(2,y, 5,...). On aura la for-
mule suivante, ol z désigne cette racine,

; )
a /] c
X+ —-U, V+—-U, T+ Uy
(1)< gy 2 >

(22) ¢ 7lw)
y__ abier et anir s Pk (5 B2, 1 e
:H mim/l m”l,.. omtm/+m+... (]x"‘({y"’" dzn” ..

Silon fait F (&, y,5,...) = a* + y* + 2° +... — 1, équation (21)
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deviendra

. w \? b 2 c 2
:F(I;)::zt——<.r+ ;u) —<J'+§u) —<z+;z¢) e 1T=0,

s

ou bien

a--b4-ct ...

Fluy=— — W (1—az—by—cz—...)u— (2'+y*+ z*+...—I)=o.

La racine qu'il faut considérer est

—(—az—by—.)+Vi—az—by—.p=(@+b+.. )@+ y+...—1)
— (@ -+ +...)

U=2

Par conséquent

ol

Flu)=|(1—az —by—cz—..)p — (@ + b+ ¢ +..) (& + y + 2 ... —1)]%.

Sil'on fait @ (x, y, 5,...) =1, la formule (22) deviendra

(l—az—by—cz—... = (@ + b+ +... ) (& +y'+ 5 +...—1)] |
ar bm,C'"”. . dm=m! m! e« (x2+ ¥ g, )m+m’+m”+
-—2 mlm'Im”|.., gm+olsn+.. dz"dy™ (lzm”. ~

o~

ce qui démontre 1’égalité (20).

Théoréme sur une intégrale multiple.

Il est facile de voir qu'on a la relation

(23) [f/um,m’,m”,... Un,n’,n”,, . dx d)" dz...=

les variables étant limitées par la condition m”—l—y* +z* +...§r,
quand m 4+ m' 4+ m” +... n’est pas égal A n + n’' + 0" +..
Je le déduirai de la formule suivante facile & demontrer

~ drm' el (4 g g2 el
[[ F(xyry Z-.-) ( dx,;?:iym/dzm//.‘ ) dxdy’a’z...

e+ el e F x’ ¥s Fye s )

=(—p)ren e fff dedy™ dz™ . (& A 3 =) d e dy .
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Sil'on fait F(z,y, 5,...) = U, v, et que la somme n + »'+ n'+...
soit inférieure 3 la somme m + m’+ m” ..., le second membre de
la relation précédente sera évidemment nul. [’égalité (23) est done
démontrée.

Cherchons la valeur de U'intégrale multiple

(24) fffum,m’,m”,, N Un,n’,n”.u. dx d]. dS, ceey

quand ona m +m' +m’'4+...=n+n'+ 0’ +....
D’apres I'égalité précédente, cette intégrale est égale &

I I 1
mlim'tm"l. .. nlp/ln"l, ., gmem' il el

tpenl . 2 2 (TN
) " \ el bl - dm+n+m +n/ 4 (xz + .7.- + 32— I)n+nl+n -+ . d
X (1—a2t—p2— 22...) dxdydz....
. dzm+n dy 7 . !

La différentielle qui entre sous les signesfffest nulle, si les

sommes m + n, m' + n, m’+ n’,... ne sont pas toutes paires, et dans
le cas contraire, elle est égale &

(n+n'—+n"+...)!
m—+n\, m' +n' ' m” +n" '
> ! ; ! 5

On est ainsi ramené & calculer I'intégrale

(25) ff‘/‘(l—x’—y?——z“—-...)""*"'"*”‘”*"-'dxdydz. ..

Or on a, en général,

(m—+n)l(m+n)l(m"+n")... .

c* B,
(26)ffff(xﬂ+y‘+ B+, .)dxdydz:(./&)*‘_’_#f Flh)he ™ dh,
r(5)*
les p variables dans U'intégrale du premier membre étant limitées par
la condition
2+ 424 S

Annales scientifiques de 1 'Ecole Normale supérieure. Tome V. 33
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Donce I'intégrale (25) est égale a

\

T(ma4-m—+m"+. ..+1)

! B_ —
f\/;r.j“——-————-f (1— hymen’ e+ 7 =(7 )
(8]

28

De quelques autres propriétés des fonctions Unmm m,. ...

T <§ —m--m'+ nz"—i—...-ﬁ—l)

La forme analytique sous laquelle nous avons mis le polyndme
Uspmt ... Montre que ce polyndme est égal & une fonction de ?, 2,
z%,..., multipliée par un certain nombre des quantités =, y, z,..., nom-
bre égal a celui des quantités m, m', m”,..., qui sont impaires.Si’on fait
abstraction de ces facteurs «, y, 3,..., il est facile de voir que le poly-
noéme U me,.. Teste toujours positif, pour les valeurs des variables
dont la somme des carrés est supérieure a 1, et par conséquent, qu’il
ne peut s'annuler que pour les valeurs des variables dont la somme
des carrés est inférieure & 1. Pour le démontrer, je me servirai de la
formule suivante, bien facile & établir :

& Ugo,, ...+ ak_lbUIr—m,o,. L ak_zbﬂUlr—z,z,u,.,. +...

e f o B F 1.3.5...(2n—1) k(k—1)...(k—2n-+1)
== (ax + by + cz... )+ ...+ >.0.6. .on (an)]

> (ax + by + ¢z + (@ A Br - ¢ L (2P T B e — 1 )
Cette formule montre bien clairement que, tant que
XAyt — 1

est supérieure a o, toutes les quantités U; 4, Uiy 10,.. sont positives,
au moins pour les valeurs positives de , y, z,...; il en est évidem-
ment de méme, quand quelques-unes des quantités z, y, z,... sont né-
gatives, a cause de la forme «,..., z,... ® (2?, y*, 2%,...) de la fonction
Unt nt,...» S toutefois on fait abstraction des facteurs x, z,... qui peu-
venl se trouver, comme multiplicateurs de la fonction @.

Si 'on donne a y, z,... des valeurs constantes dont la somme des
carrés soit supérieure 2 1, Uy, ... augmentera constamment avec x,
& partir de = o5 si la somme des carrés de y, z,... est inférieure & 1,
Unm'me,. augmentera encore constamment avec x, mais a partir de
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<

3

x=y1—y*—z*—.... Cest ce que montre immédiatement la for-
mule précédente.

Je vais faire voir maintenant que, si I'on donne des valeurs con-
stantes, dans la fonction Uy, 7, 2 toutes les variables, saufune, par
exemple, aux variables y, z,... de maniére que leurs valeurs satisfas-
sent a 'inégalité «* + y* +... <1, 'équation en x

Um,m',In”,.H =0

aura m racines réelles par rapport a .
En effet, on a évidemment :

fl"""""”"‘"'(x’ +}":+ 3. — I)m-q-m’+m”—|-,..'

dy™ dz="""

=(2*-+y*+ 2 +o.—1)"L,

Z étant une fonction entiere de x, y, z,.... Donc

. 1 dm(xz_{__].'.',*_zz_l_...__I)mZ
Tomim I m"). . omtm m dam ’

Um,m’,m”, e

et, sous cette forme, le théoreme de Rolle suffit pour montrer que, rela-
tivement 2, I’équation U,, w7, = oadmet m racines réelles comprises
entre —y1—y*—z*—... et +y1—y*—z"—.... La méme dé-
monstration s’applique évidemment 4 une variable quelconque. On
peut aussi, pour démontrer ce résultat, se servir de la belle méthode
employée par Legendre, dans ses Exercices de Calcul intégral, pour les
fonctions X, car la forme analytique de la fonction U,y s, . montre
que Uintégrale

. -+ Y
f Um,m’,m”,‘,_ 9 ( x) dx

—V1—p—z— .

est nulle quand le degré du polynome 0 () est inférieur a m.
Je suppose, par rapport & a, ¢ racines réelles dans I’équation
Uonm! mo,... = 0, © étant moindre que m, et en faisant, pour un instant,

flz)=(x —2)(x—x2) . .(x — 2:)s

Z,, Ls, XLy, ..., x; etant les racines réelles.
33.
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Je poserai

ce qui donne I’égalité

2

+yY1—ri—zt— ..
f F(x)f*(z)dx =o,

—\/l—y‘-’—z=—-...

F () étant défini par la relation Uy mr,.. = F () f(2).
On en conclut que le polynome F () change de signe au moins une

9

fois entre — y1—y*—z*—... et +1—y*—3z*—..., sans quoi
I'intégrale, ayant tous ses élements de méme signe, ne pourrait s’éva-
nouir, de sorte qu’on peut ajouter une nouvelle racine réelle aux pré-
cédentes, et poursuivre ainsi jusqu’a ce qu’on soit arrivé a la limite du
degré de §(x); c’est done par conséquent 7 racines réelles pour «, et
en opérant sur y, z, ..., on trouverait de méme le résultat annoncé.
En opérant, comme nous I’avons fait pour les fonctions U,,, & deux
variables, on trouvera un systeme de p équations linéaires aux déri-
vées partielles du second ordre pour la fonction Uy e, Ce systeme
d’équations est le suivant, en posant

(IU_P‘dU_{’_ dU+ S U—p
x% )Id_y‘ Z?i; ..‘—(m—*"m m_f‘...) = N
d*U a'_P- d*U dP

T -—xdx—-(m-l—l)P:O, 717;—7 dy—(m’+l)P:o,...,

ou bien, en effectuant les différentiations,

(I—xz)@-—x iz_g___x» d*U , ” )dU'
dax? yd.xdf "dxdz—'"~+(m+m *2‘;12

“('7l+1)y37u;(M+x)zz_P_"'+(m‘*“m'-'r~m"—i—...)(m+x)[j:0,
(t— _’)d_’[_]__ x_d_zg___z a:u p dU
P g = &y dz r dydz—"'_*‘(m—"m-z)ﬁjf

—(m’—M)xi[—J—(m’-i—x)ng—- +(m—+m'+m”+ ! J ==
I By T w)(m' 1)U =o,
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Définition des fonctions Vo m,m,... et étude de U'intégrale

fff Um,m’,m”,, .. Vn,n',n". .. dl"d‘)’ dz....

Les fonctions V,, v . quil faut associer aux fonctions U, .
naissent du développement suivant :

(1—2az —2by — 20z —...+a*+ b* +¢* +...) 22 @b ¢ N,

wl¥F

On voit immédiatement que la fonction V,, v est un polynome
du degré m + m'+ m’ +... dans lequel le seul terme de ce degré est
un terme en 2™ »™ z™.... Je vais démontrer que I'intégrale multiple

@

ff‘/‘Um,m’,m”,_ .. Vn,u',u”,, . dx d]' ([Z BN

est nulle, si 'on n’a pas en méme tempsm=n, m'=n', m" =n". ...,
et je trouverai sa valeur dans le cas contraire.
Pour cela, calculons Pintégrale

(27)f[/Um,,,,r,,,,u,_“(l—zax—abuy‘—2cz—...+a’+b"+02+...)—7t1x(1y'dz.

Si 'on y remplace Uy ... par sa valeur, elle deviendra, aprés une
transformation facile,

o/

‘llllbmlcﬂ
——,—7,-————& E ). ﬁ—r'm+m’+m”+...——x
mim'Ilm”l... 2 \2 2

1— X — yP2— 32—, . .)m+m’+m”-1--~-
xfffdx dy dz... ( L ‘
§+m+m'+m”+~ =

(1—2azx — 2by —2¢z —.. 4+ @ + B+ ¢t +...)

Par une substitution orthogonale, on tranformera la derniére inté-
grale en la suivante :

_ [— 22— p2e— g2, )mrwm
B;:fffdx(b"dz... ( t - ) s
Y e emf

(t—2re 4 r2)? .

2

A

ol r=ya*+ b* + ¢* + ... avee la condition x* + y? + z*+ ...
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[ntégrons d’abord par rapportd y, z,...; nous aurons, en nous ser-
vant de la formule (26),

=1

T (/J‘ '—I> 1 “-"+m+m +m! - -
2

(1— 2rx + r2)?

Silon pose 2= (1—a?*)z, il vient

1
B mtml ! - Y

T'(m+m +m"+... -+1) f+' (1— z?)*

—1I
1‘(” S mem [=m” ., +1>

dz.

B=(yrm)"
/—L+m+m’+m”+--

Volt—2rx - r?)?

Calculons I'intégrale

1 (]_xz):—pm+m’+m”+-“——

—1 (I S )—+m+m’+m”+
—_ r?

C= dzx.

Nous déduirons cette intégrale des résultats obtenus dans le cas d’une
ou de deux variables. Le cas d'une variable nous conduira & la déter-
mination de I'intégrale, quand p est impair; le cas de deux variables 2
la détermination de I'intégrale, quand p. est pair.

On sait que

+1 +1 ‘ o
XoXvdr=o0 et Xidr =

-1 —1

an—+1’

done
-+ 1 2t
Xo(t—2re+r) *dr =

2n—+1

Or I'intégrale définie du premier membre de I'égalité précédente peut

g’écrire
=+ 1 t
I dr(xr—1 ) -1

m‘—f_ 1T re ) tda,

ou bien, par une transformation facile,

3.5...(2n—1) "nf-H (1—zy

2.4.6...2n — (1— 2,.x+rz)""‘
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L’égalité précédente donne done

[“H (1—a) 2 2.4..6...2n
Joo i—arm+ 1'?)"*";‘— an+1 1.3.5...(2n—1}

On voit, d’apres cela, qu’on connait 'intégrale C, dans le cas ol p est
impair. Soit g = 2p’ + 1. L’intégrale (27) sera égale, aprés réduc-
tion, &

! L L (m4+m'+-m'+..)!

/ ’
ok o ;
1.3.5. (e —1) a2 (pm4+m +m'4.)+1 mlm'Im"l .

Comme elle peut s’écrire

[f /vdx d}"dz Um,m’,m”, (2 ambm’ C"‘”--- \.m,m'.m”,,, )3

on en conclut que I'intégrale

ff dx df dz Untomr, . Vewan,

dans laquelle m et n, 72’ et n', m” et n”,... ne sont pas égaux en méme
temps, est nulle, et que, dans le cas contraire, elle est égale a 'expres-
sion précédente, divisée par a™b™ c™.... 1] est facile de déduire de ce
qui précede la valeur de

[{fdx"{]'dz(l*2m‘ —2by — 2¢F . A @b F

+[(1—dx—by—cay—(a*=+b*=...) (2 +)y*+...—1)] *.

Cette valeur est égale, en effet, &

n==x

ob/ 1 ! (ad' -+ bb' - ¢c’ -+ ... )"
1.3.6.. . (2p/ —1) o(p + n)+1 ’
n=o
Posant
aa' + bb' +c¢d 4 ... = a,

je suis ramené & faire la somme

n—e

ot . I - o - ot
22(y’—&~n)+—1—2g'+1 2 =3 ap 5 T

n=o
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Il est tres-facile de trouver cette somme. On a, en effet,

/= ) -
]ng 2[\/_&4_ (_!/3i2.+,,_:’—_—_~2\/a (;—h%—}—% -...>§

I—\/d I
donc
1 e x o ! ot " o'+t - )
ap +1 2p 3 a2p 45 T a’\ap 41 2p +3 T
1( 1+Ve 1 a @ o 1 )
=l lg YL 2% =)
2\« 1—yaz ' 3 5 2p’ —1

Il faut remarquer que la recherche que nous venons de faire de I'inté-
grale précédente suppose que r = ya® + b% + ¢* est plus petit que 1,
ainsi que aa’ + bb' + cc’+.... La méme observation s’applique au
cas ol u est pair et égal & 2.

Cherchons, dans ce cas, 'intégrale C. Nous nous servirons des ré-
sultats obtenus par M. Hermite dans le cas de deux variables, et que
nous avons cités au commencement de ce travail. On en tire

dm-!—n 1'2+]"‘— )m—l—n ) o )
mxn12n.+nff dzm dy (1—2ax — 2by + @ + b3)~'dx dy

_ mamb*  (m—+ n)!
T m4+n+1 m!lnl
d’olt

b

; (11— 27— ) dody=—7"—.
(1—2azx — 2by + a* + b2)m+e+! A ——

Sil’on fait une transformation orthogonale, I’égalité précédente devient,
en posant a® + &* =r?,

(I —_— 2 — yz)m-l-n o T )
f/(r-— 2rx+r’)"‘+"+"dxd'7 T m4+n—+1
Intégrons d’abord par rapport & y le premier membre de la relation
précédente. Ce premier membre devient, en posant y* = (1— ) z

VT (m+n—+1) o= x’)'"'*'""'%

3 ) d.z‘,
— 2 \m+n—+
r<m+n+—). 1 ( 2rx -+ r) 1
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ERRKY ° > . . , -, .
d’olt Pon conclut, quel que soit le nombre entier p, I'égalité sui-

vante :
1 3 1
f_H (1 — 22~ __“E._z-'“ P—3
., (1—2rz—+rp " p!

b4

o)

Par suite, U'intégrale (27), pour . = 2/, est égale

poarb e (m+m - m 4.l )] 1

rd .
o, (g —1) mim'tm”l... wW+m—+m+m'+. ..

Done, quand p est pair, 'intégrale

ffom,m',m”,... Vll,n',n”,... dx d)’" dZ cee

est nulle, si 'on n’a pas en méme temps m = n, m' =n', m" = n’,...,
et, dans le cas contraire, on en voit la valeur.
L’intégrale

[f dedyds... (1—2ax —2by —...-+a@>+b*+...)¥

i

X[(—dz—by—...pP—(a?+b*+...) (x> +3*+. .~—1)]

est égale a

n=o

, 1 ot
it - ’
’ ’
1.2...([.:.—1)n op.—l-—n

ou oo = aa’ + bb' + cc’' +....
La somme précédente peut s’écrire

1 [ at -+ 1 lo ( ) 4 o? a¥—t
—_——_—t —— .. ) = — | — I — ) — — — — —re— .
a 74 g 4 at g I 2 Tw—a

De quelques propriétés des fonctions Vo, m,m,....

Les fonctions V, ' v, jouissent de cette propriété que l'intégrale
multiple

f[fvm’m"“"’ Vawa,.. dxdyds. .., avec la condition x?—+ y2 4 2*+-...51
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est nulle, quand la somme m-+m' + m" +... est différente de la
somme n -+ '+ n” - ... C'est ce que je vais d’abord démontrer.
Développous la fonction Uy, w e, . suivant les fonctions V. Soit

Um,m’,m”,... = E Ap..p.’,sn”,... V}J-,p./,!l-”,“.'

On déterminera A, ./, par I’équation

A:x,xx’.xx”,.‘AffoP«,v-’,:*”. o Vi, dz d}" dz...
~n
'—“‘J fom,m’,m”,,.. Ui‘-:i‘»’xﬂ”m- dx C[] dz... 5

d’ot 'on voit que Ay y» . sera nul, sila somme p—+p' + p'+ ...
est différente de la somme m + m’ + m”+.... On conclut de la que
Upyw e, Sexprime linéairement par les fonections Vi v, telles
quep + @ +p +...=m+m +m'+... =k

Considérons une fonction linéaire & coefficients arbitraires de toutes
les fonctions Uy, e, .. telles, que la somme m + m' + m" +... soit
égale a £, & savoir : .

Uy, + ﬁUl‘—l,l.n R

Cette somme s'exprimera par une fonction linéaire des V, dont la
somme des indices est égale & £, et qui sont en méme nombre que
les U qui satisfont & la méme condition. Les coefficients des V seront
des fonctions linéaires de «, 3, 7,..., et par conséquent pourront pren-
dre des valeurs quelconques, si 'on donne & «, 3, 7,... des valeurs con-
venables. Multiplions la fonction linéaire des U par V44 dxcdydz...,
et considérons I'intégrale multiple correspondante, prise entre les li-
mites x*+ y*+ z*—+...21; elle sera nulle, quels que soient«, 8, 7,..., si
h+HK +h +..., est différent de %; il en sera de méme de I'intégrale
multiple correspondante au produit par V, » 4 da dyds... de la fonc-
tion linéaire des V; elle seranulle, quels que soient «, 8, 7,..., et, par
- suite, quels que soient les coefficients de V; done chacune des inté-
grales correspondante & chaque V sera nulle; done

ff [Vln,m,n".,,. Vewrwr, . dzdy dz...= o,
.

si b+ A + A +... estdifférent de p + p' + p” +....
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Mais si ces deux sommes sont les mémes, I'intégrale correspondante
aux U n’est pas nulle; elle est, par exemple, égale a py, quels que
soient 2, f3, y,...; il en est toujours de méme de l'autre, et I'on a
autant d’équations que d’inconnues pour déterminer les intégrales

ff Vo, Vow .. dxdyds...; mais 'une de ces équations a un

second membre p différent de o, tandis que, dans le premier cas,
toutes les équations avaient pour second membre o. Donc les intégrales
correspondantes aux V, dans ce second cas, ou du moins quelques-
unes de ces intégrales, ne sont pas nulles.

Les fonctions V,, v . ont une relation remarquable avec les déri-
vées de I'expression

®

1+ 2y 22 4...) %,

Représentons, en effet, par P, »», 'expression

&
1 dm+rrz/+m"'+'~- (l+x2+y=+zl+.._) 2
mlm'!m”!... dxm dy™ dz" . . . ’
on aura
i+ (z+ap+(yp+dy+(z+c)32+...] 2 =Y ab” ¢ ..Ppwar, .,
ou bien

®

(142 4+ y 2 +.. .+ 2ax + 2By +205 + ..+ a4+ b+ +...) ®

! 4
= E am hm' ¢m ...P,,,',,.l,m//)m.

Remplacons, dans cette égalité, a par a(1 +a° + y* +2°+...),
bpar b(1+ x* +y* +z* +...), cpar ¢ (1+ &® + y* + 3% +...), et
ainsi de suite, il viendra

[1+2az +2by 4202+ (@ + bt o) 1+ 2+ izt )] 0
(28) ! em? e -
2 Pm,m’,m”,.“-

:Za"‘bm’c""’...(x—}— 24+ 2 .. )
D’un autre coté, on a

&
2

(1; sar — 2by — 20z — ...+ a* + b+ c+..) .—_:2 ar b .. NVt o, 5

34.
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ou hien
(1+2ax+2byp+2ez+...+@+b+c+.. ) *

:2 anb en” . (—1 )m+m’+m”+. . Vm,m’,m”, .

Remplacons-y
a par aVi+a+ yi--zi4 ..., bopar b+t

¢ par eI+ +yr 424 ..,

z .
x par - = >y par u )
Vieat+ yrizi .. Vidz'+ yi+2i+. ..

et aussi

K4
Z par = P ]
Vi zt+ yit+ g2+ ..

W

il viendra
[(14 202+ 2by+ 202+ (@+ D+ 2+ ) (1 22+ 2+ 22 4.0 )]
menf emf 4 |

(29)
:Za"‘ b o T (Vo )s

.(_ Iyn+m’+m”+‘” (1 —+ x‘) _*__‘7«7 -+ z? +_")

en désignant par (V.. ) ce que devient Vi, ., quand ony
¥

7

x
9
Vidzi+yiaz+... Vi+a+ i+,

remplace , y, z,... par

Z
)
Vi 4y s+,
En comparant les relations (28) et (29), on en déduit
me-m 4 .
* pm,m’,m”,.._-

__(_1)m+m’+m”+...(l+x2+y‘2+z‘.‘ +)

(Voymimt,.. )=

Ainsi, en résumé, quand on remplace dans les fonctions V.

Z,Y, 5,... par
x ¥ z

9 bl 2¢°
Vi zi+yi+2+... Vi+a+ iz it yt a4l

on obtient, sauf des facteurs égaux a des puissances de

I+ 24 pi 2,

les dérivées de I'expression
®
(14+ 22+ y2 22 +...) 2.
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o

Si on donne & y, z,... des valeurs constantes dans I’expression de
Pt e, .+ I'équation P, v v = o admet m racines réelles par rap-
port & . Le théoréme de Rolle suffit pour I’établir, car on peut écrive

.—-.P-.-—ﬂllk—-lllﬂ— DY
d"(1+ a2 +y*+ 2z +...) 2 Y
dxm

Pm,m’,m”,... =K

2

Y étant une fonction entiére des variables. Or I'expression

g S 2
s =

(1+= 2+ 2+ 32 4...) Y,

s’annulant pour x = — o et & = + =, sa premiere dérivée par rap-
port & x admettra une racine intermédiaire. Comme cette premiere
dérivée devient aussi nulle pour x = — = et n =+ =, la seconde
dérivée admettra deux racines intermédiaires, et ainsi de suite. Méme
raisonnement pour les autres variables.

En opérant, comme nous I’avons fait pour les fonctions V,,,, on
trouve un systeme de p. équations linéaires aux dérivées partielles du
second ordre pour les fonctions Vi, m m,. . Ce systeme est le suivant :

a2V d*v d*V

v Y
dxﬁ—xydxdy_xzdxdz_(m m’ .4 )

(1—2?) s

+my%—}7 —|—mz(fi——-z +.o.+mm+m'+m"+.. . +p)V=o,

( ST W 'z v m’xg-—-(m—&— +m” +u+l)d—v
I_f)—w yxdydx -7 dydz~"'+ dz T dy
+ m'z (g+...+m'(m+m’+m"+...+ @) V=o,

qu’on peut écrire de la maniere suivante, en posant

dv dV | _dV , ” .
xa}-—i—y d—y—.—z?l;—}—(m—f-m +m .+ p) V=

&V dp
—E; _r(—{; - mP = 0,
d*v dp

71;7—7‘3)-:_*_’” P=o,
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Si I'on ajoute les équations précédentes, on trouve

(x_.-x?)il.ﬁ_y_*__(l___»yd)ﬂ.}_,.__gxy-_‘.{.l.i_.gxz_([.;‘;_...
dx? < dy® dx dy dx dz
av dv
———({Jc—&—x‘,% —(y+1)—(zy7—...

+{(ma+m+m’"+..)(m+m +m'+...+p)V=o.

Or on trouve la méme relation, en ajoutant les équations auxquelles
satisfait la fonction U e,

Remarques sur le développement d’une jfonction quelconque
F(z, v, z,.. ) suwant les fonctions Vi m,m, ...

Si I'on pose
F (x) ¥y Zse.. ) :2 Am,m’,m”,... Vm,m’,m”p L9

on sait quelle sera I’expression de A, .7 . En se servant d'une
transformation déja employée plusieurs fois, on introduit sous les

signesf de la valeur de A, ..., . les puissances d’un facteur

(r —a® —y* — 3> —...) plus petit que 1, et qui, des lors, sont d’au-

tant plus petites que les indices m, m’, m” sont plus grands. En appe-

dmm'+n'+F(z, v, z,...)
dxmdy™ dz™" -

sous la condition #* + y* + z* +...Z1, on a cette limite supérieure

fort simple de A,, v v, ., savoir, dans le cas de 2p/ —+ 1 variables :

lant p,m v le maximum de I’expression

Pm,m! ,m”, .. .

"<(2p’+ )(2pn'+3). [2(p+m-+-m +m’'+.. )—1]7

A ntmt,,

et dans le cas de 2p’ variables:

i Pm,m’,m”,“ .
At .. < P"(H' F1).. '(P” +m—+m +m’ +. ..___I)zm-*-m/+m”+.4..
Si donc le second membre de la premitre inégalité et le second
. . p 4
membre de la seconde, multiplié par 2™+™+™" - ne dépassent jamaisune
certaine constante K, les termes du développement de F (z,y, z,...)
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ne dépasseront pas non plus ceux de la série

K v K m m’,m” ..
mam,m”,. . OU 9”‘+ml+,nll+ ?

représentant la fonction

.

K(t—o2azx —2by— 203 —...4+ &*+ b+ ¢+ ...)

] . 1 1 1
dans les hypothésesa =1, b=1,¢c=1,...,0u« = b= S e=gr

Mais un autre genre de counsidérations permet aussi de se rendre
compte de la diminution de A,, v~ , quand les indices augmentent.
Si I'on développe une fonction F () d’une variable x, suivant les fonc-

tion X, de cette maniere F () =Z A, X,, dans ’expression de A,

—+1
se trouve 'intégrale F(x)X, dx.

On sait que la fonction X, reste toujours numériquement moindre
gue l'unité, lorsque la variable « varie de — 1 & + 1. On sait aussi
que cette fonction s’annule n fois dans I'intervalle. Or, au voisinage
d’une racine, de part et d’autre, X, a des valeurs égales et de signes
contraires, si ’on néglige des infiniment petits du second ordre; comme
F («) a la méme valeur aux infiniment petits prés du premier ordre,
on voit qu'une racine de X, introduit dans I'intégrale des éléments qui
se détruisent. Or, quand » augmente, le nombre des racines augmen-
tant aussi, il en est de méme du nombre des éléments de 'intégrale,
qui se détruisent deux & deux. De méme dans le développement

F(.Z', J"' Z,. . ') ‘U‘:E Am.m’,m”.‘.. \’m.m’,m”:. oy

Am,m’,m”, . fj f\rrn,m’,m”,. . Um.m’,m”,,,, dx dj' dz...
":ff [F(:c, ¥y Zse ) Unptme,.  dxdyds,. ..,

on peut faire sur la derniere intégrale des remarques analogues aux
précédentes.

qui donne
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Le maximum de la fonction U, .. est évidemwent fini pour les
valeurs des variables satisfaisant & la condition &* + ¥ + z* +...51;
d’ailleurs nous avons vu que y, z,... ayant des valeurs constantes dont
la somme des carrés est moindre que 1, Uy m me,... S'annulait pour m

valeurs de  comprises entre

—Vi—yr—2—. et +Vi—yr—z—. ...
v .

Sur quelques fonctions analogues aux _fonctions
Um,n’ Vm,m
Soit la fonction

I
Pnn= 2?4 yr—1
e 1.2...»1.1.2...n.2"‘+"( Vs )

- dm+n (xz -+ },.2 —1 )m+n+/x
dz™dy™

?

h étant un nombre entier quelconque positif.
Cette fonction P,, , est un polynéme du degré m + n.
Il est facile de voir que l'intégrale double

ff(x’+y’— )Py, Py, dzdy

est nulle quand 72 —+ r et . + v sont différents, les variables dans l'in-
tégrale satisfaisant & la condition #* + y*<r1. Mais on peut trouver des
fonctions Q. , telles que I'intégrale

f f Pon Qy, dz dy

soit nulle, quand on n’a pas en méme temps m = ., n =v. Ces fone-
tions Q,, , naitront du développement suivant :

(1—2azx —2by + @+ )" A (2 +y'—1)t =Y a"b"Qun.

Cherchons, en effet, la valeur de I'intégrale

ffP,,,,n(x’+ 2= (1—2ax — 2 by + @ -+6%)~—* dz dy.
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Cette intégrale est égale a

1 dm-}-n(xn -+ '},«2 —1 )m+n+h
e f f do d (1—2ax — 20y + & + b*)y~*dx dy,

ou biena

mbn )
“,;j‘!m(/l+1)(lz+z)...(lz +m —+ n)

Xff(l — 2} — yrmnrh( — o qx — 20y + @+ B ) —hmrda dy,

ou enfin a
wa"b* (h+1)...(h+m=+n)
m!n! m4+n-—+ h +1

2
ce qui démontre la proposition énoncée. On voit de plus que 'on a

@ (h+1)(h+2)...(h+m+n)
ffpm’"Qm’"dxdy_mln! m-—+n—+h+1 '

On prouvera facilement que l'intégrale
q 8

f f (2% 4 7% — 1) Qn Qu, dz dy

est nulle quand les deux sommes 7 + 7 et p. + v sont différentes.

Les fonetions P,, ,, peuvent étre considérées comme provenant du dé-
veloppement d’une certaine expression. On obtiendra immédiatement
cette expression par la forme de la formule de Lagrange, que nous
avons indiquée antérieurement.

On y fera

Flz,y)=2*+1r*—1,
O(z, y)= (2> +y2—1)h

Si 'on donne 4 « une valeur constante plus petite que 1, I’équation
P,..= o eny admet » racines réelles comprises entre — y1 — z* et
+ 1 — 2?%; il y a une propriété analogue pour I’équation P,,=o
en x, oll y a une valeur constante moindre que 1.

On peut remarquer que l’intégrale/ Py Uy (2 + ¥y —1)*dacdy

Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure. Tome V. 35
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est nulle quand m + n est supérieur a p + v, et quef P Uy dady

est aussi nulle quand p + v est supérieur & m + n.

On peut trouver des fonctions d'un nombre quelconque de variables,
analogues & P, , et Q,, »; on voit immédiatement de quelles expressions
développées on pourra les déduire.

DEUXIEME PARTIE.

On connait les deux développements suivants :

Vi— z? . ‘

—_—_— a"sin|(n --1)arc cosx

I —2ax + a* [( +1) ¢ ]’
1— ax

_— = E a" cos(n arc cosx ).

1—2ax + a*

Jacobi a mis I'expression sin[(n + 1) arc cosz | sous la forme

n-l-i

(—1)n n-+1 dr(1— z*) ’.
1.3.5...(2n+1) dzn

On peut mettre ’expression cos(narccosx) sous une forme ana-
logue; car, si I'on différentie par rapport & « I’équation

=ty p2) %
sin(n arc cosx) = (— 1)*~! 1'3'5”?(2”_1) d (;lx"j) >

on en tire

cos(narc cosx) = (—1)" 1.3.5...(2n—-|)\/‘gx2 —e "

M. Hermite a fait voir que les fonctions ©,, ,, tirées du développe-
ment suivant :

e

(1—z2?—y?)

\

(1 —azx— byy— (a*+ b*) (2*+ y1— r)]"':E ambm On,u
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pouvaient se mettre sous la forme
a4t
(m—+n)! (—)m™r(ma4-n+1) dorn(i—a—y2)
mlrnl 1.3.5.. . 2(m-+n)+1 . dx™ dy*®

L’analogie de forme analytique est frappante entre cette fonction ©,,,
et la fonction d’une variable sin[(n + 1) are cosa]. On a

Vie a— g dy=o,

e e ]
’ ﬂm,n Op.,v
%

quand m + n est différent de p + v. Les fonctions que M. Hermite
associe a celles-ci sont les fonctions ©,, provenant du développe-
ment

9]0

(1—2ax — 2by + a>+ b)) *="Y a™b"Qp,n.

L’intégralef Om,n Qpydx dy est nulle quand on n’a pas en méme

temps m=p, n=v, et, dans le cas contraire, elle est égale a

w1 — ! (m+n)l Je généralise ces résultats pour le cas
om —+ 2n—+ 3 m!ln!, o P ’

de p. variables.
Mais M. Hermite n’a pas cherché de fonctions de plusieurs variables
analogues a cos(n arc cosz). En considérant le développement

(1—ax —by)[(1 — ax — by) — (a*+ b*)(x*+ y*—1)] :2 a™b" Un,y,

jai été conduit & des fonctions U,, qui peuvent se mettre sous la
forme

pin 2o (mn)  fi—w@eyrdee(— et T
(= s maa.n 1.3.5...[2(m +n)—1] dzm dy :

et dont V’analogie avec cos(n arc cosx) devient ainsi évidente.
Les nouvelles fonctions V,,, que j'associe 2 celles-la proviennent du
développement '

(1 -—.Z"——]")—%(I —2ax — 2by + a*+ b’)—i.—_za“b"f/,,.,,,.

L’intégrale doublefo,,,,,, V,vdxdy est nulle quand on n’a pas & la
35.
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fois m = u, n =y, et, dans le cas contraire, elle est égale a

(m—+n)! 2T
mln!l am-+2n-41

Je généralise aussi ces résultats pour le cas de p variables, et je fais
voir plusieurs relations entre les fonctions U, , et O, complétement
analogues aux relations correspondantes qui existent entre

sin[(n +1)arccosz] et cos(narccosx).

Etude des JSonctions U,,.

Voici comment on peut obtenir I'expression de U,,, au moyen de «

et de y.
On a

I — ax — b]'
(—ar = hF—(@+b)(@+r—1)

1 1 T

—- p— - S _+_

2 [‘ —ax —by— Ja*+ b Y2 +y*—1 11— ax — by + & + b Jxi+ it — :]
o I I ) 1

=3 (— By

en posant

P=azx + by + Ja*+ b* Yz + y*—1,

Q=uaz + by — Y&+ b* Yz'+y* —1

Pet Q sont homogenes et du premier degré en a et b. L’ensemble ho-
mogene des termes de degré m + n en a et b sera done % (Pmrg Q)
etlona
I
S (P + Q)
(1) =(ax + by )"+

+(m+n)(m+ n—i)
1.2

(ax + by )m+=2(a®+ b*) (22 =+ y* — 1) + ...
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Le coefficient de a™ b, dans cette expression, sera la valeur de U, ,;
done

. m—+n)!

Upo = 22

(m—+n)!
mln!

. R xm—2 .y-n xm Vn——2
X pi—1 = : - ~eeue
( Y )[(m—-z}!n!-rm!(n—-z)!- N

Cette expression montre que cette fonction est un polynome de
degré m + n et que ses termes contiennent des puissances de x et de y
égales respectivement & m == 24, n = 24', £ et %' étant des nombres
entiers; de sorte que U, , est, dans les quatre cas suivants

x m ]‘l n +

M=o, m=ri, m=o0, m=1

(mod. 2},
n==o, R==0, n=1, n==I

de 'une des quatre formes
F(x’,y‘-’ ), xF(xz’ _7':), }.F(x:’ },.z ), x)v'F(x”_,)‘”).
Du reste, 1’égalité (1), qui peut s’écrire

, >
amn L’m+rl,0+ aqmn—1 b L/m+n—l,l —+ ..

(m—+n)(m+n—ru)

=(azx + by)m+"+ P~

(ax-i—by)"‘*"‘*(az—k b"')(.’zﬁ—l—‘}"——l}—é-...,

montre que, hors du cercle * + y* — 1 = o, el, pour des valeurs po-
sitives de « et de y, U,, ne peut pas s'annuler; done F(2?, y*) est
essentiellement positif hors de ce cercle.
Donc la courbe U, ,, = o, si I'on fait abstraction des facteurs « ou y,
est tout entiere comprise dans I'intérieur du cercle x* + v? =1.
Voici les valeurs de U,,, dans les cas les plus simples :

L"O,n =1,
L/,l.l) =,
UO,I =,

Uyy= 22+ y*—1,

2

U,,=2y*+ 2*—1,

>

U,.:ZJD}‘,

B

U,,=8x+8xy*+yi—8x*— 2)+ 1,

Uy =8y‘—8xy*+ ' — 8y*— 22+ 1,
o= 82+ Byi+ 2227y — 102 — 102+ 2,
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Usy=3xy*+ f2°— 3,
U,,=6zy*+ 32— 3=,
U, =6x2y—+ 33— 3y,
Uos=3yz*+4y°— 4y,
U, = 16x%y + 122y°* — 12 2,

U, =16zy*+ 1223y — 122).

Pour mettre U, , sous la forme analytique que j’ai annoncée, je me
servirai de la formule de Lagrange modifiée, telle que je I'ai employée
dans la premiere Partie (22).

Faisons
2 a2 —____..._l_._____._
F(x’])_‘x—(’] I, cp(x’y)_v—x—z:]d——;’
on aura
-’f(u):u—{xﬁ—itu):—- (y+ éu):—é—x
\ 2 2
at + b*

= Z w+(1r—ar —by)u—(x2+ y*—1)=o.

Si I'on pose
G=a+ b,
H=1—ax — by,
K=2*+y*—1,

I'équation précédente devient

—Eu’+Hlt—K:0.

4
On en tire
yo —HEVE—GK _ H=*VE—GK
= ~ (_} — 2 ._.._..A,,_G.____.. .
2

La racine qu’il faut prendre est

H— /B GK

G

Ona

20\ re——r @ b \_ 1
§/(u)= yH'— GK, cp(x-!—;u,y-{.-z-u)__ﬁ.
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Or

I 1 o \/E L
Vu \/ ,H— VEE—GK VH + yGK — VH — yGK
G

Done, le premier membre de la formule de Lagrange devient

1]

VG 1

= —— H 4+ _GI_(_—} .
VEE—GK (VH + VGK —yH— GK) 2VK +{H )]

[(H —VGK)

Si I'on se reporte aux valeurs de P et de Q employées précédem-
ment, on voit que cette expression est égale &

1

[(1~P>""‘+(x—0)"?]-

1

2yK

L’ensemble des termes homogenes de degré m —+ n en a et b est

1

P R (Pm+n_+_-Qm+n) I '3‘5' N '[2('”' -+ n)""' l].

2“:‘-1 _I_yz_l 2.4.6.- 2(m+n)
Done
Pm+n -+ Qm+n
—_—
N e 246 2(mn)  anb dee(gt gy
'—'Z Vit yi— 1.3.5...[2(m—+n)—1] m! nl om+n dx™ dy™ ?

le signeE s’étendant & tous les termes pour lesquels la somme (m + r)

est constante. ;
.1 Pm+n+Qm+n . R .
Si I'on se rappelle que ———=— désigne I'ensemble homogene des

termes de degré m + n en a et b dans le développement de I'expres-
sion , ,
(t—ax —by)[(1— azx — byy— (@' + b*) (2* +y* — )",

on en conclura

1
mt-n—3

(m +n)! V1i—at — g2 dmn(1— zt — y?)
mlin! 1.3.5 . .[2(m+n)—1] dz™ dyn

(2 ) er," == (-— [)m+n
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d"(z*+y*—1)X
dxm
une constante, et X un polyndme en x et y; par conséquent le théo-
reme de Rolle fait voir que la courbe U, , = o est coupée en m points
réels par toute droite parallele & 1'axe des & qui rencontre le cercle
x* +y* =1.De méme, toute parallele & I'axe des y, qui rencontre
aussi ce cercle, coupe la courbe en n points réels.

On voit que Uy, peut se représenter par A s h étant

Relations entre les fonctions U et ©.

Je vais maintenant établir diverses relations entre les fonctions U et
©.0n a

Ad0p_iu p— (m <+ n)! I (l'n+n(1-—x2___‘?,‘,)m+u——’,..
dxe (m—1)ln! 1.3.5...[2(m+n)—1] dz™ dy™
. d@m—l,)l ) ‘ :
En comparant cette expression de —7—= 4 U, », on en déduit
d’Om-—l,n m .
Tdr T e U
Vi—azt—y?
On aura de méme_
(l'@lm,u—-\ —_ n - Um,"
ay ’/I___xn ___y‘.*

Ces relations sont tout & fait analogues a la relation

(3 dsin(narccosz) n
Y dz - \/[__x:

cos(narc coszx).

Il ne faut pas s’étonner qu’on compare & Uy, ,, Op_; €t O,y €t 0OD
Pas Op,,, car si 'on considere les deux développements

i = ¥ a*cos(n arc cos
_t—axr x
I— 24x + a? )

\/1-——x2 - e .
T a2, @sin[(n+r)arccosz],

c’est le coefficient de @™ dans le second développement qui contient
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sin (narccosx), tandis que, dans le premier, c’est le coefficient de a”
qui contient cos (zarc cosx). Mais on a aussi

4) dcos(n;;ccosx) __n sin(narc cosz).

\/1—.7:2

Cherchons a voir la relation analogue pour nos fonctions de deux varia-

bles. Pour cela, je remarque que I’égalité (4) conduit & 'identité sui-
vante :

1 —azx a
g ——————— =Dy —————;-
I1— 2ax +a I —2ax + «

Réciproquement, voila une identité qu'on peut établir directement, et,
en partant d’elle, on peut en conclure 1’égalité (4). Opérons de cette
derniere maniere dans le cas de deux variables. En d’autres termes,
comparons

D 1— azx — by
(1—ax — byp — (@ +b*) (&' + y* —1)

aD, 4 .
(1—azx — by — (a* + b%) (x> + y*—1)

On verra facilement que 1'on a

1— ax — by
*(1—ax — by} — (@ + b*) (2" + y* —1)
- I [“D ayi—xt—y*
= \/m “(I _ax_by.y__(a?_’,_b:‘)(‘xz +J.2___ ')
+ 0D (1 — azx — by )’ — (@@ + b*) (x* + p*—1)
ou bien
d (E a™ br L/m "> d ( Zam—l-l b 'C)m,n) d (Zam b wm'n>
: . 7 )l
dz T Ve — L da +5 da ;
done

dUn,pn — _X__— [m Opin + (M 1) 'Om+x,n-z].
dz Vi—zt—
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On & de méme

ll L;m,u i I
((’,- - \/"'___ x;:—__ ),-2

[II. Ompn—t —+ (n -+ 1) Om—:.n+|]-

L’analogie n’est donc pas complete avec 'égalité (4). Mais, sin=o
ou n ==1, alors 0, ,_, est nul, et la premiere des relations précé-
dentes devient analogue 4 la relation (4), puisqu’elle donne

AdUpn _ m
de VT_ x?_’_]v:

‘(‘)m— tyne

Il en est de méme de la seconde, quand 7= o ou m =1. Examinons
les deux premiers c¢as; on traitera de la méme facon les deux derniers.
Soit d’abord n = o0, on a

_ Vi—22—y dOp_i, oL AUno m

o= = VOp_
m,0 m d.z' d.x Vl — 7-‘1 m—1,09

d’ou 'on déduit, en multipliant membre 3 membre,

dUp, Ay
dx — @m~|,o —‘——(‘Z—Z‘—— £

Un,o
done (Uyp)® -+ (Om-y,)? €st une quantité constante relativement a z,
¢’est-a-dire une quantité indépendante de x; je vais démontrer que
cette somme est égale & (1 —y2)™. On aura alors un théoreme ana-
logue a celui qui est exprimé par I’égalité sin®*¢ + cos*¢ =1. Ona

Vi—at—y?  dr(i—ar— )2

U,,,‘D = (—1)"

r.3.5...(2m‘—-1) dz )
—_— __ y\m—t m dm--l(x —_ zr— y.z)ln-—%‘
Vueig=(—1) 1.3.5...(2m —1) dzn—

Posons \/_,’i_; =, d'ol dw = 1— y? da’, il viendra
[—y

A — m \/1 — " ) 'ﬁdm(l___ xlz)"’_?

[.m.n'“~(—l) 143.5...(2171-—-1)(1—‘7 )2—dﬁ"—_’3
-

On—1p = (—l)"““‘ m = dm—t ([ — x’z)

1.3.5.. .(am—1) (r—77) dz'™ ’
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ou, en posant &’ == coso,

m

Upyo= (1 — »*)* cosmo,
n
On—iyo= (1 — ¥?)? sin mog;
par conséquent
(Uno)? + (Omeryo = (1 — 2 )"

Mais, si au lieu de supposer n = o, onsuppose » =1, la quantité
(Um,)® + (Om—i1)* est encore une quantité indépendante de x. Voici
comment on peut obtenir I'expression de cette fonction de y. On a, par
une transformation facile,

me—-

\/;—:—TZ:—-?;‘-‘: ‘dm (X —_x? ___.,).2)
1.3.5...(2’7)_,)‘7 d'zdn

a

Uoypo=(—1)"(m +1)

Y

, e S
1.3.5...(2m—1)3 dzm ’

Opeiyi = (—1)""'m(m + 1)

par conséquent,
Um,] = (m -+ l)y‘ljm,g,

Op—mt) = (’72 -+ I)_T'Om*l,n,
donc

(' U",.‘ )2 4 ('Om——l.l)z — (m -+ 1 )2‘,},.2 [( Um.o)z -+ (Om—l,o )2] — ( n -i- 1)2 J.z (l _ },.: )m.

On peut remarquer aussi les formules suivantes. Sil’on fait y = cosy,
x = siny cosgp, on a
U = cosmg sin™,

Up, = (m 1) cos ¢ sin" L cosmq.

Enfin je donnerai encore la relation déduite de I'équation

. 1— ax — by
Zam bn L'm,n = ____._..___________...-_'y_ am 1)" 0111,11'
\/l S ——

Cette relation est

1
L/Ym'"_ = e (‘I(Dm,n — X ,C)m-—x,u — _’)"Om'n_g ).
Vi— z?— 3*
36.
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Sur quelques intégrales doubles.

Ona
> : . dm+u(l . x._,_yz)m-l-l -5 !
l/b/‘l (.Z'y:y) dx”' dj‘" (lx ([J
— n-+rn ' d"‘+"F(x!.}‘) ¥ I 1 m+n";‘ . .
== / W("—x »?) dz dy,

les variables étant limitées dans les deux intégrales par la condi-
tion x* + y*<r1.

Si P’on fait F (2, y) = Uy, et que p + v soit inférieur & m + n, I'in-
tégrale précédente sera nulle; dont I'intégrale

U
m,n ([ (]’
Jf\/r—x-——:r ©w

les variables étant limitées par la condition précédente, est nulle quand
les deux sommes m + n et p. + v sont différentes. Cette propriété est
Panalogue de celle qui est exprimée par la formule

T
] cosmo cosm’'odo =o

[}

quand les nombres entiers m et ' sont différents; car si I'on fait dans
cette derniere formule cosg = «, elle devient

' cos(marccosx ) cos(m’arc cosx)

—1 yi— x?

Nous allons voir aussi la formule analogue a la suivante

dx =o.

T
f cosmesinne singdo = o,

o

si le nombre entier 7 est différent de » — 1 et de n + 1. En posant
cose = x, cette formule devient

31
J cos {m arccosx)sin(narc cosx)dx = o.
—1
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5i, dans I'égalité

/ /Um,u F(z,y)dxdy = K(— 1)’"*"f /7([-—.1-‘2—-—;}/ 2t % dz dy,

ol K est une constante, on fait F(z, y) = U, ,, il vient
[ [ourtin dzdy =R (i [ [a—a—yoyes ———‘f,;(f} da dy.
Done, sil’onap +v<<m-—+n, ona aussi
f Omyu Uy, dx dy = 0.
Mais supposons maintenant que g. -+ v soit supérieur & m + n. On a

ffF (2, y) U, dz dy

ptv—Ldrrr 1 — 2t — 2 F(x, 9),
=K1(_I)m+nf (1 — 2t — p7) +v—g d V1 [Z‘xgd?{ (z _’7) da ([y,

Faisant F (x, ¥) = O,y 1l vient

f On Uy, daz dy

s b (3 ST — 2t e )
=K (_ ,)m-‘-uff( [ — 2 — :)_2 )- -+ 2 d \/I dxfdyw y m,n dz d)'-

VI—x2—y2% 0, estun polynome du degré m+n-+2; doncsi m+n-+2
est plus petit que . —+ v, l’intégraleffi‘)m,,, U, dx dy est nulle.

On reconnait ainsi I'analogie que nous avions annoncée. Cependant,
pour qu’elle soit complete, il faut que U'intégrale précédente soit aussi
nulle quand p. + v est égal A m + n +1; or V1 — 2* — ¥ 0, , est un
polyndme dans lequel les exposants de « et de y varient de deux uni-
tés; il en sera de méme de sa dérivée d’ordre m + n—+1. Cette dérivée,
du premier degré, contiendra donc x et y & la premiere puissance, mais
n’aura pas de terme constant. On voit alors qu’en associant & certaines
valeurs de « et de y, les mémes valeurs prises en signe countraire, on
formera deux éléments de I'intégrale de signes contraires, mais égaux
en valeur absolue; donc, en définitive, 'intégrale est nulle. Ainsi I’a-
nalogie est complete. :
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Sur lintégrale dor:blef/ Unin ¥ uydxdy pour 2* -+ y*21

Les fonctions V,, , proviennent, comme nous 'avons déja dit, du dé-
veloppement suivant

L -1
(1—a*— ) (1 —2a2 — 2by ++ @ b?) ? ~E ar bt V.

1

On voit clairement que, sauf le facteur (1 — 2* — yg)", Vinn s€ra un
polynome du degré m + n, dont le seul terme de ce degré sera le terme
en ™ y", et dans lequel les exposants de , ainsi que ceux de y, seront
tous de méme parité. Voici les valeurs de V,,, dans les cas les plus
simples.

En posant (1 — x* — y*) " =p, on aura

I/n,a:‘ov . vV:;,o::i—p(5x°——3.z),
3

Fio=px, Vip= ; (5-1'}" —x),

14 4 3 2

0,0 —=PY, Vo= ;P 5277 —7¥)

Vo= 2 p(32—1), Vow=1 p(57°—3y),

. X 3

FVoo= s p(3r*—1), Vap== Z p(35z2y? — Bar— 52+ 1),
5

Vie=gp(352' —302'+8), V= p(727y —3ay),

Foo= ép(35}“~— 30r:+8), V.= s p(7xy® — 3xy).
Vi.=3pzy,

Je vais faire voir que l'intégrale doublef Unpn Vi dx dy, dans la-

quelle les variables sont limitées par la condition 2* + y*=r1, est nulle,
4 moins que 'on n’ait m = p, n =y, auquel cas je donnerai la valeur
de I'intégrale.
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Pour cela, cherchons I'intégrale
A =fj(1—— 2a0'x —2b'y +a't + b2 % (1 — x‘-‘——j")‘?(l — ax — by)
X [(1—azx — by — (@ + 0*) (2 + ' — 1) dx dy

entre les mémes limites que précédemment.

Faisons
@+ b=r:, a4 br=r",
at+bn VE—d'n
X = -———;l——, oo — r’ )
aa + bb' ab’ — ba' .
———— =c0sf, ———— =sinb.
rr rr
Alors

dr dy =dtdn, »+y*=8+n, da+by=r',

ax + by = r(%cosf + nsinb),
et 'on a

A ::ffdadﬂ(l—2)-'E.+)‘11)‘%([—52_-_713)'%(1_I.COSQE_ rsinby)
X [(1— rcos@t — rsinfn ) — r2(E + 9> —1)]—,

les variables nouvelles £ et v étant également limitées par la condition
g* +7*=1. On est conduit a intégrer d’abord par rapport & n, c¢’est-a-
dire & l'intégrale

1=t . 1— rcos6t — rsinby

B:/ n - .
V—yi—§ (1 — k2 —n2)7[(1 — rcos 68 — rsinfn ) — r2(£2—+9n*—1)]

Changeons de variables et posonsy ==y 1 — E* coso, il vient

B:‘:‘/ l Vi—é&singpdo
o

1 — rcosf — rsin8 Vi — 2 coso
—— - = - 29
V1— £sing [(1— rcosft — rsinfy1 — E2coso): + r* (1— £2)sino |

ou bien

_pm L —Mecoso
B -[) d9 (L — M cos o) - N*sin?o’
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si’on pose
1— rcosft =1L,

rsin@V:——?f::M,
ry1—Eg =N.

Mais lintégrale précédente peut se transformer en la somme de
deux autres, savoir :

B—1E T do +1fﬁ do )
"2, L—Mcosg—iNsing  2J, L—Mcos¢~+iNsino

La seconde de ces intégrales est égale a

O —do . 1 [*° do

- T ou bien - 9

2./, L —Mcose — iNsing 2)_ . L—Mcoso—iNsino
de sorte que 1'on peut écrire

B—-—i -+ T d‘?
T2 L—Mcose —iNsino

v—

Soit
1

z 4+ = z—=
z ..

) Ising =

=z, dou zig=dz, cosg= 2

On est conduit, pour avoir B, 2 intégrer le long du cercle e*'=z
ou x* +y* =1, la différentielle

’

dz . dz )
s4- L s L T i[2Lz—M(z+1)— N(22—1)]
2is\L—M—2Z% N2
2 2

Le résultat est égal & 2 7, multiplié par le résidu de

1

2Lz —M(z2+1) —N(z*—1)

2

dans U'intérieur du cercle z == e?*. Si je fais dans le dénominateur de
Pexpression précédente, successivement s = — 1 et z = -1, j’obtiens
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les deux résultats suivants :
—2(L+M), 2(L—M)

Dans 'hypothese de »<<1, que je suppose, la premitre de ces deux
quantités est toujours négative, la seconde toujours positive, quand &
varie de —r1 & + 1. Nous en concluons que I'équation

4

2Lz —M(z*+1)—N(z*—1)=0

a deux racines réelles, dont I'une est comprise entre — 1 et +1.Si I'on
] : , . Lt /Ir+ N — M
résout z =
ut cette equation, on a M+ N
L— VI - No— M2
M+ N

> L.et M+ N étant po-

sitifs, c’est la racine z = qui est comprise entre — 1

et +1.
Donc le résidu cherché est égal & la valeur de P tirée de l'identité

I

TM+N)z2+2Lz— (M —N)

- E—__—— p—___._7
. L—yLl:4+N—M* = L+ JL+N—M
M-+N - M+N

d’olr
1
P—— .
2L+ N — M

Ainsi, I'intégrale B est égale &

T T

VL4 N*— M - y1—arcosfk —I—r’cos’e’

etl’'ona
—+1 :
A=m de .
—1 Vi—2rE4+r?J1—2rcosbE + rzcos*d

On peut maintenant calculer cette intégrale par les procédés ordi-
naires.

Mais on peut I’obtenir facilement en se servant des propositions con-
nues concernant les fonctions X,. Remplacons & par « dans I'intégrale

Annales scientifiques de U’ Ecole Normale supérieure. Tome V. 3
7 ‘P
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récédente: elle pourra s’écrire
p

-1 \
A= rf (Z Pl X,,> (Z recosté X,,) dz,
—_1 . i

d’ou
n=cw L
(rr' cosf ) = S ey
A=—oam — log ,
&l o2n+r o\ mTeos§  1— Vi cosf
ou bien

e 1 + Vaa + bb’

A=m—ovo-oo«——1o 9
Vaz b C T Vad = b

si 'on remplace 77’ cosd par sa valeur aa’+ bb'. 1l faut remarquer que
la recherche de I'intégrale simple précédente, telle que nous I’avons
faite, suppose que 7" et rcos? soient moindres que I'unité. Comme il
nous avait déja fallu auparavant supposer r moindre que l'unité,
on voit que la valeur précédente de A suppose, en définitive, ret r’ plus
petits que r. Cette valeur de A ne change pas, quand on y remplace a

eta paratet =, eth et b par bu et Y. Done Vintégrale
! u

] dz dy (2 an b oy U,,,,n> (2::&* b 1=+ Vw>

est indépendante de ¢ et de u, quels que soient a, b, @', &', pourvu que
Von ait @® -+ b* <1 et a” + b* <1. On conclut de la que I'intégrale

f[U,,,,,, Viydzdy est nulle, sil'on n’a pas ala foism=p, n=v. Si

ces conditions sont réalisées, I'intégrale est égale au coefficient de
(aa')™ (bb')* dans I'expression de A développé. On voit immédiatement
que ce coefficient est égal &

27 (m+n)l

am+2a2n-+1 m!in!
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De quelques propriétés des fonctions ¥

m,n*

1— 22— y?
fonctions V,,, les coefficients A, , du développement

S—— ——Z v u.,u
Vx——x-——y“

~° N ’ . L- ,n
Sil'on cherche a développer la fonction —=22— au moyen des

se détermineront par I’équation

A,

‘om (p+v)! _ /' Unn U,
v

ap—+2v+1  plyl dz dy,

I —x*— 3*

et, d’apres ce qu'on a démontré plus haut, on voit que A, , sera nul, si

p. +v est différent de 7 + n. Donc la fonction V_;Em__”—%__’ s’exprimera
| — 2=y

linéairement au moyen des fonctions V,,, telles que p. +v = m + n.

Unn

Une fonction linéaire quelcongne des fonctions Wi
1— 2 —y?

) telles

que m—+ n ==FK, 4 savoir :

U Ui
PR £ S YU 4 T

\/l__xz___],-z' v’x__xz_:y.z

s'exprimera linéairement au moyen des fonctions V,,, telles que
p.+v==F. Si Pon multiplie la premiére fonction linéaire par
Ji— @2 —y? V,dody, et que I'on inteégre, on voit que, si & -+ /' est
différent de K, I'intégrale sera nulle; d’otl’on conclut que I'intégrale

/ f de dyNT— 2 — 32 Fuu P

est nulle, si m -+ 7 est différent de p + v.

On pourra voir facilement qu’on peut déduire les fonctions V,,, des
fonctions U, , par la résolution de systemes d’équations du premier
degré, de la méme maniere qu’on I'a fait, dans la premiere Partie, pour
déduire les fonctions V,,, des fonctions Uy, ,.

37.
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Si 'on substitue dans la fonction Vm ne a la place de @, __:_J_:;::"
’ Vi+ 22+ y*
et, il la la(‘,e de N "__7——.'__. elle deVient
‘ P y Vi 22+ ’

1
(—l)"""" ‘ ”".""_H dm+n(1+xz+),.2) 7
I.2...M.1.2 n (l+x2+]2) ‘ )

dz™ dy™

Systémes d’équations aux dérivées partielles pour les fonctions
'Om,}u 'Om,n, Um,n, p—m,n-

La fonction 0,, , satisfait aux deux équations linéaires suivantes aux
dérivées partielles

‘ C—(ll—;—[f-—xf—il;-—(m-i-x)P:o,
(%) d:U dP
W—y@‘———(n-kl)l’:o,
ou
P:xfl—:j —i—y%—(m—i—ll-i—'l)U,

et I'on reconnait ainsi leur analogie avec 1’équation

N d ‘
([—x)d_:;"‘_xT}:; + (n—+1)y =o,

4 laquelle satisfait la fonction y = sin[(r + 1) arccosz], et qui peut
y 2 .
s’ écrire

dy
dz,-y-_xd[”za—<”+”’”] dy )=
e - —(n—f—:)(xa—‘;‘—-(n—i—t)y“_o.

La fonction ©,, , satisfait aux deux équations suivantes :

d:v dP
) W—x% +mP::o,
(©) 'V dP

ou
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7
Pour la fonction U, ,, ou plutot la fonetion 7 L"‘;" » je donnerai les
1—2x _—-iy"
équations
cd:U dP _
.(F> s—gﬁ—x%—(m—}—x)l’zo,
J Qd_’[_} dP o
‘dy&_]—d—)_.-(n_i_]) =0,
ou
av dU
P_.x% +y d—y——(m—i—n-—x)U__o,

et 'on reconnait ainsi leur analogie avec I'équation

dzy d
Ag— —g “+n*y=o,

dx? d.

(r—2%)

a laquelle satisfait la fonction y = cos(narccosz), et qui peut s’écrire

.dg .’y‘
Vi—z dp
———dZ;-————x d—x-—-(n—k—x)P,
en posant
¥

d "
. Vi— ¥
P=s—— —(r—t)=ex

Enfin la fonction ¥, ,, ou plutét V,,, /1 — 2* — y?, satisfait au sys-
teme

d*V dp
-a?—x‘—i;—l—mP::o,
(8) d:V y'dP P o
rr i
ol
P:xj—g +y-g%’+(m+n+!)\’.
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Généralisation de la fonction sin [(n—+ 1) arccosx|.

Considérons le développement suivant

{

1
(1—2r =3 — 22— ) (1—az — by — 5 — .. — (@ + b+ 2+ ) (27 ) - 24— 1)

-
S -~
= arb e .. Omat ..
ol

Soient
3 T
P=azx +by+ci+. . +(@+b+c+...) (B +y+2+...—1),
L 1
Q=azx+by+cz+...—(@+b+c+...) (2 +r +2+...—1).

L’expression précédente pourra s’écrire

I I )
2@+ D+ ... <I- P Q,)7

de sorte que 'ensemble homogene des termes de degré £'en q, b, c,...,
dans le développement, sera donné par I'expression

1

(Pk—H — Qk+1 )

Ve + b+t +. ..

Nous allons la mettre sous une autre forme, au moyen de la formule
de Lagrange déja employée.
Faisons

Flz,y,2,..)= 2+ y*+ 2 +..—1, Oz,y,3... =(2+y*+2+...—1);

on aura

§(u):—%u‘+Hu—K:o.
La valeur de w qu’il faut prendre est

,H— V= GK
G b

U=

on aura

F'(u)=yH — GK, ®<x+§u, y-&-gu, z—&—gu,...)::v?c,...
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Le premier membre de la formule de Lagrange devient, apres des
réductions faciles,

L’ensemble homogene des termes de degré £, en a, b, c,..., dans
cette expression, est

1

o [u—ertenor

Var+ b+ 2. ..

I 1.3.5.. . (2k+1), .
d SEA PL+1__ k1 :
\:"a‘+b2+02+.--‘3'46"‘(2l‘+2)( Q)

et cet ensemble est égal &

1
anbm e’ . . dmm (2P y2 4 214 .. —1 )m+m’+m"+, -3
Z mlm'tm”l. . amen/nt+. . dzm dy™ dzn". .. ’

celte sommes’étendant atous les termes pour lesquels 7 + m'+m" +...
est égal 4 £. Donc

(m=+m +m'+...4+1)!

[0 —(— mtm’ m! 4. ..
ot = (—1) mlm'tm”l....

1
< -
1.3.5. . (2m+a2m+a2m”"+...+1)

1
dm+m'+n+. '(l — 2y — z:___‘__)""“"‘"""""""""i

damdy™ dz™’ ...

-

On voit immédiatement que l'intégrale

Omntymtt, ... Ol ..
f{[—— i adala dxdydz.. .,
J o \/x——.z’—_'y"-— 22— ..

avecla condition 22 + y? + z* +...Z1, est nulle quand p + p/'~+-p"—+. ..
est différent de m + m/' - m" +. ...

Nous allons associer aux fonctions précédentes les fonctions ©,, .,
provenant du développement

wl
(1—2ax —2by—2¢z —...+ @+ b+ c+..) * = E ar b e Rt

On va voir que l'intégrale

[.f dx d)" dz- .. ’c)n,n’,n”,_ . ‘.C)m,m’,m”, .
e

est nulle si Pon n’a pas en méme temps n =m, ' = m/, n"=m"....
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Pour cela, considérons I'intégrale multiple

A :ff[(lx (ly‘}" dz. .. @m.m’,m”,, .

X(1—2ax —2by—2cz —...+a+b+c—+...) *.

w1

Par des transformations analogues & celles que nous avons faites
dans la premibre Partie, on mettra cette intégrale sous la forme

L= ( .—),,L_.(m+m’+m”+...—:—x)! ambm' ¢’ ..
A=lyr mim'Im"l. .. 1.3.5.. . (2am—+2m 4+2m’+...+41)
3
1‘(m+m’+m”+...+;> B
Xp+1)(pg+3)u[p+2(m+m+m' +...)—1] =
I‘(—S+m+m’+m”+...+1>
ol
*
41 (I _ xg)-;+m+m'+m”-l-. ..
B= ;
—1 £+m+m’+m”+...+7i;

(r—2rz + r?)?

rest égal & ya® + 6% + ¢* +....

Je supposerai d’abord le cas de p impair, soit p. = 2p’—+1.

Eu se servant des résultats obtenus dans la premiere Partie pour la
recherche d’une intégrale analogue, on trouve

B— T 1.3.5. . 2(p+m+m +m'+...)+1]
T gl rmmleml ("F—l"_‘_m_*_m/_*_m//_*_._._'_l)! .
et
_mEriarh e (m+m 4 m 1) 1
T @' mim'lm"l. .. oA m A m 4 m 4 1

La proposition est démontrée.
Concluons de ce qui précede la valeur de I'intégrale d’ordre 2p’+1

ff dedyds...(1—2ax — 2by —. @+ D+, )~ H) (1— gt — p2 )}

X[(1=—dzx—=by—...pP=—(a"+b"+.. ) (2 +y*+... —1)]"
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Si l'on pose aa’ + bb' + cc’ +...= a, cette intégrale est égale &

n=
(lz xu
n=xx 7
P (n+1)ar  m/+ = o )
ap/ M lyp +n+1 2p/! do ’
. n=o
mais
n=w=
ot 1 o ot —t
= [ leeti—w = 2 — - 2
n=o :
done
n—aw=
ali
DS
1< +n ’ 2 ’
2= =L log(x—:c)+5—l—fc—+ + 2.
do at’ =+t 1 2 T W 1— o

Supposons p. pair et égal & 2p’. On trouvera

!

A — ¥ 2k (m+m'+m"—+...+1)l...
1.3.5.. (2¢ —1) mlm'lm”l...
. ambm’ cm”' ..
>< .

2(g+m—4+m +m'+. . )+
En posant aa’ + bb' -+ cc’' +...= a, on trouvera que lintégrale
d’ordre 2p’
—(p/+L L
/f dzdydz...(1 —2az —2by —...+ a*+ b*+...) (s +2)(1—x3—3'2——...)’
X[(1—dx—by—. ..p—(d*+ b*+ . .)(.27“—(—");"’—4—.. — 0],

est égale a

(2 I I =1 (p—2)a (' —3)a
1.3.5...(2p —1) a*"[z(r-—a;+ T 3 - 5 -
a2 2up —1 1+ \/;]
+ — —lo = |
2p’—3 4y gl—\/a

On verra facilement que la quantité

[ff(lx dydz. .. Onmtmr, | Cnninr,.. . Vi—z—y?—zr—. ..

est nulle, si les sommes m + m'+m" +... et n + n'+ n" +... sont
différentes.

Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure. Tome V.
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Enfin, j'indiquerai encore des fonctions analogues aux fonctions
1‘r)m,m’,m”,_ et On,n’,n”,...- '
Soit
‘-Pm,m’,m",. L= Km,m',m",_‘. ( [ — 2! — _‘)'2 — 3 —. .. )_I'
dmrndml (gt 57 )m+m’+m”+...+lu+%

dxm dy™ dz"" . . .

k)

ol 2 est un nombre entier, et K, ., une constante. On aura, si les
deux sommes m + m + m" + ... et n+ n' -+ n”+... sont différentes,

> AL
(f [dx dydz. ..(l — .')5'7-—}"’ —3t—.. ) ? m,m m?, ... ‘flz,n’,n”.u. =0.
o/ v

Considérant le développement

(—x?— ) — g — . i (1—2ax — 2by — 208 —...+ @+ b2+ 2 +...)

7 4
e i mee
et E am b’ ¢en” 3 myml,m?,. .y

on aura des fonctions 2, s .7, . telles, que 'intégrale

?
ff dz dy‘dz. - Lfm,m’,m”, . :Qrz,lz',n",...

sera nulle, si Pon n’a pas simultanémentm =n, m' = n', m" = n’,. ..
et que l'intégrale

r —(h—L
[ ’ fdx dyds...(1— x> —p*— 22—, ..) (~1) Dt D . .

sera aussi nulle, si 'onam +m' -+ m' +...Sn+n 4+ n" +....

Généralisation des fonctions Umpn, ¥Vmp.

Considérons le développement

(t—ax—by—cz—.. )[(1—ax — by —cz —...)
— (@0 +c . (24 —1)]

E : ’oml r
— m f[m m’
= a b [P U,,,,,,lf,,“ﬂ,_ .

On trouvera facilement, au moyen de la formule de Lagrange, cette
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expression de U, ,n .

(~— )mem 2.3 . (m+m+m"+...)

v

L.-",,‘,,,,/,,,‘r/_m: =
I.2...mM.1.2...m.1.2...m".

> x“-— 2 —yl— B —. ..
.3.5...(am-+2am + om” 4+ .. .—1)
/ "t i
([m+m'+m”+... (1 . .’l'z _ ’y.z _ 57— . )m+m +m -3

-

dzndy™ dzv
et on en conclura

L’ ! 1 ‘.n n
dzx dydz. . monlnls - L, . =0,
‘/I_m_z.:_)ﬂz__zz .

lorsque m + m' + m" +- ... est différentde n +n'+n"+ .. ..
Les fonctions Vi, .7, , que nous allons assecier aux fonctions
Uppwt v, » Naitront du développement suivant :

w—t

(1— 22— p?—22—...)

rof=

(1—2ax — 2by— 25¢ —... 4+ @+ b - ¢' ...

§ / "
— m pm! am
= a b [ SR p’m,m’,m”h L

Nous allons faire voir que I'intégrale

fff Um.m’,m”,,,_ pn_.u’,n”,, . (lx dy‘ dz PR

est toujours nulle, excepté quand on a m=n, m'=n', m" =n", au-
quel cas nous donnerons sa valeur. Pour cela, je calculerai I'intégrale
suivante : ‘

__fffdxdydz U, (1— 2 — y2— 32— ..)

X (1—2azx — 2by — 20z ..+ @+ b+ *+...) 2

~—
[

On trouvera facilement

A (m+ m—4m’+.. ) amb™ ¢ ... (Yr)*
— mlmlm"l... 1.3.5.. . (am+am'+2m"+...—1)

(p—1)(p+1) [ pt2(m—+m +m” +...)—3]T <m‘+ m+m’ ...+ ;) B
>

I“(%JL +m-—4+m-+m'+.. )
38.
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/ '

[ —emm! -y
(I x 2)2 '[Z'
B - ?

& ! el . —%
(1—2ra +r?)

—1

r étant égal & Va? + b2+ +....
Je supposerai d’abord p impair et égal & 2"+ 1. Dans ce cas on a

¥+ (o m - m? 4. L)) amnbm e ...
(' —1)! mlm'lm”l. .. H’+m+m’+m”+....

A=

Supposons maintenant p pair et égal & 2u’. On aura

A= (2m)¥ amb™ e, (m—4+m+m'+..)!
Tr3b (e —=3) 2+ m+m +m . )—1 . mim'Ilm"l..,

On conclut de tout ceci que I'intégrale d’ordre p

) p—t
/f dedydz...(1—2ax — 20y —.. .+ @+ b’+...)~<—f)

X(1—z'—...) "(1—dz—..)[(1—d x—...)—(a"+ b+ .. 2y +.. —1)]"

est égale, sil'on pose aa’ + bb' +cc' +...=a, 2

¥ | 1 a o=t
mw("g:—f?—; ———— ,x_x)
ou a
(2m)+ 1 L 1+\/;__1__5E_a__"'__ ¥
135, (2 —3)a" \aya Ci—ya 1 3 5 2w —3)’

suivant que pest égald 2p/ + 1 oud 2p’.
L’intégrale

ff dzdydz... Vaw, Viwan, Y1— 22— ypi—22—. ..

est nulle quand m + m'+ m"” + ... est différent de n +n'+n"+ . ...
Enfin, pour terminer, j’indiquerai quelques propriétés de fonctions



ANALOGUES AUX FONCTIONS X, DE LEGENDRE, ETC. 301

analogues aux fonctions U, ... €t Vit o, -
Soit
—
le,ml,m”“ L= Km,m’,m”,.‘.(! — 2 J“"’— 52— ) e

lsnl] mem! w4 k-2
dm+m-m +...(I_xq__ P2 — zg_...) 3

> dxmdy™ dz™". ..
A étant un nombre entier.
Soit aussi le développement

it sy
(1-—x2~y2—52~...)' (11— 2ax —2by — 2053 —...+ @+ O+ ¢E+..)
:E am™ bm’ 0'"” cen le m,m,. . -

Les deux intégrales

" dx d 'dz le,m’,m”,‘.. P,n,n’,n”,.,.
. 4 ”. ( ., )-—-’H—%

I__xz___)n__z

et

ff dzdydz...Q muwmr, Quuwm, (1— & —y*—2z2—...)

—h+

sont nulles quand les sommes m +~m'+m"+...etn-+ n'+n"+...
sont différentes.
On a aussi

a
/f dzx d]‘ dz. .. le,ml’mll’_“ Q’n,n’,n”..., = o0,
o

excepté dans le casotin=m, n'=m', n" =m’,....

Valeurs multiples de certaines intégrales doubles.

Pour terminer ce travail, je vais calculer dans tous les cas les valeurs
de certaines intégrales doubles que nous avons eues & considérer an-
térieurement. On sait que l'intégrale définie

T
‘/ log(t+2pcosw + p*)dw

o
est nulle quand p est inférieur & 1, égale & amlogp quand p est supé-

vieur & 1, et quand p est I'unité, elle a pour valeur = log = - Beaucoup
, P , 5 108 -
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d’autres intégrales définies simples, contenant un parametre constant

sous le signef, ne sont pas des fonctions continues de ce parametre.

Un s’est servi précédemment pour I’étude des fonetions U, V, U, V...
des valeurs de quelques intégrales multiples, calculées pour certaines

bypotheses faites sur les constantes qui entraient sous les signesf/

L%

Nous nous proposons ici de donner les diverses formes que prennent
les valeurs de ces intégrales, quand on suppose aux constantes des
valeurs quelconques. )

De Uintégrale
f[(l —2ax — 2by+a*+ b)) (1—2a'x — 20y - @'+ b)) da dy.

A
Cette intégrale a été calculée par M. Hermite pour I’étude des fone-
tions V... '

Soit
N N . . i . ad + bb’ ab’ — ba’ .
@+ bi=r, d*+di=r" ——F =cosf, —————— =sinb,
rr ’ rr
at — by bE -+ an
=y Y=

L’intégrale que jappellerai A devient

N dzdx
(1—o2rf—+r*)[t1—a2r'(£cosb +»sinf) = r”

entre les limites £* + 4251,
Une premiere intégration par rapport & n donne pour résultat

1 1 o 1-——21”('&0()59—\/1—Eisin9)+r’"

2r'sinf 1—2rf +r? I"ZT'(ZC039+\"T—T2?Sin6)+"Iz

Posant ensuite £ = cos ¢, il vient

1

~ rr'sing

B___f”c_z’_g rsine o 1—o2r'cos(@ +8)+r"
“Jo 2 1—oarcosg—+r? 1—ar'cos(o — 6)+ r'®



ANALOGUES AUX FONCTIONS X, DE LEGENDRE, ETC 303
Dans I’hypothese ot r et ' sont tous deux moindres que 1, on teouve

rr’ sin6
B=marctang ——————-
1— rr’ cos9

de sorte que I'on a .
ab' — b

%-—‘—— —-—— arc tlang ————; *

ab — b M M T T b

“ - . I
Soit maintenant r > 1, r' < 1. Posons r = - alors on a
1

rsino - r.sing
1—2rcosQ +r! 1-—2rcoso + r?’

de sorte que
\— T are tang r'rosinf
ST b —bd U T i — porfcosh’
mnais
. r’sind _ rr'sin@ " cosb
ror'sind = = — nr " cosf = "1 N
r r r:
done
ab’ — ba’

T
A— — 2 arec tane ’
abl = bd ga”+ b — aa’ — bb’
I
—» alors

t

Soit, en second lieu, r< 1 et r' > 1. Posons ' =
— 2.1’ cos /2 —ar cos(o + 6 !
Iog' 2),cos(q7+9)—|-— ',,:logl 27, (o )+ ’,l,’
1—2r' cos(o — 0)+r" t—ar cos(e — 8)+r?

etl'on a
. .
T rr’, siné
A= ————arc tang ——————
ab’ — ba’ 81 rr’, cosé@
¢ tane r’/ sin g . ™ aFC NG ab’ ' — be bu
R b 7 ar S p2— pp'cosh T ab — ba’ S at b qd — bl

Du reste, ce second cas est une conséquence immédiate du premier
4

cause de la symétrie de I'intégrale parrapport A a et b, a’ et &'

1 1
. Posant r = = r'= e 013

Soit, en troisieme lieu, r>1 et 7' >1

o
T ', sinf
A = ———— arc tang ——————
: ab’ — ba’ CR—_— r', cos@
ab’ — ba'

aa' — bb'

= ;‘2?)_’-: - are tang( . + I) )(a‘rih_L_[)’i!—_)'_
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Entin. nous allons considérer les cas limites, dans lesquels 7ou 7, ou
tous deux, & la fois, sont égaux & l'unité. Soit, par exemple, r=r,
rSi.0n a

1 [T sing¢ 1—2r'cos(o + 0)+ r”
B=- do ? log . (s ) e
4 Jo I— C0SQ 1—a2r'cos(o—68)+r

Quand ¢ est infiniment petit principal, I'inverse de I'expression qui
est sous le signe fest infiniment petit du premier ordre; donc cette

intégrale est infinie; il en est de méme, lorsque =1 et 751, et
lorsque 'on a en méme temps r=1, 7" =1.

De l'intégrale

dz dy
ff(l —2qx —2by+ @+ b0)[(1—d 2 —by)P—(a"*+ b'?) (2> + 3* —1)]%

En employant les mémes notations que précédemment, on transforme
cette intégrale en la suivante :

f dt dn
ﬁr —o2rf+ r)[(1 —r'cosBf — r'sinfn ) — 2 (£ +n*— 1)]{"

Intégrant d’abord, par rapport a u, entre les limites — 1 — £* el

-+ y1— &%, on a pour cette intégrale, que j’appellerai A’,

N f—H ; L jog i e0sOlE—V—1V—1E) 4o
— I—2rf+rt Ty r-:~’cos@l\'£_+v——ls/l—?) ®

" rr'cosf

donc, en faisant £ = cos¢, on aura

I

J— U

~ rricosé

I

T rsino 1 1— 1’ cosh e— PV
BI: d P T - ]Og == .
o 1 2re08e 41 y—1 1—r'cosfe’V !

En supposant 7 et 7'cosd inférieurs & 1, on trouve

' 1
aa’ -+ bb’ log I — ad — bbb~

B’ =mrlog - dou A=

I :
— rr'cos8’
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. - 1 . .
Soit maintenant > 1 et r’cosf <1. Posant r= - il vient

1

I re
B=rslog —————= =nrlog ———
. e T T T cos6 " S = cosb’
et, par suite,
T al—+ b2
A= 7 ,]Og - 7 7t
aa’ —+ bb at + b*— ad' — bb

H
Posons r'cosfd = pk
{

Soit, en second lieu, r <71 et r'cosf > 1.

on aura
log 1— rcosfe—¢V—1 '1 I".—e‘_?Vi"“ loe e 9"/_(1—) e*\/-_—T)
8 = == 10§ —— =
1— r'cosfesV—! r— etV ! c\/—-l(l___’ e“’\_‘)
—ey =1

=—20y—1—log————;
" e?\/""

par conséquent
I rw rsino

W rlog— [T .

T8 T ¢ <P1—«2rcos<p-~}—r’

[.a premiere partie est égale &

loel 1— rr’cos@]___lo ]__"a’—l-b’
e (7 cosgy |~ '8 aa’ —+ bb’

Calculons la seconde partie; elle est égale a

n=— = Tt ,
._zz f ,,r'sinncpcgdcp:——zrz Jert ___27“0g(1+',).
O -
Ainsi
' at—+ b? .
B =rlog (1 gy ) — 2w 0s (14 VEE T,
donc
L — a*~- b _ 27T o Iz 2
A= ad' +bb’10g( aa’ - bb' ad + bb' IOD(I—}—\([ +b>.

En troisieme lieu, supposons 7 >1 et r'cosé >1; alors on aura

'— - Y- —
B—-T:]Og<! a(t'+b1)’) 2ﬂlog<’+‘/ﬁ[;>

et

A= lo < ! Yo 27 log| 1+ ——= }:
~ ad +~ bb’ g ad + bb')  ad + Bb CA Va -+ b
39

Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure, Tome V
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Si I'on suppose r =1, 'intégrale B’ est infinie. Sil'on fait r'cosé =1,
sans que r soit égal a I'unité, alors

= rsin 1 [— eVt
B'——_:f do S~ log =
R 1—2rcosg +r* [ — eVt
mais '
+ sino —
(4 e
1 — e fY—t I——COS(?V
1= eVt _Sme g
I — COSQ
et
. e g—pV—1 sino
— log — = 2arctang ———
V—1 I — e?V—L I— COS9Q
= 2arc tang | tang T_ ¥ =r—0;
2 2 T
done
/T 3 T M
rsino d rsino
B —nr ¢ do --“f o do ; .
o I—arcoso—+r* |/ 1—2rcosg —+r

Si r est inférieur & 1, on aura

B=—nlog(t+ r)—mnlog(1+r)=— 2mlog(x+r)
et

_____——_—zlog(l +\/d2+ [)2)

Sirest >1,0n aura

B’:—zﬂ]og(l—‘}—}:) et A’:-—"—E—‘——_—L]Og(l-f‘- -——E‘——‘_____.>‘
I \/aa -+ ba . v/(tz “+ bzl
De 'intégrale

fj (1— 20’z —2by + a4+ b%) (1 —ar )
X —ax = by)[(1— aw — by — (@ + 1) (& + p> — )] dedy

Je me serviral des notations que j'ai employées dans le calcul de
cette intégrale. Ce calcul suppose essentiellement que r et 7’ soient in-
férieurs & I'unité. Je vais'actuellement faire 'hypothese de > 1. Dans
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ce cas-ci, le résidu de I’expression

I
Lz —M(z*+1)— N(z2—1)

n’est plus égal, pour toutes les valeurs de £ comprises entre 1 et + 1,
I
2y Ne— M*
Si, dans le dénominateur de 'expression précédente, on fait succes-
sivement z= —1 et z =1, on obtient pour résultats —2(L +~M)

et 2(L — M), c’est-a-dire

A
b

—2(r— rcosfs + rsinfy1— &%) et 2(1—rcosff — rsinbyr— ).

.Si ces deux quantités sont de méme signe, le résidu est nul, sinon il ¥
a un résidu différent de zéro. Il faut donc étudier les signes corres-
pondants de — 2(L + M) et de 2(L — M), ou de L+M et de M — L.
Je supposerai a, b, a’, b’ positifs; alors cosf le sera; j'admettrai que
sing le soit aussi. Considérons d’abord la quantité

L-+M=1— rcosft + rsinf 1 —£:.

Elle est toujours positive, si r est inférieur a 'unité; mais ici nous sup-

posons 7> 1. Pour & = — 1, elle est égale & 1+ rcosf; elle est donc
positive. Pour voir comment elle varie avec &, prenons sa dérivée par
rsin 62

2> est d’abord po-

rapport a &; cette dérivée, égale & — rcosfd — 7
sitive, puis elle devient négative pour une valeur de £ négative. Par
conséquent, L + M augmente quand £ varie & partir de -1, puis
diminue avant que & ait atteint la valeur zéro. Pour & =1, on a
L+ M =1— rcosd. Donc si 'on a rcosd <1, L + M reste toujours
positif; mais si 'on a rcos6 >1, L + M devient négatif. Cherchons la
valeur de £ pour laquelle il s’annule. L’équation L + M = o devient,

quand on y a remplacé £ par cosg,

1— rcosf cosg + rsinfsing =o,

et donne

cose+ sma V=l

coso =

Pour distinguer celle des deux valeurs qu’il faut prendre, substi-
39.
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tuons-les dans I’équation précédente, il vient
1 — cos*f = sin0 cosH yri —1 + rsinfsing =o.

Comme sing est positif, on voit qu'il faut prendre le signe — dans la
relation précédente; donc la valeur de cosg ou de &, pour laquelle
L + M s’annule, est

cosf  sinf ,——ro
=200 S0y

Etudions de méme M — L.
On a
M—L=rsin6y1— £+ rcosf £ —r.
Pour
f=—1, M—L=—rcosf —r,
rsingk

£2

la dérivée par rapport a £ de M — L, a savoir: — + rcos@, étant

—
positive tant que & est négatif, mais devenant négative pour une valeur
positive de & inférieure & 1, on voit que M — L augmente d’abord, puis
diminue ensuite, avant que £ ait atteint la valeur 1. Si 'on remplace &
par cosg, on aura

M — L = rsinfsing + rcosbcosg —1 =rcos(f —o)—1=rcos(o — 6)—r.

On voit alors immédiatement que M — L s’annulera toujours pour une

" et

.¢|~]

valeur de ¢ supérieure & 0, et comprise méme entre 9 et & -+

encore une seconde fois, pour une valeur de ¢ inférieure a4 ¢, sil'on
arcosd <r. Ces deux valeurs correspondantes de cos¢ sont bien fa-
ciles & trouver : la premiere & et la seconde £” sont données par les for-
mules

, cosf sinf —— , cosf sin
g’:T————;—\/r?—-r, &”:T+ -

/2

VI

—I.

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires a notre discus—
sion. Soit d’abord rcoséd >1.

M — L est négatif depuis £ = — 1 jusqu'a & = &/, et est positif apres.
M + L est positif depuis £= — 1 jusqu’a £ = &”, et est négatif apres.
Par conséquent, dans I'intervalle de & 4 £”, le résidu est nul, et il fau-

’

2
g
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A,

dra faire Uintégration du résidu de —1 & &, et de & & 1. Mais
ici, le résidu n’est pas le méme dans ces deux intervalles. Celle des denx
racines

1—rcosf-+1—2rcosbt + ricos’ 11— rcosfi— V1—2rcos9% +r3cos*b
M+ N ’ M+ N '

qui est comprise entre — 1 et +1 est la premieére quand & est supé-
- Cest

. N I o . , . N I
rieur & —— et la seconde quand £ est inférieur a
reosg : rcosf

donc la premiére, quand £ est compris entre &” et +1, et la seconde,
quand & est compris entre —1 et &. On s'assure facilement de I'exac-
titude de cetle proposition, en remarquant que l'on a

I 1
vt - et ;{Il .
= =lcosd 2> rcosd
7. 3 . N i
Le résidu correspondant a I'intervalle de —1 & & est ————

I

le résidu qui correspond & l'autre intervalle est — ———e— .
ayLi+ No— M*

Donc, dans le cas ol rcos6 est supérieur a 1, I'intégrale A que nous
cherchons est égale 2

, fg’ dt
1. ., V'I—2)"E+I"’\/I—27’COSGE+I"COS“Q

—+1 dZ
fg,, Vi— 317E + r7y1 — 27 cos9E + 1° cos' 6

Soit maintenant 7 cos§ < 1. Alors L + M reste toujours positif; quant
aM — L, il Sannule deux fois pour & = &' et £ =£&"; c’est toujours la
seconde racine qui est comprise entre —1 et +1, de sorte que, dans
ce dernier cas, on a

A:n’( i 48

. Vi 21 E+ 1?1 — 2r COSOE + r* cos?0

-+1 dg
+ i .
f;” Vi—2r'f + r'*y1—arcosbt + r? cos"@)
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On calculera les intégrales précédentes par les procédés ordinaires; je
ne donne pas leurs valeurs qui sont un peu compliquées.
On voit immédiatement comment on déduira le cas de 7’ >1 du cas

1
de 7' <1, en posant r'=-.

t
Je me bornerai & donner la valeur de I'intégrale A dans les hypo-
theses rcosd =1 et 7 <r.0Ona

A L dz B
_«;;[-l Jl_zrlz_‘__’.fg\/z__z'g

On trouve sans difficulté

1+\/‘7
2sinf {7+ 1+ 1" —2r' cos?b

g

2
A=—1lo
v

Enfin, on discuterait sans la moindre difficulté l'intégrale

1

f[dx‘(V(‘~ 2@z — by 4 @t ) (12t pr) ¢
T X[(1— ax = by = (@ b) (2 = )]

qui sert dans ’étude des fonctions O, », Cp -




