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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

MEMOIRE

LES SERIES DIVERGENTES,

Par M. Emie BOREL.

INTRODUCTION.

L'étude de la question proposée par 'Académie (') m’a conduit ra-
pidement & penser que, pour traiter le sujet d’une maniere un peu
complete, il était nécessaire de résoudre tout d’abord des problémes
tres divers d’Analyse et, en particulier, de Théorie des fonctions, pro-
blemes qui paraissent tout d’abord n’avoir que de lointains rapports
avee les séries divergentes. Malheurcusement, il aurait fallu beaucoup
plus de temps et de talent que je n’en ai cus & ma disposition pour le
faire avec toute 'ampleur qui m’aurait paru désirable.

Jai da me borner & une esquisse dans laquelle bien des parties ne
sont méme pas ¢bauchées; on trouvera, dans ce Mémoire, plus de

(1) Cetle question éait la suivante : Chercher a étendre le réle que peuvent jouer en
Analyse les séries divergentes. Le texle imprimé ici est la reproduetion du manuserit
couronné par U'Académie des Sciences (grand prix des Sciences mathématiques, 1898),
sauf quelques modifications de pure forme qui avaient été rendues néeessaires par obli-
gation imposée aux concurrents de rester anonymes.
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10 EM. BOREL.

problemes posés que de questions résolues. Mais il m’a parunécessaire
de laisser subsister ces parties i peine éhauchées; ¢’étaitle seul moyen
de ne pas renoncer completement & Lunité que jaurais réve de metfre
dans ce Travail.

Tespere néanmoins avoir obtenu quelques résultats nouveaux, qui
paraitront peut-étre dignes d’attention. On trouvera les prineipaux
dans les paragraphes 1V et VII du Chapitre I, dans le paragraphe 111
du Chapitre 11, dans les paragraphes IV et V-du Chapitre 111

Dans ces derniers paragraphes je prouve notamment que, si une
série divergente vérific formellement une équation différenticlle alge-
brique et st elle est sommable, elle définit une solution de 'équation
(c’est-2-dire fournit Ie moyen de calculer numériquement cefte solu-
tion). Dailleurs le mot sommable n’a pas un sens absolu; je veux
dive : il y a une infinité de procédés de sommation tels que le théoreme
soit vrai. Vindique quelques-uns de ces procedés @ lorsqu’on choisit
arbitraivement 'un d’eax, le théortme prend un sens tont i fait proe-
IS,

Il semble que "étade, par cette méthode, des équations différen-
tielles doit élee concomitante de étude de Teurs singularités au point

de vue indiqué dans les paragraphes cités do Chapitre 1.

Quelques mots, pour terminer, surle plan de ee Travail,

L’étude des séries divergentes m'a conduit a quelques réflexions g
nérales sur la convergence et la divergence; el ces reflexions, 4 leur
tour, m’ont rendu de grands services dans la suite de mes recherches,
Il m’a paru naturel de commencer par les exposer @ tel est le but du
Chapitre I, dontlalecture peut d’aillenrs étre omise sans inconvénient,

Dans le Chapitre II, je m’occupe de fa sommation des séries diver-
gentes en général, et en particulier des séries de puissances dont lo
rayon de convergence est fini. Le Chapitre 11 est consacré au cas oil

ce rayon est nul; il se termine par étude et Uinterprétation, i mon
point de vue, de résultats obtenus par Stieltjes sur une elasse parti-
culiere de telles séries. J'ai terminé par quelques pages de conclusion.
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CHAPITRE 1.
CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA CONVERGENCE ET LA DIVERGENCE.

I. — Les séries a termes positifs.
Les regles de convergence des séries i termes positifs
(1) I SN T EE N S

peavent ¢re rangées dans deux grandes classes. Les unes ont un
énoncé déterminé, telle la vigle de Canchy relative i la limite de Ve, ;
dans Uénoncé des autres, au contraire, interviennent une infinité de
nombres arbitraires, assujettis sculement i croitre indéfiniment avee
leur indice : le premier type de cette deuxieme catégorie est i i
Kummer. Au pointde vue auquel nous nous placerons dans ce Chapitre,
ces dernitres regles sont enticrement dépourvues d’intérét (*). Si 'on
se propose, en effet, dapprofondir la notion de limite, ¢’est-a-dire de
rechercher quels sont les modes divers par lesquels une quantité va-
riable peut tendre vers sa limite, ces regles ne peuvent rendre aucun
service.

Blles font intervenir, avons-nous dit, une suite indéfinie de quan-
Lités positives

(2) Ay Clyy oney yy o

augmen(ant indéfiniment avee leur indice 2. Cest Ih une notion préci-
sément aussi complexe que celle qu'il s’agit d’¢éclaireir. Iy aautant de
modes par lesquels la suite (2) peul augmenter indéfiniment que de
modes par lesquels la série (1) peut converger.

[l est donc entendu que nous parlerons seulement des criteres de
convergence de la premitre catégorie.

(1) Ces rogles sont, au contraire, fort inléressantes, si on les regarde comme des moyens
d’obtlenir, par un choix convenable des indélermindes, un grand nombre de regles de la
premiére calégoric.
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On pourrait nous objecter que ces criteres, tel le critere de (mu(,h\
rappelé il y a un instant, font aussi intervenir la notion de limite,
par suite, ne peuvent pas non plus servir i U'éclaircir. Il est aisé (l«~
réfuter cette objection, et ce nous sera une occasion d’observer un
phénomene des plus importants et que nous retrouverons souvent dans
la suite.

La regle de Cauchy nous enseigne que la série (1) est convergente
si Vu, a une limite inférieure & un; oubien si Vi, wayant pas de limite
unique, la plus grande de ses hmlth estinféricure & un. Mais on peul
énoncer cette regle sans faire intervenir la notion de limites il suffit
de dire, qu’a partir d’une certaine valeur de n, \/u“ est inféricur 2 un
nombre fixe inférieur & un. De méme pour la divergence. Le seul cas
ou intervienne réellement la notion de limite est celui ol cette Hmite est
précisément wr. Or, on sait que, dans ce cas, Ja question n'est pas
résolue; on est ramend a une difficulle aussi grande que celle d’oiCon est
parti. Nous conviendrons de dire dans ce cas que la regle de Cauchy est
en défaut; nous dirons, au contraire, qu’elle estinapplicable, si Vi, n'a
pas de limite unique, mais tend vers plusicurs limites, dont les unes
sont plus grandes, les autres plus petites que wn.

On voit que c’est seulement dans le cas ol la rigle est en défaw
que la notion de limite y intervient effectivement et "on pourrait, en
effet, I“emplaccr alors I'étude de la série par 'étude de la manivre
dont Vu, tend vers sa limite.

Les regles de convergence dont nous nous occupons ici 8’obticnnent
par la comparaison de la séric donnée avec une série déterminee,
ou avec une intégrale définie (il est inutile de rappeler le lien établi
par Cauchy entre la convergence des séries & termes positifs el des
intégrales de fonctions positives décroissantes). Les plus étendues de
ces regles (c'est-d-dire celles qui, dans la pratique, paraissent pou-
voir s’appliquer le plus souvent) sont dues & M. Bertrand (*); elles
reposentsur la considération des intégrales définies de la forme

" w x “e
[ g f d(l‘a‘&fﬂ, e

(1) Journal de Lioupille, 1™ série, t. VII; 184a.
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ol ¢ est une constante positive, e un entier positif, et ot 'on a posé
logM e = x, log(® x = log[log(“-Nux] (2>>o0).

Pour les criteres de M. Bertrand, comme pour celui de Cauchy, nous
distinguerons les cas ot ils sont inapplicables de ceux ol ils sont er
défaut. Par exemple, le premier de ces eriteres, déja conno d’Abel et
de Gauchy, est relatif au produit nw,; si ce produit a pour limite ur,
le critire est en défaut; s°il prend une infinité de valeurs supérieures
a 14 cetune infinite de valeurs inféricures i 1 — ¢, le eritére est cnap-
plicable. ,

Beaucoup de géometres,- parmi lesquels on peut citer O. Bonnet,
ont omis de considérer les cas ol ces criteres sont napplicables; cette
erreur a ¢té relevée, parlois tres vivement, et a donné lieu de nom-
breuses discussions. Il n’est pas douteux que ces cas n’existent; et il
tres aisé den fabriquer; co qui est moins aisé, ¢’est d’en fournir des
exemples réels, ¢’est-=a-dire s'étant présentés naturellement aux géo-
metres. De plus, dans tous les cas indiqués jusqu’ici, & ma connaissance,
ol ¢es critéres sont wapplicables, 1a série proposée se décompose nata-
rellement en plusicurs séries particlles, i chacune desquelles ils sont
applicables (*). Aussi, tout en reconnaissant Uimportance théorique
des remarques faites a ce sujet, on doit avouer que, dans la pratique,
0. Bonnet se trouvait avoir raison : les critéres ne sont jamads inappli-
cables awx scrics que Uon rencontre; on peut aisément les rendre appli-
cables awr séries que Uon forme.

Une autre question, plus importante & mon avis que fa précédente,
st celle-ci: les eriteres de M. Bertrand peuvent-ils étre cous en défaut ?
Cette question paraitavoir ¢té pour la premiere fois (*) posée et résolue
par Paul du Bois-Reymond, dans un Mémoire absolument fonda-
mental (*). Par une méthode des plus originales et dont il a tiré

(1) Yoyez, par exemple, les séries formées par M. Pringsheim ( Math. dnnalen, t 33,

p. 345. Cf. le premier cahier do I'Eneyelopddie Burkhardi-Meyer ).

(*) Dans son Mémoire (loc. cit., p. 48), M. Bertrand dit & ce sujet, apres avoir parlé
des cas ol les critibres sonl inapplicables, Yapres nos définitions @ « ... 1L faut y joindre
le cas, infiniment peu probable, ol loutes ees expressions jusqu’a Uinfini auraiont Iunité
pour limite. » (Vest le cas ol les critéres sont tous en défaut qui est ainsi 4 Ja fois prévu
el Gearlé,

(3) Journal de Crelle, t. 76.
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" d’autres résultats sur lesquels nous reviendrons ('), il forme une série
pour laquelle les criteres de M. Bertrand sont rous en défaut, sans
étre jamais inapplicables. Mais le sens de la réalité ne abandonne
pas au milieu de ces spéculations et il s'inquitte de approximation
que peut fournir la série qu’il vient de former. Le résultatde son caleul
est le suivant : pour atteindre la modi¢ de la somme totale, il faut
prendre un nombre de termes égal au volume de la Terre exprimé en
millimdtres cubes. Apres cette constatation, il laisse au lecteur le soin
de conclure; pour ma part, analyse admirable de Paul du Bois-Reymond
ne fait que confirmer I'idée ¢mise par O. Bonnet: les critbres de M.
Bertrand suffisent. Seulement, ce dernier mot n’a pas le sens absoln
que lui ontattribué certains critiques, mais un sens velatif' s ces eriteres
suffisent pour décider de la convergence de toutes les séries qu’un géo-
metre peut actuellement rencontrer (i condition que on sache Jes
appliquer, bien entendu, c¢est-i-dive que Pon sache reconnaitre, par
exemple, que nu, veste infévieur a1 — e, dans le cas ol il en est ainsi).
Or, il est bien probable que ¢’est uniquement i ce sens relatif que
s’attachait O. Bonnet.

Nous venons de constater, par un premicr exemple, Uimportance
particulicre de la fonction exponenticlle (ou de la fonction inverse) ef
de leurs itérations successives = les intégrales (3) suffisent, dans la pra-
tique, & fournir des fonctions de comparaison pour Uétude detoutes les
séries & termes positifs et des intégrales de fonctions déeroissantes (),

II. — Les séries alternées.

Nous appelons, dans ce paragraphe, série alternde, une série dont
les termes sont (au moins & partir d’un certain rang) alternativement
positifs et négatifs, lewr valeur absolue variant constamment dans le

A e ’ . v ’
méme sens. Une série ziter-'nec converge si son terme général tend vers
zéro : c’est une regle bien classique, qu’on trouve dans tous les

(1) Page 18.
) i S
(2) [fes t.crmes des séries sont aussi déeroissants ; sur celte restriction apparente, on
poulrraxt faire les mémes remarques que dans le cas des séries allernées dont nous allons
parler.
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Traités et qui est d'une application fréquente. Sinous la rappelons, \
¢’est afin de remarquer une fois de plus quel vole important joue
en Mathématiques 1'observation des faits analytiques et combien
on risquerait d’errer en construisant I'Analyse a prior, sans tenir |
compte de ces faits. Assarément, a priord, la probabilit¢ pour qu’une
série soit alternée est manifestement nulle; Uidée de consacrer une
regle spéciale & ces séries ne peut done venir que de observation des
faits, qui montre combien elles se présentent svuvent dans la pratique.
Siles termes d’une série alternée tendent vers une limite finie «, Ia
somme de la série converge alternativement vers deux nombres s el
$ a3 nous verrons que dans ce cas la série rentre dans In catégorie

"
de celles que nous nommons sommables ¢l a pour somine s ~- P

Enfin, si les teemes de la série alternée augmentent indéfiniment,
la série est divergente. Blle est dailleurs, en géndreal, sommable, si
Fon a soin de prendre les mols en général dans un sens pratigue ¢t non
théorigue.

On voit que la notion de limite intervient directement dans I'étude
de la convergence des séries alternées; celte ¢tude ne peut done per-
mettre dapprofondir cette notion, comme I'¢tude de la convergence
des séries & termes positifs.

Nous tenons & signaler un autre point important pour la suite : nous
avons rappelé les liens ¢troits qu'il y a entre les séries i termes posi-
lifs déeroissants et les fonctions déeroissantes s i une premicre approxi-
mation (woer le paragraphe suivant pour le sens de ces mots), Pétude
de Ta convergence des séries se confond avee celle de la convergence
des intégrales. Iy a de plus grandes différences entre les séries alter-
nées et ce que Pon peut appeler les fonctions oscdlantes, qui tendent
vers une limite @ en prenant une infinité de fois la valeur a. Si, pour
fixer les idées, nous considérons une fonction qui tend vers zéro
lorsque la variable 2 augmente indéfiniment, on aura & considérer
deuz fonctions croissantes pour avoir une premitre idée du mode
d'oscillation : 1 la fréquence des zéross 2° inverse du maximum (1)

(') Nous supposons implicitemenl ¢otle dernitre fonction eroissante; ¢'est ce qui a lieu
en général (voir Yo paragraphe V, p. 41).
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dans lintervalle de deux zéros; tandis que pour la série alternée,
comme pour la série & termes positifs, il n’y a qu'une fonction & con-
sidérer,

III. — Les ordres d'infinitude.

On sait quel role important joue en Algtbre et en Analyse la consi-
dération des différents ordres d’infiniment petits; 'importance de ce
role en Algebre est due surtout i la proposition fondamentale suivante :
les équations algébriques définissent toujours des infiniment petits
d’un ordre infinitésimal déterminé (*). En d’autres termes, pour con-
naitre les divers modes suivant lesquels une fonction algébrique d'une
variable peut tendre vers une limite, lorsque Ia variable tend elle-
méme vers une limite, il suffit d’é¢tudier Ta maniere dont 2 tend vers
zéro lorsque @ tend vers zéro (ou Uinfini).

Bien que, dans ce paragraphe, il doive étre exelusivement question
de variables réelles, nous pouvons remarquer en passant que Pétude
de ces modes est intimement lice a Uétude des singularités, en sorte
que lexistence d’un ordre infinitésimal déterminé entraine cette con-
séquence : les singularités des fonctions algebriques sont toutes de

méme nature que celles de la fonetion x¢.

~ En effectuant sur la variable et sur la fonetion (séparément) une
substitution linéaire, nous pouvons nous borner au cas o, la variable
tendant vers Vinfini par valeurs positives, la fonction tend vers
Uinfini. Nous supposerons d’abord que la fonction rest pas oscillante
(c’est-d-dire ne prend pas une infinité de fois sa valeur limite) et nous
admettrons qu'elle croit lorsque @ croit (au moins & partir d’une cer-
taine valeur de a).

Nous allons tout d’abord définir divers ordres dinfinitude, ¢’est-
a-dire faire quelques conventions de langage (*).

Deux fonctions ¢(«) et 3,(x) auront le méme ordre dinfinitude si

(1) On sait, de plus, que cet ordre est commensurable,

(%) Cf. les travaux cités de Paul du Bois-Reymond et aussi ceux de M. Pineherle sur
le méme sujet; notre but nest pas ici d’étudier la question générale de la classification
des modes de croissance, mais seulement de donner quelques définitions qui nous seront
commodes,
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le rapport ©:o, tend vers une limite finie lorsque x augmente indéfi-
niment. Dans ce qui suit, nous désignerons par @, b, ¢ des nombres
positifs, par « un nombre réel, par 7 un entier positif, par  un entier
réel.

Nous résumerons nos définitions dans le Tableau suivant; on
remarquera qu'une difficulté résulte de ce que les fonctions consi-
dérées ne sont pas permutables entre elles; il y aurait peut-étre lieu
de compliquer les notations si I'on voulait approfondir la théorie;
mais nous ne nous servirons que des définitions qui sont en téte du
Tableau et, pour elles, nos notations suffisent.

Définitions.
Ordre d’infinitude
Fonctions. (z=-t+=).
7 a
O (Z)=€% o e [
B et e ao
C e e »a
Y ) . »?
O (@)==ePma®) AL
o8& e et Ly
)

logllogaz]l=log®a.................... =2
o_m(z) =log" (z)=1log[logtm—Nz]... o=
CPlOZL . oo o~ !
LA (X)) (X)) e @ = P 6y
at fop(a))le i a -+ bt
xe(loga ). oo @ = an~!

e ebxe

amboc
a0y hoy—!

Ces deux derniers exemples sont donnés pour mémoire seulement,
car nous ne nous proposons pas ici d’étudier completement le calcul
de ces symboles, mais sculement d’adopter un langage abrégé dans
des cas simples.

Lorsqu’une fonction ¢(z) aura méme ordre d’infinitude que 'une
des fonctions de notre Tableau, nous dirons qu’elle a un ordre d’infini-
tude determiné. Cette définition est évidemment arbitraire (de méme
d’ailleurs que la définition d'un ordre infinitésimal déterminé); mais

Ann. de UEc. Normale, 3° Série. Tome XVI. — Janvien 1899. 3
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Pexpérience prouve que les fonctions qui ont un ordre d’infinitude
déterminé jouent un réle prépondérant en Analyse; 'un des buts de
nos recherches est méme de montrer que, dans des cas tres étendus,
on peut se borner i considérer de telles fonctions; mais nous ne
ferons, dans ce Mémoire, qu’effleurer cette question ('), dont I'im-
portance nous parait trés grande.

Lorsqu’une fonction ¢() n’a pas un ordre d’infinitude déterminé,
diverses circonstances peuvent se présenter. Nous conviendrons de
dire que I'ordre d’infinitude de g () est supérieur i celui de g, (x)sile
rapport ¢ : ¢, augmente indéfiniment avee 2; U'ordre d’infinitude de ¢,
est inférieur i celui de g : cette définition ne suppose pas déterminés
les ordres de g et de g, .

1° Il peut arriver que Uordre de o () soit supéricur & o™, quel que
soit m; nous conviendrons alors de dire, pour abréger le langage, que
Pordre de ¢ () est supéricur i »*; de méme si 'ordre de (@) est
inférieur & 0=, quel que soit m, cette ordre sera dit inférieur a o .
Ces fonctions ont été respectivement appelées fonctions & croissance
trés rapide et trés lente [ Borev, Sur les séros des fonctions enticres ( Acta
mathematica, t. XX)]. On les forme aisément par une méthode dont le
principe est di & du Bois-Reymond et que nous avons déja citée. Mais,
jusqu’ici, jamais de telles fonctions ne se sont présentdes naturellerment
aux géométres ; nous roviendrons sur ce point dans les derniers para-
graphes de ce Chapitre.

2° Il peut arriver que la fonction o(x) prenne, quel que soit m,
pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment, des valeurs
supérieures (*) & ¢, (z); en d’autres termes le rapport g : g, ne croit
pas indéfiniment avec , mais il ne reste pas non plus limité. Dans ce
cas nous dirons que l'ordre de g () est irrdguliérement supérieur a o ;
on définirait de méme un ordre irrdgulicrement inféricur 3 w=*. Au
sujet de ces fonctions vaut I'observation qui termine le 1°; il semble
méme qu’elles soient encore plus artificielles que les précédentes.

3° Lorsque I’on ne se trouve dans aucun des cas jusqu’ici examinés,
il existe cerlainement dans le Tableau des fonctions T dont lordre

(1) Dans les paragraphes IV et VI de ce Chapitre.
(%) Rappelons que 'on a posé ¢y (2) =-e%; ¢p ()= ePm—ilx),
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b
P

d’infinitude est supérieur & celui de o(x) et des fonctions G dont
Iordre d’infinitude est inférieur a celui de ¢ (). La connaissance de
ces deux catégories de fonctions apprend évidemment quelque chose
sur la maniere dont croit o () : cette fonction n’échappe pas comple-
tement & nos définitions comme dans les cas précédents.

Mais deux cas sont & distinguer : il peut arriver que ’ensemble des
fonctions F et G epuise ou n'épuise pas 'ensemble des fonctions de
notre Tableau. Dans le premier cas la fonction ¢ (x) est telle, que son
ordre d’infinitude est supérieur ou inférieur a 'ordre de toute fonction
d’ordre déterminé : nous dirons que la croissance de ¢ (x) est régulicre.
Dans le second cas il existe des fonctions ¢ (@) d’ordre d’infinitude
déterminé et telles que le rapport o : ¢ ne tend vers aucune limite
(nivers U'infini) lorsque x augmente indéfiniment : nous dirons alors
que la fonction ¢(x) est a croissance irrégulicre ().

En résumé, les fonctions croissantes dont 'ordre d’infinitude n’est
pas déterminé appartiennent & I'une des catégories suivantes : fonc-
tions dont 'ordre est (régulierement ou irrégulierement) supéricur
a »® (ou inférieur & w=); fonctions 4 croissance régulicre; fonctions
a croissance irréguliere.

Donnons un exemple de cette derniere catégorie. Définissons les a
et les & par les identités

er == Qg+ Q& - Ay X Azt 4. ..
e =bo+ by -+ bz + byt 4. .. (by==by=—=...=70).
Posons, d’autre part, m élant un entier,
F(o)=o0; F(m)-:101" (m > o).
Sel'on a
F(em)Zn<<F(2am-1) (m=o0,1,2,...),

nous poserons
Cp === Ay,

(*) On peut rapprocher ces considérations de celles que jai développées dans une
Note des Comptes rendus : Sur les types de croissance et sur les fonctions entiéres,
Janvier 1898.
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et stl’on a

Fliem+1)in<F(2am-+2) (m=0,1,2,...)

nous pOSB}"OIlS
Ch= bp.

Les c étant ainsi définis pour toute valeur de n, la fonction & crois-
sance irréguliere que nous voulions former est la suivante :

w(x) =Co+ C1 &+ a4 C3 2+ . ..

On prouvera aisément (x 6tant réel et positif) que cette fonction
a les propriétés suivantes :

On peut déterminer une suite de valeurs de @ croissant indéfiniment :
iy Lyy oe ey Ty - -+, €L telles que P'on ait

lim

m = w

ZD'('Z'm) —
eLm

On peut déterminer aussi une suite de valeurs de 2 croissant ind¢é-

finiment £,,&,,...,%,, ... ct telles que I"on ait
r
lim T-(«C‘,;") e g
oz w (;E

m

En d’autres termes, la fonction & () est, pour une infinité de va-
leurs de z, tres voisine de ¢” et, pour une infinité de valeurs de a, tres
voisine de ¢*. On pourrait méme montrer qu’il en est ainsi dans des
intervalles d’étendue tres considérable (). Les dérivées d’ordre quel-
conque de w(x) sont croissantes et ont des proprictés semblables.

On pourra dire que I'ordre d’infinitude de o () est compris entre
w et w2, maig il n’a aucune valeur déterminée entre ces deux ordres:
nous ne nous étendrons pas sur les propriétés de la fonction ()
(intéressante aussia étudier dans tout le plan); mais nous avons tenu
a construire cet exemple afin de pouvoir donner une forme plus con-
crete aux observations qui vont suivre, dans Iesquelles nous utiliserons

(*) Endésignant par ¢ un nombre positif arbitrairement petit, mais fixe, on peut prondre

Flom+e) <z <TF(2am-41—2), Flam14¢) <Ep < F(2m o — £),
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la fonction w () simplement comme exemple de fonction & croissance
irréguliere, sans qu’il soit besoin d’en connaitre d’autres propriétés
que celles que nous avons indiquées.

Comme nous I'avons déjh remarqué, une fonction algébrique y, qui
devient infiniment petite avec la variable , posséde un ordre infinité-
simal déterminé, c’est-a-dire qu’il existe un nombre a (d’ailleurs ra-
tionnel et positif, mais ceci nous importe peu actuellement), tel que
I'on ait
(1) y=x%(c +c¢),

¢ btant une constante et e un infiniment petit. Mais il y a plus. Il ré-
sulte de I’égalité (1) que e est aussi une fonction algébrique de a; il
posseéde donc un ordre infinitésimal déterminé; et si 'on pose

(2) E:‘::.’L'”((;’—FE'),

on pourra raisonner de méme sur ¢, ete.

Si Pon considere une fonction y satisfaisant & une égalité telle
que (1), sans qu’on la suppose algéhrique, cette fonction aura, au
voisinage de = o, bien des propriétés communes avee une fonction
algébrique : elle ne s’¢n distinguera pas & un premier examen. Mais, si
Ponyregarde de plus pres etsi on étudie Uinfiniment petit e, des cir-
constances tres diverses pourrontse présenter, et, par exemple, lordre

“infinitésimal de € pourra ne pas étre déterminé. Dans ce cas, Uétude
de e suffira pour distinguer nettement y d’une fonction algéhrique.

Supposons, au contraire, que 'on ait I’ égalité (2); Uanalogic entre y
et une fonction algébrique, au voisinage de zéro, sera plus grande que
lorsqu’on supposait seulement P'égalité (r); on pourra dire que la
fonction y a I'apparence algébrique & la deuxicme approximation, et
non plus seulement & la premicre; clle ne se distingue d’une fonction
algébrique que parles propriétés de €. Il est clair que, de méme que
beaucoup de propriétés d’une courbe ¢t d'une surface en un point ne
dépendent que de leurs ¢léments infinitésimaux d’un ordre détermind,
de méme pour beaucoup de propriétés des fonctions, il importera peu
que la fonction y soit algébrique ou ait seulement Papparence algé-
brique, avec une approximation d’ordre déterminé. Mais, par contre,
la différence apparaitra & un moment donné.
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Des remarques analogues pourraient étre faites sur les dérivées des
divers ordres des foncnons algébriques: mais nous n’y insistons pas,
car nous aurons tout & I’heure l'occasion de les faire & propos des
ordres d’infinitude, dont I'étude est notre véritable but.

Considérons une fonction ¢(2) ayant un ordre d'infinitude déter-
miné, par exemple w -+ 1; cela signifie que 'on a

b(z) = (c+¢e)xe”,

¢ étant une constante et ¢ infiniment petit pour 2 infini. Il peut arviver
que ¢ soit oscillant, ¢’est-a-dire prenne une infinité de fois la valeur
zéro; dans le cas contraire, & sera, i partir d’une certaine valeur de @,
ou positif ou négatif; nous poserons, suivant le cas

|

— ‘-Pl(x)’

la fonction ¢, () étant positive. Si cette fonction est constamment
croissante ct a un ordre d’infinitude déterminé, nous pourrons opérer
sur elle de la méme maniere que sur b(x), ¢'est-a-dire poser, par
exemple,

$o(x) = (c'-¢")loga,

el, s’il y a lieu, ¢’est-a-dire si ¢’ n’est pas oscillant,

Dans le cas ol nous pourrons continuer ainsi m fois ('), nous dirons
que la fonction proposce a un ordre d’infinitude déterminé /u.s(/u a la
mitme gpproximation; sil’on peut continuer quel que soit z (ou si, pour
quelque valeur de m, ¢ devient nul), on dira que la fonction a un ordre
d’infinitude absolument déterminé; on peut en obtenir des expressions
asymptotiques de plus en plus approchées en combinant seulement ez
en nombre limité, les fonctions qui figurent & notre Tableau.

Il est trés aisé de former des fonctions ayant un ordre d’infinitude

(1) On voit trés bien que ce procédsé, indiqué ici A titre d’ exemple, pourrait étre rem-
placé par d’autres analogues.
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déterminé, seulernent a la PREMIERE approximation, par exemple. Il suffit
d’utiliser la fonction w () définie tout a 'heure. Posons

Y(z)=e[z+w(log®2)];

on voit immédiatement que la fonction ¢ (=) est d’ordre » + 1, tandis

\ . L . . Z

que 4, («) n’a pas d’ordre déterminé, mais est compris entre - el
logx

x

(Tog ) la premiere de ces fonctions est d’ordre 1 -- w™'; pour

indiquer 'ordre de la seconde, il serait nécessaire d’étendre les con-
ventions déja faites, ce qui est tout a fait inutile pour Uinstant.

On peut présenter les remarques qui précedenta un point de vue un
peu différent. Soit Y (=) une fonction ayant un ordre d’infinitude dé-
terminé, 0(x) une fonction de notre Tableau (on aurait pu supposer
seulement que 0(z) a un ordre déterminé); les fonctions ¢ (x) == 0(x),
la fonction ¢[0(xz)], la fonction 0[{(z)], etc., ont, ern général, un
ordre d’infinitude déterminé. Il peut y avoir exception si I'ordre de
Y(x) est déterminé & la premiere approximation sculement. Par
exemple, pour la fonction ¢(z) considérée il'y a un instant, Pordre
de V(x) — we® n’est pas déterminé. St I'on considérait unc fonction
¢ (x) s’exprimant au moyen de fonctions de notre Tableau, combinées
en nombre limité, il est clair que des combinaisons simples avec des
fonctions du Tableau lui conserveraient le méme caractere; le méme
phénomene se produira pour une fonction telle que ¢ (z), avee des
exceptions possibles dépendant précisément de I'approximation i
laquelle I'ordre d'infinitude est déterminé. Mais nous voulions scule-
ment signaler ce point de vue, qu’il est inutile de développer.

II nous suffit, pour ce qui va suivre, de la remarque suivante
si I'ordre d’infinitude de ¢(z) est déterminé, il en est de méme,
en général (), de celui de ¢¥®). Grice a cette remarque, nous voyons
que Pon peut, sans altérer beaucoup la généralité, supposer que
Vordre de la fonction & étudier est supéricur a o, ¢’est-a-dire & celui

() Voici un exemple ol il n’en est pas ainsi; il suflit de prendre

Y(z)=c"+w(x).
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de ¢®. Cette hypothese nous sera commode pour I'étude des dérivées,
bien qu'elle ne soit pas indispensable (*).

Considérons donc une fonction y ayant un ordre d’infinitude déter-
miné, supérieur a . On a

(x) y=Y(c+e),

Y étant une fonction déterminée du Tableau (par exemple ¢** pour
fixer les idées), ¢ une constante et ¢ un infiniment petit. On déduit

de (1)

(2) J”:Y'(c—l—e)+E'Y:Y’<c+e+e'YY.7>.

Le rapport % est infiniment petit (grace a 'hypothese que I'ordre de Y
est supérieur & w); si donc & est infiniment petit, Uordre de y est

. s . e 1Ay . ) Ly RETIVCT ,
égal & celui de Y'. On sait déja que, sile rapport g7 a une limite pour

x =, cette limite est la méme que celle du rapport % ce quon

peut énoncer en disant que si »" a un ordre déterminé, ¢’est préci-
sément 'ordre de Y’. Mais nous venons de donner une condition
suffisante pour qu’il en soit ainsi : ¢’ doit étre infiniment petit (). On
voit aisément que, si ¢ n’est pas infiniment petit, c¢’est grace & un
terme oscillant; mais ce terme peut étre placé aussi loin que on
veut, de sorte que I’on ne peut donner de régle précise. Par exemple,

on peut avoir
I

T e e + log(2 + sine™) ’

(1) Il y aurait encore beaucoup & dire sur le sujet que nous venons d'effleurer. Par
exemple, il faudrait classer dans notre Tableau fondamental toutes les fonctions qu’on obtient
en regardant celles qui y figurent déja comme fonction les unes des autres : par exemple,
en regardant xze*® comume fonetion de efosx?®, Cela aménerail & étendre la notation
des ordres d’infinitude et & préciser les regles de leur caleul, néeessairement compliqué
a cause de la non-commutabilité des opérations. Mais il nous parait de beaucoup préférable
J’indiquer ici quelques applicalions de ces considérations; il sera temps de les développer
si le besoin des applications 1'exige.

(%) Comparez avee les recherches de du Bois-Reymond sur la différentiation des éga-
lités infinitaires el de M. Poincaré sur la différentiation des égalités asymptotiques.
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Nous étudions plus loin les fonctions oscillantes; c’est, en réalité,
'extension & de telles fonctions de la notion de limite qui permet
d’utiliser des séries ou des intégrales divergentes.

Pour le moment, nous dirons simplement que, en général, 'ordre
des dérivées successives d’une fonction s’obtient simplement en diffé-
rentiant I'ordre de la fonction. '

On voit amplement par ce qui précede combien il serait important,
étant donnée une fonction, définie par exemple au moyen d’une équa-
tion différentielle, de savoir reconnaitre si cette fonction rentre ou
non dans les mots en général. Si I'on en était assuré, en elfet, bien
des problemes difficiles se résoudraient immédiatement, par une mé-
thode analogue a celle de Puiseux pour I’étude des racines infiniment
petites d’'une équation algébrique. Soit, par exemple, 'équation

Yy =yla*+o(z)] (a>o0),

dans laquelle ¢(2) est infiniment petit pour z infini; recherchons si
cette équation a une intégrale d’un ordre d’infinitude déterminé pour
a = +=. Les termes d’ordre maximum seront nécessairement y”’—aty,
d’ott 'on conclut immédiatement que y est de I'ordre de e*. Cest la
un résultat bien connu, dit & M. Poincaré; notre procédé s'applique-
rait tout aussi aisément & des équations bien plus compliquées.

Mais il est inutile d’insister pour le moment sur ce point, car il est
clair que ce procédé ne peut étre appliqué rigoureusement (il peut
toujours servic comme moyen de recherche) que si Pon précise les cas
dans lesquels les fonctions inconnues et leurs dérivées jusqu’a un
ordre convenable ont un ordre d’infinitude déterminé. La détermina-
tion tout a fait générale de ces cas serait des plus importantes;
nous pourrons seulement donner quelques propositions sur ce sujet :
elles font 'objet du paragraphe suivant, dans lequel nous nous occu-
perons d’équations différenticlles rationnetles (enx,y,y’, ...), etde:
leurs intégrales, supposces augmenter indéfiniment avec x, ainsi que
leurs dérivées. Ensuite, nous dirons quelques mots des fonctions
oscillantes dont I’¢tude est bien plus difficile.

Un mot cependant sur notre limitation aux équations différentielles
rationnelles ¢cn . Bien des résultats que nous obtiendrons pourraient
s’étendre aux équations rationnelles eny, ¥/, ..., dont les coefficients

Ann. de U'Fe, Normale, 3¢ Série, Tome XVI. — Jaxvier 18q9. 4
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seraient des fonctions de a d’ordres d’infinitude determinés. A une ap-
proximation déterminée (nous savons ce quon doit entendre par la),
il n’y aura pas de difficulté, et tout se passera aussi régulierement
que si les coefficients étaient rationnels. Mais si ces coefficients ont
un ordre d’infinitude déterminé seulement jusqu’a une certaine ap-
proximation : en d’autres termes, s’ils n’appartiennent pas a notre
Tableau, mais sont seulement liés aux fonctions de ce Tableau par des
inégalités plus ou moins étroites, alors ils renferment en germe toutes
les difficultés que Paul du Bois-Reymond a reconnues a I'étude géné-
rale des ordres d’infinitude, difficultés que notre but est précisé-
ment d’écarter, vu qu’elles paraissent actuellement insurmontables
et le seront sans doute tant que la notion du transfini ne sera pas pour
nous aussi claire que celle de I'indéfini.

Il n’en résulte pas qu'il faille s’interdire de considérer des équa-
tions non rationnelles; dans bien des cas, les premieres approxima-
tions suffisent pour le but que 'on a en vue, et il est alors indifférent
que les coefficients soient rationnels ou simplement assujettis & des
inégalités d’infinitude convenables.

IV. — Application aux équations différentielles.

Dans ce paragraphe, comme dans le précédent, rous nous occupons
exclusivement de variables réelles ( positives), le dernier paragraphe de
ce Chapitre (p. 44) est consacré & l'extension aux variables com-
plexes.

Nous nous proposons d’étudier 'ordre d’infinitude des intégrales
qui augmentent indéfiniment par valeurs positives, lorsque x tend vers
+oo. Bien des problemes peuvent étre ramenés a celui-la par des
changements de variable simples. Nous étudierons plus loin (§ VI,
p- 41) le cas des fonctions oscillantes.

Nous supposons, pour plus de netteté, I’équation rationnelle (en
%, ¥s ¥'s ---) (voir la fin du paragraphe précédent); considérons
d’abord une équation du premier ordre

(1) f (295" =0,
dont le premier membre est un polynome en z, y, . Nous allons
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démontrer un premier théoreme : 'ordre d’infinitude dey est inférieur
a »*. En d’autres termes, y étant une intégrale quelconque de (1), on
a certainement, & partir d’une certaine valeur de «,

(2) y<e”

Je vais montrer d’abord que si ’'on n’a pas I'inégalité (2) on peut
affirmer que, pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment,
on a A la fois

(3) ¥ >e, y'> % exy.

En effet, nier 'existence de sinégalités (3), c’est afirmer que, pour
toute valeur de @, on a, ou bien

(2) y< e,
ou bien

I
(*/l) .}"< :‘ C’xy.

Nous en conclurons aisément que 'on a I'inégalité (2) pour toutes
les valeurs de « qui dépassent une certaine limite, ce qui est contraire
a I'hypothese.

Remarquons d’abord que si Vinégalité (4) a liew pour toutes les
valeurs de x supéricures @ x,, on en conclut immédiatement, pour

x>a,,

log y (#)— log.y ()< = (¥ — ™),

ce qui entraine nécessairement Uinégalité (2) pour les valeurs de x
qui dépassent une certaine limite.

Nous devons donc admettre que P'inégalité (2) a lieu pour cer-
taines valeurs de @ [puisque Uinégalité (4) ne peut avoir lieu pour
toute valeur de «|. Nous allons montrer que, si Uinégalité (2) est véri-
fice pour @ = a,, clle I'est aussi pour toutes les valeurs de  supé-
rieures & a,.
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En effet, supposons qu'elle cesse d'étre vérifiée pour z =<; on
aura
(3) y(E)=e,
et il y aura des valeurs de z, différant de & aussi peu que I'on veut et
telles que I’on ait
(5") y(x)>e".

Pour ces valeurs de x, on aura, par hypothese,
/ te Lo
(4) y'< s ey
On en conclut que 'on a sirement, dans un petit intervalle consé-
cutif 2 £ (en vertu de la continuité des fonctions considérées)
\ 2 " "
(6) y'<jzety, pourE<e<i,
Des équations (5) et (6), on déduit

2 2
( % — = St &
y<i\e* *  Je,

¢’est-d-dire

2oeg b eh

1
r 2 € » "
y<e 3 <e pouri<a<iy,

ce qui est contradictoire avec (5').
Nous sommes donc assurés qu’il existe une infinité de valeurs de »
croissant indéfiniment et telles que 'on ait simultanément

(3) y>et >y

Désignons maintenant par ¢ un nombre positif fize, mais que nous
pouvons choisir aussi petit que nous voulons (il ne doit dépendre que
de I’équation différentielle proposée, ou plus exactement de son degré
total en y, y'). Ne considérons que des valeurs de « telles que I’on ait

I
5 e e < (eex)l+s’

ce quialieu évidemment & partir d’une certaine valeur de 2. Cela posé,
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je dis que si les inégalités (3) sont vérifiées pour x = x,, et si Uon a,
pour x = x,,

(7) ‘),l>),l+s’

on peut trouver un nombre &, >z, tel que pour x ="%, on ait, non

seulement les inégalites (3 ), mais encore

(8) Y=y

En effet, il est clair d’abord que I'inégalité (77) ne saurait subsister

pour toute valeur de @, car on en tirerait

Ainsi, il existe certainement unc valeur £, de @, supérieure 2 x,,
telle que pour @, << x <&, onait 'inégalité (7), mais que pour x = &,
on ait 'égalité (8); nows allons montrer que les inégalités (3) ne
cessent pas d’étre vérifices pour x, < x =6,.

L’une d’clles

1
4 - or
y =5ty
»st une conséquence de U'inégalité (7) et du fait que 'on considére
sculement des valeurs de « telles que 'on ait

%(fx c(..|~<(e,,t)l4,5.

Or il est ¢évident que si Pon a pour =z,

y = e,
et pour x, < =%,
.7,>.7’ex7
. <7
on a, pour x, < x4,
y > et

Donc si, en méme temps que les inégalités (3) on n’a pas, pourx=x,,

< &
'), :,}/1'57
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on pourra trouver un nombre &, > x,, tel que ’on ait pour # =&, les
inégalités (3) et I'égalité (8).

De toute facon, il existe un nombre &, (pouvant étre , lui-méme,
et tel que 'on ait a la fois

(3" y>er, Y=y, ytyte

Comme il existe une infinité de nombres supérieurs a &, et donnant
lieu aux inégalités (3), on peut raisonner sur 'un d’eux comme sura,.
On trouvera ainsi une infinité de nombres &, croissant indéfiniment et
tels que, pour chacun d’eux, on ait les inégalités (3). Or ceci est mani-
festement impossible; en effet, écrivons

S (27, 0") = ZAapy xyPy",
et considérons le terme pour lequel la somme
(B+y)g* 78 +o

est la plus grande, lorsque g est une constante positive assez grande,
¢’est-d-dire supéricure (') & la plus grande des sommes o + -+ y.

ITest clair que pour des valeurs de x suffisamment grandes donnant
lieu aux inégalités (3") (et nous savons qu’il en existe d’aussi grandes
quel’onveutl), ce terme sera supérieur & lasomme des valeurs absolues
de tous les autres, ce qui est contradictoire.

Nous avons donc démontré la proposition énoncée.

On pourrait la compléter en comparant y a e™, ce qui exigerait une
étude plus approfondie de I'équation différentielle; pour une équation
donnée, on trouverait aisément un nombre @ tel que 'on puisse affir-
mer que y est certainement d’ordre inférieur a celui de ¢™ (¢’est-a-dire
a wa). Mais nous préférons nous attacher aux propositions les plus
générales.

On peut induire de ce qui précede que, sil'on considere une équa-
tion d’ordre m,

J(@y s y™)=o,

(1) 1l suffit de prendre l'arbitraire =, de maniére que
ces sommes.

© ]

Soit aussi supéricur 3 toutes
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dont le premier membre est un polynome, P'ordre de Uintégrale est
sirement inférieur d ™*', et par suite que, par des équations différen-
tielles algébriques, il est impossible de définir des fonctions dont
Pordre soit (régulierement ou irrégulierement) supérieur a w®.

Mais, bien que cette proposition ne me paraisse pas douteuse, je n’ai
pu en trouver encore de démonstration simple; et j'ai craint la lon-
gueur fastidieuse des raisonnements auxquels on se trouve conduit, si
I'on veut chercher a généraliser ceux que nous allons faire pour
I'équation du second ordre

(r0) S,y y") =o.

Nous nous proposons de démontrer que toute intégrale y de celte cqua-
tion est d’ordre inferieur ¢ o®. En d’autres termes, soit y une inté-
grale de (10); nous supposons que, lorsque z augmente indéfini-
ment par valeurs positives, y ne devient pas infini pour une infinité de
valeurs de . Des lors nous pourrons affirmer que & partir d’une certaine
valeur de x, on @ constamment

y <.

En d’autres termes, il n’est pas possible que I'on ait, pour une infi-
nité de valeurs de x croissant indéfiniment,

(11) y > e,

Nous allons supposer d’abord que le nombre ¢ étant pris arbitraire-
ment petit ('), mais fixe, I'on a, & partir ’une certaine valeur de x.

(,2 ) ,)’, < )’““E, },I/ < 'y’l-'—ﬁ..
Des lors, écrivons I'équation (10) sous la forme
() 2) (Y w) =0,

en désignant par ¢ I'ensemble Zomogeéne en y, y', y” des termes de

(1) 11 suffit que Von ait

. 1
(x—}-aﬂ<1+;:

n étant le degré total en y, ', »” de 'équation proposée (10).
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degré le plus élevé n par rapport i ces trois lettres. Si nous divisons
par y* nous obtenons

T

Wi "
(13) CD<I, '-37;!)/—: $>+}%‘-p(y’y,1y”’x)=0'

Le second terme, en vertu des hypotheses faites, tend vers zéro
lorsque 2 augmente indéfiniment (*).
Si nous posons

i

L=z dou L

Y Y
I"équation (13) s’écrira
(14) o(1,5,5 +2z% 2)+n=o,

7 tendant vers zéro lorsque # augmente indéfiniment. D’ailleurs, y
désignant une intégrale déterminée de (10), nous pouvons regarder 7
comme une fonction de .

Or impossibilité de I'équation (14) résulte de I'étude que nous
avons faite dans le cas du premier ordre. En effet, si on a, pour une
infinité de valeurs de @ croissant indéfiniment

> /u:"‘r
Y e,

on aura, de méme, pour une infinité de valeurs de « croissant indé-
finiment
!
Z); =z > e

(1) Pour que cette conclusion soit toul & fait légitime, il est néeessaire de supposer
que, p étant le degré le plus élevé en 2 de 1'équation (ro), on a, a partic d’'une certaine
valeur de «,

J > artt,

Or, @ priori, il pourrail arriver que bien que l'on ait, pour une infinité de valeurs

de x croissant indéfiniment
> eae‘r,

on ait aussi pour une infinité de valeurs de x croissant indcfiniment
Y < 2P+,

Il est aisé de fabriquer de telles fonctions y; nous omettons la discussion qui montre
qu'elles ne peuvent vérifier une équation telle que (r0). (Poir p. 33).
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dans ces conditions, nous savons que I'équation (14) est impossible.

Nous avons ainsi démontré la proposition de la page 31 dans le cas
ol les conditions (12) sont vérifiées, ¢’est-a-dire dans le cas ot il n’y
a pas des valeurs de «x croissant indéfiniment et donnant lieu a I'une
des inégalités

(13) Y >y,
(15) y”>y""‘3.

Nous allons maintenant faire voir que notre démonstration subsiste,
méme si I'inégalité (15), par exemple, est vérifiée par une infinité
de valeurs de @ [un raisonnement analogue pourrait étre fait dans le
cas de I'inégalité (15) et dans le cas ou 'on aurait les deux |.

Le principe de notre démonstration va étre le suivant : I'inéga-
lite (15), si elle est vérifice, ne peut I'étre que dans de wrés petits in-
tervalles, que 'on peut négliger dans la démonstration de 'impossi-
belité de Véquation (14).

Il importe d’abord de se reporter au raisonnement fait dans le cas
du premicr ordre, raisonnement d’ott nous avons déduit impossibilité
de équation (14). 1l repose essentiellement sur la considération
d’une infinité de nombres g, &,, ... croissant indéfiniment, et pour
lesquels on a

(16) ,:>(:"r, et s < 5 < 1HE,

Il est néeessaire, pour la démonstration, que, pourz =%, &, ...,
7 tende vers zéro (ou du moins soit inférieur & un nombre fixe).
Tout revient donc a faire voir que Uon peut s’arranger de maniére que
les nombres & sotent extérieurs aux intervalles dans lesquels est vérifice
Uinégalité (15).

Or supposons que, pour x = £, cette inégalité soit vérifiée, et qu’elle
reste vérifice lorsque @ varie dans Uintervalle £, Z + 4. On a

dy
v > e,
dou (Cf., p. 29)
h << - '——7-
ey~

Ann. de UFie. Normale. 3 Série. Tome XVI. — JAviEn 1899. b
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Supposons d'abord que, pour @ = &, nous ayons

y>e,
nous en conclurons

I
]L<“Ee—°el;

et cette limite supérieurede % permet de montrer aisément que, pourvu
que £ soit assez grand (par rapport & €, qui peut &tre petit, mais qui
est fixe), les inégalités (16), vérifiées pour z =, peuvent étre rem-
placées pour x =%+ 4 par des inégalités en différant assez peu (')
pour que Uimpossibilité de 'équation (14) en résulte [car, pour
x =5+ h, 7 est devenu inférieur 3 un nombre fixe, puisque I'inéga-
lité (15) cesse alors d’étre vérifiée].
Il reste & examiner le cas ol, pour = %, on aurait

y<e
mais cela ne peut avoir lieu pour toute valeur % telle que I'on a

! z
L > e
Y

car, si pour toute valeur de &, on avait
ou bien y << e,

Y
ou hien = <<ec,
Y

(1) On a, par exemple, i
2(E+1)>2(5) > e,
si I'on suppose z croissant. Or

65+h ¥ e§+h

» " 11
5 S+h I i3
ee " — e < hebee T < sekeceme T gy,

71 pouvant étre pris aussi petit que I'on veut, pourvu que & soit assez grand. On a done
F(E+h)>e™ oy,

Dans le cas ol z serait déeroissant, on pourrait remplacer % par — /4, cte. Enfin, si I'on
n’est dans aucun de ces cas, il faut, pour étre absolument rigoureux, cxamincr la ques-
tion d'un peu plus prés.
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on en conclurait, comme & la page 27, que l'on avy<e“nx pour toute
valeur de .

On voit aisément sur quels principes sont basés nos raisonnements,
qu’ilnous a paru inutile de toujours détailler completement : ils pren-
draient des proportions encore plus considérables dans le cas des
équations d’ordre supérieur au second, i cause de la multiplicité des
cas exceptionnels & examiner. (Cest la une circonstance assez étrange,
car, si I'on y réfléchit un peu, on se rend compte aisément que ces
cas exceptionnels (par exemple, celui que nous avons signalé au bas
de la page 32) sont, si 'on peut ainsi dire, plus impossibles que les
cas simples, ol la croissance est asses régulicre, ct qui se traitent im-
médiatement. D'une maniere plus précise, les fonctions a croissance
aussi irréguliere salisfont a des équations différenticlles dont Vordre
est plus éleve que celui des équations dont les intégrales ne croissent
pas plus vite, mais ont une croissance assez régulicre.

Yar exemple, il résulte de ce qui précede, et il est dailleurs ¢vi-
dent que la fonction

Y o= (:"'et

ne satisfait pas & une équation différentielle algébrique du second
ordre, mais elle satisfait & une équation du ¢roisiéme ordre aisée i
former; au contraire, la fonction

o e

y =l e ,

ou méme la fonction plussimple y — « ne satisfont qu’a des équations
algébriques d’ordre supéricur i trois.

Bien que je n’aie pas eu le temps d’¢tudier cette question en dé-
tail, il semble que ce soit la une loi générale. Par exemple, on
démontrera aisément qu’une fonction w (), telle que on ait, pour
une infinité de valeurs de @ croissant indéfiniment,

w(x) < ev,
¢t aussi, pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment
w(x)>e”

ne peut pas satisfaire & une équation algébrique du premier ordre. Mais
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ces recherches sont intimement lices & I’étude des fonctions oscil-
lantes, qui est, comme nous le verrons dans le prochain paragraphe,
plus difficile que celle des fonctions croissantes, et sur lesquelles
nous ne donnerons que d’assez rapides indications. Pour étendre au
cas de ces fonctions les recherches précédentes, il serait sans doute
nécessaire de prendre pour base les beaux résultats et les méthodes
profondes de M. Painlevé, en utilisant la généralisation de Ja notion
de limite, telle qu’elle résulte des Chapitres suivants de ce Mémoire.

Nous allons terminer ce paragraphe en indiquant la relation qu’il
y a entre les résultats qui y sont obtenus et les considérations sur les
caracteres de convergence des séries que nous avons développées plus

haut. Soit
S(s)=ay+ a5+ ay5*+. ..

une série de Taylor & coefficients positifs ayant pour rayon de conver-
gence un. Supposons de plus que, pour 5 = 1, la série soit divergente.

Le point s =1 est alors un point singulier en lequel la fonction
devient infinie (nous supposons = toujours réel). Nous voulons mon-
trer qu'il y a une relation étroite entre 'ordre d’infinitude de la
fonction f(z) au point un et la nature de la divergence (') de la
série

(1) Ay Qg+ Ao+ o oyt . ..

D’une maniere plus précise nous établirons que, cet ordre étantdonnd
(supérieur & 0™ et inférieur & ©), on peut reconnaitre la divergence
de la série (1) par l'un des criteres de M. Bertrand (*). Rappelons que
Pordre de /(=) (supposé infini pour s =1) est supérieur & w=* si f(z)
I

est, pour quelque valeur de ~, supérieur a log™ » au moins pour

I1—23

A,

les valeurs de 1— = inférieures & quelque nombre positif. On a posé

loginl s =log(log(»-1s), log" s = z.

(1) Des observations analogues s’appliqueraient au cas ot ceble séric serait conyergente

T . e . :

(*) Nous supposerons la séric telle que ces criteres ne soient pas iapplicables; pour
éviter cette hypothése, il faudrait supposer I'ordre d’infinitude de [(1—2z) déterminé.
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Soit

I —s5=¢;

on a par hypothese, sous la condition o < e <1,

I
f(1—e)>logt®) -
Posons

2
d’ou

on a évidemment (")

. A S,
J—e) Tyt ay(1—e) ..., (1) <8, (1—¢)r== ~‘;'.;
en posant

S/' e L] -} Wy~ = (’,'17
On a done

hy I
oA (n)

o ‘ll‘ -
9 7 log €
Or on a

log»

o S
el par Sl]it,(h, pour g assez I)()l“,,

e
done enfin

5,> alogtp.

La divergence de la série (1) est donc supéricure a celle de la série
kd

Rl I
() 2 oy Tog

-(4‘“/) L. ‘]fv;',;'*’ll Y7 ’
1

(1) Nous supposons p entier; cela n’a aucune importanee.
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Donc, si ces deux séries sont comparables (c¢'est-a-dire si le rapport
de leurs termes généraux n’est pas oscillant), le rapport

1
ap . D lOg]) log(‘l)p .. log("—”p

augmente indéfiniment avec p, c’est-i-dire. que la divergence de la
série (1) se prouve & 'aide du ri*»e critere de M. Bertrand.

Nous avons tenu & donner cette application pour montrer le lien
étroit qu’il y a entre divers paragraphes de ce Chapitre, qui paraissent
au premier abord sans rapport entre eux. Par exemple, si une série
telle que [ () est obtenue au moyen d’une équation différenticlle algé-
brique du premier ou du second ordre, on pourra affirmer que, sile pro-
duit

a,plogplog®p

a pour limue zéro, la série (1) est conyergente. Car, si la séric diverge
et si ce produit n’est pas oscillant, sa limite ne peut étre que I'in-
fini.

Pour compléter ce résultat il resterait a faire voir que, dans le cas
olt nous sommes, ce produit ne peut étre oscillant.

V. — Les fonctions oscillantes.

Lorsque la variable « tend (') vers une limite o, il peut arriver que
la fonction y, au moins pour les valeurs de @ assez voisines de «,
Zende, en variant loujours dans le méme sens, vers la limite . Nous avons
étudié cette circonstance dans les paragraphes précédents; lorsqu’elle
ne se présente pas, la fonction y sera dite oscillante. Mais ce cas se
subdivise en plusieurs autres. Nous en distinguerons tout d’abord
deux principaux, qui s’excluent mutuellement : y peut avoir ou non

(1) Nous supposons, bien entendu, que # — « a un signe déterminé ot varic toujours
dans le méme sens. C’est seulement alors que I’on peut dire, au sens propre du mot, quox
tend wers a; nous parlerons plus loin du cas out x est imaginaire, ct, 1a encore, nous sup-
poserons toujours que la variable ternd vers sa limite en suivant un chemin déterminé.
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une limite unique (*). Dans le cas ol la fonction y, supposée con-
tinue, posséde une infinité de limites, ces limites remplissent tout un
intervalle 8, B, (qui peut étre en particulier — o, + »). [Dans le
cas ol B, > B,, nous entendons par intervalle B,, B, les deux inter-
valles B,, = et — 0, B,]. La fonction y est alors indéterminée
pour =« et son champ d’indétermination est Uintervalle §,, B..

La question de savoir s'il convient d’attribuer particulicrement & y
I'une des valeurs B de son champ d’indétermination est en relation
¢troite avee 'étude des séries divergentes (et des intégrales définies
dépourvues de sens); & ce point de vue, nous pouvons dire que le
Chapitre IT est consacré entitrement i cette question. Nous nous con-
tenterons de faire ici quelques remarques, relativement aux racines de
I"équation y = 8, B étant une valeur du champ d’indétermination.

Dapres ce qui précede, cette équation a une infinité de racines
lorsque @ tend vers «; soit ¢, un nombre quelconque inféricur i «;

1)0301)5!&:__';-;[ =5 et désignons par 0(z) le nombre des racines de
équation y == {3, comprises entre o, et 2. La fonction 0(s) est une
fonclion positive croissante; elle est discontinue; on peut de bien des
manitres la remplacer par une fonetion continue, ainsi que ses dé-
rivées (jusqu’a un ordre quelconque ou méme de tout ordre); mais
cela n’a pas dimportance actucllement. Nous dirons que cette fone-
tion 0(z) mesure la fréquence des racines de équation y = 85 si deux
fonctions 0(z) ont le méme ordre d'infinitude, les racines des équa-
tions correspondantes seront dites avoir la méme fréquence.

Cela étant, une distinction importante s’introduit entre les fonctions
indéterminées; nous dirons que Pindétermenation est régulicre, si,
B étant un nombre quelconque de Pintervalle dindétermination (sauf
peut-étre l'une des limites de cet intervalle), toutes les équations y =
ont des racines de méme [réquence; I'indétermination sera irréguliere
dans le cas contraire; on pourrait distinguer bien des cas dans ce der-
nier, définiv une indétermination semi-réguliere, mais nous ne pou-

(1) La valeur infinic de y n'est pas distinguée des autres; dans ce qui suit, y est dil

. . . L1 . .
continu, 81, s0it y, ﬂmL} est eontinu, au sens striet du mot
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vons nous étendre trop longtemps sur ces questions, qui nous entrai-
nerait trop loin de notre sujet.

Ainsi, & une fonction d’indétermination réguliere correspond une
fréquence déterminée qui caractérise dans une certaine mesure la sin-
gularité du point # = «. Il y a une relation étroite entre cette question,
la fréquence des racines de l'¢quation y'=o et la variation des
valeurs de y, lorsque 2 est égal & 'une de ces racines.

Occupons-nous maintenant des fonctions y qui sont déterminées
pour @ = a; nous supposerons, pour simplifier le langage, que 'on
aa=0=o0 et que x tend vers zéro par valeurs positives. Alors y a
pour limite zéro, mais prend une infinité de fois cette valeur, c¢’est-
a-dire passe une infinité de fois du positif au négatif. Nous pourrons
définir, comme précédemment, la fréquence 0(s) des racines de
Péquation y = o. C'est 'un des ¢léments qui permettent de définir la
singularité, mais c’est loin d’¢tre le seul. Considérons équation

¥y =o;

nous pouvons ranger ses racines en quatre catégories ('), auxquelles
correspondent respectivement pour y des maxima positifs, des minima
négatifs, des maxima négatifs, des minima positifs. Désignons respec-
tivement par 0,(z), 0,(s), 0,(=), 0,(=) la [réquence de ces quatre
especes de racines.

On a évidemment (& une unité pres)

30(5) = 0,(5) — 03(5) = 0,(3) — 0,(3).

La fonction y sera dite a type sinusoidal simple si les fonctions 0,
et 0, restent finies lorsque z croit indéfiniment, c’est-h-dire si le
nombre des maxima positifs et des minima négatifs est limité. On peut
alors le supposer nul, en ne considérant la fonction que pour des va-
leurs de « assez petites, et I'on a alors, & une ou deux unités pres,

(1) 0(5)=0,(5) + 0;(5) =20,(5) = 20,(5).

La fonction y serait approximativement i type sinusoidal simple si

(") Pour simplifier, nous excluons le cas des maxima ou des minima nuls, ¢'est-a-dire
des racines multiples, qui compliqueraient encore la classification.
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les équations (1) n’avaient pas lieu exactement, mais seulement
asymptotiquement.

Considérons une fonction y & type sinusoidal simple; & chaque
racine x de la dérivée correspond une certaine valeur y de la fonction ;

posons

5= l_"’[—l et Y(s)=

LA
Fg

4 (2z) croit indéfiniment avec z; si la fonction Y (=) est constamment
croissante, le type sinusoidal simple sera dit en outre régulier. On voit
qu'un type sinusoidal simple régulier conduit & définir deux fonctions
croissantes 0(z) et $(z), qui le caractérisent (h une premiere approxi-
mation ). On aura des types particuliers fort importants en supposant
ces deux fonctions en relation simple; et, d’'une maniere générale,
on étudicra et 'on classera ces fonctions croissantes par les méthodes
du § 1.

Il pourrait y avoir lieu de considérer aussi les dérivées d’ordre supé-
rieur au premier; nous avons tenu simplement 4 montrer dans quel
ordre d’idées on pouvait entreprendre une classification des fonctions
oscillantes, mais nous ne pouvons que répéter ici ce que nous avons
déja dit plus haut : cette classification ne peut aveir quelque impor-
tance que si elle correspond A quelque chose de réel, c'est-d-dire si
une étade approfondie des divers problemes ou s’introduisent natu-
rellement des fonctions oscillantes montre que la classification adoptée
suftit & ¢tudier les fonctions ainsi obtenues; sinon, il est bien clair
que, si on laisse & Pidée de fonction toute sa généralité a priori, toute
classification, quelque étendue qu’elle soit, sera absolument incom-
plete et ne s’appliquera qu’a des cas infiniment particuliers.

VI. — Application aux équations différentielles. '

Nous allons, pour donner au moins une application de ce qui pré-
cede, dire quelques mots des fonctions oscillantes définies par des
¢quations différentielles.

Nous prendrons I’équation du premier ordre

Sy, x)=0 (f polynome en z, y, y'),
dnn. de U'fic. Normale, 3° Série. Tome XVI. — Février 18gg. 6
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et nous supposcrons que lorsque 2 augmente indéfiniment, par valeurs
positives, une intégrale y prend une infinité de fois la valeur zéro. Pour
le moment nous ne distinguons pas si, pour & = -+, y a la valeur
déterminée zéro ou est indéterminé. 1l y aura licu, des lors, d’¢tudier
la fréquence des racines de I'équation y = o.

Comme nous nous proposons surtout de trouver une limite supc-
rieure de cette fréquence, nous supposerons qu’elle est supéricure
a x, ce qui revient & dire que la distance de deux racines conséeutives
devient infiniment petite avec 1;

Lorsque o est tres grand (d’une manigre précise, lorsque x sur-
passe notablement les racines des divers polynomes en @, coefficients
des produits y*y® dans I'équation proposée), on peut, dans I'inter-
valle de deux racines consécutives de l'équation y = o, regarder
comme constant, et 'on commettra une erreur d’autant moindre que x
sera plus grand. Des lors I'intervalle entre ces deux racines apparait
comme étant une période déterminée d’une certaine intégrale abe-
lienne, relative & une fonction algébrique définie par une équation
dont les coefficients dépendent algéhriquement de 2. On suppose cetle
période infiniment petite en méme temps que '1« Dans des cas ¢lendus,
on prouvera qu’elle a un ordre infinitésimal déterminé, ou tout au
moins un ordre d’infinitude déterminé.

Occupons-nous maintenant de I'allure générale de la fonction y. Le
fait que T'équation considérée est du premicr ordre va rendre cette
¢tude tres aisée; et des modifications notables & la méthode et aux
résultats s’introduiraient pour les ordres supérieurs; ily a i un champ
considérable de recherches ; nous indiquons i la fin de ce paragraphe
le principe qui semble devoir les guider.

L’équation du premier ordre proposée étant algébrique, il est clair
que, en y supposant y = o, on en déduit pour y" et pour y” des fonc-
tions algébriques de x; de plus y” est alors une fonction rationnelle
de y' et de . De méme en supposant ¥’ = o, on trouve pour y une
fonction algébrique de et pour y” une fonction rationnelle de y et de 2.

On en conclut que la fonction y, dans le cas ow elle tend vers =éro,
appartient au type sinusoidal simple et régulier, les maxima ¢t minima
étant d’ailleurs régis par une fonction d’ordre fini (¢’est la fonction ¢
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de la page 41). Dans le cas ot y ne tend pas vers zéro la méme con-
clusion subsiste pour les maxima et minima (mais, au lieu d’étre infi-
niment petits, ou bien ils sont infiniment grands d’ordre fini, ou bien
ils sont égaux a une constante, plus ou moins un infiniment petit
d’ordre fini); en tout cas 'indétermination de y est régulicre.

Indiquons, en terminant, I'idée qui nous a guidé, dans ce paragraphe
et le paragraphe 1V, et qui nous parait susceptible de conduire & de
nouveaux résultats.

Etant donnée une combinaison de fonctions exponenticlles, logarith-
miques et circulaires, par exemple la suivante

(1) Y =z e o s ¢t - el hsin) en]

on peut former une infinité d’équations différentielles algébriques
verifices par y; désignons par o Pordre minimum de ces équations.

D'autre part, étudions la croissance de Ia fonction y; elle pourra
étre de nature assez compliquée, comme ¢’est le cas pour expres-
sion (1), mais cette complication n’est pas illimitée et peut étre assez
rapidement définie (ne serait-ce que par Péquation (1) elle-méme );
nous savons qu’une croissance de cette nature peut étee obtenue par
une ¢quation différentielle dordre r; nous devrons nous attacher
a démontrer qu'elle ne peut pas I'étre par une ¢quation diflerentielle
d’ordre moindre, et ce sera la une propriété des équations d’ordre
n—1. La seule dilficulté dans Papplication de cetle méthode de
recherches consiste dans le choix convenable des caracteres qui défi-
nissent la complication du mode de croissance.

C’est ainsi qu’ayant reconnu que la fonction y = ¢ vérifie une
¢quation du trodsiéme ordre nous avons été conduit a démontrer que
Pordre d’infinitude d’une intégrale croissante d’une équation du second
ordre est inférieur a celui de y.

VII. — Les fonctions de variable complexe.

En appliquant i ’étude des fonctions de variable complexe les prin-
cipes et les résultats précédents, on se trouve naturellement conduit &
une classification nouvelle des singularités de ces fonctions, classifi-
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cation d’ailleurs destinée i completer et non d remplacer la classification
usuelle.

Dans celle-ci, le role essentiel est joué par les valeurs (déterminées
ou indéterminées) que prend la fonction au point singulier ¢t dans
son voisinage (points singuliers essentiels, transcendants, algébriques,
logarithmiques, ete.); nous nous préoccuperons, au contraire, surtout
de la maniere dont la fonction tend vers la ou les valeurs qu’elle prend
au point singulier. Ceci demande quelques explications.

Ur point singulier essentiel est caractérisé par le fait que la fonction
est uniforme dans son voisinage et complétement indéterminée en ce
point. D’une manikre plus précise, I'équation f(5) = a possede une
infinité de racines au voisinage du point singulier (sauf peut-étre pour
deuz valeurs exceptionnelles de @, dont I'une peut étre infinic). Mais,
de la nature de cette infinité, il n’est pas question.

Laguerre a, le premier, vu le role important que jouait le gerre dans
la théorie des fonctions entitres. De ses recherches mémorables sur ce
sujet, et des compléments qu'y ont apportés les travaux de MM. Poin-
caré, Hadamard, Borel, il résulte que la connaissance du genre d’une
fonction entiere nous renseigne i la fois sur lordre d’infinitude de la
fonction et sur I'ordre d’infinitude du nombre des racines de Péquation

[ (z)=ua (sauf dans le cas d'exception de¢ M. Picard). Parfois, il y a
d’ailleurs avantage & considérer, au lieu du genre, un nombre quoe
yai appelé ordre apparent (*) et qu'on peut appeler simplement ordre
dans les recherches ot n’intervient pas le cas d’exception de M. Picard.
Par exemple, si 'on pose

J(z) =sin

| o~

(1) Sur les zéros des fonctions entiéres (dcta mathematica, 1. XX ). Rappelons que
lorsque l'ordre n'est pas entier, le genre de Laguerre est 6gal & sa partie entiéro; lorsqu’il
est entier, le genre de Laguerre peut lui étre 6gal ou inférieur d’'unc unité. L’un des avantages
de la nouvelle dénomination est que Iordre de la dérivée est Loujours 6gal & I'ordre de la
fonetion, alors que la question est en suspens pour le genre de Laguerre (bien que proba-
blement on doive la résoudre par l'affirmative); de plus, dans le cas oit Pordre n’est pas
entier, il est préférable de lo connaitre exactement que de connaitre seulement sa partic
entiere. D'ailleurs, pour Vexemple actuel, on pourrait remplacer ordre par genre de La-
guerre sans que rien soit changé.



MEMOIRE SUR LES SERIES DIVERGENTES. 45

le point singulier essentiel z=o0 est d’ordre un; il en est de méme
d’ailleurs pour /’(z). Dés lors, on voit aisément que si la variable =
tend vers zéro en suivant un chemin rectiligne (ou méme alge-
brique) et si 'on regarde le module de /(=) comme fonction du module

1 . . . . .
de - (ou de linverse de P'arc compris entre le point = et Uorigine),

cette fonction de variable réelle est inféricure (') & e*, quelque petit
que soit le nombre positif e, et peut prendre, si le chemin est conve-
nablement choisi, une infinit¢ de valeurs supéricurcs i ¢® . Ces pro-
pri¢tés, dans le cas d’un point singulier essentiel pour lequel 1'infini
est une valeur exceptionnelle, suffisent pour que ce point soit d’ordre
ure : on peut en déduire d’autres, qui peuvent les remplacer lorsqu’il
n’y a pas de valeurs exceptionnelles.

Considérons maintenant un point singulier d’une nature quelconque
et, issues de ce point, deux droites faisant un angle quelconque [dans
le cas ot la fonction n’est pas uniforme au voisinage du point singulier
considére, chacune de ces droites doit ¢tre regardée comme tracée sur
un feuillet déterminé de la surface de Riemann ; angle des deux droites
peut alors étre supérienr & 2m; il pourrait méme étre infini, 'une des
droites (ou les deux) ayant disparu apres avoir (ourné indéfiniment
dans un sens détermind].

Supposons que dans U'espace angulaire, A, compris entre les deux
droites et au voisinage du point (¢’est-a-dire & I'intéricur d'un cercle
assez petit), Ta fonction ne prenne pas la valeur a, mais prenne des
valeurs aussi voisines que on veut de «. Nous étudicrons ovdre

d'infinitade de I/(:)I_;' par rapport (*) & [{”fl lorsque =z tend vers
zéro par des chemins C d’une nature déterminée (chemins rectilignes,
chemins algébriques, ete.), restant dans espace angulaire considéré.
Si cet ordre d'infinitude est constamment inféricur i (1<) o | ¢est-
a-dire si le module considére est inféricur i "%, x étant la variable
réelle introduite|, et, d’autre part si, pour une infinité de chemins,

(1) Dans le cas particulicr considéré, on pourrail préciser davantage; nous donnons
des limites s’appliquant 4 toutes les fonetions ordre un (woir la note de la page pré-

chédente ).
(%) Ou par rapport a inverse de Pare lorsque le chemin n’est pas rectiligne.
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cet ordre ’infinitude n’est pas inférieur & (1 — e)w [c’est-a-dire si le
module considéré prend une infinité de valeurs supérieures a e~97],
nous dirons que la fonction est d’ordre un relativement @ Uangle A, aux
chemins C, et & la valeur d’exception a. Supposons maintenant que
Péquation f(z)=a ait une infinité de racines dans I'espace A; si
cette infinité est du méme ordre d’infinitude que pour un point singu-
lier essentiel d’ordre égal & un, nous dirons que la fonction est d’ordre
un relativement a Uangle A et a la valeur ordinaire a. On pourrait
aussi, dans ce eas, considérer des chemins C [sur lesquels la fonction
serait de nature oscillante (' )], mais comme toute cette théorie, qui
ne peut étre développée ici, n’y joue qu'un role accessoire, nous
laisserons ce point de coté.

Nous ne nous occuperons pas non plus de la question de savoir si,
comme pour les fonctions uniformes au voisinage d’un point essentiel,
on peut, au lieu de parler d’un ordre relatif (d certains chemins, &
certains angles, 4 certaines valeurs), on peut définir un ordre absolu
en quelque sorte, auquel les divers ordres relatifs seront inféricurs;
il y aurait I2 un grand nombre de questions 4 étudier.

Faisons cependant une remarque au sujet des chemins C; il ne
parait pas douteux qu’il ne faille absolument introduire certaines res-
trictions au sujet de ces chemins (si 'on veut étudier des fonctions
de variable réelle sur ces chemins; en effet, si I’on prend pour variable

I s, . , . . .
—> ou toute autre quantité indépendante de C, ce chemin r’intervient

|5

pas en realii¢ et 'on concgoit que son choix, tout & fait arbitraire ne
joue qu'un role accessoire). Cette remarque sera, nous l’espérons,
rendue tres claire par les applications qui terminent ce paragraphe et
qui sont relatives aux points singuliers des intégrales d’équations
différentielles algébriques.

Précisons d’abord le sens de quelques termes. Les fonctions ¢,
e”,e”, ... dont Uordre d’infinitude a été désigné par w, .2, 0.3, ...,
ont pour ordre respectivement 1, 2, 3,.... De méme la fonction ¢
dont 'ordre d’infinitude est w? = w.w pourra étre dite d’ordre w, la

(1) On envisagerait séparément sa partie réelle et sa partie imaginaire, pour plus de
netteté.
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tonction ¢ dordre w2, .. .. Les fonctions qui croissent plus vite (')
qu'un nombre quelconque d’exponentielles superposées seront dites
avoir un ordre supérieur & »®. [On pourra définir d’'une maniere ana-
logue l'ordre des fonctions de variables réelles oscillantes, par
exemple, sin (¢*) est d’ordre w pour « réel et relativement aux va-
leurs comprises entre — 1 et + 1; relativement & la valeur zéro, et
toujours pour x réel, sinz (2 + sine”) est seulement d’ordre un, car
ses zéros sont ceux de sinx. |

Si I'on admettait un résultat énoncé précédemment, on serait con-
duit au théoreme fort important qui suit : Une fonclion 5=y -+ 1t
dtant définie par une dquation différentielle algébrique, y considéré
comme fonction de la variable réelle et positive x est d’ordre inférieur
a o®.

En effet, soit

Slx, s, 8,5, .., 50]=0

’équation proposée; si I'on pose 5z =y + u et que, supposant x réel,
I'on sépare la partie réelle de la partie imaginaire, on obtient deux
équations & cocfficients réels

.L.'r{:"('v Y .7’/7 ey .)’(“), A tlv ) l(")] )

hla, yo ¥y ooy, 6t oo, )] =0,
d’ou1, par élimination de ¢, I'équation réelle
Fla,y, ¥, ..., y®®]=o.

Le résultat rappelé consiste précisément en ce que toute intégrale y
de cette équation est d’ordre inférieur (*) & ®.

(1) Il gagit ici de fonelions de variables réelles; pour les fonctions transcendantes
entiores, il sufficait de considérer le module maximum pour | 5| == z; les mémes défini-
tions appliqueraient. On remarquera que ec que nous appelons Lordre est précisé-
ment Llordre d'infinitude de la fréquence des séros.

(%) Une remarque importante est néeessaire ici. Considérons, pour fixer les idées, une
fonction elliptique ¢ admettant pour poles tous les points z = & - 7y, pour lesquels .z
el y sont entiers. Supposons que z s'¢loigne indéliniment sur la droite p = zw; il est
manifeste que la maniére dont varie sur eetie droite le module  de la fonction ¢ dépend
essentiellement de la valeur arithmétique de «. Réduisons 2 en fraction continue ct soit
ap=Y(n) le n' quotient incomplet. Si, par exemple, la fonction ¥ (1) est d’ordre supé-
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D’ailleurs, la proposition énoncée est susceptible de généralisations
trés étendues sur lesquelles nous ne nous étendrions pas, si ce n’était
une occasion d’expliquer ce que nous avons ditau sujet des courbes C.

1l est clair d’abord que, si, au lieu de poser = =y + iz, on posait
z = pe’®, p et o vérifieraient aussi des équations différenticlles algeé-
briques aisées 4 former (d’ordre 27 pour p et 22 + 1 poura); la méme
proposition pourrait donc s’appliquer & p et « considérés comme fonc-
tions de . '

Mais une généralisation plus importante est la suivante; supposons
que @, au lieu de croitre par valeurs positives, tende vers une valeur x,
en suivant un certain chemin Cj; si ce chemin C est algébrique, on est
amené aisément au cas qui précede. Il en est de méme si ce chemin
n’est pas algébrique, mais est défini par une équation différentielle
algébrique (entre la partie réelle et la partic imaginaire de #); il y a
seulement & introduire explicitement cette équation différentielle, ce
qui augmente 'ordre de I’équation finale.

D’autre part, si le chemin C, non algébrique ni défini par une équa-
tion différentielle algébrique, était, dans le voisinage de 2, approxi-
mativement algébrique ('), une étude spéciale & chaque cas pourrait
permettre de constaler que, aux premiéres approximations, les fone-
tions considérées satisfont aux mémes conditions que si le chemin
était rectiligne. Mais il n’est pas douteux que si, dans la deéfinition du
chemin, enire d’une maniére quelconque une fonction d’ordre supcricur
a »®, cette complication arbirairement introduite ne pourra plus étre

rieur & w®, p considéré comme fonction de x sera aussi d’ordre (irrégulicrement) supe-
rieur ¢ w®. Iei p est une fonction oscillante (non toujours croissante), que l'on peut
aisément définir par une équation du second ordre. Mais les cocflicients de cetle Gquation
dépendent de la conslanle «, et ¢’est avee celte constanie que s’introduisent loutes les
difficultés de Du Bois-Reymond. Dans les recherches dont nous venons de parler, il semble
donc nécessaire de tenir compte de la nalure arithmélique des coefficients; c’cst une
grande source de difficultés. D’ailleurs cette étude, unc fois faite, conduirait & des con-
clusions importantes relalivement a la nature arithmétique des eonslantes qui peuvent
étre définies par des équations différenticlles algébriques 4 cocfficients enliers; pour ces
constantes, on doit pouvoir limiter I'ordre d'infinitude de la fonction arithmétique b (x);
peut-étre méme peut-on la rattacher & des types croissants ou oscillants assez simples.

(*) Ou sil'une des coordonnées considérée comme fonclion de I'autre était approxima-
tivement d’un ordre d’'infinitude déterminé.
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élimince et se retrouvera dans les résultats, si on les examine avec asses
d’attention. Par cxemp]e, désignons par 0(1) une fonction positive
croissante, d’ordre supérieur & w®; posant @ = £ -+ iv, considérons le
chemin C défini par I’équation

1
-~
K

)y . . . dz v , .
I’équation différentielle - =z et I'intégrale = =¢” de cette équation,

lorsque z tend vers zéro en suivant le chemin considéré. On a

-

e = ck(cosn -+ isinn).

On en conclut que le module ¢ de = considéré comme fonction de
Pare du chemin G (lequel differe infiniment peu de 7) tend vers un
avec une rapidité d’ordre supérieur i o”; en d’autres termes,
(Ti—i' (qui satisfait, considéré comme fonction de &, & une équation
différentielle aisée i former) est d’ordre supérieur a4 »® par rapport i
Pinverse de cet arc.

On a cependant affaire ici & un chemin qui admet une tangente
déterminée; aussi la partie réelle fcosy de = est d’ordre un sur le
chemin considére : ol y a donc certaines propriétes simples, mais la
nature du chemin fait, @ un moment donné, apparaitre les difficultes.

Quittons ces géncralités pour démontrer au moins un résultat
précis, mais bien particulier. Nous n’avons, cn effet, étudié d’une
manicre approfondie que I'équation du second ordre & variables
réelles (et encore en laissant de coté les cas oscillants); nous devrons
donc nous borner i I'équation algébrique du premier ordre & variables
complexes. Soit

(1) Slr, 3, 5)=0 (/ polynome en z, 3, 3'),

celte équations en' posant z =y + i, ¢t procédant comme plus haut
on obtiendra, 2 étant réel, équation réelle en y

Bz, y, y' y") = o.

Ann. de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XV — Fiveier 1899.

N\
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Nous pouvons ajfirmer que, si y ne devient pas unc infinité de fois wnfini,
el est constamment croissant, on a, @ partir d’une certaine valeur de x,

y <.

On pourrait d’ailleurs énoncer un résultat analogue, en remplacant
I’axe réel par une courbe algébrique quelconque.

CHAPITRE 1L

LES SERIES SOMMABLES ET LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE.

I. — Les séries sommables.

Pendant longtemps les géometres ont utilisé les séries (et les inté-
grales définies) sans se préoccuper de lear convergence; ils y étaient
encouragés par les résultats souvent importants et certains qui ¢laient
ainsi obtenus. Abel et Cauchy ont remarqué que 'on pouvait étre con-
duit, en procédant ainsi sans précaution, i des résultats manifes-
tement faux, et ils ont proscrit absolument Pusage des séries di-
vergentes. Il semble cependant que ce ne fut pas sans regret : dans la
Préface de son Analyse algébrique (*) (1821), Cauchy dit expressément
que le souci de la rigueur I'a forcé a admettre diverses propositions qui
paraitront peut-étre un peu dures : par exemple, qu’une série divergente
n’a pas de somme; il ajoute ensuite que les avantages de cette maniére
de procéder (& savoir la rigueur) lui paraissent en surpasser les in-

A A o i .
(1) Nous n’éerivons pas z = gef*, parce que 'on aurait pour z une Suation du Lroi-
e N 5 . shea . 22 , . .,
siéme ordre. D'ailleurs, des propriétés de X = Lang; on déduit aisément celles de «.
(2) OEwres de Cauchy, séric 11, t. 1IT.
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convénients. D’ailleurs, Cauchy a souvent fait usage de séries diver-
gentes dans des conditions déterminées ('), el sa théorvie des valeurs
principales des intégrales définies, sur laquelle nous reviendrons plus
loin, lui a souvent permis d’utiliser avee profit des intégrales dépour-
vues de sens, sans jamais se départiv de la plus parfaite rigucur.

Abel, de son colé, n’était pas sans avoir remarqué que I'usage des
séries divergentes conduisait le plus souvent a des résultals exacts et il
se proposait, comme nous Uapprend sa Correspondance, d’en recher-
cherla rason. 11 est malheureusement mort sans avoir rien publié sur
ce sujel.

Il est certainement paradoxal & premiere vue que Pemploi de séries
divergentes conduise, en général, quand on ne le fait pas expres, a
des résultats exacts, alors que rien n’est plus aisé que de démontrer
ainsi unce égalité inexacte quelconque. Le paradoxe disparait si 'on
songe a la dilférence profonde, sur laquelle nous avons insisté plus
haut, entre les séries naturelles, auxquelles conduisent des problemes
simples, et les séries fabriquées artificiellement. Ces dernieres, lors-
quelles sont convergentes, ont sans doute une valeur numdérique (il y
aurail. beaucoup a dire sur ce point et sur les complications ana-
Iytiques que peuavent renfermer en germe de tels nombres); lors-
qu’elles sont divergentes, on n'en peut absolument rien dire. On
concoil qu'il puisse en étre tout autrement des séries naturelles.

armi les recherches déja faites surce sujel, certaines se rapportent
aux séries de Taylor i rayon de convergence nul et & leurs relations
avee des fractions continues convergentes ; nous ¢n parlerons en détail
plus loin (*). Il ne reste alors a eiter ici qu'une Note fort intéressante
de M. Cesaro Sur la multiplication des séries ( Bulletin des Sciences ma-
thématiques, 18g0). Dans cette Note, M. Cesaro définit ce qu’il appelle
une série simplement, doublement, ..., rfois indéterminée. Lorsque
la somme s, des n premiers termes n'’a pas de limite, 1l remplace les
quantités s, par les suivantes

1
UL I A . e .
5, M;(.s,»; Syl 8,).

(1Y) Foir, par exemple, Comptes rendus, 1851-1852.
(%) Dans le troisicme Chapitre de ce Mémoire.
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Dans le cas ot s'!' a une limite s, la série est simplement indéter-
minée et sa somme est s. Sinon on opérera sur s’ comme sur s,,
c’est-a-dire que I'on posera

5 I
s =~ (S s s,

et, si s* a pour limite s, la série sera doublement indéterminée, et
aura pour somme s; sinon, on continuera de méme.

Le résultat capital obtenu par M. Cesaro est le suivant : on peut
multiplier entre elles des séries indéterminées (par la regle donnée
par Cauchy pour les séries convergentes); le produit est une série
indéterminée (qui, comme cas particulier, pourrait étre convergente)
dont la somme est le produit des sommes des deux séries et dont lordre
d’indétermination ne dépasse pas la somme, augmentée de wun, des
ordres d’indétermination des deux séries facteurs. Ce théoreme montre
que les définitions de M. Cesaro (que I'auteur justific en invoquant le
Calcul des probabilités) ne sont pas sans fondement : on voit des
raisons bien nettes pour attribucr & une série divergente rumérique
une valeur déterminde, i I'exclusion de toute autre. Malheurcusement,
les séries auxquelles s’appliquent les méthodes de M. Cesaro sont hien
particulieres ; par exemple, la série, pourtant bicn simple,

1—2 4§ — 8 4= 16 — 30 ~. ..

leur échappe completement.

Une généralisation aisée permet d’étendre beaucoup la portée de la
méthode. Lorsque s, n’a pas de limite, mais oscille constamment,
il est naturel de considérer comme limite généralisée de s, une valeur
moyenne entre les diverses valeurs de s,. Dans la recherche de cette
valeur moyenne, on doil faire jouer un role prépondérant aux valeurs
de s, qui correspondent aux plus grandes valeurs de n. Il faudra con-
cilier cette nécessité avec le fait que, dans les cas les plus intéressants,
s, augmente indéfiniment avec » (mais est tantot positif ¢t tantot né-
gatif). Voici I'un des procédés que l'on peut employer. Désignons
par @ un nombre positif : la suite des quantités

a n
n!

Crn =
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va d’abord en croissant avec 7, puis décroit indéfiniment. Nous attri-
bucrons ces quantités comme poids aux quantités s, dont nous cher-
chons la valeur moyenne : c¢’est-i-dire que nous considérerons le
rapport

S,

P PR l',,+...

Nous supposons la série écrite au numérateur convergente, quel que
soit a. Des lors, pour chaque valeur de @ ce rapport a une valeur dé-
terminée. (Cest cette valeur qui remplace pour nous U'expression

I

p (S St s)
de M. Cesaro. En effet, la série numérateur étant convergente, on peut,
avec une crreur inféricure i e, la londer. Mais, st nous augmentons «,
le rapport o (e« ) dépend des s d’indices de plus en plus grands; et ces
indices, qui jouent un role prépondérant, augmentent indéfiniment
avee a. Dansle cas ot g(a) a une limite s pour « infini, nous dirons
que la série proposée est sommable el que s est sa somme. On peut
dire aussi que s est la limae géncralisée de la suite

Soy  Spy Suy ey Sy
Si'on pose

N\ N S, 0"
s(a ) = CySp =~ m———

o dead |

on a
s lime=ts ().

i

Dans le cas o le produit e=“s(a) anugmente indéfiniment avee a,
par valears de méme signe, la méthode de sommation est inapplicable.
Elle est simplement en défaut si e “s(a) est oscillant : on peut alors
sc proposer de rechercher si cetle expression a une lmite géncralisce ;
ouplus exactement, la limite généralisée n’ayant été définie que dans
le cas d’une variable discontinue, si la suite

e ts(i), evts(n), ..., e ts(n),

possede une telle limite, cle.
On voit tres aisément que notre définition de la somme comprend
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comme cas particuliers celle de M. Cesaro et, par suite, évidemment,
celle des séries convergentes.
On pourrait la généraliser beaucoup : introduire, au licu des quan-

. a” ) cy coe o -

tites ¢, = —> d’autres quantités positives ayant les mémes propriétés
. \

générales (')

Cri

<lim ¢, =0, (quelquesoita,et lim =, quel que soit » (ixc).

n=—om a==n n

Mais nous ne nous attarderons pas & ces généralisations et nous nous
bornerons & employer e* (et, rarement, des fonctions qui s’y rattachent
intimement). Nous avons, en effet, constaté I'importance particulitre
des modes de croissance exponentiels; dans la pratique, ils s¢ pré-
sentent seuls, ou & peu pres. De plus, les propriétés particulicres de la
fonction exponentielle permettront des transformations analytiques
parfois utiles. En supposant que I'étude du cas général s’imposit un
jour, I'étude approfondie de ce cas particulier serail certainement
’un grand secours.
Ecrivons la série donnée sous la forme

Uy~ Uy = Uy~ oo~ U, ..,

de sorte que 'on a
. Sp == Ug—~ Uy~ Uy ...~ Uy,

Sil'on pose, comme nous 'avons fait,

S, ¢ Sy a® St
slay=s,+ 2= 420 4 e
1 1.2 [.2...7
on obtient immédiatement
([) i [e—a: s(a)] — e—alg g ——
Ta : =e s (a) —s(a)] =ec"u (a),

en posant

4 L., 2 4 ,3
ul(a):s'(a)——s(a):ulq_fj_a+"l-“; ;[Q_%

(') Zoir mes Notes des Comptes rendus, notamment du 30 déecembre 1895 ot du 13 jan-
vier 1896. Foir aussi la note qui termine mon Mémoire sur les sérics de Taylor (Journat
de Jordan, 1896, p. 451).
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Or I'égalité (1) donne, si I'on suppose que e “s(a) ait la limite s
pour a infini,
[ e “u,(ayda=[e"*s(a)]; =5 — u,.

0

D’otr, en intégrant par parties, et supposant lime“u(a) = o,

a=w
k-l
(2) B ::/ w(a)e “da,
0
en posant

7 2 ”
iy u, wuya?
ula)—=— u, -+ w,(a) da = wu, 4+~ —— -+ —— - -
(@) 0 1”/) () ¢ I 1.2 1.2.3

Dans le cas olt ¢ “s(a) n’a pas de limite pour a infini, inté-
grale (2) n’a pas de sens. Mais si cette intégrale est oscillante, on
pourra parfois lui attribuer un sens, qut sera encore la valeur de s. Cest
ce qui a licu, par exemple, si les expressions e s(n) ont une limite

genceralisée.

Iintégrale (2) ayant un sens, il peat arriver que Uintégrale

(o) J r‘:/.J’l((((\),(:""(/(l

0
n’ait pas de sens; la convergence de 'intégrale (2) est alors due aux
changements de signe de la fonction «(@). Dans ce cas la série s sera
dite sommable, mais non absolument sommable; clle est, au contraire,
absolument somunable, lorsque Uintégrale J a un sens. Nous nous bor-
nerons (') ici i Uétude des séries absolument sommables ; clles se ma-

(1) Dans les Mémoires que j'ai publiés sur les sérics divergentes, jai, en fait, pris tou-
jours le mot sommable dans le sens que je donne ici aux mols absolument sommable ;
mais j'ai négligé de le faire romarquer. Au licu d’éerire les conditions pour que linté-
grale (2) ail un sens, j'ai derit les conditions pour que Pintégrale (2)" en ait un (Journal
de Jordan, 1896, p. 106). Cetle erreur m'a 616 signalée, & peu prés simultanément, par
MM. Hurwilz, Osgood el Pringsheim; je tiens a les remercier ici de la marque d’intérét
qu’ils m’ont ainsi donnée. Vindique, dans le texte, une autre méthode pour étendre, & des
cas plus généraux, la définition de Ja sommabilité; mais, pour les applications que nous
avons ici en vue, le plus simple est de s’en lenir aux séries absolument sommables.

Je profite de celte occasion pour signaler, dans le Mémoire que je viens de citer, une
erreur de rédaction dont je dois aussi la connaissance a U'obligeance de M. Osgood. Dans
la définition de la sommabilité uniforme (p. 113), je n’ai pas eu soin de préciser que I'uni-
formité a licu, non seulement par rapport a la variable a, mais aussi par rapport & la
variable z. Javais d’ailleurs donné la définition correcte dans ma Note des Comptes rendus

du 3o déeembre 1895,
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nient beaucoup plus aisément, de méme que les séries absolument con-
cergentes. Les séries non absolument sommables interviendraient sans
doute si I’on cherchait, par ’emploi de fonctions sommatrices conve-
nables, & sommer des séries de Taylor au deld d’une ligne singuliere
essentielle, fermée ou non; on pourrait sans doute obtenir ainsi une
généralisation de la notion de fonction analytique, qu’il y aurait lieu
de critiquer au moyen de principes que j’ai indiqués dans ma These ct
sur lesquels je suis revenu dans mes Legons sur la Théorie des fonctions.

On démontrera tres aisément que la limite généralisée d’une suite
de quantités possede la plupart des propriétés fondamentales de la
limite ordinaire. Par exemple, si s, et ¢, ont pour limites généralisées
s et ¢, as, + b, a pour limite généralisée as + be. Mais s,, n'a pas
nécessairement s¢ pour limite généralisée. Pour avoir ici une vraice
généralisation de la propriété de limite ordinaire il faudrait poser
Upn =Sy t, et 'ensemble des quantités 4 deux indices w,,, admet-
trait st comme limite généralisée. Pour définir les limites générali-
sées des quantités i deux indices, il suffirait de faire intervenie des
fonctions enticres & deux variables et des intégrales doubles, mais
nous ne pouvons nous étendre ici sur ce sujet.

Indiquons enfin que Pon n’altere pas la limite généralisée d’une
suite de quantités en remplagant par z¢ro un nombre limité de ces
quantités. Plus généralement on peut modifier Uovdre ou la valeur
’un nombre limité de ces quantités, mais sans changer le rang de celles
dont le rang est asscz ¢levé. Si lon supprime un certain nombre de
quantités dans la suite, on peut obtenir une nouvelle suite n’ayant pas
de limite généralisée; on peut alors congenir qu’elle a méme limite
que la suite donnée. En tous cas, s’il y a une limite généralisée, clle
reste la méme.

En effet, 'égalité (r) (p. 54) nous montre que 'on a

e“s' (ay=e"“s(a) +e“u (a).
o
si l’intégrale/ ¢e“lu, (@) |da aun sens, e=“u, (a) a pouar limite zéro.

0
On a done

(3) lim e=%s'(a) =lime=%s(a),

az==w a=wu
Or s(a) correspond & la suite

(L/I) S1y S, S

“ny
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Ot
~1

de lTa méme maniere que s(«) correspond i la suite
()) Soo St - - S, ]

On en conclut que la limite géncralisée de lasuite (14) est égale ala limite
geéneralisée de la suite (5).

Nous venons de supposer que la limite généralisée de la suite (1)
existait absolwment, car w,(a) correspond a (4) comme w(a) i (5).
Dans le cas ot il n’en serait pas ainsi, il peut arriver que, la suite (1)
ayant une limite, la suite (5) n’en ait pas ’apres nos définitions. Dans
ce cas, on pourra convenir que la suite (5) a la méme limite que la
suite (4) puisque sa limite n’a pas ¢té encore définie. A un autre point
de vue, dans Pégalite (3) on peut regarder Pabréviation dm comme

o
mise pour lmile généralisée, car, intégrale / e™u,(a)da ayant un

gy

sens, il est naturel de convenir que ¢=“u, (@) a zéro pour limite géne-
ralisée.

Mais nous ne nous ¢tendrons pas sur ces géndéralités, ni sur Vappli-
cation générale de la théorie aux séries de fonetions. Contentons-nous
$indiquer que Pon peut donner une délinition de la sommabdité uni-
forme (1) tout i fait analogue a celle de la convergence uniforme et
quion a des lors le théoreme suivant, généralisation d'un théoreme
céltbre de Weierstrass :

Si une séric de fonctions, uniformes dans un domaine D d’un seul
lenant, est uniformément sommable dans ce domaine, sa somme est dans
ce domaine une fonction analytique uniforme ¥ si dans une portion 1Y
de D la série est uniformement congvergente, elle definie, comme on sa,
une fonction analytique V', laquelle ne pewt defférer de F. Dés lors, F est
le prolongement analytique de 1.

Le domaine D’ peut n’étre pas ’un scul tenant; s’il se compose de
deux parties séparces, D et D, Puniformité de la convergence dans
ces deux parties ne permettrait pas d’assurer que la somme dela série
est Ta méme lonction dans D’ et dans D”; on en est certain si la série
est uniformément sommable dans le domaine d’un seul tenant D, qui
renferme i son intéricur D et D,

(1) Voir loc. cit., en (enanl comple de la nole de la page 55.

Ann. de U'Fe. Normale. 30 Sévie, Tome XVI, —~ Fiviier 18yg. 8
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Nous allons nous occuper particulivrement du cas des séries de
Taylor, dont 'importance en Analyse est si considérable. La fin de ce
Chapitre est consacrée aux séries dont le rayon de convergence n’est
pas nul; le Chapitre IIT aux séries dont le rayon de convergence
est nul.

II. — Les séries de puissances.

Nous allons appliquer la méthode de sommation, indiquée dans le
paragraphe précédent, aux séries ordonnées suivant les puissances
positives (') d’une variable complexe

(1) J(3) =@, + a5+ a3t .. 4w, 5" ..

Nous supposerons, d'aillears, essentiellement que le rayon de con-
vergence de /(=) n’est ni nul, ni infini. Dans le cas ot il est infini, la
série est convergente dans tout le plan et nos méthodes sont inutiles;
le cas ot il est nul sera ¢tudié dans le Chapitee suivant. Nous pour-
rons des lors supposer, si nous le voulons, par la substitution (z, £z),
le rayon de convergence égal i 'unilé @ cela nous épargnera la peine
d’employer un caractere spécial pour le désigner, et rien ne sera plus
aisé (par la substitution inverse) que de rendree les vésultats appli-
*ables au cas général.

Nous supposons done que la plus grande des limites de la suite

lal, Wal, Wal, o [Vl ...

est égale & wn. Bn [ait, cette suite aura, en général, pour limite wn
(sauf qu’elle pourra renfermer des termes nuls i distribution géndéra-
lement réguliere).

Au sujet de la série (1), une remarque importante parait avoir ¢té
énoncée pour la premiere fois (*) par M. Pringsheim : en général, son
cercle de convergence est une coupure. En dépouillant la démonstration
de M. Pringsheim d’un appareil analytique qui nous semble inutile,

-+ %
(1) Rien n’empécherait d’étendre ces résullats aux sérics 2 apzh.

-

(2) Math. Annaler, t. XLIV.
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elle revient & ceci = on connait des fonctions admettant leur cevcle de
convergence comme coupure; soit g(a) 'une d’elles; posons

J(x) — g(z)=fi(x).

Si-la fonction /() est quelcongue, il en estde méme de /, ()5l n'y
a, des lors, aucune raison pour que la somme /, + g = / n’admeltle
pas les singularités de g, car il faut des relations particulicres entre
les coelficients de /, et ceux de g pour que, dans la somme /, +
singularités de g soient détruites par celles de /).

g, les

Jat retrouvé la proposition de M. Pringsheim, et j’en ai donné une
démonstration hasée sur un principe tout a fait différent (‘); M. Fabry
en alonnd, tres peu de temps apres, une démonstration nouvelle (*).
La démonstration de M. Fabry, comme la mienne, se distingue de
celle de M. Pringsheim en ce que le fait que les cocllicients sont quel-
conques intervient d'une manicre tout i fait précise, el non pas seule-
ment pour servir de base dun raisonnement reposant, au fond, sur
le principe de raison sullisante. On définit une suite d’entiers crois-
SUNLS 70y, 1tyy ooy 01,y oo U o0 considere séparément les termes de Ta
série dont Pindice est compris entre n, et n,,. . On montre que la con-
sidération exclusice de ce groupe (%) de termes permet de définiv un

argument 0,5 des lors les arguments 0, devront étre regardés comme

)3
in(h*pmulzmis les uns des autres, si Pon suppose les coellicients guel-
conques, ¢'est-a-dire les groupes successifs de coelfficients sans lien
nécessaire entre cux. Or, si on marque sur la circonlérence de con-
vergence tous les points " on prouve que 'ensemble derioé de leur
ensemble est formé de points singuliers de la fonction. Dans le cas
général cet ensemble dérivé se compose de toute la circonférence,

(1) Comptes rendus, 14 décembre 18965 Acta mecthemedica, 1. XXI.

(#) Compies rendus, 18 janvier 18975 deta mathemnatica, 1. XXIL

(%) La considération de groupes successifs de termes et leur élude, indépendamment
les uns des autres, permettent de déterminer les singularités des séries de Taylor dans des
cas (ris Glendus. (Cest 1 un fait que je erois avoir signalé le premicr, dans les Notes
qui viennenl, d’étre citées el dans mon Mémoire Sur les séries de Taylor (Journal de
M. Jordan, p. 448-149; 18906).

Dans une Note réeente, M. Leau (Comptes rendus, oclobre 1898) a contribué a cn
montrer limportance, en méme lemps quil Pénoncait, pour la premicre fuis sans doute,
sous une forme Lres générale.
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¢’est-h-dire que U'ensemble des points " ost dense sur tout ave de la

circonférence. La démonstration de M. Fabry et la mienne different
par la maniere dont sont obtenus les nombres 7, et les arguments 0,

Si nous avons tenu i en rappeler le principe commun, ¢’est pour
insister sur la conséquence qui en découle immédiatement = il est
clair que si I'on considere comme donnée la fonction analytique /(=)
et si on forme le développement de Taylor relatif & un point quel-
conque du plan, le cercle de convergence passera, en général, par un
seul point singulier. Pour qu’il n’en fut point ainsi, en effet, il faudrait
que son centre satisfit & des conditions déterminées; done, dans ce
cas, les arguments (), ont une Lmite. Cette limite pourra élre appelée
Pargument singulier de la série, et on voit que ce qui distingue la
série générale a priort de la série déduite de la fonction géncrale, ¢ est
que cette derniere a un argument singulier, tandis que la premicre est
tsotrope, ¢est-a-dirve indifférente a la divection : tous les arguments sont
singuliers.

Cet exemple suffit pour nous montrer quels résultats on peut espé-
rer d'une étude des séries divergentes. Sinous donnons i z une valeur
dont le module surpasse tres peu Punite, la série

(1) J(GB)=a + a5 4+ a,5* 4. ..

est divergente. 1l semble naturel, s¢ lon convient de lui attribuer un
sens, d’exiger que sa somme soit égale ala valeur au point = de la
fonction /(=) (cette valeur est déterminée si|z| est assez voisin de
un : onsuit le rayon du eercle). Or ceci n’est possible que si le cerele
de convergence n’est pas une coupure; et s’il y a sur ce cercle un seul
point singulier, le seul cas & exclure sera celui ot Nargument de =
sera préeisément égal & 'argument de ce point. Bien que la série (1)
soit une série divergente tres particulicre, nous constatons ici un fait
qui doit étre fort général : sil’on considere la série divergente comme
arbitraive @ priord, il n’y a rien & en espérer (*). Si, au conlraire, ses

(1) Nous avons laissé ici de ¢dlé la question de savoir si, le cerele de convergence
¢tant une coupure, il ne serait pas possible, en généralisant la notion de fonetion analy-
tique, de définir wn prolongement au deld du cercle. Mais il est bien probable que, si cela
est possible, ce sera encore dans des cas Lrés particuliers par rapport a la séric quelconque
donnée a priori.
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termes sont obtenus par une loi analvtique, il y a bien des chances
pour qu’elle ait une somme.

Nous nous sommes ainsi trouvé conduit a envisager le probleme de
la sommation des séries divergentes 2 un point de vae plus restreint
que celui qui est développé dans le paragraphe précédents le probleme
(JUe nous nous proposons ici pourrait méme ¢re ¢noned sans qu'il
fallat parler de séries divergentes. Néanmoins les principes posés dans
le paragraphe précédentnous seront de la plus grande utilite pour son
clude.

Notre probleme actuel peut s’énoncerainsi = ¢lant donnée Ta série (1)
suppostée divergente pour z = z,, trouver la valear au point z, de la
fonction analytique définie par cette série dans son cercle de conver-
gence (1) 1 est d'abord elair que Pexistence de fonetions non uni-
formes rend ce probleme indéterming @ ainsi certaines séries diver-
gentes (%) auront des périodes, tout comme les intégrales definies ; mais
cest ean point que nous ne développerons pas pour le moment.
Nous rendrons le probleme déterming en tracant des coupures recti-
lignes allant de chaque point singulier de /(=) a infini, ces coupures
clant d'ailleurs, pour fixer les idées, les prolongements des rayons du
cercle de convergence. D'ailleurs, nous nous attacherons surtout a
Petude de Ta fonction dans e voisinage immdadiat de son cercle de
convergence @ ¢'est Ta seule dtude indispensable pour connaitre le
nombre el la nature des points singulicrs situés sur ce cerele.

En dehors de La méthode du prolongement analytique qui fournit,
a Paide de caleals théoviquement simples et malheurcusement fort
longs en pratique, une solution satisfaisante de La question, une autre
méthode a été proposce récemment par M. Ernst Lindelsl. Elle repose
sur la theorie de Ty représentation conforme et parait excellente, dans
certains cas, an point de vue de la pratiques mais le Mémoire de

(1) On voil que e probleme étant résohn, on pourra définir fa somne de toule série
divergente qui devienl absolument convergente lorsqu’on divise ses lermes suecessils par
les Lermes d'une progression géoméirique convenablement choisic : ¢'est ce que Cauehy
appelail une sévie de modede fini.

(%) Les séries convergenles aussi, bien entendu,
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M. Lindelof vient & peine de paraitre (') et nous n’avons pas eu le
temps de U'étudier en détail, ni de rechercher s'il y a quelque relation
entre sa méthode et la notre.

Nous ferons jouer un role essentiel & I'intégrale de Cauchy

f(u)du
ACOES ?LTL‘[ u—s

dans laquelle C désigne un contour quelconque a I'intérieur duquel
S (=) est réguliere.
On voit que /(=) se présente comme la somme d'une infinité d’élé-

ments de la forme - .

On a
A A.< 5 52 3 >
= =1 + =4+ — B

-5 d’olt plusicurs remarques importantes.

(3]

a—3 a «a o* a?

Done la série /(z) se présente comme la somme d’ane infinité de
progressions géométriques. La partie principale des coelficients sera
fournie par celles de ces progressions dont la raison a le plus grand
module, et cette remarque a donné lieu i des travaux bien connus ().
Mais on ne doit pas perdre de vue une circonstance remarquable :
soit @ le point du contour C dont le module est le plus petit (nous le
supposons unique, pour fixer les idées); si le point @ n’est pas un
point singulier pour (=), on peut agrandir C en ce point, et dans la
nouvelle expression de /(=)

f(s)= - 1 f(u)(/u

% (T o =3

le module maximum des raisons des diverses progressions géomé-
triques aura diminué. Ainsi le fait que, dans la formule de Cauchy,
les valeurs de f(«) sont précisément celles d’une fonction analytique

(1) Acta Societatis Scientiarum Fennicee, L. XXIV.

Un cas particulier de sa méthode avait été signalé par M. Lindelisl, dans les Compies
rendus du 28 féyrier 18¢8.

() Poir notamment : Darsoux, Sur l'approximation des fonctions de grands nombres
(Journal de Mathématiques, 1878 ). — HapsuarD, Lssai sur ['élude des fonctions, etc.
(1hid., 1892).
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sur le contour, amene cette conséquence que les termes d ordre maxi-
murn se détruisent d’eux-mémes : la valeur principale de a, est infé-
ricure & ce qu'elle devrait étre en général st f(w) était quelconque.

D’apres cela, deux cas principaux seraient d distinguer : le point
singulier le plus rapproche de Vovigine étant @ (nous le supposons tou-
jours unique, pour simplifier), il est, ow non, possible de tracer un
contour G passant par a, extéreurau cercle de convergence, et relative-
ment auquel la formule de Cauchy soit applicable. Suivant que 'on se
trouve dans I'un ou Pautre cas, des circonstances différentes se pre-
sentent relativement aux valeurs principales des coefficients, et ceci
peut servir pour définir en quelque mesure la nature du point sin-
gulier a.

Mais cela n’est pas notre but actuel et la scconde remarque que
nous avons i faire au sujet de la formule de Cauchy nous sera plus
directement utile.

Nous avons

ot ‘..-!...(;“),(/“ o ()
f(5)== 2 m'/( w3 T oum / 7 <l +

/(

)

-} = -+ ) du.

3
o=

NN

La série de Taylor apparait ainsi comme la somme d’une infinité de
progressions géomaétriques. Supposons maintenant que, par un pro-
cédé quelcongue, nous ayons défini la somme d’une série divergente

g~ Uy ey =

Supposons, de plus, que ce proeédé soit tel que, si les séries ayant
respectivement w, et ¢, pour terme général ont pour sommes U et V,
la série de terme général aw, + by, ait pour somme al + OV.

Supposons enfin que le procédé, appliqué i la progression géo-
métrique

[ R s s 2L I S

donne le résultat exact S Al moins pour certaines valeurs de x de
—

module supérieur ¢ un : d’une manitre plus précise, lorsque  se trouve
dans un certain domaine A.

Des lors (sous réserve d’une Gtude rigoureuse i cause de la substi-
tution d’une intégrale définie d la somme d’un nombre limité de
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termes), le procedé en question permettra de sommer la série de Taylor
dans une région en genéral plus étendue que son cercle de convergence.
En effet, la progression géométrique

~2
<

AT
est sommable lorsque l—j se trouve dans la région A et, par suite,
lorsque = se trouve dans une région que nous pouvons désigner
par uA, et qui s'obtient en multipliant par « chaque point de Ia
région A. Supposons maintenant que w« parcoure tout le contour C;
Iensemble des régions w A aura, en général, une partic commune dans
laquelle la série de Taylor proposée sera sommable.

Une remarque importante est la suivante : nous supposons que le
procédé de sommation s’applique toujours aux séries convergentes;
par suite, la région A comprend i son intéricur le cercle de rayon un
(ou, du moins, un cercle intéricur en différant aussi peu que on
veut; nous négligerons cette distinction lorsqu’elle sera sans impor-
tance). Par suite, la région A comprend i son intéricur le cercle de
ayon |u|. Supposons maintenant que nous voulions étudier la fone-
tion f(=z) seulement dans le voisinage de son cercle de convergenees
les points de G extérieurs & un cercle de rayon 1+ ¢ fourniront des
régions «A extérieures a ce méme cercle. On n’aura done i se préoce-
cuper, pour limiter la région de sommabiité, que des points de C dnté-
rieurs i ce cercle de rayon 1 +¢ (*).

Pour éclaircir ce qui précede, nous allons indiquer un procédé de
sommation quisatisfait aux conditions de la page précédente; ¢est pro-
cisément celui que nous avons étudié dans le premier paragraphe de
ce Chapitre; nous cn indiquerons ensuite d’autres; on pourrait évi-
demment en imaginer une infinité.

Etant donnée la progression géométrique

T4+ 2?4 . .,

(1) On comparcra ces remarques avee celles qui terminent la Note de M. Leau, eitée
tout a I'heure, et publiée apres I'envoi de ce Mémoire 4 I'Académic, mais avant son im-
pression. M. Leau ne suppose d’ailleurs pas que la région que, comme nous, il appelle A
comprenne néeessairement le cercle de convergence.
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. . af&
multiplions le terme de rang » + 1 par —5 nous obtenons

Multiplions le résultat par e=“da et intégrons de zéro a Uinfini; nous

aurons
= ] |
/ e e~ “da ::f e E=Ndq = - )
0 o I—w

« condition que la partie réelle de x — 1 sott negative. L'aire A est done
ici formée de la partie du plan qui satisfait a la condition

partie réelle de w21 — e,

(@]

¢tant un nombre positif quelcongue. De plus, si nous supposons

(@}

rixe, intégrale
W

ente—=1) deq

o , I
convergera Illl{/()flilﬁﬂlelll vers _l

- lorsque @ augmentera indétiniment

par valeurs positives. Cetle remarque est importante pour extension
du résaltat i Uintégrale définie, somme d’une infinité de progressions
géométriques. On remarquera de plus que la sommabilité est absolue,
Capres les définitions données dans le paragraphe précédent. Nous
négligerons de renouveler cette remarque.

Considérons un contour C; soitwun point quelconque de ce contour;
nous supposerons s intérieur & toutes les régions wA, ¢’est-a-dire que
nous aurons, quel que soit w sur ,

partie réelle de

NI IR A

Nous avons
J(3) =g+ a5 4+ ay3* . .., 5" ...

avee
“flu)du

2T, = Py

G

T P R a”
Nous multiplierons le terme général de la série /(=) par —; et nous

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — Fivrier 18gg. 9
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[)OSBPOHS
a,z*a’ a,s"a”

9(a) =ay+ a5a + ST e o

Nous aurons

as
. I at  ay5? _ (S =
ngch(a):ff(u)<;; + st +...>du__fc_._u_¢u du.
¢ :

1l est & peine besoin de dire que l'intégrale du second membre a
strement un sens, si la fonction f/(u) est réguliere dans un contour €/
extérieur & C et sans point commun avee C.

Nous aurons ensuite

5\

s /Lf( w) eﬂ (s—l)du,

26T,

w
f‘ e~“o(a)da = -I—/f,_.(l_[) [[ ¢ ;z—l)cla ]clll.
A 2T ), u‘ Jy

N Iy

faisons maintenant augmenter « indéfiniment; grace 4 hypothese

() e to(a)=

partie réelle de <5 — |> I—g,

I'intégrale

[ll(fa (":_‘—])cl(,(,

i)

tend untformément vers sa limite
I

— @
-~
pey

[ — -

12

Par suite, le second membre tend vers une limite et, par suite, aussi
le premier; el lon a

” {
[ e"‘cp(a)da:z—l_—ﬁ l—(—t—l-)—c—g—_-:/'(z).
J, l(,<l-—[—(>

Ainsi, la méthode de sommation est applicable & une série de
Taylor dans une région obtenue comme il suit : on joint I'origine O &
chaque point M du contour C, on méne en M la perpendiculaire i OM et
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lon supprime la portion du plan qui, par rapport 2 cette perpendicu-
laire, n’est pas du méme coté que O. Cette région est ainsi limitée par
une podaire négative de C.

Dans le cas ou la fonction possede un seul point singulier sur son .
cercle de convergence, nous pouvons appliquer la remarque de la

l“ig. I,

Il
/
i
'
1
t
\
\
\

page 645 nous prendrons un contour C formé d’un are, tres voisin
de am, d’un cercle de rayon 1+ ¢, et d’un petit cercle entourant le
point singulicr A. Nous verrons alors que la région de sommabilité
dépasse partout le cercle de convergence, excepté au voisinage du
pomt singulicer. D’ailleurs, il est aisé de montrer, en général, qu’en un
point non singulier la région de sommabilité s'étend d’une quantité
finie au deld du cerele.
Cette théorie établit une relation étroite entre la fonction

S (5) =y~ a5+ ayst+ ay5* . ..

et une fonction entiere que 'on peut appeler fonction enticre asso-

cide (') :
)

(3) = @z | s 3
F(3)=a,+ ; + 7 3y e

Nous avons d’ailleurs
¢ (a)=F(as).

Il vésulte de I’égalité () (p. 66) que, s étant intérieur 4 la région

(1) Yai introduil la fonction entiére associde dans le Mémoire déjd eité du Journal de
M. Jordan, ot ai proposé de la désigner ainsi dans une Note des Comptes rendus des
séances de U Académie des Sciences, le 14 décembre 1896.
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de sommabilité, le produit e=*s(a) tend vers zéro lorsque @ augmente
indéfiniment. Il en est d’ailleurs de méme du produit a‘e=“¢(a),
k ¢etant un nombre positif quelconque, puisque I'on a

1 14 1 E——i\
ake=g () = — [f—([ ) ake' (i-1) du
' aurn ), u

avee

partie réelle dei <t—c¢;

¢ étant indépendant de w. Il en résulte que dans une région wicricure
a la région de sommabilité, la sommabilité est absolue et uniforme.
Sapposons maintenant que 'on ait ("), pour s =z,
lime=F(a,3,) =o.
y=w
Donnons & z une valeur de méme argument que z,, mais de mo-
dule moindre et posons az = a, z,; a sera réel et positif comme «,,

. a . ;. IRT} v
mais le rapport =% serainféricura unité; nous poscrons a =« (1 £);
k est un nombre positif déterminé. Cela posé, on a

e~ Flas)y=e- a0 F(a,5))=c @ et I (w5,)]
et
(1) [ e F(az)da = (1-+k) [ e~hlen F(a,5,)] da,.
“0 “ 0

Il est, en effet, manifeste que, grace au facteur e=%, intégrale du
second membre a un sens, puisque le facteur entre crochets tend vers
zéro par hypothese. Elle conserverait d’ailleurs un sens si Pon rempla-
cait la quantité & intégrer par son module.

L’égalité (1) exprime alors que la série /(=) est sommable pour les
valeurs de z de méme argument que z, et de module moindre. Dési-
gnons par z' 'une de ces valeurs supposée fixe et posons z, =z (1 + k)
si 'on suppose |z|<C[s"| (les arguments étant toujours égaux), on

(*) On pourrait supposer aussi lima*e¢~¢lF(az)= o, k blant positif ou négatil; on
pourrait, enfin, dans ¢ qui va suivre, introduire pour la variable « d’autres cheming d'in-
tégration allant & I'infini; mais nous devons nous bhorner.
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aura £ >4 et ’on voit que Pintégrale

[ ekl e=t F(a,5,)] da,

e
tend wncformément vers sa limite lorsque a, tend vers infini. C'est ce
que nous exprimerons en disant que la sommabilité de [( =) est avsoLur
ET UNIFORME pour

[s2ls" <=l

’

s, 5, 5, ayant méme argument, 3’ étant fixe, et =, étant tel que
I'on ait ‘

(2) lim e~ F(a,3,)=o.
=
Clest la géncéralisation dune proposition célebre (’Abel sur les
sérics entieres.
Supposons maintenant que la condition (2) soil véritiée uniforme-
ment pour les points d’un petit arc AB (fig. 2).

Fig. 2.

0

La série [(z) sera absolument et uniformément sommable i I'inté-
ricur du sccteur OA B infiniment voisin du secteur OAB, ¢’est-a-dire
que les intégrales

7

(3) / e~V (as)da
(h) / e~ |F(as)|da

tendront uniformément vers unc limite lorsque @ augmentera indéfini-
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ment. On a, d’ailleurs,

@ o35 L -

[ e““F(a:)da::/ e F()\)(—{}',

<o <o
en se servant de la notation == pour indiquer que le chemin d'inté-
gration rectiligne a I'argument de z. On peut différentier maintenant
aisément par rapport & s: il n’y a aucune difficulté si 'on suppose
I"argument de = constant; sinon il faut se servir de ce que les inté-
grales (3) et (4) sont uniformément convergentes dans le sce-
teur OA’B’. On obtient, 4 un facteur constant pres, pour les dérivées
successives de I'intégrale (3), des intégrales que 'on peut ramener
la forme

400
/ ate~*F(asz)da,
0

et I'on voit, comme précédemment, ce qui complete le théortme
d’Abel généralisé, que les intégrales

a W (0
f arte I (as)da =K / , al e~ ke~ F(a;3,)] dea,
0 0

tendent toutes (» nombre positif fixe) uniformément vers lear limite
lorsque @ augmente indéfiniment, = étant toujours dans la méme
région. Il en serait de méme si, dans ces intégrales, on remplacait la
quantité a intégrer par son module.

La condition (2) étant supposée vérifiée uniformément sur arc AB,

intégrale
f e~ F(aszs)da
0

définit dans le secteur OA'B” une fonction analytique uniforme,
laquelle, étant évidemment égale 4 /(=) 4 Uintérieur du cercle de con-
vergence, n’en saurait différer & 'extéricur. Ainsi, dans ce cas, la
fonction /(=) est uniforme dans le secteur OA’B’.

Il résulte de ce qui précede que la condition nécessaire et suffisante
peur que la fonction [(=) puisse éire prolongée au dela d’un arc aff du
cercle de convergence, c’est qu’il exisie un nombre positif o supéricur @ oN
et tel que, le module de = étant égal & ¢, et son argument pouvant étre
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¢gal a celui des divers points d'un arc o'f (intérieur i «3, mais en
différant aussi peu que I'on veut), le produit

e~eF(as)

tende untformément vers séro lorsque a augmente indefiniment ().
Posons

3 =opel; ao

i ? i ’

{
!
{
O}

il vient
e “F(as) =¢-r-2 F(re).
Sinous posons
[ F(rei) | = dq(r),
nous définissons sur chaque demi-droite = = re®® une fonction positive
de la variable réelle positive r. Dire que le produit

e=ra=Sidy(r)

tend vers zéro pour r==, c'est dire que Vordre d'infinitude de
©q(r) est inféricur i celui de =9, ¢’est-a-dire i (1 — ).
Or Ia fonction F(z) est définie par Pégalité

et les @, sont les cocfticients d’une série de Taylor dont le rayon de
convergence est un. On en conclut aisément que si 'on désigne par
M(r)le maximum du module de F(z) pour |z | = rou, si P'on veut, le
maximum de toutes les fonctions @g(r) pour 7 constant et 0 variable],

on a
lime=r0+2M(r)=o,

quelque petit que soit le nombre positif ¢; tandis que le produit
e "=9M(r) prend pour des valeurs de r croissant indéfiniment une
infinit¢ de valeurs aussi grandes que 'on veut (*). Ce dernier point
résulte d’ailleurs de ce que la région de sommabilité uniforme ne sau-
ait dépasser partout le cercle.

(1) Nous laissons ici de ¢olé la question suivante : le poinl « appartenanl & un are sin-
gulier du cerele de convergenee, la séric peut-clle étre sommable sur le rayon Oz, au
deld de «? Mais la sommabilité n’est certainement pas absolue et uniforme.

(2) Journal de M. Jordan, p. 416; 1896.
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=

On voit que la recherche des points singuliers de /(=) sur son
cercle de convergence revient a ’étude de la question suivante : Com-
parer les fonctions @y (r) avec la fonction M(7), ¢’est-a-dire la varia-
tion du module de F(z) sur une demi-droite avec la variation du
maximum de son module.

Attachons-nous au cas particulier ott /(z) n’admet qu'un point sin-
gulier sur son cercle de convergence; alors une seule fonction ®y(r)
sera du méme ordre de grandeur que M(7): les autres seront infé-
rieures. En d’autres termes, la fonction entiere F(s5) a wun argument
singulier, ¢’est-d-dire une direction dans laquelle clle augmente bien
plus rapidement que dans les autres. Ce sera le cas general, si 'on
regarde la série /(=) comme formée a 'aide d’une fonction analytique
donnée a priori.

ITI. — Applications.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier particulierement le cas ol
la fonction /(=) n’admet qu’en point singalier sur son cercle de con-
vergence; nous supposerons que c¢’est le point z = 1, ¢t nous nous pro-
poserons d’étudier la fonction /(=) au voisinage de ce point, ct, en parli-
culier, de la définir dans une portion de plus en plus ¢tendue de ce
voisinage. Nous utiliserons pour cela un procédé de sommation tris
voisin (') de celui que nous avons indiqué dans le paragraphe pré-
cédent et que nous allons appliquer tout d’abord & la progression géo-
métrique

L R St aR A S

Nous grouperons les termes pa et pmultiplierons le (n + 1)ieme

a® .
groupe par —» ce qui donne

b(a)=1+a+ 2>+ .. !
a2

a '
—+ T (P ...+ 2*r-1) +;‘—!(.7c21’ R Al T S

(1) Jai indiqué Tintérét que présentait I'élude de cette généralisation et d’une autre
généralisation analogue, dans le Journal de M. Jordan, 1896, p. 121, ¢t dans les Comptes
rendus, 7 avril 18g6.
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ou bien

— PR

N —1 a.r o>.rrr o3P f— P
Ya)= (1 -+ 2 o=y (o L OB O

1! 2] 31 | —.r

Multiplions maintenant par e “da ct intégrons entre les limites o, =
nous aurons

.
| — P . I
/ el o= ol — ,

WA 11—
a condition que Uintégrale ait un sens, ce qui exige
partic réelle de (11— .e7), positive.
Posons == g(cosw + (sinw); on devra avoir
preospo <1,
Pour interpréter cetle inégalité, il suffira de construire la courbe
preospom = 1;

dans le cas déja ¢tudié ol p =1, ¢’est la tangente au cercle de conver-

gence au point wn; st p >1, la courbe admet pour asymptotes les
. (o k-1 . .. . o
droites o == Y ¢l est aisée a constraire; la voici (fig. 3) pour

Fig. 3.

T
”’///////////

v~
]
1

VAR

p =3, et pour p= 4 (pour p = 2, c’cst une hyperbole).

Ann. de Ufic. Normale. 3° Série. Tome X VI, — Fivrice 1899. 10
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La progression géomélrique est sommable dans la portion du plan
non couverte de hachures : ¢’est cette portion du plan qui constitue
l'aive appelée plus haut A. En particulier, elle est sommable dans

2
. . . T OTT L1 Ao
I'angle compris entre les demi-droites » = -~ w = = et dans I'angl
© 2 /) 9./’

. . . —T —3r . o T
compris entre les demi-droites w = —;/—: >0 =~ (ainsi que sur fes
cotés de ces angles).

Considérons maintenant la fonction analytique /(5); Pemploi de
Pintégrale de Cauchy permettra, en raisonnant comme plus haut, de

[a sommer comme la progression géométrique; on posera

bp(a)=ay+ ;5 4+. ..+ a,_ 507!

N
a , a? , ) .
-+ -‘~((/,,:/’+. coe oy 3PTY) = (yp 3P e gy S3071)

et Pon aura, dans la région de sommabilité (formée des parties com-
munes aux régions uA ),

J(5)= et (a)da.

oy

D'ailleurs, dans cette région de sommabilité, le produit e, ()
tend vers zéro. La sommabilité est absolue ¢t uniforme, pour f(z) et
ses dérivées d’ordre quelconque, dans toute région finie dntéricare i la
région de sommabilité.

Notre but actuel est, supposant que le point z =1 est le seul point
singulier situé sur le cercle de convergence, d'¢tudier la fonction au
voisinage de ce point. Nous diviserons cette étude en deux parties

1° Nous rechercherons si la fonetion admet des points singuliers
infiniment voisins de 1 et non situés sur ['axe réel, et nous indiquerons
le moyen théorique de les déterminer;

2° Supposant que la fonction /(z) n’admet pas de point singulicr
en dehors de 'axe réel (au moins dans un certain voisinage de = 1),
nous désignerons parxz un nombre supérieur i unité, pareune (uan-
tité positive, et nous poserons

O(x)=lim[f(xe?) — f(rei7)].
g=0
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Dans cette formule, lavaleur de /(re®) estbien déterminée; ¢’est celle
que Ponobtient en allant au point.ee en suivant la droite w = ¢,

Nous donnerons une expression analytique de lTa fonction 0(x).
Cette fonction peut étre indéterminée pour les valeurs (V) de v supé-
ricure i an et voisines de an; le segment de droite correspondant est
alors une ligne singulivre essenticlle de /(z). Noas supposcrons la
fonction 0Cx) déterminée au moins pour les valeurs d'un petit inter-
valle 1 <a 7y, Ce segment est encore une ligne singulicre essen-
tielle de /(=) si la fonetion 0 () n’est analytique pour aucune valear
de 2. Enfin, st la fonetion 0(a) est analytique dans cet intervalle,
fa fonction /(=) est simplement non uniforme au voisinage de z =1
et fa fonction 0Cx) donne la mesure de sa non-uniformité, par rap-
port au segment 1< ",z clest la dillérence des deux valeurs que
prend /Cz) en un point x de ce segment suivant que, pour arriver i
ce point, on passe d'un eoté ou de Pautre du point z==r; la fonction
esCuniforme en ce point si 0Ca) est identiquement nul.

Occupons-nous maintenant de notre premier probleme @ reconnaitre
si la fonetion /(=) a des points singulicrs infiniment voisins de un en
dehors de Paxe réel. Sielle n”’ena pas, il existe un nombre positif « tel
que fe module de tous les points singuliers ron réels et posidfs de [(=)
soil supéricur i1 -+ o, Des lors, on voit immédiatement que la région
de sommabilité comprend, quel que sott p, tous les points

. T 3T — T
(1) szl a)ein; S cgen D, TO0 gy
) '.'./) '.',/l T)A/l 1.’1/'
En autres termes, le produit
“.,.IHPP(/,)

tend vers zéro pour toutes les valeurs (1) de 5. Si P'on peut trouver un
nombre o assez petit pour que cette condition soit vérifiée pour toute
valeur de p, alors la fonction /(=) n’admet pas de points singuliers
(non réels positifs), de module inféricur & 1 + e. Si, au contraire, quel

(1) Ces valears peavent étree les valeurs de tout Uintervalle 1 < @ << 2, ou étre denses
en Loul point de eet intervalle; ou y former un ensemble parfail qui ne soit dense dans
aucun intervalle; il v correspond des singularitds spéeiales pour f(z). Nous n'insistons
pas la-dessus.
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que soit «, la condition cesse d'étre vérifiée pour quelque valeur de p,
I'étude de Uintégrale

o

[ e=*,(a)da

]

fera connaitre des singularités de la fonction de module inféricur
% 14 «. On se contentera souvent d’avoir signalé Uexistence de telles
singularités pour toute valeur de . Sinon, la multiplicité des hypo-
thises possibles nécessitera des recherches parfois longues. Indiquons,
parmi les cas faciles 4 examiner, celui ol le point 5 =t apparticnt &
une ligne singulitre ayant en ce point ct dans son voisinage un
rayon de courbure déterminé. Dans ce cas, si Uon prend p =1 ¢t que
'on cherche le rayon de courbure de la courbe qui limite la région de
sommabilité au voisinage du point z =1, on (rouve aisément une rela-
tion simple entre ces deux rayons de courbure ('une des courbes est
la podaire de Pautre). Mais il pourrait arriver que la région de somma-
bilité réelle dépasse la région de sommabilité théorique (région com-
mune i tous les domaines wA ); de sorte que 'on obtiendrait seulement
un maximum de rayon de courbure. On peut avoir sa valeur exacle en
donnanti p des valeurs entieres assez grandes; on constate alors, par
un calcul facile (en prenant Uenveloppe des courbes analogues i
¢P=cospw), que la région théorique de sommabilité se rapproche
indéfiniment, lorsque p augmente, de la région limitée par la courbe
singuliere. D'une maniere précise, le rayon de courbure au point z =
de la région théorique de sommabilité a pour limite le rayon de cour-
bure de la ligne singuliere. La courbe qui limite la région pratigue de
sommabilité étant comprise entre deux courbes telles que le rayon de
courbure de 'une a pour limite le rayon de courbure de Iautre, son
rayon de courbure a lui-méme méme limite.

Nous allons nous occuper maintenant du second probleme que nous
avions pos¢ : supposons que la fonction proposée n’ait pas de point
singulier non réel et positif de module inférieur & 1 + «; nous nous
proposons de I'étudier pour les valeurs réelles de s comprises entre
t et t + . Désignons par x un nombre réel compris entre ces limites.
Nous calculerons f(@e) et /(ze™*), € étant une constante positive, ct
nous ferons tendre ¢ vers zéro.
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Sichacune de ces expressions tend vers une limite, nous pourrons
definie Ta fonetion 0 () considérée plus haut; sinon @ sera un point
singulier de la fonction f(=z). La fonction 0 (x) é¢tant construite, x sera
encore un point singulier si 0(x) n'est pas analytique en ce point
[dans ce cas on ne peut pas altirmer que /(5) tende vers une limite
orsque = tend vers .z par un chemin différent de Uare de cercle consi-
déré :z == xe®|.

T

; 1l est claie
2/)

Nous donnerons d’abord 2 e des valeurs de la forme

i
que s /{:z-a“"”) a une limite pour p =3, on n’en peut conclure tou-

jours que /(xe®) en a une pour ¢ = o3 néanmoins, dans la plupart
des cas, la premivre ¢tude suftira. Nous avons poscé

‘ - r/ ) . * )
D) oy 5 Ay ST A (3l ==..0) - P ((lyp3*0 ) - as

Si nous introduisons la notation

o
P AL
n!

et designons par B(y ) la partic enticre de y, nous pourrons éerire

: s (7
"}Jl’((’) :_;2 (1, 3" /I| I'(/t) I_

7
Sinous posons z == x*', valeur pour laquelle lasérie est sommable,
comme nous le savons, 1l vient
"neT l“ & I

LXK
b(a) '.':Z/(,L.r” e*r ol (/")»~

et ()

new

S(s). /I o ”(Z apxte !l (I,I-E (;:)J) da.

(1) I serait intéressant de rechercher siy, comme il est probable, celle expression vaul

[+(2)]

encore pour les valeurs non entieres de p el aussi si on ne pourrail remplacer @l 77+
n

r/l“ . ye . . . .
par——- = Mais nous devons nous contenter d’'indiquer ici ees sujels de recherches.
‘
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Il s’agira tout d’abord de rechercher si cette expression tend vers
une limite lorsque p augmente indéfiniment; s’il en est ainsi il faudra,
pour une rigueur absolue, s’assurer que I'on obtient la méme limite en
remplacant = par A=, £ étant un nombre pouvant varier d’une maniere
quelconque entre 1 et 3 [cela revient & donner a = les valeurs (1) de
la page 75]. On fera ensuite la méme recherche en remplacant ¢ par
— 7. Dans le cas ou ces limites existent, on peut définir la fonction
O(x);ona

O(x) =lim [ f(ze®)— [(re=)],

Gt ("]
f(x)=1lim :u‘/ e~ (2 @, 2" sin Il/»jﬂ ,,[, (l‘ ”) da.

p==Jy

d’olt

Il est évidemment aisé de mettre 0(x) sous forme d’une série, ¢n
vertu de l'identité

o

. Wl
Hm w, :2‘ (tty — ty_1), (0, == 0.

1

Dans le cas ou, par une méthode quelconque, on sait que le point
singulier z =1 est #sold, on peut, sans aulre préparation, éerire la
formule qui donne 0(2x); on est assuré que le seccond membre a bien
une limite; Uintégrale qui y figure a, d’ailleurs, sarement un sens, i
condition que « soit inférieur au plus petit module des points singu-
liers de /(z) (le point z =1, excepté).

On peut remarquer que, si 'on donne & p des valeurs positives quel-
conques, la fonction sous le signe /‘est discontinue, 4 cause des fac-

teurs discontinus a[ <~”)J; mais l'intégrale peut rester continue, car

ona, quel que soit »,
f e~“a™ da —=1;
0

cetle intégrale ne dépend pas de », bien que la quantité i intégrer en
dépende. Mais il n’est pas possible d’intégrer terme i terme la série
sous le signe] ; car onretrouverait la série, divergente pour x > 1,

W . nt
2‘ @, ™ sin — -«
P
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Malgré sa complication, il nous a paru curicux d’¢erive Pexpression

agénérale de 0(x); elle pourra peut-étre rendre des services entre les
mains d'habiles caleulateurs.

i 11

GHAPITRE 111

LES SERIES DE TAYLOR A RAYON DE CONVERGENCE NUL.

I. — Historique et généralités.

La question qui fait Pobjet de ce Chapitre nous parait a la fois plus
importante et plus difficile que celle dont nous nous sommes occupé
a Ladin du Chapitee précodent. 11 s’agissait alors d'une série de Taylor
ayant un rayon de convergence fini, et de son ¢tude en des points ol
elle est divergente. La difficulté se (rouvait ainsi diminuée par la
connaissance précise du resultat i obtenivs dautre part, ce résultat
pouvail ¢tre souvent obtenu par d'antres méthodes (prolongement
analytique, proecdé de M. Lindelof) de sorte que notre procédé n'ap-
paraissait pas comme le seal moyen de résoudre Ta question.

Lorsqu'il s'agit, au contraire, d'une série de Taylor @ rayon de con-
gergence nul, nous n’avons a priord aucune indication, zirce de la série
clle-méme, sur ce quon doit entendre par sa valear en un point déter-
miné; par suite, si nous areivons i caleuler de telles séries, 'impor-
tance de ce résultal sera acerue par le fait que les autres procédés,
mentionnés il y a un instant, ne sont pas applicables ici.

Dans les travaux faits jusqu’ici sur ces séries, nous devons men-
tonner tout d’abord ceux qui sont en relation avee la théorie des
fractions continues. Cest Laguerre, croyons-nous, qui a remarqué le
premier le fait suivant: une séric divergente ayant ¢té obtenue comme
solution d’un probleme déterming, il peut arriver que cette série soit
formellement ¢égale & une fraction continue convergente, et que la
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valeur de la fraction continue fournisse la solution cherchée. Il est des
lors légitime de regarder la valeur de la série comme égale & celle de Ia
fraction continue. Citons aussi un travail de M. Padé (Acta mathema-
tica, t. XVII1), dans lequel il montre que I'on peut appliquer les regles
ordinaires du calcul ¢lémentaire aux séries divergentes qui corres-
pondent a des fractions continues convergentes. Mais, sur cette ques-
tion des fractions continues et de leur relation avee les séries diver-
gentes, le Mémoire le plus important est sans contredit celui que
Stieltjes a présenté a ’'Académie des Sciences, il y a quelques annces,
et qui a paru depuis dans les Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse (1894-1895). Le paragraphe V de ce Chapitre est spécialement
consacré & I'étude de ce Mémoire, ce qui nous dispense d’en parler
plus longuement ici.

Les séries divergenles dont nous nous occupons ont ¢té considé-
rées & un autre point de vue : comme series asymptotiques. Ce n’est
pointici le lien de rappeler les beaux travaux de M. Poincaré sur ce
sujet, car notre point de vue est tres différent. Nous chercherons es-
sentiellement dans quelles conditions une série peut étre regardée
comme représentant une fonction determinde, tandis qu'une méme série
asymptotique, pour un méme argument de x, représente toujours une
infinité de fonctions. Remarquons cependant que U'¢lude des séries
asymptotiques conduit & la notion d’arguments singuliers, ou argu-
ments pour lesquels la série cesse de représenter asymptotiquement
la- méme fonction analytique, ou, si I'on veut, la méme intégrale de
I'équation différentielle que 'on étudie. Cette notion d’arguments
singuliers est pour nous fort importante, comme il est ais¢ de s’en
rendre compte.

Etant donnée une série de Taylor

J(58)=uay+ a5+ ay5*+a,5*+...,

nous avons déja dit que, lorsque le rayon de convergence est fini, le
cercle de convergence est, en général, une coupure, si la série est
regardée comme donnée « priori : tous les arguments sont singuliers.
Au contraire, si la série provient, par cxemple, d'une équation diflé-
rentielle arbitraire, il 'y aura, en général, un seul point singulicr sur
le cercle de convergence. On sait d’ailleurs que, dans des cas assez
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généraux (Darboux, Hadamard, loc. ci.), Vaffixe du point singulier est
ay

donné par la limite du rapport - L’argument limite de ce rapport

, . . Up iy
est argument singulier.
Supposons maintenant que le rayon de convergence de la série pro-
A anit ) . " a , . ..
poste soit nul; alors le rapport ——— ne peut avoir dautre limite que
1

"
zéro (il peut n’avoir pas de limite); mais sa limite peut étre zéro avec
un argument déterminé ou indéterminé. Si la série est donnée arbi-
trairement a priori, on peut induire avee beaucoup de vraisemblance
qu’elle ne peut étre définie en dehors de son cercle de convergence
(ici de rayon nul); tous les arguments sont singuliers et il n’y a vien
a tirer d’une telle série. Mais si, au contraire, la série est obtenue par
un procédé analytique déterming, il arrivera, en général, qu'elle pos-
sédera un scul argument singulier, ¢’est-d-dire une direction suivant
laquelle elle divergera plus vite que suivant toute autre; cet argument
singulier sera ¢gal & la limite de 'argument de ;5—:’1—, lorsque cette
limite sera déterminde.

Remarquons cependant qu’il pourra se présenter ici une circon-
stance nouvelle. Dans le cas, en effet, ou le rayon de convergence est
fini, en dehors du point singulier unique situé sur le cercle de con-
vergence, il peut y avoir des points singulicrs d’arguments différents,
situés sur des cercles plus grands. Ces autres arguments sont, en
quelque sorte, moins singuliers que le premier, puisque, correspon-
dant & de plus grands modules, ils fournissent des séries qui con-
vergent dans une région plus grande que la série proposée; on peut
les négliger dans une premibre étude. Au contraire, dans le cas ot le
rayon de convergence est nul, deux séries, dont I'une diverge bien
plus rapidement que autre, peuvent avoir toutes deux le méme rayon
de convergence : i savoir zéro. Si on les ajoute, on obtiendra une séric
dont I'argument singulicr wunique, qui apparaitra tout d’abord, sera
Pargument singulicr de la série la plus divergente; mais Pargument
singulier de la scconde séric ne pourra pas étre négligé puisque le
ayon de convergence de cette seconde série est aussi égal & zéro; on
sera obligé d’en tenir compte.

dnn. de UFe. Normale, 3¢ Série. Tome X VI, — Mars 1899, 11
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1I. — Le probléme de l'interpolation.
Donner une série (convergente ou divergente), ¢’est donner unc
suite dénombrable de quantités

(1) Ay Aoy v evy Uy,

Nous nous attacherons particulierement aux séries de la forme

f: Z (L,LCP,,,

ot les =z, sont des fonctions déterminées d’une ou plusieurs variables
réelles ou complexes. Des lors, on pourra dive que la suite (1) definit
la fonction / pour un certain champ de ces variables, si la connais-
sance de cette suite permet de calculer / pour les valeurs de ce
champ. D’ailleurs cette définition sera surtout commode dans le eas
o, une fonction g étant définie dans le méme champ par une suite

(2) bl’ [)2, R bm U]

on sait former alsément la suite

—
(%)
~

Ci, €y R Cry

qui correspond & une combinaison simple déterminée de / el de g.
D’ailleurs, suivant les cas, le champ des combinaisons regardées
comme simples sera plus ou moins étendu; souvent la division pri-
sentera des difficultés particulieres; ¢’est ce qui a lieu, par exemple,
dans le cas des séries trigonométriques.

On voit que, dans cette maniere d’envisager les séries, la conver-
gence ou la divergence ne joue aucun rdle; on pourrait méme se dis-
penser de connaitre les fonctions 2, ct d'éerire _/:2 a,s,. Tout
revient a ceci : la fonction [est, dans un champ déterminé, compléte-
ment définie par la sutte (1). Définir une fonction dans un champ, ¢’est
définir une correspondance T'entre deux ensembles non dénombrables :
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Fensemble des valeurs de la variable (ou des var 1.1])1(*5) et Pensemble
des valeurs de la fonction; donner la suite (1), ¢’est donner une cor-
respondance Centre Pensemble dénombrable 1, 2, ..o, n, ... et Pen-
semble (non dénombrable) des valeurs possibles des @ (donner cette
correspondance revient i définiv ensemble dénombrable a,, ., ...,
yy .- .). Le probleme consiste, ¢tant donnée la correspondance €,
d’en conclure Ta correspondance I Cest ce que nous appellerons wrn

serement le sens de ce mot,

qu’on réserve généralement au cas oir les quantités «, sont les valeurs

de la fonction / pour des points donnés M, du champ considéré. Le
but de ce paragraphe est de présenter, sur e probleme de Pinterpo-

probleme d’interpolation, en étendant 1¢

lation, quelques remarques générales qui nous seront utiles dans la
suiles; mais, auparavant, nous allons, pour plus de netteté, étudier
avee quelque détail un probleme d'interpolation particulier.

Prosrive. — Déterminer une fonction enticre [(z) prenant les valeurs
données a,, a,, ..., a,, ... pourles valeurs donncées de = o, oy, ...,
%ys - Gontle module est supposé eroitre indéfiniment.

Pour fixer les idées, nous supposcrons que les valeurs o sont égales

Ao, b, oo =50 24, co et les valears correspondantes dmm( s
seront alors
”Il ”02 ”n.
(’(H bl ? LR ) )
o 1 o 2 ’(-'n

Silon remarque que la fonction sints s’évanouit pour les valeurs
données (V) de o, Ta formule d’interpolation de Lagrange donne immé-
diatement

[

NOEES)

_—

Sinms

— )"t
5—n (=1 "

Mais ce résultat appelle plusicurs remarques.

(1) Dans le cas général, la méthode de Weierstrass permet de former uno fonction
sannulant pour z = 4y, %y, <.y %y, ... Lo cas ol colte fonction est dordre iefind est
un peu plus compliqué que celui ot elle est d’ordre fini, comme dans 'exemple choisi.
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Sila série
! ay

@
25

—w

/
(le signez indique 'exclusion de la valeur n = o> est convergente,
I'expression trouvée pour /(z) est une série convergente pour toute

valeur de 5. On a done sans peine ure solution du probleme proposé.
[ est clair que la solution la plus générale est donnée par la formule

F(sy=/(3)+sinns0(3),

0(s) étant une fonction entiere arbitraire. Le probleme proposé est
donc indéterminé. Mais si 'on écrit

Ll
F 3 — 1\ q
-_(__)_ :2 g.___)_'j +6(3),
Sinms T(s—n)

on prouvera aisément que la solution particulicre /(z) se distingue de
toutes les awtres par la propriété suivante : lorsque = s'¢loigne indefini-
ment avec un argument déterminé différent de o et de w, le rapport

;{r(l:_)_ tend vers zéro. Ainsi, si 'on impose cette condition supplémen-
h [

taire & la fonction cherchée, le probléme de Uinterpolation devient déter-
nane.
Mais nous avons supposé la série

2
convergente.
Dans le cas o elle est divergente, la série /(=) est aussi divergente
et ne convient plus. Plusicurs méthodes pourraient étre employées
pour trouver une solution; par exemple, on peut rendre absolument

convergente la série
N a/z(_‘ ')"

en retranchant de chacun de ses termes un polynome convenablement
choisi, suivant le procédé général de Weicrstrass et de M. Mittag-

a,
n
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Leffler. I1 nous parait préferable de procéder comme il suit. Dési-
gnons par g(z) une fonction enticre (') telle que la série

@
'ﬁ'
—a

soit convergente. Nous prendrons

a,

)

-

£(2) 2 1 (s)sinms(—1)"a,
ST T g(n)(s—n)

Seulement, iei, il est aisé de montrer que cette solution, i cause du
facteur g (2), nese distingue plus par une propri¢té simple de la solu-
tion générale. Examinons, pourle voir nettement, le cas tres simple
ot on peut prendre

p clantun nombre entier (*), ¢est-a-dire ot la série

\w' t,
s ;i/; -y
est convergente. On a alors
i
[(s) - sPsinTs Ny (— 0"y,
ST ks deed 11 (5 1)

et fa solution la plus générale est toujours

F(z)—=/f(z)~0(z)sinTs.

(1) Pour démontrer I'existence de cette fonetion il suffit de prouver, ec qui est facile,
que, Stant donndes denx séries de nombres dont le module croit indéfiniment s oy, g, ...,
Doy - O AL Ay, oo, Ay, s, ces derniers réels el positifs, on peut trouver une fone-
lion enticre g(z) telle que

lg (ay)! > A,

Cetle proposition est distincte 'un théoreme di a M. Poincard el daprés lequel on
peul toujours trouver une fonetion enticre croissant, pour les valeurs réelles de z, plus
vite qu’une fonetion réelle quelconque; mais elle peal se démontrer par une méthode
analogue.

(%) Dans ce cas, la solution que nous indiquons est identique a celle quaurail fournice
la maéthode de M. Mittagz-Leffler.
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. . . T ‘. M
Mais, ici, le rapport —— /() ne tend plus vers zéro dans les condi-

tions indiquées plus haut; il en est sculement ainsi du rapport
1

m——m_—uf@), on en conclut que, si ["on prend pour 0 (s)un polynome
arbitraire de degré p — 1, la fonction F(z) aura la méme propriété.
Ainsi nous trouvons une solution dépendant de p constantes; le
nombre p deviendrait infini dans le cas ot g (=) serait une véritable
fonction enticre.

Notre but n’est pas d’approfondir ici cette question de Uinterpola-
tion; il y aurait licu de rechercher quelles conditions supplémentaires
il faudrait introduire dans le cas ol la fonction sinwzserait remplacée
par une autre fonction entitre. Mais, dans tous les cas, on arrivera i
la méme conclusion fondamentale, qui résume notre étude :

Le probleme général de ['interpolation est indéterminé; on peut, dans
des cas tres elendus, le rendre déterminé au moyen de conditions supple-
mentacres ((qui sont des conditions d’inégalité); mais cela n’est possible
que st les données vérifient elles-mémes des inégalités convenables (expri-
a,

4
7

mées plus haut par le fait que la série }: est convergente). On
peut rapprocher ce résultat d’une remarque importante due & M. Poin-
caré, a propos des équations lin¢aires en nombre infini : lovsque les
égalités et les inégalités sont en nombre infini, elles jouent souvent le
méme role et, par exemple, des inégalités peuvent déterminer une so-
lution.

Il est aisé, sans multiplier outre mesure les excmples (1), de voir la
relation qu’il ya entre ces remarques générales et la théorie des séries
de Taylor. Lorsqu’on écrit

2

(1) J(E)=/(0)+ 21" (0) +

f 7(0) +. ..,

o

on se propose de déterminer la valeur de /(z) par la connaissance des
valeurs de f(0),/"(0),/"(0), .... [Pour donner ces valeurs, il suffi-

(') Unc application de nos théories peut &lre faite & I'étude des séries trigonomd-
triques; nous aurons sans doule I'occasion d’y revenir un jour.
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. . I .
ait de donner /(z) pour toutes les valeurs s = —, par exemple; mais
n

ces valeurs de /(=) ne pourraient étre prises arbitrairement. |

Si P'on impose 4 la fonction de variable complexe /(=) la condition
supplémentaire d’avoir le point z = o comme point ordinaire (¢’est-
a-dire d’étre monogéne dans son voisinage); ou, & la fonction de va-
riable réelle, des conditions d'inégalité faciles & éerive et relatives aux
valeurs des dérivées d’ordre quelconque dans le voisinage de z = o,
on pourra affirmer que la série (1) donne la seule valeur possible pour
J(=); le probleme qui consiste & calculer /(z) au moyen des condi-
tions donnces est done determiné. Mais ceei exige essentiellement la
convergence de la série (1).

D’autre part si, la série (1) étant convergente, on ne s’ impose aucune
condition supplémentaire, on sait que Pon peut ajouter & /(=) une
expression de la forme ¢, o ¢tant un nombre négati/ quelconque,
sans que les dériviées cessent d’avoir Tes mémes valeurs (lorsque = est

imaginaire, cela n’a lica que dans un angle ¢gal a ——» mais en pre-

nant || assez petit, cet angle est aussi grand que Fon veut).

Supposons maintenant qu’une fonction de variable complexe soit
telle que, dans un angle déterminé, la fonction et ses dérivées dordre
queleconque aient des valeurs findes lorsqu’on s’approche de s = o par
un chemin quelconque. Supposons de plus ees valeurs telles que la
serie (1) soit divergente.

Peut-on déterminer la fonction dont il est question par la connais-
sance de cette série? Ce n’est sarement pas possible d’une maniere
absolue (quel que soit dailleurs Pangle considére), puisque on peut
toujours ajouter une fonction de laforme ¢, sans que les valeurs de la
fonction et de ses dérivées soient modifices dans cet angle. (Bien en-
tendu, z ne sort pas de Pangle, de sorte que la fonction ¢ ne prend
pas toutes ses valeurs lorsque 2 n’est pas enticr; par exemple, si l'angle
proposé est égal i 3;757 nous prendrons o = -_;i—'— ¢t nous choisirons con-
venablement la détermination initiale de {/E, de manitre que, dans
tout Pangle, la partic réelle de cetle expression soit négative, ce qui
est ¢videmment possible.)

Il est done nécessaire, pour rendre déterminé le probleme du calcul
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de /(s) au moyen de la série divergente, d’ajouter une condition sup-
plémentaire convenable velativement 2 Uespece du point singulicr
s = o. Bt alors le probleme pourra étre rendu déterminé, & conduion
que les valeurs des dérivées ne soient pas quelconques, mais vérifient
clles-mémes des conditions convenables (qui sont remplacées par la
condition de convergence, dans le cas ot I'hypothese faite sur le point
s = o est qu'il ne doit pas étre singulier).

On voit aussi quelle marche on devra suivre dans cet ordre d’idces,
lorsque la fonction proposée sera déterminée par une équation diflé-
rentielle et que les dérivées seront calculées au moyen de I'équation.
On remarquera tout d’abord que, s’il y a une intégrale de I'équation
satisfaisant (dans un certain angle tout au moins) i des conditions
initiales données [ ¢’est-d-dirve telle que f(0), /" (o), ..., /®(0) aient
des valeurs données lorsque z tend vers zéro dans cet angle], toutes
les dérivées de /() sontdéterminées. Des lors, sil’on ajoute la condition
supplémentaire relative a espece du pointsingulier, on pourra trouver
ounon uneintégrale (de méme que Uon peut trouver, ounon, une inté-
grale holomorphe, suivant que la séric est, ou non, convergente). 1
faudra, d’ailleurs, montrer que la valeur ainsi trouvée pour la série
divergente vérifie effectivement I'équation. Et il restera i rechercher
s'il y a d’autres intégrales que celle-la (de méme que 'on recherche
s'il y a d’autres intégrales que U'intégrale holomorphe).

On prévoit que nous ne pourrons réaliser que tres particllement ce
plan de recherches; nous avons tenu cependant i Uindiquer, car il
nous semble que cette méthode pourra rendre d’importants services
pour I'étude de certaines singularités des intégrales des ¢quations dif-
ferentielles. Indiquons que notre point de vue est bien différent de
celui qui inspire les belles recherches de M. Painlevé : ici, nous nous
placons au pointsingulier et nous supposons que la fonction y est déter-
minée, au moins dans un angle : bien entendu, on pourra faire aupa-
ravant sur l'équation une transformation simple, comme nous cn
verrons des exemples plus loin. Dans les cas d’indétermination com-
plete sur lesquels M. Painlevé a attiré attention, il y aurait lieu de
chercher & utiliser quelque généralisation de la notion de limite afin
de pouvoir toujours, ce qui est essentiel pour notre méthode, définir
'intégrale en partant du point singulier.
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III. — La méthode de sommation exponentielle.

Nous allons, dans cc paragraphe, appliquer & la série divergente
J(5) la méthode de sommation qui nous a réussi pour la progression
géomdétrique ot pour la séric dont le rayon de convergence était
Punité. Nous justifions ainsi completement le point de vue auquel
nous nous sommes placé pour exposer cette méthode. Si nous l'avions
considérée simplement comme un moyen de prolongement analytique,
nous n’aurions pas ¢té naturellement conduit & Pextension actuelle.

D’ailleurs, pour ne pas allonger démesurement, nous laisserons de c6té
les gencralisations analogues  celles qui terminent le Chapitre preécédent,

N . . - . . , I —aa .
el ausst la ll(u/.s"/()r/nall()n /z()m()gra[)/uqu(f (gﬂecluec sur s <.-, 5 ;AL>’ qut

permettrail de ne plus faire jouer aw point a Uinfini un role speceal.
Etant donnée la série divergente

S(3) == g - a5 @y 3 ., 3 A

A p a’
nous multiplierons les termes successifs par —5; nous obtenons
. a, sa ty32a? o, 3"l
() = a, - ——— " —— o ——
1 20 n .

Nous supposons essentiellement la série proposée telle que la sérieg(a)
ne soit pas toujours divergente ('); la série ¢ (a) peut étre une fonction
enticre de a (¢’est ce quia lieu, par exemple, lorsque 'on a @, = y/r!);
dans le cas ol @ (@) n’est pas une fonction entiere, nous supposerons
que son domaine d’existence s’etend jusqu’a Uinfini (il est clair que
cela ne dépend pas de la valeur de z); nous supposerons méme, pour
plus de netteté, bien que ce ne soit pas indispensable, que la fonction
o(a) existe dans un angle A formé de deux demi-droites issues de
a = o et allant & 'infini. La direction de ces deux demi-droites dépend
de I'argument de 5; nous choisirons cet argument dans une région
telle que cet angle comprenne les valeurs réelles positives de a (cela

(1) Sinon, il faudrait utiliser quelque généralisation de la méthode.
Ann. de U'Ec. Normale. 3° Séric. Tome XVI. — Mars 18gg. 12



90 EM. BOREL.

donne pour z, autour de I'origine, un angle égal a A). Enfin, nous sup-
poserons que le produite ¢ (a) tend uniformément vers zéro pour
certaines valeurs de = formant un arc AB; il en sera de méme dans le
secteur OAB et, dans toute aire intérieure a ce sccteur, 'intégrale

: /uq(a)e—“ da

aura un sens et définira une fonction analytique de z. Lorsque = tendra
vers zéro par un chemin intéricur au secteur OAB, cette fonction ana-
Iytique tendra vers @, et sa dérivée ni*m¢ vers 1.2...na,. Cest une so-
lution du probleme d’interpolation que 'on pose en ¢éerivant la série
divergente.
Nous allons maintenant rechercher quels caracteres distinguent cette
solution de toutes les autres.
On a
o(a)—F(az),
si I'on pose
ague y 10* ay o?

31

N

La fonction F(e) estanalytique dans un certain angle A par la sub-
stitution (=, ¢”z), nous pouvons faire tourner cet angle comme nous
le voulons; nous supposerons qu’il comprend les valeurs réelles et
positives de w (cela revient & dive que nous choisissons o de manivre
que, apres lasubstitution, larégion de sommabilité AOB comprenne fes
raleurs réelles et positives de =). Nous avons alors, = étant réel et po-
sitif,

) »

J(3)= / wlea)e " da == / Fluye ® (_/~”7

] g S

le chemin d’intégration étant toujours réel. [1 est aisé d’¢tendre cette
formule au cas ol = est imaginaire, mais toujours dans la région OAB.
Il faudrait prendre un chemin d’intégration rectiligne faisant avee 'axe
réel un angle égal a 'argument de =5 mais la substitution d’un chemin
d'intégration & l'autre, dans le plan de la variable «, est indifférente,
parce que le long d’un arc de cercle compris entre ces deux chemins
et de rayon croissant, intégrale tend manifestement vers zéro
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[ puisque ¢ “o(a) tend uniformément vers zéro pour les valeurs de =
situces sur AB .
Ainsi, La foncetion /(z) peut étre veprésentée sous la forme

. . Yl
JS(3) / Fuwye "_N,

c o >

I'(er) ¢tant une fonction analytique pour toutes les valears réelles de e,
Nous supposons de plus Ia fonetion F(w) régulicre dans un angle fini
comprenant 'axe réel; enfing nous admettrons qu'il existe un nomhre
positif & tel que le produit 7 (w)y e tende wndformément (V) vers zéro
lorsque le module de w augmente indéfiniment dans cet angle (Pindice
de dérivation p ¢tant un nombre fini quelconque).

Nous résumerons ces hypotheses en disant que le point s == 0 est
pour f/(s) un point singulicr ’espéee (A) (%) 5 aulour de ce point se
trouve pour s un cevlain angle de régulardd, ¢ est-a=dire un angle (ou
plus exactement un secteur) tel que /(=) et ses dérivées soient régu-
licres a lear intéricur et tendentvers a,, «,, 1.2a,, ... lorsque z tend
vers zero. Lorsqu’il ne pourra pas en résalter de confusion nous dirons
pour abréger que la fonction [(z) est d’espéce (N ) aulicu de dive qu’elle
admet Lorigine comme point singulicr d’espéce (A). La région de régu-
larite de /(z) comprend toujours i son intéricur les valeurs réelles et
positives (assez petites) de z; lorsque nous parlerons de la valeur
de f(z) POUr 3 = O NOUS SUPPOSCrons que = tend vers zéro par valeurs
réelles et positives; de meéme pour ses dérivées. Les valeurs seraient
Qailleurs les mémes pour tout chemin intérieur i o région de régula-
vite. o'y a pas d’inconvénientia conserver la méme dénomination dans
le cas ot la végion de régularité ne comprend pas les valeurs réelles et
positives de z; mais, lorsque Pon considere simultanément plusicurs
fonctions despece (A), on devea supposer que leurs végions de régu-
larité ont une partic commune ot, des lovs, Pemploi de la substitution

(1) Cest=a-dire indépendamment de Vargument de .
(2) Nous proposons provisoirement celle expression; aprés une élude séricuse d'autres

singularités, on pourra peut-éire adopter des dénominations plus rationnelles, constituant

une classification.
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(=, ¢®z) amene aisément cette partic commune & comprendre les
valeurs réelles et positives de z.

Cela posé, on a immédiatement le théoreme suivant : Une fonction
d’espéce (A) nulle au point = = o ainsi que loules ses derivées, est tden-
tiguement nulle. Car la fonction analytique F(u) est nulle pour sz =o
ainsi que toutes ses dérivées; clle est done identiquement nulle.

On voit Pimportance de 'hypothese que F(«) est analytique; il est
aisé de se rendre compte qu’elle est indispensable & notre point de
vae; en ellet, remplacons F () par F(w) + G(w), G(w) étant une fone-
tion (nécessairement non analytique) nulle pour les valeurs de « exté-
rieures a Uintervalle @, b. L'intégrale devient

b

K " n
. — = du v —zdu
f F(w)e "T"‘/ G(uye *—;
0 ~ “ua ~

il est ais¢ de voir que le second terme a des dérivées toutes nulles
1

H ? < e o — BT . » < 1 1) —— H ey "I 1
pour = = o3 si lon suppose G(u)= p— et ensuite b = «, 1l se réduit

p
h-e . En supposant F(u) analytique, on ¢vite Pintroduction de
termes de ce genre.

On peut exprimer le résultat fondamental qui précede en disant que
deux fonctions d’espece A, égales pour z=o ainsi que toutes leurs
dérivées, sont wlentiques; ou encore qu'un développement divergent ne
peut représenter (dans un angle déterminé) qu’une seule fonction d’es-
pece (A). :

Il n’est pas inutile de remarquer que les fonctions régulivres pour
s =0 peuvent étre regardées comme des fonctions despice (A); la
fonction F(w) est alors holomorphe dans tout le plan.

Il est claiv que si Uon ajoute ou retranche un nombre fini de séries
d’espece (A), multiplices par des facteurs constants quelconques, on
obtient une série qui est encore d’espece (A), c’est-i-dire qui repré-
sente une fonction d’espece (A), combinaison lin¢airve déterminée des
fonctions représentées par les séries que 'on a ajoutées.

Nous allons voir qu’il en est de méme pour la multiplication. Mais
il est néeessaire de prouver tout d’abord que le produit de deux fone-



MEMOIRE SUR LES SERIES DIVERGENTES. 93

tions d’espee () est une fonction d’espece (A). Soit done

./‘(;)::f Fuye =4,

0

- ~Ydu
w(5)= [ Gwe 2
0 ~

Nous rappelons que les fonctions I' et G sontanalytiques dans un angle
fini comprenant Uaxe réel et que les produits Fla)e™, G(u)e
tendent uniformément vers zéro dans cet angle. 11 est elaiv que Pon a

-

S(3) & (=) ~[,(, F(r)G(e) c__—(ilifl.‘.

S

Nous transformerons I'intégrale double en posant

(25 S S
(=== 7 ).

I vient

S~
Al
BN
—
“©
N>
—
N
T
TN
P
|
o ]——
=
—
o
H
=<
N~
NS
A
—_—
.
|
~
L i ~
|~

orn A

Jlz)e(3) / M(uye *=0; (o) o

I suftit de montrer que la fonction H(w) satisfait aux conditions
requises (1) pour que le produit /(=) g (=) soitd’espece (A). En posant
y == 2/ — a, dans Pintégrale qui définit H(x), on a

H(r)-= / I (¢) Gl —1)dt.

oy

(1) Griace d la condition H o)y = o le factenr =5 s'élimine aisément; voir page suivante

-3
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Si nous figuronsl'espace angulaire indéfini dans lequel F(w) et G ()
sont holomorphes, il est clair que H(w) est aussi holomorphe dans cet
angle (les fonctions I et G sont régulicres au point w = o, comme on
I'a vu). De plus, en vertu de nos hypotheses, il existe un nombre £ tel
que Pon ait pour tout point intérieur a 'angle

[F ()] <|ekn], |G ()| << |ebn].

On en conclut
[H ()| <<|ueke] << | ek,

en désignant par & un nombre convenablement choisi; des lors, si
k< k', e**H(u) tendra uniformément vers zéro lorsque |u«| aug-
mentera indéfiniment dans 'angle considéré. Il en est de méme pour

H (1) = F(@) G(0) + [ F(0) G — 1)

Il est clair que le produit /(5)g(=z) s’obtient en faisant le produit
des deux séries correspondantes.

Montrons enfin que la dérivée d'une fonction d’espice (A) est aussi
d’espece (A) et s’obtient en dérivant la série divergente correspon-
dante. Rappelons que nous avons supposé que les dérivées de La fone-
tion F(w) ont les mémes propriétés que F (leur produit par e # (end
vers zéro); c¢’est d’ailleurs, en général, une conséquence de 'hypo-
these faite sur I'; dans le cas ol il n’en serait pas ainsi, les séries
obtenues en dérivant la série proposée ne seraient pas d’espice (A);
il sulfirait de faire une convention simple pour éviter cette difficulte

. ¥
(votrp. 57).
o du
f e =l (u) —
A 3

14

Ion a
:——/ Flu)de =
o

:—[F((()/:—EJ -{«[ e 2 () edu
- 0 vy

o “--’_l
= q, +/ e 3 (u)du.
0

I

S (3)
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nsuite

“n "

¢ =" (w)du

o u
e / ) dde =

v ’_[ . . /
/ e s [ (u)-i-u b (u;)](”-

Or on voit immédiatement que la serie

RE7NY

Syt
1 Tl 31

F' () = e 19" (ee) - g
se forme avee la série
Fr(z) - ey 1= 20,5 -+ Says

de la méme manicre que F(u) avee f(z). Notre proposition est done
démontrée.
Un caleul analogue au précédent aurait donné (page 7))

S(3)g(s) / ‘/' ,flrll'(l/)(»/-:i'

u

Iy awrait Eailleurs & répéter ici les remarques de la page préce-
dente.

- combinant les résultats obtenus, on voit que si Pon a un poly-
nome par rapport & plusicurs fonctions (') d’espece (A) et & leurs
dérivées, la valeur de ce polynome est une fonction d’espéce () repré-
sentée par une scrie que Uon peut obtenir en applquant aux scries les
régles ordinaires du caleal. Le polynome ne peut étre identiquement nul
que si la série ainst obtenue est wdentiquement nulle.

IV. — Application aux équations différentielles.
Soil

(1) SO,y oy oy =o

(1) Rappelons que les fonelions régualicres pour s = o sonl comprises comme cas par-
ticalier parmi les fonctions d’espece (A ).



96 EM. BOREL.

une équation différentielle d’ordre », algébrique en 2, y,y’, ..., ¥y
Nous supposerons que / est un polynome par rapport a ces n+ 2
lettres ('). Enfin, admettons que 'on ait

SO Yos ¥or -+ r ') = 0.

On sait alors que, sous certaines conditions inutiles a rappeler, il
existe une intégrale y de (1), holomorphe au voisinage de 2 = o, ct
telle que, pour « = o, on ait

Y=yo  Y=Yooo oo yW=00

cette intégrale holomorphe est d’ailleurs parfaitement déterminée; on
obtient son développement en série en calculant, a I'aide de (1), les
dérivées successives de y pour x = o.

D’aillears une intégrale de (1), telle que y,y ..., ™ tendent vers
YorYor -0 ¥, quel que soit le chemin suivant lequel x tend vers
zéro, coincide nécessairement avee I'intégrale holomorphe.

Mais il peut arriver que les équations déduites de (1) par dilfé-
rentiation

J O i
o; fJ gy =0

(2)
0—./ . / )/ " ()/ S np2)
vt y T gy e T =

permettent de calculer les dérivées successives de y pour = o, sans
que la série de Taylor ainsi obtenue soit convergente. Il n’existe pas
alors d’intégrale holomorphe et les recherches déja faites sur ce sujet
donnent & penser que I’étude générale de ces cas est tres difficile, car
il peut se présenter des circonstances fort diverses. Nous nous propo-
sons d’apporter une contribution a cette étude; nous nous placons,
pour cela, & un point de vue que nous croyons nouveau et qui a déja
été brievement indiqué plus haut. D’ailleurs, nous ne prétendons
point que ce point de vue soit meilleur que ceux auxquels on s’est

(') On verra aisément que les considérations qui suivent s’appliqueraient au cas ol f
serait un polynome en y, »', ..., y?, les coefficients étant des fonclions de &, holomorphes
pour = o.
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placé jusqu’ici; mais la question est assez difficile pour qu’on ne
puisse esperer la résoudre un jour qu'en Pabordant avee des me-
thodes varices.

Nous supposons  cssenticllement que les valewrs  initiales  données,
pour x == o, sont lelles que les dquations (=) permettent de caleuler suce-
cesstoement (V) toutes les dérioces de y pour v = o. A Paide de ces déri-
vies, on peul former une série divergente

O

)
) R

<o

(¢

A Ly b= @ = 22 L

qui satisfait formellement a I'équation proposée. En employant le Tan-
cage defini dans e paragraphe précedent, nous démontrerons tout
d"abord Ie théoreme suivant:

S la série (5) st d’espéce (N), elle définit une fonction d’espéce (\)
qui salisfart a Uéquation proposée ol qui, dans son angle de régularid,
ocrific les conditions tnitiales donnces.

Ce théoreme est une conséquence immdédiate du résultat obtenu
page o et du fait que Ta séeie (3) veritie formellement 1 équation
proposce. Kn effet, st Fona (%)

" “
. “olu

y / [ (eeye & >

. b

on en conclut

. " e
A TN N / D(r)ye o,

arles coelficients de f/; regardé comme polynome en y, y', ..., y™, sonl
des polynomes en e oudes fonctions holomorphes pour x = o, ¢t nous

(1) Foir la remarque faite plus loin, p. g9,

(%) Rappelons (p.gr) «que la fonetion F () est supposée telle que, dans un secteur
. , , . drl L | )
fini comprenant Paxe réel, le produil ¢ An v tend uniformément vers zéro (p nombro
find quelconque). I suffirail d’ailleurs de considérer les valeurs de p ne dépassant pas
Pordre de 'équation différenticlle.

9

Ann. de ULic. Normale, 3 Séric. Tome XVI. — Maks 18g. &5
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avons observé qu’on pouvait les regarder comme des fonctions d’es-
pece (A) ().

D’ailleurs, pour obtenir ®(«), il suffit de développer, suivant les
puissances croissantes de «, U'expression f(z,y, ), ...,y"), eny
remplagant y par sa valeur (3); dans ce développement, on remplace

n . , - -
a” par %—' - Mais ce développement est identiquement nul, donc @ (w) est

identiquement nul, ¢’est-a-dire que y est une intégrale de (1). Il est
évident, d’ailleurs, que si x tend vers zéro par un chemin intérieur a
Pangle de régularité, y, y/, ..., y® tendent respectivement vers y,,

Enfin il résulte de ce qui précede que, si I'on se propose de recher-
cher une fonction d’espece (A) satisfaisant & I'équation (1) et satis-
faisant aux conditions initiales données lorsque x tend vers =éro sui-
vant un chemin déterminé, cette intégrale est nécessairement unique
et s’obtient, au moyen de la s¢ric (3), par notre procédé. Mais la
série (3) peut représenter plusieurs fonctions d'espece (A) dans des
angles différents; ¢’est ce qui se passe lorsque la fonction analytique
F(uw) est telle qu’il existe plusicurs angles finis distincts tels que
e~ FP () tende uniformément vers zéro lorsque « tend vers infini.
Dans ce cas, lasubstitution (x, Aa) ramene aisément 'un quelconque
de ces angles d renfermer les valeurs réelles et positives de « et 'on a
ainsi plusieurs fonctions d'espece (A), qui peuvent étre distinctes.

Il resterait & résoudre une question importante : en dehors de I'in-
tégrale d’espece (A), supposée calculée, y en a-t-il d’autres satisfai-
sant, dans le méme angle, aux mémes conditions initiales? La question
parait fort ardue dans le cas le plas général; on peut la résoudre par
la négative dans le cas particulier ou, I’équation proposée étant
linéaire et homogene, ¢’est-a-dire sans second membre, on a calculé
un nombre total d'intégrales indépendantes, holomorphes ou d’es-
pece A (dans une méme direction), égal a I'ordre de I'équation.

Ajoutons, enfin, que ce qui précede s’applique évidemment au cas

(1) Si T'on a une fonclion holomorphe dont le rayon de convergence est », la fonetion
associée F(u) est telle que le produit e~%«P () tend vers z6ro dans un seeteur fini, si
'on a soin de prendre pour & un nombre supérieur i r.
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ot équation différentielle proposée, au licu d’étre algébrique en a,
renferme des fonetions de .z définies par des équations différentielles
algébriques : une simple ¢limination ramene au cas é¢tudié. De méme,
si Pintegrale y est égale au produit d'une expression de la {orme
o) . . .
ek (Q polynome, g nombre quelconque) par une fonction des-
peee (A) : une substitution simple suflit pour ramener au cas prece-
dent.

Nous allons, comme application de ce qui précede, dire quelques
mots de '¢quation
2y

DS D
R CERE

P étant, pour plus de netteté, un polynome en o et y (on pourrait en v
le supposer simplement holomorphe ).

En changeant y en y -+ ax + b, puis y en £y etz en k', on ramene
immédiatement cette ¢quation i la forme

B}

(1) at

:-;);, oy s zat oy - yyta-. o =w (e, y),
o ¢lant un polynome dans lequel les termes du moindre degré sont du
second degre.

Nous nous proposons de rechercher si 'équation (1) a une intégrale
telle que pour 2 —=olon ait y =0, y' = o, x lendant vers zéro par
valeurs réelles et posiives. Nous exigeons de plus que les autres déri-
vées de vy ne soient pas infinics dans ces conditions. On a alors, en
différentiant (1),
2ty

at = oy ey

dw I 0w
d.a? T dr T O F ()y,

d’ol, en faisant y = x = o,
y = o.

On voit que Pon n’aurait pu, pour notre but, choisir une autre valeur
initiale de y’, qui et cependant vérific équation (1).
D’ailleurs, si'on différentic n + 1 fois 'équation (1), on obtient

d/z , {[n +1 y dn+l (o]

(/.,Z.}? -+ dan+t 7 doypn+t ?

. (//l&iﬁ ,/tu
2 Y d=a(n 1)z (—11—"7 “+ n(rn 1)
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s
(2) }MH’:—n(n—l—x))",’”—l—<-~———-_ > .
J 0 0 IJL-II—&I 0

Remarquons que le dernier terme, aprés qu’on a fait x = y = o, ne ren-
. L, . a1 o ow’
ferme les dérivées de y que jusqu’a I'ordre n, & cause de (- ) =o.
. Ay Jo
Nous nous proposons d’étudier la série

" "
N Y \
Yo grp D0 vy =g aie o ayxt .

Yy
y =y, + Lo+ :
i 1.2 1.2.0

nous y parviendrons par un emploi convenable de la méthode des fonc-
tions majorantes.
Notre but est de faire voir que la série
a, u ay 1 t, u"

F((l):(lu—l—T‘—“' 21— ”!

« un rayon de convergence différent de zéro. C'est une condition néces-
saire, mais non suffisante, pour que la séric y soit d’espece (A ).

Un raisonnement approximatif, fait sur I'équation (2), peut nous
permettre d’avoir une idée du résultat et aussi nous indiquer la voie &

suivre pour le démontrer en toute rigucur. D’apres (2), ¥, est la
) ) () o drtie . 3 o0
somme des deux termes —n(n 1)y’ et <?[ZWT s or, sice second

terme existait seul, les valeurs de y*"" définiraient une série de Taylor

convergente, car ce seraient les dérivées de la fonction y définie par
I'équation
y=o(x,);

d'autre part, si le premier terme —n(n+1)y,” existait seul, on
aurait

.,V(onﬂ) = ('—' ')" ('l ')2 (IL -+ ])A’
valeurs qui définissent une série de Taylor diwergente; on peut done
induire que c'est ce terme qui a la plus grande influence (4 moins que
la série de Taylor ne soit convergente, cas singulier que nous écartons;
clle pourrait méme se réduire & un polynome); si I'on tient compte

(n)

a 4
seulement de ce terme, on trouve pour % = (“%OTF la valeur asympto-
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(=1

n

tique A, de sorte que, non sculement la série F(u) aun ravon

de convergence non nul, mais encore la limite du rapport de deux
coclficients consécutifs est — 1.

Nous ne chercherons point & établiv ¢n toute rigucur un résultat
aussi préeis; 1l nous serait d’ailleurs inutile. Nous allons montrer
simplement comment la méthode des fonctions majorantes permet de
compléter ce que le raisonnement que nous venons de faire a de deé-
fectueux : & savoir, que nous n'avons pas tenu compte de ce que le

dn+! S Loy . NET

terme <W3~7>0 renferme les dérivées de y jusqu'a lordre n, les-
quelles, quand on emploie la formule de récurrence (2), dépendent
du premier terme de cette formule. Nous prouverons que la série F(u)
a un rayon de convergence finZ, ce qui, pour notre but, est plus utile
que de savoir la valeur exacte de ce rayon. Nous nous bornerons, d’ail-
leurs, simplement, au cas ol o est un polynome, comme nous I'avons
dit au début du paragraphe; le raisonnement serait plus long si o était
sculement holomorphe en .

. .. , . dr+1 gy
Notre but est d’avoir une limite supérieure du module de <d_xm) >
U

lorsqu’on y remplace (') yo, ¥, -.., ¥y par des valeurs déterminées;
’ a, , .
nous avons posé y,” = —35 nous écrirons
1 d”'H'GS
(IL }“I)l <(Ll;‘"'+‘1> ‘:‘-'2(10,1(((1, Lyy vovy a/z);
I 0

I"hypothtse que & est un polynome en « entraine, au moins i partir
d’une certaine valeur de n, 'absence de terme constant dans ¢, ; comme

(n+14) ,

on a <%—?> =o0, il n’y a pas de terme en y;"""’; enfin on voit immé-
gy /o
diatement que, dans chaque terme Aajal...al du polynome g, le

poids k, + 2k, +. ..+ nk, est au plus égal 2 n. Remarquons aussi
que, si I'on remplace o par un polynome majorant II (*), ¢ est rem-
placé aussi par un polynome majorant ®.

(1) On aiciy, =yy = 0; c’est-a-dire ¢y = a; = o; cela n’a pas d’imporlance.
(2) Cest-d-dire & coofficionts positifs et de modules respectivement supérieurs.
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Considérons maintenant un polynome II a coefficients positifs et

I’équation
y =(x, y)-

[l y a une racine simple de cette équation qui, pour x = o, se ré-
duit 3 y = o; elle est développable en série convergente, le rayon de
convergence étant égal au module de la plus petite racine de I’équa-
tion en 2 obtenue en éliminant y entre

De plus, les singularités de la fonction y sur son cercle de conver-
gence sont algébriques; on en conclut que, dans le développement en
série

Y=g+ o X - oy X+ ot .,

le coefficient «, a pour valeur principale (*) nfc”, £ étant un nombre
fixe, ne dépendant que de la nature de lasingularité. (On peut fixer un
maximum pour £, connaissant le degré de II en @ et y.) Or il est
clair que l'on peut calculer les coefficients «, au moyen de la formule

T e

1 dr+111
(n—+1)! (([.])/H—l >” =@, (ay, oy, -y 0%);
ou, en remplacant les & par leur valeur principale,

(n+1)ker+t=0®,[c,2kc?3kc3,. . . ,nkcn] (1 +¢).

Désignons maintenant par @ un nombre supéricur & ¢ et rappelons-
nous l'observation faite a la page précédente sur le poids des termes
de ®,; nous aurons l'inégalité fondamentale

(3) (n+1fart>®,(a,2%a,...,nka").

Enfin si, au lieu du polynome majorant II, nous considérons un poly-
nome quelconque & auquel correspondent des polynomes ¢, pour les-

(') Zoir DanBoux, IIapamMARD, Mémoires cilés. Nous nous contentons de Iapproxi-
mation qui suffit pour notre but. Il est clair que les « sont positifs.
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quels Tes polynomes @, sont respectivement majorants, nous aurons
«a fortiord
[ @, (a,2ka, o nvar) | < (n-+1)rar+!,

acondition que a et & dépassent des nombres fixes indépendants de n.

Reprenons le polynome I & coefficients positifs; rappelons-nous la
remarque faite sur le podds des termes des @, et tenons compte de
Pinégalite évidente

Al(n -y — L)l T nl, h(n—~L) o,
nous aurons, quels que soient les & positils,
(3 D, (O, by, 0,30, o by < nt D, (b Dy b))
On en conclut, a fortiort,

[ oy (ayaloha?, 313%a, o ntnva )| < n!(n —+1)kar.

Nous sommes maintenant en état de démontrer existence d’un rayon
de convergence fini pour la fonction

. ARG G t, u"
Fo)y g+ == 4 =25 b e
I ol n!

En effet, on a évidemment, quel que soit &, pourvu que « soit con-
venablement choisi,

(h)

pour les valeurs de n inférieures & une certaine limite. Nous prendrons
d’ailleurs @ assez grand, ce qui est toujours possible, pour que on
puisse ¢erire I'inégalité (3). Nous allons montrer que I'inégalité (4)
subsiste pour toute valeur de n. On a, en cllet,

(//u—lm
(n+1) (n) _ ) N
Yo S—n(n A1)yt ([,.u»u)
s 0

\

ou, en divisantpar (n +1)!,

N e P (etyy gy -5 ty)

l“n+1 ' ; n l “/LI -+ l‘?u ,
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Or les inégalités (4 ) entrainent ('),
o, | << nl(n+1)kar+;
on a done, en supposant, ce qui est permis, a>1,

|@pir | S nonfa?n! -+ nl(n +1)~ar+!
<n.(n4+0)kar 1 nl 4 (n +1)kar+ n!
<(n41)(n+Dkarnl = (n +1)!(rn+1)ar.

C. Q. F. D.
Ainsi les équations de la forme
.,d,)’ - } —_ 2 ) 2 N3
zt oy =w(xy)=ax + 2Py +yyi4+odat+. ..

sont au nombre de celles pour lesquelles notre méthode semble pou-
voir réussir.

La séric F(u) a un rayon de convergence fini; nous pouvons
méme induire des remarques faites plus haut que, en général, le
point « = — 1 sera le point singulier le plus voisin de Porigine. 1l
pourra donc arriver que F(«) puisse ¢tre prolongée analytiquement
jusqu’a Uinfini. Il parait assez malais¢ de déterminer, en général, dans
quels cas il en est ainsi; on pourra parfois y réussir, lorsqu’on con-
naitra la loi des coefficients.

Pour 'étude numérique d’équations particulieres simples, il pourra
étre tres utile d’employer la transformation d’Euler (*), c’est-d-dire
de développer F(u) suivant les puissances de —— = ¢; si ce dé-

I+ u
veloppement a pour rayon de convergence un, on sera assuré que
F(u)n’apas de point singulier dans la région du plan ol la partie
réelle de u est positive et ’on sera dans des conditions trés avanta-
geuses pour l'application de la méthode. La série obtenue sera
d’ailleurs commode pour le calcul de I'intégrale

/ F(u)e * (—l?
0 ~

(1) En effet, lorsque ¢, a ses coefficients positifs, il diminue lorsqu’on remplace les a;
positifs par des quantités de moindre module.
(2) Poir LiNpELOF, Comptes rendus, loc. cit.
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Pour avoir une idée de Ta convergence que Pon peut espérer, jai
caleulé les coefficients du développement de F(w) suivant les puiis-

144 " oo ) N .
sances de = L prenant @ = L 4 ), clest-d-dive en par-
o 3 R
tant de I'(‘,qu:l!inn
Ly } Dty
Y S S (P A o G I
d.r : 9 :

On trouve, en désignant par 0 des nombres (') plus petits que r,

. /* ' S34+00 . 4+, 10 1) 5y A0, .
Flouy— " 4 % ¢ g B 2y S0 T B e
o »l 4\ 2 1 1920
34110 2447 ~+ 1
I (A e
720 DOLO
"
oo
1=

Il est extrémement vreaisemblable que le rayon de convergence de
cetle série est égal  Punité et que, lorsque ¢ tend vers un, ¢’est-a-dire
w vers Uinfini positif, Tes produits ¢ F(u), e* () tendent vers
réro, quel que soit & On se trouve done dans les conditions requises
pour pouvoir affirmer que 'équation proposée a U'intégrale suivante,
despeee (A):

- —2du
¥ '/ I7( u)e * _T 5
0 "

se reduisant v zéro, ainsi que sa dérivée, pour x =+ o.

Empruntons enfin an Zraié d’ Analyse de M. Picard un exemple tres
simple, ot les caleuls peuvent étre poussés jusqu’au bout. 1l s’agit de
I"équation

, dz
a} e =)+ b 3.

dx,

En posant ¢, = — ba, on trouve

ds
B =R 7 ) AR
dz
[ 15 I 7 I 4 1 1
(1) D=y lym a2y = o e 2o iy = e n L
) YT P T g 8 77730 e’ T oo + 163’

Ann.de 'Lic. Normale, 3* Série. Tome XVI. — Mars 18gg. I3
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On pourrait changeréen z; nous obtiendrons la forme canonique
employée plus haut en posant
z=—ax —ay;
d’ott
d
pregasd + y =
dx ¥

On a successivement

2 dy o dy dy . x =0,
dx* "7 dx de 777
‘ Vo= 0,
- dby S a2y s dy . 2y
Cde TV ayE T T dr T dxer T Yo =0,
............. Q.BQ Elj'—}i—:_o Yo=2
Tdx? T dx? ’ " 4 o
l)’“:_‘—' R Y
. , APy dvy .
............. —!—-O.,]d'—bj (—l.r—,.—-o, },l“\:—_yr_, 32,4,
................................. , e,
On obtient ainsi le développement formel
y=axt—axri+2. 3.t — 2.3 42542 3. 4.5 —. ..,
@
% :Z(— Ne=tnelan,
1

La fonction F(«) correspondant a ;’f est

w

E (— I)”"l uh = v
) 1 u

1 .

Elle satisfait bien aux conditions exigées (*). On a donc

@ n
x 0 I+ U x

c’est-a-dire

(1) On voit que cet exemple simple suggére nalurcllement I'idée de la transformation
d’Euler.



MEMOIRE SUR LES SERIES DIVERGENTES. 1o~

Lintégrale générale de Péquation

Ly .
l';/l -y =
est evidemment
1 "y 1
= e’ [ oo dr, 2 constante arbitraire.

Notre intégrale ne peut correspondre qu'a o = o3 et, en eflet, on ve-
vific ais¢ment Pidentite (%)

! o 1

0

V. — Les séries de Stieltjes.

Nous allons tout d’abord résumer quelques résultats obtenus par
Stieltjes dans le beau Mémoire : Sur les fractions continues (*), qu'il a
présente i Académie peu de temps avant sa mort prématurée. Une
eénéralisation aisée de ces résultats nous conduira & définir une classe
ctendue de séries divergentes, auxquelles nous donnerons le nom de
scries de Stieltjes.

(') Le premier membre g'éerit

¢noposant

il devient

il suffit alors Lintégrer par parties en remarquant que I'on a

du —al X >
(zt+l)7"[ wu-+1)’

pour retrouver la formule donnée.
(%) dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 189.4-1895.
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Soit la série

Co Gy Ca 3 €y
R
Stieltjes posc
Co ey e Cpg I ¢ Cy ... Ch
¢ Cy ... Cn Cy Cy Cee Chug
A= » B,= s A= B,
.. . . .
Cpn—r Cn .. Cap—a l Cy Cpyy o ovo Copey

Il suppose essentiellementles déterminants A, et B, tous réels et posiiifs.
Il est des lors aisé de démontrer directement, ¢t il résulte d’atlleurs
de I'analyse de Stieitjes, bien qu’il ne formule pas explicitement cetle
remarque, que le deéterminant

) ¢ Cppr oo Cpon—
('/) =1 (./: 2 A (‘[l t-n

|

| Cpvn—y oo oo Cpiap—u |

est ausst reel et posif, quels que sotent net p. (Pour p =o il se réduil
a A, et pour p=14aB,.) En particulicr, en supposant.n =1, on voit
que les ¢, sont tous réels el positifs; pour n =2, on a

- 2,

| ¢ ¢
- pt1
I > o,
Cprt Cpaa
b b M
¢’est-a-dire
Er o Cpn,

()/,+1 c/»+:!

Il n’était pas inutile d’indiquer dés maintenant ces conséquences de
notre hypothese fondamentale : les A, et les B, sont tous réels positifs.
En posant
A2 B2

2n 3 2 apgey == T
B, BIL =1 A n A/:—H

Stieltjes montre que la série proposée peut s’obtenir en développant,
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suivan(t les pnissances descendantes de =, ta fraction continue

oy s -

”211 S
oy oy ot

Dratlleurs Phypothese fondamentale revienCa ceci @ les a, sont tous
reels el positifs.

La fraction continue n’est convergente que duns Te cas ol la série
AR TN I B Y A

est divergente. Ajoutons cette hypothese i eelles que nons avons déj
fattes sur les ey elle n’est pas mcompatible avee celle-ci « la série pro-
posce est dicergente, guel que soit =, On peal alors atteibuer un sens
préeisieette sevie divergente, dosavoir la valeur de la fraction continue,
laquelle converge pour toute valeur de z, saul les valeurs réelles néga-
tives. Gelte fraction continue représente une foncetion holomorphe dans
tout le plan, sauf peat-étre sur ba partie négative de Paxe réel, quelle
peut avoir comme ligne singulicre essentielle. On peal représenter
cetle fonetion analytique par Pintégrale definie

P /"
Fis) - / dyla)

J, 5w
Y(w) est une lonction positive crowssante, qui peul étre discontinue et
que Stieltjes donne le moyen de caleuler; en un point de discontinuité

de '41(:(.) il s’ introduit un terme de la forme

&

A .

S, w, étant la valeur
S Uy,
de wcorvespondante et A, L valeur de la discontinuité

Ap=lim|[Y(w,+e)—Y(u,—¢e)]|

g 0
On a d'ailleurs
Cp / whd L),

«'n
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et ces égalités achevent de nous faire connaitre le triple lien qui unit
la série, la fraction continue et I'intégrale définie. .

Bien qu'il n'y ait pas de difficulté spéciale (') a étendre nos
remarques au cas général, nous supposerons (*), pour plus de netteté
et pour éviter des longueurs de discussion, la fonction ¥ () pourvue
de dérivies des deux premiers ordres (ces dérivées pourraient devenir
infinies pour = o, pourvu que l'intégrale conserve un sens); et nous
éerirons

(1) 1«‘(:):/991_(_“_):@.

5+ u

Il est & peine besoin de faire observer que la relation ainsi établie
entre f(u) et F(z) est univoque. Les hypotheses que nous avons
faites sur ¥ (u) reviennent a supposer que /(w) admet une dérivée
du premier ordre.

Supposons maintenant que 'on se donne @ prior: 'intégrale (1) et
que 'on pose

)
cr= / whf(u) dua,
<0

la fonction f(u) étant telle que toutes ces intégrales aient un sens.
Si la fonction f(u) est positive, Stieltjes montre que les détermi-
nants A, et B, sont positifs; mais il faut, pour que la séric

(a) L e P R

soit divergente, que /(u«) satisfasse & une condition que nous appelle-
rons, pour abréger, condition S, ct sur laquelle nous reviendrons.

(1) Il faut simplement introduire, cn méme Lemps que les intégrales du texte, des inté-

grales ou le facteur est ¢élevé & une puissance positive.

-+ Uu

(2) Stieltjes fait obscrver que le cas o ¥ () admet des discontinuités dans tout inter-
valle doit étre regardé comme le cas géncral; ccla ne parait pas douteux si l'on regarde
les « et les ¢ comme arbitraires (sauf les inégalilés fondamentales ); mais si I'on suppose,
comme il est naturel, les « ou les ¢ donnés par unc loi analylique, il pourra n’en étre
plus de méme et les deux cas géncrawx paraissent étre alors celui du texte et celui ol
la fonetion F(z) étant méromorphe, la fonction ¥ () est constanle en dehors des points
de discontinuité, qui sont isolés et en nombre infini.
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Lorsque la foncetion /(w) satisfait & la condition S, ¢'est-h-dire
lorsque la série (a) est divergente, Sticltjes démontre qu'il ne peut
exister une autre fonction posiive [, («), telle que 'on ait

L

Iy / uk [ du.
0
Par constquent, La velation entre la série divergente et Pintégrale
définie est wnicogque. Sticlijes exprime ce résultat fondamental en
disant que le probléme des moments est détermine. 1| appelle probléme
des moments La recherche de la fonction positice f(w) donnant licu anx

coalites

E

ey -f;/ W fluydu,
]
les e, clant des nombres positifs donnds.
En résumé, dans Uensemble des séries divergentes de la forme
g

(o) F(s)y- " —

(5 C
Stieltjes distingue celles qui satisfont & des conditions déterminées
(les A, et B, positifs; la série Xe, divergente); clles ont la propriété
fondamentale de pouvoir se mettre d’une seule maniére sous la forme

Y du
——

5+

(1) F(s) =

“0

S(u) étant une fonction positive. On entend par la que on a

Cr= [ whf(uw)da.
“ 0
Reciproquement, si l'on développe une intégrale telle que (1) en
une série de la forme (2), cette série ne pourra tenir licu de l'inté-
grale que si f(w) satisfait & la condition S, c¢’est-a-dire si les ¢ sont
tels que la série Xa, soit divergente; ¢’est en effet dans ce cas seule-
ment que la série permettra de remonter & Uintégrale, d’une maniére
univoque. L'intermédiaire de la fraction continue permet d’ailleurs i
Sticltjes de résoudre fort ¢légamment le difficile probleme de déter-
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miner f(u), la série étant donnée; mais c’est la un point qui ne nous
intéresse pas pour le moment.

Notre but est de montrer que 'étude de la condition S, étude dans
laquelle nous aurons encore & nous appuyer sur des résultats dus i
Stieltjes, permet de remplacer la condition /(z) > o par une autre
condition moins restrictive et, par suite, d’élargiv la classe des
séries (2) qui pourront étre regardées comme sommables ('), c¢'est-
a-dire comme définissant une fonction analytique déterminde.

En réalité, il importerait assez peu que la classe des séres de
Stieltjes soit un peu plus ou un peu moins ¢tendue; mais notre géne-
ralisation parait indispensable pour que la somme, la dyférence, le
produit de deux séries de Stieltjes soit encore une série de Stieltjes. Or
c’est ce qui visiblement n’a pas lieu pour la différence et pour le pro-
duit, si 'on se borne aux séries qui se rattachent aux fractions conti-
nues de Stieltjes. On a vu, dans les paragraphes précédents, 'impor-
tance de cette propricté, que 'on pourrait rattacher i la notion de
groupe.

Le probleme que nous nous proposons peut étre ¢noncé de la
maniere suivante :

Les ¢ élant des constantes réelles donndes (* ), on pose

(3) c,,::/ wkfuw)du;

0
et l'on demande de determiner, a ! aide de ces égalités, la fonction [(u),
en ajoutant des conditions supplémentaires telles que cette détermi-
nation soit univoque. On peut d’ailleurs prévoir que, quelles que
soient ces conditions supplémentaires, le probleme ne sera possible
que si les ¢; satisfont eux-mémes 4 des conditions convenables.

(1) Il est bien clair que le mot sommable wa pas ici le méme sens que dans le Cha-
pitre précédent. Mais e procédé de sommation salisfait aux condilions fondamentales de
la page 63.

(2) Dans le cas ol ¢ = ¢~ icy, il suffit de poser

Slu) = fi(w) +ifa(uw);

on a a résoudre dewx problémes de la nature de celui du texle.
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La solution de Stieltjes consiste & ajouter la condition
(4) S ()= o;

cette condition determine le probleme dans le cas ou les ¢, sont tels
que 'on ait
A,>o, B, > o, Za, divergente ;

ce que nous exprimons aussi en disant que la fonction positive /(e)
satisfait & la condition S.

Notre but est de trouver une solution plus large, ¢’est-i-dire de
remplacer la condition supplémentaire (4) par une autre qui soit
moins restrictive et surtout qui satisfasse aux conditions fondamen-
tales que nous avons ¢énoncées il y a un instant.

Désignons par g (u) une fonction réelle finie (') pour u = o, et telle
que Pon ait, quel que soit £,

0= / uFl(u)du.

0

On peut prendre par exemple, d’apres Stiel(jes,

Y(u) = ¢V sin <\'/l—()

Soit, d'autre part, f(w) une fonction satisfaisant ¢ la condition S ;
nous allons démontrer que le rapport

4|
(ee)

’\

ne reste pas fint lorsque w augmente indefiniment par valeurs positives.
En effet, si ce rapport restait fini pour « infini, la fonction /() ¢tant
toujours positive (*) et continue, ce rapport serait, pour toute valeur

., . - vy e N » I . , ..,
positive de «, inférieur & un nombre fixe 55 0N aurait, I'égalité étant

(1) Cetle restriction est aisée a lever.

(2) Le cas ol la fonetion f(«) serait nulle pour certaines valeurs de « se Lrailerait
aisément; on peut Iéearter en remplacant f(«) par f(«) -+ fi(w), fi étant convenable-
ment choisi (par exemple f; = ¢—*", /i assez grand).

Ann. de ’Ee. Normale. 3° Série. Tome X VI. — Mans 18gg. 15
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exclue, .
[ ()]
S ()

<3 Y I<fla)

et, par suite,
Sfilw) =f(u) +2d(u)>o.

On a d’ailleurs évidemment

f” whfi(u)du :fw uk f(u) du —i—lfw wF () du = uk flu)du.
0 0 0 0
La fonction f,(u) étant positive, ce résultat contredit I hypothése que
S () satisfait a la condition S.
Par conséquent, dans cette hypothése, on peut affirmer que le
rapport
[$(a) ]
S(u)

prend, pour des valeurs de u croissant indéfiniment, des valeurs dé-
passant un nombre quelconque donné.

Cette proposition est pour nous fondamentale; car nous en dédui-
rons aisément le résultat que nous voulons obtenir; mais il est néces-
saire auparavaut de rappeler quelques résultats obtenus par Stieltjes
au sujet de la condition S et de présenter quelques remarques a ce
sujet.

La fonction positive f(«) étant donnée, on peut calculer les ¢, les
A, et les B, et, par suite, les a, qui sont positifs. La fonction /(«)
satisfait & la condition S lorsque la série

E ay,

est divergente. Comment peut-on le reconnaitre directement, c’est-
a-dire sans calculer les c et les a?

« C’est Ia un probleme, dit Stieltjes (loc. ciz., p.J.112), qui pré-
sente quelques analogies avec celui qui consiste a décider de la con-
vergence ou de la divergence d’une série donnée. On n’en peut guere
donner une solution générale; tout ce qu'on peut faire ¢’est donner
quelques reégles qui permettent de répondre & cetle question dans un
certain nombre de cas particuliers. »
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L’analogie avec le probleme de la convergence des séries est, en
effet, tres grande et ne doit pas nous étonner, puisqu’en réalité il v a
correspondance univoque entre les deux problemes : & toute série di-
vergente a termes positifs zan correspond une fonction /() qui
satisfait & la condition S. On doit donc s’attendre, d’apres les travaux
de du Bois-Reymond, & des difficultés insurmontables i cause de I'in-
troduction du transfini dans la solution générale de la question. Heu-
reusement, en pratique, il en sera de méme que pour les séries; des
regles simples, correspondant, par exemple, aux criteres de M. Ber-
trand, suffiront dans la plupart des cas. On obtiendrait aisément ces
regles en prenant pour Zan une série divergente d’'une forme parti-
culiere (I'une des séries de comparaison qui donnent naissance aux
criteres rappelés) et en formant la fonction f(«) correspondante.
Comme notre but est moins d’avoir des criteres étendus que de con-
naitre la nature de ces criteres, nous ne ferons pas ce calcul; nous
nous bornerons & rappeler quelques résultats obtenus par Stieltjes (*).
Ji(w)
S (u)
nombre fixe (*) et st /(u) satisfait & la condition S, il en est de méme
de /.

Il en résulte que la connaissance d’une fonction particuliere f(u)

On démontre d’abord que si le rapport reste inférieur & un

(1) Il sc présente ici un fait fort général. Pour pouvoir tirer parti de ce fait que la
séric des a est divergenle, il est nécessaire de faire une hypothése sur la nature de cette
divergence, ¢'est-d-dire de supposer la série plus divergente qu'une série de comparaison
connue. Cest 14 un fait analogue & celui-ci, sur lequel nous avons insisté a diverses
reprises @ il est souvent plus important de connaitre la maniére dont une quantité tend
vers sa limite que de savoir simplement qu’elle a telle limite. Ce n’est pas que I'on ne
puisse tirer quelques conséquences des notions générales de limite, de convergence, de
divergence ; mais, pour aller vraiment au fond des choses, il est nécessaire de préciser
cos notions en les restreignant, comme nous le faisons ici. En réalité, nous substituons &
la condilion S, dont il parait difficile de tirer parti 4 cause de sa trop grande généralité,
ane condition beaucoup plus préeise, et par suite nécessairement plus restreinte. D'ail-
leurs les restrictions introduites, théoriquement trés considérables, se trouveront, en
pratique, étre le plus souvent sans importance : elles ne géneront nullement pour les
applicalions.

(2) 1l suffit méme que ce rapport ait un maximum fini dans T'intervalle u,, —+oc, ce
maximum pouvant croitre indéfiniment lorsque u, tend vers zéro. (Foir la note ci-
dessus.)
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satisfaisant & la condition S permet d’énoncer une régle, de méme que
la connaissance d’une série convergente particuliere permet d’énoncer
une regle de convergence.

Il est clair que, réciproquement, si f, («) ne satisfait pas a la con-
dition S, il en sera de méme de f, («) si le rapport f, : f, reste supe-
rieur 3 un nombre fixe. On peut prendre, d’apres Stieltjes,

Sflu)=eter, b>o, 12z%;

falu) =e=te, b>o, 1<j3.

Il estclair qu’entre les fonctions /() et les fonctions £, («) il existe
des fonctions a décroissance intermédiaire qu'il y aurait lieu de classer.
Il existe aussi des fonctions qui ne sont pas comparables & /(u«) ni
a fy(u).

Il y a la, nous le répétons, une difficulté analogue & celle qui se
présente pour la convergence des séries, et il y aurait lieu encore ici
de distinguer entre les cas ol une regle est inapplicable et ceux o elle
est en défaut. Nous supposerons que nous avons i faire exclusivement,
dans ce qui suit, & des fonctions 0(«) telles que, ou bien il existe un
O(w)

e“} w

nombre b, tel que le rapport

tende vers z¢ro pour i = -+, owbien

O(u o
(«) augmente indéfiniment
u O

il existe un nombre N < 3, tel que le rapport —a
avec u. On pourrait remplacer cette hypothese restrictive sur 0(«) par
une autre moinsrestrictive, mats il est dela nature de la question qu’une
hypothése restrictive soit nécessaire. Nous supposons aussi que 0'(«) a
la méme propriété; 0°(u) est alors dans la méme catégorie que 0(«).

Cela posé, nous dirons qu'une fonction réelle =(u) est une fonction
de Stielljes, si, en posant

O(uy =|a(u)],

la fonction 0(w) se trouve dans la premitre catégorie, ¢’est-a-dire est
telle que €?V40(u) tend vers zéro pour « =, le nombre positif &
ayant été convenablement choisi. Alors on est assuré que 0(w) satis-
fait & la condition S; mais nous ne nous contentons pas de supposer
que 0(w) satisfait 4 la condition S; nous explicitons la condition pour
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qu’il en soit ainsi, ¢t nous ne pouvons le faire completement ().
Désignant par o(«) une fonction de Stieltjes, nous poserons

F(z):: - — =z 2

La série F(z) scra une série de Stielijes.
Nous allons montrer que pour toute valeur de s(w) et 5, («) étant
deux fonctions de Stieltjes, ’on ne peut avoir

(1) / w* () du ::j who (w)da.

] 0

Il en résultera qu’a une série de Stiellyjes correspond une seule fornc-
tion de Sticltjes e, par suite, une fonction analytique bien déterminde

. ? o(u)de
"<5>:f T(,:;)’T
0 :

En posant 5(w) — o, (w) == P () les égalités (1) deviennent

€

f ‘ wh i (u)du=o,

0

et elles sont impossibles, car la fonction ¢(«) est telle que le rap-

ez v . . - . . . \
port Lf—-(—Z—[ reste fini, la fonction e=%v* satisfaisant, d’ailleurs, 4 la con-
" {2

0
dition S; ¢’est la proposition fondamentale (*) de la page 113.
On peut prouver qu’une fonction de Stieltjes est la différence de

(1) Iy ald quelque analogic avee les démonstrations ol I'on suppose un nombre .«
inféricur 4 un nombre queleconque r' < r, tandis que 'on ne pourrait supposer seulement
x < r. Mais 'existence de modes de eroissance non comparables est ici une complication
de plus.

(*) Nous avons supposé ¥ (o) non infini; on pourrait ajouter celte condition a la défini-
tion des fonctions de Stieltjes, si 'on ne veut pas admettre que cette restriction pourrait
se lever.
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deux fractions continues de Stieltjes. Posons, en effet,

o(u)+lo(u)|

S ()= 2

—a(u) +|o(u)]
2 2>

Ji(u) =

les fonctions f(u) et f,(«) sont positives et I’on a
o(u)=f(u)—fi(u);

d’ailleurs, f(u) et f, («) sont visiblement des fonctions de Stieltjes;
comme elles sont positives, elles satisfant 4 la condition S et, par suite,

I'on a
F(:)—f “(“)d“_ * flu)du f filw)du

54U 5+ u 3+ u

chacune de ces intégrales définies correspondant & une fraction con-

tinue de Stieltjes. C. Q. F.D.
Il est clair que la somme ou la différence de deux séries de Stieltjes

est une série de Stieltjes.
Nous allons prouver que le produit de deux séries de Stielijes est une

série de Stieltjes.
Soit
- _ (T o(w)du
1( ) f 54U ?
Fr(u)du
G (=) —f 3+ u 3
on a, évidemment,

“ zo( u)-;(o)dudv
sF(z) G(z )——f f (z+u)(z+v9)

Orona

5 o g %
(s+u)(5+0) v—u\s-+9¢ s4+u

et, par suite,

. —uo(u) r(v)dudy [ —vo(u)r(v) dudy
PGl = ff (v —u) (s + ) +fo/ (=) (e )
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En apparence, le facteur rend les intégrales indéterminées; la

U — ¢
formule est exacte si 'on remplace chacune d’elles par sa valeur prin-
cipale (') au sens de Cauchy (*).

Le premier terme peut s’éerire

/m /""G(u)f(v)dua’(' /'”o’(u) * —ut(v)de “o(u)T(w)du
= = = —du = —_——
Jo Sy (—w)(z4+u) ) s4u fo 0 — u J [' 3w

0

en posant

. R N ey *? oz (e)de
l((l)"’i/ —-*:ff;(_—‘—(zf—‘ ::/ 7(¢) (ls’w/ %)éﬁ

0 0

Silon pose de méme

S ( 124 “‘/ :_-ilo-(‘, )—(/‘) )
0

P o—

on obtient

31 (%) (;(:):/"”ES//)'l‘(u~)_—“|:’zl'(M)S(!I)d”.
0 ~ .

Il reste a faire voir que, sil'on pose
w(u)=oc(u)T(w)+7(u)S(u),

la fonction o («) est une fonction de Stieltjes [en vertu de ’hypothese
que o(w) et t(w) sont des fonctions de Stieltjes].

Comme la somme de deux fonctions de Stieltjes est aussi une fone-
tion de Stielgjes, il suffit de prouver que le produit ©(w)S(«) est une
fonction de Stieltjes. On a, d’apres la définition de la valeur principale

(1) Celle valeur principale existe grice & 'hypothose faite sur Pexistence de dérivées
pour s(u) ot =(u); dans le eas ot I'on ne ferait pas cetle hypothese, le caleul serait ici

. . 1 .
plus long el pourrait introduire des termes cn G dans le résultat final.

(241

() Si les fonelions o el © étaient analytiques, on pourrait déformer légérement les
chemins d’intégration dans le plan des variables w ¢l ¢, de maniére que Pon n’elt en
aucun poinl « = ¢ (sauf pour u =¢ = o).
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d’une intégrale définie,

> )Y dp . T ua(p) de “ ug(v)de
S(u)-_—;f l_li(_‘_.)___:l]m[f __S_).___*_/ ___L_)_ .
U— v c=0 w— ¢ uw—¢
0 0 wU-+€

Or D'intégration par parties donne, les logarithmes ayant un sens
arithmétique,

u—9¢

.u—suo_(‘,) dy _ i ’
—t — =[—ug(¢)log(u—)]i—t+ ulog(u—v)o'(v) dy,
0 0

@ )Y dy i
f WD e us(e)log(v — )iwe+ [ wlog(e —u)a'(v) dv.
LA — U--€

d’ol
S(w) =1lim %ulogua(o) +uloge[o(u+e¢e) —a(u— e)]}
E=0

—i—f l—;log(u — )2’ () dy.
0
Or, si I'on suppose &' () finie, le produit
loge[o(u +e)—o(u—e)]=n2eloged’(« -+ e) (— 10 << 4-1)

tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro. D’ailleurs

f l—;log(u — ) (v)de
0

</ %llog(lt —0)2|.|e"(¢)]|dy,
0

et il est aisé d’avoir un maximum de cette intégrale en supposant
[o'(¢)| < e=%". Somme toute, on trouve que S(«) croit moins rapide-
ment que u*, de sorte que le produit ©(«)S(u) est une fonction de
Stieltjes en méme lemps que =(u).

Il est évident d’ailleurs que U'intégrale obtenue pour le produit des
deux fonctions F(z) et G(s) donnerait comme développement en séric
le produit des développements en série de F et de G.

Silona

Fs)=2—-% 4% &

= — 2,

~ ~2 3 ~h
< < <

7(5) =

1, d,  d
L4, %

~ ~2
b4 3
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on obtient (")

SF(3)G(5) = cod, __cd 4y d, - coldy—+ cyd - ¢, d, o

- -2 -3
et > ~

.
Il serait d’atlleurs aisé de vérifier ce résultat en CﬂlCUlﬂntZ(?[([;‘._i au
0
moyen des intégrales définies que donnent les valeurs de ¢; et d,_;; le
caleul est tout semblable & celui que nous venons de faire.
On voit que les séries de Stieltjes forment une classe assez étendue
de séries sommables avee lesquelles on peut calculer comme avee les
séries convergentes.

a . ’ . 1 . .

Pour faire rentrer dans cette catégorie les polynomes en -, il serait
nécessaire d'introduire, ce qui ne présente aucune difficulté, des inté-
grales de la forme

T w(w)di

(50 ) kentier positif;

0

ces intégrales se ramenent d’ailleurs, par Pintégration par parties, a
la somme d’un polynome et d’une des intégrales considérées.

Une série de Stieltjes n’est identiquement nulle que si la fonction
de Stieltjes correspondante est nulle; par conséquent, si nous avons
une ¢quation différentielle dont les coefficients sont des polynomes

! . , 3 . . . .
en = el si le développement formel d’une intégrale suivant les puis-
sances de = est une série de Stieltjes, nous pourrons aftirmer, non
seulement que 'on obtient ainsi une fonction analytique vérifiant
I'équation et satisfaisant aux conditions aux limites, mais encore que
Pintégrale ainsi obtenue est la seule satisfaisant & ces conditions et
représentable par une série de Stieltjes.

Les conditions aux limites ont ici la forme suivante : lorsque la

(1) On voit ici pourquoi nous avons mullipli¢ par z. Nous évilons une singularité en
3 = o. Geel pourrait étre ratlaché a Uétude des cas exceptionnels dont parle Stieltjes dans
son Mémoire.

dnn. de U Ee. Normale. 3° Série. Tome XVI.— AvriL 18gg. 16
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=

partie réelle de s augmente indéfiniment, on a

limsF(z) =cy,

lilh:[l“(:) — ij]:—cl,

ctil estaisé de voir que Uintégrale

s ) du
Fer=) S

satisfait & ces conditions, lorsque 'on a
c,,:f Sy ukdu.
0

Malheurcusement, sauf dans le cas tres particulier que Sticljes a
traité & P'aide des fractions continues, nous ne pouvons indiquer
aucune méthode précise pour reconnaitre si une série donnée

o

o

0

+

o
!

F(z)=

Lnl
2o

©

est une série de Stieltjes, et pour trouver la fonction /(u) correspon-
dante ().

Le cas traité par Stieltjes est celui ou, les déterminants A, et B, étant
positifs, la série Za, est divergente. On pourra rechercher s'il est pos-
sible de mettre F(z) sous la forme de la différence de deux séries satis-

(1) Dans le cas ou les ¢ sont imaginaires, on éerit F = Fy+ ¢{F, ¢t on étudie Fy et F,.
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fatsant d ces conditions, et le probleme sera alors résolu par 'étude de
ces séries b Marde de la réduction en fraction conlinue.

On pourra aussi réduire la série en fraction continue, caleuler les
reduites successives, ef, dans le cas ot la lot en serait stmple, recher-
cher sty bien que la fraction continue ne rentre pas dans le tvpe de
Stieltjes, ses méthodes ne sont point applicables ().

Mais il ne serva pas inatile d'indiquer une condition nccessaire que
dotventvérifierles ¢ pour qu’une série donnée soit une série de Stieltjes.
D7ailleurs, lorsque les A, et les B, sont positifs, cette condition néees-
saire devient suffisante, ¢ est-i-dirve que la série Sa,, diverge.

Nous avons

o
Cp= / Jw) ukddu
0

el
/() [ e
donce
re - 2 - 2
e << / ¢V W du == 77?,—:]—) / et (e << 2
) )

Ces inégalités doivent étre vérifices pour un choix convenable do
nombre positif . Bn d’autres termes, le rayon de convergence de la série

ST X:Z/H—l
24 (2/ 4 1)!
ne doit pas élre nul.

Il est aise¢, & Paide des formules rappelées plus haut, d’exprimer
asymplotiquement les @ au moyen des ¢, lorsque ceux-ci croissent
rapidement. On a, en cffet

Cy €y o Cpey
¢y (&) - Cn
4 - e . .
:\n oz ! , l;”——— .. v e ... PECRET] y
Cn Cnt Cop—1
Cn-q e Cop—s
2
o AR P T
e T TR el AT
" “n “n-—i 2” An An—i—t

(1) Signalons, par exemple, le cas ol, les ¢ Glant imaginaires, les « auraient leurs
partics réelles posicives, formant une série divergenle; une partie des conclusions de
Stielljes s’y appliqueraient.
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d’ol

Ao Qopypy == 7 *
S vl

. . B .
Or, lorsque les ¢ croissent rapidement, = est asymptotiquement

\ ’ Bn—l
égal 4 ¢,y ;\i—"—l i ¢y,-. On en conclut, asymptotiquement,
n—
Cop—
(apappy = -L,"_—l -
Can

Si la série des a est réguliere, elle divergera si le produit a,a,,, cst

z % et convergera s'il est inféricur a Z;_,I;é- D’ou pour ¢, la valeur asym-
ptote (n!)* comme limite du cas ol la série des a diverge. Cette valeur
coincide bien, A un facteur n 2*” ici négligeable, avec la valeur (27 +1)!
donnée plus haut. On peut rapprocher ce résultat de celui que Stieltjes
obtient au n° 10 de son Mémoire.

Lorsque cette condition necessaire est vérifiée par les ¢, on peut re-
chercher s’il est possible de mettre la série proposée sous la forme de
la différence de deux séries véritiant la méme condition, et telles de
plus que les déterminants A, et B, soient positifs.

Mais nous ne nous étendrons pas davantage sur ce point, ni sur la
velation qu’il y a entre la méthode de sommation ici é¢tudiée et les mé-
thodes de sommation exponentielles, dont nous avons ¢tudié des types
précédemment. Indiquons cependant que, dans les cas o les méthodes
sont applicables toutes deux pour un méme argument de z, elles
donnent le méme résultat (il est a peine utile de rappeler qu’ici le
point singulier est & Pinfini, tandis que précédemment il ¢tait &
I'origine).

Nous préférons montrer comment les résultats que nous venons
d’obtenir sur les séries de Stieltjes peuvent étre généralisés & un point
de vue assez différent.

Considérons l'intégrale
L ACOLZ

J

TaiT p u—s

nous désignons ici par I'un chemin quelconque dans le plan de la va-
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viable ws la fonction /(a) n'est daillears pas nécessairement analy-
tiques il suftit qu’elle soit définie sur I' (de telle maniere que Uinté-
erale ait un sens).

Il est clair que J représente une fonction analytique régulivre en
dehors de 15 dans deax régions du plan séparces, elle peat représenter
deux fonctions analytiques différentes. Dailleurs, si, sur deux bords
de ', J représente deux fonctions analytiques F(s) et F,(z) tendant
vers des limites lorsque = tend vers le point « de I et, si /(«) est con-
tinue en ce point, on a

Sy = %[F(u) + P ()],

Réciproquement toute fonction analytique peut étre représentée par
une intégrale J, le contour ' et la fonetion /() étant convenablement
choisis. Si 'on se donne pour I'un contour fermé entourant une région
dans laquelle Ta fonction donnée est réguliere, on peut prendre
pour f(w) la valeur de F(z) sur ce contour; d’ailleurs on pourrait
ajouter a f(w) les valeurs sur le contour d’unc fonction arbitraire,
sans singularieds a Uexiericur du contour. A cela pres, /(w) est déter-
minée par F(z). Dailleurs, la fonction F(z) déterminée par J est
connue, si Pon donne, en un point 5, non situé¢ sur I, la valeur des

- " J(u)du
"k 1 (1t — zy)k+1”

C'est une conséquence immediate des travaux de Cauchy sur la série

imtégrales

de Taylor.

Nous nous proposons d’appeler Pattention sur Ie cas ot le point z,
est situc sur le contour I', la fonction f(w) étant d'ailleurs telle que
les intégrales J, aient toutes un sens ('). La fonction analytique F(=)

. . L ) du . .
(1) La formule de Cauchy a/wf(z) = / ./i(z >—~_— subsiste lorsque le contour € ren-
D W <

ferme un point singulicr de f(z), & condition que lorsque s tend vers ce point par un

chemin intéricur a G, la fonction [(z) tende vers une limite determinée. Ce poinl n'est en

quelque sorte singulicr que dans wne angle et cel angle est extéricur & C. Par exemple,
1

le point & = o, pour la [onclion ¢ ¥, n’est singulier que dans un angle égal & =.
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continue-t-elle d'étre déterminée par la valeur de ces intégrales ? 11 est
d’abord nécessaire de faire une remarque importante. Si le point z,
n'est pas un point d’arrét pour T, c’est-a-dire si plusicurs branches
de T aboutissent & z,, ces branches divisent le voisinage de z, en
plusieurs régions; il est clair que les fonctions F(z), définies dans
ces diverses régions, ne seront pas, en général, le prolongement ana-
Ivtique I'une de 'autre (') (en supposant méme que les ares de I' ne
soient pas des lignes singulieres essentielles). Done, en général, il se
posera un probleme différent pour chacun des angles.

Supposons, par exemple, que nous ayons trois droites A, B, G,
issues d’un méme point z,, et formant par suite trois angles autour de
ce point. On pourra regarder cette figure comme un cas limite de la
Jig. 4, dans laquelle les trois points singuliers seraient venus se con-
fondre avec z,.

Les lignes A, B, C, dans le cas ol ces points singuliers sont

Vig. 4.

1s0lés, sont simplement des coupures artificielles, correspondant i
une non-uniformité de la fonction. Il pourra en étre de méme dans le
cas limite, avec cette différence que, les coupures se rejoignant main-
tenant, on ne peut plus passer d’un coté i I'autre par I'intermédiaire
de la petite région réguliere autour de s,.

Mais notre but est de montrer que les résultats de Stieltjes per-

(') Si le chemin d’intégration T ne divise pas le plan cn régions séparées, il est clair
que J définit une fonction analylique wurique, mais cetle fonction n’cst pas uniforme au
voisinage de 3o, ot nous restons.
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mettent d’avoir quelyue idee de vVispirermisarion de notre probleme
général. Il est i peine besoin de dire que, lorsque z, estinfini, « — =,

. N , I . . -
doit ¢tre remplacé par —» de sorte que les intégrales J, deviennent

Jio= ) @k Sy da.
I

Or nous avons vu, cn prenant pour I un chemin rectiligne parti-
culier (correspondant i wréel et positily qu’il existe des fonetions /()
telles que ces intégrales soient toutes nulles; il est claiv qu’a ces fone-
tions /(w), non identiquement nulles, correspondent des fonetions
analytiques qui ne sont pas identiquement nulles il faut done les
exclure st 'on veut que notre probleme soit deéterminé. Or le carac-
tere de ces fonctions [(w), ¢’est de tendre vers zéro moins rapidement
que e ' lorsque « augmente indéfiniment (et méme que e <)
par conseéquent, voila une condition néeessaire que nous devons im-
poser i [(w), si nous voulons que notre probleme puisse étre déter-
miné. Kn d’autres (ermes, /(i) doit étre une fonetion de Stieltjes.
Sizy n'est pas infini, cette condition s’exprime par inégalité

b

(1) l.f( ) I e Vizo—ui 9 b == oy

pour les valeurs de « suffisamment voisines de z,.

I en vésulte dailleurs, pour les intégrales J,, des incégalités exac-
tement semblables & celles que nous avons éerites plus haut pour
les ¢,

Bien entendu, ceci n’éearte pas la possibilité de généralisations ana-
logues i celles qui terminent le Ghapitre TI. Par exemple, si la série

F(s)==cy--e,5 1 cy32 ¢y 3. ..
n'est pas sommable, on peut poser 22 =y el
l“(:) — r{)()’) = :1'4(‘}/);

les séries o(y ) et 4 (y) pourront I'étre. Geei amenerait & considérer
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ff(u)du
Y
r u— 3
k étant un nombre rationnel.

Mais c’est 1a un autre probleme que celui que nous avions posé, ct
qui peut s’énoncer sous la forme suivante : détermner le contour T et
la fonction [(w), de telle sorte que les intégrales

des intégrales de la forme

J(u)da

Ji= | Lt
k r (e — Sg)ftt

atent des valeurs données (').
On ne considere pas d’ailleurs comme distinctes deux solutions telles
que en posant pour chacune d’elles

, w)du
F (;) o L(___)____.,
r U— 3
la fonction F (=) soit la méme dans le voisinage de = = z,.
I’étude de ce probleme équivaut a celle de la série (divergente)

F(s) :E Jie(5— 3)k.

On peut soupconner sa difficulté dans le cas le plus général, en se
rappelant combien est complexe ’étude des singularités d’une série
de Taylor convergente.

Les méthodes de Stieltjes permettent de le résoudre dans un cas
particulier; il y aurait lieu d’en tenter une généralisation.

(1) De plus, la fonction f(«) esl assujettic a Uinégalité (1) de la page précédente. On
verrait aisément que si le contour I' a plusicurs branches, et si 'angle de deux d’entre

: . . . T
elles est @, sur les cotés de cet angle, on doit avoir, en posanl A = P

'

(1) [ f(w)] < e—bllu—zq—H,

7. . . . ~ T 1

Dans le cas des séries de Sticltjes, il v a une seule branche; on a done k = — = -,
™ 2

car = sm. Bien entendu, nous aflirmons simplement que ces conditions sont nécessaires

pour déterminer le probléme.

N

>
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D

Conclusion.

Il nous parait résulter des recherches précédentes que non scu-
lement les séries divergentes peuvent rendre de grands services au
point de vue formel (ce dont personne n’a jamais douté) et au point
de vue du calcul approximatif (séries asymptotiques), mais encore
qu’elles peuvent, dans des cas assez ¢tudics, étre calculées exactement
(e’est-b-dire avec une approximation arbitraire). Une série divergente
numérique peut avoir une valeur numdérique determinde, ¢ est-a-dire
quiil peut exister un len precis entre la série et celte valear numé-
rique. On pourrait d’ailleurs concevoir des cas ol cette valeur ne se-
rait, comine celle d’une intégrale définie, déterminée qu’a des mul-
tiples pres de periodes.

II'y a certainement encore beaucoup a faire pour que 'on puisse
employer couramment les séries divergentes. Il y aurait lieu, en par-
ticulier, d’¢tudicr les rapports de leur théorie avece celle des intégrales
singulicres. C'est I un point que nous avons du renoncer & traiter,
faute de temps.

Nous n'avons pas cu le temps non plus d’étudier beaucoup
d’exemples particuliers; et, notamment dans les applications aux équa-
tions différentielles, il semble que ce soit '¢tude approfondie
d’exemples simples et bien choisis qui pourra donner des indications
précicuses sur les circonstances possibles et permettre d’aborder le cas
général.

Nous nous sommes altaché surtout a I'étade des séries de Taylor;
les séries de Fourier paraissent pouvoir fournir aussi I'occasion d’ap-
pliquer nos théories (dans certains cas, il n’y a pour ainsi dire pas de
différence entre ces deux sortes de séries, grace a4 la transformation
5 = ¢™); mais ¢’est encore un point sur lequel nous n’avons pas eu
le temps d’obtenir assez de résultats. Il en est de méme en ce qui
concerne I’extension aux séries doubles ou multiples; nous n’aurions
pu qu'énoncer quelques généralisations tellement immédiates qu’on
peut les sous-entendre.

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — AvmiL 18gg. 157
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Terminons par quelques réflexions générales.

Nous avons fait jouer un role important & certaines fonctions
simples, en particulier & la fonction exponentielle; ou, si 'on veut, &
la fonction T'(n), par laquelle nous divisons le terme général d’une
série pour la sommer. D’autre part, nous avons fait souvent des res-
trictions qu’on pourrait résumer en disant que nous supposions les
modes de convergence et de divergence des fonctions introduites en
relation simple avec le mode exponentiel. Nous avons, dailleurs,
donné quelques raisons qui portent & présumer qu'il en est ainsi de la
plupart des fonctions qui s’introduisent naturellement.

Il semble que ces remarques expliquent & la fois la confiance plus
ou moins consciente accordée par les anciens géométres aux séries
divergentes, et les hésitations d’Abel et de Cauchy & les proscrire
absolument. Tant qu’on n’emploic que de bonnes fonctions, et tant
qu’on ne le fait pas expres, ce ne sera que par hasard que 'emploi des
séries divergentes pourra étre dangereux. Une errcur causée par leur
emploi sera un accident fort rare.

Seulement la difficulté consiste précisément a savoir quelle distine-
tion précise il y a entre les bonnes fonctions ct les autres, et quels se-
ront les cas exceptionnels ou 'emploi des séries divergentes conduit
a des erreurs. Sinon, on ne pourra regarder cet emploi que comme
un procédé de recherche. Cette difficulté n’est pas médiocre, et, pour
la surmonter, ce ne sera point trop des vessources que I’Analyse a
acquises, précisément en cherchant & approfondir ¢t & compliquer
I'idée de fonction. 1l nous parait qu’il y avait Ih un détour indispen-
sable, que 1'on peut expliquer ainsi :

1°© On employait d’abord exclusivement des fonctions simples, mais
sans savoir au juste ce que I'on cntendait par la;

2° On a compliqué U'idée de fonction en la généralisant; d’ou des
difficultés souvent inextricables;

3¢ On utilise les recherches du 2° pour définir d’'une manitre pré-
cise les fonctions qui méritent d’étre appelées simples et pour se borner
a celles-la.

Ces trois stades se marquent de méme dans I’étude de la conver-
gence des séries; ou, si I'on veut, dans la notion générale de fonction
croissante. Du Bois-Reymond a montré fort nettement a quelles diffi-
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cultés on se heurte quand on veut faire une classification générale : on
peut les résumer en disant que Uintroduction explicite du transfini
parait nécessaire. Des lors, on doit se demander quelles restrictions
on doit faire pour éviter ces difficultés (*) et pouvoir étudier quand
méme des classes pratiquement trés ¢tendues de fonctions ou deséries.

Il 'en est de méme pour les séries (ou intégrales) divergentes :

1© On les a d’abord utilisées quand elles se présentaient et comme
elles se présentaient @ elles se sont trouvées bonnes, i de tres rares
exceplions pris;

22 On s’est apercu ensuite qu'il y en avait beaucoup de mau-
vaises;

3 On doit en conclure Ia nécessité de distinguer les bonnes a des
caractercs préeis; et 'on pourra, des lors, en (oule scéeurité, agir
presque toujours comme le faisaient les anciens géometres, guidés
seulement par leur instinet du vrai, c’est-d-dire, souvent, par leur
génie (*).

Sainl-Affrique (Aveyron), seplembre 18¢8.

() Comme nous Iavons déja observé plusicurs fois, ces difficultés sont de deux sortes
correspondant respoctivement aux eas ol les critéres de convergence sont inapplicables
clen défau.

(%) En terminant Vimpression de ee Mémoire, je tiens & adresser les plus vils remer-
ciments & M. Ernst Lindeldf qui, se (rouvant a Paris, m'x obligeamment proposé de
wlaider & revoir les épreuves. Ses amicales el fines observatlions m’ont été, a plusicurs
reprises, fort utiles el fen garde lo reconnaissant, souvenir.

e P



