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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

M É M O I K E
SUR

LES D IVEBCxENTES,
PAK m. ÉMÏLÎS BOBEL.

INTRODUCTION.

L'étude de la question proposée par l 'Académie ( 1) m'a c o n d u i t ra-
p idement à penser que, pour t ra i ter le sujet d 'une manière un peu
complète, il é tai t nécessaire de résoudre tout d'abord des problèmes
très divers d 'Analyse et, en part icul ier , de Théorie des fonc t i ons , pro-
blèmes q u i paraissent tout d'abord n'avoir que de lo in t a ins rapports
avec les séries divergentes. Malheureusement , i l aurai t f a l l u beaucoup
plus de temps et de talent que je n'en ai. eus à ma disposition pour le
faire avec toute l 'ampleur qui m'aurait paru désirable.

J'ai, dû me borner à une esquisse dans laquelle bien des parties ne
sont même pas ébauchées; on trouvera, dans ce Mémoire , p lus de

( 1 ) Colle question était la Huivanto : CÏiercÏier à étendre le rôle que peuvent jouer en
Analyse le,v séries divergentes. Lo texte imprimé ici est la reproduction du manuscrit
couronné par rAeadémie des Sciences (^rand prix des Sciences înathômaiiques, 1898),
sauf quelques modifications de pure forme qui avaient été rendues nécessaires par l'obli^
galion imposée aux concurrents de rester anonymes.

An.n. clé l'Ec. Normale. 3e Scne» Tome XVI. — JAMVIEK .1899. ^



10 ÉM. BOUEL.

problèmes posés que de questionsrésolues. Mais il m'a paru nécessaire
de laisser subsister ces parties à peine ébauchées; citait le seul moyeu
de ne pas renoncer complètement à l'unité que j 'aurais rêvé de mettre
dans ce Travail.

J'espère néanmoins avoir obtenu quelques résultais nouviiaux, qui
paraîtront peut-être dignes d'attention. On trouvera les principaux
dans les paragraphes IV et VU du. Chapitre I, dans le paragraphe 1 1 )
da Chapitre li, dans les paragraphes IV e t V d u Chapitre 1 1 1 .

Dans ces derniers paragraphes je prouve notamment que, si uiir
série divergente vérifie formellement une équation di f férent iel le algé-
brique et si elle est sommable, elle définit une solution de l 'équation
(c'est-à-dire fournit le moyen de calculer numériquement celle solu-
tion). D'ailleurs le mol sommable n'a pas un sens absolu; je veux
dire : il y a une infinité de procédés de sommation te ls que le (héorcUK*
soit vrai. J'Indique quelques-uns de ces procédés : lorsqu'on chois i t
arbitrairement 1/un d'eux, le (Jléoreme prend un seus tout a (ait pré-
cis.

,11 semble que l'étude, par cet ic méthode, des équations différen-
tielles doi t être coucoinitanie de l 'étude de leurs singulari tés au poiu!
de vue indiqué dans les paragraphes cilés dii Chapitre I.

Quelques mots, pour terminer, sur le plan de cr1 TravaiL
L'étude des séries divergentes m'a conduit a quelques réflexions gé-

nérales sur la convergence et la divergence; et ces rédexions, a leur
tour, m'ont rendu de grands services dans la suite de mes recherches.
11, m'a paru naturel de commencer par les exposer : ici est lo but du
Chapitre I, dont la lecture peut d'à il leurs être omise sans inconvénimiL

Dans le Chapitre II, je m^occupe de la sommation des séries diver-
gentes en. général, et en particulier des séries de puissances dont le
rayon de convergence est fini. Le Chapitre lit est consacré au cas où
ce rayon est nul; il se termine par l'élude et l'interprétaliori, à mon
point de vue, de résultats obtenus par Slielljes sur une classe parti-
culière de telles séries. J'ai terminé par quelques pages de conckmoîL
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CHAPITRE I,
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA. CONVERGENCE ET LA DIVERGENCE.

I. — Les séries à termes positifs.

Les règles de convergence des séries à termes pos i t i f s

peuvent, être ranimées dans deux grandes classes. Les unes ont nn
énoncé déterminé, [elle la règle de Canchy relative à la limite de V^//;
dans l'énoncé des autres, an, contraire, interviennent une infinité de
nombres arbitraires, assu je t t is seulement a, croître indéfi ni ment avec
leur indice : le premier type de cette deuxième catégorie est dû a
Kummer. An point de vue auquel nous nous placerons dans ce Chapitre,
ces dernières règles sont ent ièrement dépourvues d^intéret ( f ) . Si l'on
se propose, en e f Ïe t , d'approfondir la notion des limite, c'est-à-dire de
rechercher quels sont les modes divers par lesquels une quantité va-
riable peut tendre vers sa limite, ces règles no peuvent rendre aucun
service.

Elles font intervenir, avons-nous dit, une suite indéfinie de quan-
tités positives

( ï ) ^i»^» * • - , ff-in • *

augmen tan t i n d é f i n i m e n t avec leur ind ice n. C'est là une no t ion préci-
sément aussi complexe que celle qu'i l , s 'agit d'éclaircir. Il y a au tan t de
modes par lesquels la sui te (2) peut augmenter i n d é f i n i m e n t que de
modes par lesquels la série (i) peut converger,

II est donc e n t e n d u que nous par lerons seu lement des critères de
convergence de la première catégorie.

( ! ) Ces règles sont, au conirairo, fort mtôressantos, si on les regarde comme des moyens
d'oblonir, par un choix convenable des indéterminées, un grand nombre de règles de la
( crémière ça té^o rio.
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On pourrait nous objecter que ces critères, tel le critère de Cauehy
rappelé il y a un instant , font aussi in tervenir la no t ion de l imi t e , et,
par suite, ne peuvent pas non plus servir à Féclaircir. Il est aisé de
réfuter cette objection, et ce nous sera une occasion d'observer un
phénomène des plus importants et que nous retrouverons souvent dans
la suite.

La règle de Cauchy nous enseigne que la série (î) est convergente
si ^u^ a une l i m i t e inférieure à un; ou bien si ̂ u^ n'ayant pas de l i m i t e
unique, la plus grande de ses l imi tes est infér ieure à un. Mais on peu t
énoncer cette règle sans faire in te rven i r la notion de l i m i t e ; i l suf f i !
de dire, qu'à partir d ' u n e certaine valeur dé n, '{ju^ est i n f é r i e u r à nn
nombre fixe inférieur à un. De même pour la divergence. Le seul cas
où intervienne réellement la not ion de l imi te est ce lu i ou celte l i m i t e est
précisément un. Or, on sait que, dans ce cas, la ques t ion n'est pns
résolue ; on est ramené à une difficulté aussi grande que celle d ' o ù l'on est
parti. Nous conviendrons de dire dans ce cas que la règle do Cauchy est,
en défaut; nous dirons, an contraire, qu'elle ^iinappliaable, ni ̂  rui
pas de l i m i t e u n i q u e , mais tend vers p l u s i e u r s l imi t e s , don t les unes
sont p lus grandes, les autres p lus petites que un.

On voit que c'est seulement dans le cas où la règle est m défaut
que la notion de limite y intervient e f fec t ivement et l 'on poiimiil , m
etïet, remplacer alors l'étude de la série par l 'étude de la manière
dont ^^ tend vers sa limite.

Les règles de convergence dont nous nous occupons ici s'obiienruml
par la comparaison de la série donnée avec une série déterminée,
ou avec une intégrale dé f in ie ( i l est i n u t i l e de rappeler le lien établi
par Cauchy entre la convergence des séries à termes p o s i l i f H el de^
intégrales de fonctions positives décroissantes). Les p lus é tendues de
ces règles (c'est-à-dire celles qui, dans la prat ique, paraisaeni pou"
voir s'appliquer le plus souvent) sont dues à M. Bertrand ( i) ; elles
reposent sur la considération des intégrales définies de la (orme

plo ;̂ p(^
logw^

(1) Journal clé LiowiUe, i^ sériô, t. Vil; iS^.
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où £ est une constante positive, a un ent ier pos i t i f , et où l 'on a posé
iog^0) x == .y, io^) x = Iog-[ log-^-"-1) x ] {et > o ).

Pour les crileres de M'. Bertrand, comme pour celui de Cauchy, nous
distinguerons les cas où ils sont inapplicables de ceux où, ils sont en
défaut. Par exemple, le premier de ces critères, déjà connu d'Abel et
de Cauchy, est relatif au produit nu,^ si. ce produit a pour limite un,
le critère est en défaut; s'il prend une inf'init.é de valeurs supérieures
à r-T" s et une infinité de valeurs inférieures à i — £, le critère est inap-
plicable.

Beaucoup de géomètres,-parmi lesquels on peut citer 0. Bonnet,
ont omis de considérer les cas où. ces crileres sont inapplicables; cette
erreur a été relevée, parfois très vivement, et a donné lieu a de nom-
breuses discussions. Il n'est pas douteux que ces cas n'exisleni; et il
très aisé d'en fabru/uer; ce qui est moins aisé, c'est d'en fournir des
exemples réels, c'esl-a-dire s'étant présentés naturellement aux géo-
mètres. De plus, dans tous les cas indiqués jusqu'ici, à ma connaissance,
où ces critères sont inapplicables, la série proposée se décompose* natu-
rellement en plusieurs séries partielles, a. chacune desquelles ils sont
applicables ( 1 ) . Aussi, tout en reconnaissant l ' importance théorique
des remarques fa i tes à ce sujet, on doit avouer que, dans la pratique,
0. Bonnet se trouvait avoir raison : les critères ne soni /omais inappif'-
cables aux séries que Von renconire ; on peut. aùémeni les rendre app/i"-
cables an.:v séries que l'on forme.

[Jne autre question, plus iinportante a mon avis (lue la précédente»,
est celle-ci : les critères de M. Bertrand peuvent-ils ôire tous an dé faut?
Cette question parailavoir été pour la première (bis (2) posée et résolue
par Paul du, Bois-Reymond, dans un Mémoire absolument fonda-
mental (:î). Par une méthode des plus originales et dont il a tiré

( 1 ) Voyez, par exemple, les sénés formées par M. Prin^s'henn ( M a l / / . Ànnaton, t ;.?;>,
p. 345. Cf. le premier cahier do rEncycîop(k]îo Burkhardt -Moyor) .

( ï ) Dans non Mémoire (loc. cit., p. 48), M. Bertrand (lil à'co sujet , après avoir parlé
des cas où les crUôros sont Inapplicable^ d'après nos déOnUionB ; « . . . Il iaul y joindre
le cas ,^nfirnïncnlpoui)rol)ablo, ou toutes ces expressions jusqu'à r i n f i n i aura iûnt ' I 'un i to
pour l imite. » C'est lo cas où les critères sont tous en d é f a u t qui est ainsi à la ibis prévu
et écarté»

(3 ) Journal de C relie, t. K).
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" d'autres résultats sur lesquels nous reviendrons (1) , i l forme une série
pour laquelle les critères de M. Bertrand sont TOUS en défaut, sans
être jamais inapplicables. Mais le sens de la réal i té ne l ' a b a n d o n n e
pas au milieu de ces spéculations et il s ' inquiè te de l ' app rox ima t ion
que peut fournir la série qu'il v ien t de former. Le résultat , de son ca l cu l
est le suivant : pour at teindre la moitié de la somme totale , i l tant
prendre un nombre de termes égal au v o l u m e de la Terre expr imé en
mil l imèt res cubes. Après cette consta ta t ion, i l laisse an lec teur le soin
de conclure ; pour ma part, l 'analyse admi rab le de Paul du Bois-Beymond
ne fa i t que confirmer l'idée émise par 0. B o n n e t : les cri tères de M.
Bertrand suffisent. Seulement, ce dernier mot n'a pas le sens absolu
que l u i ont a t t r i b u é certains cr i t iques , mais un sens r e l a t i f : ces critères
suffisent pour décider de la convergence de toutes les séries q u ' u n géo-
mètre p e u t ac tuel lement r encon t re r (à c o n d i t i o n que l 'on w/^r' les
appl iquer , bien entendu. , c'est-à-dire que l'on sache reconnai i re , par
exemple, que nu,^ reste i n f é r i e u r a 1 — £, dans le cas où i l en est a i n s i ).
Or, 11 est b ien probable que c'est un iquen ien i , h ce sens relatif que
s 'at tachait 0. Bonnet .

Nous venons de constater, par un p r e m i e r exemple , l ' impor tance
particulière de la fonct ion exponen t ie l l e (ou de la f o n c t i o n inverse) et
de leurs i té ra t ions successives : les intégrales ( ' î ) su f f i s en t , d a n s la pra-
tique, à fournir des fondions de comparaison pour l 'é tude de touffe les
séries à termes positifs et des intégrales de (onct ions décroissanteH ( a ),

II. — Les séries alternées.

Nous appelons, dans ce paragraphe, série alternée, une série dont
les termes sont (au moins à partir d 'un certain ran^) a l t e r n a t i v e m e n t
positifs et négatifs, leur valeur absolue variant constamment dan,}; h
même sens. Une série alternée converge si. son terme général tend vers
zéro : c'est une règle b ien classique, qu'on trouve dans tons les

( 1 ) Page 18.
( 2 ) Les termes des séries sont aussi décroissants ; sur cette restriction appanmU», on

pourrait faire les mômes remarques que dans le cas des séries aUornôen druHrumnaIlow
parler.
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Traités et qui est d'une application fréquente. Si nous h rappelons,
c'est afin clé remarquer une fois de plus quel rôle important joue
en Mathématiques l'observation des f a i t s analytiques et combien
on risquerait d'errer en construisant l'Analyse a priori, sans tenir
compte de ces faits. Assurément, a pn'on\ la probabilité pour qu'une
série soit alternée est manifestement nulle; l'idée de consacrer une
règle spéciale à ces séries ne peut donc venir que de l 'observation des
faits, qui montre combien elles se présentent souvent dans la pratique.

Si les termes d'une série alternée tendent vers une limite finie a, la
somme de la série converge al ternati veinent vers deux nombres s cl
•v -+-a; nous verrons que dans ce cas la série rentre dans la catégorie

de celles que nous nommons somrnables et a pour somme s -h •

Enfin, si les termes de la série al ternée augmentent indéfiniment,
S a série est, divergente. S î l l e est d'ailleurs, en général, sommahie, si
l'on a soin de prendre les mots en général (\[\\\^ un sens pmlù/de et non
il iéo tique.

On voit que la notion de limite intervient directement dans l'étude
de la convergence des séries alternées; cette étude ne poutdonc per-
mettre d'approfondir cette notion, comme l'étude de h» convergence
des séries à termes positifs.

Nous tenons à signaler un autre point important pour la suite :'nous
avons rappelé les liens ét ro i ts qu'il y a entre les séries à termes posi"
Si fs décroissants et les .fondions décroissantes ; a une première approxi-
mation (voir le paragraphe suivant pour le sens de ces mots), l'élude
de la convergence des séries se conibnd avec celle de la convergence
des intégrales. Il y a de plus grandes différences entre les séries alter-
nées et ce que l'on peut appeler les fonctions oscdlcirUcs', qui tendent
vers une l imite a en prenant une infinité de (bis la, valeurs. Si, pour
fixer les idées, nous considérons une fonct ion qui tend vers zéro
lorsque la variable x augmente indéfiniment, on aura à considérer
deux fonctions croissantes pour avoir une première idée du mode
d'oscillation : i° la fréquence des zéros; ̂  l'inverse du maximum ( i )

( , [ ' ) Nous supposons implicitement celte denucrc fonction croissante: c'est co qui a lien
en génércil {voir Ïe paragraphe V, p. 4 1 ) .
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dans Fintervalle de deux zéros; tandis que pour la série alternée,
comme pour la série à termes positifs, il n'y a qu'une fonction à con-
sidérer,

III. — Les ordres d'mfinitiide.

On sai t quel rôle impor tan t joue en Algèbre et en Analyse la consi-
dération des di f férents ordres d ' i n f i n i m e n t p e t i t s ; l ' impor tance de ce
rôle en Algèbre est due su r t ou t à la proposi l ion f o n d a m e n t a l e su ivan te :
les équa t ions algébriques déf in issent toujours des i n f i m m ( î n l peli ls
d 'un ordre i n f i n i t é s i m a l déterminé ( i ) . En d 'aut res termes, pour con-
na î t re les divers modes s u i v a n t lesquels une f o n c t i o n a lgébr ique d 'une
variable peut tendre vers une l i m i t e , lorsque la variable tend elle-
même vers une l i m i t e , i l suff i t d ' é tud ie r la man iè re dont ̂  tend vers
%éro lorsque a? tend vers zéro (ou l ' i n f i n i )•

Bien que, dans ce paragraphe, i l doive être exc lus ivement question
do variables réelles, nous pouvons rcnnarquer en passant que Fétude
de ces modes est i n t i m e m e n t liée a l'étude des singulari tés, en sorte
que l 'existence d'un ordre i n f i n i t é s i m a l délermirsé en t ra îne cette con-
séquence : les singularités des fonctions a lgébriques sont toutes de
même nature que celles de la fonction «x?\

En .effectuant sur la variable et sur la fonction (séparément) une
substitution linéaire, nous pouvons nous borner au cas où, la va r i ab le
tendant vers l ' infini par valeurs positives, la . fonction tend vers
rinfini. Nous supposerons d'abord qw la fonction nesl pas ascdllante
(c'est-à-dire ne prend pas une infinité de fois sa va leur l imi te) et nous
admettrons, qu'elle croît lorsque x croît (au moins à par t i r d 'une cer-
taine valeur de .'r).

Nous allons tout d'abord définir divers ordres d ' inf ini tude, c'est-
à-dire faire quelques conventions de langage (â).

Deux fonctions ©(.r) et 9^) auront le même ordre d ' i n f i n i l u d e û

( 1 ) On sait, de plus, que cet ordre est commensurable.
( 2) Cf. les travaux cités de Paul du Bois-Roymond cl aussi ceux do M, Pim'imrh* Hur

le même sujet; notre but n'est pas ici d'étudier la question générale do la elaHslflcm,i<m
des modes de croissance, mais seulement de donner quelques défmitîons qui mnm mmmi
commodes.
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le rapport ( p : < p i tend vers une limite finie lorsque x augmente indéfi-
n iment . Dans ce qui suit, nous désignerons par a, 6, c des nombres
positifs, par a un nombre réel, par m un entier positif, par (^ un entier
réel.

Nous résumerons nos définitions dans le Tableau suivant; on
remarquera qu'une difficulté résulte de ce que les fonctions consi-
dérées ne sont pas permutables entre elles; il y aurait peut-être lieu
de compliquer les notations si l'on voulait approfondir la théorie;
mais nous ne nous servirons que des définitions qui sont en tête du
Tableau et, pour elles, nos notations suffisent.

Dé^firutiofis.
Ordre d'infini tnde

Fonctioni-î. ( x = -h w ).
x^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a
cpi ( x ) -==- ex, ........................... o.)
e^................................... ac.)
e^ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &) a
y2(^)==^.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . (^

(p^(^)== É^-fW. ...................... û)^

l o g . 2 * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - == r,r"1

0)

log[lo^] === l o^ 2 5 ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o)~2

9».^(^)=lôg^ /^(^)==log[log•( /"- l);r]. . . o)-^
^log- . r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . oj -4- ^-1

,'r;^cp^(;z;) 9v(.^). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ -4- o^'-t" ̂
,^[cp^(,r)]^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a ^ b ^ '
.^(log.a?)^-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a + a&r-1

^^c^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ao) ^û)c
^.^(log.r)^ . . _ . . . . . . . . . . . . . . _ . . _ . _ _ ^ ̂  ù.)/̂ .,)-1

Ces deux derniers exemples sont donnés pour mémoire seulemenfc,
car nous ne nous proposons pas ici d 'étudier complètement le calcul.
de ces symboles, mais seulement d'adopter uir langage abrégé dans
des cas simples.

Lorsqu'une fonction 9(<r) aura même ordre d ' infinitude que l 'une
des fonctions de notre Tableau, nous dirons qu'elle a un ordre d'mfini-
tude déterminé. Cette déf in i t ion est év idemment arbitraire (de même
d'ailleurs que la définition d'un ordre infinitésimal déterminé); mais

Ann. de l'Éc. Normale^ 3° Série* 'l'orne XVI. — JA^VIEM 1899. 3
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l 'expérience prouve que les fonctions qui ont un ordre d 'mfnntudc
déterminé jouen t un rôle prépondérant en Analyse; l 'un des buts de
nos recherches est même de montrer que, dans des cas très étendus,
on peut se borner à considérer de telles fonctions; mais nous ne
ferons, dans ce Mémoire, qu'effleurer cette question (1), dont l ' im-
portance nous para î t très grande.

Lorsqu'une fonction y(^) n'a pas un ordre (T in f in i t ude dé terminé ,
diverses circonstances peuvent se présenter- Nous conviendrons de
dire que l'ordre d ' i n f i n i t u d e de ç(.r) est supérieure c e l u i de y, {x) si le
rapport y : ç, augmente indéf in iment avec x; l'ordre d ' i n f i n i t u d o de ç,
est inférieur h celui de y : cette dé f in i t i on ne suppose pas délennmés
les ordres de cp et de y , .

1° II peut arriver que l'ordre de ^(.x') soit supérieur à o/^, quel que
soit m; nous conviendrons alors de dire , pour abréger le langage, que
l'ordre de ç(^) est supérieur à ù)^; de même si l'ordre de cp(^) est
inférieur à oy"'772, quel que soit m, cette ordre sera dit inférieur à co ' ( t > .
Ces fonct ions ont été respectivement appelées fonctions à croisaarn^
très rapide et très lente [BOREL, Sur les zéros des fondions entières ( Aria
mathematica, t. XX)]. On les forme aisément par une méthode d o n t le
principe est dû à du Bois-Keymond et que nous avons déjà citée. Mais,
jusqu'ici, jamais de telles fonctions ne se sont présentéefî ruuurellemîni
aux géomètres; nous reviendrons sur ce point dans les derniers para-
graphes de ce Chapitre.

2° II peut arriver que la fonction ®(.r) prenne, quel , que soit m,
pour une infinité de valeurs de x croissant indéf in iment , des valeurs
supérieures (2) à 9/n('^)î en d'autres termes le rapport ç ; ç^ ne croit
pas Indéfiniment avec x, mais il ne reste pas non plus limité. Dans ce
cas nous dirons que l'ordre de 9(<x?) est irrégulièrement supérieur à o^;
on définirait de même un ordre irrégulièrement inférieur à (jcr^. Au
sujet de ces fonctions vaut l'observation qui termine le i0 ; il semble
même qu'elles soient encore plus artificielles que les précédentes.

3° Lorsque l'on ne se trouve dans aucun des cas jusqu'ici examinée,
il existe certainement dans le Tableau des fonctions F dont l'ordre

(1) Dans les paragraphes IV et'Vlï de ce Chapitre.
(2) Rappelons que Von a posé yi(a7) = ̂ •v; ^m{^) ̂  ^"--tt-1").
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cTinf în i tude est supérieur à celui de ç(<x*) et des fonctions G dont
l'ordre d ' in f în i tude est infér ieur à celui de <p(^). La connaissance de
ces deux catégories de fonctions apprend évidemment quelque chose
sur la manière dont croît cp(^') : cette fonction n'échappe pas complè-
tement à nos déf in i t ions comme dans les cas précédents.

Mais deux cas sont à distinguer : il peut arriver que l 'ensemble des
fonctions F et G épuise ou n épuise pas l 'ensemble des fonctions de
notre Tableau. Dans le premier cas la fonction ç(.r) est telle, que son
ordre d ' i n f î n i t u d e est supér ieur ou in fé r i eu r à l 'ordre de toute fonct ion
d'ordre déterminé : nous dirons que la croissance de ç(^) est régulière.
Dans le second cas i l existe des fonc t ions <p(<2.") d'ordre d'infii i i tude
déterminé et telles que le rapport ç : ^ ne tend vers a u c u n e l imi te
(ni vers l ' i n f in i ) lorsque ,r augmente i n d é f i n i m e n t : nous d i rons alors
que la fonct ion (p(^) est à croissance irrégtdiêre (1).

En résumé, les fonctions croissantes dont l'ordre d ' in f in i tude n'est
pas déterminé appartiennent à l 'une des catégories suivantes : fonc-
tions dont Perdre est (régulièrement ou irrégulièrement) supérieur
à a)^ (ou inférieur à or^); fonctions à croissance régulière; fonctions
à croissance irrégulière.

Donnons un exemple de cette dernière catégorie. Définissons les a
et les b par les identités

ex === (IQ -+• a^ x -h- <7 2 x^ -\~ a'^x^ -+-...

ex'l= ^o-4- ^1^-4- ^2.^-4- ̂ r3-^.. . (Z/ i - r^—.. .—: o).

Posons, d'autre part, m é tant un entier,

F(o) =0;' F(w) -": îo10'1 (m > o).

Si l'on a
F ( 2 w ) ^ n < F(2/n 4 -1 ) (/n-r=o, i, ï, .. .),

nous poserons
c,, ̂  a^

( 1 ) On peut rapprocher ces considérations de celles que j'ai développées dans une
Noie des Comptes rendus : Sur les types de croissance et sur les fonctions entièresy
janvier 1898.
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^ "̂ l'on a
F(âw-n) : ; / î<F(2w+2) (w=: ô, ï, % , . . . ) ,

^0^.9 poserons
Cn == ^rt.

Les c étant ainsi définis pour toute valeur de n, la fonction à crois-
sance irréguliere que nous voulions former est la suivante :

OT(cr) =Co+<^i^+ e2.^>2~^-c.-{.^ : î•-^-....

}sitifOn prouvera aisément Çx étant réel et positif) que cette fonction
a les propriétés suivantes :

On peut déterminer une suite de valeurs de ̂ croissant indéfiniment :
x ^ , x^ ..., x,n, • • - , et telles que l'on ait

^^s^^,,
pX,,,m ss oo L- '"

On peut dé terminer aussi, une sui te de valeurs de x croissant indé-
finiment ^^2,, . . , Ç^, ... et telles que l'on ait

lun^.).,^
m^w <^M

En d'autres termes, la fonction ©(«r) est, pour une infini té de va-
leurs de x, très voisine de ^efc, pour une infini té de valeura de^y trës
voisine de e'^. On pourrait même montrer qo/il en est ainsi dans âw
intervalles d'étendue très considérable ( ^ ) . Les dérivées (F ordre quel-
conque de CT(^) sont croissantes et ont des propriétés se'ïïtbiables.

On pourra dire que l'ordre d ' inf îni tude de ^'(<r) est compris entrn
a) et 02, mais il n'a aucune valeur déterminée entre ces deux ordres;
nous ne nous, étendrons pas sur les propriétés de la fonction ' ^ ( x }
(intéressante aussi à étudier dans tout le plan); mais nous avons tenu
à construire cet exemple afin de pouvoir donner une forrûe pliis con-
crète aux observations qui vont suivre, dans lesquelles nous iitiliserorm

(1) En désignant par s un nombre posilif arbitrairement potît, mais fixe^ on pout prcndn»
F ( ^ w + £ ) < ^ î < F ( 2 m 4 " i — £ ) , F(aw-hi4-s) <S/^< F(2W4-^ — ê ) ^
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la fonction rsÇx) s implement comme exemple de fonction à croissance
irrégulière, sans qu'il soit besoin d'en connaître d'autres propriétés
que celles que nous avons indiquées.

Comme nous l'avons déjà remarqué, une fonction algébrique y , qui
devient inf iniment petite avec la variable x^ possède un ordre infinité-
simal déterminé, c'est-à-dire qu'i l existe un nombre a (d'ail leurs ra-
t ionnel et positif, mais ceci nous importe peu actuellement), tel que
Fon ait
(1) y:=.^(c-he),

c étant une constante et s un in f in iment petit . Mais il y a plus. Il ré-
sulte de l'égalité (i) que £ est aussi une fonction, a lgébrique de ,-r; i l
possède donc un ordre inf ini tés imal déterminé; et si l'on pose

(2 ) s^^c'-he'),

on pourra raisonner de même sur s", etc.
Si l'on considère une fonct ion y satisfaisant à une égalité telle

que (i), sans qu'on la suppose algébrique, cette fonction aura , au,
voisinage de x= o, bien des propriétés communes avec une fonct ion
algébrique : elle ne s'en distinguera pas à un premier examen. Mais, si
l'on y regarde de plus près et si l'on é tudie l ' i n f ln imen t pe t i t £, des cir-
constances très diverses pourront se présenter, et, par exemple, l'ordre
i n f i n i t é s i m a l de £ pourra ne pas être dé terminé . Dans ce cas, l 'étude
de £ suffira pour d is t inguer net tement y d'une f o n c t i o n algébrique.

Supposons; au contraire , que l'on aiU'égali té (2); l 'analogie entre y
et une fonction algébrique, au voisinage de %éro, sera plus grande que
lorsqu'on supposait seulement l 'égalité 0); on pourra dire que la
fonction y a l 'apparence algébrique à la deuxième approximation, et
non plus seulement à la première; elle ne se d i s t ingue d'une fonct ion
algébrique que par les propriétés de €'. I l est clair que, de même que
'beaucoup de propriétés d'une courbe et d 'une surface en un poin t ne
dépendent que de leurs éléments in f in i t é s imaux d 'un ordre déterminé,
de même pour beaucoup de propriétés des fonctions, il. importera peu
que la fonction y soit algébrique ou ai t seulement l 'apparence algé-
brique, avec une app rox ima t ion d'ordre déterminé. Mais, par contre,
la différence appara î t ra à un .moment donné.



22 EM. BOREL.

Des remarques analogues pourraient être faites sur les dérivées des
divers ordres des fonctions algébriques; mais nous n'y insistons pas,
car nous aurons tout à l 'heure l'occasion de les faire à propos des
ordres d'infmitude, dont l'étude est notre véritable but.

Considérons une fonction cp(^) ayant un ordre d ' i n fmi tude déter-
miné, par exemple (o-4-ï; cela signifie que l'on a

^(a?) -= (c -l~e)^6^,

c étant une constante et £ i n f in imen t peti t pour.x i n f i n i . Il p e u t arr iver
que £ soit oscillant, c'est-à-dire prenne une in f in i t é de fois la va leu r
zéro; dans le cas contraire, £ sera, à partir d'une certaine valeur de .J%
ou positif ou négatif; nous poserons, s u i v a n t le cas

^r~^),

l a ' f o n c t i o n ^ (x) étant positive. Si cette fonction est cons tamment
croissante et a un ordre d'infiriùiide déterminé, nous pourrons opérer
sur elle de la mémo manière que sur ^(.r), c'est-à-dire poser, par
exemple,

^(.r)=(c/+^)Iog.r,

et, s'il y a lieu, c'est-à-dire si ^ n'est pas osc i l lant ,

3= i
"Ê7""

-^(.r).

Dans le cas où nous pourrons continuer ainsi m fois ( { ) , nous dirons
que la fonction proposée a un ordre d ' infinitude déterminé fuscj^à la
^eme approximation; si l'on peut continuer quel que soit m dm si, pour
quelque valeur de m, £ devient nul) , on dira que la fonction a un ordre
d'infinitude absolument déterminé; on peut en obteni r des expresHions
asymptotiques de plus en plus approchées en combinan t seulement el
en nombre limité, les fonctions qui figurent à notre Tableau.

Il est très aisé de former des fonctions ayant un ordre d ' in f in i tude

0) On voit très bien que ce procédé, indiqué ici à titre dWmple, pourrait cUr^ mn-
placé par d'autres analogues.



MÉMOIRE SUR LES SÉRIES DIVERGENTES. û3

déterminé, seulement à la PREMIÈRE approximation, par exemple. Il suffi t
d'utiliser la fonction ^ ( x ) définie tout à l'heure. Posons

^(^ )_== é^'O 4- OT(Iûg^ ̂ )] ;

on voit immédiatement que la fonction ^(.^) est d'ordre co -4-1, tandis
que ^(^;) n'a pas d'ordre déterminé, mais est compris entre .i1^ el

—^—^^; la première de ces fonctions est d'ordre i -- oy1; pour
indiquer l'ordre de la seconde, il serait nécessaire d 'étendre les con-
ventions déjà faites, ce qui est tout à f a i t i n u t i l e pour l ' i n s t an t .

On peut présenter les remarques qui précèdent à un point de vue un
peu différent . Soi t^(^) une fonction ayan t un ordre d ' i n f î n i t ude dé-
terminé, 0(;r) une fonction de notre Tableau (on aura i t pu supposer
seulement que 0(,r) a un ordre dé te rminé) ; les fonct ions ^(^') =±: 0(^),
la fonction ^[0(^')], la fonction 0[^(;zî)~], etc., on t , en général, un
ordre d ' i n f i n i t u d e déterminé. Il peu t y avoir exception si l'ordre de
^(.z?) est déterminé à la première approximat ion seulement . Par
exemple, pour la fonction ^(^) considérée il y a un ins tant , l'ordre
de ^(•ît-*)—xe^ n'est pas déterminé. Si l'on considéra i t une fonction
^(x) s 'exprimant au moyen de fonct ions de notre Tableau, combinées
en nombre l i m i t é , il est clair que des combinaisons s imples avec des
fonctions du Tableau lui conserveraient le même caractère; le môme
phénomène se produira pour une fonct ion telle que ^(^), avec des
exceptions possibles dépendant précisément de l 'approximat ion à
laquelle l'ordre d ' i n f î n i t u d e est déterminé. Mais nous voul ions seule-
ment signaler ce point de vue, qu'i l est i n u t i l e de développer.

Il nous suffi t , pour ce qui va suivre, de la remarque suivante :
si l'ordre d ' i n f i n i t u d e de ^(^) est dé terminé , il en est de même,
en général (1), de celui de e^. Grâce à cette remarque, nous voyons
que l'on peut , sans altérer beaucoup la généralité, supposer que
Perdre de la fonction à étudier est supérieur à o->, c'est-à-dire à celui

( 1 ) Voici un exempio où il n'ôn est pas ainsi; il suffit dû prendrô

^ ( X ) == G^ "+- V5 (/r).
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de e30. Cette hypothèse nous sera commode pour Fétude des dérivées,
bien qu'elle ne soit pas indispensable (^) .

Considérons donc une fonction y ayant un ordre d ' infini tude déter-
miné, supérieur à co. On a

(I) J=:Y(C+£),

Y étant une fonction déterminée do Tableau (par exemple e^ pour
fixer les idées), c une constante et £ un in f in iment petit. On d é d u i t
de (i)

(a) y=Y'(c+£)+s'Y==YYc+2+e'^y

Y • .Le rapport ^7 est in f in iment petit (grâce à l'hypothèse que l'ordre de Y
est supérieur à œ); si donc £' est infiniment pet i t , l'ordre dey est

/
égal à celui de Y^ On sait déjà que, si le rapport '̂  a une l imi te pour

a? =00, cette l imi te est la même que celle du rappor ta ; ce qu'on
peut énoncer en disant que si y a un ordre déterminé, c'est préci-
sément l'ordre de Y". Mais nous venons de donner une condi t ion
suffisante pour qu'il en soit ainsi : e' doi t être i n f i n i m e n t peti t (2). On
voit aisément que, si £' n'est pas i n f in imen t peti t , c'est grâce à un
terme oscillant; mais ce terme peut être placé aussi loin que l'on
veut, de sorte que l'on ne peut donner de règle précise. Par exemple,
on peut avoir

j
e^ -4- ^•-4- oc -4- log [a -i- sin e-^) *

(1) II y aurait encore beaucoup à dire sur le sujet que nous venons dWïleurcr. Par
exemple, il faudrait classer dans notre Tableau fondamental toutes les fonctions qu'on obtient
en regardant celles qui y figurent déjà comme fonction les unes des autres : par exemple.
en regardant xe^ comme fonction de e^^\ Cela amènerait à étendre la notation
des ordres d'infinitude et à préciser les règles de leur calcul, nécessairement compliqué
à cause de la non-commutabilité dos opérations. Mais il nous paraît de beaucoup préférable
d'indiquer ici quelques applications de ces considérations; il sera temps do les développer
si le besoin des applications l'exige.

^ ( 2 ) Comparez avec les recherches de du Bois-Reyrnond sur la dUrérenUation dos éga-
lités infmitaires et de M. Poincaré sur la différentiation des égalités asymptotiques.
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Nous étudions plus loin les fonctions oscillantes; c'est, en réalité,
l'extension à de telles fonctions de la not ion de l i m i t e qui permet
d'utiliser des séries ou des intégrales divergentes.

Pour le moment, nous dirons s implement que, en général, l 'ordre
des dérivées successives d 'une fonct ion s 'obtient s implement en diffé-
rent iant Fordre de la fonction.

On voit amplement par ce qui précède combien il serait impor tan t ,
étant donnée une fonct ion , définie par exemple au moyen d ' u n e équa-
tion différentielle, de savoir reconnaî t re si cette fonct ion rentre ou
non dans les mots en général. Si l'on en était assuré, en effet, bien
des problèmes diffici les se résoudraient i m m é d i a t e m e n t , par une mé-
thode analogue à celle de Puiseux pour l 'étude des racines in f in imen t
petites d'une équation algébrique. Soit, par exemple, l 'équat ion

y1' =7[^-(-y(^)] (^>o),
dans laquel le ç(^) est i n f i n i m e n t pe t i t pour x i n f i n i ; recherchons si
cette équat ion a une intégrale d 'un ordre d ' i n f i n i t u d e déterminé pour
x == 4-co.JLes termes d'ordre max imum seront nécessairement;)^—Q^y,
d'où l'on conclut immédia tement que y est de l'ordre de ea^. (Test là
un résultat bien connu, dû à M. Poincaré; notre procédé s 'applique"
rait tou t aussi, a i sément à des équa t ions bien p lus compl iquées .

Mais il est inu t i le d'insister pour le moment sur ce p o i n t , car il est
clair que ce procédé ne peut être app l iqué rigoureusement ( i l peut
toujours servir comme moyen de recherche) que si l 'on précise les cas
dans lesquels les fonct ions inconnues et leurs dérivées jusqu'à un
ordre convenable ont un ordre d ' i n f î n i t u d e déterminé. La détermina-
tion tout à fa i t générale de ces cas serait des p lus importantes ;
nous pourrons seulement donner quelques propositions sur ce sujet :
elles font l 'objet du paragraphe suivant, dans lequel nous nous occu-
perons d'équations différentiel les rationnelles (en.r,j,y, . . .) , et d e -
leurs intégrales, supposées augmenter indéfiniment avec x^ ainsi que
leurs dérivées. Ensui te , nous d i rons quelques mots des fonctions
osci l lantes dont l 'étude est bien plus d i f f ic i le .

Un mot cependant sur notre l imi ta t ion aux équat ions différentielles
rationnelles en x. Bien des résultats que nous obt iendrons pourraient
s'étendre aux équations rationnelles eny,y, .. .y dont les coefficients

Ann. de ÏFc. yormaîc. 3" Série. Torne XVI. — JANVIER 1899. 4
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seraient des fondions de x cF ordres d'infinùude déterminés. A une ap-
proximation déterminée (nous savons ce qu'on doit entendre par là),
il n'y aura pas de difficulté, et tout se passera aussi régulièrement
que si les coefficients étaient rationnels. Mais si ces coefficients ont
un ordre d'infinitade déterminé seulement jusqu'à une certaine ap-
proximation : en d'autres termes, s'ils n'appartiennent pas à notre
Tableau, mais sont seulement liés aux fonctions de ce Tableau par des
inégalités plus ou moins étroites, alors ils renferment en germe toutes
les difficultés que Paul du Bois-Reymond a reconnues à l 'étude géné-
rale des ordres d ' inf ini tude, difficultés que notre but est précisé-
ment d'écarter, vu qu'elles paraissent actuellement insarmontables
et le seront sans doute tant que la notion du transfîni ne sera pas pour
nous aussi claire que celle de l ' indéfini .

Il n'en résulte pas qu'il faille s'interdire de considérer des équa-
tions non rationnelles; dans bien des cas, les premières approxima-
tions suffisent pour le but que l'on a. en vue, et il est alors indKÏerent
que les coefficients soient rationnels ou simplement assujettis à des
inégalités d ' in f in i tude convenables,

IV. — Application aux équations différentielles.

Dans ce paragraphe, comme dans le précédent, nous nous occupons
exclusivement de variables réelles Çpasùi^es), le dernier paragraphe de
ce Chapitre (p. 44) es^ consacré à l'extension aux variables com-
plexes.

Nous nous proposons d'étudier l'ordre d'infinitude des intégrales
qui augmentent indéfiniment par valeurs positives, lorsque^ tend vers
+ oc. Bien des problèmes peuvent être ramenés à celui-là par des
changements de variable simples. Nous étudierons plus loin (§ VI,
p. 4i) 1^ cas des fonctions oscillantes.

Nous supposons, pour plus de netteté, l'équation rationnelle (en
x, y , y, ...) (voir la fin du paragraphe précédent); considérons
d'abord une équation du premier ordre
( I) /(^J.J^^o,

dont le premier membre est un polynôme en x, y , y. Nous, allons
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démontrer un premier théorème : V ordre d^nfinùude dey est inférieur
à co2. En d'autres termes, y étant une intégrale quelconque de ( î ) , on
a certainement, à partir d'une certaine valeur de œ,

(2) y<e<>x

Je vais montrer d'abord que si l'on n'a pas l ' inégalité (2) on peut
affirmer que, pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment,
on a à la fois

(3) y>ee•\ y>^y.

En effet, nier l'existence de sinégalités (3), c'est affirmer que, pour
toute valeur de x, on a, ou bien
(2) y<€{'•\

ou, bien

(4) y<^y-

Nous en conclurons aisément que l'on a l'inégalité (2) pow toutes
les valeurs de x qui dépassent une certaine limite, ce qui est contraire
a l'hypothèse.

Remarquons d^abord que si l ' inégalité (4) ci lieu pour toutes les
valeurs de oc supérieures à x^ on en conclut immédiatement , pour
x^>x^

logy(^)—log-7(^<,)< ^ ( ^ — È ^ ) ,

y^^^.^

ce qui, entraîne nécessairement l 'inégalité (2) pour les valeurs de x
qui dépassent une certaine limite.

Nous devons donc admettre que l 'inégalité (2) a lieu pour cer-
taines valeurs de x [puisque l'inégalité (4) ne peut avoir lieu pour
toute valeur de x\. Nous allons montrer que, si, l ' inégalité (2) est véri-
fiée pour x=x^ elle l'est aussi pour toutes les valeurs de x supé-
rieures à ,T().
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En effet, supposons qu'elle cesse d'être vérifiée pour . r = = ^ ; on
aura
(5) ^(0=^

et il y aura des valeurs de x, d i f férant de ^ aussi peu que l'on veut et
telles que l'on ait
(5 7) yW>e-\

Pour ces valeurs de x^ on aura, par hypothèse,

(4) y<^y.

On en conclut que l'on a sûrement, dans un pe t i t intervalle consé-
cutif à ^ (en vertu de la con t inu i t é des fonctions considérées)

( ô ) Y < j </, pour Ç < r < ' ^ ,

Des équations (5) et (6), on dédui t

/ 2 r,.2 S i \y<\eï(f' r' ;^',
c'est-à-dire

^e^- 1 ^
y< e^ 3 < e^ pour ^ < ̂ < à^

ce qui est contradictoire avec (S').
Nous sommes donc assurés qu'il existe une inf in i té de valeurs de x

croissant indéf in iment et telles que l'on ait s imul tanément

(3) y>ee\ y'>^e^y.

Désignons maintenant par £ un nombre positif fixe, mais que nous
pouvons choisir aussi petit que nous voulons (il ne doit dépendre que
de l 'équation différentielle proposée, ou plus exactement de son degré
total en y, y). Ne considérons que des valeurs àex telles que l'on ait

ï-exee;c<{etîxY^,

ce qui a lieu évidemment à partir d'une certaine valeur dc^. Cela posé,
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je dis que si. les inégalités (3) sont vérifiées po'ur.r == x^ et si l'on a,
pour x = x^

(7) J^./1-^

on peut trouver un nombre ^>;z^ ^/ que pour 00-=='^ on ait, non
seulement les inégalités (3), mais encore

(8) y=y^.

En effet, il est clair d 'abord que l ' inégal i té (7) ne saurait subsister
pour toute valeur de x, car on en t i rerai t

dr^ dY~CIL^ y-.-.5

r / r ï \ ï
.^. ____ ,y» ,.-̂ - __ ( ______, ____ ____ 1 .̂̂ -* ________

"1 ^ £ \ j^ "y^ '" sy^

A i n s i , il existe c e r t a i n e m e n t une valeur $, de Xy supérieure à^, , ,
tel le que pour x^ <^ x<^ ̂  on a i l - r inégali té (7), mais que pour œ = ̂
on a i t l 'égali té (^S); no^.y cillons montrer que les inégalités ( 3 ) ne
cessent pas (V être vérifiées pour x^ <^ x 5: ̂ .

L'une d'elles
y^^r

est une conséquence de l ' inégalité (7) et du. fait que l'on considère
seulement des valeurs de x telles que l'on a i t

•î-ea?<?r'•ï><(/>'"lx')^"+-£.

Or il, est évident que si, l'on a pour oc == ,v^,

j > ̂ ,
et pour a!^ <^ x^ ̂ ,

y>j^,
on a, pour x^ <; .r$ ̂ ,

y > 6-<

Donc si, en meroe temps que les inégali tés (3) on n'a pas, pour^===,ri ,

y^j14^
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on pourra trouver un nombre ^ > x^ tel que l'on ait pour x = ̂  les
inégalités (3) et l'égalité (8).

De toute façon, il existe un nombre ^ (pouvant être ̂  lui-même,
et tel que l'on ait à la fois

(37) y>ee^ y>^y, y^y

Gomme il existe une infini té de nombres supérieurs à ^ et donnant
lieu aux inégalités (3), on peut raisonner sur l 'un d'eux comme sur.z\,.
On trouvera ainsi une infinité de nombres ^ croissant indé f in imen t et
tels que, pour chacun d'eux, on ait les inégalités (3'). Or ceci est mani-
festement impossible; en effet, écrivons

/(^j,y)=^A.a,p,Y^.yPy^

et considérons le terme pour lequel la somme
( (3^y)^2^y^^^

est la plus grande, lorsque g est une constante posi t ive assez grande,
c'est-à-dire supérieure (1) à la plus grande des sommes 0 + ^ 4 - T.

Il est clair que pour des valeurs de.r s i ï f f î sarnmeni grandes d o n n a n t
lieu aux inégalités (3') (et nous savons qu'il , en existe d'aussi grandes
que l'on veut), ce terme sera supérieur à la somme des valeurs absolues
de tous les antres, ce qui est contradictoire.

Nous avons donc démontré la proposition énoncée.
On pourrait la compléter en comparant y à e^, ce qui exigerait une

étude plus approfondie de l 'équation différent iel le; pour une équation
donnée, on trouverait aisément un nombre a tel que l'on puisse affir-
mer quey est certainement d'ordre inférieur à celui de e^ (c'est-à-dire
à 0x2). Mais nous préférons nous attacher aux propositions les p lus
générales.

On peut induire de ce qui précède que, si l'on considère une équa-
tion d'ordre 772,

/(^y.y^ ...,y^):=:o,

>ex n/f "-̂ . o'v ̂  f\^<'••• <v !•-+•£

(1) II suffit de prendre l'arbitraire s, de manière que ^ soit aussi supérieur a toutes
ces sommes.
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dont le premier membre est un polynôme, Fordre de l'intégrale est
sûrement inférieur à co7^1, et par su i t e que, par des équations différen-
tielles algébriques, il est impossible de définir des fonctions dont
l'ordre soit (régulièrement ou irrégulièrement) supérieur à a/0.

Mais, bien que cette proposition ne me paraisse pas douteuse, je n'ai
pu en trouver encore de démonstration simple; et j'ai craint la lon-
gueur fastidieuse des raisonnements auxquels on se trouve conduit, si
l'on veut chercher à généraliser ceux que nous allons fa i re pour
l'équation du second ordre
(10) /(^j.y^/Q^o.

Nous nous proposons de démontrer que toute intégrale y clé cette équa-
tion est d'ordre inférieur à oj3. En d'autres termes, soit y une inté-
grale de (10); nous supposons que, lorsque x augmente indéfini-
ment par valeurs positives, y ne devient pas infini pour une infinité de
valeurs de x. Des lors nous pourrons affirmer que à partir (V une certaine
valeur de x^ on a constamment

y < e^.

En d'autres termes, il n'est pas possible que l'on ait, pour une infi-
nité de valeurs de x croissant indfîfiniment,

( ï i ) y>e€<l'r.

Nous allons supposer d'abord que le nombre £ étant, pris arbitraire-
ment petit ( ^ ), mais fixe, l'on a, à part ir d'une certaine valeur de x.
(l2) y^y^, y"<:y'^-\

Des lors, écrivons l'équation (10) sous la forme

^(y^y^+^y.y^y^^o,
en désignant par cp l'ensemble homogène en y, y ^ y " des termes de

( 1 ) II suffit que l'on ait
(ï-hS^O-f-"^

ri étant le degré total 0117,7', f de l'équation proposée (10).
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degré le plus élevé n par rapport à ces trois lettres. Si nous divisons
parj^ nous obtenons

( 1 3 ) J,^^,^+—^(y,y,^^)=o.
\ l/ J / */

Le second terme, en vertu des hypothèses faites, tend vers zéro
lorsque x augmente indéfiniment (1).

Si nous posons
^ V "J _ _, rl'nii "— _ 'ff^^-. •"2

7 "̂  y ~m~' "" '
l 'équation (i3) s'écrira

( 1 4 ) ^(ï,z,s'-^s\x) +rj"=o,

Y] tendant vers zéro lorsque oc augmente indéf in iment . D'ai l leurs , y
désignant une intégrale déterminée de (10), nous pouvons regarder T)
comme une fonction de x.

Or l ' imposs ib i l i t é de l 'équat ion ( ï4) résulte do l 'étude que nous
avons faite dans le cas (lu premier ordre. lin o f le t , si l 'on a, pour une
inf in i té de valeurs do oc croissant i n d é f i n i m e n i :

y > ̂ "^
on aura, de même, pour une infinité de valeurs de oc croissant indé-
finiment

y _ ^ •̂  ̂ .-J-->C ,

(1) Pour que cette conclusion soit tout à fait légitime, il est nécessaire de supposer
que, p étant le degré le plus élevé en x de l'équation (10), on a, à partir d'une certaine
valeur de .r,

y > XP'^ .

Or, a priori, il pourrait arriver que bien que l'on ait, pour une infinité de valeura
de x croissant indéfiniment

y^e^,

on ait aussi pour une infinité de 'valeurs de x croissant indéfiniment

y <^P+1.

Il est aisé de fabriquer de telles fonctions j; nous omettons la discussion qui montre
qu'elles ne peuvent vérifier une équation telle que (ro). {F'oir p. 33).
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dans ces condi t ions , nous savons que l 'équat ion (i4) est impossible.
Nous avons ainsi démontré la proposit ion de la page 3i dans le cas

où les condit ions (12) sont vérifiées, c'est-à-dire dans le cas où il n'y
a pas des valeurs de.z* croissant indéf in iment et donnant lieu à l 'une
des .inégalités
^5) y>^i-^

( i5y y^y1-1-2.

Nous allons ma in t enan t faire voir que notre démonstrat ion subsiste,
même si l ' inégalité ( î5) , par exemple, est vérifiée par une i n f i n i t é
de valeurs de x [un ra i sonnement analogue pourrai t être f a i t dans le
cas de l ' inégal i té (i:5y et dans le cas où l'on aura i t les deux] .

Le p r i n c i p e de not re démonstration va être le suivant : l 'inéga-
l i t é ( r5 ) , si elle est vérif iée, ne peut l 'être que d a n s de très petits i n -
tervalles, que l'on peut négliger dans la démonstrat ion de Vimpossi-
bilité d c 1 'éq u a ti o n ( ï 4 ) •

11. impor te d'abord de se reporter au raisonner'nent fai t dans le cas
du premier ordre, r a i sonnement d'où nous avons d é d u i t l ' imposs ibi l i té
de l 'équat ion ( ï / s ) - •II repose essent ie l lement su r la considérat ion
d 'une i n f i n i t é de n o m b r e s ^ , ^3, ... croissant i n d é f i n i m e n t , et p o u r
lesquels on a
/ ï f\ \ ,- •'--..„ ^ ' t ^x /- <-— - / ,.--- -1 -i-s
[ 1 t..) ; AJ ^~ K y C <1 <..ŝ  -» "•^ «»»

I I est nécessaire, pour la démonst ra t ion , que, p o u r ; r = = ^ , ^, ...,
T) tende vers zéro (ou du moins soit infér ieur à un nombre fixe).
Tout revient donc à faire voir que l'on peut s ^ arranger de manière que
les nombres S; soient extérieurs aux intervalles dans lesquels est vérifiée
ly in égalité ( 15 ).

Or supposons que, pour«z? == $, cette inégalité soit vérifiée, et qu 'el le
reste vér i f iée lorsque x varie dans l ' intervalle $, $ 4- A. On a

r/r_L > .̂r
.y1-^ ?

d\)ù (C/\, p. 29)
/« ,_•_.

ay-

^ftfi, de r I^t\ jNormale. 3e Série. 'Ï'ome XVï . — J A N V I E H iSQt).



34 ÉM. BOREL.

Supposons d'abord que, pour x = ^, nous ayons

y>ec ,

nous en conclurons
h<^e-^;

£

et cette l imite supérieure de h permet de montrer aisément que, pourvu
que ^ soit assez grand (par rapport à £, qu i peut être petit, mais qu i
est fixe), les inégalités (16), vérifiées pour x == $, peuvent être rem-
placées pour ^ = = Ç - + - À par des inégalités en différant assez peu ( * }
pour que l ' impossibil i té de l'équation (i4) en résulte [car, pour
x = ̂  -+- h, Y] est devenu inférieur à un nombre fixe, puisque l'inéga-
li té ( ï5) cesse alors d'être vérifiée].

Il reste à examiner le cas ou, pour x == '$, on aura i t

j<^;

mais cela ne peut avoir lieu pour toute valeur ^ telle que l'on a

y'z->e(:;

car, si pour toute valeur de ^, on avait

ou bien y < e^',
y / ^ou bien "•—•<" ê6

y

( r) On a, par exemple,
3(S-4- /Q>2(0>^\

si l'on suppose z croissant. Or

^/(« ec^ he^<, 1 e^e^e-^ < ̂ ,

y,i pouvant être pris aussi petit que l'on veut, pourvu que Ç soit assez grand. On a donc

^(Ç4-/Q>6^-^.

Dans le cas où z serait décroissant, on pourrait remplacer // par — / / , été. Enfin, si i'oti
n^est dans aucun de ces cas, il faut, pour être absolument rigoureux, examiner h ques-
tion d'un peu plus près.
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on en conclurai t , comme à la page 2j, que l'on a j^^^ pour tou te
valeur de x.

On voit aisément sur quels pr incipes sont basés nos ra isonnements ,
qu'i l nous a paru i nu t i l e de toujours détail ler complètement : i l s pren-
draient des proportions encore plus considérables dans le cas des
équations d'ordre supér ieur au second, à cause de la m u l t i p l i c i t é des
cas exceptionnels à examiner . C'est là une circonstance assez étrange,
car, si l'on y réfléchit u n peu, on se rend compte a i sément que ces
cas exceptionnels (par exemple, celui que nous avons s ignalé au bas
de la page 82) sont, si l 'on peut ainsi dire, plus impossibles que les
cas simples, où la croissance est assez régulière, et qu i se t r a i t e n t im-
méd ia t emen t . D 'une manière p lus précise, les fonct ions à croissance
aussi irrégulière sa t i s font a des é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s don t l 'ordre
est plus élevé que celui des équat ions dont les intégrales ne croissent:
pas plus vite, mais ont une croissance assez régulière.

Par exemple, i l résulte de ce qu i précède, et i l est d ' a i l l eurs évi -
dent que la fonct ion

,^2
jr:=^-

ne sa t i s fa i t pas à une équat ion d i f fé ren t ie l le algébrique du second
ordre, mais elle sa t i s f a i t à une équation du troisième ordre aisée a
former; au contraire, la fonction

ou même la fonct ion plus s imple y— x1' ne satisfont qu'à des équations
algébriques d'ordre supérieur à, trois.

Bien que je n'aie pas eu le temps d 'étudier cette question en dé-
tai l , i l semble que ce soit là une loi générale. Par exemple, on
démontrera aisément qu 'une fonct ion ^(.z*), telle que l'on ai t , pour
une in f in i t é de valeurs de x croissant i n d é f i n i m e n t ,

ïï7 ( x ) < e-"',

(;t aussi , pour une inf ini té de valeurs de x croissant indéf iniment
vJ(^)>e•rï

ne peut pas satisfaire à une équation algébrique du premier ordre. Mais
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ces recherches sont intimement liées à l'étude des fonctions oscil-
lantes, qui est, comme nous le verrons dans le prochain paragraphe,
plus difficile que celle des fonctions croissantes, et sur lesquelles
nous ne donnerons que d'assez rapides indications- Pour étendre au
cas de ces fonctions les recherches précédentes, i l serait sans doute
nécessaire de prendre pour hase les beaux résultats et les méthodes
profondes de M. Painlevé, en utilisant la généralisation de la notion
de l imite, telle qu'elle résulte des Chapitres suivants de ce Mémoire.

Nous allons terminer ce paragraphe en ind iquan t la re la i ion qu ' i l
y a entre les résultats qui y sont obtenus et les considérations sur les
caractères de convergence des séries que nous avons développées p lu s
liant. Soit

/( z ) == OQ -h a, z -}- a^z2 •+-...

une série de Taylor à coefficients positifs ayant pour rayon de conver-
gence un. Supposons de p lus que, pour z == i ' , la série soit divergente.

Le point z == i est alors un point s ingulier en lequel la fonc t ion
devient inf in ie (nous supposons-s toujours réel). Nous voulons mon-
trer qu'il y a une relation étroite entre l'ordre d ' i n f i n i f c u d o de la
fonction /(^) au po in t un et la nature de la divergence ( ' ) de la
série

( î ) ûfo -+- ^i -+- ûîa + . • • -+- (l^ -h . . ..

D'une manière plus précise nous établirons que, cet ordre é tantdonné
(supérieur à o)-^ et inférieur à o^), on peut reconnaître la divergence
de la série (î) par l'un des critères de M. Bertrand (2 ). Rappelons que
l'ordre àe/Çz) (supposé infini pour z = i) est supérieur à w^ si fÇz)
est, pour quelque valeur de n, supérieur à log^ —ï—, au moins poin*j î— ^ s,,
les valeurs de î — z inférieures à quelque nombre positif. On a posé

\Q^Z = log(log^-1^), lOg^^S = .;.

(1) Des observations analogues s'appliqueraient au cas où cette série sérail convcr^cnta.
( 2 ) Nous supposerons la série telle que ces critères ne soient pas inapplicables; pour

éviter cette hypothèse, il faudrait supposer Perdre d'infinîtude do f ( i — z ) déterminé.
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Soit
J —— Z 'ZZL £ ^

on a par hypothèse, sous la condition o <; £ <; T],

/•( I - -£)>. lOg^; .

Posons

d'où
(1-£)^;

, _ __lûg'î____ ^ ____^^
// ̂  ^ . ^ =r ^ ^ •̂ .

1^ 7:::"i 7-^+3

on a évidemment (1 )

/( f - 5 ) < ^<, -h ^i ( f - £ ) -1- . . . -4- Op ( Ï - 5 )/' < S/, ( t - £ )/- •:::: s// ;

en. posant

On a donc

Or on a.

S^ ̂  ff^ 4- (ï'\ -"I- ^2 "i- • . . - ( -" ^/^

ui > iog(//) i.

^ .̂,.,.̂ ^f. g g^
1 2

cl par suite, pour £ assc% petit,
ip<,;

donc en f in
S^> alog^^/y.

La divergence de la série ( ï ) est donc supérieure à cel le de la série

FA

v „ }
1>' ) 2ià ̂ J^^-J-^^^ "

1:

( 1 ) Nous supposons/^ entier ; ccht n'ît rtuclino importance.
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Donc, si ces deux séries sont comparables (c'est-à-dire si le rapport
de leurs termes généraux n'est pas oscillant), le rapport

/' ' P 1<W log^/?... log^-^ p

augmente indéfiniment avec/?, c'est-à-dire» que la divergence de la
série ( i ) se prouve à l'aide du n1^6 critère de M. Bertrand.

Nous avons tenu à donner cette applicat ion pour montrer le l ien
étroit qu'il y a entre divers paragraphes de ce Chapitre, qu i paraissent
au premier abord sans rapport entre eux. Par exemple, si une série
telle quef^z) est obtenue au moyen d'une équation différentiel le algé-
brique du premier ou du second ordre, on pourra affirmer que, si le pro-
duit

a^plo^P^ë^P

a pour limite zéro, la série (i) est convergente. Car, si la série diverge
et si ce produi t n'est pas oscillant, sa l im i t e ne peut être que l 'in-
fini.

Pour compléter ce résultat il resterai l à faire voir que, dans le cas
où nous sommes, ce produit ne peut être oscillant.

V. -— Les fonctions oscillantes.

Lorsque la variable x tend (1) vers une l imi te a, il peut arriver que
la fonction y 5 au moins pour les valeurs de x assez voisines de a,
tende, en variant toujours dans le même sens, vers la limite P. Nous avons
étudié cette circonstance dans les paragraphes précédents; lorsqu'elle
ne se présente pas, la fonction y sera dite oscillante. Mais ce cas se
subdivise en plusieurs autres. Nous en distinguerons tout d'abord
deux principaux, qui s'excluent mutuel lement : y peut avoir ou non

(1) Nous supposons, bien entendu, que x—a a un signe déterminé ot varie toujours
dans le même sens. C'est seulement alors que Pon peut dire, au sens propre du mot, que^
tend vers a ; nous parlerons plus loin du cas où se est imaginaire, tôt, là encore, nous sup-
poserons toujours que la variable tend vers sa limite en suivant un chemin déterminé.
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une l imi te un ique (1). Dans le cas où la fonct ion y, supposée con-
t i n u e , possède une inf in i té de l imi tes , ces l imi tes remplissent tout un
in te rva l le ^,, (^ (qui, peut être en par t icu l ie r —co , -+-x)). [Dans le
cas ou pi > pa, nous entendons par i n t e r v a l l e p, , [iL les deux inter-
val les [^, -t-co et —-)o, j^j. La fonct ion y est alors indé te rminée
pour *r = a et son champ d ' indé te rmina t ion est l ' intervalle ̂ , ̂ .

La question de savoir s'il, convient d ' a t t r ibuer part icul ièrement à j
l'une des valeurs p de son champ d ' indé termina t ion est en relation.
étroite avec l 'é tude des séries divergentes (et des intégrales définies
dépourvues de sens); à ce po in t de vue, nous pouvons dire que le
Chapitre II est consacré ent iè rement à cette ques t i on . Nous nous con-
tenterons de fa i re ici quelques remarques, r e l a t ivement aux racines de
l ' équa t ion y = p, p étant une va leur du champ d ' i ndé t e rmina t i on .

D'après ce qu i précède, cette équat ion a une i n f i n i t é de racines
lorsque ,v tend vers a; soit a, un nombre quelconque in f é r i eu r a a;
posons F .̂̂ ...~~ et désignons par 0(,^) le nombre des racines de
l ' équa t ion y = = p , comprises en t re a^ et oc. La f o n c t i o n O ( ^ ) est une
f o n c t i o n posi t ive croissante; elle est d i s con t inue ; on peut de bien des
manières la remplacer par une fonction con t inue , ainsi que ses dé-
rivées (Jusqu 'à un ordre quelconque ou mémo de tout ordre); mais
cela n'a pas (Fimporlance ac tue l lement . Nous dirons que cette fonc-
tion 0(s;) mesure la f réquence des racines do l ' équa t ion y == p ; si deux
fonctions Û(-s) ont le môme ordre d ' i n f i n i t u d e , les racines des équa-
tions correspondanles seront dites wolr la même fréquence.

Cela étant , une dis t inct ion impor t an te s ' i n t r o d u i t entre les fonct ions
indéterminées; nous dirons que l ' indé te rmpnat ion est régulière, si,
[3 é tant un nombre quelconque de Pinterval le d ' indélerminat ion (sauf
peut-être l 'une des l i m i t e s de cet intervalle) , toutes les équa t ions j== p
ont des racines de même fréquence; l ' i ndé t e rmina t i on sera irrégulière
dans le cas contraire; on pourrai t d i s t inguer bien des cas dans ce der-
nier, dé f in i r une i n d é t e r m i n a t i o n semi-régulière, mais nous ne pou-

( 1 ) La valeur infinie do.}'' n'ost pas distinguée dos autres; dans ce qui sinfc,j est dit

continu, si, soifcj, soit - est continu, au sens strict du mot
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vous nous étendre trop longtemps sur ces questions, qui nous entraî-
nerait trop loin de notre sujet.

Ainsi , à une fonction d'indétermination régulière correspond une
fréquence déterminée qui caractérise dans une certaine mesure la sin-
gularité du point x = a. Il y a une relation étroite entre cette question,
la fréquence des racines de l'équation yf=o et la variation des
valeurs de y, lorsque x est égal à l 'une de ces racines.

Occupons-nous maintenant des fonctions y qu i sont déterminées
p o u r ^ = = a ; nous supposerons, pour simplifier le langage, que l'on
a a == (3 = o et que x tend vers zéro par valeurs positives. Alors y a
pour l imite zéro, mais prend une inf in i té de fois cette valeur, c'est-
à-dire passe une inf in i té de fois du positif au négatif . Nous pourrons
définir , comme précédemment, la fréquence 0(z) des racines de
l 'équation j== o. C'est l'un des éléments qui permettent de définir la
singulari té, mais c'est loin d'être le seul. Considérons l 'équat ion

y' •=: o ;

nous pouvons ranger ses racines en quatre catégories ( < ) , auxquelles
correspondent respectivement pour y des maxima pos i t i f s , des min ima
négatifs, des maxima négatifs, des m i n i m a positifs. Désignons respec-
tivement par 0^ (a), O^), 0,(5), Ô,(^) la fréquence de ces quatre
espèces de racines.

On a évidemment (à une unité près)

{Q{z)-=Q^)-Q,{z)^Q^z)^Q^^

La fonction y sera dite à type sinusoïdal simple si les fonctions CL,
et 6,, restent finies lorsque z croît indéfiniment , c'est-à-dire si le
nombre des maxima positifs et des minima négatifs est l imité . On peut
alors le supposer nul, en ne considérant là fonction que pour des va-
leurs de x assez petites, et l'on a alors, à une ou deux unités près,

( ï ) ^)=^)^^)=3^)=a^).

La fonction y serait approximativement à type sinusoïdal simple si

(? ) Pour simplifier, nous excluons le cas des maxima ou des minima nuls, e'esl-à-diro
des racines multiples, qui compliqueraient encore la classification.
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les équations ( i ) n 'avaient pas lieu exactement, mais seulement
asymptotiquement.

Considérons une fonction y à type sinusoïdal s imple; à chaque
racine x de la dérivée correspond une certaine valeur y de la fonction ;
posons

-=w\ cl ^^îyr
'^(z) croît i n d é f i n i m e n t avec -s; si la fonction ^(-s) ^constamment

croissante, le type sinusoïdal simple sera dit en outre régulier. On voit
qu 'un type sinusoïdal s imple régalier condui t à définir deux fonctions
croissantes O(^ ) et ^(^s), qu i le caractérisent (à une première approxi-
mat ion) . On aura des types part iculiers fort importants en supposant
ces deux fonctions en relation simple; et, d'une manière générale,
on étudiera et l 'on classera ces fonctions croissantes par les méthodes
du § III .

Il pourrai t y avoir l i eu de considérer aussi les dérivées d'ordre supé-
r ieur au premier; nous avons tenu simplement à montrer dans quel
ordre d'idées on pouvait entreprendre une classification des fonctions
oscillantes, mais nous ne pouvons que répéter ici ce que nous avons
déjà dit p lus h a u t : cette classification ne peut avoir quelque impor-
tance que si elle correspond à quelque chose de réel, c'est-à-dire si
une étu-de approfondie des divers problèmes où s ' introduisent natu-
rellement des fonctions oscillantes montre que la classification adoptée
suff i t à é tudier les fonct ions ainsi obtenues; sinon, il est bien clair
que, si. on laisse à l 'idée de fonction toute sa généralité a priori, toute
classif icat ion, que lque étendue qu 'e l le soit, sera absolument incom-
plète et ne s'appliquera qu'à des cas infiniment particuliers.

VI. — Application aux équations différentielles.

Nous allons, pour donner au moins une application de ce qui pré-
cède, dire quelques mots des fonctions oscillantes définies par des
'équations différentielles.

Nous prendrons l 'équation du premier ordre , ! ' • 1 ,

f{y, y ' , x) == o (/'polynôme en x, y , y ' ) ,
Afin. de i'Ac, Normale. 2* Série. Tome XVL — F^mm 1899- . ^
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et nous supposerons que lorsque ^augmcmte i n d é f i n i m e n t , par valeurs
positives, u n e intégrale y prend une inf in i té de fois la va leur zéro. Pour
le moment nous ne d i s t inguons pas si, pour x === -h oc, y a la va leur
déterminée zéro ou est indéterminé . I l y aura l i e u , dès lors, d 'é tudier
la fréquence des racines de l ' équat ion y == o.

Comme nous nous proposons surtout de trouver une l i m i t e supé-
rieure de cette fréquence, nous supposerons qu'elle est supérieure
à x, ce qu i revient à dire que la distance de deux racines consécut ives
devient i n f i n i m e n t peti te avec -•oc

Lorsque x est très grand (d 'une manière précise, lorsque x sur-
passe notablement les racines des divers polynômes en x, coefficients
des produits j-^yP dans l 'équation proposée), on peut, dans l'inter-
valle de deux racines consécutives de l 'équat ion y == o, regarder x
comme constant, et l 'on commettra une erreur d 'autant moindre que .r
sera plus grand. Dès lors l ' i n t e rva l l e entre ces deux racines apparai î :
comme é tan t une période déterminée d 'une ce r t a ine intégrale abé"
l ienne, re la t ive à une fonction a lgébrique déf in ie par u n e équa t ion
dont les coefficients dépendent a lgébr iquement do x. On suppose cette
période in f in imen t pet i te en môme temps que -î- Dans des cas é tendus ,
on prouvera qu 'el le a un ordre i n f i n i t é s i m a l dé te rminé , ou tout au
moins u n ordre d ' i n f in i tude déterminé.

Occupons-nous maintenant de l 'a l lure générale de la fonct ion y. h*
fait que l'équation considérée est du premier ordre va rendre cetU»
étude très aisée; et des modifications notables à la méthode et aux
résultats s ' in t roduiraient pour les ordres supér ieurs ; il y a là un champ
considérable de recherches ; nous indiquons à la fin de ce paragraphe
le principe qui semble devoir les guider.

L'équation du premier ordre proposée étant algébrique, il est c l a i r
que, en y supposant y = o, on en déduit pour y et pour y ' des fonc-
tions algébriques de x-, de plus y est alors une fonction ra t ionnol le
de y et de oc. De même en supposant y = o, on trouve pour y une
fonction algébrique de x et poury une fonction rationnelle dey et do ,r.

On en conclut que la fonction y , dans le cas où elle tend vers sera,
appartient au type sinusoïdal simple et régulier, les maxima et m i n i m a
étant d'ailleurs régis par une fonction d'ordre fini (c'est la fonction ^
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de la page 41)" Dans le cas où y ne tend pas vers xéro la même con-
clusion subsiste pour les maxirna et min ima (mais , au lieu d'être infi-
niment petits^ ou bien ils sont i n f in imen t grands d'ordre f ini , ou. bien
ils sont égaux à une constante, p lus ou moins un i n f i n i m e n t pet i t
d'ordre f ini) ; en tout cas l ' indétermination de y est régulière.

Indiquons, en t e rminan t , l'idée qui nous a guidé, dans ce paragraphe
et le paragraphe IV, et qui nous paraît susceptible de condui re à de
nouveaux résultats.

Etant donnée une combinaison de fonctions exponentielles, logarith-
miques et c i rcu la i res , par exemple la suivante
(i) y -r:: e^ 4- cos.r (!'rî -h e^ •-^"^•i^

on peut former une i n f i n i t é d 'équations d i f fé ren t ie l les a lgébriques
vérifiées par y ; désignons par n l'ordre m i n i m u m de ces équat ions .

D'autre part , é tudions la, croissance de la (onc t ion y; elle pourra
être de na ture assez compl iquée , comme c'est le cas pour l'expres-
sion (J), mais cette complicat ion n"'est pas i l l imi tée et peut être assez
rap ide inen t d é f i n i e (ne serait-ce que par l 'équation (i) elle-même);
nous savons qu 'une croissance de cette nature peut être obtenue par
une équat ion d i f fé ren t i e l l e d'ordre n; nous devrons nous a t tacher '
à démontrer qu 'el le ne peut pas l 'être par une équat ion di i lerent ie l le
d'ordre moindre , et ce sera là une propriété des équat ions d'ordre
n — s . La seule di f f icul té dans l ' app l i ca t ion de cette méthode de
recherches consiste dans le choix convenable des caractères qui défi-
nissent la complication du mode de croissance.

C'est ainsi qu 'ayant reconnu que la fonction y == ^'<l"r vérifie une
équat ion du troisième ordre nous avons été condui t à, démontrer que
l'ordre d ' i n f i n i t u d e d 'une intégrale croissante d'une équation du second
ordre est i n fé r i eu r à celui dey.

VII. — Les fonctions de variable complexe.

En appl iquant à l'étude des fonctions de variable complexe les pr in-
cipes et les résultats précédents, on se trouve naturellement conduit à
u n e classification nouvelle des singularités de ces fonctions, classifi-
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cation d'ailleurs destinée à œ/^fe^r et non ̂ remplacer la classification
usuelle.

Dans celle-ci, le rôle essentiel est joué par les valeurs (déterminées
ou indéterminées) que prend la fonction au point s ingul ie r et dans
son voisinage (points singaliers essentiels, transcendants, algébriques,
logarithmiques, etc.); nous nous préoccuperons, au contraire, surtout.
de ^manière dont la fonction tend vers la ou les valeurs qu 'e l l e prend
au point singulier. Ceci demande quelques explications.

Un point singulier essentiel est caractérisé par le fai t que la fonct ion
est uniforme dans son voisinage et complètement indé te rminée en ce
point . D'une manière plus précise, l 'équation /(^) == ci possède une
infinité de racines au voisinage du point s ingul ier (sauf peut-être pour
deux valeurs exceptionnelles de a, dont l 'une peut être inf in ie) . Mais ,
de la nature de cette inf in i té , il n'est pas ques t ion .

Laguerre a, le premier, vu le rôle impor t an t que j o u a i t le genre dans
la théorie des fonctions entières. De ses recherches mémorables sur ce
sujet, et des compléments qu'y ont apportés les t ravaux do MM,, Poin-
caré, Hadamard, Borel, il résu l te que la connaissance du genre d ' u n e
fonction entière nous renseigne à la (bis sur l 'ordre d ' i n f in i ludo de la
fonction et sur l'ordre d ' i n f i n i t u d c d u nombre dos racines de Péqna t ion
y(^)== a (sauf dans le cas d'exception de M. Picard,). Par fo is , i l y a
d'ailleurs avantage à considérer, au l ieu du genre, un nombre q u e
j'ai appelé ordre apparente) et qu'on peut appeler s i rnphmieni ordre
dans les recherches où n ' in terv ientpas lecas d'exception de M. Picard.
Par exemple, si l'on pose

fÇz) "= sin -!- 4- ̂ e\

(1) Sn.r les zéros des fonctions entières {Acta mathematica, t. XX), Rappelons (|IK;
lorsque l'ordre n'est pas entier, le genre de Laguerre est égal usa partie entière; lorsqu'il
est entier, le genre de Laguerre peut lui être égal ou inférieur d'une unité. L'un des avantages
delà nouvelle dénomination est que l'ordre de la dérivée est toujours égal à Fordre de la
fonction, alors que la question est en suspens pour le genre de Laguerre (bien que probn-
blement on doive la résoudre par l'affirmative); de plus, dans lo cas où l'ordre ifesl pas
entier, il est préférable de le connaître exactement que de connaître seulement sa partie
entière. D'ailleurs, pour Vexemple actuel, on pourrait remplacer ordre par genre de L;î"
guorre sans que rien soit changé.
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le po in t singulier essentiel z == o est d'ordre un; il en est de même
(rail leurs pour/'(-s). Dès lors, on voit aisément que si la variable z
tend vers zéro en su ivant un chemin rectilignc (ou même algé-
brique) et si l'on regarde le module dof(z) comme fonction du module
de -^ (ou de l ' inverse de Yarc compris entre le point z et l 'origine),
cette fonction de variable réelle est inférieure ( 1 ) à ê•^>14"e, quelque peti t
que soit le nombre posi t i f £, et peut prendre, si le chemin est conve-
nab lemen t choisi , une inf in i té de valeurs supérieures à e^'""6. Ces pro-
priétés, dans le cas d 'un point s ingul ier essentiel pour lequel Virifiru
est une valeur except ionnel le , suffisent pour que ce po in t soit d'ordre
un : on peu t en dédui re d'autres, qu i peuvent les remplacer lorsqu^l
n'y a pas de va l eu r s exceptionnelles.

Considérons ma in tenant un po in t s ingul ie r d ' une nature quelconque
et, issues do ce p o i n t , deux droites faisant un angle quelconque [dans
le cas où la (onc t ion n'est pas u n i f o r m e au voisinage du po in t s ingul ier
considéré, chacune de ces "droites doi t élrc regardée comme tracée sur
un feu i l l e t déten'niné do la surface de liiemann ; l 'angle des deux droites
peut alors être supér ieur à a-rr; i l pour ra i t mémo être i n f i n i , l 'une des
droites (ou les deux) ayant disparu âpres avoir lourné indé f in imen t
dans un sens dé te rminée

Supposons que dans l'espace angula i re . A, compris entre les d e u x
droi tes et au vois inage du po in t (c'est-à-dire à l ' in té r ieur d'un cercle
assez pe t i t ) , la, fonct ion ne prenne pas la va leur a, mais prenne des
valeurs aussi voisines que l'on veu t de a. Nous étudierons l'ordre
d ' i n f i n i t u d e de ,.^-1.^^^ par rapport ( 2 ) à —| loî^'f^ z ^"d ^(îrs

xéro par des c h e m i n s G d 'une nature déterminée (chemins reclilignes,
chemins algébriques, etc.), restant dans l'espace angula i re considéré.
Si, cet ordre d ' m f i n i t u d e est constamment i n f é r i e u r à ( r -h- & ) o > [c'est-
à-dire si le module considéré est i n fé r i eu r à (?(l-l•£)•r, oc étant la variable
réelle in t rodu i te ] , et, (l'autre part si, pour une i n f i n i t é de chemins,

( 1 ) DariH le cas particulier considéré, on pour ra i t préciser davantage; nous donnons
don l imites s 'appliquant à toutes les fonctions tordre un (voir ia note (le la page pré-
cédente).

( ï ) Ou par rapport a Pinverso de Varc lorsque le chemin n'est pas rectiligne,
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cet ordre d ' inf ini lude n'est pas inférieur à (i •— £)œ [c'est-à-dire si le
module considéré prend une in f in i t é de valeurs supérieures à ^"^J.
nous dirons que la fonction est d'ordre un relativement à l'angle A, aux
chemins G, et à la valeur d'exception a. Supposons maintenant que
l'équation f(z)==a ait une infini té de racines dans l'espace A; si
celte infinité est du même ordre d ' infini tude que pour un point singu-
lier essentiel d'ordre égal à un, nous dirons que la fonction est d'ordre
un relativement à F angle A et à la valeur ordinaire a. On pourrai t
aussi, dans ce cas, considérer des chemins C [sur lesquels la fonction
serait de nature oscillante (1)], mais comme toute cette théorie, qu i
ne peut être développée ici, n'y joue qu'un rôle accessoire, nous
laisserons ce point de côté.

Nous ne nous occuperons pas non plus de la question de savoir si,
comme pour les fonctions uniformes au voisinage d'un point essentiel,
on peut, au l ieu de parler d 'un ordre relatif (à certains chemins, à
certains angles, à certaines valeurs), on peut définir un ordre absolu
en quelque sorte, auquel les divers ordres relatifs seront infér ieurs ;
il y aurai t là un grand nombre de questions à é tudier .

Faisons cependant une remarque au sujet des chemins C; il no
paraît pas douteux qu'il ne faille absolument in t rodu i re certaines res-
trictions au sujet de ces chemins (si l'on veut étudier des fonctions
de variable réelle sur ces chemins; en effet, si l'on prend pour variai) le
—,9 ou toute autre quant i té indépendante de C, ce chemin n'intervient
pas en réalité et l'on conçoit que son choix, tout à fait arbi traire ne
joue qu'un rôle accessoire). Cette remarque sera, nous l'espérons,
rendue très claire par les applications qui terminent ce paragraphe et
qui sont relatives aux points singuliers des intégrales d'équations
différentielles algébriques.

Précisons d'abord le sens de quelques termes. Les fonctions ^
é?^'2, e"3, .,. dont l'ordre d ' infinitude a été désigné par OD, 00.2, co.3, ...,
ont pour ordre respectivement i , 2, 3, .... De même la fonction é"'
dont l'ordre d'infinitude est co2 ==œ.ûL> pourra être dite d'ordre œ, la

( 1 ) On envisagerait séparément sa partie réelle et sa partie imaginaire, pour plus do
netteté.
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fonc t ion e^ (Tordre o)2, . . . . Les fonctions qu i croissent p lus vite ( 1 )
qu'un nombre quelconque d'exponentielles superposées seront dites
avoir un ordre supérieur à œ^. [On pourra définir d 'une manière ana-
logue l'ordre des fonctions de variables réelles osci l lantes , par
exemple, sin(^) est d'ordre co pour x réel et re la t ivement aux va-
leurs comprises entre — i et -i-i ; relat ivement à la valeur zéro, et
toujours pour x réel, s in^(2 -h sin^) est seulement d'ordre u n , car
ses zéros sont ceux de sin.r. j

Si l'on admettai t un résultat énoncé précédemment, on sérail con-
d u i t au théorème fort important q u i su i t : Une fonction z ^ = y - { - i t
étant définie par une équation différentielle algébrique, y considère
comme fonction de la variable réelle et positive oc est (tordre inférieur
à o^.

En effet, soit
/[ ,, „ ^ ^ »{n}~\ — ç.<Â,' , -j, „> , ̂  , . . , y ^' J —— U

l ' équat ion proposée; si l'on pose z ==y -h- ù et que, supposant x réel ,
l'on sépare la partie réelle de la partie imagina i re , on o b t i e n t deux
équations à coefficients réels

^[>,j,y, ...^j^, 1.i\ ..., ^^]=o,
Â[.r,y,y, ...,r^, t, L^ .. ., ^)]==o,

d'où, par él iminat ion de i, l 'équation réelle

F[.r ,y,y\ . . . ,y(^)]=o.

Le résultat rappelé consiste précisément en ce que toute in tég ra le y
de cette équation est d'ordre inférieur (2) à oY0.

( 1 ) II s'agit ici do fondions do variables réelles; pour les fonctions t ra i i scendantos
entières, il suffirait de considérer !e module maximum pour [ z \ ==:.r; les inouïes défini-
tions s'appliqueraient. On remarquera que ce que nous appelons l'ordre est j»récisé~
rnent l'ordre d'infinitude delà fréquence des zéros.

( 2 ) Une remarque importante est nécessaire ici. Considérons, pour f ixer les idées, une
fonction elliptique y admettant pour pôles tous les points z = x -+- /'j-, pour lesquels .r
et j sont entiers. Supposons que z s'éloigne indénnuncnt sur 1;» d r o i t e j—:_ a.r; il est
manifeste que la manière dont varie sur cette droite le module p de I;i fonct ion o dépond
essentiellement de la valeur arithmétique de a. Réduisons a en fract ion con t inue et soit
a,i= ^{n) le ^î<>"1"0 quotient incomplet. Si, par exemple, la fonction ^( / / ' ) est d'ordre supé-
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D'ailleurs, la proposition énoncée est susceptible de généralisations
très étendues sur lesquelles nous ne nous étendrions pas, si ce n'était
une occasion d'expliquer ce que nous avons di t au sujet des courbes C.

Il est clair d'abord que, si, au lieu de poser z ==y-+- it, on posait
z ==: pé^, p et a vérifieraient aussi des équations différent iel les algé-
briques aisées à former (d'ordre in pour p et 2/z 4- ï pour a); la même
proposition pourrait donc s'appliquer à p et a considérés comme fonc-
tions de x.

Mais une généralisation plus importante est la suivante; supposons
que x, au lieu de croître par valeurs positives, tende vers une valeur x^
en suivant un certain chemin G; si ce chemin C est algébrique, on est
ramené a isément au cas qui précède. II en est de même si ce chemin
n'est pas algébrique, mais est défini par une équation différentielle
algébrique (entre la partie réelle et la partie imaginaire de c-x*); i l v a
seulement à in t roduire explicitement cette équation différentielle, ce
qui augmente l'ordre de l 'équation finale.

D'autre part, si le chemin C, non algébrique ni défini par une équa-
tion d i f fé ren t ie l le algébrique, étai t , dans le voisinage de x^ approxi-
mativement algébrique (1), une étude spéciale à chaque cas pour ra i t
permettre de constater que, aux premières approximations, les fonc-
tions considérées satisfont aux mêmes condi t ions que si le c h e m i n
était rectiligne. Mais il nest pas douteux que si, dans la définition du
chemin, entre d'une manière quelconque une fonction d'ordre supérieur
à o^, cette complication arbitrairement introduite ne pourra plus être

rieur à o^, p considéré comme fonction de x sera aussi d ' o r d r e (irrégulièrement) supé-
rieur à co^. Ici p est une fonction oscillante (non toujours croissante), que l'on peut
aisément définir par une équation du second ordre. Mais les coefficients de cette équation
dépendent de la constante a, et c'est avec cette constante que s'introduisent toutes les
difficultés de Du Bois-Reymond. Dans les recherches dont nous venons de parier, il semble
donc nécessaire de tenir compte de la nature arithmétique des coefficients;'c'est une
grande source de difficultés. D'ailleurs cette étude, une fois faite, conduirait à des con-
clusions importantes relativement à la nature arithmétique des constantes qui peuvent
être définies par des équations différentielles algébriques à coefficients entiers; pour ces
constantes, on doit pouvoir limiter l'ordre d'infinitude de la fonction arithmétique ^ ( n ) ' ,
peut-être même peut-on la rattacher à des types croissants ou oscillants assez simples.

( 1 ) Ou si l'une des coordonnées considérée comme fonction de l'autre était approxima-
tivemenfc d'un ordre d'infinitude déterminé.
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éliminée et se retrouvera dans les résultats, si on les examine avec assez
d'attention. Par exemple, désignons par 9(;z') une fonction positive
croissante, d'ordre supérieur à œ^; posant x == ^ + r/jç considérons le
chemin C défini, par l 'équat ion

0 -w
réqua t ion différentiel le — ===5 et l ' intégrale ^==^ de cette équation,
lorsque x tend vers zéro en suivant le chemin considéré. On a

e^ —. (^ ( cos •n -\- i sin yj ).

On en conclut que le module p de z considéré comme fonction de
l 'arc du chemin C ( l eque l d i f fè re i n f i n i m e n t peu de Y]) tend vers un
avec une r ap id i t é d'ordre supér ieur* à. oY''; en d 'autres termes,
—_ ( q u i sa t is fa i t , considéré comme fonction de oc, à une équa t ionp — t v x A

d i f l e ren t i e l l e aisée à former) est d 'ordre supér ieur à oV par rapport à
l ' inverse de cet arc.

On a cependant affaire ici à un chemin qui. admet' une tangente
déterminée; aussi la partie réelle ^COSY] de ^ est (Tordre un sur le
chemin considéré : il y a donc certaines propriétés simples, mais la
nature du chemin/ait, à un moment donné, apparaître les difficultés.

Quit tons ces généra l i tés pour démont re r au moins un résultat
précis, mais bien particulier. Nous n'avons, en effet, é tud ié d ' u n e
manière approfondie que l ' équa t ion du second ordre à variables
réelles (et encore en laissant de côté les cas osci l lants) ; nous devrons
donc nous borner à Inéquation algébrique du premier ordre à variables
complexes. Soit

( ( ) />(•^, ^ z')-=. o (/ polynôme en .r, z, ^),

cette équa t ion ; en; posant z==y-+~ù, et procédant comme plus haut
on ob t i endra , x é tant réel, l 'équation réelle en y

F(.-r, y , y ' , y " ) ^ o .

Ann. de l 'Kc . Normale. 3" Série. 'l'orne XVI. — KÉVKŒH 1899. 7
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Nous pouvons affirmer que, si y ne devient pas une infinité de fois infini,
et est constamment croissant, on a, à partir d'une certaine valeur de .r,

y<e^\

On pourra i t d'ailleurs énoncer un résultat analogue, en remplaçant
l'axe réel par une courbe algébrique quelconque.

CH4PITRE II.
LES SÉRIES SOMMABLES ET LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE.

I. -—• Les séries sommables.

Pendant longtemps les géomètres ont u t i l i sé les séries (et les in té-
grales définies) sans se préoccuper de leur convergence; ils y é t a i e n t
encouragés par les résultats souvent importants et certains q u i é ta ient
ainsi obtenus. Abelet Cauchy ont remarqué que l'on pouvai t être con-
d u i t , en procédant ainsi sans précaution, à des résultats m a n i f e s -
tement faux, et ils ont proscrit absolument l'usage des séries di-
vergentes. Il semble cependant que ce ne fut pas sans regret : dans hs
Préface de son Analyse algébrique (2) ( i8a i ) , Caucby d i t expressément
que le souci de la rigueur l'a forcé à admettre diverses propositions q u i
paraîtront peut-être un peu dures : par exemple, qu 'une série d ivergente
n'a pas de somme; il ajoute ensui te que les avantages de cette manière
de procéder (à savoir la rigueur) l u i paraissent en surpasser les in-

(') Nous n'écrivons pas z == çe1^, parce que l'on aurait pour oc une équation f in troi-
sième ordre. D'ailleurs, des propriétés de ^ == tang" on déduit aisorncnl celles do a.

(2 ) OEnvres de Cauchf, série ÎI, t. ÏIÏ.
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convénienl.s. D'ailleurs, Caucby a souvent fait usage de séries diver-
gentes dans des conditions déterminées ( i), et sa théorie des valeurs
principales des intégrales définies, sur laquelle nous reviendrons plus
loin, lui a, souvent permis d'utiliser avec profit des intégrales dépour-
vues de sens, sans jamais se départir de la plus parfaite rigueur.

Ahel, de son côté, n'était pas sans avoir remarqué que l'usage des
séries divergentes conduisait le plus souvent à des résultats exacts et il
se proposait, comme nous l'apprend sa Correspondance, d'en recher-
cher la raison. Il est malheureusement mort sans avoir rien publié sur
ce sujet.

1 1 est certainement paradoxal, a première vue que l'emploi de séries
divergentes conduise, en général, quand on ne le fa i t pas exprès, a
des résultais exacts, alors que rien n'est plus aisé que de démontrer
ainsi une égalité inexacte quelconque. Le paradoxe disparaî t si l'on
songe à la différence profonde, sur laquelle nous avons insisté plus
baul, entre les séries naturelles, auxquelles conduisent des problèmes
simples, et les séries fabriquées artificiellement. Ces dernières, lors-
qu'elles sont convergentes, ont sans doute une valeur numérique (il y
aurait beaucoup a dire sur ce point et sur les complications ana-
lytiques que peuvent renfermer en germe de tels nombres); lors-
qu'elles sont divergentes, on n'en peut absolument rien, dire. On
conçoit qu'il puisse en ôtre tout autrement des séries naturelles.

Parmi les recherches déjà, faites sur ce sujet, certaines se rapportent
aux séries de Taylor à rayon de convergence nul et a leurs relations
avec des fractions continues convergentes ; nous en parlerons en détail,
plus loin (y). Il ne reste alors à citer ici qu'une Noie fort intéressante
de M. Cesaro Sur la rrniUiplicaUon des séries ( Ihdleiin des Sciences ma-
thématiques, r<S()o^. Dans cette Note, 'M.. Cesaro définit ce qu'il appelle
une série simplement, doublement, .... rfois indéterminée. Lorsque
la sommer des n premiers termes n'a pas de limite, il remplace les
quantités s^ par les suivantes

s1^ == ^(.v, -h ,v^-h. . .-•h^J.

( ï ) Voli'^ par exemple, Compics rafidus, i85i-i85'2.
( ï ) D;uis îe troisième Chapitre (le ce IMeinoirc.
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Dans le cas où ^n a une l imite s, la série est simplement indéter-
minée et sa somme est s. Sinon on opérera sur ^n comme sur .y,/,
c'est-à-dire que l'on posera

^^^(^)+,^+...+,^),

et, si s^ a pour l imi te s, la série sera doublement indéterminée, et
aura pour somme s ; sinon, on continuera de même.

Le résultat capital obtenu par M. Cesaro est le suivant : on peut
multiplier entre elles des séries indéterminées (par la règle donnée
par Cauchy pour les séries convergentes); le produit est une série
indéterminée (qui, comme cas particulier, pourrait être convergente)
dont la somme est le produi t des sommes des deux séries et dont l'ordre
d ' indéterminat ion ne dépasse pas la somme, augmentée de un, des
ordres d' indétermination des deux séries facteurs. Ce théorème montre
que les définit ions de M. Cesaro (que l 'auteur justif ie en invoquant le
Calcul, des probabilités) ne sont pas sans fondement : on voit des
raisons bien nettes pour at tr ibuer à une série divergente numérùfue
une vQilQnr déterminée, à l 'exclusion de toute autre. Malheureusement ,
les séries auxquelles s 'appliquent les méthodes de M. Cesaro sont bien
particulières; par exemple, la série, pour tan t bien s imple ,

i — % + 4 •"-84- ï6~- Sa -h. . .

leur échappe complètement.
Une généralisation aisée permet d'étendre beaucoup la portée de la

méthode. Lorsque s,, n'a pas 'de l imite , mais oscille cons tamment ,
il est naturel de considérer comme limite généralisée de s,, une mileur
moyenne entre les diverses valeurs de ^. Dans la recherche de cette
valeur moyenne, on doit faire jouer un rôle prépondérant aux valeurs
de ^ qui correspondent aux plus grandes valeurs de n. Il faudra con-
cilier cette nécessité avec le fait que, dans les cas les plus intéressants,
^ augmente indéfiniment avec n (mais est tantôt positif et tantôt né-
gatif). Voici Fun des procédés que l'on peut employer. Désignons
par a un nombre positif : la suite des quan t i t és



M E M O I R E SUR LES SSÏHŒS DïVEKGEiNTES. 53

va d'abord en croissant avec /?., puis décroî t i n d é f i n i m e n t . Nous attri-
buerons ces quant i tés comme poids aux quan t i t é s s,, dont nous cher-
chons la valeur moyenne : c'est-à-dire que nous considérerons le
rapport.

?(«) c...^ 4- ^ps-.i -|- c.j.s-.j 4 .̂ . 4- C// .S-/ / -h ...
(;„ 4- G) 4- (^ -S- . . . 4- <1 / / 4- ...

Nous supposons la série écr i te au n u m é r a t e u r convergente, que lque
soit a. Des lors, pour chaque v a l e u r de ace rapport a une valeur dé-
te rminée . C'est cette v a l e u r q u i remplace pour nous l 'expression

^ (,v, 4- ^- l-.. .4-.V// ,)

de M. Cesaro. En ef le t , la série n u m é r a t e u r é tant convergente, on p e u t ,
avec une e r r e u r i n f é r i e u r e à £, la lirnUer. Mais , si nous augmentons a,
le rapport ^ ( a ) dépend des ,v d ' i n d i c e s de p l u s en p l u s grands; et ces
i n d. i c e s, q u i, ] o u e n (. u n rô 1 e p r é p o n d é ra n i, a u ̂  rn e n t(:,î n t i n d éfi n i m e n î,
avec ci. Dans le cas où ^ ( a ) a une l i m i t e s pour a i n f i n i , nous d i rons
que la. série proposée est sommab le et que .v est sa somme. On p e u t
dire aussi ((île s est la limite généralisée de la s u i t e

Si Pon pose
/ v^ y ^ i t ^ 1 1

s a ) ~"" JL c''t s l t '1 1 1" :" JL """""r7

on a
,v :'•:-•: Ii rn c ' " " a ,s' ('a ) .

Dans le cas où le p r o d u i t e ^ ' ^ C a ) au^ rnen t e i n d é f i n i m e n t avec a,
par valeurs de même signe, h m é t h o d e de sommation est inapplicable,
l i l le est s i m p l e m e n t en défaut si e a s ( a ) est osc i l l an t : on peut alors
se proposer de rechercher si cette expression a u n e limite généralisée;
ou p lus exactement , la l i m i t e généralisée n ' ayan t été d é f i n i e que dans
le cas d'une var iable d i s c o n t i n u e , si la su i te

^,,1^^ ^.y^), . . . , ( - - ' ^ { n ) , ...

possède une telle l i m i t e , etc.
On voit très a i sément que notre dé f in i t i on de la somme comprend.
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comme cas particuliers celle de M. Cesaro et, par suite, év idemmen t ,
celle des séries convergentes.

On pourrait la généraliser beaucoup : in t roduire , au l ien des quan-
a^tités c^= —y? d'autres quanti tés positives ayant les mêmes propriétés

générales ( î )

( c \l imc^ ==o, quel que soit a, et lim -^-l- ==00, quel que soit //. f ixe j .
/ï=:oo (i'=.vs ^ il, /

Mais nous ne nous attarderons pas à ces généralisations et nous nous
bornerons à employer e01 (et, rarement, des fonctions qui s'y rattachent
intimement). Nous avons, en effet, constaté l ' importance par t icul ière
des modes de croissance exponentiels; dans la pratique, ils se pré-
sentent seuls, ou à peu près. De plus, les propriétés particulières de la
fonction exponentielle permettront des transformations analyt iques
parfois utiles. En supposant que l 'étude du cas général, s ' imposât un
jour , l 'étude approfondie de ce cas par t icu l ie r serait cer la inerncnl .
d 'un grand secours.

Ecrivons la série donnée sous la forme
UQ -h- Ui •+• ^2 -h. . . + l ( , , -V- . . .,

de sorte que l'on a
s^ -==: UQ 4- u^ •4" u^ -4-. . . 4- Un'

Si l'on pose, comme nous l'avons fait,
/ , S\€l ,Ç%<22 SnCt11

s(a)= .?y+ ~ -+- -— +.. .-h —tl—— -+•...,
i 1 . 2 i .2 . . .n

on obtient immédiatement

( ^ d
(I) Ta(Q ^[^~a•î(^)]=^a[^(^) -s{aY\^e-^u,(a),

en posant

Ma) =s'{a) -s{a} == u, + ̂  + u^ ̂  ̂ L .^
ï î . 2 i. a . 3 ' " '

( ! ) roir mes Notes des Comptes rendus, notamment du 3o décembre j8()5 et du î 3 Jan-
vier 1896. roir aussi la note qui termine mon Mémoire sur les séries de Taylor f Journal
de for dan, 1896, p. 4 5 i ) .
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Or l 'égal i té ( i ) donne, si l'on suppose que c-^(a) ait la l i m i t e s
pour a i n f i n i ,

r90

I e-« u, {a} da -== [e-a s ( a )]; == s — ^,.
»y<l

D'où, en in tégran t par par t ies , et supposant lïme-^uÇa) = o,

('•0 ,s-:= ^ / / ( r t ) c-'1 da,
^o

en posant
/ ^ /'* / \ r lf\a u^ ce u-ia^u ( a ) —. { / ^ -|- 1 //, ( a ) da =: u^ -i- —— -\- —— -p —-—- +. . . .

,/, ' I l . - i î . 2 . 3

Dans le cas où a 'fï s ( a ) n'a pas do l i m i t e pour a i n f i n i , l ' inté-
grale (2) n'a pas de sens. Mais si cette in tég ra le est osci l lante , on
pourra parfois l u i a t t r i b u e r un sens, qui sera encore la valeur de s. C'est
ce q u i a l i e u , par exemple , si les expressions ^~n s{îi) ont une limite
généralisée.

L' in tégra le (2) ayant u n sens, i l p e u t arr iver que l ' in tégrale

( ^ Y J =r ( ^ ( ( a ) \ e - f ^ d a
f /O

n ' a i t pas de sens; la. convergence de l ' in tégra le (2) est alors due aux
changements de signe de la fonct ion fz(a) . Dans ce cas la série s sera
dite ^omrn€il)le, mais non absolument, sommal)le; elle est, au contraire,
absolument sofmnable, l o r sque l ' in tégra le .1 a u n sens. Nous nous bor-
nerons ( 1) ic i a l ' é t ude des séries absolument sommables; elles se ma-

( 1 ) Dans les Mémoires q u o j \ n pubj iés sur les séries divergentes J'ai, en fait, pris tou-
jours le mot sommaire. d<ms lo sons q u e je donne ici aux mots absolument sommahîe;
mais j '<n ne^li^é de le fa i re remarquer. Au l ieu d'écrire les conditions pour que l'inté-
grale ( 2 ) a i t un sens, j 'ai écrit les conditions pour que l'intégrale (2 ) ' en ait un {fournal
de Jordan., i8()(), p. to6). Cette e r reur m'a été signalée, a peu près simultanément, par
MM. Hurwi tx , Os^ood, et Pringsheirn; je tiens à les remercier ici de la marque d'intérêt
qu'ils m'ont ainsi donnée. . Ï ' indique, dans le texte, une autre méthode pour étendre, à des
cas plus généraux, la déf in i t ion de la sornmabil i té ; mais, pour les applications que nous
avons ici en vue, le p lus simple est de s'en tenir aux séries absolumentsommable.^'.

Je p ro f i t e de cette occasion pour signaler, dans le Mémoire que je viens de citer, une
erreur de rédaction dont je dois aussi la connaissance a l'obligeance de M. Ôs^ood. Dans
la déf ini t ion de là som friabilité un i forme f p . 113), je n'ai pas eu soin de préciser que l'uni-
formité a lieu, non seulement par rapport à la variable <%, mais aussi par rapport à la
variable z. J'avais d 'a i l leurs donné la déf in i t ion correclc dans ma Note des Comptes rendus
du 3o décembre ï8c)5.
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nient beaucoup plus aisément, de même que les séries absolument con-
vergentes. Les séries non absolument sommables interviendraient sans
doute si l'on cherchait, par l'emploi de fonctions sommatrices conve-
nables, à sommer des séries de Taylor au delà d'une ligne singulière
essentielle, fermée ou non; on pourrait sans doute obtenir ainsi une
généralisation delà notion de fonction analytique, qu'il y aurait lieu
de critiquer au moyen de principes que j'ai indiqués dans ma Thèse et
sur lesquels je suis revenu dans rocs Leçons sur la Théorie des fondions.

On démontrera très aisément que la limite généralisée d'une suite
de quantités possède la plupart des propriétés fondamentales de la
limite ordinaire. Par exemple, si ^ et /„ ont pour limites généralisées
s et t, as,, -+- bt,, a pour limite généralisée as 4- bt. Mais ' s,,t,, n'a pas
nécessairement si pour limite généralisée. Pour avoir ici une vraie
généralisation de la propriété de limite ordinaire il faudrait poser
u„^,,t=l'imt|^ et l'ensemble des quantités à deux indices u,^,, admet-
trait ̂  comme limite généralisée. Pour définir les limites générali-
sées des quantités à deux indices, il suffirait de faire intervenir des
fonctions entières à deux variables et des intégrales doubles, mais
nous ne pouvons nous étendre ici sur ce su jet .

Indiquons enfin que l'on n'altère pas la limite généralisée d'une
suite de quantités en remplaçant par zéro un nombre limité de ces
quantités. Plus généralement on peut modifier l'ordre ou la valeur
(Vun nombre limité de ces quantités, mais sans changer le rang de celles
dont le rang est assex élevé. Si l'on supprime un certain nombre de
quantités dans la suite, on peut obtenir une nouvelle suite n'ayant pas
de limite généralisée; on peut alors convenir qu'elle a môme limil.e
que la suite donnée. En tous cas, s'il y a une limite généralisée, elle
reste la même.

En effet, l'égalité (r) (p. 54) nous montre que l'on a
e-a.'i'(a)=e-"s(a) -+- <,--"«, (a).

si l'intégrale^ e-^u, (a) \da a un sens, c-"u, (a) a pour limite xéro.
On a donc

(3) lim e-as'(a)-=nme~a.'!(a),

Q.f s'(a) correspond à la suite
(4) '̂  ^ - • • , s», . . . .
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de la m ê m e manière que s(a.) correspond à la su i te
( 5 ) .v,,, .s-i, . . . , ,s^ . . . ,

On en conclut que la limite généralisée de lasuùe (4) est égale à la limite
généralisée (le la suite (5).

Nous venons de supposer que la limite généralisée de la suite (4)
ex is ta i t absolument, car u^(ci') correspond à (4) comme a(a) à (5).
Dans le cas ou il. n'en serait pas ainsi, il peut arriver que, la suite (4)
ayant une limite, la suite (5) n'en ait pas d'après nos définitions. Dans
ce cas, on pourra convenir que la suite (5) a la même limite que la
suite (4) puisque sa limite n'a pas été encore définie. A un autre point
de vue, dans l'égalité (3) on peut regarder l 'abréviation l'un comme

r^mise pour limite généralisée, car, l'intégrale j e'^u^a) da ayant un
../o

sens, il est naturel de convenir que e~a(^^{a') a, zéro pour l imite géné-
ralisée.

Mais nous ne nous étendrons pas sur ces généralités, m sur Pappli'
cation sénérale de la théorie aux séries de fonctions. Contentons-nous
d'indiquer que l'on peut donner une déf in i t ion de là soinmcibilité uni-
(orme ( 1 ) tout a fait analogue \\ celle de la couverg'cuce uniforme et
qu'on a dès lors le théorème suivant, généralisation d'un théorème
célèbre de Weierstrass :

Si une série de /onctions, uniformes dans un domaine D (V un seul
te/iant, est uniformément sommable dans ce douzaine, sa somme est dans
ce domaine une fonction analytique uniforme F ; si dans une portion W
de D la série est uniformément convergente, elle définit, comme on saif,
uue fonction analytique F', laquelle ne peut différer de F. Dès lors, F est
le prolongement analytique de F'.

Le domaine [Y peut n'être pas d'un seul tenant; s'il se compose de
deux part ies séparées, IV et l)\ l 'uniformité de la convergence dans
ces deux parties ne permettrait pas d'assurer que la somme delà série
est la même (onction dans D' et dans W \ on en est certain si la série
est uniformément sommable dans le domaine d'un seul tenant D, qui
renferme a. son intérieur lY et D",

( r) Voir loc. c i l : . , on lonant cornpio do lu noie (le la page 51").
AII.II. (h' l'L'c. Normale. 3" Scric. Tome XVI, — FKViiiKit 1899. 8



58 ÉM. BOHEI .

Nous a l lons nous occuper pa r t i cu l i è r emen t du cas des séries de
Taylor, d o n t r impor tance en Analyse est si considérable. La fin de ce
Chapi t re est consacrée aux séries d o n t le rayon de convergence n'est
pas n u l ; le C h a p i t r e III aux séries don t le rayon de convergence
est n u l .

II. — Les séries de puissances.

Nous a l lons a p p l i q u e r la méthode de s o m m a t i o n , i n d i q u é e dans le
paragraphe précédent , aux séries ordonnées s u i v a n t les pu i s sances
positives (1 ) d 'une var iable complexe

( î ) /(^) = a^ +^ i^4 - ̂ 2 -4-. . . -f" (tn ̂  -h . . . .

Nous supposerons , ( rai l leurs , e s s en t i e l l emen t que le rayon de con-
vergence de/(^) n'est ni n u l , ni inf in i . Dans le cas ou il est i n f i n i , la
série est convergente dans tout le p lan et nos mé thodes sont i n u t i l e s ;
le cas ou i l est n u i sera é t u d i é dans le Chapi t re s u i v a n t . N o u s pour-
rons dès lors supposer , si nous le voulons , par la s u b s t i t u t i o n ( z , k z ) ,
le rayon de convergence égal à l ' u n i t é : cela nous épargnera la pe ine
d 'employer un caractère spécial, pour le dés igner , et r ien ne sera p l u s
aisé (par la subs t i tu t ion inverse) que de rendre les r é s u l t a t s a p p l i -
cables au cas général .

Nous supposons donc que la p lus grande des l i m i t e s do la s u i t e

I ^i [, \\/^i , 1 V^l, -., '\fa,,

est égale à un. En (a i t , cette su i te aura , en général , pour l i m i t e un
(sauf qu'elle pourra r e n f e r m e r des termes n u l s à d i s t r i b u t i o n généra-
lement régulière).

Au sujet de la série (i), une remarque i m p o r t a n t e pa r a i t avoir été
énoncée pour la première fois ( 2 ) par M. Pringsheim : eu général., son
cercle de convergence est une coupure. En d é p o u i l l a n t la d é m o n s t r a t i o n
de M. Pr ingsheim d 'un appare i l a n a l y t i q u e qui nous semble i n u t i l e ,

4- %

( 1 ) Rien n'empêcherait crétendrc ces résultats aux séries V OnZ^.

( 2 ) Math. Ânnalen, t. XL1V.
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e l le revient , à ceci : on c o n n a î t des fonc t ions a d m e t t a n t l eu r cercle de
convergence comme c o u p u r e ; soit g-(x) F u n e d 'el les; posons

/(.r) ^^(.z.):-=/,(,,.).

Si la fonction /(^') esl c/uefcow/i/e, il en est de moine de /,(.r);il n'y
a, des lors, aucune raison pour que la somme/, --h- g = f n 'admette
pas les singular i tés de ff, car il faut des re lat ions part icul ières entre
les coeff ic ients (\{\J\ et ceux de ^pour que, dans la somme f\ -+- ^•, les
singularités de ^ soient détru i tes par cel les d( \ f^.

J'ai retrouvé la proposition de M. Prin^sheim, et j 'en ai donné une
démonstrat ion basée sur un principe tout à fa i t différent ( 1 ) ; M. Fahry
on a lonné, très peu de temps après, une démonstrat ion nouvel le (2).
La démonstrat ion de M. Fahry, comme la mienne, se dist ingue de
celle de M. Prin^'sboim en ce que le fait que les coeff ic ients sont quel-
conques intervient d'une manière tout a lait précise, et non pas seule-
ment pour servir de hase a un ra isonnement reposant, au fond, sur
le principe de raison suff isante. On déf in i t une suite d'entiers crois-
sants / / , , /^, .... ,̂, ... et l'on considère séparément les termes de la
série dont l'indice est, compris entre n ̂  et rip.^^ On montriî que la con-
sidération c.rv'/^.w^ de ce groupe ( ;s) de termes permet de définir un
ars'inm^it 0^; dès lors les arguments 0^ devront ôtn* regardés comme
indépendants les uns des autres, si l'on suppose les coefï io ients (jn-el-
conaueK, c'est-à-dire les groupes successi fs de coefficients sans lien
nécessaire entre eux. Or, si l'on marque sur la circonférence de con-
vergence tous les points <A, on prouve que l'ensemble dérivé de leur
ensemble est lorrrié de points singuliers de la fonction. Dans le cas
général cet ensemble dérivé se compose de toute la circonférence,

( î ) CoinDfcs rendus', ï \ dcooiniti'o i^(/>; Acia inal./iofnaKca, 1 . XXI.
( l î) Conipics rcftdus, i3 janvier 1897; Jcl.a nuU/icinatica, l. XXII.
f''{) L<< coiiKKioralkm do ^roupos succcssif'ri (Je lormos cl leur étude, indcpendaniniont

lo.s un.s des mitnîS, licrniolKînt do dol.erjnirier les sinû;'uhiril/îs des séries de Taylor dons des
(;;is (t 'es élendiîs. (^osl lîi \in f<u't que Je crois avoir signale le premier, dans les Notes
qui vienneni, d'ôire citées < î t dîiîis MIOII Mémoire Sur Ic^ séries de Taylor (Journal de
M.. Jordan, p. 44 ̂ -.i^î); ïB^C»;.

Daris une Noie récente, .M. Lcnu (Comptes rendus, octobre 1 8 9 8 ) a contribué a en
montrer l'importance, (m moine temps qu'il renonçait, pour la première fois sans doute.
sous une forme très générale.
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c'est-à-dire q u e l 'ensemble des poin ts rA est dense sur t o u t arc de la
circonférence. La démons t r a t ion de M. Fahry et la mienne d i f f é r e n t
par la maniè re dont sont o b t e n u s les nombres / î p et les a rgumen t s 0,,,

Si nous avons t enu à en rappeler le p r i n c i p e c o m m u n , c'est p o u r
ins is te r sur la conséquence qui en découle i m m é d i a t e m e n t : i l est
c l a i r que si l'on cons idère comme d o n n é e la fonc t i on a n a l y t i q u e /( ',:;)
et si l 'on forme le développement de ïaylor r e l a t i f à u n p o i n t que l -
conque du p l an , le cercle de convergence passera, en généra/, par un
seul po in t s ingul ier . Pour q u ' i l n'en fû t p o i n t a i n s i , en ef fe t , i l f a u d r a i t
que son centre sat isf î t à des c o n d i t i o n s dé te rminées ; donc, dans ce
cas, les arguments Q ^ o nt une limite. Cette l i m i t e pour ra ê t re appe lée
Yargifmeîît singulier de la série, et l'on voi t q u e ce q u i d i s t i n g u o la
série générale a priori de la série d é d u i t e de \ï{ ̂ fonction générale, c'est
que cette dern iè re a un argument .wi^uli.er, t a n d i s que la première est
isotrope, c'est-à-dire i n d i f f é r e n t e à la d i r e c t i o n : tous (es arguments sont
singuliers.

Cet exemple suf f i t pour nous mon t r e r q u e l s r é s u l t a t s ou peut espé-
rer (.rune étude des séries divergentes . Si nous d o n n o n s à z u n e v a l e u r
don t le modu le surpasse très peu l ' u n i t é , la sérn^

( ï ) /( S ) -== <^(, -+- Cli Z -h <"/2 Z1 •+1 . . .

est d ivergente . Il semble na tu re l , si F on confient de lai aUnbuer uif
sens, d'exiger que sa somme soit égale à la va l eu r au p o i n t z de la
fonction/^) (cet te v a l e u r est dé te rminée si \z\ est assez v o i s i n de
un : on su i t le rayon du cercle). Or ceci n'est possible que si le cercle
de convergence n'est pas u n e coupure ; et s'il y a s u r * ce cercle un seul
point s ingu l i e r , le seul cas à exclure sera celui où l 'a rgument de s
sera p réc i sément égal à l 'argument de ce po in t . B ien que la série (Y)
soit une série divergente très par t i cu l iè re , nous consta tons ic i u n f a i t
q u i do i t être fort général : si l 'on considère la série d ivergente comme
arb i t r a i r e a priori, i l n'y a rien à en espérer (1) . Si, au contra i re , ses

( 1 ) Nous avons laisse ici de côLé la question de savoir si, le cercle de converirence
étant une coupure, il ne serait pas possible, en généralisant la notion de fonc t ion ana lv"
tique, de définir un prolongement au delà du cercle. Mais il est bien probable que, si cela
est possible, ce sera encore dans des cas très particuliers par rapport à la série qwhwnne
donnée a priori.
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ternies sont ohlenns par une loi ana ly t ique, il y a bien des chances
pour qu'elle ait nne somme.

Nous nous sommes ainsi trouvé conduit, a envisager le problème de
la sommation des séries divergentes a un point de vue plus restreint
que celui ([ni est développé dans le paragraphe précédent; le problème
que nous nous proposons ici pourrait même être énoncé sans qu'il
fa l lût parler de séries divergentes. Néanmoins les pr incipes posés dans
le parai-çrapbe précédent nous seront de la plus grande ut i l i té pour son
étude.

Notre |)rol)lém(; ac tue l peut s'énoncer ainsi : étant donnée la série ( i )
supposée divergente pour .3 = s<p trouver la valeur an point ^ de la
(onct ion analyt ique dé f i n i t 1 par ce t te série dans son cercle de conver-
gence ( i ) . Il est d'abord clair que l 'existence de (onct ions non uni-
formes rend ce problème indéterminé : ainsi certaines séries diver-
gentes ( 2 ) auront des périodes, lout comme les intégrales de/inies; mais
c'est la un point que nous ne développerons pas pour le moinenL
Nous rendrons le problème déterminé en t raçant des coupures recti"
l ignes a l lant de chaque point singulier dc/'fc;) a Finf'ini, ces coupures
é t a n t d'ai l leurs, pour f i xe r les idées, les prolon^'ejnents des rayons du
cercle de convergence. D'ai l leurs, nous nous at tacherons surtout a.
l 'étude de la lonctiou dans le voismar'e immédiat de son cercle de
convergence : c'est la seule étude ind ispensable pour connaître le
nombre et la nature des points singuliers s i tués sur ci* cercle.

En dehors de la méthode du [)rolon^ement analyt ique qui fournit,
a Paide de. ca l cu l s théor iquement simples et uiallîciu*eusemcnt fort
lon^s en prat ique, une solut ion sa t i s fa isan te de la quest ion, nne autre
méthode a été proposée récemment par M. Ernst Ijindelof. Elle repose
sur la théorie de la représentation conforme et pa ra î t excel lente, dans
cer ta ins cas, au point de vue de la p ra t ique ; mais le Mémoire de

( 1 ) On voit ( jno co ppohinmft (U;mt, roriolu, on poun'a définir la soinmo do toule série
divorgoiltn ( {n i dovicnL iihsolimuint coiiver^ctiLn lorsqu'on divise .sns lernios sinscossifs pdr
les Lorines d'inn* proî^nission ^éDmoIrifino convcnili l loîiKïtiL choisie : c'est ce que CtUichy
nppcîîi i l , nn(s séri t* do module fmi.

( ï ) (,os séries convori-'onles iinssi, \)\^\\ orilcudu.
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M. Lindelôf vient à peine de paraître ( < ) et nous n'avons pas eu le
temps de l 'é tudier en détai l , n i de rechercher s'il y a quelque r e l a t i o n
entre sa méthode et la nôt re .

Nous ferons jouer un rôle essentiel à l ' intégrale de Cauchy

]_ r/w^,f(.)-—r:f{ ' ^ j ^2171: Je U — Z '

dans laque l le C désigne un con tour quelconque à l ' i n t é r i e u r d u q u e l
y(^) est régulière.

On voit que/(^) se présente comme la somme d 'une i n f i n i t é d'élé-
ments de la forme ——;; d 'où p lus ieurs remarques impor t an t e s .

Cl —"— ••-> - i l .

On a
A A / s ^ ^

~ r -+•-:•+- -> + ̂ci —- z a \ ci ci" ci^

D o n c 1 a s é r i e /( z ) s e p r é s e n t e c o m m e 1 a s o m m c cl' u n e i n f i n i t é d < *
progressions géométr iques . La par t ie p r i n c i p a l e des coeff icients sera
fournie par celles de ces progressions dont la raison a le p l u s grand
module , et cette remarque a donné l i eu a des t ravaux bien c o n n u s (2) .
Mais on ne doit pas perdre de vue u n e circonstance r e m a r q u a h h » :
soit a le point du contour C dont le m o d u l e est le p lus pe t i t , ( n o u s h
supposons u n i q u e , pour fixer les idées) ; si le poin t a n'est pas un
po in t singulier pour/(^) , on peut agrandir C en ce point , et dans h
nouvel le expression de /(^)

/ • / ^ — r f/(^)^J^)~^j——^^ ( ^ J - , u
L

le module maximum des raisons des diverses progressions géomé-
tr iques aura d iminué . Ainsi le fait que, dans la formule de Cauchy,
les valeurs àe/Çu) sont précisément celles d 'une fonction a n a l y t i q u e

( 1 ) Âcta SocieUitif Scienticirwn Fenrucœ, t. XXÏV.
Un cas particulier de sa méthode avait été signalé par M. Liiidelof, dans les Complu

renduf; du 28 février 1898.
(2 ) roir notamment : DAIUÎOUX, Sur l'approximation des fouctions de graruU nombre

{Journal de Mathématiques, 1878) . — HADAM.UU), Essai sur l'éUufe de^ fom'tior^ etc
(lhi(L, 189-2)*
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sur le contour, amené cette conséquence que les termes d'ordre maxi-
mum se détruisent d'eux-mêmes : la valeur principale de a,, est infé-
rieure a ce qu'elle devrait être en général si fÇu) était quelconque.

D'après cela, deux cas principaux seraient à distinguer : le point
singulier le plus rcipproc/ié de Vor'i^'i^c étant a (nous le supposons tou-
jours unique, pour simplifier), il est, ou non, possible de tracer un
contour C passant par a, exténeurw cercle de convergence, et relative-
ment auquel la formule de Cauchy soit applicable. Suivant que l'on se
trouve dans l'un ou l 'autre cas, des circonstances différentes se pré-
sentent relativement aux valeurs principales des coeff ic ients, et ceci
peut servir pour définir en quelque mesure la nature du point sin-
gulier a.

Mais cela n'est pas noire but actuel et la seconde remarque que
nous avons a fa i re au sujet de la formule de Cauchy nous sera plus
directement u(ile.

Nous avons

/(.)= • - /'-^"-^ =. -•- ('•w f.+i -,- i: -....} ci,..^ir..)^ u --•- z '.^TTJ (( \ (I a2 /

La série de Taylor appara î t ainsi comme la somme d'une infinité de
progressions géciiiétriques. Supposons maintenant que, par un pro-
cédé r/uelco/u/i^e, nous ayons défini la somme d'une série divergente

Supposons, de plus, que co procédé soit tel que, si les séries ayant
respect ivement u^ et v,^ pour terme généra! ont pour sommes U et V,
la série de terme général au^ •+- /A^ ait pour somme ai! •+• 6V.

Supposons enfin que le procédé, appliqué à la progression géo-
métr ique

1 -h .:r "h .r2 •+- . . .,

donne le résultat exact ———i an moins pour certaines valeurs de x' de
1 —— .7; /

module supérieur à un : d'une manière plus précise, lorsque x se trouve
dans un certain domaine A.

Dés lors (sous réserve d'une étude rigoureuse à cause de la substi-
tut ion d'une intégrale définie à la somme d'un nombre limité de
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termes), le procédé en question permettra de sommer la série de Taylor
dans une région en général plus étendue que son cercle de convergence.
En effet, la progression géométrique

^2•j ,wI -^ „ 4-
U !/-

est sommahie lorsque •̂  se trouve dans la région A et, par su i t e ,
lorsque z se t rouve dans une région que nous p o u v o n s désigner
par uA, et qu i s ' ob t i en t en m u l t i p l i a n t par u chaque p o i n t de la
région A. Supposons m a i n t e n a n t que u parcoure toul le c o n t o u r G;
l ' ensemble des régions ^ A a u r a , en général , une pa r t i e c o m m u n e dans
laquelle la série de Taylor proposée sera sommable .

Une r emarque i m p o r t a n t e est la su ivan te : nous supposons que le
procédé de s o m m a t i o n s ' appl ique toujours aux séries convergentes;
par suite, la région A comprend à son in té r i eu r le cercle de rayon un
(ou, du moins , un cercle i n t é r i e u r en di l îérant auss i peu que l 'on
veu t ; nous négl igerons celle d i s t i n c t i o n lorsqu 'e l le sera sans impor-
tance). Par su i t e , la région uA comprend à son i n t é r i e u r le cercle de
rayon \u.\. Supposons m a i n t e n a n t que nous v o u l i o n s é t u d i e r la fonc-
t ion/(s) seu lemen t dans le vo i s inage de son cercle de convergence;
les po in t s de G extérieurs a un cercle de rayon i -4-£ f o u r n i r o n i , d e s "
régions' uK extér ieures à ce même cercle. On n ^ a u r a donc à se préoc-
cuper, pour l i m i t e r la région de sommabililé, que des po in t s de G inté-
rieurs à ce cercle de rayon i -+- £ ( f ).

Pour éclaircir ce q u i précède, nous a l lons i n d i q u e r un procédé de
sommation qui s a t i s f a i t a u x condi t ions de la page précédente; c'est pré-
cisément celui que nous avons é tud ié dans le premier paragraphe de
ce Chapi t re ; nous en i n d i q u e r o n s ensu i te d ' au t res ; on pour ra i t évi-
demment en imag ine r une in f in i t é .

Etant donnée la progression géomét r ique

( 1 ) On comparera ces remarques avec celles qui terminent la Note de M. Leau, citée
tout à rheure, et publiée après l'envoi de ce Mémoire à l 'Académie, mais a v a n t son im-
pression. M. Leau ne suppose d'ailleurs pas que la région que, comme nous, il. appelle A
comprenne nécessairement le cercio de convergence.
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m u l t i p l i o n s le terme de rang n -+-1 par a-̂  ; nous obtenons

ax a1 X ' 1
j -4- —— 4_ — _ ) _ _ , ̂  ̂ -/.^

î ;2 !

M u l t i p l i o n s le r é su l t a t par e^'da et in tégrons de zéro à l ' i n f i n i ; nous
aurons

F " î^ax ^ ^~a, ̂  ̂  1 ça (,ï- î)^^-^ ,————— ^^ e'^ .c-'^da == ^ c^'
Jo J(,

a condition que la parlie réelle de x — î soit négative. L'aire A est donc
ici formée de la partie du plan qui. sat isfai t à la condition

par l ie ré elle de x'^ î — e,

£ étant un nombre positif qaeiconr/ar. Do plus, si nous supposons
c FIXI^, l'intégrale

f ef^^-l) da

convergera uniformément vers ——; lorsque a augmentera i n d é f i n i m e n t
par valeurs posi t ives . Cette remarque est impor t an t e pour l 'extension
du. r ésu l t a t a. l ' i n t é g r a l e d é f i n i e , somme d ' u n e i n f i n i t é de progressions
géométr iques . On remarquera de p lus que la sommab i l i t é est absolue,
d'après les d é f i n i t i o n s données dans le paragraphe précédent. Nous
négl igerons de renouve le r cette r emarque .

C o n s i d é r o ri s u n c o ri t o u r G ; soi t u u n p o i n t q u e 1 c o n q u e d e c e c o n t o u r ;
nous supposerons z i n t é r i e u r a, toutes les régions uA, c'est-à-dire que
nous aurons, quel q u e soit u sur C,

partie réelle de

Nous avons
/( z ) r= CÎQ •4- a^z -h Oa s2 4-. . . -h a^ z^ 4--. .

_ rf(u)du
'.-j ———n^——'

n^Nous mul t ip l ie rons le terme général de la sériey'(^) par —, et nous
Ann. de l'Ec. Normale. 3*' Série. Tonic XVI. — FEVRIER 1899. 9
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poserons
a^a^ cin^c^

(p(^) == ffo4- Oi^a + ——^— -4-. . .-h ——,— •+-- . . .

Nous aurons

^^(a)=ffw(^^^^+..^lu=f^^c^
' Je \" u ïu 1 ^c u

II est à peine besoin de dire que l ' intégrale du second membre a
sûrement un sens, si la fonction/^) est régulière dans un con tour (Y
extérieur à G et sans point commun avec C.

Nous aurons ensuite

(a) e^^a^^f^e1^^

r.-^.)^— r^ïre1^^]^Jo ^Jc u H) J
Faisons ma in tenan t augmenter a indé f in imen t ; grâce à l 'hypothèse

partie réelle (Je ( ^ — i ) ^—s ,

l'intégrale
^(t /a , \
i ."^da

^O

tend uniformément vers sa l imi te

u

Par suite, le second membre tend vers une l imite et, par suite, aussi
le premier; et l'on a

F-^.)^^ ç^-fw.
f u i î — — |

Je \ (l 1

Ainsi , la méthode de sommation est applicable à une série de
Taylor dans une région obtenue comme il suit : on joint l 'origine 0 à
chaque point M du contour C, on mène en M la perpendiculaire à OM et
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l'on supprime la port ion du plan qui , par rapport à cette perpendicu-
la i re , n'est pas du même côté que 0. Cette région est ainsi l imi tée par
u n e podaire négative de C.

Dans le cas où la fonct ion possède un seul point singulier sur son
cercle de convergence, nous pouvons appl iquer la remarque de la

page ()4; nous prendrons un contour G formé d'un arc, très voisin
de â7c, (Vnn cercle de rayon i -+- £, et d 'un petit cercle entourant le
poini : s i n g u l i e r A. Nous verrons alors que la région de sornmabil i té
dépasse par tou t le cercle de convergence, excepté au voisinage du
poin t s i ngu l i e r . D'ai l leurs , il est aisé de montrer , en général, qu^en un
po in t non singulier la région de sornmabilité s'étend d 'une q u a n t i t é
f i n i e au delà du cercle.

Cette théorie é tab l i t une relation étroite entre la fonction

f(z) -= a^-\~ a^z-^a^z^-^r c/s^ -+-. ..

et une fonction entière que Pou peut appeler fonction entière asso-
ciée ( ' ) :

.,, , . ai3 a^z^ a^s3
F(^^^^+^ +^+._

Nous avons d'ailleurs
y Ça) ==" F (as).

Il résulte de l'égalité (a) (p. 66) que, s é tant intérieur à la région

(r) J'ai introduit la fonction entière associée dans le Mémoirô déjà cité du Journal de
M. Jordan, et ai proposé de la désigner ainsi dans une Note des Comptes rendus des
séances de l'Âcculêmie des Sciences, le i4 décembre 1896.
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de sommabi l i t é , le p rodu i t <r^ (a) tend vers zéro lorsque a a u g m e n t e
i n d é f i n i m e n t . Il en est d 'ail leurs de même du p r o d u i t ake'~'a^Ça),
k étant un nombre pos i t i f quelconque, puisque l 'on a

^e-^(a)^—— f^a^'^^du
^m J^ u

L-

part ie réelle de :- << ( — £ ;u

£ é tan t i ndépendan t de u. Il en résulte que dans une région intérieure
a la région de sommabi l i t é , la sommab i l i t é est absolue et uniforme.

Supposons m a i n t e n a n t que l'on ait (1) , pour z •-== ,^ i ,

11 in e^^t F(^i ̂ i) == o.

Donnons a z une va leur de même a rgumen t que ^, mais de mo-
d u l e moindre et posons az = a, z , ; a sera réel et p o s i t i f cornrno r t , ,
mais le rapport ~1 sera i n f é r i e u r a l ' u n i t é ; nous poserons a ==: a, ( i -h /') ;cv ' .
k est un nombre posit if dé le rminé . Cela posé, on a,

e-aî(€^z)=e-a^-l^ F ( a ^ z i ) ̂ cr^^'^e-1^ ¥(a^z^)\
et

( i ) r c - a F ( ^ ^ ) ^ = ( I + A ) ( ^ ^ ^ [ e - ^ ' F ^ a ^ ^ d a ^
^0 ^-'O

II est, en effet , mani^ste que, grâce au facteur ^-^/f, l ' in tégra le du
second membre a un sens, pu isque le facteur entre crochets tend vers
zéro par hypothèse. Elle conserverait d ' a i l l eu r s u n sens si l 'on rempla-
ça i t la q u a n t i t é à intégrer par son m o d u l e .

L'égalité (i) exprime alors que la série/(^) est sommcible p o u r les
valeurs de z de même argument que z^ et de module moindre . Dési-
gnons par ^/ l 'une de ces valeurs supposée fixe et posons ^^ = z ' ( i + k ' ) ;
si l'on suppose | z << [ z7 J (les a rguments é tan t toujours égaux), on

( 1 ) On pourrait supposer aussi InW^-^F^) == o, /c étant positif ou né^atil'; on
pourrait, enfin; dans ce qui va suivre, introduire pour la variable ^d'autres chemins d'in-
tégration allant à l ' infini; mais nous devons nous borner.
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aura k ^> k! et l'on voit que l'intégrale

f ^-^[^F(a^)] cl a,

tend uniformément vers sa l i m i t e lorsque a. tend vers l ' i n f i n i . C'est, ce
que nous expr imerons en d i san t que la sommabiUté de f ( ^ ) est A I S S O L U E
ET U N I F O R M E pour

z, z , ^, ayant morne argument, ^ étant fixe, et ^, étant tel que
l'on ait

( 2 ) liin ç-vF^i^i) = o.

C'est la général isat ion d'une proposition célèl)re d'AI:.)el sur les
séries entières.

Supposons rriainlenariL que la condit ion ( 2 ) soit vérifiée uruformé-
ment pour les points d'un polit arc AB (fig. 2).

V^. 2.

La série f ( z ) sera absolument cl. uniformément sommable a l'inté-
rieur du secteur OA/B' infiniment voisin du. secteur OAB, c'est-à-dire
que tes intégrales

r ' 1
(?,) j c-~a¥.(a^}da

'•• ( )

r "( / ( ) ^ (f-a\V(a^)\da
» / ^

t endron t u n i f o r m é m e n t vers u n e l i m i t e lo rsque^ aug-mentera i n d é f i n i »
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ment. On a, d'ailleurs»

^ ^-- -x

| ^F^)^:^-- ^ e 3 FO
« - • d ^n

JÀ

en se servant de la no ta t ion co.:? pour i n d i q u e r que le chemin d ' inté-
gration recti l igne a l'argument de z. On peut différent ier m a i n t e n a n t
a i s é m e n t par rapport à ^; il n'y a aucune d i f f i c u l t é si l'on suppose
l ' a rgument de z constant ; s inon il faut se servir de ce que les in té -
grales (3) et (4) sont un i fo rmémen t convergentes clans le sec-
teur OA'B'. On obtient, à, un fadeur constant près, pour les dérivées
successives de l 'intégrale (3), des intégrales que l'on peut ramener à,
la forme

f afle-aF(as)cla,
•^o

et l'on voit , comme précédemment , ce qui complète le théorème
d'Abel généralisé, que les intégrales

r 1 1 r " -
1 c^e-'1 F(az) àa =: K i a'[ ̂ ^|y^, F(^i ^i) | da^

JQ ./ij

tendent toutes Çn nombre posit if y? Z-Y-') uniformément vers l e u r l i m i In
lorsque a augmente indé f in imen t , z é tant toujours dans la même
région. Il an serait de même si, dans ces intégrales, on r emplaça i t la
quant i té à intégrer par son module.

La c o n d i t i o n (2) étant supposée vérifiée uni formément sur l 'arcAB,
l ' intégrale

f e-^V^a^cla
Jo

définit dans le secteur OA'B' une fonction ana ly t ique un i fo rme ,
laquelle, étant évidemment égale à/(^) à l ' i n té r ieur du cercle de con-
vergence, n'en saurait différer à l 'extér ieur . Ainsi , dans ce cas, la
fonction /(^) est uniforme dans le secteur OA'B'.

II. résulte de ce qui précède que la condition nécessaire et suffisante
pour que la fonction f{z) puisse être prolongée au delà d'un arc ap du
cercle de convergence, cest qu il existe un nombre positif Q supérieur à m
et tel que, le module de z étant égal à p, et son argument pouvant être
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égal à celui des divers points d ' u n arc a7 (^ ( in tér ieur a a^ mais en
d i f f é r a n t aussi peu que l 'on veu t ) , le produit

e - ( ï ¥ ( a ^ )

tende uniformément vers zéro lorsque a augmente indéfiniment ( ' ).
Posons

^=p^°; ap -==r; -= : î -£ ,
P

il v i e n t

Si nous posons
e-aV{€l^) ~==:e-''^-^ :F(r^'0).

|F(^0) =<h(r), ^

nous déf in issons sur chaque demi-droite ^ == r^0 une fonction posi t ive
de la v a r i a b l e réelle pos i t ive r. Dire que le p r o d u i t

<:r• / • ( l " £ )<ï?o( / l )

tend. vers zéro pour r ===. 03, c'est dire que l 'ordre d ' i n f i n i t u d e de
^(r) est i n f é r i e u r à c e l u i de r/0"""^, c'est-à-dire à ( i — £)co.

Or la. fonc t ion ' F ( z ) est d é f i n i e par Pénal i té

^ / . ^ ^//.^
^^^^^ï-

et les a,^ sont les coeff ic ients d 'une série de Taylor clonfc le rayon de
convergence est un. On en conclu t a i sément que si, l'on désigne par
M ( r ) \ { ' max imum du modu le de F(^) pour z == r[oo, si. l 'on veut, le
m a x i m u m de tontes les fonct ions ^ ^ ( r ) p o u r / constant et 0 variable),
on a

nm^-^-^.MH/-) -==.0,
q u e l q u e pe t i t que soit le nombre p o s i t i f s ; tandis que le p rodu i t
e " r { i ' m ' ^ ' M . ( r ) prend pour des valeurs de r croissant indéf in iment une
i n f i n i t é de valeurs aussi grandes que l'on v e u t ( 2 ) . Ce dernier po in t
résulte d ' a i l l eu rs de ce q u e la région de s o m m a b i l i t é uniforme ne sau-
ra i t dépasser par tout le cercle.

( 1 ) Nous hn'ssons ici do côlo la question suivante : le point a appartenant à un arc sin-
^ulior (Ju cercle de convergence, la série peut-elle ôtre sornmaMe sur le rayon Oa, au
delà de a? Mais la somrnahilité n'est ceriamemeni pas absolue et uniforme.

( ï ) Jou.nud de M. Jordan, p. 4^); 1896.
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On voit que la recherche des points singuliers de /(^) sur son
cercle de convergence revient à l 'étude de la quest ion suivante : Com-
parer les fonctions ̂ (r) a^c la fonction M(/'), c'est-à-dire la varia-
tion du module de F(-s) sur une demi -d ro i t e avec la v a r i a t i o n d u
maximum de son module.

Attachons-nous au cas pa r t i cu l i e r où/(s) n 'admet quun p o i n t sin-
gulier sur son cercle de convergence; alors une seule fonct ion <l>o(r)
sera du même ordre de g randeur que M(r) ; les au t res seront infé-
rieures. En d'autres termes, la fonct ion entière F(^) a un argument
singulier, c'est-à-dire une direct ion dans laquel le elle augmente b ien
plus rapidement que dans les autres. Ce sera le cas général, si l 'on
regarde la série /(s) comme formée à Faide (Vune fonction analyliqu.e
donnée a priori.

III. — Applications.

Dans ce paragraphe , nous al lons é tudier p a r t i c u l i è r e m e n t le cas ou
la fonct ion /(•s) n 'admet qu'icn p o i n t s i n g u l i e r sur son cercle de con-
vergence; nous supposerons que c'est le p o i n t z =r: r , ej, nous nous pro-
poserons d'étudier la fonction f(^) cm voisinage de ce point, cl , en p a r t i -
cul ier , de la déf in i r dans une por t ion de p l u s en p l u s é t e n d u e de ce
voisinage. Nous ut i l i serons pour cela un procédé de s o m m a t i o n très
voisin (1) de celui que nous avons i n d i q u é dans le paragraphe pré-
cédent et que nous allons appliquer tout d'abord à la progression géo-
m é t r i q u e

I + ^ -4- ,y2 ̂  ^.ît ̂  _ _

Nous grouperons les termes p à et p mul t ip l ie rons le (n "+- i)1''"^
a11 . ,groupe par —? ce qu i d o n n e

^(a) -=== ï -!- x + ̂ -l- . .. -I- xP-^

Ct (t1
-4- -, (xP 4-... -1- .r2^-1) 4- ;-. (.z'2^ -4-. . . -h .r3^--1 ) -+•. . .

( 1 ) J'ai indiqué l'intérêt que présentait l'élude de cette généralisation et d'une au t re
généralisation analogue, dans le tournai de M. Jorclan, 1896, p. [-21, ol dans les Comptes
rendus, 7 avril 1896.
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cxi bien

^ (/-/) = ( i + .r -t- .r2 4-... -t- .r^-1 ) ( i i ! 9. ! 31 ^ • • • / - i ^^

M u l t i p l i o n s m a i n t e n a n t par e^l da et in tégrons entre les l i m i t e s o, ce;
n o u s a u r o n s

/"•"i — rf i| ——_ (.axr ^~a ̂  -^ ———,
/ 1 — J ' \ — ,f^ u

à c o n d i t i o n ( j i i o l ' i n t é g r a l e a i t un sens, ce q u i exige
p;n'lie réel le de ( i — ^'/'), positive.

Posons x ^-- p feosco + ^ " s i n œ ) ; on devra avoi r
P^COS/^G) <: r .

Pour i n t e r p r é t e r celle i n é g a l i t é , i l s u f f i r a de c o n s t r u i r e la courbe
p^COS/K,) zr: l ;

dans le cas déjà é t u d i é où p == i , c'est la tangente an cercle de conver-
gence au p o i n t un; si p ^> i , la courbo a d m e t pour asymptotes les
d ro i t e s co == ^-^'^- eî est aisée a, cons t ru i re ; la voici {fig. 3) pour

Fi f f . 3.

p =,.

p == 3, et pour /? ^= 4 (pour ^ == 2, c^est une hyperbole).
Ann. de l ' É c . Normale. 3° Série. Tome XVÏ . — EÉVIUISB 1899. 10
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La progression géométrique est scm'ïinable clans ta portion du plan
non couverte de hachures : c'est cet te portion du plan qui const i tue
l'aire appelée plus haut A. En particulier, elle est sommable dans

•">
l'angle compris entre les demi-droites co == ;—? co == ^~ et dans l'angle

compris entre les demi-droites co == -^ ? co == •~>— (ainsi que sur les

côtés de ces angles).
C o n s i d é ro n s m a i n t e n a n fc la fo n c t i o n a n a 1 y t i q u e /( z ) ; 1 ' e m p 1 o i < 1 e

l'intégrale de Cauchy permettra, en raisonnant comme plus liant, de
la sommer comme la progression géométrique; on posera

•Ĵ  ( a) == a, + a,z 4-. . . -t- a^, ̂ -1

-4- ^(a^P^-. . .+ ̂ -^-1) + ̂  (^^+...+^^3'i/;-l )+...,

et l'on aura, dans la région de sommahilité (formée des parties com--
rn {;! r} c s a u x ré ̂  i o n s u A ),

/(.-)-=1 c-^b,{a)dn,
••' o

D'ailleurs, dans cet te région de sommahilité, le produit ( ^ ' ' ^ ^ ( ( i )
tend vers zéro. La sonnnahilité est absolue et urnforme, pour/'(-s) (4
ses dérivées d'ordre quelconque, dans toute région finie iiîléricHrc a la
région de somnialnlité.

Notre hut actuel est, supposant que le points == s: est le seul point
'singulier situé sur le cercle de convergence, d'étudier la fonction au
voisinage de ce point. Nous diviserons cet te étude en deux parties :

î ° Nous rechercherons si la fonction admet des points singuliers
infiniment voisins de i et non situés sur l'axe réel, et nous indiquerons
le moyen théorique de les déterminer;

2° Supposant que la fonction/(s) n'admet pas de point singulier
en dehors de l'axe réel (au moins dans un certain voisinage de x =-' 1 ) ,
nous désignerons par.z*un nombre supérieur à l'unité, par s une quan-
tité positive, et nous poserons

0(^)=:lim[/(.r^)-/(^-^)j.
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Dans celle Ion-mile, la valeur de/Y^) est bien déterminée; c 'est eelle
que l'on obt ient en al lant au point xe^ en suivant la droi te c,o = £.

Nous donnerons une expression analytique de la fonct ion 0(\r).
Cette (onction peut être indéterininée pour les valeurs ( f ) de x supé-
rieure a un e t voisines de ^/?; le segment de droi te correspondant est
alors une ligne singulière essentielle de/(:;). Nous supposerons la
fonct ion 0(/r) delerminee au moins pour les valeurs (Ynn pet i t inter-
val le i <;^••<.^>(,, Ce segment est encore une ligne singulière essen-
t iel le de/^) si la fonction ( ) ( x ) n1 est analyt ique pour aucune valeur
de x. Enfin, si la (onction O(^) est analy t i ( [ue dans cet in terval le,
la. (onct ion j ( s ) est simplement non uniforme au voisina^o de z = i
et la (onct ion 0(.r) donne la mesure de sa non-uiê i formi te, par rap-
port au segment ^^.r, : c'est la dilîerence des deux valeurs que
prend/(:;} en un point .r de ce segment suivant, que, pour arriver a
ce point, on pass t» d'un côté ou de Fautre du point ^ = = = 1 ; la fonction
es! uniforme en en point si Of.r) est identiqiK^ment nul.

Occupons-nous maintenant de notre premier problème : reconnaître
si la, fonction/'(,^^ a des points singuliers infiniment voisins de /m en
dehors de Faxe ' rée l . Si elle n'en a pas, il ex is te un nombre positif a tel
que le module de lous les points singuliers non réels et positifs de f(z)
soil supérieur a :r --h a. Dès lors, on voit immédiatement que la région
de sommahi l i té comprend, quel que soit /^, tous les points

( î ) ^ -( i ̂  y ) ^ 0 ' - -7T-. .--1 ,,)..•- ^-7Z: Z:.,.371' .-- , ^ — 7T

'.v^ '"" ' ""1' 'v^ '^p " " " ' ""' ;>-//'"
En d'autres termes, le, produit

^^,(a)

tend vers zéro pour toutes les valeurs ( s . ) dez. Si l'on peut trouver un
nombre a assez petit pour que cette condition soit vérifiée pour foule
valeur de f), alors la fonction/^) n'admet pas de points singuliers
(non réels posit i fs), de module inférieur à s •+- a. Si, au contraire, quel,

( ' ) Ctis valeurs pouvonl. êire ICH vulcurs do loul 1/inLcrvaIle î < x < ,z'o ou êtro dem'av
cil Loul, poifit (Jo cet iril.crvîillc; ou y fbrinor un ensemble parfait qui ne soit dense dans
îmcun intorvallo; il y correspond dos yingilkirités spéciales pour/(s). Noms n'insistons
pas là-dessus.
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que soi t a, la c o n d i t i o n cesse d'être vérif iée pour quelque valeur de/;,
l 'étude de l ' intégrale

r1 e-a^^{€l)da

fera conna î t r e des s ingula r i t és de la fonc t ion de modu le i n f é r i e u r
à i 4- a. On se contentera souvent d'avoir signalé l ' ex is tence de tel les
s ingula r i tés pour tou le va leur de a. Sinon, la m u l t i p l i c i t é des hypo-
thèses possibles nécessitera des recherches par fo is longues . I n d i q u o n s ,
parmi les cas faciles à e x a m i n e r , ce lu i oii le p o i n t s = i a p p a r t i e n t a
u n e l igne s ingulière ayant en ce point et dans son vo i s inage un
rayon de courbure dé te rminé . Dans ce cas, si l'on prend /; = ï et q u e
l 'on cherche le rayon de courbure de la courbe q u i l i m i t e la région de
sommabi l i t é au vois inage du p o i n t s = ï , on t rouve a i s émen t une rela-
tion simple entre ces deux rayons de courbure ( l ' une des courbes est
la podaire de l 'autre) . Mais i l p o u r r a i t arr iver que la région de somma"
b i l i t é réelle dépasse la région de s o m m a b i l i t é i béo r iquo (région com-
mune à tous les d o m a i n e s uA); de sorte que l 'on o b t i e n d r a i t s e u l e m e n t ,
un m a x i m u m de rayon de courbure . On p o n t avoir sa v a l e u r exacte ce
d o n n a n t à/? des valeurs entières assez grandes; on cons ta te a lors , par
un calcul facile (en prenant l 'enveloppe des courbes ana logues a
p^=cos^(o), que la région théorique de s o m m a b i l i t é se rapproche
indé f in imen t , lorsque/? augmente , de la région l i m i t é e par la courbe
s ingul iè re . D 'une manière précise, le rayon de courbure au po in t z^ f
de la région théorique de son- imabi l i té a pour l imi t e le rayon de cour-
bure de la ligne singulière. La courbe qui l i m i t e la région pratique de
sommabil i té é tant comprise entre deux courbes telles que le rayon de
courbure de l 'une a pour l i m i t e le rayon de courbure de l 'autre, son
rayon de courbure a lu i -même même l i m i t e .

Nous al lons nous occuper m a i n t e n a n t du second problème que nous
avions posé : supposons que la fonct ion proposée n 'a i t pas de p o i n t
s i n g u l i e r non réel et positif de module i n f é r i e u r à i + a; ' n o u s nous
proposons de P é t u d i e r pour les valeurs réelles de z comprises entre
i et r 4- a. Désignons par x un nombre réel compris entre ces l imi t e s .
Nous calculerons/^8) etfÇxe-^), s é tant une constante positive/et
nous ferons tendre £ vers zéro.
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Si chacune (1e ces expressions tend vers une limite, nous pourrons
définir la fonction 0(.r) considérée plus haut; sinon x sera un point
singulier de la fonction /'(^). La fonction 0(.r) étant construite, x sera
encore un point singulier si 0(.r) n'est pas analytique en ce point
[dans ce cas on ne peut pas affirmer que/'(^) tende vers une limite
lorsque z tend vers .v par un chernin dill'ércnt de l'arc de cercle consi-
déré : s =-=- nce^ |.

Nous donnerons d'abord a £. des valeurs de la forme •—; il est c lair
/ ^

que si f \ x ( ^ 1 1 ) a. une l imite pour p —- co, on n'en peut conclure ton-
jours <|ise/(.x'^2) en a une pour £ == o ; néanmoins, dans la plupart
des cas, la première étude suffira. Nous avons posé

-^ ( <( ) - ̂ u -i- ^i ^ -t- - . . -i- ^--1 ^/~l + ^ {^p ̂  + • • • ) - 1 - - 7^ (^p ̂ p + • • • ) "i- • • • -

Si nous in (.réduisons la nota t ion

et désignons par K ( y ) la |)artie entière dey, nous pourrons écrire

^^a):^'//tzlt'a''(f' •

t 7,

Si nous posons z == .v^'\ valeur pour laquelle la série est sornmahie,
comme nous le savons, il vient

et0

^/TC r'p / // . [

^^'^^S^'''^^7^ //

..y. / , H I T : \ " y f i l ,"[ '•

f ( z ) : ^ e--a ( V a,, ̂ (î p ^ /; / 1 ) da,

( l ) I I s f i m i t iiilércssani, < I o rectiorclior si, cornine il est probable, celto expr(;ssioit vaut,
^ ( n )cricorc pour les vdieurs non entières (Je p ol, î iussi si l'on ne pourrait remplacer a- / ' /-

//
p^F^^.-^L . |\î;ns nous (levons nous contenter d'indiquer ici ces sujets de recherches.

r f " - , - , )
' / 1 /
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Il s'agira tout d'abord de rechercher si cette expression tend vers
une l imite lorsque/^ augmente i n d é f m i m e n i ; s'il en est a insi i l faudra ,
pour une r igueur absolue, s'assurer que l 'on ohtiei^t la même l i m i t e en
remplaçant TC parA'n:, k é t a n t un nombre p o u v a n t varier d ' u n e man iè re
quelconque entre 2 et 3 [cela r ev ien t à d o n n e r a z les valeurs ( i) de
la page 75]. On fera ensu i t e la même recherche en remplaçant i par
— z . Dans le cas où ces l i m i t e s exis tent , on peut déf in i r la fonc t ion
O ( ^ ) ; on a

0(x)=}[m[f^et!)-f(.re-lz)],

d'où
Q ( ̂ ) == lim a i ( e-a ( V a,, a;'1 sin n^- J L { / ' ) -1 ) da.

n == » J/, \ -——d ? }

11 est év idemment aisé de mettre 0(/r) sous Corme d ' u n e série, en
vertu de l ' ident i té

00

lim U.n ==^ ( U-n. -- Un- i ), ^o "-": 0-

î

Dans le cas où, par une méthode que lconque , on sa i t que le p o i n t
singulier z == i est isolé, on p e u t , sans au t re p répa ra t ion , écrire la
formule qui. donne O(^); on est assuré que le second, irHmjhro a b i en
une l imite; l 'intégrale qui y figure a, d 'a i l leurs , sû remen t un sens, a
condition que oc soit in fér ieur au plus pe t i t m o d u l e dos po in t s singu-
liers àef(z) (le po in t z == i , excepté) .

On peut remarquer que, si l'on donne bp des valeurs pos i t ives quel -
conques, la fonction sous le signe f est d i scon t inue , à cause des fac-

teurs discontinus a1- l!n; mais l ' intégrale peut rester c o n t i n u e , car
on a, quel que soit n,

I e-^a^ âa=zi;
Jt\

cette intégrale ne dépend pas de n, bien que la q u a n t i t é à intégrer en
dépende. Mais il n'est pas possible d'intégrer terme à terme la série
sous le signe j ; car on retrouverait la série, divergente pour x > r ,

v „ • fl^J^<2,^sm — •
P
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Malgré sa complicat ion, il nous a p^i'u curieux d'écrire l 'expression
générale de0( .z ' ) ; el le pourra peut-être rendre des serv ices entre les
m;t i il s d' hab i 1 es ea Icu 1 a î e u rs.

CHAPITRE .111,

LSj;S SÉKH^S DE TAYLOH A HAYON DE CONVERGENCE NUL.

L -— Historique et généralités.

La quest ion qui (ai l - l 'objet de ce CIsapiire nous paraît a la fois plus
importante el plus dif f ic i le que celle dont nous nous sommes occupé
a la (in du Chapi t re précédent. Il s'agissait alors d'une série de Taylor
ayant un ravon de convergence tini, et: de son élude on des points où
elle esl, diver^nle. La d i f f icu l té se trouvait ainsi diminuée par la.
connaissance précise du résu l ta t a obtenir; d'autre part, ce résultat
pouva i t être souvent ob tenu par d'autres méthodes (prolon^'einent:
ana ly t ique , procédé dis M. Lindelof) de sorte que notre procédé n'ap-
para issa i t pas comme le seul moyen de résoudre la question.

Lorsqu'il s'agit, au contra i re, d^une série de Taylor a rayon de con--
vcr^cnce /ïal, nous n'avons ci prion aucune indicat ion, tirée de la série
(dlc-/nem,(^ sur ce qu'on doi t entendre par sa valeur en un point déter-
miné; par suite, si nous arrivons a calculer de telles séries, l'impor-
tance de ce résu l ta t sera. accrue par le f a i t que les autres procédés,
mentionnés il y a un instant , ne sont pas applicables ici.

Dans les travaux, faits jusqu'ici sur ces séries, nous devons men-
tionner tout d'abord ceux qui sont en .relation avec la théorie des
fractions continues. C'est La^uerre, croyons-nous, qui a remarqué le
premier le (a i t suivant : une série divergente ayant été obtenue comme
solution d'un problème détenniné, il peut arriver que cette série soit
formellement égale à une fraction continue convergente, et que la
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valeur de la fraction c o n t i n u e fournisse la solut ion cherchée. Il est des
lors légitime de regarder la valeur de la série comme égale à celle de la
fract ion c o n t i n u e . Citons aussi un travail de M. Padé ÇActa mathema-
tica, t. XVIII), dans lequel il mon t r e que l'on p e u t app l ique r les règles
ordinaires du calcul é lémentaire aux séries d ivergentes q u i corres-
pondent à des t r ac t ions cont inues convergentes. Mais , s u r , c e l t e ques-
t ion des fractions con t inues et de leur re la t ion avec les séries diver-
gentes, le Mémoire le p lus i m p o r t a n t est sans c o n t r e d i t ce lu i que
Stieltjes a présenté à l 'Académie des Sciences, i l y a quelques années ,
et qui a paru d e p u i s dans les Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse (1894-1895). Le paragraphe V de ce Chapi t re est spéc ia lement
consacré à l 'étude de ce Mémoire , ce q u i nous d ispense d'en parler
plus longuement ici.

Les séries divergentes dont n o u s nous occupons o n t été considé-
rées à un autre po in t de vue : comme séries asym-ptotiques'. Ce n'est
po in t ici le l ieu de rappeler les beaux t ravaux de M. Poincaré sur ce
sujet , car notre p o i n t de vue est très d i f f é ren t . Nous chercherons es-
sen t ie l l ement dans quelles c o n d i t i o n s une série peut être regardée
comme représentant une fonction déterminée, t andis q u ' u n e même série
asympto l ique , pour un même a r g u m e n t de x, représente toujours une
infinité de fonctions. Remarquons cependan t que l ' é tude des séries
asymptotiques condui t à la no t ion d 'arguments singuliers, ou argu-
ments pour lesquels la série cesse de représenter a s y m p t o l i q u e m e n i
la même fonct ion ana ly t ique , ou, si l'on veut, la môme in tégra le de
l 'équation différentielle que l'on étudie. Cette notion d 'a rguments
singuliers est pour nous fort impor tan te , comme il est aisé de s'en
rendre compte.

"Etant donnée une série de Taylor

/(^ ) •=- ^o -+- ai ^ -h ^2 ̂  -+- ^< ̂ i -+"...,

nous avons déjà dit que, lorsque le rayon de convergence est fini, le
cercle de convergence est, en général, une coupure, si la série est
regardée comme donnée a priori : tous les arguments sont singuliers .
Au contraire, si la série provient, par exemple, d 'une équa t ion diffé-
rentielle arbitraire, il y aura, en général, un seul po in t s i ngu l i e r sur
le cercle de convergence. On sait d'ailleurs que,, dans des cas assez
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généraux (Darboux, Hadamard, loc\ cu.\ l 'affixe da point s ingul ier est
donné par la l im i t e du rapport - a J L ~ ' L 'a rgument l im i t e de ce rapport

€Ï^+^ A 1

est l ' a rgument singulier.
Supposons maintenant que le rayon de convergence de la série pro-

posée soit n u l ; alors le rappor t -aJL- ne peut avoir d 'autre l im i t e que
^//4-1

zéro ( i l peu t n'avoir pas de l imi te) ; mais sa l i m i t e p e u t être zéro avec
un argument déterminé ou i n d é t e r m i n é . Si. la série est donnée arbi-
t ra i rement a priori, on peu t i ndu i r e avec beaucoup de vraisemblance
qu'elle ne peut être dé f in i e en dehors de son cercle de convergence
(ici de rayon nul); tous les arguments sont s ingu l i e r s et i l n'y a r ien
à t i rer d ' une tel le série. Mais si, au contraire, la série est ob tenue par
un procédé ana ly t ique dé te rminé , il , a r r ivera , en général, qu 'el le pos-
sédera. un seul a rgumen t s i n g u l i e r , c'est-à-dire une d i rec t ion su ivan t
laquel le elle divergera/>/^' vite que su ivan t toute a u t r e ; cet a rgument
s ingu l i e r sera égal à la l i m i t e de l ' a rgument de —-"-y lorsque celle^ ' / i + i
l i m i t e sera dé te rminée .

R e m a r q u o n s cependant q u ' i l pourra se présenter ici. u n e circon-
stance nouve l l e . Dans le cas, en ef fe t , ou le rayon de convergence est
f i n i , en dehors du p o i n t s i n g u l i e r u n i q u e s i tué sur le cercle de con-
vergence, i l peu t y avoi r des po in t s s i n g u l i e r s d ' a rguments différents ,
s i tués sur des cercles p l u s grands. Ces au t res arguments sont, en
q u e l q u e sorte, mo ins s i n g u l i e r s que le premier , puisque , correspon-
dan t à de p lus grands m o d u l e s , i l s f ou rn i s sen t des séries qui con-
vergent dans une région p l u s grande que la série proposée; on peut
les négl iger dans une première é t u d e . Au cont ra i re , dans le cas ou le
rayon de convergence est n u l , deux séries, dont l 'une diverge bien
plus r a p i d e m e n t que l ' au t re , peuvent avoir toutes deux le même rayon
de convergence : a. savoir zéro. Si on les a jou te , on obt iendra une série
don t l ' a rgument s i n g u l i e r unir/ue, qui appara î t ra tout d'abord, sera
l ' a rgumen t s ingu l i e r de la série la plus divergente; mais l ' a rgument
s ingul ie r de la seconde série ne pourra pas être négligé puisque le
rayon de convergence de celle seconde série est aussi égal à zéro; on
sera obl igé d'en ten i r compte»

^nn. del'Êc. Normale. 3' Séri(*. 'l'orne XVI. — MARS 1899. î ï
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II. — Le problème de l'interpolation.

Donner une série (convergente ou divergente), c'est donner une
suite dénombrable de quant i tés

(0 (2j, Û?g, . . . , €f^y . . . .

Nous nous attacherons par t icu l iè rement aux séries de la forme

/-^^^P/»

ou les ç/z sont des fonctions déterminées d 'une ou plusieurs v a r i a b l e s
réelles ou complexes. Dès lors, on pourra d i re que la su i t e ( i ) définit
la fonct ion f pour un certain champ de ces var iables , si la connais-
sance de cette suite permet de c a l c u l e r / p o u r les va leurs de ce
champ. D'ai l leurs cette déf in i t ion sera su r t ou t commode dans le cas
où, une fonct ion g é t a n t dé f in ie dans le môme champ par u n e su i t e

(^) ^i, ^ • • • , ^ ...,

on sa i t former a isément la suite

(3) Ci, Ça, . . . , c,,, . . .

q u i correspond à une combinaison s imple déterminée de / 'et de ^
D'ailleurs, suivant les cas, le champ des combina i sons regardées
comme simples sera plus ou moins é t e n d u ; souvent la division pré-
sentera des difficultés par t icu l iè res ; c'est ce qu i a l i eu , par exemple ,
dans le cas des séries t r igonomét r iques .

On voit que, dans cette manière d'envisager les séries, la conver-
gence ou la divergence ne joue aucun rôle; on pourra i t même s(î dis-
penser de connaî t re les fonc t ions 9,, et d'écrire f^Y.^/^^ Tout
revient à ceci : la fonction fesi, dans un champ déterminé, complet
ment définie parla suite (i). Définir une fonction dans un champ, c'est
définir une correspondance rentre deux ensembles non d é n o m h r a l d e s :
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rensemble dos valeurs de la variable (ou des variables) et l'ensemble
des valeurs de la fonction; donner hi suite (i), c'est donner une cor-
respondance C entre l'ensemble dénombrable r , 2, .. ,, n, . .. el l'en-
semble (non (lenornl)ral)le) des valeurs possibles des a (donner celle
correspondance revient a déf inir rensenible dénombrable a^ ^, . ..,
a,^ ...). Le problème consiste, étant donnée la correspondance C,
d'en conclure la correspondance T. C'est, ce que nous appellerons / { / /
problème (F interpolation, en é tendant légèrement le sens de ce mot,
qu'on reserve généralement an cas ou les quant i tés a^ sont les valeurs
de la (onction / pour des points donnés M,/ du champ considéré. Le
but de ce paragraphe est de présenter, sur le problème de Pinterpo-
lation, quelques remarques générales qui nous seront, ut i les dans la
sui te; mais, auparavant , nous allons, pour plus de netteté, étudier
avec quelque détai l un problème d ' in terpolat ion particulier.

PrjtiîLEME. — Déterminer une fonction entière / ( z ) prenant les râleurs
données a,, ^.,, .. . , <^,/, . . . pour les raleu.rs données de z \ a,, a^,, . . . ,
a,/, ..., dont le module est supposé, croî t re indéfinin'ient.

Pour fixer les idées, nous supposerons que les valeurs a sont égales
a o, d: i, :±; 2, ,±: 3, d-/j, ... et les valeurs correspondantes données
seront- a lors

^ 1 1 // ( 2 ^n.
r/o, , , . . . ,

n ] <i ;> <{..... ̂

Si l'on remarque que la. fonct ion sin?:^ s'évanouit pour les valeurs
données (^de %, la formule d' interpolat ion de La^ran^e donne immé-
diatement

/'s)-^ )"'-'',: <-"•"•
Mais ce résultat appelle plusieurs remarques.

( l ) Dans kï ca.s ^ônenjil, la incliiodo do W(îiorslr<i.ss {torniot. do former uno fonction
s'annulunt pour z -•"• ^ - 1 , ^ - 2 , ..., ^/^, .... Lo cas 011 ccUo foncLion ost (l'ordro infini osl
iir» peu ()lus coiripli(p:i(S (lue celui où olle e.sl d'ordre fini, comme dans roxempio choisi.
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Si la série

2' an.
n

[ le signe V indique l 'exclusion de Ici valeur n = o) est convergente,
l 'expression trouvée pour/*(-s) est une série convergente pour loute
valeur de s. On a donc sans peine une so lut ion du problème proposé.
Il est clair que la solut ion la plus générale est donnée par la f o r m u l e

F^)=/^)+SU17T^(^,

O(^) étant une fonction entière arbitraire. Le problème proposé est
donc i n d é t e r m i n é . Mais si l'on écrit

¥(^! -V tr-ill̂  -+.0f^
siriTr^ " ^ TT:(z—n) v / î

— ce

on prouvera aisément que la solution particulière/^ s) se distingue de
foules les autres par la propriété suivante : lorsque z s'éloigne indéfini-
ment avec un argument déterminé différent de o et de TT, le rapport

^^ tend vers zéro. Ainsi, si l'on impose celte condition supplémen-

taire à la fonction cherchée, le problème de U interpolation devient déter-
miné.

Mais nous avons supposé la série

2;
convergente.

Dans le cas où elle est d ivergente , la série/(-s) est aussi d ivergenl ( î
et ne convient plus. Plus ieurs méthodes p o u r r a i e n t être employées
pour trouver une so lu t i on ; par exemple, on peu t rendre a h s o l u m e n i
convergente la série

V ^(-ï)"
Zi -̂ r-TT"

en re t ranchant de chacun de ses termes un po lynôme c o n v e n a b l e m e n t
chois i , su ivant le procédé général de Weierstrass et de M. Mitia^-
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Leiïler. I l nous para i t p r é f é r a b l e de procéder comine il s u i t . Dési-
gnons par g (s) u n e fonc t ion en t i è re 1 ( s ) te l le q u e la série

soit convergente. Nous prendrons

f( \ VI A''^ sili-n:^-- ^') a,,
•^^--^Tr ' '" -7(^)^(3-"177) •

Seulement, ici, il est aise de montrer qiie celte soluj ion, îi cause du
(ac teur^ (s), ne se distingue plus [)ar une propriele s isnp ie de la solu-
tion générale. l îxaminons, posir le voir net tement , le cas très simp^
ou l'on peul prtM'idre

p e tanS un nomi)!^* (ïnl/K'r f ' 2 ) , c/est-a-dire ou la serK*

^
est convergente. On ;i alors

^ 1 ) s in TT^ ^ ( — r ) "< / / ,
/(--;

( ^ t la so lut ion la plus générale est toujours

¥ ( z ) — f ( z ) - | - ^ ( c ) s i i i 7 T ^

( r) Pour (iï>iii(ml,ror l'(.ïxi,sl,once (l(i celle foiicliolt il suiïit ( ]<î j x -onver , /;o qui osl fiicilc»,
<ino, ^ t î l î t l , ( lonrioos (!cii\ scric.s (Je nomhros doiil \(t rnoduto croî!, irKiï'fimmonI : ai %.,.
a / / , . . . ni, A i , A,>, . . ., A / / , .. ., co.s dct'nicrs rools of, |»os!'lifs, on poul Iroiivcr iiiie fonc-
lioli cniKirn ^ ( 3) to i le <'}no

I À' (^/ / ) ; >A,/.

(^ol.l.c proi)osil,ion est ( l i s t inc t -c d'un llicorèmc (lu ;'< M. S^oinciii 'o cl (i'djd-e.s iofj i icl on
peul toujours trouver une fonction entière croiss<int, pour les vnlours rcollos (io .?, plus
vile qu'une fonction rooilo quolcoïKiiie ; tn;jis ollo {)0ut se (lémontror ()nr une inoittodo
îinnio^uo.

( ï ) S) ; (ns ce ciis, hi .soluLion que rioiis iri(li(iuons est identique H cciln qu'aurait fournie
la rnetli^xie do M. MiUn^-LofnfT.
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Mais, i c i , le rapport —[—/(^) ne tend plus vers xéro dans les condi-
t ions i n d i q u é e s p lus hau t ; i l en est seulement a ins i du rapport,
^———^/(s); on en conc lu t que, si l ' o n prend pour 0 ( z ) un polynôme
arbitraire Je degré p — i , la fonction F (-s) aura la mémo propriété .
Ainsi nous trouvons une so lu t ion dépendan t de p cons tan tes ; le
nombre/.? deviendra i t i n f i n i dans le cas o u ^ ( ^ ) serait ' une v é r i t a b l e
fonct ion ent ière.

Notre b u t n'est pas d 'approfondir ici. cette quest ion de l ' i n t e rpo la -
t i o n ; il y a u r a i t lieu de rechercher quel les cond i t ions supp lémen ta i r e s
il f aud ra i t introduire dans le cas où la fonc t ion simr s serait remplacée
par une autre fonct ion entière. Mais, dans tous les cas, on arrivera a
la même conclusion fondamenta le , qui résume notre étude :

Le problême général de l'interpolation est indéterminé; on peut, dans
des cas très étendus, le rendre déterminé au moyen de conditions supplé-
mentaires (qui sont des conditions d'inégalité); mais celanest possible
que si les données î^érifteni elles-mêmes des inégf dites convenables (expri-

mées plus haut par le fait que la série V -^ est convergente). On

peu t rapprocher ce résu l ta t d 'une remarque impor tan te d u e à M. Poin-
carô, à propos des équat ions l inéaires en nombre i n f i n i : lorsque les
égalités et les inégal i tés soni en nombre i n f i n i , elles jouen t souvent le
même rôle et, par exemple, des inégalités peuvent déterminer une so-
l u t i o n .

Il est aisé, sans mul t ip l ie r outre mesure les exemples (1), de voir la
re l a t ion qu' i l y a entre ces remarques générales et la Ihéorie des séries
de Taylor. Lorsqu'on écrit

(i) f{z) ==f(o) -^ ^(o) 4- ̂ f"(o) +• . ̂

on se propose de déterminer la valeur def(z) par la connaissance des
valeurs de /(o^/^o),/^), .... [Pour donner ces valeurs, il suffi-

( 1 ) Uno application de nos théories peut être faite à l 'étude des séric.v tn^onomc-
triques; nous aurons sans doute l'occasion d'y revenir un jour .
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r a i f c de donnei\/\z) pour toutes les valeurs z == -? par exemple; mais
ces valeurs dey(?) ne pourraient être prises arbitrairement.]

Si l'on impose à la fonction de variable complexe /(-s) la condit ion
supplémentaire d'avoir le point z == o comme point ordinaire (c'est-
à-dire d'être monogène dans son voisinage); ou, à la fonction do va-
riable réelle, des conditions d'inégalité faciles à écrire et relatives aux
valeurs des dérivées d'ordre quelconque dans le voisinage de z = o,
on pourra affirmer que Ici série Ci) donne la seule valeur possible pour
/(^); le problème qui consiste à calculer/^) au moyen des condi-
tions données est donc déterminé. Mais ceci exige essentiel lement la
convergence de la série (i).

D'autre part si, la série (i) étant convergente, on ne s'impose aucune
condit ion supplémentaire, on sait que l'on peut ajouter à/'(:?) une
expression de la forme e^', a étant un nombre négatif quelconque,
sans que les dérivées cessent d'avoir les mêmes valeurs (lorsque z est

imaginaire, cela n^a lieu ([lie dans un angle égal a __^ ••--•> mais en pre-

nant a assez petit, cet angle est aussi grand que l'on veut),
Supposons maintenant qu'une fonction de variable complexe soit

telle que, dans un angle déterminé, la fonction et ses dérivées d'ordre
quelconque aient des valeurs/^^s- lorsqu'on s'approche de ^ --=- o par
un chemin quelconque. Supposons de plus ces valeurs telles que la
série (i) soi t d ivergente.

Peut-on délenniner la fonction dont il est quest ion par la connais-
sance de cette sér ie? Ce n'est sûrement pas possible d'une manière
absolue (quel que soi t dYilleurs l'angle considéré), puisque l'on peut
toujours ajouter une fonction de la (orme e^\ sans que les valeurs de la
fonction et de ses dérivées soient modif iées dans cet angle. (Bien en-
tendu, z ne sort pas de l'angle, de sorte que la fonction e^' no prend
^toutes ses valeurs lorsque a n'est pas entier; par exemple, si l'angle

proposé est égal à ̂  nous prendrons a = —— et nous choisirons con-

v e n a b l e m e n t la dé t e rmina t i on i n i t i a l e de \A?, de m a n i è r e que , dans
tout l ' angle , la pa r t i e réelle de cette expression soit néga t ive , ce qu i
e s t é v i d e m m e n t p o s s i b 1 e. )

11 est donc nécessaire, pour rendre déterminée problème du calcul
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de/(^) aa moyen de la série divergente, d 'a jouter âne condition sup-
plémentaire convenable re la t ivement à l'espèce du po in t s ingul ier
z ==- o. Et alors le problème pourra être rendu dé te rminé , à condition
que les valeurs des dérivées ne soient pas quelconques, mais vér i f ien t
elles-mêmes des condi t ions convenables (qui sont remplacées par la
condition de convergence, d a n s le cas où l 'hypothèse faite sur le p o i n t
z == o est qu'il ne clou pas être singulier).

On voit aussi quel le marche on devra suivre dans cet ordre d ' idées,
lorsque la fonc t ion proposée sera déterminée par une équat ion difTé-
rentiel le et que les dérivées seront calculées au moyen de l ' équa t ion .
On remarquera tout d'abord que, s'il y a une intégrale de l ' équa t ion
satisfaisant (dans un cer ta in angle tout au mo ins ) a des condi t ions
initiales données [c'est-à-dire tel le que /(o)»./' (o)» • • • » ./l(A)(o) a ien t
des valeurs données lorsque z tend vers zéro dans cet angle] , toutes
les dérivées de/*(s) sont dé te rminées . Dès lors, si l 'on ajoute la c o n d i t i o n
supp lémen ta i r e re la t ive à l'espèce du p o i n t s i n g u l i e r , on pourra t rouver
ou non u n e intégrale (de même que l'on peu t t rouver , ou non , une inté"
û'rale holomorphe, s u i v a n t que la série est, ou n o n , convergente) . I l
f audra , ( P a i l l c u r s , mont re r que la va l eu r a i n s i t r o u v é e pour la série
divergente vérifie effect ivement l ' é q u a t i o n . Et i l restera a rechercher
s'il y a d'autres intégrales que cel le- là (de même que l 'on recherclu;
s'il y a d'autres intégrales que l ' in tégra le holomorphe) .

On prévoit que nous ne pourrons réaliser que très p a r t i e l l e m e n t ce
plan de recherches; nous avons tenu cependant à l ' i nd iquer , car i l
nous semble que cette méthode pourra rendre d ' impor tan t s services
pour l'étude de certaines singulari tés des intégrales des équat ions d i f -
férent ie l les . Indiquons que notre po in t de vue est b i e n d i f f é r en t de
celui qui inspire les belles recherches de M. Painlevé : ic i , nous nous
plaçons au po in t s ingul ier et nous supposons que la fonction y est déter-
minée , au moins dans un angle : bien en tendu, on pourra faire aupa-
ravant sur l 'équation une transformation s imple, comme nous en
verrons des exemples plus lo in . Dans les cas d ' i n d é t e r m i n a t i o n com-
plète sur lesquels M. Painlevé a a t t i ré l ' a t t en t ion , i l y a u r a i t l ieu de
chercher à ut i l i ser quelque général isat ion de la not ion de l i m i t e afin
de pouvoir toujours, ce qui est essentiel pour notre méthode, dé f in i r
l'intégrale en partant du point s ingul ier .
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III . — La méthode de sommation exponentielle.

Nous al lons, dans ce paragraphe , a p p l i q u e r a la série divergente
/(^) la, mé thode de s o m m a t i o n q u i nous a réussi pour la progression
géomét r ique et pour la série d o n t le rayon de convergence é t a i t
l ' u n i t é . Nous j u s t i f i o n s a ins i , c o m p l è t e m e n t le p o i n t de vue auque l
nous nous sommes placé pour exposer cette méthode . Si nous l ' a v i o n s
considérée s i m p l e m e n t comme un moyen de p ro longement a n a l y t i q u e ,
nous n ' a u r i o n s pas été n a t u r e l l e m e n t c o n d u i t à r c x l e n s i o n a c t u e l l e .

IÏ ailleurs, pour ne pas allonger démesurément^ nous laisserons de côté
les généralisations analogues à celles qui terminent le Chapitre précédent,
et aussi la transformation homo graphique effectuée sur z [ z , "' ""-^j, <y///
permettrait de ne plus faire jouer au point à l'infini un rôle spécial.

Etant donnée la série divergente
/ ( z ) = a^ -l- a^ z 4- a^ ̂  -h . . . -h a,, z ' 1 -{-...,

nous mul t ip l i e rons les termes successifs par ^— nous obtenonsa'1^

?(
a, z a a ̂  z2 a2 a „ s l l a'1

a) -= a, -,- ——— + —^- +.. .+ ——^- -h.

Nous supposons essentiellement la série proposée telle que la séries (a)
ne sou pas toujours divergente (^ ) ; la série ç(a) peut être une fonction
entière de a (c'est ce qui a l ieu, par exemple, lorsque l'on a a^ = \jn\} ;
dans le cas où cp(a) n^est pas une fonction entière, nous supposerons
que son domaine d'existence détend jusqu'à Vinjîni (il est clair que
cela ne dépend pas de la valeur de z ) ; nous supposerons même, pour
plus de netteté, bien que ce ne soit pas indispensable, que la fonction
ç(a) existe dans un angle A formé de deux demi-droites issues de
a =. a et allant à l ' infini. La direction de ces deux demi-droites dépend
de l 'argument de ^; nous choisirons cet argument dans une région
telle que cet angle comprenne les valeurs réelles positives de a (cela

( 1 ) Sinon, il faudrait utiliser quelque généralisation de la méthode.
yf/t/ï. de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome XVt. — MARS 1899. 1 2
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donne pour z , au tou r de l 'origine, lin angle ég'all\ A). E n f i n , nous sup-
poserons que le produit ^"^(a) tend u n i f o r m é m e n t vers zéro pour
certaines valeurs de -^ formant un arc AB ; i l en sera de même dans lo
secteur OAB et, dans toute a i re i n t é r i e u r e à ce secteur, l ' in tégra le

1 ^ { c l ' ) e - a d a
t- 0

aura un sens et déf ini ra une fonct ion a n a l y t i q u e de z. Lorsque z t endra
vers zéro par un c h e m i n in té r i eu r au secteur OAB, cette fonc t ion a n a -
l y t i q u e tendra vers a^ et sa dér ivée /^"^ vers i: .2. . .na,,. C'est une so-
lution du problème d ' in terpola t ion que l 'on pose en éc r ivan t la série
divergente .

Nous allons m a i n t e n a n t rechercher quels caractères d i s t i n g u e n t cette
so lu t ion de toutes les au t res .

On a
Q(a)— ¥ ( a z ) ,

si l'on pose
ip./ ( { \ f i 0,1^ a', rr'l (//;:. :a,-\- "•-- -i- - " .- -|- - . . . . : . - , -1-... . ..

i '->. ' ^ \

La fonc t ion V ( u ) est an î l ly t ique dans un c e r t a i n an^ le A ; par la s î i ! ) -
s t i t u t i o n (r., c ^ z ) ^ nous pouvons faire t o u r n e r cet ang le comme nous
le voulons; nous supposerons qu ' i l comprend les v a l e u r s réel les el
posi t ives de ^.(cela revient à d i re que nous choisissons a de man iè re
que, après la s u b s t i t u t i o n , la région de s o m m a h i l i t é AOB comprenî 'Hî h^
valeurs réelles et posi t ives de ^). Nous avons alors , z é tant réel et po-
si t i f ,

/ • a ) /. » // ,
/( ^ ) = j 9 ( a ) c--^ da = 1 F ( « ) ( ; z f-1-1-,

' 7 f j ../() ^

le cl iemin d ' in tégrat ion étant tou jours réel. I l est aisé d 'étendre cette
formule au cas où z est imag ina i r e , mais t ou jou r s dans la région OAB.
Il faudrait prendre un chemin d ' in tégra t ion rec t i l igne fa i sant avec l ' axe
réel un angle égal à l ' a rgument de z ; mais la s u b s t i t u t i o n d 'un c h e m i n
d'intégration à l 'autre, dans le plan de la var iable u, est i n d i n e r e n t e ,
parce que le long d 'un arc de cercle compris entre ces deux c h e m i n s
et de rayon croissant , l ' intégrale tend m a n i f e s t e m e n t vers zéro
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| puisque e <l ^ ( n ) tend uniformément vers zéro pour les valeurs de ^
s i tuées sut ' AH |.

Ainsi, la fonclioli/'C^) peut être représentée sous la forme

r A / / < / / /../"(-') ^ ^K z ^ .

¥ ( n ) élani une fonction analyliffue pour toutes les valeurs réelles de / / .
Nous siipi)osoiis (le plus la fonction V ( n ) régulière dans lin an^^* f in i
comprenant l 'axe réel; enf in, nous admeî i rons qu'il existe un nombre
pos i t i f / - tel que le produil V^^Çil^e-''11 tende uniformemcîil ( ^v i - rs /é ro
lorsque le module de // augmente indé l i îg in ien t , dans cet ( i f i ^ le (Tindice
de dér i va l io îs p é ê a n t un nombre fini quelconque).

Nous résumerons ces hypolheses en d isant que le, point z -= n est
pour f(^) un point singulier r/'cspw ( / \ ) ('2 ) ; au tou r de ce po in t se
( rouve pou r ^ un cîM't.ain angle de rcgnianle, c /est -a-d i r î1 un a t l ^ l ( k (ou
plus exactement , ms s e c t e u r ) Je l ( [ (K Ï / Ï ^ ) et, ses dér ivées soient, régu-
lières a leur intérieur el êemlen i v^ î rs ^,., a,, 1 . 2 ^ ^ • • • los^qmî ^ l^îHl
vers zéro. I.orstju' i l lie pourra pas eu résul ter de confusion nous dirons
pour abréger que la /bw/f(fn/(z) csl ( I J c s p e c c ( \) au lieu de dire qu\7^
ad/nel l^ori^inc cofîune polifl singulier (l^'spccc ( i \ ) . L'A région de régu-
lari té de f ( z ) comi)!^1!^! loujours h son intér ieur les valeurs réel les el
posit ives (assez pe( i les) de .3; lorsque lions parlerons de la vahnn'
de f ( z ) pour z - o nous supposerons que z l î^nd vers zéro par valeurs
réelles el pos i t i ves ; de menu* pour ses dér ivées. Les va leurs sera ient
d 'ai l leurs les mêmes pour t ou t chemin in tér ieur a la région de régula-
rité. 1 1 n'y a pas d ' inconvénient a conserver la même dénommaùon dans
le cas où la région de régular i té ne comprend pas les valeurs réelles et
pos i î i ves d e s ; mais, lorsque l'on considère s imul tanément plusieurs
fonct ions d'espèce (A } , on devra supposer que leurs rég-ions de régu-
lar i té oni une pm-tie commune cl, dès lors, l'emploi de la substitut ion

( i ^ (7(.^-.;'i-(|in; iiKlopeiKiij i i i i iKïii l, d f 1 Y d i ' ^ i t i m ' n i de //.
( 'î ) Nous proposons provi.soinîHH'iil ( • ( î L L o cxi»rossion ; < > { ) r c s iiti(; ('îiddc senousc d'unircs

.sili^ulHrilos, on polUT.i ()C(il-ôlrc iidoiticr des (Icriolilin.ilions plus ruiioniicllos, consliLuunt
UIK* ('Jiissificiilion.



92 ÉM. BOIŒL.

Çz, e^z) amène aisément cette partie commune à comprendre les
valeurs réelles et posit ives de z.

Cela posé, on a i m m é d i a t e m e n t le théorème s u i v a n t : Une fonction
d'espèce (A) nulle au point z == o ainsi que toutes ses dérivées, est iden-
tiquement nulle. Car la fonc t ion analytique F ( u ) est n u l l e pour z = o
ains i que toutes ses dérivées; elle est, donc i d e n t i q u e m e n t n u l l e .

On voit l ' impor tance de l 'hypothèse que F ( u ) est a n a l y t i q u e ; i l est
ai-sé de se rendre compte qu 'e l le est i n d i s p e n s a b l e a, not re p o i n t de
v u e ; en effet , remplaçons F { u ) par F(^)-4- CxQz), G(^ ) é t an t une fonc-
t ion (nécessai rement non a n a l y t i q u e ) n u l l e pou r les valeurs de u ex té -
rieures à l ' i n t e r v a l l e a, b. L ' in tégra le dev ien t

rF(.).-^4-f\(.).-^^ty u " .// 3

i l est aisé de voir que le second terme a des dérivées toutes n u l l e s
pour.^=o; si l'on suppose G(//) === ^-I-...-.̂  et ensuite h^a, il se réduit

/<
a^ \ En supposant V ( u ) analytique, on évite l ' introduction de

termes de ce genre.
On peut exprimer le résultai fondamental qui précède en disant que

deux fonctions d'espèce A, égales pour z = o ainsi que toutes leurs
dérivées, sont identiques; ou encore qu'^/z développement divergent ne
peut représenter (dans un angle déterminé) qu^me seule fonction d'es-
pèce (A).

1 1 n'est pas inutile de remarquer que les fonctions régulières pour
z == o peuvent être regardées comme des fonctions d'espèce (A); la
fonction F(a) est alors holomorphe dans tout le plan.

Il est clair que si l'on ajoute ou retranche un nombre fini de séries
d'espèce (A), multipliées par des facteurs constants quelconques, on
obtient une série qui est encore d'espèce (A), c'est-à-dire qui. repré-
sente une fonction d'espèce (A), combinaison linéaire déterminée des
fonctions représentées par les séries que l'on a a joutées.

Nous allons voir qu'il en est de morne pour la multiplication. Mais
il est nécessaire de prouver tout d'abord que le produit de deux fbnc-
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lions d'espèce (A) est une fonction d'espèce (A). Soit donc

/(^f"F(«),-'^,

^)=r(.(»).-^.
0 ^

N o u s ra p p c I o n s q u e 1 e s fb n c t i o n s F e l G sont a n a 1 y t i q u c s cl a n s u n a n ̂  i ( l

f i n i comprenan t Faxe reei cl, que les produi ts F^-)^, G(^)^-^
t e n d o n t u n i l o r n - i c r n e n t vers ziiro ( lai- is cet an^lc. Il est c la i r ( iuc l 'on a

/(^),^ (.-)-= ^ ^ F (^ ) ( ; ( (QG ' "

Nous Iransforrncrons l'intégrale (loul)le en posant;

I f -1- (^ r^ ^•,

^ _ ^ - - - y .

Il vient

./•(.)-,••(=)-- /" ç\^-y^,(±-^^^±.
Si l ' on [)os( î

ll(..)--.^>'l-'f"+-•y)(;f•^•->/v>•,j . \ <À I \ '-> / '">

/ (^^(^) ^ f IK^)^^^; I i ( o ) - : . - : < > .

Il suf'ti l (l(ï monti^îr <jne la fonction R(u) sat isCai t aux condit ions
requises ( / 1 ) pour que le produit:/^) ̂ '(^) soit d'espèce fA) . En [)osanl
y ̂  ̂ / _ ^^ dans l'intégrale qm définit lï(.r), on a,

IS( , r )"- / F ( / ) G ( , r — / ) , / / .

( ' ) ( t r A c t ï ;'i l i i cond i t ion Î K ( ) ) — o lo i i i c to in ' ,̂  s ' é i i i t i i l K i î i i s o i i i c n l ; ?w//' pdi^1 . s i l i v i i t i t c
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Si nous f igurons l'espace angula i re indé f in i , dans lequel F(^) e t G ( / / )

sont holomorphes, i l est clair que H(^) est aussi holomorphe dans cet
ang le (les fonctions F et G sont régulières au p o i n t u == o, comme on
l'a vu). De plus , en vertu de nos hypothèses, il existe un nombre k tel
que l'on ait pour tou t p o i n t in tér ieur à l 'angle

[F(^)|<|^|, \G(u)\<\e^u\.

On en conc lu t
| H ( / / ) |< \ucl-H <\e/i•'fi\,

en désignant par k ' un nombre convenablement chois i ; dès lors, si
/^ < k\ e'^^ïlÇu) tendra u n i f o r m é m e n t vers zéro lorsque u aug-
mentera i n d é f i n i m e n t dans l'angle considéré. Il en est de même p o u r

W(u) = F(u) G(o) + [ ' F(Q (y{x - /) dt.
JQ

I I est clair que le prodai t / (^)^(s) s 'obt ient en fa i san t le p r o d o i t
des deux séries correspondantes.

Mont rons enfin que la dérivée d ' une fonc t ion d'espèce Ç A ) est a u s s i
d'espèce (A) et s 'obt ient en d é r i v a n t la série d ive rgen te correspon-
dante. Rappelons que nous avons supposé que les dér ivées de la fonc-
tion F(^) ont les mêmes propr ié tés que F ( leur p r o d u i t par e hu tend
vers zéro); c'est d'ailleurs, en général , une conséquence de l 'hypo-
thèse faite sur F; dans le cas où il n'en serait pas a i n s i , les séries
ob tenues en dér ivant la série proposée ne sera ient pas d'espèce ( " A ) ;
i l su f f i r a i t de faire une convention simple p o u r évi ter cette d i f f i c u l t é
(voir p. 57).

L'on a
. / , f" -^ ,̂  , duf ( z ) =- 1 e s l ( u ) -^-

Jo -'

- ( F(u)de'~1^
--'o

r i^}93 ^ /: //
- F(^)^ -i- ^ ^ ^ ¥ ' { u ) d u

I- J o Jy

Cm ^ l '
f^o 4- I e""^ F'( / / ) du.

J K
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.En sui te

/'(^ - / ^•^F /(^)^

--....--^^F/(.)^-^

• : : . ^^ ? [F-M-i- / / F - M]^.

Or oïl vo i t iinnmiialement que la se f ie

r' i \ B V / / \ ^«.^n 3 r / . ( ^ / 2 / i^,( f/• ' {J 1 ^ / / ) -1- //.r // - <7i | --- -l- - . - ^ • f . - | - .1 ,.. ... - . . ) . . .
i '.-t ! ^ \

se forme avec la série

¥ ' { : • ) - : ^i • i - •\n.^, -s- 3</;^2 . 1 - . . .

de la même manière que F(^ ave(;/(^). Noire proposition est done
démoniree.

Un ea le î i l analogue an |)reee(lenl aura i t donne (pa^-e ^'i}

/( .3)^(.) f'\'-'in'(^)^..

Il y a is ra i i d'ail lenrs a repeler ici les remarques de la pa^e précè-
de nl,e.

En eomhinani \(^ res i i l j .a ts olî leruss, on voi t que si l'un a un poly-
nôme par rapport a plusieurs fondions ( ' 1 ) d'espèce (A.) et à leurs
dérivées, fa râleur (le ce polynôme est une fo/u'iion d'espèce ( A } repré-
sentée par une série ^00 l'on peut oblenir en (ipplufuant aux séries les
règles ordinaires (lu ça/eu/. Le polynôme ne peut être identiquement nul
que si la série ai/isi ol^enue est idenli(fuement nulle.

IV. — Application aux équations différentielles.
Soit.

( i ) /(•^J,.;^.)^ • • • » j^^ro

( 1 ; Hilppoloiis qiio les fondions ro^'n Héros poitr z == o sont comprises comme cas par-
ticulier parmi les fonctions d'espèce ( A ) .
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une équation différentielle d'ordre n, algébrique en x , y , y ' , . . . , j^.
Nous supposerons que / est un polynôme par rapport à ces n -+- '2
lettres (1). Enfin, admettons que l'on ait

f(o,y„y„...,^))=o.
On sait alors que, sous certaines condit ions inut i les à rappeler, i l

existe une intégrale y de (i), holomorphe au voisinage de x = o, et
telle que, pour x == o, on ait

„, —— „, /„/ —— ^ y(fl) — y(ti) •
J — — , / 0 ? J ——J Q1 . . . » J - — / y î

cette intégrale holomorphe est d'ailleurs parfai tement déterminée; on
obt ien t son développement en série en calculant, à l 'aide de (r) , les
dérivées successives dey pour x = o*

D'ailleurs une intégrale de (i), telle que y , y .. ' ^ y ^ tendent vers
jo,^, ..., j^, quel que soit le chemin suivant lequel x tend vers
zéro, coïncide nécessairement avec l'intégrale holomorphe.

Mais i l peut arriver que les équations dédui tes de (i) par d i f fé-
ren t i a t ion

^ .̂..-^-=»,
^,^y+,.^.-t-.,+_y,,,»,,^,,
àx^ àxày'7 à y à}^'1^'

permettent de calculer les dérivées successives de y pour x == o, sans
que la série de Taylor ainsi obtenue soit convergente. Il n'existe pas
alors d'intégrale holomorphe et les recherches déjà fa i tes sur ce sujet
donnent à penser que l 'étude générale de ces cas est très diff ici le, car
il peut se présenter des circonstances fort diverses. Nous nous propo-
sons d'apporter une contr ibut ion à cette é tude ; nous nous plaçons,
pour cela, à un point de vue que nous croyons nouveau et qui a déjà
été brièvement indiqué plus haut. D'ailleurs, nous ne prétendons
point que ce point de vue soit meilleur que ceux auxquels on s'est

( 1 ) On verra aisément que les considérations qui suivent s'appliqueraient au cas où /"
serait un polynôme en y, y,.. .^{rt), les coefficients étant des fonctions dc.r, holomorphcs
pour x == 6.
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place jusqu' ici ; mais la quest ion est assez diff ici le pour qu'on ne
puisse espérer la résoudre un jour qu'en rabordant: avec des mé-
thodes variées.

Nous supposons essentiellement. f/ue les râleurs initiales données,
pour x = o, sont /elles (/ne les équations ( ' ^ } permette ni de calculer suc-
cessivement ( 1 ) loi/les les dérivées de y pour ,r == o. A raide de ces déri-
vées, on peul former une série divergente

( 3 ) y --=:j<, -|- —° ,r -|- —^ ,z-2 -l- . . . :.;-- ( ( ^ 4-- a^r -\- a^:^ --\- . . .,

qui sai is fa i l forme/lemeni a l 'é(jualiosi [ ) r < ) j ) o s é < > . l^n e î n [ ) I o y a n t le lau-
^a^e déf in i dans le para^'rapise [)réeédenl, nous démontrerons Soûl ,
d'abord le théorème su ivan t , :

Si fa séné ('Y) est (l'espèce ( A ) , elle de/inil line [onction d'espèce ( A )
( l i n salis/ait a l^eff nation f)/'op(>s(:e et f /n i , dans son an^le de /•e^'idarite,
peri/fe les condil ions initiales données.

Ce théorème est une conséquence inunédiale, du résul ta i ohlenu
pa^'e <)^ el du lai t < j u e la série f,'i) vé r i f i < î formellement l 'é()ua(ion
proposée. En eUet, si l'on a ( 2 )

[ " . . . - / /^y j^ H . ) . - . ^ ,

/ ( • r , , ) ' , . ) ' ^ . . . , / f ^) .= f < î

car les coef f ic ients de/, regardé comme polynôme en y, y', .. .^y^, sont
des polynômes en :v ou des (onctions holomorphes pour.T =~. o, et nous

( ï ) f on' \'à rcni<ii'(iiio fdile {)|ILS loin, (). 99.
( 2 ) KiippclonK f { ) . () i ) { { i i o lîi fonct ion V ( i f ) osl supposée lollo quo, rJans 1 1 1 1 secteur

///' V(in! coii!{)r(îii;nil l'uxo r^ol, lo produit, (' / l ' t -̂ l.ciid uiliforinciïiont vers zéro ( [ ) nonibre

//'//,/ quelconque). H suf'finut d'dillcurs do (•orisidéror Jos v<î!cur.s de p ne dépassant p;>s
l'ordre de l'équation dilïérenlieIJe.

Afin. de i'Éc. Normale, .''/' Scric. 'î'onfie XV I ,— MAlty 1^99. ( 3
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avons observé qu'on pouvait les regarder comme des fonctions d'es-
pèce (A) (1).

D'ailleurs, pour obtenir <S>(u\ il suffi t de développer, suivant les
puissances croissantes de oc, l 'expression /(^,y,y, .....y^), en y
remplaçan typar sa valeur (3); dans ce développement, on remplace
^ p^p ̂ . •^^ çç développement est, identiquement nul, donc <F(^) est

i d e n t i q u e m e n t nul , c'est-à-dire que y est u n e in tégrale de (i). Il est
évident , d 'ai l leurs, que si x tend vers zéro par un chemin i n t é r i e u r à
Fangle de régularité, y,y, . . . ^y^ tenden t respectivement vers y,»,
y c y^. r (» » ' • * > ./ 0 •

Enfin i l résulte de ce qui précède que, si l'on se propose de recher-
cher une fonction d'espèce (A) satisfaisant à l 'équation (i) et satis-
faisant aux conditions in i t ia les données lorsque x tend vers zéro sui-
vant un chemin, déterminé, cette intégrale est nécessairement u n i q u e
et s 'obt ient , au moyen de la série (3), par notre procédé. Mais la
série (3) peut représenter plusieurs fonct ions d'espèce ( A ) dans des
angles d i f férents ; c'est ce qu i se passe lorsque la fonct ion a n a l y t i q u e
F(^) est te l le qu ' i l existe p lus ieurs angles f i n i s d i s t inc t s tels que
^-h\u\ ]wç^\ tende un i fo rmément vers zéro lorsque u tend vers l ' i n f i n i .
Dans ce cas, l asubs t i tu t ion (.z*, 7^) ramène a i sément l ' u n quelconque
de ces angles à renfermer les valeurs réelles et posi t ives de x et l'on a
ainsi plusieurs fonctions d'espèce (A), qui peuvent être d i s t inc tes .

Il resterait à résoudre une question impor tan te : en dehors de l'in-
tégrale d'espèce (A), supposée calculée, y en a-t-il d 'autres sat isfai-
sant, dans le même angle, aux mêmes conditions in i t i a l e s? La question
paraît fort ardue dans le cas le plus général; on peut la résoudre par
la négative dans le cas part iculier où, l ' équat ion proposée é tant
linéaire et homogène, c'est-à-dire sans second membre, on a calculé
un nombre total d'intégrales indépendantes , holomorphes ou d'es-
pèce A (dans une même direction), égal à l'ordre de l ' équa t ion .

Ajoutons, enfin, que ce qui précède s 'applique év idemmen t au cas

( 1 ) Si Pon a une fcmcLion holomorphe dont le rayon de convergence est r, la fonction
associée F(^) est telle que le produit f î~ /• : r tP(^) tend vers zéro dans un secteur fini, si
l'on a soin de prendre pour k un nombre supérieur à /'.
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on l'équation di l lerentiel le proposée, au lieu d'être algébrique en oc,
renferme (les fondions de x définies par des équat ions dif ïerentiel les
al su brique s : une si ni pie él imination ramené au. cas étudie. De même,
si l'intégrale y est égale au produit d'une expression de la forme

0 f -1 )

e • • t " x^ (Q polynôme, ? nombre quelconque) par une fonction d'es-
pèce (A) : une subst i tu t ion simple snfïit pour ramener au. cas précè-
dent.

Nous allons, comme application de ce qui précède, dire quelques
mots de réq nation

, ( î y .. ,
.r^^P(.:r,,n,

P étant, pour plus de ne t te té , un polynôme en x c ty(on pourrait en x
le supposer simplement Isolomorphe).

Kn clian^'eanty en Y + a,'v -t- h, puis;y (.în ky et x en k' x, on ramené
immédiatement ce t te équat ion a la l'orme

d'y
( i ) .y2 — -!- y r:-:: y. .r^ -.|- '>. p ,ry -\- yy^ ••-l- . . . -= m ( ,r, f ),

ÎTT étant un polynôme dans lequel les termes du moindre degré sont du
second degré.

Nous nous | > r o [ ) osons d e r e c 1 1 e r c ! s e r s i 1 ' é q u a t i o n ( ï: ) 'à u n e i n t é g r a I, c
telle ( J S K ^ pour .r == o l'on a i t y == o, y •==. o, x tendant vers zéro par
valeurs réelles el, positives. Nous exigeons de plus que les autres déri-
vées de y ne soient pas infinies dans ces conditions. On a alors, en
diUerentiant (i),

, fP y , . dm ()T!J , àm
•^ —^ -4-- a-r^-l- 'y' ~ -, ••=- -T- "1- r — îfl.r1 • dx (),r à y

d'où, en faisant y = x = o,
y=o.

On voit que l'on n'aurait pu, pour notre but, choisir une autre valeur
initiale dey', qui eût cependant vérifié l'équation (î).

D'ailleurs, si l'on difîerenlie n -h î (bis l'équation (i), on obtient

( ( " ^ Y ^41 y . d" y ^+-iy d^1-^
.,. ̂  4- 2(. -1- r),r ̂  + „(. 4- » ) ̂  + ̂ tr - ̂ r,
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d'où
/cllt+l^\

(^ y^^-n(n + 1)7;- 4- ̂ ^^ ̂

Remarquons que le dernier terme, après qu 'on a fai t x =y= o, ne ren-
ferme les dérivées de y que jusqu 'à l 'ordre n, à cause de (— j == o.

Nous nous proposons d 'é tudier la série

^ ^ _^ ,2j ,̂ .+. Z". ̂  4- _2__ .̂  -f- . . . =: a, -l- ̂  .̂  -h a, .r2 -h . . .,
' l" 1 1 .2 1 . 2 . 3

nous y parviendrons par un emploi convenable de la méthode des fonc-
tions majorantes .

Notre b u t est de faire voir que la série

-, , ai u a^n2 n,, u ' 1

F( / / ) -^a^ —— 4- -̂ F +- • t+ -nT +" • •

a un rayon de convergence différent de zéro. C'est une condi t ion néces-
saire, mais non suffisante, pour que la série y soit d'espèce (A ).

Un ra i sonnement a p p r o x i m a t i f , fait sur I n é q u a t i o n (2), peut nous
permettre d'avoir une idée du résultat et aussi nous i n d i q u e r la voie à
suivre pour le démontrer en toute r igueur. D'après (2), y^4"" est la

(^+.i—\
somme des deux termes — nÇn -t- i)./̂  e^ TTT^T ) '•> or' sl ce sefioru^uJC y o
terme existait seul, les valeurs de y^^ dét iniraient une série de Taylor
convergente, car ce seraient les dérivées de la fonction y déf in ie par
l'équation

y=CT(^, j ) ;

d'autre part, si le premier terme — n Ç n ' ^ { ) y i ^ existait seul, on
aura i t

y^^-=(—\Y(n\Y{n^-ï')K,

valeurs qui définissent une série de Tayior divergente; on peut donc
i n d u i r e que c'est ce terme qui a la plus grande influence (à moins que
la série de Taylor ne soit convergente, cas s ingul ier que nous écartons;
elle pourrait même se réduire à un po lynôme) ; si l 'on t i en t compte

ci i/^)seulement de ce terme, on trouve pour -L = 7'1—: la valeur asympto-1 ni ( n 1 )^ J l
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/ __ ^\rt

t i q u e ——— A, de sorte que , non seu lemen t la sér ie F(^) a im ravon
de convergence non n u l , mais encore la l i m i t e du rappor t de d e u x
coeff ic ients consécu t i f s est — i.

Nous ne chercherons po in t à é t a b l i r en toute r i gueu r un r é s u l t a t
aussi précis; il nous serait d ' a i l l e u r s i n u t i l e . Nous a l l o n s mont re r
s i m p l e m e n t commen t la méthode des fonctions ma jo ran tes pe rmet de
complé ter ce que le r a i s o n n e m e n t que nous venons de faire a de dé-
fec tueux : à savoir, que nous n'avons pas t e n u compte de ce q u e le
terme (—7,^) renferme les dérivées de y ]usqu'à l 'ordre n, les-

\ ax / Q ^ ^ 1

q u e l l e s , quand on emplo ie la formule de récurrence (2), dépendent
du premier terme de cette formule. Nous prouverons que la série F(^)
a un rayon de convergence fini, ce qu i , pour notre but , est plus u t i l e
que de savoir la valeur exacte de ce rayon. Nous nous bornerons, d'ail-
leurs , s imp lemen t , au cas où rs est un polynôme, comme nous l'avons
d i t au débu t du paragraphe; le ra isonnement serait plus long si ̂  é ta i t
seu lement holornorphe en x.

Notre bu t est d'avoir une l i m i t e supérieure du module de (—7^) ^
\cix11' j y

lorsqu'on y remplace ( ^ ).7o»yo» • • • • » y^ P^1 des valeurs déterminées;
nous avons poséy^ = -^3 nous écrirons

I /^-("lZi7\ _

^r+TyT^i^^o^9^^'aif " t ? a ; t ) ;

l 'hypothèse que CT est un polynôme en x entraîne, au moins à partir
d 'une certaine valeur de n, l'absence de terme constant dans ç^ ; comme
on a ( - C T ) = o, il n y a pas de terme eny^^; enfin on voit immé-

\ <;/ / 0

dia tement que, dans chaque terme Aa^'a^. . .a^ du polynôme ç^, le
poids k^ •+- 2^2+. . .4- rik^ est au plus égal à n. Remarquons aussi
que, si l'on remplace vs par un polynôme majorant II (2), y est rem-
placé aussi par un polynôme majorante.

( 1 ) On a icij-o ==Jo ^ 0» c'ost-à-dire ao === <%i = o; cela n'a pas cTimporlance.
( 2 ) C'est-à-dire à coefficients positifs et démodules respectivement supérieurs.
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Considérons maintenant un polynôme II à coefficients positifs et
l 'équation

y:=IÏ(^y).

Il y a une racine simple de cette équation qui , pour x == o, se ré-
dui t à y = = = o ; elle est développable en série convergente, le rayon de
convergence é tant égal au module de la plus pet i te racine de l'équa-
t ion en x obtenue en él iminant y entre

J=lï, i (m

ô/

De plus, les singularités de la fonction y sur son cercle de conver-
gence sont algébriques; on en conclut que, dans le développement en
série

y =z ao -t- v^x 4- aa x^ 4- o^ .-r3 -+-. . .,

le coefficient a^ a pour valeur principale (^ ) n^c11, k é tan t un nornbn;
fixe, ne dépendant que de la nature de la s ingular i té . (On peut fixer un
maximum pour /c , connaissant le degré de II en x et y . ) Or i l est
clair que l'on peut calculer les coefficients a^ au moyen de la fo rmule

i fd^m - ,
^^(7^^7)1 {a^),^^^'--^11^- '

ou, en remplaçant les a par leur valeur principale,

(n^-îY^c^^^^c^^c^ï^c^,.. .,/^'c"] ( i -+-£).

Désignons maintenant par a un nombre supérieur à c et rappelons-
nous l'observation faite à la page précédente sur le poids des termes
de î^; nous aurons l'inégalité fondamentale

(3) (n+ ly^714-1:^!^^^2,. . .,r^kan).

Enfin si, au lieu du polynôme majorant n, nous considérons un poly-
nôme quelconque rs auquel correspondent des polynômes <p^, pour les-

( 1 ) Voir DARBOUX, HADAMARD, Mémoires cités. Nous nous contentons de l'approxi-
mation qui suffit pour notre but. Il est clair quo les a sont positifs.
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q u e l s les po lynômes <I>^ sont r e spec t i vemen t m a j o r a n t s , nous aurons
(( fortiori

\ 9,, (<-/, ̂ a\, . ., ///'r?7' ) | < ( // 4- s ) / 1 ^ / / 4 - 1 ,

a condit ion que a et k dépassent des nombres fixes indépendants de //.
Reprenons le polynôme II à coefficients positifs ; rappelons-nous la

remarque fa i t e sur le poids des ternies des C^, et tenons compte de
l'inégalité évidente

/ • ! ( / / , +-1 — /•) ! ; n\, l.(n — Â - ) 7^ o;

nous aurons, quels que soient les b positifs,

(3/ (SU^,/^!,/^!, . . . , ^ ^ ! ) < / z ! < & , ( ^ , , ^ , . . . , /.//).

On en conchil, a fortiori,

\ ̂ ^r/,'î\^a\ ^^V^,. . ., n^.n^a") [ < / / ! ( / / -t- \Y a ' 1 ^ .

Nous sommes rnainlenant en état de démontrer l 'existence d'un rayon
de convergence fini pour la, fonction

c i i i f nf.» n1 n „ u "F(^) l•• l : : < /••+-•-7--+-•^^^^^ -i-...+-^-+....

En ef le t , on a (Evidemment, quel que soit /•, pourvu que ci soit con-
venablement choisi,

pour les valeurs de n inférieures a une certaine limite. Nous prendrons
d'ailleurs a assez grand, ce qui est toujours possible, pour que l'on
puisse écrire l'inégalité (3). Nous allons montrer que l'inégalité (4)
subsiste pour tou/e valeur de n. On a, en ef îe t ,

/ ^fft. t-l ^y

^m^^(,,+i)yr+ (TT^-FT

ou, en divisant par (n -h «) ! ,

.̂ i .-::: — //. a,, ~\- ^ (a^a.^ . ., a,, )
l^-i-i | ^ ^ | ̂ 1 + l y ^ l -
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Or les inégalités (4) entra înent (1),
9/J <^!(^ --H/1^4-1;

on a donc, en supposant, ce qui est permis, a^> r ,
| ̂ +1 [ ^ /z. /^-a" ,̂ î -|- n \ ( n +-1 î^'^"-4-1

< n^n -J-I)AY^+Î/ZÎ-I- (/z -4- i)^-1-1^!
< ( ^ 4 - i ) (/z 4- i)71'^4-1/;! = (n 4-1)! ( / z 4-^) /• 'a / ^ + I .

C. Q. F. 1).

Ainsi les équat ions de la forme

xî /x +-J ̂ ^(^j)^ a•rii+ ̂ ^r + yj2^- o^+. • •

sont au nombre de celles pour lesquelles notre méthode semble pou-
voir réussir.

La série F(^) a un rayon de convergence f i n i ; nous pouvons
même i n d u i r e des remarques faites plus hau t que, en général , le
point u=—ï sera le po in t s ingul ie r le plus voisin de l 'or igine. Il
pourra donc arriver que F(^) puisse être prolongée a n a l y t i q u e r n e n t
jusqu'à l ' in f in i . Il paraî t assez malaisé de déterminer , en général, dans
quels cas il en est a ins i ; on pourra parfois y réussir, lorsqu'on con-
na î t ra la loi des coefficients.

Pour l 'étude numérique d'équations par t i cu l iè res simples, i l pourra
être très utile d'employer la transformation d'Euler (2) , c'est-à-dire
de développer F(^) suivant les puissances de —u— = t; si ce dé-
veloppement a pour rayon de convergence un, on sera assuré que
F ( ^ ) n ' a p a s d e point singulier dans la région d u plan ou la partie
réelle de u est positive et l'on sera dans des conditions très avanta-
geuses pour l'application de la méthode. La série obtenue sera
(Fallleurs commode pour le calcul de l'intégrale

,,03 /( ,

/ m/ ^ " auï t(u)e M —.
J.

( 1 ) En effet, lorsque cp^ a ses coefficients positifs, il diminue lorsqu'on remplace les ai
positifs par des quantités de moindre module.

( 2 ) Voir LINDELÔF, Comptes rendus, loc. cit.
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Pour avoir une sdée de h convergence que Fou peut espérer, r;n
ca lcu lé [ ( - s coef f ic ien ts (In déve loppement , de F(^) su ivant les puis-

sances de / == ^-^ ̂  en prenant rr =- ^ ('.r' -h.r'), c 'est -à-d i re en par-

lant di1 i ' eqna î i on
. ^}' î

.r" -.- -l- )' _- - ( , r ' 1 -1- ) • " ) .
d.r • -.).

On Ironve, en désignant, par 0 des nombres ( 1 ) plus |)elit.s que r ,

F(.)=: Ç -.1- e -î- ̂ -oï^ ̂ ^-,- I<J^^,.,- -±.°ir
• I •î ^ I : ) •>. '\ l ' t o

1 3''II.:t-o/.s , •ï^lP+^/.i ,[ - f _,.j._. .,...,.._,,̂ ...,....... „——— ^ _.j..,_ ^ ^

7 ' î ' > .jo^o

II esi ex i resîseî r ien l . vraisernblable que le rayon de convergence de
••en.e série est égal à l 'unité et que, lorsque •l tend vers un, c'est-à-dire
//. vers nniirsi positif, les produits ^F(^), e^VÇu) tendent vers
zéro, que! que soit Â\ On se trouve (lonc dans les conditions requises
pour pouvoir aîfirmer que l'équation proposée a l'Intégrale suivante,
d'espèce ("A} :

^ yo il ,
[ ^ / —":. du.y = 1 !< ( H ) e •x —,

J, ' ^

se r é d u i s a n t a zéro, a ins i , que sa dérivée, pour x = -(- o.
K m p m n t o n s enf in an Traité (F Analyse de M. Picard un exemple très

s i m p l e , où les ca lculs peuven t être poussés jusqu/au bout. .11 s'agit de
Féq n a t i o n

x\ "—— r= ax^ 4- bz.1 a.z'i

l^n posante', ==—bx, on trouve

„ dz
X " -,~- 4" 3 rrr: aa. '.a*z"

( 1 ) 0,= -, 0,= ̂ , 03== r ̂  7 ^ „ ç 1 i _ i
2 » "^î 4 3o 4 80 ai 1 6 '2

Ann.de UEc. Normale. 3» Série. Tome XVI, — MAHS 1899. l4
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On pourrait changer :1 en ,s; nous obt iendrons la forme c a n o n i q u e
a

employée plus haut en posant

z == cix — a j ' ;
d'où

- dy
.r2-7- -t- r=.r2.

dx

On a successivement

„ d2 y dy dy _
dx^ '"'"' dx dx '" '"?

- d^ y , d^ r dy d2 y
•y»ï •' 1 /, .-yi ___ • • 1 ^ <-» '̂ _4_ "' ——— 0 /
.̂ .- —————- •-T- 4 «A/ —y———~ —f- .A ———— •~T~ —.——~ ——— .-.î y 1.' ——— Q

< .̂a?3 dx1 dy dx- ' o ~ - ?

„ ̂ j < r̂ „_ , y\ "=9-»
dx^ dx'^ ï m

Jo^— 9 ' " ' ^
,. , c/3 y ^'<1}/

•4-û•4^+^=o ' .^=-^-^.:•i2../,,

On obtient ainsi le développement formel

y —= x^ — 'î ,z-3 4- a. 3. ,xï — 3 .3 .4 -y + ̂ . 3 .4 • 5 .x'15 — . . . ,
00

^ ^s^""1^'"1^1^"7'-
1

La fonction F(^) correspondant à ^ est
iX'

y(_ 1)^-1^==: -^/—.^iv' / î + //î
Elle satisfait bien aux condi t ions exigées (1) . On a donc

^r-"-.-^,x J^ î -h </ ^k

c'est-à-dire
y == / ——— É? r <:/</.

Jo t -4- /-/-

(1) On voit que ccfc exemple simple suggère naturellemolU l'idée de la U- îu i s fonmi t io l j
d'Euler.
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i / inté^rale générale de réqnation

.^y.r—- 4-y.=,^(LI:
est évidemment,

1 .-*•„!
y :--:.: c" j c '* </./'^ y. col isS «Ht le (irl)!!!^)!!^'.

' a

Noire iîileiç'ralc ne peul correspondre qu'à a = = o ; et, en ellet, 0 1 1 ve-
r i ti <i a. i s e s t'i ('k n i 1 ' i d e 1 1 1 i lé (' )

(^' j e 'r fl.v == | —-—e ^ d ( { ./ / i -|- //
• 0 '/ 0

V. ~- Les séries de Stieltjes.

Nous a l l o n s l 'ont d'abord résamer quelques résultats obtenus par
S l i e l l j e s dans le beau Mémoire : Sur les fmcîions continues^), qu ' i l a
présenté à l 'Académie peu de temps avant sa mort prématurée. Une
généra l i sa t ion aisée de ces résultats nous conduira à définir u n e classe
é l endue de séries divergentes, auxquel les nous donne rons le nom de
séi ( es de SliaUjes.

( ! ) I.o prcïtilicr membre ft'ocril

( ' • 1 1 pOSillll

il (Icvicnl

r^' l^L
f a- ,̂

«''o

» .r 1 1
(P''~"^clz

•'0

f0 "^nf^L
X, e ' ( u ^ i ) ^

il suffit alors d'inlôgrer par parties en remarquant que Von a

da _ ; / u \
(a-^r if "̂  € \u -h ï /

()our retrouver la formule donnée,
( 2 ) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1894-1895.
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co __ £1 -L, c2 - £3 -4- ^

A.=

Co Ci . . . C/,-1

Ci €3 ... Cn

^/l—l ^ft ' • ' ^Ïll—ï

' B,,-=

Cl €3 . . . C,,

€3 C;{ . . . Cn •\-\

c/i Cfi -n . . . c î i i - - 1

. A,,

II suppose essen t ie l lement les dé t e rminan t s A/, et B/, tous réels ci positifs.
I l est des lors aisé de démontrer d i rectement , et i l , résulte d ' t n i l e o r s
de l 'analyse de St ie l t jes , b ien qu ' i l ne formule pas e x p l i c i t e m e n t ce t t e
remarque , que le déterminant

est aussi réel et positif, quels que soie/il n et p . ( Pour p = o i l se r é d u i t
à A/^ et pour p = i à B/^. ) .En pa r l i cu l i e r , en s u p p o s a n t - ^ == r , on v o i t
que les Cp sont tous réels et positifs ; pou r n ••=•- 2, on il

Up L/)-\-\

C^-.j..! ^'/^1-2

c'est-à-dire
C,. Cr,

'-/.'-H f--{>-+•2

II n 'é ta i t pas inut i le d ' i n d i q u e r dès m a i n t e n a n t ces conséquences de
notre hypothèse fondamenta le : les A^ et les B,, sont tous réels positifs.

En posant
B ïA?, -_-_'L-

A/,A/,-^~"!U .̂i

Stieltjes montre que la série proposée peut s 'obtenir en d é v e l o p p a n t ,
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su ivan i les puissances d e s c e n d a n S e s de ^, hs f'rîi.cl.ion conlimie

D'a i l leurs r i i vpothése fondamenta le rev ien t a en'! : les <^ sont tous
n'ds cl |)osi lils.

I.a f n s c l i o n c o t i l i n s K 1 ii 'rsj. co l iV f ^ 'H^n l ^ ^ q i s e (hins le rns où l;t sern1

(^î. ( i ï v c i ^ H ' e n f e , A J O I Î Î , O Î Î S { • , ( • ( le hvpolh^sc il r^dl^s q i s c E I O I S S î i v o î i s dé jà
('.nies s i s r los c; ^l lc ii'^sl [ ) ; (s i i icompîdibic î î v ^ . ' c ( t ( k l l < . t - ( t i : l a s é l i e pro-
posce ( ^ 1 ( l i ^ c r ^ r f i / c , r/f/rf que soit z. Osi j )cs. i l î i l os 's allribijer niî snis
in'msîs ( ' ( ^ l î 1 siTH1 ( l iv^ '^ei i l î* , it savoir l;i valeur de la. (raelion coiilinue,
laque l le converge j)() i , i î ' l o i ê î ^ ^ va le i i î * de ^, s;uîf les valeurs réel les né^'a-
( i ves . (^ . ïd t i I raeJ io îâ e ( ) i i S . . i î î i 2 e représente sine fonclio!! lioloinorplio dans
loul le plan, sa is i ' pe is l -és . re siir la parlie né^alive de l 'axe réel, quelle
j )e î i l avo i r e o î ï i t ï i e liî.çne s i î i iç is i iére essentK.dIe. On peat représenter
celle fonct ion a n a l y t i q u e par Pinlé^'rale déf in ie

i.'(.).-.r^^.
' ,.7« ^ -i- /^

^(^,) est i i n e ( o n c l i o n [^ositi^c c/oiss'anle, qui. peu t èire dùconlinue et
< ) u e S l i e l î j e s d o n n e le înoyen de ca lcu le r ; en un po in t de d i scon t inu i t é

de ' ^ ( ( t ) i l s ' i n t r o d u i t u n lerme de la fb rsne -.--—^^^^^^ u.^ é t an t la va l eu r
-3 ~i- «„

de ^ corresj)ondante et A.,, la. valeur de la discontinuité

.A //, •-=- \ \ tn |" '̂  ( ^//, -h s ) — '•p ( /';//. — e /].

On a d1 ail leurs /.^
C^=: ^ f ^ ' d ^ ^ K ) ,
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et ces égalités achèvent de nous faire conna î t r e le t r i p l e l ien qui u n i t
la série, la f rac t ion c o n t i n u e et l ' i n t ég ra l e d é f i n i e . . .

Bien qu ' i l n 'y ail pas de d i f f i c u l t é spéciale ( 1 ) à étendre nos
remarques au cas général, nous supposerons (2) , pour p lus de ne t t e t é
et pou r évi ter des longueurs de d i scuss ion , la fonct ion '^(^) pourvue
de dérivées des deux premiers ordres (ces dérivées pou r r a i en t d e v e n i r
i n f i n i e s pour u == o, pourvu que l ' i n t ég ra l e conserve u n sens); et nous
écrirons
_ ^ , r f ( u ) d u
( l) ^^ "TT77"1

II e s t a peine besoin de faire observer que la r e l a t ion a ins i établie
entre f(u} et F (-s) est un ivoque . Les hypothèses que nous avons
fa i tes sur ^(^) r e v i e n n e n t à supposer que /(^) adme t u n e dérivée
du premier ordre.

Supposons m a i n t e n a n t que Fon se d o n n e a priori l ' i n tégra le ( î ) et
q u e l 'on pose

Cf,= f u\f{a}da,
f- 0

la fonction/(u) é tan t tel le que toutes ces in tégra les . a ien t u n sens.
Si la fonction fÇu) est posi t ive , Stieltjes montre q u e les dé te rmi -
nants A^ et B^ sont posi t i fs ; mais il faut , pour que la série

{a ) Oi -|- a^ 4-... -1- €i,i 4- . . .

soit divergente, que/(^) satisfasse à une condi t ion que nous appelle-
rons, pour abréger, condition S, et sur l aque l l e nous reviendrons.

(1) II faut simplement introduire, en môme temps que les intégrales du texte, des inté-

grales où le facteur ——— est élevé à une puissance positive.
( â ) Stieltjes fait observer que le cas où ^(u) admet dos discontinuités dans tout inter-

valle doit être regardé comme le cas général-, cola ne paraît pas douteux si l'on regarde
les a et les c comme arbitraire,'! (sauf les inégalités fondamentales); mais si l'on suppose,
comme il est naturel, les CL ou les c donnés par une loi analytique, il pourra n'en (3tre
plus de même et les deux cas généraux paraissent être alors celui du texte et celui où
la fonction F (-s) étant méromorplie, la fonction ^>{u) est constante en dehors des points
de discontinuité, qui sont isolés et en nombre infini.
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Lorsque lu fonction / ( ( i ) sat is fa i l à la cond i t ion S, e 'esl -a-di re
lorsque la sér ie ( a ) est d ivergente, St iehjes demonj re qiul ne peut
ex is ter une aut re fonct ion positive j\ ( u ) , te l le ([lie l'on ait

c/.-_: 1 / / / t / l ( / / )^ / .

Par conséquent, la re lat ion entre la série divergente et l ' intégrale
délinie est u/nvoque. St ie l l jes cxp r i î ne ee résul tat f 'o isdanienîal en
(l isant (j le e le problème des /nome/ils est déterminé. 1 1 appel le problême
des mo/HcnLs la reehe relie de la fonction positif 'e f(fi) donnant lie il aux
étantes

x
f1/,^:- 1 //'f(n)^f/,

s c^ e/ lant des noîîibres p o s i l i / s normes.!es c^ c ï a n t des //o/^hrcs p o s i l i / s ( i ormes.
Kn résume, dans rcnsemhie des seri(;s divergentes de la forme

r'n ("1 r.)
( ->, ) F { ; ) :.. : -^ - -^ -4- ̂  4- . . . ,

St ie lC ic^s distin^' iKî cel les qui sat isfont à des condit ions (léicrminécs
('les A//, et tî  posilifs; la série Sff,/, divergente); elles ont la propriété
fondamentale de pouvoir se mettre (l'une seule manière sous la forme

r/ r' f(u}dn0) i-(.p^ ̂ ^

( i ) étant une fonction positive. On en tend par là que l 'on îf(u) e.

^/•^ / ^f(^) du.

R é c i p r o q u e r n e n t , si l 'on développe une intégrale te l le que ( j ) en
u n e sér ie de la forme (2), cette série ne pourra tenir liea de l ' inté-
grale q u e si f(u) s a t i s f a i t à la condi t ion S, c'est-à-dire si les c sont.
tels q u e la série Sa,, soit d ivergente; c'est en effet dans ce cas seule-
ment que la série permet t ra de remonter à l ' in tégrale , d 'une manière
u n i v o q u e . L ' in le r rnédia i re de la fraction c o n t i n u e permet d 'ai l leurs à
Stiel t jes de résoudre for t élégamment le diff ic i le problème de déter-
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n;nner/(^), la série é tant donnée; mais c'est la un point qui ne nous
intéresse pas pour le moment.

Notre but est de montrer que l'étude de la condition S, étude dans
laquelle nous aurons encore à nous appuyer sur des résul tats dus à
Stieltjes, permet de remplacer la condition f(u) >• o par une autre
condition moins restr ict ive et, par suite, d'élargir la classe des
séries (2) qui pourront être regardées comme sornmables ( 1 ) , c'est-
à-dire comme définissant une fonction analytique déterminée.

En réalité, il. importerait assez peu que la classe des séries de
Stielfjes soit un peu plus on un peu moins étendue; mais notre géné-
ralisation paraît indispensable pour que la somme, la différence, le
produit de deux séries de Stielt jes soit encore une série de Sticll jes. Or
c'est ce qui visiblement n'a pas lieu pour la différence et pour le pro-
duit, si l'on se borne aux séries qui se rattachent aux fractions conti-
nues de Stieltjes. On a vu, dans les paragraphes précédents, l'impor-
tance de cette propriété, que l'on pourrait rattacher a la notion de
groupe.

Le problème que nous nous proposons peut être énoncé de la
manière suivante :

Les e^ étant des constantes réelles données (2), on pose

CA-~- f u'-f^du;

et l'on demande de déterminer, à V aide de ces égalités, Ici fonction J ' { u ) ,
en a jou tan t des cond i t ions supp lémen ta i r e s te l les que cette détermi-
na t ion soi t u n i v o q u e . On peu t d ' a i l l e u r s prévoir q u e , quelles que
soient ces condit ions supplémentai res , le problème ne sera possible
que si les ^.satisfont eux-mêmes à des cond i t ions convenables .

( 1 ) II est bien clair que lo mol somrnable n'a pas ici le même sens que dans le Cha-
pitre précédent. Mais le procédé de sommation satisfait aux condi t ions fondamentales de
la page 63.

( 2 ) Dans le cas où c/,= c/,~{- ic"/^ il suiïlt de poser

/ ( ^ )==/ l (^ )+<" , /2 (^ ) ;

on a à résoudre deux problèmes de la nature do celui du texte.
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La solution de Stieltjes consiste à a jouter la condi t ion

( 4 ) / ( ^ ) > o ;

cette condi t ion détermine le problème dans le cas où les c^ sont tels
que l 'on a i t

A,, ;> o, B,/ >• o, IsLa^ divergente ;

ce que nous exprimons aussi, en disant que la fonct ion pos i t ive f(u)
s a t i s f a i t à la condi t ion S.

Noire but est de t rouver une s o l u t i o n plus lar^e, c'est-à-dire de
remplacer la cond i t i on supplémentai re (4) par une au t r e qu i soit
moins res t r ic t ive et su r tou t qu i satisfasse aux c o n d i t i o n s fondamen-
tales que nous avons énoncées i l y a un in s t an t .

Désignons pa r^ ( / / ) une fonc t ion réelle finie ( ' ) pour u == o, et telle
que l'on a i t , quel que soit/ ' ,

o ~: j i^''^( ff) du.
Jo

On peut prendre par exemple, d'après Stielt jes,

^ ( u ) = : c ~ ' V " s\n(^u).

Soit , d 'autre pari , / ( u ) une fonction satisfaisant à la condition S;
nous a l l o n s démontrer que le rapport

l̂ i
J'W

ne renie pas fini lorsque a augmente indéfiniment par valeurs positives.
En effet, si ce rapport restait f i n i pour u i n f i n i » la fonct ion f(u) é tant
tou jours pos i t ive ( 2 ) et con t inue , ce rapport serait , pour toute va leur
posi t ive de u, in fér ieur à u n nombre f ixe - ' on a u r a i t , l ' égal i té é tant

(1 ) Cetl.e restriction est, aisôe à lever.
( 2 ) Lc3 cas on la fonct ion/Y^) serait niillo pour certaines valeurs de u se Irai ferait:

aisément; on peut l'écarter en remplaçant / ( u } par f(u) -i-/i (u ) , fi é tant convenable-
ment choisi (par exemple fi == 6J-^', // assez grand).

A nu. de l 'Rc . Normale. 3° Série. Tome X V I . — M A ns 1899. ï 5
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exclue,

^^r ^(^)i</(^)
et, par suite,

fi(u)==f(u)-^7^(u) >o;

On a d'ailleurs évidemment:
/-» 00 /•••» 00

/ «*/,(«)^==/ u'--f(u)du+î. f u^(u)clu=: F ^•f(u)clu.
° t/» -Ai ^o

La fonction/, (M) étant positive, ce résaltat contredit l'hypothèse que
f(u) satisfait à la condition S.

Par conséquent, dans cette hypothèse, on peut affirmer que le
rapport

1 ^ ( « ) |
/(«)

prend, pour des valeurs de u croissant indéf in iment , des valeurs dé-
passant un nombre quelconque donné.

Cette proposition est pour nous fondamentale; car nous en dédui-
rons aisément le résultat que nous voulons obtenir ; mais il est néces-
saire auparavant de rappeler quelques résultats obtenus par Stieltjes
au sujet de la condition S et de présenter quelques remarques à ce
sujel.

La fonction positive f{u) étant donnée, on peut calculer les c^, les
A,, et les ]?„ et, par suite, les «„ qui sont positifs. La fonction f(u)
satisfait à la condition S lorsque la série

^a'1

est divergente. Comment peut-on le reconnaître directement, c'est-
à-dire sans calculer les c et les a?

« C'est là un problème, dit Stieltjes Çloc. cit., p. J. 112). qui pré-
sente quelques analogies avec celui qui consiste à décider de la con-
vergence ou de la divergence d'une série donnée. On n'en peut guère
donner une solution générale; tout ce qu'on peut faire c'est donner
quelques règles qui permettent de répondre à ceKe question dans un
certain nombre de cas particuliers. »
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L'analogie avec le problème de la convergence des séries est, en
effet , très grande et ne doit pas nous étonner, puisqu'en réalité il y a
correspondance un ivoque entre les deux problèmes : à toute série ^di-
vergente à termes positifs ̂  ̂  correspond une fonction f(u) qui
sat isfai t à la condi t ion S. On doit donc s'attendre, d'après les travaux
de du Bois-Reymond, à des difficultés insurmontables à cause de l'in-
t roduct ion du transfini dans la solution générale de la question. Heu-
reusement, en pratique, il en sera de même que pour les séries; des
règles simples, correspondant, par exemple, aux critères de M. Ber-
trand, suffiront dans la plupart des cas. On obt iendrai t aisément ces
règles en prenant pour ̂ a,, une série divergente d'une forme parti-
culière ( l 'une des séries de comparaison qui donnent naissance aux
critères rappelés) et en formant la fonction f(u) correspondante.
Comme notre but est moins d'avoir des critères étendus que de con-
na î t re la nature de ces critères, nous ne ferons pas ce calcul ; nous
nous bornerons à rappeler quelques résultats obtenus parStielt jesC).

On démontre d'abord que si le rapport 4^ î^ste inférieur à un/ ( u )
nombre fixe (2) et si f(u) satisfait à la condition S, il en est de même
de/,

II en résulte que la connaissance d 'une fonction particulière/^)

( 1 ) îl se présente ici un fait fort général. Pour pouvoir tirer parti de ce fait que la
série des a est divergente, il est nécessaire de faire une hypothèse sur la nature de cette
divergence, c'est-à-dire de supposer la série plus divergente qu'une série de comparaison
connue. C'est là un fait analogue à celui-ci, sur lequel nous avons insisté à diverses
reprises : il est souvent plus important de connaître la manière dont une quantité tend
vers sa limite que d© savoir simplement qu'elle a telle limite. Ce n'est pas que l'on ne
puisse tirer quelques conséquences des notions générales de limite, de convergence, de
divergence ; mais, pour aller vraiment au fond des choses, il est nécessaire de préciser
ces notions en les restreignant, comme nous le faisons ici. En réalité, nous substituons à
la condition S, dont il paraît difficile de tirer parti à cause de sa trop grande généralité,
une condition beaucoup plus précise, et par suite nécessairement plus restreinte. D'ail-
leurs les restrictions introduites, théoriquement très considérables, se trouveront, en
pratique, être le plus souvent sans importance : elles ne gêneront nullement pour les
applications.

( 2 ) II suffit morne que ce rapport ait un maximum fini dans l'intervalle z^o? "4-oc, ce
maximum pouvant croître indéfiniment lorsque UQ tend vers zéro. (Toir la note ci-
dessus.)
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satisfaisant à la condition S permet d'énoncer une règle, de même que
la connaissance d'une série convergente particulière permet d'énoncer
une règle de convergence.

Il est clair que, réciproquement, si f^(tt) ne satisfait pas à la con-
dition S, 11 en sera de même de /, (u) si le rapport / : /a reste supé-
rieurs. un nombre fixe. On peut prendre, d'après St ie lfcjes ,

/•(^)==e-^\ b>o, A ^ i ;

,(^)=6^< A>0 , À<i.

Il estclair qu'entre lesfonctions/(^) et les fonctions/a (u) i l existe
des fonctions à décroissance intermédiaire qu'il y aurait lieu de classer.
Il existe aussi des fonctions qui ne sont pas comparables à/(^) ni
à/,(^.

Il y a là, nous le répétons, une difficulté analogue à celle qui se
présente pour la convergence des séries, et il y aura i t l ieu encore ic i
de dist inguer entre les cas où une règle est inapplicable et ceux où elle
est en défaut. Nous supposerons que nous avons à faire exc lus ivement ,
dans ce qui suit , à des fonctions O(^) telles que, ou bien il existe an
nombre b, tel que le rapport——— tende t^ers zéro pour u •=- -{- se, ou. bien

il existe un nombre \ <^ 1, tel que le rapport ~'- '̂ augmente indéfiniment

avec u. On pourrait remplacer cette hypothèse restrictive sur O(^) par
une autre m oins restrictive, mais il est delà nature de la question cfuune
hypothèse restrictive soit nécessaire. Nous supposons aussi que ^\u) a
la même propriété; ô'(^) est alors dans la même catégorie que O(^) .

Cela posé, nous dirons qu'une fonction réelle aÇu) est une fonction
de Stielfjes, si, en posant

^):=[a(^)|,

la fonction 6(^) se trouve dans la première catégorie, c'est-à-dire est
telle que ^^O(^) tend vers zéro pour u == co, le nombre positif b
ayant été convenablement choisi. Alors on est assuré que OÇu) satis-
fait à la condition S; mais nous ne nous contentons pas de supposer
que 6(^) satisfait à la condition S; nous explicitons la condition pour
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qu'il en soit ainsi, et nous ne pouvons le faire complè tement ( î ' } .
Désignant par o'(^) une fonction de St ie l t jes , nous poserons

c/, -== f ^//•" (T ( il ) du,
•-"0

F(^^^^^|-....

La série F (s) sera une série de Sue I t / e s .
Nous a l l o n s montrer que pour toute valeur de cr(^) et G- , (^ ) é t an t

deux fonctions de Stieltjes, l'on ne peut avoir

/-• -^ r w

( i ) f // / l t cr ( u ) du. ---= ^ u/1' a-1 ( ̂  ) ^///.
'- < » ^ o

II en résultera qu'à une série de StielLjes correspond une seule fonc-
tioa de Suelljcs et, parsuite, une fonction ancdyLiquc bien déterminée

^f ̂ \ — f 0'0)^
fC \ . ^ ) ——— 6 ————————————— *

^ --+-«

En posant a'( / c ) — G", (//z} == 4'(f/') ^cs égalités (î) deviennent
/-^

^ ^^ '̂  ( Z/, ) <;/</ == 0 ,
'-'o

et elles sont impossibles, car la fonction ^(^) est telle que le rap-
port l-YAiilJ reste fini , la fonction e"6^' satisfaisant, d'ailleurs, à la con-

e-'^ v "
d i t i on S; c'est la proposition fondamentale ( 2) de la page 11:3.

On peut prouver qu 'une fonction de Stielfcjes est la différence de

( 1 ) II y a là quelque analogie avec les démonstrations où l'on suppose un nombre «r
inférieur ù un nombre quelconque r ' <; r, tandis que l'on ne pourrait supposer seulement,
,r "< r. Mais roxistoncô do modes de croissance non comparables est ici une complication
d(i plu.'-».

( 2 ) Nous avons supposé '^(°) noïl muni ; on pourrait ajouter cette condition à la défini-
i.ion dos fonctions de Stieltjos, si 1'on ne veut pas admettre que cette restriction pourrait
se lever.

/
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deux fractions continues de Stieltjes. Posons, en effet,

y^)^0^)^!^)^
'Ï

^(^)^ri^^^

les fonctions/^/) et/\(u) sont positives et l'on a

<T(^)=/(«)-/,(4);

d'ailleurs,/(^) et/i (^) sont visiblement des fonctions de Stieltjes;
comme elles sont positives, elles satisfont à U condi t ion S et, par suite,
l'on a

r- a{ic)dii ̂  r- f(u)du _ r00 f^du

' / JQ ^ -1-^ Jo ^^^ ^ ^+^ '

chacune de ces intégrales définies correspondant à une fraction con-
t inue de Sfcieltjes. c. Q. F. D.

Il est clair que la somme ou la différence de deux séries de Stieltjes
est une série de Stieltjes.

Nous allons prouver que le produù de deux séries de Stieltjes est une
^érie de Stiçltjes.

Soit
^(^^rît^,<•<')< ̂ •,

on a, évidemment,
^^^^r r ^(^M^.

{ ) v ; J J, ( z + u ) { z ^ ç )
Or on a

______^______ _ I / ^ U \
(z -4- i()(z-{- v) ~~~ v — u ̂ î î  ^ _^ ^ j

et, par suite,

F/ ^^ ^ — ^ f00 ~^cr(^)7(P)^^ f" F —^{u)T{^clud^.F(.)G(.)^ ^ --^^^^^^ ^ _^^^^
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En apparence, le facteur ̂ ^ rend les intégrales indéterminées; la
formule est exacte si l 'on remplace chacune d'elles par sa valeur pr in-
cipale (1) au sens de Cauchy (^ ) .

Le premier terme peut s'écrire

r r ^^ ̂ î ^ - r ^^i r r ~l{ T ( t î ) ch) ï / ^ r Œ ( / / )T ( / / - )d u
Jo Jo ^-~^)\z^u.)-\{ -i-4Jo —^,—^-j^ —y^--'

en posant

T ( n \ r ~u r ( ( ? )€h> f w / ^ / r ( ) T ( ^ )Jt'j (//,) "_-̂  f ——,————-—— r=: I T^') c/t,?—— 1 ——v—/——.
^0 ( 1 - // Jo JQ t' - ^

Si l 'on pose de même

.s(.)-.r^^^1.
J^ v — u,

on ob t i en t
.F(.) G(.) = r^.^^.^^"^^.j^ z -h ^

I I reste à faire voir que, si l 'on pose

^ ( u ) - ^ ^ ( u ) T ( u ) ~ \ - r ( u ) ë ( u ) ,

la fonct ion tîr(a) est une fonct ion de Stiel t jes [ e n vertu de l 'hypothèse
que G'(^) c t T ( ^ ) sont des fonct ions de S t ie l t j e s ] .

Comme la somme de deux. fonct ions de Stiel t jes est aussi une fonc-
t ion de St ie l t jes , i l suff i t de prouver que le p r o d u i t r (^)S(^) est une
fonct ion de Stiel t jes. On a, d'après la dé f in i t i on de la valeur principale

( î ) CoLLo valeur principale existe ^râce à rhypoUioso faiLe sur l'existence de dérivées
pour v ( u ) et T ( ^ ) ; dans le cas où l'on ne ferait pas cette hypothèse, le calcul serait ici

plus lon^ et pourrai t in t roduire des termes en -,——— dans le résultat final.1 0 1 ( z - ^ - u ) 2 '
( 2 ) Si les fonctions cr et T étaient analytiques, on pourrait déformer légèrement les

chemins d'intégration dans le plan des variables u et V y de manière que l'on n'eût en
aucun poini u == v (sauf pour u == p == o).
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d'une intégrale définie,

s(«)=^"cl(^=lim^^~£«ff^rf(-'+^ Ha^\.j, u-v E=,n, u-v j^ d-v j
Or l'intégration par parties donne, les logarithmes ayant un sens

arithmétique,

r '"^l^^^_;^^,^Qg(^_^,^-^r «log(rt-,.)7'((')rA-,
. . / -^--^/JO

/ /o a '- </oJ i\ ^ ' (YO

r M^)^ ̂ ^^^(^lQg(,^,,)]^^ r „jog(P-~4)a / (^)^.
^ u-^Z • ^ / /4-£

d'où
S(^) ==lim \u\ogua{o) -t- a log£[cr(^ -t~- s) -— o"( </• — £)]\

e=o

+f ^ l o g ( ^ — ^ ) 2 ^ (( ' )<• / ( ' .
^o 2

Or, si l'on suppose a'Çu) finie, le produi t

loge[o"(^ -h-s) — ( 7 ( ^ — e ) ] r^aelogSŒ^^ -+- 0e) (— i < 0 < 4- i )

tend vers zéro lorsque e tend vers zéro. D'ailleurs

f ^log(^.-^)V(^)^ < f ^[ iog(^-^)^ | . | ^ (^ ) | ^ ,
Jo 2 ^o 2
.0 2 '. 1 J. 2

et il est aisé_ d'avoir un maximum de cette intégrale en supposant,
1^(^)1 < e-^'. Somme toute, on trouve que S(u) croît moins rapide-
ment que u2, de sorte que le produit T(^)S(^) est une fonction de
Stieltjes en même temps que -r(îz).

Il est évident d'ailleurs que l'intégrale obtenue pour le produit des
deux fonctions F(-s) et G (-s) donnerai t comme développement en série
le produit des développements en série de F et de G.

Si l'on a
FC.):^-^^--^...,

^ /M" JZ Ç'

G(^)=^ Î_^+^_ , . ^
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on obtient ( ^ )

ip / ^.. / . c» (/„ Co ̂ i + <'i d,, c,, d., + c'i r/i 4- 6\, ̂ /u
3 ¥ ( s ) (x ( z ) -==. —— -— ——-^——— -1- ——:———^———— ~ . . . .

/.

1 1 serait d'ailleurs aisé de vérif lerce résultat en calculant ̂  ̂ ^4-/ ^u
0

moyen des intégrales définies que donnent les valeurs de c/ et (Y/,-/; le
calcul est tout semblable a celui que nous venons de faire.

On voit que les séries de Stielljes forment une classe assez étendue
de séries s o minable s avec lesquelles on peut calculer comme avec les
séries convergentes.

Pour faire rentrer dans cette catégorie les polynômes en -^ il serait

nécessaire d'introduire, ce qui ne présente aucune difficulté, des inté-
grales de la forme

/"" ̂ (u)du. . . ...
j (^+77)^^ À-en l ie r pos i t i f ;

ces intégrales se ramènent d'ailleurs, par l'intégration par parties, à
la somme d'un polynôme et d'une des intégrales considérées.

Une série de Stielljes n'est identiquement nulle que si la fonction
de St iel t jes correspondante est nulle; par conséquent, si nous avons
une équation dif férentiel le dont les coefficients sont. des polynômes

en -: et si le développement formel d'une intégrale suivant les puis-

sances de- est une série de Stiel t jes, nous pourrons affirmer, non

seulement que l'on obtient ainsi une fonction analytique vérifiant
l'équation et satisfaisant aux conditions aux limites, mais encore que
l'intégrale ainsi obtenue est la seule satisfaisant à ces conditions et
représentable par une série de Stieltjes.

Les conditions aux limites ont ici la forme suivante : lorsque la

( ' ) On voit ici pourquoi nous avons nnilliplié par s.Nous évitons une singularité en
.3 == o. Ceci pourrai L être rallaché à Foludc dos cas exceptionnels dont parle Stieltjes dans
son Mémoire.

Afin. de I 1 Êc. Xormale. 3° Série. Tornc XVI .— AVRIL 1899. ÎÔ
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^ar/î^ m?//e de z augmente indéfiniment, on a

lim,; F ( s ) == Co,

l i m ^ r F ( ^ ) - ^ l=:-c^

On pourrait écrire aussi
.. d F ( z )„ , „ = „ ,

,. d'-[¥(:)'}, „ „ ,= - , . „

cl, il est aisé de voir ([ue l'intégrale

i.(^r.A")^
t/O -' "-r"

satisfait a ces conditions, lorsque l'on a

c/,== ^ / { u ^ d ^ ' d f i .
^o

Malheureusement , sauf dans le cas très pa r t i cu l i e r que St ie l t jes a
t ra i té à l 'aide des fractions continues, nous ne pouvons i n d i q u e r
a u c u n e méthode précise pour reconnaître si une série donnée

F(^)=^-^ -h-^ -.-...
z ^2 ^3

est une série de Slieltjes, et pour t rouver la fonct ion f(u) correspon-
dan te (r).

Le cas t ra i t é par Stieltjes est celui où, les dé te rminan ts A^ et; B^ é tan t
positifs, la série Sa,, est divergente. On pourra rechercher s'il est pos-
s ib le de mettre F(^) sous la forme de la différence de deux séries satis-

( î ) Dans le cas où les c sont imaginaires, on écrit F == Fi+ iFi. et l'on étudie Fi et Fa.
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faisant a ces condi t ions, et. le problème sera alors résolu par l 'é tude de
ces séries a l 'aide de la rédise! ion en f r a c t i o n coiihmie.

On pourra aussi réduire la série eu Fraction cont inue, calculer les
rédu i tes success ives , et, dans le cas où la loi en sera i t simple, recher-
cher si, hien ( j s i o la f ract ion cont inue ne rentre pas dans le type de
S t i e l t j e s , ses méthodes ne soni point app l i cab les ( i ) .

Mais il ne sera pas inutile d'indiquer sine cond i t i on /irc^s-saire que
doivent vérii ier les c pour qu'une série donnée soit une série de S l i e l t j e s .
D'ai l leurs, lorsque les A^ et les B,/ sont posit i fs, cet te condi t ion néces-
saire devient su/Jisanfe, c'est-à-dire que la série ^a^ diverse.

Nous avons
c,-=: 1 f ( u ) u ' - c l u

* u
(4

|/(//) | < e-1^'71;
donc

i ̂  1 <fw<^'tï ^ du - ̂ ^^ e——^ dx < '^^^.

Ces inéga l i t é s d o i v e n t être vér i f iées pour un choix, convemih ie ( l i i
no ïnhre p o s i t i f h. En d'autres termes, le rayon de convergence de la série

^ c/.X2^-1

2^{2l~'^T)l
ne doit pas être nul.

I l est aisé, a l 'a ide des fo rmules rappelées p lus l i a n t , d ' expr imer
a s y m p t o t i q u e m e n t les a au. moyen dos c, lorsque ceux-ci croissent
r a p i d e m e n t . Ou a , en effet

CQ C'i . . . Cft^-i
Cl . . . . . . . B.

€"1 6'% . . . Cfi

Cn ^n+i ' " • ^a / /—!

A 2 m
a^i , ^— ..—..——? ^ 2/7 4-1B,B^/ "s.-M- A,A^'

( 1 ) Signalons, par exemple, le cas où, les c élant imaginaires, les a auraient leurs
parties réelles po.ut'wes, formant une série divergente; une partie des conclusions de
Stielt.jes s'y appliqueraient.
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d'où
A,, B,,

A//-)-) JD/^_

l-î
Or, lorsque les c croissent rapidement , ^— est a s y m p t o t i q u e m e n t.o//--i

égal à ^/ / - i , —/L- a c^_^. On en conclut, asymptotiquement,r-' "' A ^ _ i

., /y ___ ^--l"2/;"2rt.+.I —— —^—— •
cîtl

Si la série des a est régulière, elle divergera si le p rodu i t a^a^, est
^ -^ et convergera s'il est in fé r i eur à -^^- D'où pour c^ la v a l e u r asym-
ptote (ni Y comme l i m i t e du cas où la série des a diverse. Cette va leur
coïncide b ien , à un facteur n ̂ n ici négligeable, avec la va l eu r (^n -+-1 ) !
donnée plus hau t . On peu t rapprocher ce résul ta t de c e l u i que St ie l t je . s
o b t i e n t au n° 10 de son Mémoire.

Lorsque cette c o n d i t i o n nécessaire est vérifiée par les c, on peut re-
chercher s ' i l est poss ible de mettre la série proposée sous la forme de
la d i f fé rence de deux séries vé r i f i an t la même c o n d i t i o n , et telles de
p lus que les dé terminants A,, et B,^ soient posit ifs.

Mais nous ne nous étendrons pas davantage sur ce p o i n t , n i sur la
relation qu' i l y a entre la méthode de sommation ici étudiée et les mé-
thodes de sommation exponentielles, dont nous avons é tud ié des types
précédemment. I n d i q u o n s cependant que, dans les cas où les méthodes
sont applicables toutes deux pour un même argument de z , elles
donnen t le même résultat (il est à peine u t i l e de rappeler qu ' i c i le
point s ingul ier est à l ' i n f in i , tandis que précédemment il é ta i t à
l 'origine).

Nous préférons montrer comment les résultats que nous venons
d 'obteni r sur les séries de Stieltjes peuvent être généralisés à u n po in t
de vue assez différent.

Considérons l ' in tégrale
j=:_ f^l^.

2 / 7T Jp // — S 3

nous désignons ici par F un chemin quelconque dans le plan de la va-
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riable ^; la fonction fÇu) n'est d'ailleurs pas nécessairement analv-
t ique; il suftit qu'elle soit définie sur F (de telle manière que l'inté-
grale ait un sens).

Il est clair que J représente une fonction analytique régulière en
dehors de F; dans deux régions du plan séparées, elle peut représenter
deux (onct ions analytiques différentes. D'ailleurs, si, sur deux bords
de F, J représente deux fonctions analytiques T ( z ) et F, ( z) tendant
vers des limites lorsque -s tend vers le point u de F et, si f(u) est con-
tinue en ce point, on a

/ ( ^ )=^ [F(^ ) -^ F , ( / / ) ] .

Réciproquement toute fonction analy l ique peut être représentée par
une intégrale J, le contour F et la fonction/'^) étant convenablement
choisis. Si l'on se donne pour F un contourferrné entourant une région
dans laquelle la fonct ion donnée est régulière, on peut prendre
pour f(^-) l;i valeur de F(^) sur ce contour; d'ai l leurs on pourrait
ajouter a /'(^) les valeurs sur lo contour d'une fonclion arbitraire,
sans singularités à l'extérieur du contour. A cela prés, /\u) est déter-
minée par F (3). D'ailleurs, la fonction F(^) déterminée par J est
connue, si l'on donne, en un point ^o non situé sur F, la valeur des
intégrales

r f { u . Y d i t
J^(u-z,y^

C'est 'une conséquence immédiate des t ravaux de Cauchy sur la série
de Taylor.

Nous nous proposons d'appeler l 'attention sur le cas où le point z^
est situé sur le contour F, la fonction f{u) étant d'ailleurs telle que
les intégrales J/r aient toutes un sens ( 1 ) . La fonction analytique F(^)

( 1 ) L<> formule do Caiichv ' ^ /TT /CS) .— I • • " i -..--/—' subsiste lorsque le contour C rei>-
J^ u — z,

ferme* un point sfn^fdicr de f(-3), a condition que lorsqlie z tend vers ce point par un
clicmin 1 1 1 le'rieur à C, la fonction /'(' z } tende. r>ers une lînule déterminée. Ce point n'est en
quelque sorte singulier que dans an an^le et cet angle est extérieur à C. Par exemple,

le point x = o, pour la fonclion e •'", n'est singulier que dans un angle égal à T!:.
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continue-t-elle d'être dé t e rminée par la va leur de ces i n t é g r a l e s ? I I esl
d'abord nécessaire de faire une r e m a r q u e i m p o r t a n t e . Si le p o i n t ^
n'est pas un p o i n t (Farrêl pour F, c'est-à-dire si p l u s i e u r s branches
de F a b o u t i s s e n t à ZQ, ces brandies d iv i sen t le voisinage de z^ en
p lus ieurs régions; i l est c la i r que les fonc t ions F(s), dé f in i e s dans
ces diverses régions, ne seront pas, en général, le p ro longement ana-
l y t i q u e l ' u n e de l 'aut re ( ^ ) (en supposan t mèrne que les arcs de r ne
soient pas des l ignes s ingul iè res essent iel les) . Donc, en général , i l se
posera un problème différent pour chacun des angles.

Supposons, par exemple , que nous ayons trois droi tes A , B, C,
issues d 'un même point ^, et formant par su i t e trois angles a u t o u r de
ce po in t . On pourra regarder cette f igure comme un cas l i m i t e de la
/ i g . 4, dans laquel le les trois po in t s s ingu l i e r s seraient venus se con-
fondre avec z^.

Les l ignes A, B, C, dans le cas où ces p o i n t s s i ngu l i e r s sont

isolés, sont s implement des coupures art if icielles, correspondant à
une non'uniformùé de la fonct ion. Il pourra en être de même dans le
cas l imite , avec cette différence que, les coupures se rejoignant main-
tenant , on ne p e u t p lus passer d 'un côté à l 'autre par l ' intermédiaire
de la peti te région régulière autour de ^o.

Mais notre but est de montrer que les résultats de S t i e l t j e s per"

( 1 ) Si le chemin (Tintégration r ne divise pas le plan on régions séparées, il est (Uair
que J défjnit une fonction analytique unique, mais cette fonction n'est pas uniforme au
voisinage de .=07 où nous restons.
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m e t t e n t d 'avoir quelque if/ce de I / IXT)ETEIVMINATIOIN de noire p r o b l è m e
généra l . I l est a p e i n e besoin de d i r e que , l o r sque :?„ est i n f i n i , u — ^,,

d o i t être r emplacé par -? de sorte que les i n t ég ra l e s J/, d e v i e n n e n t

f / / / > i-1 f ( i l ) f l l l .

Or nous avons vu, en prenant pour F un chemin recti l igne parti-
culier (correspondant a /// réel et posit i f ) qu'il existe des fonct ions/ ' ( / / )
telles (lue ces intégrales soient toutes nulles ; il est clair qu'à ces fonc-
t i o n s f( u ), n o n i d e n t i q u e m e n t n u 1 1 e s, co r re s p o n d e i » t d e s (o n c t i o n s
analyt iques qui ne sont pas identiquement, nulles : il faut donc les
exclure si Pon veut que notre problème soi t (Ulerminé. Or le carac-
tère de ces fondions fÇu), c'est de tendre vers zéro moins rapidement
que e ^ll lorsque //. augmente iiKiétiniment (ot même que ̂ /, A <^ 1 , ) ;
[)ar conséquent , voi la une condition nécessaire que nous devons im-
poser a f(n'), si nous voulons que notre problème puisse être déter-
miné. En d'autres fermes, f{a) doit être une fonction de Stieltjes.
Si ^o n'est pas infini, ce t te condit ion s'exprime par Pinégalité

0) IA <f)\<e v / ' 3 0 - / / l , ^>o,

pour les valeurs de n suflisamment voisines de ^o.
Il en résulte d'ail leurs, pour les intégrales J^, des inégalitéa exac-

tement semblables a celles que nous avons écrites plus bant pour
les c/,.

Bien entendu, ceci n'écarte pas la possibi l i té de général isat ions ana-
logues a cel les qui terminent le Chapitre If. Par exemple, si la série

F ( s ) == G.) 4" <"i z '•-i-- c^ z 1 -|~ Cî ̂  -i- . . <

n'est pas sommable, on peut poser ^ == y et

¥ { z ) ^ ^ Ç y ) + z^(y)ï

les séries y ( y ) et ' ^ ( y ) p o u r r o n t Pêtre. Ceci amènera i t à considérer
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des intégrales de la forme
f^l^^f^l^.

yp U —— Z^ 'Jr ^ - ̂

k étant un nombre rationnel.
Mais c'est là un autre problème que celui que nous avions posé, el

qu i peut s'énoncer sous la forme suivante : déterminer le contour r et
la fonction f(u), de telle sorte que tes intégrales

r _ Ç .A^)^.
^Jr^-^)^

aient des valeurs données ( { ) .
On ne considère pas d 'a i l leurs comme distinctes^w solutions telles

que en posant pour chacune d'elles

F ( ^ ) = f
^r

f(u)r/u

la fonction F(^) soit la même dans le voisinage de z = ̂ o.
L'étude de ce problème équ ivau t à celle de la série (divergente)

F^^j^-^o/1-.
On peut soupçonner sa d i f f i cu l té dans le cas le plus général, en se

rappelant combien est complexe l 'é tude des s ingu la r i t é s d 'une série
de Taylor convergente.

Les méthodes de Stieltjes permettent de le résoudre dans un cas
par t i cu l i e r ; i l y aura i t l i eu d'en tenter une général isat ion.

( 1 ) De plus, la fbncliony(^) est assujettie à l'inégalité ( i ) de la page précédente. On
verrait aisément que si le contour F a plusieurs branches, et si l'angle de deux d'entre
elles est a, sur les côtés de cet angle, on doit avoir, en posant X == -'?oc

(i/ \f{u)\ < e-^K"--"»!-"4!.

Dans le cas des séries de StieUjes, il v a une seule branche; on a donc ). == — == ~,
" '2 TT '2

car a == '2,70. Bien entendu, nous affirmons simplement que ces conditions sont née cfs s air es
pour déterminer le problème.
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Conclusion.

Il nous parait résul ter des recherches précédentes que non seu-
lement les séries divergentes p e u v e n t rendre de grands services an
p o i n t de vue formel (ce dont personne n'a jamais d o u t é ) et aa p o i n t
de vue du c a l c u l a p p r o x i m a t i f (séries a sy rnp to t iques ) , mais encore
qu'el les peuven t , dans des cas assez é tud iés , ê t re ca lcu lées exactement
(c 'est-à-dire avec u n e a p p r o x i m a t i o n cirbilrcure). Une sér ie divergente
numérique peu t avoi r une valeur n u m é r i q u e dé/erminée, c'est-à-dire
qii7!! peu t ex i s t e r un lien précis en t re la série et cette v a l e u r n u m é -
r ique . On p o u r r a i t d ' a i l l e u r s concevoir des cas où cette v a l e u r ne sé-
ra i l : , comme cel le d ' u n e i n t ég ra l e d é f i n i e , dé te rminée qu'à des mul-
t i p l e s prés de pér iodes .

.11, y a c e r t a i n e m e n t encore beaucoup à faire pour que l'on puisse
e m p l o y e r c o u r a m m e n t les séries divergentes . Il y au r a i t l i e u , en par-
l i cu l i c r , d ' é t u d i e r .les rappor t s de leur théorie avec celle des intégrales
s i n g u l i è r e s . C'est là un p o i n t que nous avons dû renoncer à t ra i ter ,
f a u t e de temps.

Nous n 'avons pas eu le temps non plus d 'é tudier beaucoup
d'exemples p a r t i c u l i e r s ; et, n o t a m m e n t dans les appl icat ions aux équa-
t i o n s d i l î e ren t i c l l e s , il semble que ce soit l 'étude approfondie
d'exemples s imples et b ien choisis qui pourra donner des indications
précieuses sur les circonstances possibles et permet t re d'aborder le cas
général.

Nous nous sommes attaclié surtout à l 'étude des séries de Taylor;
les séries de Fonr ie r para issent pouvoi r fournir aussi l'occasion d^ap-
p l i q u c r nos théor ies Çdans certains cas, il n'y a pour a ins i dire pas de
différence entre ces d e u x sortes de séries, grâce à la t ransformation
z ^ e ^ ^ " ) ; mais c'est encore un po in t sur lequel nous n'avons pas eu
le temps d\)btcnir assez de résultats. Il en est de même en ce qui
concerne l 'extension aux séries doubles ou multiples; nous n'aurions
pu qu 'énoncer quelques général isat ions tel lement immédiates qu'on
peut les sous-entendre.

yjfnn. de i'Éc. (Vormalc. 3e Série. Tome XVI. — AVEIL 1899. 1 J
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Terminons par quelques réflexions générales.
Nous avons fai t jouer un rôle impor tan t à certaines fonc t ions

simples, en particulier à la fonct ion exponent ie l le ; ou, si l 'on veut , a
la fonction r(n), par laquelle nous divisons le terme général d 'une
série pour la sommer. D'autre part, nous avons fait souvent des res-
t r ic t ions qu'on pourrai t résumer en d i san t que nous supposions les
modes de convergence et de divergence des fonct ions i n t r o d u i t e s en
rela t ion simple avec le mode exponentiel . Nous avons, d 'a i l leurs ,
donné quelques raisons qui portent à présumer qu ' i l en est a ins i de la
plupart des fonctions qu i s ' i n t rodu i sen t n a t u r e l l e m e n t .

11 semble que ces remarques expl iquent à la fois la confiance p lus
ou moins consciente accordée par les anciens géomètres aux séries
divergentes, et les hésitations d'Abel et de Caucliy à les proscrire
absolument . Tant qu 'on n 'emploie que de bonnes fonctions, et t a n t
qu'on ne le fa i t pas exprès, ce ne sera que par hasard que l 'emploi des
séries divergentes pourra être dangereux. Une erreur causée par l eur
emploi sera un accident fort rare.

Seulement la d i f f i cu l t é consiste précisément à savoir que l le d i s t i n c -
tion précise il y a entre les bonnes fondions et les autres, et quels se-
ront les cas except ionnels ou l 'emploi des séries divergentes c o n d u i t
à des erreurs. S inon , on ne pourra regarder cet emplo i que comme
un procédé de recherche. Cette diff icul té r^est pas médiocre , et , pour
la surmonter, ce ne sera po in t trop des ressources que l 'Analyse a
acquises, précisément en cherchant à approfond i r et à compl ique r
l'idée de fonct ion. 11 nous para î t qu ' i l y ava i t là un dé tour indispen-
sable, que l'on peu t expl iquer a i n s i :

i° On employait d'abord exclus ivement des fonctions simples, mais
sans savoir au juste ce que l'on entendai t par là ;

2° On a compl iqué l'idée de fonction en la généralisant; d'où des
ditïicaltés souvent inex t r i cab les ;

3° On u t i l i s e les recherches du 2° pour déf ini r d 'une manière pré-
cise les fonct ions qui méri tent d'être appelées simples et pour se borner
à celles-là.

Ces trois stades se marquent de même dans Fétude de la conver-
gence des séries; ou, si l'on veut, dans la notion générale de fonction
croissante. Du Bois-Reymond a montré fort nettement à quelles diff i"
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cultes on se heurte quand on veut faire une classilication générale : on
peut les résumer en disant que l ' introduction expl ic i te du transtini
paraît nécessaire. Des lors, on doit se demander quelles restr ict ions
on doit faire pour éviter ces diff icultés (') et pouvoir étudier quand
même des classes pratiquement très étendues de fonctions ou de séries.

Il en est de même pour les séries (ou intégrales) divergentes :
1° On les a d'abord uti l isées quand elles se présentaient et comme

elles se présentaient : elles se sont t rouvées bonnes, a de très rares
except ions prés ;

2° On s'est aperçu ensuite qu'il y en avai t beaucoup de mau-
vaises;

3° On doit en conclure la nécessité de distinguer les bonnes à des
caractères précis; et Fon pourra, dès lors, en (ouïe sécurité, agir
presque toujours comme le faisaient les anciens géomètres, guidés
seulement par leur instinct du. vrai, c'est-à-dire, souvent, par leur
génie (2).

Sainl-Aiïri(pje (Aveyron) , sepl,eml)re 1898.

( ' } Comme nous l'avons dejù observe plusieurs fois, ces dilïieullés sont du deux sortes
correspondant respoclivemeni aux cas on Ic.iS cril.cros (le coiiveru'ciico sont inapplicables
cl en (féffinl.

( ï ) En leriilinitiil l'iiiiprc.ssion (le ec Mémoire, je liens a adresser les plus vifs romer-
cîmenLs à M. ErnsI, Lindeldl" (ini, se l.miivani, à S^aris, m'a obli^eiminiclU propose de
m'aider a revoir les épreuves. Ses amicales et (ines ohservaLions nfonL clé, a plusieurs
reprises, forL utiles et j'en ^arde lo reconuaissaiil souvenir.


