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SUR LE CALCUL NUMERIQUE

DES

PERTURBATIONS DES PETITES PLANETES

AU MOYEN DES QUADRATURES,

Par M. L.-J. GRUEY,

AGREGE DE L’UNIVEBSIT.E’I, ASTRONOME ADJOINT A L'OBSERVATOIRE DE PARIS.

Avant d’entrer en matiere, rappelons quelques points de Mécanique
céleste sur lesquels nous nous appuierons constamment dans la suite.

1. Le mouvement elliptique ou non troublé d’une plan&te est défini
par les équations

[z fu
—gF—+-;;;x,_o,
d*ye  fr
(4) dit T leT
2
g_z:—}_‘fl:é—’-tze:o’

dt?

ol &, Y., z. désignent les coordonnées rectilignes et rectangulaires
dela planéte, suivant trois directions constantes menées par le centre du
Soleil; 7, la distance de ces deux corps, w la somme m -+ M de leurs
masses, f Pattraction mutuelle de deux unités de masse situées a
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162 SUR LE CALCUL NUMERIQUE

Punité de distance. Le plan des x,, ¥, est en général I'écliptique d’une
certaine époque choisie & I'avance.
Les coordonnées elliptiques tirées de ces équations sont fournies par

le systeme de formules suivant :

[0Y

u—esinu=nt+ec—w=nt+=z (r=¢c¢— @)

I I+e I
tang - v = lang — u
2 I—e 2

a(1— &*)

I+ €CoSv

xe=r.[cosb cos(v—+w)—sin@sin{(v + w)coso]

Ye==r.[sinf cos (v + )+ cosfsin(v + w)cose] } (v =w—9)
z,=r.[sin(v+n)sing]

re=a(r—ecosu)=

=

Les variables auxiliaires « et ¢ représentent 'anomalie excentrique
etl'anomalie vraie; les quantités constantes a, e, ¢, =, 9, 0 représentent
les éléments de I'orbite: ‘

a le demi-grand axe,

e 'excentricité,

¢ la longitude de I’époque,

= la longitude du périhélie,

¢ 'inclinaison de I'orbite sur I'écliptique,
6 la longitude du neeud ascendant;

n n’est pas une constante arbitraire, elle est liée & a par la relation

a3
nete en 1 jour solaire moyen; aux éléments ¢ et =, on substitue sou-
vent » et w, définis par les relations

n= \/ij; elle représente le moyen mouvement angulaire de la pla-

r=—t—®w, w=w—0.

L’observation peut seule donner la valeur de ces six éléments. L'ascen-
sion droite et la déclinaison de la planéte étant des fonctions détermi-
nées de t, a, e, ¢, w, 0, §, la connaissance de trois lieux géocentriques
distincts et des époques correspondantes doit fournir six équations
entre les éléments; mais la résolution de ces équations dépasse les
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forces de I'analyse; c’est par une voie détournée que Gauss est arrivé a
la solution complete du probleme, dans son immortel Theoria motus.

2. Le mouvement troublé de la plangte m est défini par les équa-
tions

d*xz  fu dR
TR
d’y  fe  _ _ dR
(G) W-i——r-;-.}"—-—l—--@-’
d*z  fu.__  dR
T AT T

La fonction R, dite perturbatrice, a pour expression

. Xz +yy! +3z3 0 v [ X2” + ... 1
IL.—fm( 5 — —fm —Em T )T

et, par suite,

dR , (e —2x  x z—z" x
-(Tz_-:-—fm (—-———"}‘r—,s ——fm” °————~+;”—3)~"'7

Pla Plls
aR_ .., 4B_ ..,
dy — 7 dz ”

/

m, x, y, 5, rse rapportent & la planete troublée; m’, o', y', &/, r':
m', x", ¥y, 5", r’, ... aux diverses planetes troublantes. ', ¢, ... sont
les distances de la masse troublée 7 aux masses respectives m/, m”,. ..
Le mouvement de ces dernieres masses est donné par des systemes
d’équations (C'), (C”), ... analogues au systeme (C); le nombre total
des équations de ces divers systemes est égal a celui des inconnues
z, ¥, z,x,y,5, 2", y,5, ...
~ On ne sait pas intégrer rigoureusement les équations (C), (C'), ...,
et pour obtenir les valeurs de «, y, z, on procede par approximations
successives. m/, m’, ... étant de petites quantités relativement a p, on
néglige d’'abord R, et l'intégration de (C) conduit aux coordonnées
elliptiques , y., 5, comme premiére approximation. On cherche en-
suite suivant quelle loi les éléments a, e, ..., 6 doivent varier avec le
temps, pour que ., Y., %, déterminés par les formules (B), soient
respectivement égaux, a chaque instant, 3 @, y, z; on trouve que cette

21.
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loi est exprimée par les équations

da _ 2 dR

dt = " na de’

de _ (i—Vi—e)yi—edR  Ji—e dR

dt nate de = nate dw’

de © 1 dR Vi—e(i—yi—e)dR 2 dR

4 — Thangy na’\/l_ezzg;_’_ na‘e de ~ nada’
D
(b) dw o 1 dR  Vi—e* dR

— = +tangf ———— — + ———

dt 2 n@ [y — ¢ do nate de

do 1 4R ¢ ! dR | dR

_——=———— — — lang - ————( 2 —_—

dat na?\J1— e*sing 49 2 na*\fi— e <(lm+ ds>’

@_, x an
di na*\1— étsing 49

Le systeme (D) s’integre lui-méme par approximations successives.
On y parvient en développant la fonction perturbatrice R en série
ordonnée, suivant les produits et les puissances croissantes des excen-
tricités et des inclinaisons e, ¢, €', ¢',.... Pour les planétes anciennes,
ces quantités sont suffisamment petites, et la série converge assez rapi-
dement pour qu’on puisse s'arréter aux premiers termes; mais elles
atteignent de grandes valeurs dans le cas des cometes et des plangtes
télescopiques : la convergence de la série n’est plus alors assurée, ou
elle est si faible, qu’elle oblige & prendre un grand nombre de termes,
ce qui engendre dans la pratique des difficultés presque insurmon-
tables. Aussi a-t-on cherché des méthodes plus expéditives et toujours
sares pour calculer les perturbations des petites planetes, dont le
nombre déja si élevé s’accroit chaque jour.

3. M. Encke a publié successivement, en 1837 dans le Berliner
astronomisches Jahrburch, et en 1852 dans les n° 791, 792, 814 des
Astronomische Nachrichten, deux méthodes qui sont aujourd’hui tres-
répandues en Allemagne et qui ne se distinguent pas essentiellement
de celles que Laplace a données au livre IX, tome IV de sa Meécanique
céleste, pour les perturbations des cometes. Dans la premiere méthode,
on calcule pour des époques équidistantes les valeurs numériques des
dérivées secondes relatives au temps des perturbations de =, ¥., z, et
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on en conclut par une double quadrature les valeurs de ces perturba-
tions aux mémes époques. Dans la deuxieme, on calcule pour des époques
équidistantes les valeurs numériques des dérivées premieres des élé-
ments de V'orbite relatives au temps, et on en conclut par une quadra-
ture simple les valeurs de ces éléments aux mémes époques. On obtient
ainsi les valeurs numériques, non la loi, des perturbations.

Nous présentons ici ces deux méthodes sous une forme plus sim-
ple et en grande partie nouvelle. Pour plus de clarté, nous divisons
le travail en trois Sections : dans la Section I, nous donnons aux quan-
tités dont les valeurs numériques sont demandées & des époques équi-
distantes une expression commode pour le calcul; dans la Section II,
nous établissons les formules de quadrature; la Section I1I est consacrée
a une application numérique des deux premieres.

'Y

SECTION L

4. Premiére méthode. — Les perturbations &, v, &, o' des coordonnées

elliptiques de la planete et de son rayon vecteur sont, par définition,
E=2—x,
n = J" - J"ey
C = Z — 2,

OF=r — r,.

Retranchons deux & deux les équations (A) des équations (C; cor-
respondantes, nous aurons pour déterminer £, »n, £ les équations

d*E x . dR
=1 (F-%) %

r r
d*n Yy Y dR
d*g z Z, dR
= I (T—r) T

Si nous développons par la série de Taylor, suivant £, 4, &, dr, les
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rapports %, £, Z, nous aurons, en nécligeant les termes d’ordre supé-
Pl ol s’ au ’ ghg ' > Suj

rieur au premier,

153
lea

re e e /
. : 1

2::2'—5-4.-‘—* 7)—3’-—567' 3
re s [ e

z z .
===+ ({—3=46r

r r re re

La substitution de ces valeurs dans les équations précédentes leur
donne la forme adoptée dans la pratique :

((Iif —fr. = <c —3Z dr) -+ _((_ll_;{’
(E) %:——fp.-é(n——?)l’:fal‘) r%‘
%}—f=~f%-’;<t —Bf—:&r") +-(7§~

On remplacera x, y, z par x,, y., z, dans iR (:{I;E’ Cé‘} car on ne

commettra ainsi qu’'une erreur de second ordre par rapport a R. Quant
a dr, il sera fourni 2 notre degré d’approximation par la formule

or=2p Loy By
re re re ©
Nous verrons dans les Sections suivantes comment on calcule les
valeurs numériques des seconds membres des équations (E), et com-
ment une double quadrature donne les valeurs correspondantes de &,
7, §.

5. Deuxieéme methode. — Nous devons chercher des expressions
commodes pour le calcul numérique des dérivées des éléments rela-
tives au temps. Celles qui sont fournies par les équations (D) ne sau-
raient convenir sous leur forme actuelle; mais, si nous remarquons

que les dérivées de R relatives & @, y, z sont d’un calcul facile, nous

r conduits 1=1merdR dh dR en de dR dR dR
serons conduits a exp T2’ 4o g AU moy bt

et a substituer dans (D) les valeurs obtenues.
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Soit A un élément quelconque de I’orbite troublée, on a

(I' fl_]:{-_d__ﬂ_(i.z_'_kdl{ﬂ_*_ﬁii
/ dX " dz d\ " dy d) " dz di

Il suffira done, pour effectuer la transformation indiquée, de rem-

placer dans (1) %, %, %\ par leurs expressions tirées des équations (B),
(ui conviennent au mouvement troublé quand on y considere les élé-
ments comme variables et qu’on y remplace x., Ye, ze: 7. par x, y, z, .
Nous serons amenés ainsi & introduire les directions de trois droites,
que nous définirons immédiatement.

Ces droites sont :

1° Le rayon vecteur r, qui fait avec les axes coordonnés les angles

(ry ), (1, ¥), (r, 3), tels que

cos(r, x)= ~ = c0sfB cos(v -+ »)— sindsin(v + w ) cosy,
(2) cos(r, y):";":- sinf cos(v + o) -+ cos@sin(v + ) coso,
z . .
cos(r, z) = == sin (v -~ w) sine.

2 Le rayon vecteur s, perpendiculaire 2 r, et pour lequel on a, en

remplacant dans (2) ¢ par ¢ -+ ;—r, ce qui revient & différentier (2) par

rapport 3 ¢ :

‘(3)
cos(s, x) = d: = — ¢0s6sin(v + o) —sind cos(v -+ w ) coso,
(%)
3) r .
( cos (s, )= T =—sinfsin(v + w) + cosf sin (v + w) cosoy,
‘(3
cos(s, z) = (lu‘ = cos(v + ) sin¢.

3° L’axe géométrique ow du plan de 'orbite, pour lequel on obtient,
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£Fa Y D 1? o T: -
en remplacant dans (2) (v + o) par 5» et ¢ par ¢ + = :

cos (w, )=+ sin §sino,
{4} cos(w, y) =— cosésinog,
cos(w, z) = c0s0.

Fig. 1.

6. SoitA=a, e, z, ou l’un quelconque des éléments qui déterminent :
les deux premiers, la forme de 'orbite; le troisieme, la position que la
planete y occupe a ’époque prise pour origine.

On a, dans ce cas,

% =[cosfcos(v + w)— sin@sin(v + w)cos¢] %

~+ r[— cosf sin(v + w) — sinf cos(v -+ ) cos 9] %

2(5) a

dr N dv
di do " di’

‘I%

et de méme

L4G)
dy _ydr r) de
di —r d7\ do | di
z
éf_f£1"+d<?> Ldo
dr" r di dv dr’
ou
dx dr dv
= d)\cos( )—i—r-a-l-)\cos( x),
Z}; cos( ¥) +r% cos(s, ¥)s
dz d

+ dv s(s
o= dlcos(r, z) rdlco s B)e
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Substituant dans U'équation (1) du n® 5, il vient

ijﬁ_(lr dR dR , dR )
7 [(1 cos(r,x)—:—a}—-cos( ;)+ICOS( ;)]

dv dR dR dR .
"7 7= cos(s,x)—;—(—l,y—cos(, )+d?co>(s, ~~)]-

Soit P la force perturbatrice, (P, =), (P, y), (P, z) ses angles avec
les axes, on sait que

d—R = Pcos(P, x),
X

d

dR

£{—Y = Pcos(P, y),
d

dz

R
2 = Pcos(P, z);
on aura donc

dR __dr dv
(5) =D Pcos(P, I)—I—l(—[jPCOS(P, $).

dr dv .
Il nous reste a caleuler —<» r—5 pour les diverses valeurs de ). : a, e, .

dk
Les trois premieres équations (B) donnent, en posant p =a (1 — ¢?)
et fu.= £k,

dr _r 3 kt . dv _ 3 kt
 =-—S " _esiny, — = z\/f”
da = a " 2a4yp da — 2 ar
dr _ de _ (P+1) oo
T_——acosc, '('['e‘—;('l e*) sin¢,
2 33
2
_‘_lf_zi_-esino, _d_vza \./p_
= Vp -

Substituant dans I’équation (5), on a

@: (f _3 —esmo) Pcos(P, r) 3kvp tPcos(P, s),
da & 2q\p 2 ar
dR (p+r)
= —acosvPcos(P, r) + +——=sinv Pcos(P, s),
de — (r—e*)
dR _ @ inopcos(P, r) -~ “YP P oos (P, ).
dn Vp r

Annales scientifiques de PEcole Normale supérieure. Tome V. 22



170

SUR LE CALCUL NUMERIQUE

7. Soit A = @, ¢, § ou 'un des éléments qui déterminent le plan de
Uorbite et la situation de l'orbite dans son plan. On a, dans ces trois
eas, et successivement :

!0

=rcos(s, xj,
A .
Ja =" cos (s, ¥)
d

z
Ta =rcos(s, z);

substituant dans I'équation (r), n° 9, il vient

ou

20

d’out

do

L dR dR -
g-a-)::r B;COS(S’ x)+g5"—COS(S’y)+ZZCOS($’ZJJ’
Z—g =rPcos(P, s).

d
?[2 =rsin(v+ »)sindsing = rsin(v + w) cos(w, z),
= — —rsin(v +~w)cosfsing = rsin(v 4+ o) cos(w, y),

(—l,-azrsin(v—i—m)comp: rsin(v + o) cos(w, z);

R =rsin(v+ o) [d—R cos(w, x)+ dR cos(w, y) -+ :11‘},{{' cos(w, 2 )],

dx dy

¢’est-a~dire

30

d .

tTc; =rsin(v + o )P cos(P, w).
dz . . ‘
7 =r[—sinfcos(v+ o) — cosfsin(v +n)cose]=— rcos(r, y),
Z—}é = rcos(r, z),

S
(I
e
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ce qui donne
@——r dRcos(r )—l—dRcos(r x)
dg .~ dz I gy COSUD
=rP[—cosPxcos(r, y)+ cosPycos(r, z)];
transformons cette expression, on a

cos(P, z)=rcos(P, r) cos(r, )+ cos(P, s) cos(s, z)+cos(P, w) cos(w, z),
cos(P, y) = cos(P, r) cos(r, )+ cos(P, s) cos(s, y)+ cos(P, w) cos(w, y);

multipliant la premiere relation par — cos(r, ¥), la deuxieme par
-+ cos(r, x), et ajoutant, il vient

—cos(P, x)cos(r, )+ cos(P, y)cos(r, =) -
=cos(P, s)[—cos(s, z)cos(r, )+ cos(s, y)cos(r, z)]
+ cos(P, w)[— cos(w, z)cos(r, y) + cos(w, y)cos(r, z)].

Or, en vertu des relations (2) et (3) du n° 5 et des relations (2) et (4)
du méme numeéro, on a

— cos(s, x)cos(r, y)+ cos(s, y)eos(r, z)=cosg,
— cos(w, z)cos(r, ) + cos(w, y)cos(r, x)=— sine cos(v +u),
d’ou

%:rcOSCpPCOS(P,S)—PSiH(? cos(v + w) P cos(P, w).

Nous avons ainsi en résumé

; fl—g-—_— (5—-31 ]'—l esinu) Pcos(P, r)—ithcos(P, s),
da a 2 a\p 2 ar
-d—I-{-:—acosuPcos(P, r)+££i-';—)sinaPcos(P,s),
de 1— €
j—ﬂz %i_-esinoPcos(P, r)-—;—ff—%/ﬁPcos(P, s),

(F) * P
;l[(% = rPcos(P, s),
% = rsin(v +) P cos(P, w),
an i - )P cos(P, w)
x!‘-[m:r‘COSCPPCOS(P, s) — rsino cos(v -+ o )Pcos(P, w).
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Remarquons que les dérivées partielles de R, relatives & a, ¢, # sont
indépendantes de P cos(P, w), ou de la projection de la force pertur-
batrice sur I'axe de 'orbite; et que les dérivées de R relatives 4w, 9, 0,
sont indépendantes de Pcos(P, r), ou de la projection dela force per-
turbatrice sur le rayon vecteur.

8. Avant de substituer les valeurs de ces dérivées dans les équa-
tions (D), nous transforrerons ces dernieres. Nous poserons e = siny,
et a cause des relations # = ¢ — %, » = = — §, nous remplacerons

dR ar dR
2. Pt
gE par gTR""Eﬁ—EZ—g:GSin‘UPCOS(P,r) +(r VP)pcos(p,S\
w0 ) adz \/p
dR dR i
a5 P g L,Z —ar sm“‘ P cos(P, s)— rsine cos(v + o) P cos(P, w);

dv _de dw
nous formerons en outre — g =@ T ar

Cela fait, il vient, en substituant les valeurs fournies par les équa-
tions F pour les dérivées de R, en réunissant les termes en P cos (P, r),
Pcos(P, s), Pcos(P, w), et effectuant les simplifications qui se pré-

sentent :

da 2 @ . 2
Gr =t E\/{;esmu Pcos(P, r)+-n—r\/p—aPCOS(P, s)
| . ) .
-d—e =4+ 25 AsmoPcos(P r) COS% (1 a\/pa cos,g) Pcos(P, s),
¢ nypa nate
[.' 2
;_tlz——l-(ﬂ—-cos’ccosu ———3]’teSlnv>Pcos(P r)
na\ a e ayp
(G) { ——%[MSin"_MJPCOS(P,S),
na e r
dw ___ cosy (p+r) df
VTl —~%cosvPcos(P, r)—!——;—as—i-smoPcos(P ,S) —+ (x—coscp)d—t,
do r
o =t m} cos(v +o)Pcos(P, w),
d6 = + ———‘——.———~rsin(o + o)Pcos(P, w).

| dt nat cosy sino
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da de
> dt’

P cos (P, s); ° }F = destrois quantltés Pcos(P,r), Pcos(P, s), Pcos (P, w);

Remanquons que — =%, dépendent seulement de P cos(P, r),

dg
dt
la force perturbatrice P suivant les trois axes or, os, ow, et si 'on né-
glige les quantités du secound ordre relativement aux masses perturba-
trices dans les équations (G), on voit que, dans le temps d¢, les com-
posantes situées dans le plan de I'orbite agissent seules pour troubler
les éléments a, e, » étrangers & la situation du plan, tandis quela com-
posante perpendiculaire &4 ce plan agit seule pour en altérer la posi-
tion; quant & la situation du périhélie, elle varie sous I'action réunie
des trois composantes.

do . e Lo
et - deP cos (P, w) uniquement.Sil’on décompose achaque instant ¢,

9. Il estavantageux, dans la pratique, de substituer aux éléments a,
e, » les quantités n, y déja définies et 'anomalie moyenne M, qui leur
sont liées par les relations

na =k,
e =siny,
M = nt + =,
d’out
dn 3n (l(L dy 1 de
=—— = === —
dt 2a at’ di cosy di

et désignant la perturbation de M par &M

dOM _ fdny du  du
f d+tg~a’

ce qui conduit a

dn :__3_. sinvPcos(P, r ——\/PPCOS(P s),
@ ypa
dy _ 1 9S% Gino P cos(P, r)— E;*_e (r— %cosy}?cos(?, s),

dt nypa

doM _ dn t__(zr cos’y.

-+ ro.
—_—= = - cosv) Pcos(P, r)—P — sin¢ P cos(P, s).
at dt nuw’ nae na‘e i

Si 'on veut remplacer I’anomalie moyenne par la longitude
) 8

moyenne L, on a
L=M+w,
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d’ol

doL __ddM - dw

dt — dt dr’
¢’est-a-dire

doL dn , - db 2r  CoSy . .Y
phdiia Y b by — _— | = =4 2L cosv |Pcos(P, r)
dt dt dt (1 — coso) dt [n(f T e 253 € (P, r)
4
sin* &
+r .
__."iﬁ___ll —2 sinvPcos(P; s),
na‘e  Ccosy,
ou
. cosy tang L cose
dsl dn-dt+([ co )de 2r L "2 Pcos(P, r)
dt ] di Selar nat na e
y4
ang &
Llpxr)

2 .
— ———sinvPcos(P, s).
na 0sy,

10. Nous devons actuellement calculer les composantes P cos(P, ),
Pcos(P, s), Pcos(P w), de la force perturbatrice P, suivant les axes

or, 0s, ow. Solent x,, vy, 7, et &, ¥, 5, &,..., les coordonnées des
planétes troublée et troublante rapportées a ces axes, on a

xo=r, X, =r'cos(r, r'), x" =r"cos(r, r"),
=0, ¥, = r'cos(s, r'), e e .
5 =o, z, =r'cos(w, r'), - e

Cherchons cosrr’, cossr’, coswr'; cosrr’,. ...
Pour cela, déterminons d’abord la position de l'orbite de m' par
I
rapport & I'orbite de m.

Soient :

QJ T'orbite de la planete troublée 72,
Q'J celle de la planéte troublante m'.
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Connaissant 6, ¢, 6’ et ', on peut obtenir QJ=N, Q'J=N, et
'angle J par les formules connues

SN S , L1 .
i sm;Jsm;(N—:—N ):sm;(@’——@)smé(q’—%g&
sinlJcosi(N+N’)=cos-‘—(9'-6)sin—l-(ga'—-g),
(6} 2 2 2 2
_!. i .!. — N'Y=si l L— ‘.5. f
cosstmz(N h)-_smz(a 9)c052(c9 + o),

! f \ N/} — _t_ ;. _{ o
‘\«,ongcos;(l\——N)_cosz(G 9)0052(9 o)

Menons, par le pole () de U'orbite troublée et la planéte troublante 7/,
un grand cercle (w, m’, n); la position de 7’ rapportée & 'orbite de m
sera définie par
m'n=7{3,
Jn=»N.

3" peut varier de — = 3 + =, et ¥ de o & 2m; B étant positif lorsque w
| Dol p q

et m’ sont dans le méme hémisphere relativement & 'orbite Qm, négatif
dans le cas contraire.
Le triangle sphérique rectangle mm’'r donne

cos(r, r')=cosf’ cos(N — Jm)=cosf’ cos[N — (Qm —N)]
=cosf’cos[V— (& —0+v—N)],

ou, posant la constante = — ¢ — N =g,

cos(r, r')=cosf’ cos[¥ — (v +&)];
. T
si I'on change dans cette formule v en ¢ + >> on a

cos(s, r')=cosp’sin[¥ — (v+ ¢)];
d’ailleurs
cos(w, r')=sinf’.
On conclut
Z, =r'cosf cos[N — (v + )],
(7) ¥ =1 cosp sin[N — (v + )],
2, =r'sinf’;
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Quant aux coordonnées &, X', elles se tirent du triangle sphérique rec-
tangle Jm'n, qui donne
s cosf’ cos¥ = cosJm' = cos[l'— (6"+ N’)] =cos(v' + ¢'),
(8) cosf sinX¥ =sin[/ — (6’ + N’)] cosJ = sin(v' + ¢’ ) cos],
sin 8’ =sin[— (6’ + N’)]sinJ =sin(¢' + ¢’) sinlJ,
!’ désignant la longitude vraie, dans son orbite, de la plangte 7’; ¢’ son
b . a . .
anomalie vraie, et ¢’ I'expression =" — 6’ — N'.

Or

Pcos (P, r——-fm( ”+”—> —fm(x_P:_‘f_+;“L> .
— l 1 l Ji

Pcos(P, s)= — fm ( r) — fm” ( e +r,,¢,> “+aa,

Pcos(P,w)= — fm' ( _z‘ > — fm” (""—7—2—-‘ -1-,—%) +.s

les seconds membres sont donc connus par ce qui précede.
Nous poserons, pour simplifier I'écriture,

1 I

Al
- — =4,
p ¥
1 1 ,
E’TJ’\”J:A’

et _
Pcos(P, r)=fm' (_ o+, A’) + f’ (_ ok A”) =R
P cos(P, s)=fm y' A" +fm” YAy .. =8,k
Pcos(P,w)=jfm’'(z +fm" (2 A7) +. . .=V, k.

11. Si nous substituons ces valeurs dans les équations (G) et dans

dn dy déM ddL ., . .
celles qui donnent —= —%, ——; ——, il vient :

da 2 a . , 2 = .
7 _+’~z\/1-;e§moﬂnk-+n—r\/pasolz,

le 2. - [
£ =+ B sing Rhr — CO?L r— aypa cosy ) Sok?,
dt nypa na:e r g
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(-{1‘ =L (2r_ cos’xcosu__ ilii-tsinu R, A2
dt na\ a e ayp
I “+r 3k \p
— ;z_a;(P - rSln("" _'r\/_/’,;) Sk,
do _  cosy p+r d6
TE = nas COSYR.A + msmvSM -+ (1 —cosg) —m»
do ro
EZ— —+WCOS(U+&))W01(2,
do I . »
"—i—t' = - mal Sln(v+m)\Vo]l )
fl;'—l = — 3e sine R, A2 —-§\/£-Solr2,
(]t VPa r a
dy — + cosY. smuRol: - (r— aypa cosx> S, k2,
dt Pa na*e r
daM 2r  cos'y ., pP+T . .
7 dt " dr — (;l—a—;—— Wcosv) R /? — o~ sinv S, k2,
dsL de <2r cosy tang % >
_dT: dt dl—!—(l COSCP)—d—t— ;‘;—i———;[;“cosv R, i
X
tang £
+(f—i_——'1) sinv S, /7,

na* cosy

ou, en remplacant n par ko, w par = — 6, et effectuant quelques

simplifications,
9 _ e smoi—r—Iﬁ'—kza2 kS,
dt vp 72
de _ sinvlﬁ{—"—-—])<f—- )ks"
@@ —PRp Tela vp

dx _ —\/P<2r——coso—-—§—k-t )lfR"
de Vp Vp

\/P <P+rsmu ks/p kﬁ“,
r vp
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dw — . pCOSY li—li“ —+ — pr) sinv kS, + (1 — coso)

llt € ~/p € \/p dt

49 _ + reos kW,

dt \/p

d§ | rsin(v+w— ) kW,

dr — sino Vp

dn 3Ir esin 530_3_11”21180

dy kR, p k Su

= -+ a cosy sinv — + a coty (— — —-)

d3M kR, kS, dn
——= — (2rcosy — p COly, COS¥) — — (p -+ r)cotysine — di,

dt Vp ¢ v @
ddL I k kS,
- =" 2rcosx+plang—x cosv — =

VP

+(1—~cos<p)i,f fl';dt

Ce sont précisément les formules d’Encke; nous montrerons, dans la
section III, comment on calcule méthodiquement les valeurs numéri-
ques des seconds membres, quand on leur a fait subir une derniére
transformation que nous allons expliquer.

Comme, dans la pratique, il est commode, pour Ja division du
travail, d’évaluer séparément les perturbations dues a chaque planete,
il nous suffira d’introduire seulement 1'une d’elles dans les formules
définitives, soit m'. )

Posons pour abréger Iécriture, en désignant par « un coefficient
indéterminé dont nous verrons I'usage dans les sections suivantes,

(1) = "Vp i (5)=1,
(2)= gro | (6) = tang ~ o,
(3) = acosy, (7):3—\;{5%
(4):5, | (8):35‘1-’(:(.
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k4 ¥
(g):ptang;x, (1z)r:pcot;x,

(ro)==2cosy, {13)=coty,

I
(Ix)ztang;x, v=v+w—F0.
Réduisons R,, S,, W, au terme en 7/, et remarquons que 7 étant né-

gligeable, f= %2, si on prend la masse M du Soleil pour unité; nous
aurons alors :

‘I_f_.‘._a",‘; 0:_11_.—"‘.-%‘7’”, _—’,;_*_x'l A’ :(I> _L: —= x’l A,) :':RID'
yp sint yp sint p’? 0® /

If / r ! ’ ! ’ ’
V;-S—i‘%S"::/%Ei—%-l—”-m(yiA):(I)(.}"zA):So’

k « k

=4
'

EWWO: 7}; gTIT_-m (Z‘ A):(!)(Zl A):WO,
R,, S,, W, désignaht respectivement (1) (— p—';,- + x| A’) , (1) (A7),
(1) (2, 4).

Par suite, le systeme d’équations différentielles que nous venons

d’obtenir, réduit aux sept dernieres seules usitées, prend la forme
do

- a—p = — (4) cosv R, +(5) (’-:— +1) rsine S, + (6) rsinu W',
d 7
oca-;e =rcosv W',
a%f— =(2)rsinu W',
aﬂiflfz— (7)sino R, —(8)=§,,
7 7
(H) ¢ d
2 DY (3)sin0 B, -+ (3) (coso + cosu) 8,
a%l\i[_____ [(x2)coso— (10) r] R, — (13) (}7’ +I) rsine S, +a %dt,
ocdth: —[(9)cos¢ + (10) r] R, + (11) (1’3 + 1) rsinv§,
| : : d
+(6) rsinv W', + « ﬁ.dt,

a laquelle nous nous arrétons.

23.
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Cette forme offre ’avantage de séparer nettement les grandeurs (1),
(2),..., (13) qui ne varient pas sensiblement, pendant un certain temps,
des autres grandeurs telles que ¢, 7,..., dont la variation est rapide;
elle fournit d’ailleurs les variations des éléments exprimées en secondes
d’angle. '

SECTION IL

12. La résolution numérique des équations E et H nous conduit au
probleme suivant :

Connaissant les valeurs d’une fonction du temps a certaines époques
particulicres et équidistantes, calculer les intégrales premiére et seconde
de cette fonction.

Soient u = f(¢) la fonction; ¢_,, ¢, ¢,,..., £, les valeurs attribuées
&3 Uy, Ugy Uy,..., U, les valeurs correspondantes de u; ¢, = 7, + n«,
n étant un nombre entier positif ou négatif, et « la raison de la pro-
gression que forment toujours dans la pratique les valeurs de ¢. Sup-
posons en outre la série de Taylor applicable & la fonction .

Une valeur quelconque de ¢ étant mise sous la forme ¢,,,=1¢,+ z«,
on peut développer « suivant les puissances croissantes de z; désignons
ce développement par u,, ., on a

o = 1 du % d'u\ o e . (dFu ot -
e T dt )7~ de [,1.2 U (dl" T

ou posant, pour abréger I'écriture,

dfuy ot i
dt"),,r.—z...k""a"’

{1) Unpe = Upn + Ay B -+ B+ a7 22+ .+ al sb+.

il suffira de connaitre a}, a2,..., a; pour avoir u sous une forme facile
4 intégrer. Nous déterminerons ces quantités au moyen de ..., u_,,
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Uy, Uy, ... et de leurs différences, dont voici le tableau :

U,

Atu
u_, T Arp,
Alu | ACK/2
Uy T Ay, T Afw,
Atw Avu,
w, K3 A? u, E
Aty

U,

Chaque différence est écrite entre les deux nombres dont elle résulte
et & leur droite; I'indice de u y est égal & la moyenne arithmétique
des indices dans ces deux nombres. Ainsi les différences de divers ordres
de u, sont désignées généralement par APu,HjE et se trouvent sur la

ligne oblique qui part de u,, tandis que I'indice de z est constant sur
une méme ligne horizontale et 'ordre des différences toujours pair
ou impair sur cette ligne.

Nous désignerons la moyenne arithmétique de w,, w,.,, par u,, £,
et celle de APuy, APuy,,, par A'Pu“}_). Ces moyennes arithmétiques
completent pour ainsi dire les lignes horizontales, qui ne présentent
qu’'un terme dans leur rencontre avec deux lignes verticales consé-
cutives.

Une ligne horizontale complétée de la sorte, par I'intercalation des
moyennes arithmétiques des différences immédiatement adjacentes
deux & deux de part et d’autre de cette ligne, est de la forme, si son
premier terme est u,,

Uny A Umy Alup, ACUyy..., AP—u,, APu,. ..,

nous la désignerons par le nom de ligne (r).
Une ligne horizontale complete détermine toutes les autres. Nous
établirons des maintenant des formules qui nous serviront plus tard,

. N . .« . I .
pour passer de la ligne (n) a la ligne voisine (n — 5): ouinversement.
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Cette derniere ligne est, en vertu des définitions précédentes,

Au
e

w

1
aotis Al

seees A¥Ttw, o, APu,

gr e

13-

1

L
H

rolme

Or, on a, par définition,

AP uy— APy, = A% u _

s

o

b

APy, +~ APy,  ==2APu
n—z
d’onr
1
Ar U, = Ay | 4= A+ y 5
r—3 9

'
Y

on a aussi, par définition,

A=ty ol Av—tu,  =A%u,
2 2
A=t AP, =2 AT s

2 2

d’ol1, retranchant ces relations 'une de l'autre et transportant A-*7~'u,
dans le premier membre,

I I I
Ar= gy = APy, + 5 APy, = A¥"'u,_, + 3 Aru _, + 7 Aty
3 3 0 ;

on trouverait de la méme maniere les relations inverses pour passer de
1 ¢ N . s . 3
la ligne (n — ;) a laligne (»); en les réunissant aux premieres, nous

avons le systeme des formules suivantes :

I
(2) Avu,—= Ay 4~ AP
"7 2 Ry
1 I
(3) A=y, == A=ty - = APy 4+ S APy
n—z 2 n—z 4 n—
I 1
(4) APy = Az Uy — = AP+ g, + = A2 U,
"3 2 4
- I
(5) A=ty = AP — P A u,.
2

13. Cherchons maintenant la relation qui existe entre les coeffi-
cients @', a2,..., a, et la différence d’ordre p de u,.s, 4 étant entier.
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I :
L’équation (1), n° 12, donne, pourz =~h, z=h+1,
U=, +a h+ & bt +a b4 ..,
Unitws == Un + @, (h4- 1)+ & (h+ 1+ (h+1)+ ...,
d’ou
Alu

bl = 4, A+1)—h]+ & [(h+1)—h2]+ ..

qui, pour % augmenté de 1, est

1
A un+f4+

s.__a [(h+2)—(h+1)]+a[(h+2)—(h+ 1]+
donc

A tpppp=a, [(h+2)—2(h+1)+ Wl +a [(h+2p—2(h+ 1)+ h]+....

Admettons que la loi qui se manifeste déja soit vraie pour la différence
d’ordre p —1, on aura

APt p=s :a;[(h+p—1)—],—:———x-(h+p-2)—!—...1/}]

Nt b4

+a[(h-+p—1p—.. k] +..,

les coefficients des parenthses comprises dans un méme crochet étant
ceux de la puissance (p —1)*"* du binéne (= — 1).
Retranchons cette relation membre 2 membre de celle obtenue, en
y changeant 4 en A+ 1; il vient
Ary p=al[(h+p)—plh+p—r1)+...=h]

n+4 Ix—l—

+a[(h+pyr—...h]+...,

ce qui démontre que la loi est vraie quel que soit p. Posons

gp= U+ pf— plh -+ p— 1 + 22— = =X (ht p— 2 ez plh 1) B,

on aura

-

1 2 k
APun+h+£:anq,-+ @ gr+.. .+ a, qt+....
Py .

Les coefficients ¢ sont indépendants de z,, « et de la fonction u.
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Sinous prenons u = ¢, nous aurons

. k
Aw  p==r1.2.3...paF, quels que soient n et h; et a,=o, pour k>p.

Hh+ =

Done, dans ce cas,
2 k
1.2.3...paP=a,¢ + @& ¢+ .+ @ i +...+ Q8 gp.

Cette relation ayant lieu quel que soit ¢,, dont les puissances décrois-
santes ¢, ', 207°,..., 0, entrent comme facteur dansa!, a2,..., a’,

on a nécessairement
gp=1.2.3...p et qi=o, pour k< p.

Nous obtenons ainsi une généralisation de la propriété bien connue du
polyndme
p"—p(p—x)"—%—p(%;—rz(p—2)"+...ip,
_que l'on obtient en faisant 2 = o dans g. Il en résulte pour Af’uHHé,
I'expression plus simple que celle qui précede

'

«APu ,,:af:I:(h+p)P-—-g(/z+p—l)P+...ihl’]

nefoot =
2

(6) .
+ T [(A+pe+ —. k] 4

pour A=o, on a

Aru p,=af[pP—plp—1)P +...pr]+ad™ [prr—. . EprH] 4.,
expression qui est de la forme

y \APun_l_zE::af[l;pP—i-l;(p—I)P+..~+l;’" 1}7]
{ +af:+l[l;pp+‘ “+.. .—+-l§"i 11’““] . (%)

14. La relation (6), pour » et % constants et p variable, donne les -
différences successives de u,.; formant avec ce nombre une méme ligne
oblique du tableau des différences. Nous pouvons aussi en tirer en fone-

(*) Laforme (/) suppose p > o.
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tion de a,..., a,..., les différences situées sur la méme ligne horizon-
tale que w,,, et les moyennes arithmétiques de celles qui sont deux &

deux situées immédiatement de part et d’autre de cette ligne, c’est-
a-dire A"’”u,,,,_;t et A-2p+i Uy

o

Si nous faisons successivement dans ’équation (6)
/1,—1-];7:/#, p=2p’, dou  h4+p=~N+p, h=I—p;
/z—i-l;—:/z'—%e p=2p +1, » h+p=N—+p, h=N—p —1;
/1+£—:/L'+-;-, p=2p +1, » h+p=NW+p 41, h=W—p,

nous aurons, en supprimant les accents apres substitution,

g A*/’un+f.=aff[(lz +p)re— El-e(lz+p—~x)'-’l’+. (ke ——p)“P]

(7)
? + @ [(h+pyet —. ..,
Azp-H u"+h_%
(8) ‘:_[z:"['_"l [(/I -+ p )y — ——~——2P;|_I (h ;l—p—t)’P+‘+. . .-—(/l-—p—x)’l’-"']
+ P [(h+pyrr—. ]+,
APl gyt
(9) =" [(/z+p+l)’l’+‘-——- ‘l_P;_-P_-_'(,L +prrri4 . —(h —p)’P+‘1

A+ (A paprrr— ]+
On tirera des deux dernieres égalités A2y, ,, qui est par définition :
+
1
AP+t = [Aﬂ/'“ U,y 4oy AH ctn+h+_;_] :

Si I'on fait 2= o dans ces formules, on obtient A*u,, A**'u

S
2

A*+'y ;. On voit alors que :
2

i° Dans A%u,, les coefficients de a7, @’*,... ont leurs termes
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propres égaux deux 2 deux et de méme signe, et les coefficients de
ar+, ar+,..., leurs termes égaux deux i deux et de signe contraire;

ces derniers coefficients sont donc nuls.
2° Dans A**'y 4, les coefficients de a?**, a7**,..., sont les mémes
—3

que dans APy 13 ceux de @r**, @P*,..., égaux et de signe con-
' 2

traire; ils disparaitront donc dans la moyenne arithmétique A-*P*'u,.

Il résulte de la que si nous réunissons dans A*u,, A-*+'u, les termes
contenant en facteur la puissance d’un méme nombre, nous aurons des
expressions de la forme

—t _ap

) ‘A’Pu..:aff[m:p’l’—i-ml')(p——l)’!’—é—...+mﬁ I-PJ

m .
2p4-2 o 2

' “+a [mpszf- +...]+...(*)

n

Avtp+iyy, = aiP-H [H; (p 4+ 1)+ 4 {‘L; Pzp-a-l_',,_ L+ P; 12p+n]
()

-+ aZP-hs [[-L:(P”_ 1P _].

Il résulte aussi du n° 13, que le coefficient de a¥ =1, 2, 3,..., 2p,
et que celui de @™ =1, 2, 3,..., (2p +1) dans (m) et (p.).

15. Si au lieu de poser ¢= ¢, + za, nous posons ¢= i, 1+ za,

2

1y I ’ .
ol ¢, 1 =1, > a, nous aurons pour le développement de w, suivant
les puissances croissantes de z,

! ' t k kot
1 u 27 -—a Z4...}+a A
( ) n+12-+z Il+—;~ ,1.,._;_ n = >

ol o« est la valeur de u pour ¢ = Linls

4 d*u o
ll-l-'“;‘— dtk ,1_(,.‘!'_ l.')..-/i"
conformément a la notation adoptéc.

~ . I .
Cette série (1)’ donnant u,,, pour z =4 — ~, on voit que les formules

(*) La forme () suppose p > o.
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établies aux n° 13 et 14 subsistent, si I'on y remplace dans les seconds
X . .
membres A par A — et les coefficients a, par les coefficientsa,_; .
2

Ainsi’équation (7) nous donue, en faisant 2 = o, aprés cette substi-
tution dans le second membre,

. 1\?? 2p 3\ )\ 2?
Ay, = a” — ——\p—= et —P— 3
" ne P, I a) Tt P=3
2p1 1 2p-+1 . .
+an+%[<p 2) I
la méme équation appliquée & u,,,., donne de la méme maniere

2 3 N¥_2p/ _ 1\¥ . 1\
stm iz [ o) (s -3

1\ 2+
+'a:’:";[<p+;> --...]-4—...,
2

ce qui fournit, pour la moyenne arithmétique de ces deux différences,
- une expression de la forme

L\ 1 1\ 1\?%
Py =a” . - v —_——) A4V =
A nt an+'§[vl’ P+ 2 -+ » \P 2 P\2

(v) weal o L\ 2t .
—l—an’;%[up(p—&—;) +...]—|—...( );

I’équation (9) donne de méme pour A**! u,,1une expression de cette

forme
‘ 2p+1 1\ 27+ 1\ -+t
. I v, X (X
A?P+lu'l+%_an+%[ep(p+2> +sp<p 2) +.. +sp(2> J
13
( ) +azp+3 Eo _‘_i 2P+3+ +
n+% [4 P 2
Il résulte encore du n°13 que le coefficient de @””_, =1, 2, 3,..., 2p,

2

et celui de @'} =1, 2, 3,..., (2p + 1) dans (v) et (¢).

(*) La forme (v) est encore vraie pour p =o, si 'on remplace dans le premier membre

.

et dans le second &’ ¢ par z,_ s.

A%®n i par w1 1
u+-=- pa u+77 It+2

24.



188 SUR LE CALCUL NUMERIQUE

16. Les formules des n° 13, 14, 15 conduisent aux valeurs des coef-
ficients des équations (1) et (1)'. Pour déterminer a,, a;,..., a;, nous
pouvons employer les relations que fournit, soit(?), soit le systeme (m),
(). Pour déterminer U, 15 al ., a3+%,..., aﬁ+%, nous emploierons le

+3

systeme (v), (¢). A chacun de ces trois systemes de relations correspond
pour u une forme particulitre remarquable.
1° (/) donne, pour les valeurs 1, 2, 3,...,p, attribuées a p,

Mug v =ali4al +a 4. .. +alll+. ..,
Au,, = @B 4+ L]+ & [B 2 + L]+ A aP 32?4+ I 1] +. ..
APu

2= ﬂ,f'[l;P”+lp‘(p——l)P+...+l;’"1”]+...
2

Les coefficients a., a2,... sont des fonctions linéaires des différences
de u,; on aura donc

(10) un+;:..—u,,+7\.A’un_'_%—i—...—q—)\,.APun_,_g;_+....

My 2g,... étant des fonctions entieres de z, qu’on déterminera en iden-
tifiant les coefficients de a, a2,... dans les équations (1) et (ro);
on obtient ainsi immédiatement

[z =)0,

& =), 004, (221 1?),

()4 =0 0 (B2 - 0 1) oy (R o B 1),
..................................... e

L =N AR (B L) A N (AP A S ) ) (B pP 4 27 ).

2° Le systeme (m), (@), donne, exactement de la méme maniere,

(x1) Unp: =Un+ X, A0y + ..+ X

— by
s AP U K AP Uy

avec
2= % mo 2 = o
=My, = Mo

! Y] 0 N7 5 4 - N e
() Z=Koml ¥, (M2t mirt), 2= pl 0 (pl 2t i?),
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3° (v), () et équation (1)’, donnent encore, exactement de la méme
maniere,

— 3" 4 N . " *
(12) ”11+,:7+:—“Aoun+::.+)\,A'I%_._E—l—...—i- A’FA P ‘_+)‘ap+xA2P+!"n+%+"'\ ),

”n+

avec

=1 1y’ sr of I\!
=4, Vu ; L] 2z ,:[,‘ En : 3

\ . 2
d 1\? 3 3.

17. La constitution des systemes (), (X), (1) permet de les ré-
soudre aussi facilement qu’on les a formés, c’est-a-dire sans calcul, et
tous les trois de la méme maniere. Considérons le systeme (1).

Les termes qui se correspondent verticalement dans les coefficients
de X, sont de la forme

Ui(k—m)s Ll(k—m)+, D(k—m)+, ooy IRk — m)kee-h,

Si donc nous retranchons chaque équation X, multipliée par 1, de
la suivante, nous obtiendrons dans le systeme résultant (1),

U(k—mp(k—m—r1), U(k—mp+(k—m—1),..., (k—mp-(h—m—r1).

Si nous retranchons chaque équation du systeme (1),, multipliée
par 2, de la suivante, nous aurons dans le systeme résultant (2),

Uk—mMlb—m—1)k—m—2),..., Lk —mp—(k—m—1)(k—m —2),

Généralement, si ayant obtenu le systeme (X),—., on en multiplie
chaque équation par (p — 1), pour la retrancher de la suivante, on ob-
tiendra, dans le systeme (X)p—,,

Gk—mplk—m—1)(k—m—2)...(k—m—p+r1),...,

(*) Poir les notes, pages 184, 186, 187, dont il faut terir compte pour former les équa-
tions (10), (11), (12) et les systémes (1), (3}, (M).
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de sorte que tous les termes des coefficients de 1, dans le systeme (3.),
pour lesquels on a

k—m=1, 2,..., p—1,

¢’est-a-dire les (p — 1) derniers termes de ces coefficients, n’existent
plus dans le systeme (1),—,. La premiére et unique équation de ce sys-
teme final sera donc

z(z—l)(z—fz)...(z——p—a—x):).,,.x.z.ii.. P>
d’olr
2z —1)(z2—2)...(z2— p—+1)

by = 1.2.3...p o

Le méme genre de raisonnement, appliqué aux systemes (') et (27),
montre que I'on a

5 _ (s —12)... [z —(p—1)]

2p 1.2.3...2p

?

v _EE—r). . [ (p—1F]

?

“ap—t 1.2.3...(2p—1)
et
[:zz— (_1_)2;' . [-.zz___ <?_’:_[>2]
)r/ — 2 = 2
fap T 1.2.3.--2p ’
z[m_ (.I_)z]...[z’— (E>]
s — 2 ) 2 .
et T 1.2.3...(2p +1)

18. Si nous substituons ces valeurs dans les égalités (10), (11), (12),
nous obtenons pour « les trois formes suivantes :

Z(Z——l)...(z——p—i—l)Apu
l.2.-.])

‘ z
(1) wppe=—u, + TA‘u,H_%-x—.. .+

n+£_'_"'7
2

22 z(z*—1%)...[2*—(p—1)]

5
Unpz=Up~+ = AUy + — AUy +. ..+ Ay,
I 1.2 1.2...(2p—1)

) +z=(z=—1=)...[z=—(p—x)’]

Ary, ...,
I1.2.., .Zp

e —
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' \
[-G)]
. e AUy L -

Unfaa =00, 1 =+ 5 Z A Uns L+ —

o (][ (][ (25 1

1.2.3...2p e

o= (2]
- 2, 2 Aﬂp+| ""_’_;_ 4+ ...

[.2...(2p-1)

-

-+

La premieére est la série si connue sous le nom de formule aux diffé-
rences de Newton; les deux autres, quoique beaucoup moins répan-
dues, ne sont pas moins remarquables; nous les emploierons méme &
U'exclusion de la premiére, et nous verrons bientdt pourquoi.

Soient s¢, S;, ‘S la somme des produits différents K & K, des p
nombres des suites respectives: —1, —2, —3,..., —p; —1*, — 2%,
s r\? 3\? 5\ 2p—r1\?

B I e

Supposons, en outre, les formules (I), (J), (K), ordonnées par
rapport & z. On voit de suite, en identifiant les coefficients des mémes
puissances de z dans (I) ou (J) d’une part, et (1) d’autre part, que

Shk

k — _Op—k V4 p
(13) a=3 1573 PA U, P>
et
(14) 2k = SZ:’:‘ A% 1, ()
, -—_EI 2.3...2p e
( 2k + T e ___P"‘" “2pt
(1§5) a+ 21 3 2P—}-I)AP Uy
On voit de méme, par la comparaison des équations (K) et (1), que
lsl'
(16) “ _-21 2. 3 .2p A.MIL"“"?(H)’
2/\+[ S '
_— p—A 2
(17) 21 2. ('.Zp—r-[)AP-‘-lun-i-::’

(*) Les formules (13) et (14) supposent & > o.
(**) La formule (16) est vraie pour 4 = o si I’on remplace n,,+_ par «,, . dans le pre-

ntier membre, et, dans le développement du second, r.2.3...2p par 1; A-*«, 1 par 1“_

pour p = o.
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les signesz se rapportent dans ces formules aux valeurs entieres de

pZk et pour p==£, on faits, S, 'S égales a 1.

19. Les coefficients a’, a,‘,'+% étant ainsi déterminés, nous pouvons

chercher les intégrales premiere et seconde de la fonction u; la mé-
thode que nous donnons s’applique d’ailleurs, avec une égale facilité,
a4 une intégrale d’ordre quelconque. Soit « une intégrale de u.

On a, en attribuant aux indices le méme sens que précédemment,

. y3
(18) Znpz == &y —+ fl—oﬁ L+ dk—x —-—a——z’f—l-...,
- dt ). 1 des ), 1.2...k

et
T T (A S N R
9 gz T (It>..+g 1 dif )uriv.2. k" e

quel que soit Pordre de I'intégrale x. Développons les deux cas dont

nous aurons besoin :
o dz

_—Uu. 'S
77 On a alor

I

di+' gz okt _ [dfu o o e
dir ) real ke (k=-1) T\ d To . k1 hx1©

d’olr
3 z? gkt
(20) Kpes = Xy =~ 2 l(,,-——’f—(l‘——l—...—i-a‘——-——!—...\,
I noo "/1 -+ 1 /
. ' z ) . z2 A zk-f—:
(21) x”_*_‘;*_:—x“%—:—a un-l-;—Y _'_au—l-%; + +an+’; T —+—1 +
d*x
2° —= = u. Posons
de:
dx ou ¥
= = =
dt dt ’
on a alors
dk-;-zx ali+z dku a& o «f

q T (kwa)(hra)  dF vk e a) - Fentiee) @
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d’ou
(22) a Ty ayez+alu 2 e e +d e
Sz T T Y3 24 — — ... —_— e ..
o T "t.2 7 Th2.3 I R
\ J‘I‘_*_%_'_::—‘“xu_i_%—i—ay‘"_;__;_z
(23) '
. z* ' z3 P Zh+2
+atl e, 1 +a — t...+a — -
"t3r.o n+:2.3 + w+ i (k1) (k +2)

Puisque a,, a_ , sont actuellement connus, I'une et 'autre des deux
formules (20), (21) dans le premier cas; (22), (23) dans le second,
donnent la valeur de x pour toutes les valeurs de z correspondantes aux
valeurs attribuées 2 z; mais leur emploi n’est pas avantageux dans la
pratique, car,si ’ony prend un nombre fixe de termes, l'erreur commise
croit tres-rapidement avec z; de sorte que, pour obtenir « aveclaméme
exactitude dans tout le cours du calcul, il faudrait prendre un nombre

de termes croissant avec cette variable z. On évite cet inconvénient
en ne faisant varier z qu’entre — 2 et + -;-, et donnant a n toutes les va-
leurs entieres, positives ou négatives; de sorte que £ =1¢, + s prend
toutes les valeurs possibles. Il suffit de connaitre z; ou it 7 élant en-
tier; nous allons déterminer ces quantitésde proche en proche en donnant

N I I . ..

a z les seules valeurs — —; ~+ - et en supposant que la valeur initiale

est x_, ou x,. Nous examinerons les quatre combinaisons possibles
2

entre ces valeurs extrémes de x et, par un choix convenable des formules
précédentes, nous ferons disparaitre du résultat les valeurs des coeffi-
cients a; de méme parité relativement 2 £.

Quadrature de % = u.

I I
20. La formule (20) donne, pour z = — 21 A=+

x 1 et x

1
A= Rt 5

dont la différence est

a2 2k 1 ,
Zypt ™ ‘”n_.;_'—“ [u,. +a, EWY ... a (o +1)2% . ]
Annales scientifigues de I’Ecole Normale supérieure, Tome V. 25
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- 1 1
La formule (21) donne de méme, pour 5 = — —» 5= + —»
Z, el Zpya,
dont la différence est
2 1 2% I } A
X1t — x,.:a[ztn+%+all+%3—.—2~z —+ . a"_'_%m -%—J~
d’ol
n=i
Il'l—'!‘ﬁx——;‘:Z <xll+l z'IZ—--‘-)
n=vo
n=i _
‘ Up+ o @ Ao+ - &+
= 3 , - PR N R oo |9
& tn 3.22 n (2,{'—[—1)22& n
n=o .
n==lw=~1
Xy — Xy = (Zngr — Zn)
n=o
n=i—r1 B
1 2 I 2%k . .
=« S I TCTAS S Py s PO RS R
n=o

Calcul de ;.1 — x_i.

u, est une quantité calculée et connue; ;" peut étre fourni soit par
la formule (13), soit par la formule (14) du n° 18. La formule (13)
introduirait tous les ordres de différences; la formule (14), n’intro-

duisant que les différences de méme parité, doit étre préférée, dans
Papplication ; elle donne

I a“)k— Sp:i 1
(2f +1)2% ™ T Ly r.2. . 2p (2k + 1) 2%

Ay,

ol p doit prendre toutes les valeurs entieres %, & +1,... et ol £ > o....
Le coefficient, dans @it — x_1, d'une différence déterminée A*u,

s’obtiendra donc en laissant p fixe sous le signeE et faisant varier £
de 1 & p dans 'expression

2 Sk 1
1.2...2p (2h 1) 2%
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Soit A,, ce coefficient, on aura

4 \ ﬁ:: ﬁ:; sh—r
2 Ay = e — (¥
(24) = 1.2.3...2p| 3.2 t3a T (2p+1)2‘-‘1']< )
el, par suite, A ‘

XL — X = 2 Ajutn + AN+ o+ Ay NPy +..L)3

mais, en se reportant a la formation du tableau des différences, on
voit que

n=i

2 A%y, = AP~ U 1= Ar—ty

n=o

ol

’
— Uy
2 2

, u:«u , ‘u. . une suite de nom-

. " ,
Si nous désignons par ‘u ral

bres dont le premier est arbitraire, admettant Uy Uyy.., u; pour diffé-
rences premieres, nous aurons

Donc
(L) Byt =& %:a(Ao'ui+%+A;A‘ui_l_%—l—...-i—AQPA’I""u‘._l_‘?+...)+ o
avec

C_

2

1=« (Aq'll_l -+ A,A‘u_L—}— R R AzPA2P—| u__;_—{—-. . .).

2 2 2

On pourra faire disparaitre la constante C_y, en déterminant I"arbi-
traire ‘z_y par la condition

’ C

= o.

»]-

Calcul de x; — x,.
La formule (16), n° 18, donne U o a?+,,..., pour £=0,1,2,....
ks g

On a généralement

! — P"“k t APy .
(2k —+1)22 +1)2”‘ 2 1.2.3...2p (2/ +1)a% g

(*) La formule (24) ne s'applique plus pour p = o. On voit directement que, dans ce cas,
APu, =u,, A,,=

25.
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On voit par 1a que le coefficient de A-*’u _,, dans x; -- ,, €étant

L
2

désigné par A, ,, on a

, 1 " 1P 3P gP
5 A = - Sp . Sp-r I T T
(25) » = T3 5_”2])[1.2“4— 5o - +(2P‘*“)22P (")

et, par suite,
n=i—1

R — 1t : 1 A2 t .2
Xi— Zo== E (Ao“,, , +ALA unq_%+...+A2PA P11,1+J§+...).

5

n=o0 -

Mais, par définition,

I I
A-2p U1 =7 A u, + s A upy,,
done
n=i—1 n=i—1 n=i—1x
2 I 2 I 2
A lt"_*_‘!T = Y Ay, + 5 A Unpi s
n=—=o : n=o n=o
or, :
n=i—1
Avy, = APy, — A¥P'u_,,
3 3
n=o
n=i—71x
Ay = APt — AP U,
n=—o
donc
n=mie—1x
T 1
Z APy = —(Azl’-‘ w, .+ APy 1) —_—— (A’P—' u_ o+ APy, )
n+2~ 2 b x+-5- 2 -3 ¥

n==o

= APty — APy,
ce qui nous conduit & la formule
(M) xi—zo=a (A, 4, +A, A w+. .+ Al At .) + G,
avec .
Co=—a (A, "uy + AL A up ...+ AL A Uy + -0 ):

on pourra déterminer la quantité arbitraire ‘w_x par la condition C, =o.

(*) La formule (25) s’applique pour 2 = o, conformément aux conventions de la note (**),
page 191. A, =1. :
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La formule (L) permettra de calculer , ,,sil’onsedonnex_,; etla
2 H]

formule (M), de calculer «;, sil’on se donne «,.

21. 1l est quelquefois utile de pouvoir caleuler x, ,, connais-
2
sant x,; et x;, connaissant «_, . Formons donc x . —x, el X, — x4,
2 2 2

dont nons aurons d’ailleurs hesoin pour la deuxieme intégration. Nous
les déduirons de Lo =@y et x; — x, en retranchant de la premiere

2

quantité et en ajoutant a la seconde x, — x_ 15 que nous allons cal-
culer d’abord.

La formule (20) donne pour »=o0 et pour z = —

N | o=

I I 2k 1
—=a|Uy—— + A 5— ..+ A —————— ...
—-3 [: ‘y.2d ¢ 3.23+ o (2k +1)2fF :I
I 2kt 1
—alal — + a? +.ot+@ e et |
a[ 2.9 ! 4. (2h +2)2%+ ]

Or les relations (14) et (15), pour n= o, sont

s":‘. ,
Z 1.2.3. APuu,

P
Phan :2 SP“"‘ Avp+igy,
o 1.2.3...(2p+1)

Les coefficients de A* u,, A-*P*'u, dans x,— 2_, seront donc res-

[

pectivement
1 Sh” 1
2p (2k +1)2%+1 7 2

AA:P y

et

2p “+1) 2 2A+2)'>”'+’

Appelons ce dernier A,,.,

1 S S, sh '
(26) A =15 Gp o) [a 2 G T (zp+z>z-’f+=]’
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.

done

Z, — X :g(Auuu+A2A’uo+...+A2PA’P Uy —+.-.)

(0] "%
— o (AA 1ty + Ay A g+ o A AP g L)

On peut trouver une forme différente pour 2, — _,, en parlant de

!
2

I'équati 21), qui our n=—1 etz = + —» donne
équation (21), qul, p = =+
—a|u , — +a | o +...+a . +
T AT AT I e C L e Ve =i

ala ! & I azk+| 1 .
-+ — + — ... . S
-+ 2.2° -5 4.2° -1 (2k + 2)2%+

Or les relations (16) et (17), pour n= —1, sont

2%k p-—L ”
a, = A'-Pu
-+ Z 1.2 3. -1

2

14
2
S S
-3 1.2.3 . 2P+I) -3

Les coefficients de A*?u_,, A*" u_, dans ¢, —
L 1

-1
2

seront done

[

respectivement

I Z ,Sp—k =lA’ ,
1.2.3...2p Ly(2k +a)a+t T o7
et

1 Isp_k
1.2.3...(2p—i—[) (2[(.{_2)221:-&-2.

Appelons ce dernier A’

2p-1?

, . I 'SP Sp—r /SF
(27) Ay = 1.2.3...(2p+1)[§_.—22+ 4.2 +"'+(2p +2 22p+2]

L X
2 2

o .
Zo—x_ =—(Alu  +AJAu 4. A AP
[ l] -3 2 [] -5 2 2p

—%—oc(A"A‘ul—i—A'A“u oAl Ay +>

L : 2p+1 1
2 F

22. Les deux expressions [— -;—] et (O], de #, — «_,, nous ont
2

conduit a des relations importantes entre les coefticients A,,, A,,.,,
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A, A cpressi i iv les
Aopr Aypge Ces expressions contiennent en effet, respectivement, ies

. . . . 1 .
divers termes des deux lignes horizontales completes (—;) et (o),
savoir :

.

w o,y Aw sy Au , AWty

7

~L -1
7

2

1

Uy, Av gy, AP y,, A2+t g,

Or, si on fait » = o dans les formules (2) et (3) du n° 12, on vuit
que si 'on exprime les termes de la seconde ligne en fonction de ceux
de la premiere pour les substituer dans [O], A-*u_, ne sera intro-
duit dans le résultat que par :

1
A?u,—=A*u  + by Aw*iy s

1 1
E T

et

I I
A-p—t Uy = A2—1 ¢ L+ EA-:p © |+ ZAQP-H u y
-3 -1

-3
de sorte qu’en identifiant, apres /substitution, les coefficients de
A*u_, dans [O] et [—— ﬂ, on aura

Azp —_ A?p-—l = A;p'

7 1 A , M 1 3 " 2 , C 3 sers

On verra de méme, en identifiant les coefficients de A**' «_, , qui sera
2

introduit par A2+ u,, A* uy, A*P~' u, dans [O], que

i(AzP -_— Azp—-:) == A?P-l—l -+ AI

apt "

Si, inversement, au moyen des relations (4), (5), n® 12, on exprime
les termes de la premiere ligne en fonction de ceux de la seconde pour

les substituer dans [—— é], afin de comparer ce résultat & [O], on re-

trouve les mémes relations

Azp _— A?p—l = .A;PQ

(p)

1
Agp.l_( -+ A;F"H :4 A‘:P.

23. Ces relations nous seront tres-utiles pour obtenir commodé-
ment &; — x_;, et &, , — X,.
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Calcul de x; — x_

(IR

Si ala relation

wi— == (A ] = Ay A = A AT ) G,

Co=—a (A, 'u, + A, Aty +.. .+ AL AP U 4. )s
nous ajoutons membre & membre la relation [0 ], n° 21, nous aurons

zi—x =a (A, u; + AL A .+ AL A=ty .) -+ const.,

-1
F]

avec
const, = — 2 (A’n u, + A, l Aty + A ; Aty +.. + Agp

APty - .. ‘>

-+ A‘ -+ A3 -+ A’F’—'

+- (A, +A: Nu +A Ay +.. o+ Ay AYu, +..0),

v IR

ou, en vertu de I'identité précédemment démontrée,

A;P -+ Azp--l = A?p;
etdeceque A, = A, =1,

. I I
const, — — « [A,, ('”a -3 u,,> —+ A, (A~' u, — ;A’* uo> -

+A2p (A-'_’p—l U, ——i A I[°> . .] :

)
)

mais comme

A=ty =

N | o=

(A’P“‘ u, + APy

ol

I
5 APy, = (A’P-‘ u

— A=ty

D~

!
z

1)

on a

N

1
A=ty — Y AP uy= APy

(S

par suite

const. = — « (Ao U MDA U A A AT

(S

=

Calcul de x, , — x,.
Si de

x, | — & = z(An'lt_ A A e
t+"; -~ 1+? i+

+.A.+A2‘,,A2P—‘ul_+%+...) +C o,

wi=
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nous retranchons [O] membre 3 membre, nous aurons

— o r 1 2p—
T W= o (A s + A A U oo A, A Uppr o) const.,
avec
const. = — « ‘| Av+Ate A AP A e
7 - -z
1 1 1 !
—+ = u, + - A, +—A%u, |
2 2 2 [
+ o -+ At u, A= L= Aty A +.00 )

mais comme

I
A=y |+ 5 APy, = (A’P"‘ w, + APty
- L 1

2

> = A.“‘I,_‘l u’ﬂ;

1
E3

SR

on a, en vertu de I'identité ci-dessus rappelée,
const. = — ot (A/'u) + A, Aty 4. . .+ A APy 4. ) = G

On a ainsi les formules suivantes :

(L) T B=a (Ao ’ui+% + A A U s “+ o= Ay A u,{_._%%— ) -+ C,,
(M) z:— z_ =a (A, 'ui + A A+ ..+ A;,, A=ty .. ) + C_.l.
Remarque. — Avant de passer 2 la quadrature seconde, nous dé-

montrerons I'identité
o+ Go==x_,+C_,,

qui nous servira pour cette quadrature.
On a vu, n* 20 et 21, que

Co= — (A, = AL A - A AP L,

2p
o
To=a_, + (Agtey +ouet Ap AP 1y .0 ) — a( A A g 4= Ay AP g -1l ),
]

En vertu de la premiere relation (p),

Azp—q -+ A’zp = A’P;

Annales scientifiques de U'Ecole Normale supérieure. Tome V. 26
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done
. .1 ; 1
2o+ C=2  — a[Ac ('u,, ——-2—uo) + A, <A'qu"‘;A2uo) .

I
+ Ay (A"P—‘ U— A’!'m.) +.. ]
Mais on a
I
A.zp—-x u, — _2_ Azp Uy = A“P"u_l;

on trouve ainsi

o+ Cf):x_l—' 4 (Au’lt_lﬁ-. e A,,,A’-”—‘u_l -+. . ) = x_+ C_l‘
? 7 7 3 7
d*z
Quadrature —= = u.

24. Nous suivrons de point en point la méthode employée pour
" dx
Integrer — = u.

Si dans les formules (22) et (23) on fait successivement z = + %;

I . , .
3= — et qu’on retranche le deuxieme résultat du premier, on a
Z =% =ayst | a4 . +aee |
n+3 ot = T n9.3.20 T T (ak 42)(2k + 3)2¥H
ot — Bn=aty ,+oc|d — -+ +a™ ! -+ :
T I=EY nela.3.22 T Taxl(2k +2)(2k +3)2% |
d’olt
n=i
xh,_z,_—-x_lz: (xn+—;- xn_,?)
n=o
1] n=1 -
1 1
- +“zz a4 —— ...+ a I
E‘V" ["2.3.22 * (2k +2)(2k -+ 3)2%+ T ’
o n=o
n=i—1
X=Xy = 2 (xn+1 -_ x,.)
n=o

i—x n=i—1

. 3 . ¢ k41 1 7
E “+ E a  — ..4+a e
- L [ arizdar wrl (2 +2)(2k + 3) 28 J.

n=o
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Calcul de x; .,

—x .
2

Les coefficients a.*** peuvent étre donnés soit par la relation (13),

soit par la relation (15), n° 18. La premikre est écartée comme intro-

duisant les différences de tous les ordres; la seconde donne

t ‘ agﬁ.(.-x :2 S),;—-}r I Ay,
(2 +2)(2k + 3)2%+1 7" 1.2.3(2p +1) (2k + 2)(2k + 3) 2+

On voit, comme précédemment, que le coefficient de A-***'u,, dans

Tyt =T étant désigné par B,,.,, on 2
By = ! Sy -+ Sy .+ S, : ],
T 230 (2p41) [ 2.3.22 4 5.20 T (2p+2)(2p+3) 2w+
d’ot
i n=1i
x‘._,_l——x_._:aczy,‘+a’2(B.A-'un+...+B,P+‘A"P+‘zt,,+...).
2 2
o n=o

Mais (M,) donne (n° 23)
Ya=y_ o+ (A U+ A A w . A AP L)+ C s
done

x, i——x__‘_za(i—'r-l)(]‘_% + C_

)

+a22 [A'olu': + (A, + B)A w, +. ..+ (A’zp_'_2 -+ sz_H) AP+ . .],

1]~

+

n=o
ou, comme
n=i
EAJP-H Uy == Ay, 1 = APy 1
t+g -7
n=o

-

‘ X, 1 — X
it -

:a(i—i—l)(y_l—!— C_%> -+ a’[A'o"ui'_*_%ﬁ—(A':—-!— B')ui'_’_%-l—...

(P)
( -+ (A;r+z"‘B=p+*)A"Pui+% +] +C’—%’
avec
C:L = [A,o "ul + (A, + B)) u_.;."' sk (A'ZP-F: -+ sz+t)A'2‘pu__%+ . .],
2 2

26.
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"

en appelant "’ 1 u;,...,’ . les moyennes arithmétiques de deux

nombres voisins dans la sulte u_., "Ugy -y "Uiy, dont le premier terme
?

est arbitraire et dont les différences premiéres sont'z_, , u, veves Uy i
-z

quantités que nous avons définies precedemment On pourra déter-
miner simultanément les arbitraires ‘z_,, “u_,, par la condition que

»

I'on ait

Calcul de x; — x,.
La formule (r7) donne a”““ et on voit immédiatement que le coef-
2 .

ficient de A%+ By dans x; — x, étant désigné par B,,.,, ona
QP

Blali*}'x - ! 2 SP_

1.2.3...(2p+1) (2k - 2)(2k «+ 3) 2%+’

ou k==o, 1, 2,..., p,

¢’est-a-dire

QP QP P
B _ 1 l S S5—. R S
YT 9.3 (ep 1) | 2.3.27  4.5.20 T (2p+2)(2p+3)2p~=--
done
i—x n=i—r1
x.——xo.—_:ozEy"_‘_%—l— a’E (B’l Au, +.. .+ B:P AN R T S )

Mais (L,) donne

:j"g+d (Ao’un_i_%"‘{" AzAlu . .+A21;+2A2F+‘un+%+. - ) -:"Co,

J;+%

1
B

d’olr

i 20 = ai (o + Cy) - a’z [Ast,, (At BYAw ..

n=o

+ (Asptr + B;p+,) Av+ig . ] "
¢'est-a-dire
(Q) zi—xi=ai(ys+ Co) + «*[A, "t + (A, + B ) w; +.

-+ (A7P+2 -+ B,zp_,_,) A’Pu,- -+.. .] -+ C",,
avece

Cy = — o[ “tto + (Ao + B,) s+ ..+ (Agpus + B ) A2ty 4. ]
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Les arbitraires ‘u_, et “u_, peuvent étre déterminées de telle sorte

N A

que I'on ait simultanément
Ch=090, (;=o0.
25. 1l nous reste, pour achever cette section, a calculer a; — x_,

et x,_, — x,. Nous suivrons encore la méme marche que dans la pre-
2

miere intégration, et nous formerons d’abord xz, — x_,.

1 . .
1° Pour n=o0 el z= — —, P’équation (22) donne
z Zy= — oy 0| g 4 : I
= =T R ‘1.2.0? 7T o (2k41)(2k + 2)amE T 77T
I 2t L
—atla) —— ...+ a S
* [a" 230 Tt (2F + 2)(2 ) =+ 3)o3+3 ]
comime
Sh”x
af =N 2=k Awy,,
o 1.2...2p

2 Shox
& — 2 —k Aoy,
° 1.2...(2p 1)

les coefficients de A’ u, et A-2+'y, seront respectivement : le premier
1 z S,k
1.2...2p Ly (2k +1)(2F + 2) 232

’ SOi( ng .

B — 1 [s;;:: g N
T e apl3he T ap ) (ap+2)ane (s
et le second

N SZ-/: ____B,p_,_._
1.2...(21)+I)2(2k+2)(2/{+3)2"‘+3"’ 2 7
donc
xo‘“‘_x=:i-a}"o—a’(Bouo+...+B,,,A=Puo+...).
[07]

“2
-+ ;‘(BlA"uo e i e e B2p+l A':P_H Uy~ . .).

(*) Cette formule ne s’applique plus pour p = o. On voit directement que A”x,, B, sont
I

alors «, et 3
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I, .
2° Pour n= -1 et z=+ -, Iéquation (23) donne
x x —-lom -+ u L & L+
P -1 1.2.2? -1 3.4.2¢ ’
+ a* -
-1 (2k +1)(2k + 2) 2%+
+ea?| &' - Fa L+
12,328 "Ll fBas T
+ g ! .. |
1 Gk +2)(2k + 3)2 ’

mais
2k ISF’ " .
a ——2 — Aru |,
— 1.2. 3 .2 -3

2kt ,Sp—k
a] =y ——FE—— Ay
-3 1.2...(2p 1) -+

2

e

les coefficients de A**?u_,, A**'u_, seront donc respectivement : le
: 1

»

yremier Sp—s soit B, :
I 1. —2p La(2k +1)(2k + 2)2% »

B — I 'S} + 'St P
¥ r.2.3...2p|1.2.2? ”'+(2p+1)(2p+2)22p+’ (%),

et le second

1 2 'S),— _Ilp .
1.2.3.. (2p +1) (21{-%——2)(21{—%—3)2’*‘*‘3 2 P’
d’oun
[ _i__—-ot] ,+a’<B u o+ -""‘BLPA"”“_L""“)
- ’] +Z (B’ Au, 4. ~,—B’2p+lA’P+‘u_l+...>‘

26. Nous obtenons ainsi une deuxieme forme de z, — x_,, ol fi-
2
gurent y_,, A*u_,, A®*'y_,, tandis que dans la premiere figurent
2 2 2

Yo» A%¥uy, APy s si nous identifions les deux formes apres avoir

(*) Cette formule a lieu pour p = o, conformément aux conventions de la note (**),

A |
page 197. B, = 3
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remplacé ces derniéres quantités par les premieres, ou inversement, nous
découvrirons des relations utiles entre les coefficients A et B :
1° On a, par larelation [O] n°21,

No=y , + S(Auu0 + A Ay + .+ A AP+ L)
2

—a(AA - Ay AR uy o + Agp i A L)

Substituant cette valeur dans [0}, on obtient

[07] — éa’ [(A = B) A uy + o (Agpas — Bop ) Ay, 0]

-+ % a? [(Ay — 4B) tty 4. . - (Asp — Bip) A%ty + ]
On voit alors que A**P*'u,, A u,,... étant exprimés en fonction des
!
différences qui figurent dans [— i—], il ne resterait plus qu’a identifier

les coefficients de A-?’u_,, A 'u_, dans ces deux relations [0”]

-1

2
i/ .y v £ ye .

et [—— 2—]- On reconnait immédiatement, en se reportant aux équa-

tions [0], [——- %] et les comparanta [0”], [—- i—], que le résultat ainsi

obtenu ne sera autre chose que le systeme (p) ot 'on aurait remplacé

I
’
Azp: ; A;P’ A:-p-H: A'—‘P‘H ?

par
-;-(A,,, —4By), B, =(Apn—Byu), =B, -

On aura, par ce changement, en mettant les coefficients A dans le pre-

mier membre, _

” Aypoi— Ay =By — 4 (B + Bl )

p

J— ! U
A2p+[ — B2p+| b B2P+l ‘l’— Bf’-P .

. T . e
2° On a, par la relation {-— ;], la valeur de y ,, qui, substituée
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]
dans l—-— ;—J» donne

! 1
Ty : = 5 %1

" LSNP r AL (Al 2p+t
[— ”:l —;a-[(AI—BI)A ”__L'*""‘—’—(A%M”BLP-PI)AP “

2

— W B (A — B A
2 2

3]

. , . ]I/ R
On voit encore, en comparant les équations [O'] et [—- ;] aux équa-

tions [O] et [— g]: que lesrelations (p) subsistent, si 'on y remplace

I
4 r
;Azp, - Agp+1, A2P’ A2p+| ?

par
I

— By, + 2By, —2(A,—4B,), —=(Al, —B

2p-+1 2p+1 ) ?

ce qui donne, en placant les A dans le premier membre,

g A’Zp:: - BZp—' +4 (Bap -+ B;P),
(p//) ! 1
) Al = B2p+B' - BQP'H——-

[ Tap 2p-+1 4

Bupe-

Il est d’ailleurs évident que 'un quelconque des systemes (g), (¢'),
(¢”) résulte des deux autres.

27. Les relations que nous avons établies entre les coefficients con-
stants A, B,nous seront trés-utiles pour obtenirx,, ( — @, et z; — _,.
2 z

Cherchons successivement ces deux quantités.

Calcul de x. , — xo.
i+t

Nous avons les deux relations (P) et [—— %] des n° 24 et 25, savoir :

Xt = X2

wolm

I

05(1"4—1)(]'_%-{' C_%>+d’[A’0'/u;.+_§_+(A’2 +B1)u‘:+%+. .

+ (AI +B2P+‘)A.2pui+l2+"']+C:.;_’

2p+2
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)+ et (Boal, .+ B, A+
..+ B

a'.’
+ — (B Atu . iy
2( t --;-—"_ :‘p-HA -

+)
aC ..

e

w=

'

15]=

sl

Si nous retranchons membre & membre la seconde de la premiere,
il vient, en tenant compte de I'identité (xo + Co=x_

_|‘+C_l)’
mi_'_%—.z“,-:a(i—!—i) (]o+Co)

4o [A’o,,ux:+%+ (A, —%—B.)l‘,‘-_,-,_'?'*"' R (A’

2P+2+ B‘_lp_;.\) A'?p“ivl__llr‘,f‘
-+ const.,

ou

const.:—a’[A’o”u_'lﬁ—(A’,—&- B)| w i-+..+(A)
2 2

2 ptaT Bupy)| A7 “_s —
+ B, + B,
-—éa’ [Ao’u_%—}— A, ‘A‘ gt A Arriu_g—+
- _l_ B’l

U
-+ B, pa:

quand on y a remplacé C_, et C_, par leurs valeurs.
2 2

Or, en vertu des relations (p’) et (p”), on a

A;I""’ ~+ qu..;.‘ ~ B”P = A:p.;..z -+ B
done

. 1
const.=— — «a* [A., (”u + -'u

% > _%)+(A1+B’l)(u

U .
2p+1?

. 1
L +-Au ,)-!—...
- o -——
2 - 2
1
-+ (A‘-’P+2+ B7P+l) <A-2p u_l - > At u_l) . ']:’
2 2
mais, par définition,
I
A.:p u L -+ ; Azp-l-i u o= A:p U, ,
-1 L

2
Annales scientifigues de UEcole Normale supérieure. Tome V.

27
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et, par suite, .

const. — — & [Ao "ty -+ (As-t- B 1ty +. . .+ (Agp_H—l- B;P_H) APy, +. . .J=C'a:
done

'xl__*_%—-l'o
(p‘) :a(l'-i“-;) (_To+CD)+“2 [A‘o ”u;-'_:; -+ (A’2+Bu)u;+% ...

-+ (A' -+ B?p-f—l) A'zﬁléi+, —l—-...] -+ C’o

2p—+2 =
P 2

Calcul de x; — x_

H)-
.

On trouvera de la méme maniere en ajoutant a @; — @, x, — x_,

donné par [0'],

L1
z;—x ,:a(z-%——) (_‘_V ,+C 1)
-1 2 -1 -3

o [ A "t (Aa+B Y+ + (Asprat- By, ) AP ... | + const.,

ou
const. = — o [ Aty + (A+B)) | o+ (A + B )| AP+ J
-+ Bo "‘l’" B‘)p
ol '
-+ 2—[ + A, ]'u;—;—...+ A, ANE Sl T ]
—+ Bap

Or, les relations (¢'), (p”) donnent

1 “
Ayprs+ B +Bp=Al  +By -~ 7 (A%, + Byi)

+1 2p+1
On aura done, en désignant par T la somme des deux termes en A%y,
A+*P~' u,, qui se correspondent verticalement,

¢

1
AP 1, — 3 A-2p-t m,) — a‘(A’ —+- B,P_,_.) AP u,.

2p2

1

T=—a? (Agp —+- sz—l) (4
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Considérons d’abord le premier terme de T; on a, par définition,

l a2
Z APy, = (A’P—‘ w, — A¥ty ‘)a
1 -4

2

EN e

1
Y A-p—tiy, =

(A’P—‘ w, +~ Artuy |)-
H -3

2

Substituant dans T, il vient

" 5 I ,
T=a (A;p -+ B"'P"‘) ; Az u_L - “1(A;p+: -+ B3P+') AQP"":
done
const. = — o [ “u, } Ag—+. . .+ A"y, (A’ZP_H -+ B,P,H) ..
I i I )
—="u — = Ar+iy
2 -3 2 -3
Et comme y
APy, — — A+ L =Aru
2 -1 - L
2 2
on a
const. = — o? Aa”u'_,?—%—. o (AL By ) A “_, ... = C’_%;
done, enfin, .

ol (F+3) ey

2

+ o [Ay"us -+ (Aa+B)) i+ (Asps + B, ) AP - |+ C

2p1

En résumé, nous avons obtenu les formules suivantes :

Premier cas dx_u
tode T T
(R)
x
. — I p— 7 L 0 P
.Z‘._P%_ ; ——a(Au ui_‘_l s AzA ui+l+...+ A’PAP ui+.‘_+' ) -+
= Xo 2 2 2
x
X; ——g —?:a(A’olu; +A'2A“u,- _!_”'_*_,A;PA.zp-—x u; +')+{
Xy

-
2



C:a(i—}—l)(]‘ ,+C

. 1
C =« (z'+ ;) (y_,? +C

R

C’=a<i+

C = ai(y,+ C) + G-

i‘> (3’0+Ca)+b ’

2102 SUR LE CALCUL NUMERIQUE
- : d?
Deuzieme cas. -‘—E,—:u.
(S)
-t try ) A aBy)Are o€
o — T =g ! ¢ o+
vl‘_'_% 2 o [A L +(A,+B,)ui+%—!— +( zp+z+ ?p+l) l ' J {C"
4 ' B \Aw o] E
x; - = [A " +(A+B)uy +..+ (A2p+ + 2Jrl) u; J e
Xy
avec
—a (A -+ A, Ay, ok AL AP, + ..),
— (: i + AL A! u +. o Ay A “ +...),
2 2 2 !
ag[ oty (A +B)u + . (A + B AP W, +...J,
a[N” ,+ (A, +B) e %+”. (,ﬁypmﬁqkm%++.”}

Voici les valeurs numériques des coefficients, seulement pour les
premiers termes. On trouve, par les formules qui expriment ces coeffi-

cients,
Av=1. A= 5%,
B = -;Za
A+ B= o+ —,
A, =1 “\":_Tl—z"
B =+ ;—lza
A,+B =— 2—14’

AJ—-—-géga,
By—-g%g,
A+ B,=— 2—;-6,
A',:—!—;I;laa
By=— 53&750’

A +B=-+ 7,
1920

A’6+ Bs = —

367
¢ = _l_
967 680’
12
967680’
31
60480

B,= -+
As"‘B’—‘r‘

i 191
Av=— 60 480’
40/
322560
367

Bs'::—{

193536
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Il est clair que, dans l'application, on n’aura pas besoin, en général,
de toutes les formules (R) et (S); on choisira, dans chaque groupe,
suivant les cas.

28. Montrons comment, au moyen de ces formules, on exécute une
quadrature premiere ou seconde :
o . . - , e ’]* ) \
1° Soit = la longitude du périhélie d'une planeéte dont la va-
leur =_, est donnée pour I’époque ¢_,, et supposons qu'on veuille
2 2

Pobtenir pour les époques ¢, ¢,, 2., %, £, au moyen des valeurs numé-
riques de dw _ 4.
dt
On calculera les valeurs numériques de «u pour les époques z_, , ¢,,

2y, 1, 45, Ly, qui, si I'on prend ¢, = 1866, janvier 23, et 2 = 30 jours
2

solaires moyens, seront respectivement
1866 : janvier 8, février 7, marsg, avril 8, mai 8, juin 7.

Si les différences troisiemes de ces valeurs numériques sont négligea-
bles, on aura, pour déterminer = par la troisieme formule (R),

. 1 A . 1
B — © l:a(’ui———-A"u,—):::x’u.— — At (aut);,
-3 12 ¢ i2
avec
1
C ,=o0o ou 'u  =— —Au
-t ST TS
et, par suite, avec
I
a'u~%:———2zA‘(au)_;_,.

D’apres cela, on construira le tableau suivant, qui fournira les va-
riations dw, comptées de 1866, janvier 23 :

t; a'uw%. ;. A‘(acu)i,r%. At (zue);. olu; ——‘I—ZA"(a:n)iz 0w,
t_, Janv. 8 —18,208
t, Févr.7 i—lg’oi; —18,959 _—_?’75i —1,271 | — 9,448 — (+0,106) = — 9,342
t, Mars g 3 ’g g —20,750 _2’722 —2,276 | —29,303 — (+0,190) = —29,113
t, Avril8 —.6“;’170 —23,512 —3767301 —3,182 | —51,434 — (+0,265) = —51,169
t, Mai 8 ’393 —a7,113 T80 —3,916 | —76,746 — (+0,326) = —76, 20
¢, Juin g 9% _3yizgg T 1291
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La colonney; contient les diverses valeurs du temps pour lesquelles on
. d
a calculé o 5=-

dt
. dw
La colonne «u; les diverses valeurs de o T

Les colonnes A*(au), ,, A'(au); contiennent les différences pre-
2
mieres de au; et les moyennes arithmétiques de ces différences pre-

mieres.
emier ’ ot A : ! .
Le premier nombre de la colonne « 1 est égal & — ;—4-.0,751 ;

les autres s’en déduisent par la condition que les différences premieres
de cette colonne soient les nombres correspondants de la colonne z«;.
Les trois derniéres colonnes s’expliquent d’elles-mémes.
2° Soit £ la perturbation de la coordonnée = d'une planéte, pertur-
bation comptée du 23 janvier 1866, époque que nous désignerons en-
core par Z_,.

Comme Vorbite troublée est tangente & 'orbite elliptique au point
correspondant a cette époque, on a

e = (7) =

wj—

Si, prenant o = 30 jours, on désire les valeurs de & pour les épaques 7_,,
d? . pps .
oy tyy ..., L, o0 calculera a? d—té pour ces différentes dates, et si les

différences secondes sont négligeables, on aura, par la troisieme for-
mule (S),

1 I
= u+ —wi) = w4 — at g,
12 I2

avec

ou

1 9
e | =—— At (etu)

-3 24

On construira donc le tableau suivant,

L1
Uy = — (o).
y 1 24(05 o)

-t
2
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. «* .. 22, 1. a2 u,. Al 22", 4+ -l—st"u. = k.

z z x+-,.—, i I3 12 i 13
¢_ Janv.8 —o0,0059 | —0,1210 —0,0059-4-(—0,0101) = —0,0160
t, Févr.7 —o,0051 ::2’?(:23 —0,1410 —0,0200 —0,0051 4 (—0,0117) = —0,0168
t, Mars 9 —o0,1453 _0’3:22 —o0,1820 —0,1453+ (—0,0152) = —0,1605
t, Avril 8 —o0,4675 _0’5 12 —o0,2490 —0,4675+(—0,0207)= —0, 4882
t, Mai 8§ —1,0387 ___0’ Zoz —o0,3290 —1,0387 4 (—0,0274) = —1,0661
t, Juin 7 —1,938g 9 —o0,4050 —1,9389+-(—0,0337) = —1,9720

2 : - s 47¢

La colonne a’«; contient les valeurs numériques de «* ——= pour les

époques ;.

Les premiers termes des colonnes o? ‘. . «®"u; soul respective-

1
+3

ment — EIZ(_ 0,0200), 2—14(—~ 0,1410); les autres s’en déduisent par
de simples additions; le reste du tableau s’explique de lui-méme.

On doit voir maintenant que, dans la Section I, nous avons introduit
le facteur indéterminé « dans les équations (H), afin de leur donner la
forme définitive qui se préte immédiatement 2 la quadrature. Si nous
n’avons pas multiplié par «* les équations E de la méme section, c’est
uniquement parce que, dans ce cas, la simplicité des opérations permet
d’effectuer cette multiplication, sans aucune crainte d’erreur, dans le
cours méme du calcul.

Ajoutons que, dans la Section IIl, nous pratiquerons les quadratures
premiere et seconde comme nous venons de 'indiquer dans ce n° 28.

SECTION IIL

Cette Section est destinée & compléter les deux premiéres par une
application numérique. Nous prenons les -éléments de Céres au
23 janvier 1866, et nous calculons de trente en trente jours, jusqu’au
28 mai de la méme année, les perturbations qu’éprouve cette planete de
la part de Jupiter. Nous comptons en temps de Greenwich, et nous
prenons le jour solaire moyen pour unité.
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Dans les deux méthodes, le calcul offre a l'origine une partie com-
mune que nous présenterons d’abord ; nous séparerons ensuite les opé-
rations relatives 4 chacune d’elles.

Partie commune aux deux méthodes.

29. Apres avoir fixé U'instant initial z_, du calcul et’étendue de I’in-
tervalle de temps «, on calculera, pour les époques ¢_, +a, ¢, + 22,
i, +32,... : 1° les quantités u, 7, ¢, v qui se rapportent & Céres;
2° les lieux héliocentriques de Jupiter. On aura soin de rapporter toutes
les longitudes & un équinoxe fixe, soit ’équinoxe de 1866, janvier 1,0 :

1° Eléments de Céres; caleul deu, r, o, v. :

Pour 1866, janvier 23,0, le supplément au Nautical Aimanac 1866,
donne

e = 125.58723,7, o=10.36-27.3
m=148.20.43,9, x= 4.36.13,4
6 = 80.49.44,6, n=1771",02100

Ces longitudes ¢, =, 6 de I’époque, du périhilie et du neeud sont
comptées de I’équinoxe moyen de 1866, janvier 23,0. Nous les rédui-
sons a4 I’équinoxe moyen de 1866, janvier 1,0, en les corrigeant de la
précession correspondante a la différence des deux dates ou en les dimi-
nuant de 3”,03. Les valeurs corrigées ¢,, =,, 6, sont

g = 125?58’. 20’:7
@ = 148.20.40,9
6. = 80.49.41.6

u, v, r, v se calculeront au moyen des formules

siny .
U— ==y sinu =nt—+e— & =nt + &, — @,

R ¢ . I —
ﬁsm;u:sm; uya(i+e),

— 1 1 S —
rCcos — ¢ == C0S — u.ya(1—e
Vreos —v=cos - u.ya(1—e),

v=v+wm—0=v+w—0.



t

1866. Janvier
Février
Mars. .
Avril. .

Mai. ...

Juin . .
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. 8,0
. 7,0
. 9,0
. 8,0
8,0
. 7,0

u

——2{145.2
—20.47.3
—13.50.

— 6.51.31
-+ o0. 7.33
+ 7. 6.17

[SANENG |

&)

14

I3

—29.56 44
—22.29.26
—14.58.48
— 7.25.52

”

-+ o. 8.10
-+ 7.41.52

2* Lieux héliocentriques de Jupiter.

v

+37.34.15
1.33
+52.32.11
—+60. 5.
-+67.39.
“+95.12.5

+45.

[{o R |
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log 7,

0,40994
0,40808
0,40672
0,40588
0,40564
0,405g2

On trouve, dans le Nautical Almanac de 1866, les positions hélio-
centriques suivantes de Jupiter :

L.

1866. Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars... g,o0
Avril... 8,0
Mai.... 8,0
Juin... 17,0

Long. hélioc = L',

281. 515714
283.35.49,3
286. 6.18,1
288.37.24,6
291. 9.10,4
203.41.36,1

Latitude = A’.

0 ! "
. 2.51,0

—o. 6.16,3
—o0. 9.41,9
—o0.13. 7,1
—o0.16.31,7

—o0.19.55,2

log r'.

0,7160071
0,7150881
0,7141674
0,7132469
0,7123286
0,7114138

Ces longitudes étant comptées de I’équinoxe vrai des époques respec-
tives, nous devons les rapporter & I'équinoxe moyen de 1866, jan-
vier 1,0. On trouve dans le Nautical la précession et la nutation en
longitude correspondant au changement d’origine du temps; leur
somme donne la correction qui, appliquée a L', fournira les longitudes
évaluées en partant de notre équinoxe fixe :

t — 1866. .
L. Janv, 1,0. Précession. Nutation. Correction. .
Jours. " " ” 0 ’ "

1866. Janvier. 8,0 7 — 0,97 —5,69g — 6,66 281. 5.50,7
Février. 7,0 37 — 5,09 —5,73 —10,82 283.35.38,5
Mars... 9,0 67 — 9,22 —4,51 —13,73 286. 6. 4,4
Avril. .. 8,0 97 —13,35 —2,80 —16,15 288.37. 8,5
Mai.... 8,0 127 —17,48 —1,81  —19,29 291. 8.51,1
Juin.... 7,0 157 —21,60 —2,00 —23,60 293.41.12,5
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Premiére méthode.

30. Apres avoir calculé la partie commune, on choisira pour axes de
coordonnées rectilignes 'axe de V'écliptique, la ligne des équinoxes
moyens de 1866, janvier 1,0, et la droite perpendiculaire & ces deux-la;
I'axe des @ positifs étant dirigé vers I'équinoxe du printemps, celui des
v positifs vers le solstice d’été, et celui des z positifs vers le pole bo-
réal de I'écliptique. On continuera le calcul de la maniere suivante :

1° Calcul des coordonnées elliptiques rectangulaires =, y., z. de
Céres;

2° Calcul des coordonnées ', ¥/, 2’ de Jupiter, et de sa distance p’
a Géres; '

. oo e dR AR xR
3° Caleul des quantités A T & Snv @ 7= qui,

I o, A2 1 o din

rertt des équations E, représentent —— a®—, —— a2 ——
en vertu q H p t sin1” « de? ’ sin1” de’
L a2 & vand, dans une premietre approximation, on néglige &
Sin1” dt:’ q ¢ ’ p [p ’ g S > *
1, C;

4° Formation du tableau des valeurs numériques des quantités preé-
cédentes et application des formules de quadrature qui fourniront en
secondes d’angle les premieres valeurs approchées &,, v, &, de &, u, {;
5¢ Substitution de ces valeurs approchées &,, 7, &, dans les termes
ko x, ko o Ve k2o o e
- (g—- SEd‘r), — (n—é;ﬁ‘r); — (§~5E&r>a pour
1 o d*E 1 2 %y
—_—y A5y —— O
sin 1 der " sinx de

obtenir des valeurs plus approchées de

1 2 d? _ R
Y “-717?' La quadrature correspondante & ces valeurs nouvelles

fournira &,, v,, &, plus exactes que &,, n,, §,; et ainsi de suite.

v

1° Calcul de x,, y., z..

On posera
asin A =cosf,, acos A = —sinf, coso,

bsinB=sin 6, bcosB= cosb, cose,
et I'on aura

Ze=reasin(A+v), ye=rebsin(B+v), z.=r.singsinv.
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On trouve dans notre exemple

loga=1,99271,

log b :?,99982.,

¢

1866. Janvier.
Février.
Mars. ..
Avril...
Mai. . ..

Juin. ..

8,0 o,
7,0 0,
9,0 o,
8,0 o,
8,0 0,
740 0,

! v

0
A=7— g.19.42,
B= -+80.58 58.

log .
07770.n
16683 .n
23490.1n
28759 .n
32830.n
35898.n

log 7,
0,35344
0,31581
0,26696
0,20393
0,12187

0,01168

2° Calcul de «', ¥', =’ et de p'.

Ces quantités sont données par les formules

2’ =r'cosA’cosl,

y'=r'cosA'sinl,

Pr=(Ze— 2" P+ (re—y' )+ (2. —2)%

t

1866, Janvier. 8,0

Février. 7,0

Mars... 9,0
Avril... 8,0
Mai.... 8,0
Juin... 17,0

log .
0,00039
0,08623
0,15717
0,21741
0,26956
0,31533

az

39 Calcul de ——

log »'.
0,70781.
0,70274.
0,69679.
0,68990.
0,68205.
0,67318.

n
n

log .
3,63458.
3,97619.
2, 16460.
2,20485.
;,39428f
2,47442.

dR at dR a dR

log z,.
1,46009
T,52277
1,57141
1,6087q
1,636-4

1,65630

3'=pr'sinA’';

log £
n 0,8856¢
n  0,88147y
n  0,87665
n 0,87120
n  0,86515
n  0,85847

sint” dz’ sint’ dy’ sint’ dz

Ces quantités ne dépendent que de x, y, 55 &, ¥/, 2’5 ', p’ qui sont
actuellement calculés, et de £, 7', dont voici les valeurs :

log k = 2,23558, logm’ =log ;Ig; = 4,9788r.

28.
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On trouve
«t dR «r dR «t dR

1 —_—— o = —7—° o —5 —5—*
£ 8 Sn1” dr gsm 1" dy gsml” dz

1866. Janvier. 8,0 1,07650.n 0,02140 5,50695.11,
Février. 7,0 1,13919.n 0,01895 2,56954.n
Mars... 9,0 1,18850.n 0,01604 2,62332.n
Avril... 8,0 1,22670.n 0,01265 5,67001 .n
Mai.... 8,0 1,25550.n 0,008g6 2,71068.n
Juin... 7,0 1,29544.n 0,00497 2,74603.n

o d*E
—_ T 7
sin1” dg

A9

4° Valeurs numériques des quantités de Uarticle 3° ou de

«*  d*n  d? d ol . .
ST dE s agp Jiand on néglge &, 1, § (premiére approxi-

mation) et quadrature.

On a

. o« c_l’_é: o« dy wt A&

: sini” det’ sini” det sin1” de¢

) . ” v v

1866. Janvier. 8,0 —o0,119 —+1,051 —-0,0321
Février. 7,0 —0,138 —+1,045 —o0,0371

Mars. .. 9,0 —o0,154 -+1,038 —0,0420

Avril... 8,0 —o0,169 -+1,030 —0,0468

Mai.... 8,0 —o0,180 —+1,021 —o0,0514

Juin... 17,0 —o0,189 ~+1,012 —o0,0557

La troisieme formule S, appliquée & ces trois séries (voir n® 28,
Section II'), donne respectivement

t. g, 7. &,-

1866. Janvier. 8,0 ——0”,016 -+ 0”,132 —-o”,oo42
Février. 7,0 —0,016 + 0,131 —0,0043
Mars.., 9,0 —o0,155 + 1,175 —o0,0417
Avril... 8,0 —o0,447 + 3,258 —o0, 1211
Mai.... 8,0 —o0,90S + 6,371 —0,2471
Juin... 7,0 —1,550 +10,504 —o0,4245
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59 Caleul de

_"“'<g-.3 > —1'73 (p—s—a) (c—-s':ar),

y z .
oul’on remplacera t, v, § par &,,4,, §,. et orpar r‘ g, + ;—’ o+ =3,

)

~ l

On obtient

‘t e ¢ €

1866. Janvier. 8,0 -—oI:oo:>. —l—o”,oo3 —'r-c)'/,ooo:
Février. 7,0 —90,003 +0,002 --0,0008
Mars... 9,0 —o0,028 0,014 +0,0073
Avril... 8,0 —o0,080 +0,019 +0,0202
Mai.... 8,0 —o0,149 —0,001 +0,0373
Juin.... 7,0 —o0,216 —o0,061 —+0,0547

En ajoutant les nombres de ces trois séries respectivement a ceux des
trois premieres séries de 4°, on obtient des valeurs plus exactes pour
@ d¥ o« dvn ¢ d*C
sint” d¢’ sint’ dff  sint’ dt
Ces valeurs sont

. af d:E o« diyq ol {—i‘i:::
; sint” ar sini” dit sin1” dr*
. 1 o "
1866. Janvier. 8,0 —0,121 +1,054 —0,0314
Février. 7,0 —o0,141 —+1,047 —0,0363
Mars... 9,0 —0,182 —+1,052 —0,0347
Avril... 8,0 —o0,249 1,049 —0,0266
Mai.... 8,0 —o0,329 -+1,020 —0,0141
Juin. .. 7,0 —~-0,405 —+0,901 —0,0010

On déduit de ces valeurs numériques, par la formule de quadrature
qui a servi a larticle 4°, des valeurs de &, 0, § plus exactes que &,
11, §i» €t que nous avons déja désignées par &,, 1, &a-
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1. EQ. Nye (489

" 14 ) ”
1866. Janvier. 8,0 —o0,016 + 0,131 —0,0041
Février. 7,0 —o0,017 + 0,131 —o0,0041
Mars. .. 9,0 —o0,160 + 1,199 —o0,0399
Avril... 8,0 —o0,488 + 3,278 —o0,1098
Mai.... 8.0 —-1,066 + 6,424 —0,2060
Juin... 7,0 —1,973 +-10,586 —0,3162

ot d% ot diq
ST T o T
sint” dz’ sint” dit

les formules de la premiere quadrature, on obtiendrait

dt dn dt
- Les valeurs de &, u,  etde R AT

Si Pon appliquait aux valeurs numériques de

at dig

o dE a dn a dT
sint’ d¢° sini” dt ’ sini” dt
aune certaine époque, permettent de calculer, pour cette époque, les va-
riations correspondantes des éléments de l’orbite, au moyen de formules
dues & M. Encke, et qu’on trouve dans le Nautical Almanac de 1856.
C’est en vue de cette transformation, qu’il convient de calculer &, u, &
en secondes d’angle. Nous avons obtenu de cette maniere :

‘. = 4§, _x =45,

sint” de sin1” de sin1” dt
1866. Février. 7,0 —0’10672 : +o”,5239 ———o',,0176
Mars... 9,0 —0,2267 +1,5732 --0,0536
Avril... 8,0 —0,4406 ~+2,6251 —o0,0852
Mai.... 8,0 —0,7292 +3,6624 —o0,1053

et pour les perturbations des éléments au 8 mai :

oL = ——13:/210 oy = ——15’;969
Ow, = —176,295 dp = — 0,601
86, = — 4,658 on=+ 0,0878

Deuxieme méthode.

31. Apres avoir calculé la partie commune, on divisera la suite du
travail dans les cinq parties suivantes :

1° Calcul des coefficients (1), (2),..., (13), p, dont la définition a
été donnée, Section I, n°® 11, et des quantités sinv, cosy, sinv, cosv,
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cosz; on aura alors tous les éléments nécessaires pour former les coef-
ficients de R, S, W', dans lés équations (H);

2° Calcul des lieux de la planete perturbatrice rapportée a l'orbite
de la planete troublée, comme il a été expliqué au n° 10, Section 1;

3° Calcul de R, Sy, W'y

4° Calcul des valeurs numériques des seconds membres des équa-
tions (H) pour les diverses époques.

5° Application des formules de quadrature aux séries de ces valeurs
numériques correspondantes aux divers éléments.

1° a. Coefficients (1), (2),..., (13). b. Coefficients de R, S, W',
dans les équations (H).

a.
log (1)=1,78636, log(6)=12,967171, log(11)="2,60419,
log(2)= 0,73499, log(7)=12,87335, log(12)=1,53323,
log(3)=0,44056, log(8) =0, 40800, log(13)=1,09408,
log(4)=1,53464, log(9)=1,04334, log p =o0,43915.
log(5)=1,09549, .log(10)=0,29963,

b. Les nombres entre [ ] sont les logarithmes des coefficients dont
ils tiennent la place : -

t. COS¥. (? -+ 1) rsinv. rsinu.
1866 Janv. 8,0 ociid—? =—[1,937771(4) R, +[0,42406.1] (5) S, +[0,19508]'6)W',.
Fév. 7,0 [v,96564] [0,30759.n] [0,257-6]
Mars 9,0 [7,98498] [0,13667.n] [0,30640]
Avril 8,0 [1,99633] |1,83557.n] [0,34378]
Mai. 8,0 [0,00000] [2,09951 ] [0,37173]
Juin. 7,0 [1,99607] [1,85082 ] [0,39129]
d rcosv. d6 rsinu.
@ 7;2 = [0,308g9] W, @ = [0,19508](2)W/.

[0,25736] [0,25776]

[0, 19081] [0,30640]

[0, 10372] . [0,34378]

[1,98567] [0,37173]

[1,81280] [0,39129]
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sin . %
o %}z = —[1,69825.n](7)R,—[1,59006](8)S.
[7,55266.n] [T,5919°]
[1,41242.n] [1,59328]
[1,11171.0] [1,50412]
[1,37577 ] [1,59436]
[1,12693 | [1,59408]
sine. (cos¢ -+ cosu).
o % =[1,69825.n](3)R,+ [0,24346](3) 8.
[1,58266.n] [0,26924 ]
[1,41242.n] [0,28713]
[1,11171.2] [0,29763]
[3,37577 ] [0,30103]
[x, 12693 ] [0,29739]
cos . 7. (1;2_,— 1) rsino. rsinv,
ddL - , *dn
B =— [1,937771 (9)R,— [0, 40994] (10) R}~ [0, 42.406.7] (11) S+ [0, 19508] (6)W',—+ /j a7 e
[1,96564] [0,40808] [0,30759.7] [0,25776]
[1,98498] [o,40672] [0,13667.7] [o,30640]
[1,99633] [0,40588] [1,83557.7] [0,34378]
[0,00000] [0,40564] [2,09951 ] [0,37173]
[1,99607] [0, 40592] [1,85082 ] [o,39129]

2° Calcul des lieux de la planéte perturbatrice rapportés a | ‘orbite
de Céres.

a. Les lieux héliocentriques de Jupiter /';, A, pour janvier 8 et
'\, A', pour juin 7 donneront d’abord les éléments ¢’, ¢’ de cette pla-
nete au moyen des formules

sin [%(1" +1l,)— 6’] tango’ = sin( A +1:°) )
2cos A cosA cos ~ (I, — )

sin(A, — A,)

1 ’ ’
cos[;(l, -s—lu)—e’] tango’ = -
' 2 cos A’ cos A, sin (I} — 1))
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On trouve
6 =99°1"17",9, ¢ =1°1840",2.

6. On cherchera ensuite N, N, J au moyen des formules (6) du
n° 410, Section I,

N=r— 2.30.5( 4,
NI
J

I

T — 20.40.14,0,

I

-+ 9.22.14,0.

c. On calculera les longitudes de Jupiter dans son orbite L’ au
moyen de la formule suffisamment exacte

=170+ tang’écp’sinz(l’—— 6').

Apres quoi les formules (8), n°® 10, Section I, donneront 3’ et ). On
trouve ainsi :

. L. . 2.
1866. Janvier.. S,0 281, 5.527 22.28.23"  3°36.35"
Février.. 7,0 283.35.42,8 24.56.59 3.58.54
Mars.... g,0 286. 6.11,0 27.26.12 4.20.54
Avril.... 8,0 288.37.17,4 29 56.6 4.42.28
Mai..... 8,0 291. 9. 2,2 32.27.2 5. 3.33
Juin..... 7,0 293.41.25,7 34.58.38 5.24.14

d. On passera alors au calcul des quantités «',, ¥,, z, données par
les formules (7) du n° 10, Section I. On en déduira p’, A" :

L. log . log y,. log 2, logg' log A’.
1866.Janvier.. 8,0 0,69428.n 0,19606 1,51505 0,88569 5,69099.)1
Février.. 7,0 0,67935.n 0,29860 1,55670 0,88147 3,68925.n
Mars.... g,0 0,66038.n o0,37902 ?,59394 0,87665 3,68648.n
Avril.... 8,0 0,63701.n o0,444o1 1,62746 o0,87121 3,68253.n
Mai..... 8,0 0,60882.n 0,49725 1,65781 0,86515 3,67728.n
Juin..... 7,0 0,57534.n 0,54126 1,68536 0,85849 3,67056.n
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3° Calcul de Ry, Sy, W
L. 1(»3%1’\'0:(1)[!3'.1:’[—)9—’,;]% lo { h=( 1)[A’h]$ {S'or-(’)'[’-\':,x]:-
1866. Janvier. 8,0 0,05635 2,99240.n 1,67341.n
Février. 7,0 . 0,03098 1,03231.0 1,77421.1
Mars... g,0 1,99708 1,06678.n 1,85186.n
Avril... 8,0 ;,95287 ?,09635 n 1,91290.7
Mai.... 8,0 1,89577 1,12145.n 1,96089.n
Juin. .. 7,0 —1-,82171 1,14228.n 1,09818.n

4° Valeurs numériques des seconds membres des équations (H).

.On les obtient en substituant, dans les équations & de Particle 1°,

leurs valeurs

1866. Janv. 8,0
Fév.. 7,0
Mars 9,0
Avril 8,0
Mai.. 8,0
Juin. 7,0

a (1), (2),..

dw,

o (t't

— 18,208
—18,959
—20,750
—23,512
—27,113
—31,344

do
dt

"
—0,200
—0,195
—0,181
—0,159
—0,128

—0,090

30 L.

—0,837
—1,060
—1,283
—1,497
—1,692
—1,856

o? dn

3dt

—}—0",51 2
0,625
-+0,732
40,831
—+0,919
-+0,994

o (1), Ry, S, W, :

dy.
30 dt

—3,844
— 4,181
—43506

“‘47798
—5,036

—5,202

( dé‘L 3j(llz )

—5'2906
—5,558
—5,140
-— 4,655
—4,106
""3;443

5° Une quadrature premiére appliquée aux séries numeriques precedentes
donnera immédiatement

dw,, do, &6, 30dn, dy, OL —-—f -—-a't’ (Foir n° 28, Section I1.)

Une simple division par 3o donnera J'n;

0L se déduira de

(d‘L-—fIZ—? dz*) par P’addition deff% dt* que fournira d’ailleurs

une quadrature seconde appliquée & la série numérique 30-

arrive ainsi aux résultats suivants pour le 8 mai :

- On
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t. dw,. d9.

1866, Févr. 7,0  — 9,342 —0,098
Mars 9,0 —29,113 —0,287
Avril 8,0 —51,169 --0,458
Mai 8,0 —96,420 —o0,602
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08,. 300 7n. oy. L.
-—0'2502 +o': 3028 — 2'20.18 — al 748
—1,674 -+0,9820 — 6,394 — 7,469
—3,065 41,7643 —11,050 —11.007
—4,662 +2,6403 —15,972 —13,200

Nous trouvons, en résumé, les perturbations suivantes du 23 janvier

au 8 mai 1866 :

17¢ méthode.
oL ....... —13’:210
O nn,- —n6,205
0. v... .- — 4,658
S nans —15,969
00. . ... — 0,601
on..... .. + 0,0878

2€¢ méthode.

”

—13,200
—16,420
— 4,662
—15,972

— 0,602

+ 0,0880

Différence des résultats
(1¥¢ m. —2¢m.}

14
—0,010

—+o0,125
-+0,004
-+0,003
-+0,001

—0,0002

2Q¢



